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この講演のテーマ
• ゲージ理論における Wilson ループがカスプ（尖り）
を持つ場合に

‣ 光的多角形 Wilson ループとグルーオン散乱振幅
との関係

‣ カスプ異常次元の厳密な計算

の 2 点について考える

• 特に、4 次元最大 (N=4) 超対称 Yang-Mills 理論にお
ける上記の問題を、 AdS/CFT 対応と呼ばれるゲー
ジ・重力双対性や、可積分性との関係を絡めなが
ら、レビューする
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1. Introduction



動機
• ゲージ・重力双対性の重要性

• AdS/CFT 対応のようなゲージ・重力双対性では、
特にゲージ理論の強結合領域は、重力理論の弱結合
領域に対応する（強結合・弱結合型双対性）

• ゲージ・重力双対性を利用すれば、ゲージ理論の強
結合領域の物理を重力理論の弱結合領域の物理によ
って解析できる
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d 次元ゲージ理論 d+1 次元重力理論⌘



• AdS/CFT 対応：（超）共形場理論 (CFT) は AdS 時
空上の弦理論と等価

• 具体例

• パラメータ間の関係
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強結合・弱結合型双対性
• AdS/CFT 対応は強結合・弱結合型双対性

• 一般に両理論の比較は困難
• 理論に高い対称性がある場合、ゲージ理論のいくつ
かの物理量は結合定数に依らず、厳密に計算できる
場合がある

‣ BPS 演算子の共形次元 ← 非繰り込み定理
‣ 円形 Wilson loop の期待値 ← 局所化

‣ Wilson ループのカスプ異常次元 ← 可積分性

• このような場合は弦理論側の結果と直接比較可能
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Figure 1: Planar and non-planar Feynman graph (top), free and interacting
string worldsheet (bottom), Feynman graph corresponding to a patch of world-
sheet (right).
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Figure 2: Map of the parameter space of N = 4 SYM or strings on AdS5 ⇥S

5.

consists in taking the rank of the group to infinity, Nc ! 1, while keeping the rescaled
gauge coupling � = g2YMNc finite. In this limit, the Feynman graphs which describe
the perturbative expansion of gauge theory around � = 0 can be classified according to
their genus: Graphs which can be drawn on the plane without crossing lines are called
planar. The remaining graphs with crossing lines are suppressed. This substantially
reduces the complexity of graphs from factorial to exponential growth, such that the
radius of convergence of the perturbative series grows to a finite size. Moreover, the
surface on which the Feynman graphs are drawn introduces a two-dimensional structure
into gauge theory: It is analogous to the worldsheet of a string whose string coupling gstr
is proportional to 1/Nc. Not surprisingly, integrability is confined to this planar limit
where gauge theory resembles string theory.
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研究の目標

• より多くの物理量に対して弱結合から強結合に至
る全結合領域での振る舞いを理解したい

• そのために理論の持つ超対称性や可積分性を最大
限利用する

• 前半の光的多角形 Wilson ループ・グルーオン散乱
振幅の話は、まだこのような理解に達していない

• 後半のカスプ異常次元は理解されつつある
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2. グルーオン散乱振幅と
光的多角形 Wilson ループ



グルーオン散乱振幅
• N=4 SYM 理論は共形不変ゆえに漸近状態は定義で
きない

• 散乱振幅は ill-defined

• 散乱振幅の定義には IR cut-off が必要

• 通常は次元正則化を行う
• 弦理論の言葉では Dp-brane                          を考え
ることに相当
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弦理論における散乱
• グルーオンは開弦に対応する
• AdS5 の計量

• 散乱振幅は vertex operator が挿入された作用の 
saddle point 近似で評価される

• AdS 空間でこのような開弦の配位を求めるのは
難しい

• Flat 空間の場合：
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• Alday と Maldacena は以下のような ‘T-dual’ 変換
を考えることで、このような作用の評価が数学的
に簡単化されることを見出した

• 新たな変数の計量もまた AdS5 空間となる

• 境界条件は以下のように読みかえられる

• 運動量保存 → 閉じたループ
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• 元の座標の境界条件は IR regime:              で課さ
れる

• 新たな座標では AdS の境界に対応

• 問題は閉じた polygonal loop を境界にもつ AdS 
空間中の極小曲面を求めること
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4 点振幅
• 4-cusp 解は具体的に求まる

• a と b は Mandelstam 変数と関係付けられる
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• この解を作用に代入する
• そのままでは発散する
• 正則化：D3 → D

• この正則化のもとで作用を評価すると
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Fig. 3: Sequence of lightlike segments which specifies the scattering configuration.

This figure lives at r = 0 of the metric (2.9).

As we explained above, we should find a classical string solution specified by these

momenta. It is simplest to think about the solution in T-dual coordinates where the

problem boils down to finding a minimal surface in the T-dual AdS5 space (2.9). This

surface ends at r = 0 on a closed sequence of lightlike segments whose sides are specified

by the lightlike momentum vectors (2π)kµ
i , see fig. 3.

3.1. The lightlike cusp

We start by considering the solution near the cusp where two of the lightlike lines

meet. So we consider two semi infinite lightlike lines meeting at a point. This case was

considered in [21] and it will prove useful for generating the solution we want. It is a

surface that can be embedded in an AdS3 subspace of AdS5

Y0

r

Y1

Fig. 4: The lightlike cusp. The thin lines shows the light cone.
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ゲージ理論との比較 (BDS 予想) 
• Bern, Dixon, Smirnov はゲージ理論の摂動論の計算
から厳密な 4 点振幅の形を予想した

• カスプ異常次元はよく理解されている（→ 後半）

• 弦理論からの結果
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ここまでのまとめ

• 4 点振幅（四角形 Wilson loop）の場合は、具体的
な弦の解が構成でき、極小曲面の面積を評価する
ことが可能

• 結果は BDS 予想で強結合極限をとったものと一致

• より多点の振幅の場合はどうか？
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3. 最近の進展



多点振幅
• BDS 予想は一般の n 点振幅に対してなされている

• ただし、6 点以上に対しては正しい振幅と BDS 予
想にはズレがあることが確認されている

‣ 強結合で                の場合
‣ 2-loop における 6 点振幅

• ズレの部分は remainder 関数と呼ばれている
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強結合における振幅
• Remainder function を結合定数の全領域で知るこ
とが目標だが難しい

• まずは強結合領域について考える
• 強結合領域における散乱振幅を計算するためには、

light-like polygon を境界にもつ極小曲面の面積を
知る必要がある

• n 点振幅については特殊な場合 (regular polygon) 
を除き、このような解は構成されていない

• 実は解を具体的に知らなくても、面積を計算するこ
とは可能
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極小曲面と積分方程式
• 2n 点振幅に対応する AdS3 内の極小曲面の面積は以
下の積分方程式を解くことで計算できる
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• 流れ：

• 積分方程式を数値的に解くことは可能だが、解析的
に解くことは難しい

• パラメータ       が小さい時には 2 次元 CFT のテクニ
ックを用いて remainder 関数の解析的表式を得るこ
とが可能

• 実は散乱振幅に対する積分方程式は homogeneous 
sine-Gordon 模型と呼ばれる既知の可積分系に対す
る TBA 方程式と同一

23

パラメータ 積分方程式から　　　を決める

面積は           を用いて表される

YH, Ito, Sakai, Satoh, arXiv: 1005.4487, 1102.2477
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4. カスプ異常次元の厳密な計算



カスプ異常次元
• Wilson ラインがカスプを持つとき、
その期待値は log 型の発散を持つ
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定する方程式が知られている
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カスプ異常次元と共形次元
• 実はカスプ異常次元は、ツイスト演算子と呼ばれ
るクラスの演算子の共形次元にも現れる

• N=4 SYM 理論における単トレース演算子の共形次
元は、あるスピン鎖模型のハミルトニアンを対角
化することと等価であることが知られている

• このようなハミルトニアンの対角化には Bethe 仮
説法が利用できる
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積分方程式（BES 方程式）
• Beisert-Eden-Staudacher は Bethe 仮説方程式から
出発して、カスプ異常次元を決定する方程式を具
体的に書き下した

• 積分核は Bessel 関数によって表される（複雑）

• この積分方程式は任意の結合定数で正しい結果を
与えると信じられている
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• 積分方程式から決定されるカスプ異常次元の振る
舞い

• これらの結果はゲージ理論側・弦理論側で知られ
ている結果を完全に再現した
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最近の進展
• これまでは光的 Wilson ラインに現れるカスプ異常
次元について考えてきた

• より一般の Wilson ラインについてもカスプ異常次
元は定義される
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• 最近、このような一般化されたカスプ
異常次元を決定する積分方程式が予想
された

• 以下では、簡単のため角度が小さい場
合について解説する

Correa, Maldacena, Sever ’12

Correa, Henn, Maldacena, Sever ’12



一般化されたカスプ異常次元
• 角度が小さいとき                      は以下のように振る
舞う

• Maldacena たちは係数            が、円形 Wilson ル
ープの期待値と関係づくことを発見した

• 円形 Wilson ループの期待値は局所化の方法により
厳密に計算されている
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• 円形 Wilson ループの期待値：

• 弱結合・強結合極限での振る舞い

• これらの結果はゲージ理論の摂動計算 [Correa, Henn, 
Maldacena, Sever ’12] 及び、弦理論側からの予言 
[Drukker, Gross, Ooguri ’99] ときちんと一致した
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コメント
• Correa-Maldacena-Sever は一般の角度に対するカス
プ異常次元を厳密に与える積分方程式を予想した

• 導出はテクニカルなので、アイデアのみ解説する
‣ Wilson ラインのカスプ上に局所演算子を挿入する
‣ その局所演算子の共形次元を考える
‣ 局所演算子の端は Wilson ラインと結合しているの
で、共形次元は開いたスピン鎖の対角化に対応する

‣ 単トレース演算子の場合と同様の手法が利用でき、
共形次元を与える無限個の非線形積分方程式
（TBA 方程式）が得られる

‣ 最後に演算子の長さが 0 になる極限を取る
32
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4. まとめと展望



まとめ
• N=4 SYM 理論ではある種の物理量は弱結合から強
結合にわたる全領域での振る舞いを知ることが可能

• カスプ異常次元はそのような「良い」物理量の一つ
• グルーオンの散乱振幅は光的多角形 Wilson ループ
と関係付く

• 強結合における散乱振幅は AdS 空間の極小曲面の
面積として与えられ、 境界条件はグルーオンの運動
量から決まる

• 極小曲面の面積自体は、解の形を知らなくても、あ
る 2 次元可積分模型の積分方程式を解くことで計算
可能
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展望
• 強結合の解析･･･極小曲面が AdS5 にある場合

‣ 積分方程式は既知　
‣ どのような可積分模型が対応するのか不明
‣ ホログラフィック相関関数の計算においても、似
たような取り扱いが可能

• 最終的な目標
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結合定数に依らず決定する方程式を見つけたい

Janik, Wereszczynski ’11
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小松さんの講演


