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1 古典力学

1.1 ハミルトニアン

逆自乗力を受けている粒子の運動を考える. ハミルトニアンは,

H =
p2

2m
− κ

r
(1.1)

である. 太陽系の惑星の場合,κ = GM1m2. m = M1m2/(M1 +m2)は換算質量. 水素原子内の電子の運
動の場合は, κ = e2/4πϵ0. mは陽子と電子の換算質量になる.

このときのニュートンの運動方程式は

ṗ = −κ
r

r3
. (1.2)

力が中心力なので,軌道角運動量Lは保存する：

dL

dt
= {L, H} = 0. (1.3)

ここに, {A, B}は Poisson括弧.

逆自乗力の元での運動では,近日点移動がない. それは,次で定義されるRunge-Lenzベクトルの保存
則の反映である：

B ≡ 1

m
L× p + κ

r

r
. (1.4)

実際,

dB

dt
=

1

m

(
L̇× p + L× ṗ

)
+ κ

d

dt

r

r
,

=
1

m
L× ṗ + κ

ṙr − rṙ

r2
,

=
1

m

{
L× (−κ

r

r3
) +

κ

r2

(
pr − r

p · r
r

)}
. (1.5)

第２項の最後の変形において, r2 = r · rを微分して得られる恒等式 rṙ = ṙ · rを用いた.(p = mṙに注
意.)
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ところが,

Eq.(1.5)の第１項の i成分 = − κ

r3

[
(r × p)× r

]
i
,

= − κ

r3
ϵijkϵjlnrlpnrk,

=
κ

r3
(δilδkn − δinδkl)rlpnrk,

=
κ

r3
(rip · r − pir

2).

すなわち,

Eq.(1.5)の第１項 = − κ

r2

(
pr − r

p · r
r

)
.

これは,第２項の符号を変えたものである. よって,

dB

dt
= 0. (1.6)

1.2 Bの物理的意味

Bは定ベクトルなので,どの位置で計算しても同じ値である. 結合状態の粒子は楕円軌道を描く.粒子
が丁度楕円軌道の長軸の位置に来たとき, r ⊥ pであるので, L× p = −rp2.すなわち,長軸ベクトルに
平行である. したがって,Bは力の中心を通る長軸に平行なベクトルである. すなわち,長軸ベクトルの
永年変化はない.

2 量子論

中心力内の質量水素原子内の電子に対するハミルトニアンは

Ĥ =
p̂2

2m
− κ

r̂
(2.1)

である. ただし,κ = e2/4πϵ0. mは陽子と電子の換算質量.

2.1 準備

ポテンシャルが回転対称であるから,角運動量 L̂ = r̂ × p̂はハミルトニアンと可換である：

[Ĥ, L̂] = 0. (2.2)

以下の計算の基礎となる交換関係を書き下す：

[x̂i, p̂j ] = ih̄ δij , (2.3)

[L̂i, x̂j ] = ih̄ ϵijkx̂k, (2.4)

[L̂i, p̂j ] = ih̄ ϵijkp̂k, (2.5)

[L̂i, L̂j ] = ih̄ ϵijkL̂k, (2.6)

[p̂i,
1

r̂
] = ih̄

x̂i
r̂3

, (2.7)

[L̂i, f(r̂)] = 0. (2.8)
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ここで, f(r̂)は動径の長さ r̂だけに依存する任意の関数である.

量子力学的なRung-Lenzベクトル 1は,

B̂ =
1

2m

(
L̂× p̂− p̂× L̂

)
+ κ

r̂

r̂
, (2.9)

≡
(
Ĉ + Ĉ

†
)

+ κ
r̂

r̂
. (2.10)

ここに,

Ĉ ≡ 1

2m
L̂× p̂, Ĉ

†
= − 1

2m
p̂× L̂. (2.11)

2.2 Bが保存量であること

以下では,演算子を表すˆの記号を省略する. 以下に、HとBが可換であり、Bが保存量であることを
示す。
Eq.(2.8)を用いると,

[
1

r
, Bi] = [

1

r
, Ci + C†

i +
κ

r
xi],

= [
1

r
, Ci] + [

1

r
, C†

i ],

= [
1

r
, Ci] − [

1

r
, Ci]

†.

ところが,

[
1

r
, Ci] =

1

2m
ϵijk[

1

r
, Ljpk],

=
1

2m
ϵijk

(
Lj [

1

r
, pk] + [

1

r
, Lj ]pk

)
,

=
1

2m
ϵijkLj [

1

r
, pk],

=
1

2m
ϵijkLj(−1)ih̄

xk
r3

,

= − ih̄

2mr3
ϵijkLjxk. (2.12)

よって,

[
1

r
, Bi] = − ih̄

2mr3
ϵijkLjxk +

ih̄

2mr3
ϵijkxkLj ,

= − ih̄

2mr3
ϵijk[Lj , xk],

= − ih̄

2mr3
ϵijkih̄ϵjklxl,

=
h̄2

2mr3
2δilxl,

=
h̄2

mr3
xi. (2.13)

1量子力学への応用を扱った Pauliの名前を入れて, Runge-Lenz-Pauliベクトル,と呼ぶこともある.
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を得る. 一方,

[p2, Bi] = [p2, Ci + C†
i + κ

xi
r
],

= κ[p2,
xi
r
]. (2.14)

ここで, p2とC = L× pが可換であることを用いた. なぜなら,p2と pは可換であり,さらに,p2は回転
に対してスカラーであるからLとも可換である.

さらに,

[p2,
xi
r
] = [− h̄2

(
r
∂2

∂r2
r

)
+

L2

r2
,
xi
r
],

=
1

r2
[L2,

xi
r
],

=
2

r2
h̄2

xi
r
. (2.15)

ここで, xi
r が動径と独立な 1階のテンソルであり (Y1m(θ, ϕ)の１次結合で書ける), したがって,

L2 xi
r

= h̄21(1 + 1)
xi
r
, (2.16)

となることを用いた.

これらを用いると,Biがハミルトニアンと可換であることが分かる. 実際,

[H, Bi] =
1

2m
[p2, Bi] − κ[

1

r
, Bi],

=
κ

2m

2

r2
h̄2

xi
r

− κ
h̄2xi
mr3

,

= 0. (2.17)

2.3 B2の計算

後に必要になるので、B2を計算しておく. まず,Bを書き換える.

(p×L)i = ϵijkpjLk,

= ϵijk{[pj , Lk] + Lkpj},
= ϵijk{−ih̄ϵkjnpn + Lkpj},
= 2ih̄pi − (L× p)i. (2.18)

ここで、ϵijk ϵkjn = −ϵkji ϵkjn = 2δinを用いた。よって、

L× p− p×L = 2L× p− 2ih̄p. (2.19)

ゆえに、

B =
1

m
(L× p− ih̄p) +

κ

r
r ≡ D +

κ

r
r. (2.20)
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これを２乗して、

B2 =
1

m2
(L× p) · (L× p)− ih̄

m2
[(L× p) · p+ p · (L× p)] +

κ

m

[
(L× p) · r1

r
+

1

r
r · (L× p)

]
− h̄2

m2
p2 − ih̄

κ

m

[
p · r1

r
+

1

r
r · p

]
+ κ2. (2.21)

以下、各項を順に計算していく。

(L× p) · (L× p) = ϵijkϵilnLjpkLlpn,

= (δjlδkn − δjnδkl)LjpkLlpn,

= LjpkLjpk − Ljp ·Lpj ,

= LjpkLjpk (∵ p ·L = 0.)

= Lj{[pk, Lj ] + Ljpk}pk
= Lj{−[Lj , pk] + Ljpk}pk
= Lj{−ih̄ϵjklpl + Ljpk}pk
= L2p2. (2.22)

ここで、pkが 1階のテンソル成分であることを用いた。

(L× p) · p = ϵijkLjpkpi = Lj(ϵijkpkpi) = 0. (2.23)

p · (L× p) = ϵijkpiLjpk

= ϵijk{[pi, Lj ] + Ljpi}pk
= ϵijk{−[Lj , pi] + Ljpi}pk
= ϵijk{−ih̄ϵjilpl + Ljpi}pk
= −ih̄ϵijkϵjilplpk

= ih̄ϵijkϵijlplpk

= ih̄2δklplpk

= 2ih̄p2. (2.24)

ここで、ϵijkϵijl = 2δklを用いた。

(L× p) · r1
r

= ϵijkLjpkxi
1

r

= ϵijkLj{[pk, xi] + xipk}
1

r

= ϵijkLj{−ih̄δki + xipk}
1

r

= ϵijkLjxipk
1

r

= −ϵjikLjxipk
1

r

= −L2 1

r
. (2.25)
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1

r
r · (L× p) =

1

r
xiϵijkLjpk

=
1

r
xiϵijk{[Lj , pk] + pkLj}

=
1

r
xiϵijk{ih̄ϵjklpl + pkLj}

= ih̄
1

r
xiϵijkϵljkpl −

1

r
ϵjikpkLj

= ih̄
1

r
xiϵijkϵljkpl −

1

r
ϵjikxipkLj

= 2ih̄
1

r
r · p− 1

r
L2, (2.26)

= 2ih̄
1

r
r · p−L2 1

r
. (2.27)

ここで、rがスカラーであることから

[L2,
1

r
] = 0,

となることを用いた。

p · r1
r

= pixi
1

r

= {[pi, xi] + xipi}
1

r

= {−ih̄δii + r · p}1
r

= −3ih̄
1

r
+ r · p1

r
.

ここで、r · p = −ih̄r ∂
∂r より第２項は

r · p1
r

= −ih̄r
∂

∂r

1

r

= −ih̄r

(
− 1

r2
+

1

r

∂

∂r

)
= ih̄

1

r
− ih̄

∂

∂r

= ih̄
1

r
+

1

r
r · p. (2.28)

よって、

p · r1
r
=

1

r
r · p− 2ih̄

1

r
. (2.29)

以上まとめて少し整理すると、

B2 =
1

m
L2

(
p2

m
− 2κ

r

)
+

h̄2

m2

(
p2

m
− 2κ

r

)
+ κ2

=
2

m
(L2 + h̄2)H + κ2 (2.30)

=
2E

m
(L2 + h̄2) + κ2. (2.31)

最後の等式ではハミルトニアンをその固有値Eに置き換えた。
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2.4 L, Bの作る代数関係

次に, 6個の演算子 {L, B}が作る代数を求める.まず,Biが 1階のテンソルであることより,

[Li, Bj ] = ih̄ϵijkBk. (2.32)

問題は [Bi, Bj ]の計算である.

(2.20)を用いると,

[Bi, Bj ] = [Bi, Dj + κ
xj
r
],

= [Bi, Dj ] + [Bi, κ
xj
r
],

= [Di, Dj ] + [κ
xi
r
,Dj ] + [Bi, κ

xj
r
],

= [Di, Dj ] + [κ
xi
r
,Bj ] + [Bi, κ

xj
r
]. (2.33)

ここで、[κxi
r , Dj ] = [κxi

r , Bj ]を用いた。

[Di, Dj ] =
1

m2

{
[(L× p)i, (L× p)j ]− ih̄ ([(L× p)i, pj ] + [pi, (L× p)j ])− h̄2[pi, pj ]

}
(2.34)

まず、[pi, pj ] = 0に注意する。次に、第２項が 0であることを示す。

Aij ≡ [(L× p)i, pj ]

= ϵilk[Llpk, pj ]. (2.35)

このとき、

[(L× p)i, pj ] + [pi, (L× p)j ] = Aij −Aji. (2.36)

すなわち、ijの入れ替えに対して反対称である。
ところが、[Ll, pi] = ih̄ϵlikpkだから

Aij =
−1

ih̄
[Ll [Ll, pi], pj ]

=
−1

ih̄
(Ll[[Ll, pi], pj ] + [Ll, pj ][Ll, pi])

=
−1

ih̄
[Ll, pj ][Ll, pi]. (2.37)

ここで、[Ll, pi] = ih̄ϵlinpnより [[Ll, pi], pj ] = 0となることを用いた。(2.37)はAij が添え字 ijに対し
て対称であることを示している： Aij = Aji. よって、

[(L× p)i, pj ] + [pi, (L× p)j ] = Aij −Aji = Aij −Aij = 0. (2.38)

(2.34)の残りの項を計算していく。簡単だが面倒な計算で、

[(L× p)i, (L× p)j ] = ϵiklϵjmn[Lkpl, Lmpn]

= ϵiklϵjmn{Lk[pl, Lm]pn + Lm[Lk, pn]pl}
= ih̄{ϵiklϵjmnϵlmqLkpqpn + ϵiklϵjmnϵknqLmpqpl}

(2.39)
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ここで、

第 1項 = ϵiklϵjmnϵlmqLkpqpn

= ϵikl(δjlδnq − δjqδnl)Lkpqpn

= ϵikjLkp
2 − ϵiklLkpjpl. (2.40)

第 2項 = ϵiklϵjmnϵknqLmpqpl

= ϵikl(δjqδmk − δjkδmq)Lmpqpl

= ϵiklLkpjpl − ϵijlL · ppl
= ϵiklLkpjpl. (2.41)

ここで、L · p = 0を用いた。よって、

[Di, Dj ] =
1

m2
[(L× p)i, (L× p)j ] = − ih̄

m2
ϵijkLkp

2. (2.42)

(2.33)の残りの項は係数 κを別にして、

[Bi,
1

r
xj ]− (i ↔ j) =

(
1

r
[Bi, xj ] + [Bi,

1

r
]xj

)
− (i ↔ j). (2.43)

第 2項は (2.13)より i jに関して対称であるので全体には寄与しない。

[Bi, xj ] = [
1

m
(L× p)i −

ih̄

m
pi +

κ

r
xi, xj ]

=
1

m
[(L× p)i − ih̄pi, xj ]

=
1

m
[(L× p)i, xj ]−

h̄2

m
δij

(2.44)

さらに、

[(L× p)i, xj ] = ϵilk[Ll pk, xj ]

= ϵilk{Ll[pk, xj ] + [Ll, xj ]pk}
= ϵilk{Ll(−ih̄)δkj + ih̄ϵljnxnpk}
= ih̄ϵijlLl + ih̄(xipj − δijr · p). (2.45)

よって、

[Bi,
κ

r
xj ]− (i ↔ j) =

2κ

m

ih̄

r
ϵijlLl. (2.46)

ここで、Llと 1/rは可換であることを注意しておく。
以上まとめて、

[Bi, Bj ] = − ih̄

m2
ϵijkLkp

2 +
κ

m
2ih̄ϵijkLk

1

r

= −ih̄ϵijk
2

m
Lk

(
p2

2m
− κ

r

)

= −ih̄ϵijk
2

m
LkH. (2.47)
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3 水素原子の結合状態のエネルギー固有値と角運動量

結合状態のエネルギー固有状態のみを考えることにして、H → E (< 0)の置き換えを行い、

K ≡
√

m

2|E|
B, (3.1)

と書くと、(2.47)より、

[Ki, Kj ] = ih̄ϵijkKk, (3.2)

を得る。また、K はBと同様 1階のテンソルであるから、

[Li, Kj ] = ih̄ϵijkKk, (3.3)

が成り立つ。
このとき、6個の演算子{L1, L2, L3, K1,K2, K3}はSO(4)のリー代数を構成している。ただし、B·L =

L ·B = 0より、

K ·L = L ·K = 0, (3.4)

に注意する。
次の演算子を導入する。

I =
1

2
(L+K), N =

1

2
(L−K). (3.5)

容易に確かめられるように、I とN は次の SU(2)×SU(2)代数を構成する：

[Ii, Ij ] = ih̄ϵijikIk, [Ni, Nj ] = ih̄ϵijikNk, [Ii, Nj ] = 0. (3.6)

ただし、I2とN2の固有値は等しい。実際、(3.4)より、

I2 =
1

4
(L2 +K2) = N2. (3.7)

I,N はともに SU(2)代数を満たすから、I2N2の固有値は半整数 I, N (I, N = 0, 1/2, 1, 3/2, ...)を用
いて、

I2 = N2 =
1

4
(L2 +K2) = I(I + 1)h̄2 (N = I) (3.8)

と表すことができる。
そこで (2.31)を用いると、

I(I + 1)h̄2 =
1

4
(L2 +

m

2|E|
B2)

=
1

4

(
L2 −L2 − h̄2 +

mκ2

2|E|

)

=
1

4

(
−h̄2 +

mκ2

2|E|

)
. (3.9)

ここで、L2の項が相殺したことに注意しよう。上式をE (< 0)について解くと、E = − mκ2

2(2I+1)2h̄2 , とな
る。2I + 1 = nと置くと、nはすべての自然数を動き、

E = − mκ2

2n2h̄2
, (n = 1, 2, , , , ) (3.10)

となり、よく知られた水素原子のエネルギー固有値の表式が得られる。

9



軌道角運動量と縮退度 (3.5)より、L = I + N であるから、L2 = l(l + 1)h̄2 と書くと、与えられた
n,すなわち I = N に対して lは |I −N | = 0から I +N = 2I = n− 1までの整数を取る:

l = 0, 1, 2, , , , n− 1. (3.11)

したがって、エネルギーの縮退度は
n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2,

となる。これらはシュレーディンガー方程式を解いた答えと一致している。
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