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次のWigner-Eckertの定理を証明する。

⟨j′m′;β|T (L)
M |jm;α⟩ = (jmLM |j′m′)⟨j′;β||T (L)||j;α⟩. (1)

ここで、⟨j′;β||T (L)||j;α⟩は磁気量子数m,M,m′ に依存しない定数であ
る。これを簡約行列要素 (reduced matrix element)という。
[証明]

• T
(L)
M |jm;α⟩ ≡ |LM ; jm : α⟩はテンソル積 |LM⟩ ⊗ |jm⟩のように変
換する。実際、

PR |LM ; jm : α⟩ = PR{T (L)
M |jm;α⟩},

= PR T
(L)
M P−1

R PR|jm;α⟩
=

∑
M ′m′

T
(L)
M ′ |jm′;α⟩D(L)

M ′MD
(j)
m′m,

=
∑
M ′m′

|LM ′; jm′ : α⟩D(L)
M ′MD

(j)
m′m. (2)

これは、|LM ; jm : α⟩が空間回転に対してテンソル積 |LM⟩⊗ |jm⟩
のように変換することを意味する。

• 上より、次のベクトルは |Jµ⟩のように変換する；

|Jµ;T (L), j, α⟩ ≡
∑
m

(jmLµ−m|Jµ)T (L)
µ−m|jm;α⟩. (3)

• これを逆に展開して、

T
(L)
M |jm;α⟩ =

∑
J ′

(jmLM |J ′M +m)|J ′m+M ;T (L), j, α⟩, (4)

を得る。実際、左辺に (jmLM |JM ′)を書けてM = M ′−mの条件
のもとでmについて和を取ると、左辺 =右辺が示される。
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• (4)と ⟨j′m′;β|との内積を取ると、

⟨j′m′;β|T (L)
M |jm;α⟩ =

∑
J ′

(jmLM |J ′m+M)⟨j′m′;β|J ′m+M ;T (L), j, α⟩. (5)

ところが、⟨j′m′;β|J ′m+M ;T (L), j, α⟩ ∝ δj′J ′δm′ m+M だから、

⟨j′m′;β|T (L)
M |jm;α⟩ = (jmLM |j′m′)⟨j′m′;β|j′m′;T (L), j, α⟩. (6)

さらに、

• ⟨j′m′;β|j′m′;T (L), j, α⟩ はm′ に依存しないことが次のように示せ
る。(ĵ− ≡ Ĵ−/ℏ)

ĵ−|j′m′;T (L), j, α⟩ =
√

(j′ +m′)(j′ −m′ + 1)|j′m′ − 1;T (L), j, α⟩,
(7)

⟨j′m′ − 1;β|ĵ− =
√

(j′ +m′)(j′ −m′ + 1)⟨j′m′;β|. (8)

(7)に左から ⟨j′m′ − 1;β|を掛けると、

⟨j′m′ − 1;β|ĵ−|j′m′;T (L), j, α⟩ =
√

(j′ +m′)(j′ −m′ + 1)

×⟨j′m′ − 1;β|j′m′ − 1;T (L), j, α⟩.
(9)

一方、(8)の右から |j′m′ : T (L), j, α⟩を掛けると、

⟨j′m′ − 1;β|ĵ−|j′m′;T (L), j, α⟩ =
√
(j′ +m′)(j′ −m′ + 1)

⟨j′m′;β|j′m′;T (L), j, α⟩.
(10)

(9)と (10)の右辺を等しいとおいて、

⟨j′m′ − 1;β|j′m′ − 1;T (L), j, α⟩ = ⟨j′m′;β|j′m′;T (L), j, α⟩, (11)

を得る。これは ⟨j′m′;β|j′m′;T (L), j, α⟩はm′ に依存しないことを
示している。すなわち、

⟨j′m′;β|j′m′;T (L), j, α⟩ = ⟨j′;β||T (L)||j;α⟩, (12)

と書ける。

• これを (6)に代入して、

⟨j′m′;β|T (L)
M |jm;α⟩ = (jmLM |j′m′)⟨j′;β||T (L)||j;α⟩. (13)

を得る。これが示したい式であった。[証了]
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[例]

四重極モーメント Q̂ij = rirj − 1
3r

2は 2階の既約テンソルである。これを
球基底であらわしたものを Q̂M (M = ±2, ±1, 0)とする。このとき、

⟨j′m′;β|Q̂M |jm;α⟩ = (jm2M |j′m′)⟨j′;β||Q̂||j;α⟩. (14)

一方、

⟨j′m′;β|[Ĵ ⊗ Ĵ ]
(2)
M |jm;α⟩ = (jm2M |j′m′)⟨j′;β||[Ĵ ⊗ Ĵ ](2)||j;α⟩. (15)

したがって、|jm⟩で張られる空間では、jと lだけに依存する係数 a(j, l)

を用いて

Q̂M = a(j, l) [Ĵ ⊗ Ĵ ]
(2)
M , (16)

と置いてよい。直交基底では、

Q̂ij = a(j, l)

[
ĴiĴj + Ĵj Ĵi

2
− 1

3
δijĴ

2

]
, (17)

となる。
さらにこのとき、

Q ≡ ⟨jj|Qzz|jj⟩ =
a

3
j(2j − 1), (18)

となるので、

Qij =
3Q

j(2j − 1)

[
ĴiĴj + Ĵj Ĵi

2
− 1

3
δijĴ

2

]
, (19)

と表わすことができる。
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