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1 Introduction

stringの場の理論に対していろんな trialがあってですね,まあ部分的に成功している。そ
の状況を理解するための紹介をしたいわけです。
なぜ stringの場の理論をやりたいかというと, 最近 string理論が dualityを key wordとし

て非常に発展していますけれども, そのときに string の多体問題, stringの場の理論が必要
な場合がもちろんあるからです。たとえば dualityが場の理論として成り立つかということ
を示そうと思ったら, stringの場の理論が本当は必要なんですね。ですけれどもそれがない
ので,みんなどうしているかというと, stringの low energy e�ective theoryつまりmassless

modeだけを keepした場の理論, すなわち supergravityで dualityがあることを確かめてい
るわけです。で, massive modeについては dualityがあるかどうかを適当に � modelやら
何やら非常な苦労をして議論するわけです。それはひとえに stringの場の理論がないから
で, もし stringの場の理論があれば, そこで直接 dualityを議論することができる。
実際に例えば T-dualityについては, 不完全ながらも stringの場の理論があり, その中で

stringの dualityを議論している (僕が Zwiebachとやった)論文があります [1]。ところが
stringの場の理論はあまり完全なのがないのと, あまり知られていないというのもあって,

あまり使われていないわけです。だけどやはりこれから dualityを軸として stringの理論を
考える場合に, (最近はM(atrix) theoryなど非常に新しい formulationも出ていますが, そ
ういうことを考える場合にも, )stringの場の理論という観点を持ってると,何かまた質的に
新しいことが判るかも知れない。
ということで,そういう知識を知ってもらうためにこの講義をやります。

まず, referenceを挙げます1 。

(1) M. E. Peskin, \Introduction to String and Superstring Theory II ", in \From the Planck

Scale to the Weak Scale", TASI 1986, ed. by H. Haber, World Scienti�c (1987) 277.

(2) T. Kugo, \String Field Theory", in \The Superworld II", Erice 1987, ed. by A. Zichichi,

Plenum Press (1990) 165.

(3) E. Witten, \Non-commutative Geometry and String Field Theory", Nucl. Phys. B268

(1986) 253.

(4) H. Kunitomo and K. Suehiro, \A New Method of Constructing Gauge String Field

Theory", Nucl. Phys. B289 (1987) 157.

(5) A. LeClair, M. E. Peskin and C. R. Preitschopf, \String Field Theory on the Conformal

Plane (I). Kinematical Principles", Nucl. Phys. B317 (1989) 411.

(6) K. Suehiro, \Operator Formulation of Witten's String Field Theory", Ph. D. thesis.

一言ずつ言いますと,

1 講義中に登場する他の文献は最後に載せてあります。
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(1)は, M. E. Peskinが 86年に行なった TASI lectureです。(これは IIと書いて
ありますが, Peskinが担当したのが IIで, Iというのはその時に同じ所でM. B.

Greenがやった講義です。)この Peskinの講義は非常に良いですね。conformal

�eld theoryと stringの関係を非常に clearに議論している。是非読んでもらい
たい。これを読むと僕の講義は多分いらないかも知れない。半分ぐらいはいら
ないかも知れない。いや, ３分の１ぐらいですね。

(2)は, 僕が Ericeで 86年頃 String Field Theoryという題名でやった講義があ
りまして, これも場の理論を手っ取り早く非常に初等的に理解するためには良
い講義です。これは Superworld IIという本に入っています。

(3) それから E. Wittenの string �eld theoryでは,この open string �eld theory

の論文が良いですね。

(4) 国友君と末廣君が, 場の理論における vertexの作り方, つまり三つの string

が集まってきたときに vertexをどうするか,あるいは 4 string vertexはどうす
るか, そういう作り方について言った論文があります。これも良い論文です。

(5) はもっといい論文で, LeClair-Peskin-Preitschopfという 3人の論文です。
stringの場の理論を conformal �eld theoryからどういうふうに作れるかとい
うことを議論して, conformal �eld theoryのpowerを示しました。これも vertex

の構成法を与えた非常に良い論文です。

(6) それからこの辺のことをもうちょっと手っ取り早く supersymmetryまでい
れて紹介したのが, 末廣君の Ph.D.thesisですが, それを読むと非常に勉強にな
ります。この Ph.D.thesisを欲しいときには, 多分末廣君に e-mailか何かを打て
ば TEX �leか何かをくれるんじゃないかと思いますが2 。

ええと, この referenceを全部自分で読んだら, 僕の講義は全部いらないと思います。そ
れでは,はじめます。

2 Stringの一体問題

2.1 Actionと gauge固定

String一体系の actionはよく知られた Polyakov action:

S = T
Z
dtd�

p�g
�
�1

2

�
g��@�X

�@�X
���� (2.1)

ですが,これは基本的に２次元重力理論と同じで,よく知られた actionです。ここで, world

sheet上のmetricを g�� とします。また, target spaceの方は最初から 
at metric ��� にし

2 九後さんの講義録作成の担当者のところに, 末廣さんの Ph.D.thesisの copyがあります (但し英語)。欲し
い方は郵送しますので,橋本＠京大までmailで連絡してください。addressは, hasshan@gauge.scphys.kyoto-
u.ac.jpです。
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ておきます。string action (2.1)の前に付いている係数 T は string tensionで,

T =
1

�l2
(2.2)

と書けます。ここで lは stringの基本的な長さです3 。これ以後 stringの長さ lは 1にと
ります。��� は時間成分が �1で空間成分が全部 +1という diagonalのmetricをとります
(これは僕の教科書 [2]とは違うのでちょっと恐縮なのですが � � �)。いろんな業界があって
その業界にいくとその業界の慣習があるわけですが, 多分 stringがあると 26次元で, その
うち空間方向が 25個もあるので, 空間成分の方をminusにするのに非常に抵抗があるんだ
と思います。それで時間の方をminusにとります。
action (2.1)は world sheetの reparametrizationに対して gauge不変性があります。です

からこの系を量子化しようと思ったら, gauge を固定したい。gauge 固定として g�� を,

g�� = e���� (2.3)

ととります。ここで,

��� =

 �1 0

0 1

!
: (2.4)

この gauge 固定ができる理由は, ２次元の world sheet parameter �� (�1 = t; �2 = �)に対
する一般座標変換

��� = f�(�) f�(�) : 任意の関数 (2.5)

の下で actionが不変だからです。つまり, �1 を変換する自由度と �2 を変換する自由度の２
つがありますから, この gauge自由度を使うと, g�� は

g12 = 0 ;
g11
g22

= �1 (2.6)

と gauge固定できます。
二つの条件 (2.6)を置いた後の g��で, (2.3)のようにMinkowski metricに場所に依存する

scale factor e� がついているものを, conformally 
at metricという。またこの gauge (2.6)

を conformal gaugeと呼びます。
さて,ここで僕の教科書 [2]の gauge理論の一般論は知ってることにします。つまり, gauge

不変性が何かあって, それを Faddeev-Popov流に gauge固定をしたとき, FP ghostという
のが元の gauge不変性を引き継いで, BRS対称性というのが出てくる,ということは知って
いるとします。そうしますと action (2.1)は gaugeを固定した後は

S =
1

�

Z
dtd�

�
1

2
@�X

�@�X� +
1

2
b��@

�c�
�

(2.7)

となります (ここで先程言いましたように l = 1にしましたから, tensionは 1
�
になっていま

す)。 (2.7)が gauge固定された actionです。ここで b; c というのは, まず c� が FP ghost

3 昔, Regge slopeの parameterといわれた �0を使うと, l =
p
2�0 と書けます。
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でこれは元の一般座標の gauge変換の変換 parameterを場に昇格させたやつ, 次にそれに
対応する antighostが b�� です。b�� は (�; �)について symmetricで tracelessです。
これで gauge固定ができましたからあらゆる計算ができるわけです。Hamiltonianも計算

できれば,まあ量子論は単純にできますね。これは,完全に freeですからなんの問題もない。
また, action (2.1)には, conformal factor e� は出てこないんですね, 少なくとも classicalに
は。これを説明しましょう。action (2.1)の g�� は, conformal factor e� を含んでます。g��

はこれの逆行列ですから, e�� を含んでます。g には

g = det(g��) = det(e����) = �e2� (2.8)

のように e2� が含まれている。従って,

p�g| {z }
e�

g��|{z}
e��

@�X
�@�X� = ���@�X

�@�X� (2.9)

となって e�と e��が消えますから, conformally 
at metric (2.3)だとあたかも action (2.1)

は完全に 
atに見えているわけです。

2.2 Energy momentum tensor

この 
atな systemの energy momentum tensorを計算する方法として,まず gauge 固定
した world sheet上の重力場 g�� を actionの中にもう一ぺん復活させ,完全に covariantな
形で書いて, 次にその actionを g�� で変分をとって, そして g�� を 
atに持ってくる,とい
うやり方をします。canonicalにやるよりも symmetryがmanifestですから,これでやりま
す。(2.7)をもう一ぺん covariantに書きましょう:

S =
1

�

Z
dtd�

p�g
�
1

2
g��@�X

�@�X� +
1

2
g��b�
r�c




�
: (2.10)

ここで,

r�c

 = @�c


 + �
��c
� (2.11)

と書けますね。T�� を計算するには, この action (2.10)を g�� で 変分したあと, 
at にす
るので

T�� = (�4)� �S

�g��

�����
g=�

: (2.12)

ここで, conventionで �4を掛けておきます。右辺の計算をしましょう。まず, string coor-

dinate X からの寄与 TX
�� は,

TX
�� = �2@�X � @�X + ���(@
X � @
X): (2.13)
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ここで"�"は target spaceの �� の足について ��� でつぶしたという意味です。上式の右辺
第二項は trace partです。それから, (2.10)右辺第二項の FP ghost b; cからの寄与 T bc

�� は,

T bc
�� = �[b�
@�c
 + b�
@�c


 � ���(b
�@

c�)� @
(b��c


)| {z }
from �

+ b��@
c

| {z }

B の trace part

]: (2.14)

右辺の第四項はどっから出るかというと, 共変微分の中に Christo�el connectionがありま
すが,この connection自身が例の公式

���
 =
1

2
g�� (@
g�� + @�g�
 � @�g�
) (2.15)

でmetric g で書けていますから, connection �を経由して g 微分されて出るというわけで
す。それから, (2.14)の最後の項が出てこないと正しくないのですが,この項がどっから出
てくるかというと, (これは自分で checkしないと決して気付かないところなんですが) b�

が tracelessであることからでる。tracelessっていうのは

g��b�� = 0 (2.16)

ですから, metric g に依っている概念です。そうすると b�� を次のように書くのが一番良
いですね:

b�� = B�� � 1

2
g��(g


�B
�): (2.17)

こうすると, 新しく定義された場 B には tracelessという条件がないわけです。このように
constraintがない形にしておいてから g�� で変分すると, (2.14)の最後の項が出ます。ちょっ
と technicalなところに入りましたが, これは聴いておくと自分で本当に checkするときに
役に立ちます。

2.3 Euclid化

ここで, 記号をもっと re�neしたい。それでこれから Euclid化します。今, 時間を tとか
いていますけれど, tを �i� として, 普通に Euclid化します。そうしますと,

i(t+ �) ! (� + i�) � �: (2.18)

これは left moverと呼ばれるやつですよね。このように complex variable �を導入します。
同様に ��を,

i(t� �) ! (� � i�) � �� (2.19)

とします。この �と ��を使いますと, metricは

���� =
1

2
; ���� = 2: (2.20)
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g 自身についてはこれ以外に conformal factorが付きます4 。
この座標 �; ��を導入しますと, gauge �xed actionは次のように書けます:

S =
1

�

Z
d2�

�
1

2
@�X � @��X + (b��@��c

� + b����@�c
��)
�
: (2.21)

ここで X は前の X の 2 倍です:

1

2
X � X: (2.22)

ちょっと魂胆があるので, こうしておいてください。あとで right moverと left moverを定
義するときにこの 1

2をつけて定義しますので,その weightに合うような形にしてやります。
また, よく次のような記号を使います。@� を単に @ と書いて, @�� を �@ と書く。それから

b は symmetric tracelessですから �� と ���� 成分しかないわけですが, これらをそれぞれ b

と �b と書きます。また FP ghost c は vectorだったから c� と c�� 成分がありますが, c� 成
分を cと書いて, c�� 成分を �cと書きます。こういう complex coordinateを導入しますとす
べての表式がきれいになります。T も symmetric tracelessだったので, bと同様に,

T�� = T; T���� = T : (2.23)

T の X からの寄与はどうなるかというと,

TX = �1

2
@X � @X (2.24)

ですね。T の bc ghostからの寄与は,

T bc = �2b@c� @b c: (2.25)

T の方はこれらに barをつけたやつですね。
ここまでまだ運動方程式を解いてないですが, 運動方程式は今や単純です。actionが,

S =
1

�

Z
d2�

�
1

2
@X � �@X +

�
b�@c+ �b@�c

��
(2.26)

ですから, これを X で変分しますと X の運動方程式は

@ �@X = 0: (2.27)

これから, X は � だけの関数と ��だけの関数に分けられる:

X = X(�) +X(��): (2.28)

これが解。また b, c の方は

�@b = 0 ; �@c = 0 (2.29)

ですから, これから b, cは � の関数。逆に �b, �cは �� だけの関数となる。
この解 (2.28)を energy momentum tensor (2.24)に代入しますと,

TX = �1

2
@X � @X: (2.30)

T は, � にしか依存しない部分を pick upして � の関数となります。T は �� の関数。
4 この講義での数式は,だいたい factorは合ってますが, 符号と �iは信用してはいけない。だから, modulo

4
p
1ぐらいで信用してください。
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2.4 Conformal symmetry

action (2.26)には conformal symmetryというのがあります。どういう symmetryかとい
いますと, 今, ２次元座標を � で parametrizeしましたが, �を,

� ! �0 = f(�) ;

�� ! ��0 = �f(��) = (f(�))
(2.31)

という一般の holomorphicな関数 f(�)に変換する,そういう symmetryです。(ここで holo-

morphicな変換というのは �と ��は混ぜないという意味です。)こういう変換をしますと,

線要素は,

ds2 = e�d�d�� (2.32)

= e�
�����df(�)d�

�����
�2

d�0d��0 (2.33)

となります。これは何を意味しているかというと, 以前 metricは,

g�� =

 
g�� g���
g��� g����

!
=

 
0 1

2e
�

1
2e

� 0

!
(2.34)

であったのが,

g0�� =

 
g0�0�0 g0�0��0

g0��0�0 g0��0��0

!
=

0BBB@
0

1

2
e�
�����df(�)d�

�����
�2

1

2
e�
�����df(�)d�

�����
�2

0

1CCCA (2.35)

となったということです。g0�� も conformally 
atになっています。conformal factorはとも
かく, conformally 
atnessは変わっていないわけです。また, さっき言いましたようにこの
conformal factorは actionから落ちます。ですから, conformal factorが変わっても action

は変わらない。また X は (2.31)に対して scalarの変換性を持つ:

X 0(�; ��) = X(�; ��): (2.36)

cは上付きの �が一つ隠れているので, d�と同じ変換性をもたせたい:

c0�(�0; ��0) =

 
d�0

d�

!
c�(�; ��): (2.37)

b の方は下付きの �が二つ隠れてるわけですね。そうすると２階の tensorのように変換す
るわけです:

b0��(�
0; ��0) =

 
d�

d�0

!2

b��(�; ��): (2.38)

こういう変換をやると action (2.26)は不変。これを場の conformal変換という。この変換
に対する actionの不変性を conformal不変性というわけです。
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次に conformal dimensionという概念を導入します (以下ではしばしば conformalという
のを省略します)。一般に場 �を持ってきて ( z の方が後で都合がいいので, ここでの次元
の定義では �の代わりに z と書きます),この �に下付きの zが d+ 個あり, 上付きの zが
d� 個あるとき, � の次元を d+ � d� といいます。z を z0 に変数変換したときに �は, 以下
のように変換される:

�0(z0) =

 
dz

dz0

!d

�(z); (d = d+ � d�): (2.39)

つまり, �は下付きの添字が d 個ある場と思って良いわけです:

�z � � � z| {z }
d 個

: (2.40)

(2.39)のような変換性を持っている場を dimension d の場と呼ぶわけです。一般には添字
に z と �z が混ざっているものがありますが, 使わないのでやめます。
このように定義しますと, X というのは conformal dimension 0 の場です。ghost cは上
付きの添字を一つ持ちますから dimension �1ですね。それから bは下付き添字を二つ持っ
ていますから dimension 2だと。これは覚えといてください。この ghostが �1で antighost

が +2というのはしょっちゅう使います。それから, 微分を 1回しますと下付きの添字が一
つ増えますから, dimensionが１個増えるのは普通の dimension countingに相当している。

��

����

����

��

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

σ

ρ 

τ

τ = 0 τ < 0

−1 0

z 

 1z = e
ρ

e= τ + i σ

図 1: �-planeから z-planeへの写像

z の conformal変換でいろいろな complex planeに写るわけですが,特徴的で重要な plane

を二つ考えます。一つは �-plane。�-planeを cylinderで書きます。例えば closed stringの
場合, 円周上に沿って � 座標をとり, この cylinderの横方向に � 座標をとります (図 1左)。
�は先程いいましたように (2.18)で定義されていますが,この �-planeに対して非常に単純
なmapping

z = e� (2.41)

を導入します。このとき図 1の左で影をつけた �1 < � < 0 の半無限 cylinderはこの
mapping で z-planeの単位円内に写ります。� が negativeな部分は e� の絶対値が 1 より
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小さいので, z-planeの単位円内, 逆に � が positiveである部分は単位円の外側に写ります。
というわけでこの無限に伸びた cylinderの表面は mapping (2.41)で結局 complex plane全
体を覆います。このmappingは stringを考える時の基本的なmappingでよく使いますので
覚えておいてください。� = �1は z-planeの原点になります。この � = �1の無限遠点
から順番に stringが時間発展していきますが, その時間発展する closed stringは, z-plane

にmapすると原点からどんどん輪っかが拡がって時間発展していくように見えます。� = 0

での closed stringは z-plane上の単位円の円周になる。� が正のところに時間発展すれば
どんどん同心円が出てくるわけです。これもちょっと覚えておいてください。
�-planeで oscillator modeを定義します。

�(�) =
1X

n=�1

�ne
�n� =

1X
n=�1

�ne
�n(�+i�): (2.42)

これはいわゆる left moverで,

�(�) =
1X

n=�1

�ne
�in(t+�) (2.43)

を Euclid化したものですね。この Fourier変換で定義した係数 �nを場 �の creation anni-

hilation operatorとします。
z-planeへmapして同じことを考えます。今, �は dimension dの場としていますから, �

の indexが下に d 個あり, �は

�(z) =

 
d�

dz

!d

�(�) (2.44)

という変換則に従います。ここで d�

dz
= z�1 だから,

�(z) =
X
n

�nz
�n�d: (2.45)

conformal �eld theoryをやるのに非常に気持ち悪いのはこれです。このように z-plane上で
oscillatorを定義するときの係数は z�n だけではなくて z�d という一見わけの分からない
factorがでます。先程までしつこく �と書いていたのはこの違いがあるからです。z はこっ
ちの意味 ( z = e� )で使います。だから z-planeで oscillatorを展開するときには�n� d 乗
ですね。�で書いているとこの d のずれはないんです。
それで, この Fourier逆変換から,

�n =
I
C

dz

2�i
zn+d�1�(z): (2.46)

要するに (2.45)の �n を取り出したければ,その係数 z�n�d を消して更に 1=z を掛けて, 原
点まわりの適当な contourで積分すると, Cauchyの定理でちょうど (2.45)のうち �nが pick

upされますね。これも覚えといてください。
僕はこの公式を決して覚えられない。この dが + だったか �だったか, 覚えられない

し,これが d� 1 ずれていることも決して覚えられない。ほんで, 一回一回見るんです。最
初っからやっていくと当たり前ですが,いちいち思い出すのにこの derivationをやっている
と面倒臭いです。覚えるのが一番なんですが覚えられないですよね。皆さん若いですから
覚えておいてください。
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2.5 第一量子化

それで, X 座標はさっきいいましたように conformal dimension 0ですから, (2.28)の右
辺の argumentを �から z に変えても変な factorが出ない。従って,

X(�; � ) = X(z) +X(�z) (2.47)

となります。X�(z) のmode展開は

X�(z) = x� � i��0 ln z + i
X
n6=0

1

n
��nz

�n (2.48)

で, �X�(�z) のmode展開は barを付ければよく,

X
�
(�z) = �x� � i���0 ln �z + i

X
n6=0

1

n
���n�z

�n (2.49)

となります。
この z と �z はそれぞれ left moverと right moverをあらわしていますが, 今 closed string

ですから, 左回りの modeは永久に左回り, 右回りの modeは永久に右回り。この bar 付
きの oscillatorと bar無しの oscillatorはみな独立。それから, x と �x, �0 と ��0という zero

modeですが, 交換関係は

[x�; ��0] = [�x�; ���0] = i��� (2.50)

と定義します。この �0 と ��0 ですが, 実は等しくなります。closed string の � 座標は ��
から +� とします。closed stringですから � を 2� ずらすと同じ点にならないといけない。
時空の X 座標でいって同じ点でないといかん。そうしますと, (2.48)の展開の,

ln z = � + i� (2.51)

の項で � 7! � + 2� としますと, X は,

2�(�0 � ��0) (2.52)

だけずれますね。従って target spaceで元の点に戻るためには, (2.52)が zeroにならなけれ
ばいけません5 。従って,

�0 = ��0: (2.53)

momentum density P を求めるために, actionを _X で微分しますと,

2�P (�; � ) = 2 _X(�; � ) (2.54)

5 compact化してますと必ずしも元の値に戻る必要はありません。例えば torus compact化だとその半径
を R とすれば 2�R だけ, あるいはその整数倍だけずれてもいいのですが, ここでは compact化していない
場合を考えることにします。
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だということが分かります。ほいで,

2�P (�; � ) = (�0 + ��0) + oscillators: (2.55)

これを � について 0から 2� まで積分しますと total momentum pが,

2�p = (�0 + ��0)2� (2.56)

のように得られます。ここで (2.53)を使うと,

��0 = ���0 =
1

2
p� (2.57)

となります。それで, x, �x は (2.50)より p に対して同一の交換関係を満たすので , 等しい
とおくことができます:

x = �x =
x+ �x

2
: (2.58)

すなわち x, �xはいずれも重心 1
2(x+ �x) とすることができるわけです。

次に X� と P � の交換関係は,

[X�(�); P �(e�)] = i����(� � e�) (2.59)

と設定します。この式より,

[��n; �
�
m] = ��� � n � �n+m;0 (2.60)

となります。X が conformal �eldと言い難いのは, mode展開 (2.48)に多価関数 ln z が含
まれているからです。だから,あまり堂々とはいえない。数学者の前では言えない。それに
対して @Xは 堂々と言って良いわけで,というのは @X は次のようになっています:

@X� = �iX
n

��nz
�n�1 : (2.61)

だから, �n というのはむしろ @X の展開 modeですね。先程言いましたように @X は
dimension 1 の �eldですから, �n の係数が z�n�1 となり, z�1 だけずれているわけです。
次に ghost c(z) のmode展開ですが, c(z)は dimensionが �1 ですから,

c(z) =
X
n

cnz
�n+1: (2.62)

antighost b(z)は dimension 2 ですから,

b(z) =
X
n

bnz
�n�2: (2.63)

�c, �b の方は皆 barを付ける。そうすれば oscillatorの反交換関係は,

fbn; cmg = f�bn; �cmg = �n+m;0: (2.64)
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open stringでは右回りと左回りは実は同じものです。なぜかと言いますと, 端がありま
すから右に飛んでいったやつは必ず跳ね返されて帰ってくるので,結局安定なmodeとして
は standing modeしかないわけです。左回り modeと右回りmodeが同じものであるとい
うのが standing modeでしたので, 従って open stringの場合は, closed stringのときに得た
oscillator modeの barの付いたものと付いてないものが等しくなる:

��n = �n; �cn = cn; �bn = bn: (2.65)

こうしておけば open stringの表式がそのまま得られます。それからここで一箇所違うの
は, �0 と p の関係です。先程一生懸命 �0 と p の関係を出してきたわけですが, もう１度
同じことをやります。繰り返しませんが,この �と ��が等しいということと, 先程の total

momentum p を求める際の � 座標の積分範囲が 0 から � であるために, 結局 openの場
合は,

��0 = p� (2.66)

という関係になります。

3 Conformal Field Theory

3.1 Conformal vacua

準備の準備が終わりましたので, その続きの conformal �eld theory (CFT)をやります。
ここで conformal �eld theoryの全体を reviewするつもりは全然ないですけど , conformal

�eld theoryをごくごく簡単に, といいながらちょっとかかるんですが,紹介したいと思い
ます。
で, conformal �eld theoryといってもいろいろありますが, z-plane, つまり, 普通の com-

plex plane上の conformal �eld theoryをちょっと reviewしたいと思います。それで,ここら
へんは Peskinの reviewが詳しいですので, 詳しい話はそれを参照してください。complex

planeと言っても, 無限遠点も含めば, 球面 S2 ですね。S2上の conformal �eld theoryです
が, 今 notationとして, こういう記号を使います:

hX(z)Y (w) � � �i � h
jTX(z)Y (w) � � � j
i : (3.1)

ここで, X とか Y とかいうのは, 先程書きました X とか ghost c とかそういう operator

です。それから, Tは time orderingです。原点から測った距離の logが時間でしたから,

time orderingというのは, radial orderingのことですね。この Tは紛らわしいことですが
往々にして省略されます。j
i とか h
j とかいう vacuumは SL(2;C) vacuum, あるいは
conformal vacuumといいます。その名前の由来はあとで分かります。(3.1)の X(z)Y (w) � � �
を oscillator表示して, 普通に計算すればいいのですが, これを具体的にやります。
まず dimension d の場 � の �n は,

�(w) =
1X

n=�1

�nw
�n�d; (3.2)
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�n =
I
dw

2�i
wn+d�1�(w) (3.3)

ですが,この �n が vacuum j
iにかかったときにいつ消えるかというと, 答えはこうです:

�n j
i = 0 for n � 1� d: (3.4)

これを説明します。(3.1)から*
X(z1)Y (z2) � � �

I
C

dz

2�i
zn+d�1�(z)

+
= h
jTX(z1)Y (z2) � � ��n j
i (3.5)

のような式が出るわけですが,この contour C を充分小さくとって, z1; z2; � � �を含まないよ
うにします。つまり,この contour C の中にはもはや �(z)以外の �eldは何もなくて, radial

orderingで �n が一番右側に来ているときを考えます。ここで, �(z)は j
i の上では z = 0

で regularになっているということを要請します。そうすると, n+ d� 1 � 0 のとき, つま
り n � 1� d ならば (3.5)の contour積分は消える。だから ket vacuum j
iは条件 (3.4)で
指定されます。逆にこうしておけばこの �(z)は z = 0で regularになっているということ
が実現できる。
同様に bra vacuum h
jに対して同じことをやります。同じことといってもちょっと違う

んですが, 答は,

h
j�n = 0 for n � d� 1 (3.6)

となります。これを説明します。(3.5)と同じような記号で書きますと,*I
dz

2�i
zn+d�1�(z) � � �

+
(3.7)

となりますが, 今この �n が bra vacuum h
j に直接引っかかって, 一番左側にあるという
ことは, この �(z) の operatorは一番未来つまり z = 1 にあるということです。だから
この表式で z が無限遠にいったときの振る舞いを見ないといけない。で z =1 でこれが
regularであることを要請します。それでその要請でもって bra vacuum h
j を定義づける
わけです。そこで, 無限遠点の振る舞いを調べるためにはもちろん z のかわりに w = 1=z

という変数変換をすればよい。この時 z の無限遠点は w の零点になります。(もっと自然
なのは w = �1=z ですが,今符号は関係ないので 1=z でいきます。)そうすると前の話とほ
とんど同じになります。つまり (3.7)は,

*I dz

2�i
zn+d�1�(z) � � �

+
=

*I dw

2�i
w�n�d�1

 
dw

dz

!d

�(w) � � �
+

=

*
(�1)d

I
dw

2�i
w�n+d�1�(w) � � �

+
(3.8)

となる。w = 0 すなわち z =1で �(w)が h
jにかかったとき regularであると要請しま
す。すると, 結局 �n+ d � 1 � 0 のとき消える。そうすると (3.6)になりますね。
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(質問) �が無限遠で正則なんですか。

(答)本当は z-planeではなくて S2 を考えているんですね。

(質問) S2 全体で正則なんですか。そういうものはあるんですか。

(答)正則というのは他に operatorがなければということです。だからさっきの
braの方でいったように (3.5)の contour C 積分があるんですが, この contour

C の中に他に operatorがなければ正則。

(質問)？

(答)外側に変な operatorがあるわけです。だからこの �が外側の operatorと
ひっかかってくると singularityはいっぱい出てきますよ。今何を言っているか
というと原点で regularあるいは無限遠点で regularだと要請する。それだけで
す。S2 全体で regularだとは要請していません。

それで他に何も operatorがなければ, この �が直接 j
i とか h
jにかかるわけですが, そ
のときに �eld � が regular であるという要請でこの bra vacuum h
j, ket vacuum j
i を
決める。そうすると (3.4),(3.6)のような性質がでてくる。これは, 実はかなり普通の Fock

vacuumとは違うんですが, 普通の Fock vacuumをいうのを忘れていたので, まず普通の
Fock vacuumを説明します。
最初に Hamiltonianというのを, 次のように定義します:

H =
Z
d�

�
T (�) + T (�)

�
= L0 =

1

2

1X
n=�1

(��n � �n + n(b�ncn + c�nbn)): (3.9)

この operatorが stateの energyを与えるので, Hamiltonianといっているわけです。�n と
L0 の交換関係は

[L0; �n ] = �n�n (3.10)

なので,これをHamiltonianだと思いますと, 固有値が n 下がるわけですね。ですからこう
いう oscillatorで普通に vacuum j0i を定義しますと

�n j0i = 0; bn j0i = 0; cn j0i = 0 for n > 0: (3.11)

つまり n > 0で消える。n = 0を入れるかどうかは好みによりますが, nが nonzero positive

だと energyが下がりますから, ground stateはもちろん n > 0 に対して消えないといけな
い。で cn だって同じで, bn だって同じです。これらが n > 0だと L0 の値を下げてしまう
ので ground state の定義としては, nが正の labelをもつものは annihilation operatorであ
り, creation operatorは逆に �n (n > 0) の labelをもつものである。これが普通の解釈で
す。これを満たす vacuum j0i のことを Fock vacuumといいますが, この Fock vacuum j0i
と今定義した j
i とは非常に違います6 。

6 最初に紹介した Peskinの Lecture noteとは, j0i と j
i の記号が逆です。彼はこの Fock vacuumを j
i
と書いて, SL(2;C) vacuumを j0i と書いていますので , 混乱ないようにしてください。どっちをたくさん
使うかの問題ですが, physicalには Fock vacuumが素直な vacuumですからこっちを j0i と書くのがいいで
しょう。ただ technicalには conformal �eld theoryは非常に強力でですね, そっちの方に重きを置くとした
ら, SL(2;C) vacuumを j0i と書く方がいいかも知れない。
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例えば ,これはほとんど違わないやつですが, dimension 1の conformal �eldである @X :

@X = �iX
n

��nz
�n�1 (3.12)

を考えましょう。@X の Fourier component �n が (3.3)の �n に相当するものですから, �n
はこのSL(2;C) vacuum(conformal vacuum) j
iではどうなっているかというと (3.4),(3.6)

より (
��n j
i = 0 for n � 0

h
j��n = 0 for n � 0
: (3.13)

だから Fock vacuum j0iとほとんど同じです。ただこれは �0 も含んでますね。�0 は open

の場合は total momentum pだし, closedの場合は �0も ��0 も
1
2pで,とにかく pなんです。

で SL(2;C) vacuum(conformal vacuum) j
i は p で消えるということ, momentumも値
が決まっているということを覚えておいてください。だけど大して違わないですね。Fock

vacuum は oscillatorに対してしかものをいってないので, つまり �0 に対しては何も指定
していないので (3.13)の j
i も �n に対しては Fock vacuumですね。(3.11)に n = 0を入
れてもいいから, 入れれば � のmodeに対しては (3.13)の j
iと Fock vacuumと同じ概念
になりますね。つまり, これも n = 0 以上で消えることを要請しますと SL(2;C) vacuum

と Fock vacuumは同じ概念になります。
だけど本質的に違うのは bc ghostの部分です。bc ghostは, j
i をいつ消すかというと,

この b ghostは dimension 2 ですから, (3.4)より nが 1 � 2 = �1 以上で消える。それか
ら h
jの方は, bn がいつ消えるかというと, d = 2 ですから, (3.6)より 2 � 1 = 1 以下で消
える:

b =
X
n

bnz
�n�2 )

(
bn j
i = 0 for n � �1
h
j bn = 0 for n � 1

: (3.14)

b ghostはこういう性質を持っている。そうしますと非常に変なことになってて b1, b0, b�1
の三つのmodeはどれも j
i と h
j の両方で消える。同様に c ghostの方でやりますと

c =
X
n

cnz
�n+1 )

(
cn j
i = 0 for n � 2

h
j cn = 0 for n � �2 (3.15)

となって, 逆に c1, c0, c�1 は j
i と h
j の両方で消えない, という非常に変なことになり
ます。で, これが非常におもしろいところでもあるんですが, それはもうちょっと後に回し
ます。

3.2 CFTの technique

conformal �eld theoryで非常に重要な概念は, conserved chargeがいくつかあり, 普通の
current j� があるんですけども, complex coordinate を使いますと, jz とか j�z とかの保存
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則はこの jz が holomorphic functionで j�z は antiholomorphicである,ということです。こ
れが @�j

� = 0 ということですね。それで chargeは

Q =
I
C

dz

2�i
j(z) (3.16)

です。z-planeで同時刻の線は円に mapされたわけですから, この contour C は円周にな
るわけです。だから同時刻の � 座標について 2� 積分したということで, chargeが定義さ
れたわけです。openの場合は適当に理解してください。それで, この保存則つまり時間に
よらないというのは半径をどんな半径にしても良いということですね。ところが (3.16)は
もっと強いことをいっています。Cauchyの定理からこの contour C を自由に deformでき
るわけです。自由に deformできるわけですから, 円にきっちりそって積分しなくても,ど
こで積分しても同じ値になるわけですね。ですから Cauchyの定理というのは保存則ばか
りか,それ以上に自由な deformationを許します。このことだけをとっても, conformal �eld

theoryを知っているということが役に立つ。
これだけでもいいんですが,さらに,この非常に便利な性質は, (3.16)の Qという charge

operatorと何か �eld operatorあるいは composite operatorとの交換関係を計算すると

h
j � � � [Q; �(w) ] � � � j
i =
*
� � �

I
Cw

dz

2�i
j(z)�(w) � � �

+
(3.17)

が成り立つ,ということです。これが techniqueとして便利なものですね。この contour Cw

は w のまわりの contourになります。これを説明します。Qと �(w)の交換関係 Q���Q
は z-planeで見ますと, Q というのは半径の決まった円周上で積分するわけですから, 今
Qが �(w)の左側にあるということは右辺の計算では全部 radial orderingですから, �の外
側の円周上に沿って積分したものです。それから Q が �(w) の右側のやつは � の内側の
contourに沿ってこの current j を積分すればよい。で, 引き算をしなさいといっているわ
けですから, 右回りに積分すればいい。つまり, この �(w) の直後の円周上と直前の円周上
の引き算をやるんですから, �(w)のないところは,この間に何も入っていないので,みんな
cancelしますね。結局 �(w)のところだけ残って, contourを変形すれば w のまわりに積分
をすればいいということになります。これは非常に便利な techniqueです。この積分をどう
評価するかというと, Operator Product Expansion (OPE)でこの z �w = 0 の singularity

の poleを pick upするわけですから, その residueを計算するだけでいいわけです。

3.3 Operator product expansion

まず dimensionが d の �eld � があったとしましょう。実は単に dimensionが d という
だけでなくて, もう少し細かい primary �eldという概念があります。�(w)が primary �eld

であるとは, energy momentum tensor T (z)と以下のOPEを満たす場合をいいます:

T (z)�(w) =
d

(z � w)2
�(w) +

1

z � w
@�(w) + (non-singular): (3.18)
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先程計算しましたように,

T (z) = �1
2@X � @X � 2b@c� @bc (3.19)

が energy momentum tensor T だったんですが, この右辺で何も書いてない積は normal

productです。conformal �eld theoryの中では何も書いていないときは, normal orderに
なっているという了解です。上式の中の @X � @X は normal order : @X � @X :がとられて
います。normal orderというのはどういう normal orderかというと, dimension d の �eld

の Fourier componentで n � 1 � d の labelを持つものは, annihilation operator, n � �d
の labelを持つものは creation operatorだと思って, creationは左側に, annihilationは右側
に,という意味の normal orderです。(3.4)より, この概念は conformal vacuum j
iに refer

した normal orderです。(3.18)の � として @X をとったときこの @X 自身は single �eld

だから normal orderも何もないのですが, (3.18)の掛け算しますと, z と w が同じ点にい
くとき, T (z) の中の @X と �(w) に相当する @X の間は normal orderがとられてないの
で, singularityが発生します。
その singularityは, propagatorを用いて計算できます。propagatorは operatorの言葉で
正確に言うと,

he
jTX(z)X(w) j
i (3.20)

になります7 。これを
hX(z)X(w)i (3.21)

と書くことにします。Wickの定理ではこの propagatorの概念を

X(z)X(w) (3.22)

とも書いたわけですね。oscillator展開はすでに定義されていたし , vacuumも定義されてい
ますから, propagatorは簡単に計算できます。計算しますと,

hX(z)X(w)i = � ln(z � w) (3.23)

になります。同様に, bc ghostも propagator:

hb(z)c(w)i =
1

z � w
(3.24)

を持ってます。
それで �1

2
: @X � @X(z) :と @X(w) の積は z と w が近づくと書き直さないといけない

わけですね。singularityを pick upして, 全体の normal orderに書き直す。全体の normal

orderに書き直せれば, 残りは regularです。normal orderに直しますと, 単なる積のやつと
は概念が違うわけですね。そこでWickの定理が何をいっているかというと, 何か normal

7 後に分かるように, (3.57)が初めて non-zeroであるので, propagatorの定義には h
j のかわりに he
j �
h
j c�1c0c1 を用いなければなりません。次の bc ghostの propagatorについても同様です。

18



orderに直すという操作です。contractionの部分が (3.23)のように singularityを作るわけ
ですが, それを pick upすると

T (z)@X(w) = �1
2
: @ X(z) � @X(z) : @X(w) � 1

2
: @X(z) � @ X(z) : @X(w) + � � �(3.25)

=
1

(z � w)2
@X(w) +

1

z �w
@@X(w) + (non-singular)

のようになります。一般にこういう形になるやつを primary �eldといいます。dimension d

の primary �eldは (3.18)になる。primary �eldでないやつはどういうやつのことかといい
ますと, これ以上に singularなやつですね。 例えば,

1

(z � w)4
(3.26)

とか, もっと singularなやつ, そういうのが T とのOPEで出てきた場合, primary �eldで
はない。
(3.18)の意味ですが, これは単純な意味を持っています。

z 7! ez = z + �(z) (3.27)

という無限小の変数変換を考えると, energy momentum tensor T は一般の translation

の generatorですから, それに �(z) を掛け算して, 積分したものはこの変数変換を起こす
generator T" になるわけです:

T" �
I
dz

2�i
"(z)T (z): (3.28)

この変換を考えましょう。そうしますと,先程のこれだけ知っていれば conformal �eld theory

を知っている価値があると言ったあの techniqueからこの T� と � の交換関係を計算でき
ます。そのためには, 単に (3.18)に �(z) をぶっかけて, w のまわりに contour積分をやれ
ば良いわけですね。そうすれば左辺は, 交換関係。で右辺ですが, �(z) をこの w のまわり
で Taylor展開しますと,

�(z) = �(w) + @�(w)(z � w) + � � � : (3.29)

それで (3.18)の初項が double poleですから, �(z) の展開の 1次の項を引っぱってくれば
simple poleになって, その residueが d@�(w)�(w), それから第 2項, これはいきなり pole

ですから, pole residueは �(w)@�(w) ですね。だから (3.18)の OPEの singularity構造は,

operatorに直すとこういう交換関係を持っていることを意味します。

[T�; �(w)] = d@�(w)�(w) + �(w)@�(w): (3.30)

この交換関係は z 7! ez という変数変換をやったときの � という �eldの変化分ですが, こ
の式は実は �が dimension dの �eldであるということを言っているに過ぎません。すなわ
ち, いちいちこう考えないと分からないのですが , dimension d の �eld � は, index z が下
に d 個あるから, z から ez に変数変換しますと,

�(z) =

 
dez
dz

!d

�(ez): (3.31)

19



ez の z からのずれが �(z) ですから, �(ez) のずれが �(z)@�(z) ですね。
�
dez
dz

�d
=
�
1 + @�

@z

�d
のずれは, d@�(z)� です。だから (3.31)の変換則だったとすると, �(ez) から出る変化分が
1

z�w
@�(w)で

�
dez
dz

�d
から出る変化分が d

(z�w)2�(w)です。二つを足したものが,まさに (3.18)

に出ていますね。だから (3.18)のOPEはなんのことはない, (3.31)の変換則を言っている
だけです。だからまとめますと, (3.18)の第 2項は argumentの変化分, �(z)だけ argument

を translationした部分です。それから, 第 1項は dimension d を表している。それぞれの
項の意味がそういうように理解できます。逆に, ある �eldと T (z) の OPEをみて, その
singularityがこういう構造になっているということを確かめたら,その �eldが primary �eld

であることが分かり, residueをみたら, dimensionが分かります。
それから Virasoro operatorという大事な operatorを定義します。Virasoro operator Ln

というのは, energy momentum tensorの Fourier 成分です。

Ln =
I
dz

2�i
zn+1T (z): (3.32)

それで, singularityの構造を, Virasoro operatorに対する交換関係に書き直せますね。�(z)
を特に zn+1 ととりますと, T� = Ln ですから,

[Ln; �(w) ] = d(n + 1)wn�(w) + wn+1@�(w) (3.33)

となりますね。さらに両辺に wm+d�1 を掛け算して, dw contour積分しますと,次の式から
Ln と �n の一般的な交換関係が計算できますね。

�m =
I dw

2�i
wm+d�1�(w): (3.34)

そうすると答えは,

[Ln; �m ] = (n(d� 1) �m)�n+m: (3.35)

それでどうしても後で出てくるので dimensionを計算したい operatorがあります:

eik�X(w): (3.36)

これがなんで必要かといいますと, さっき言いましたように conformal vacuumはmomen-

tum p で消えたわけですよね。だから conformal vacuumは momentum 0の状態だけど ,

momentumを運んでいる string stateが欲しいわけですから,それを作るためには exp(ikx)

が必要ですね。xとは pをずらす演算子ですから, exp(ikx)を掛けるとmomentum k を運
んでいる状態になります。この xを大文字の X にしといてもいいわけですから,そういう
operatorの次元を計算したい。それには先程の公式に従って T との OPEを計算すればい
い。つまり

T (z) eik�X(w) (3.37)

を計算して (3.18)の形にまとまることをみて, 2次の singularityを見たらいいわけです。こ
れを真面目に計算しましょう。T の中の X 部分が問題です。それ以外は singularityをだ
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しませんから。この conformal �eld theoryはまったくの freeですから, normal orderに直
すのはさっきも言いましたように, 要するにWickの定理ですね:

T (z) eik�X(w) = �1
2
: @X(z) � @X(z) : : eik�X(w) :

= �1
2 : @X(z) � @X(z) exp(ik �X(w)) :

�1
2 � 2 : @X(z) � @X(z) exp(ik �X(w)) :

�1
2 : @X(z) � @X(z) exp(ik �X(w)) : : (3.38)

@X(z)と eik�X(w)を 2回 contractionしたやつと,それから 1回 contractionしたやつがあり
ます。1回 contractionしたやつはどっちの @X(z) をつぶすかで 2通りあるわけですから,

2倍でます。これでもう終りですね:

T (z) eik�X(w) = �1
2

�
ik

�1
z �w

�2
: eik�X(w) : �

� �1
z � w

�
: ik � @X(z)eik�X(w) :

�1
2 : @X(z) � @X(z)eik�X(w) :

=
k2=2

(z �w)2
eik�X(w) +

1

z � w
@(eik�X(w)) + (non-singular): (3.39)

これは (3.18)とちょうど同じ形ですね。(3.39)の eik�X(w)が (3.18)の �(w)に対応しますの
で, @(eik�X(w))が @�になりますね。そういうふうに見ると (3.39)の右辺第2項が translation

termで, 右辺第 1項が dimension termであることが分かります。ですからこの計算で何が
分かったかというと, eik�X(w) の dimensionは k2=2ということです。これもちょっと覚えて
おいてください。これがこの講義で具体的にやる唯一の計算で, このたぐいの他の計算は
自分でやって下さい。

3.4 Central charge

同様に, T (w)T (z)を今の contractionの公式を使って計算しますと,一般に次のような形
になります:

T (w)T (z) � c=2

(w � z)4
+

2

(w � z)2
T (z) +

1

w � z
@T (z) + (non-singular): (3.40)

つまり, (3.18)の形にまとまりません。だから T はこういう意味で primary �eldではあり
ません。僕が勝手に付けているだけかもしれませんが, それぞれ名前があります。右辺第
2項は dimension termで dimensionが 2だということをいっています。energy momentum

tensorは下の添字を二つ持っていたことからも想像がつくように, dimension 2です。それ
から右辺第 3項はさっきの translation termですね。ここまでは primary �eldの変換則と
まったく同じですが, 右辺第 1項が出ます。この項を central charge termといいます。
なぜこれが central charge termといわれるかということを説明しましょう。そのために
また wn+1 と zm+1 を (3.40)に掛けての w と z 両方の contour積分をやります。そうする
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と, 先程言いましたように operatorの積は operatorの交換関係になります。T (w)が Ln を
出してT (z)が Lmを出しますね。左辺は [Ln; Lm ]になって, 右辺の singularityは contour

積分で Cauchyの積分を使ってやりますと,

[Ln; Lm ] = (n�m)Ln+m +
c

12
n(n + 1)(n� 1)�n+m;0 (3.41)

になります。これ計算をやったことのない人はやって慣れておいてください。そうすると
こういう techniqueがいかに便利かということが痛感できます。もしこういう techniqueを
知らないと,この交換関係を計算するだけでも大変な労力です。ちょっと想像してもらった
らいいんですが, Ln の表式を oscillatorで書くと, Ln の X 部分からの寄与は,

TX ! LX
n =

X
m

1
2 : �n�m � �m : (3.42)

で, Ln の bc ghostからの寄与は,

T bc ! Lbc
n =

X
m

(n+m) : bn�mcm : (3.43)

のような normal productの式になっていますが, これの交換関係を計算してもう一ぺん同
じ形の normal productに直さんといけない。それはものすごく大変で, 一ぺんやろうとし
てみてください。なんか気が狂うほどの計算です。あの加藤-小川 [3]はそれでやっていま
すよね! だから彼らは大変な計算をしたんですよ!! で僕は全然 checkできなかったんです。
ほいで, いまのOPEを計算するのは先程いったように自明な計算です。singularityをどん
どん contractionするたびに (3.23)と (3.24)を入れて計算するだけですから,ものすごく簡
単な計算です。最後にそれをいともたやすく contour 積分にぽんとほうりこめば ,答がぱっ
と出てくるわけです。これはすごいんですね。ここらへんだけでも conformal �eld theory

がいいんですが,だけど僕の講義の本題はここじゃなくてこれはまだ準備なんです。
(3.41)の右辺第2項が出てくることを conformal anomalyといいます。今normal ordering

とか一切言わないで, classicalな理論でこの energy momentum tensorの Fourier 成分を Ln

と思って, その Poisson bracketを計算しますと, この第 2項が出てきません。ひとえにこ
の項は normal orderingを定義して, quantum theoryとしてちゃんと定義したときに初め
て出てくる項で,これを conformal anomalyといいます。central charge項と呼ばれるのは,

Ln の全ての generatorと可換な演算子 1 (すなわち center)の項だからです。
この conformal anomalyの寄与を二つに分離して計算しましょう。energy momentum

tensor TX と T bc はすでに (3.19)で与えているので, これを使って conformal anomalyが計
算できます。いま LX

n と Lbc
n は互いに交換するので, conformal anomalyは結局 X の寄与

と bc の寄与に分けられます。
まず conformal anomalyの係数 c=2を X の場合に計算してやりますと, c = D になりま

す。D というのは, D 次元のことです。今次元 � の分だけ場があるわけですから, 場が D

個あることになります。このときそれぞれの場に対して, c = 1 の寄与があることを言えば
いいですね。具体的にそれぞれの場に対して, @X あるいは X の singularity(3.23)を使っ
て cを計算します。(3.23)より,

@X(z)@X(w) = �@z@w ln(z �w) =
1

(z � w)2
(3.44)
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となりますから, 1=(z � w)4 の寄与は,

1

4
: (@X(z)@X(z)) :: (@X(w)@X(w)) :

+
1

4
: (@X(z)@X(z)) :: (@X(w)@X(w)) : =

1=2

(z � w)4
(3.45)

です。よって c = 1 を与えます。そうすると, 各次元の寄与は 1 ですので, c = D になり
ます。
次に bc ghostを考えるんですが, bc ghostは非常に変な形をしています。

T (z) = �2b@c� @bc (3.46)

という形をしているんですが, これをもうちょっと一般化して言いましょう。今 b �eldを
dimension j, つまり zが下に j 個ついていて, c �eldを dimensionが 1 � j, つまり zが
上に j � 1 個ついているというふうに一般化しますと,その bc ghostの energy momentum

tensor T は,

T (z) = �j b@c+ (1� j) @bc (3.47)

になります。もちろん今の場合は j = 2 なんですけど。先程 (3.24)で与えた bc ghostの
propagatorを用いて, この T (z) のOPE (3.40)を計算しましょう。この場合もほとんど明
らかな計算なんですが, ghostが fermionになっていることに注意して, contractionで奇数
個跳び越すとマイナスが出ることをちゃんと評価すれば, central charge c は,

c = �2(6j(j � 1) + 1) (3.48)

となります。今 bc ghostの systemは j = 2ですから,

c = �26: (3.49)

totalの central chargeは, X の寄与と bc ghostの寄与を足したものですが, それぞれの寄
与は, X が D で, bc ghostが �26 なので, totalの central chargeはD� 26になります。で
すから, D = 26 つまり target spaceの次元が 26の場合に, central chargeが消える,という
ことになります。

3.5 SL(2;C) invariance

ところで, (3.41)の右辺第 2項の anomaly termは, n = �1; 0;+1では消えます。消えると
いうことは何を言っているかというと, 要するに, L�1 と L0 と L1 という三つの generator

は central termのない普通の交換関係を満たします。これは c 6= 0の場合でも, anomalyが
ないのです。それで, 先程言いましたように, Ln は, �z = zn+1 の変換の generatorなので,

�L�1 + �L0 + 
L1 (3.50)
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という generatorはどういう変数変換に対応するかというと, z の 2次まで, つまり

�z = �+ �z + 
z2 (3.51)

の変数変換ですね。closedの場合は, �L も一緒に考えます。

���L�1 + �� �L0 + �
 �L1 (3.52)

という generatorは, �z の 2次まで, つまり

��z = ��+ ���z + �
�z2 (3.53)

の変数変換に対応します。この六つの generator, L�1 と L0 と L1 とその bar全体で, 何を
作っているかというと,それは, SL(2;C) subgroupをなしていますが, full conformal group

のなかで, この SL(2;C) subgroupは anomalyが出てきていないわけです。この SL(2;C)

subgroupの無限小変換 (3.51)と (3.53)に対応する有限変換は,

z ! z0 =
az + b

cz + d
with ad� bc = 1 (3.54)

になります。で, a, b, c, d に totalに同じ scale変換するのは, 分母分子で cancelするから
意味がないのです。そこで, a, b, c, d の条件として ad � bc = 1 をとります。そうする
と, この変換群には三つの parameterがあります。この変換を SL(2;C) 変換といいます。
あるいは一次分数変換とか, いっぱい名前があります。linear fractional transformation(一
次分数変換), M�obius変換, projective変換, どれか好きなやつで呼んでください。linear

fractional transformationが一番正統的な気がします。linear fractional transformationの
groupは anomalyがなく, 常に対称性が破れずに存在する。ほいでですね, このことと非
常に関係が深いことがあります。b�1, b0, b1 は j
i と h
j を両方消しましたが, この性質
は, antighostが dimension 2 だけから出てきた結論ですね。energy momentum tensor T

も dimension 2ですから, bを T に置き換えて, その Fourier component L�1, L0, L1 の三
つは先程言いましたように SL(2;C) の generatorですが, この三つも両方消します。それ
で, 両方消すということはどういうことをいっているかというと, conformal �eld theoryの
correlation function h� � �i = h
j � � � j
i は, 次の性質を満たします。つまり,

U = exp(�L�1 + �L0 + 
L1) (3.55)

という SL(2;C)の有限変換を真空ではさんでみると, j
i も h
j もどちらもこれで不変で
す。従って,

h
j �(z1)�(z2) � � � j
i = h
jU�(z1)U�1 U�(z2)U
�1 � � � j
i (3.56)

のように U と U�1 を勝手にはさんでも, 最初と最後の Uは真空にかかって 1だから, 変
わらない。つまり, こういう correlation functionは場�(z)を勝手に SL(2;C) 変換しても,

全く不変であるということが, anomalyの存在に関係せずに常に成り立つ。
さっき j
i を conformal vacuumあるいは SL(2;C) vacuumといったのは, これが,

SL(2;C) invariantだからです。
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3.6 Ghost number anomaly

もっと凄まじい関係があります。上で述べたことに dualな関係式がありまして, それは
なにかと言いますと, c�1, c0, c1 は両方とも消さないという関係式です。さらに,

h
j c�1c0 c1 j
i (3.57)

が初めて 0でない。これはちょっと落ち着いて考えれば, 分かります。これが初めて消えな
いというのは, ghostが 1個も入ってないとか, 1個しかないとか, 2個しかないとかいうの
は全部消えるという意味です。これは nonzeroですから, j
i と h
j の scaleを適当に取り
かえますと, 1にできます。(3.57)が non-zeroであることは何を意味しているかというと,

結局 conformal vacuumは ghost numberを 3だけ保存していないということです。実際に
これは ghost number anomalyとして理解できます。ghost numberは 3だけ保存していな
い。で, ghost number currentを cbとして定義して, これの divergenceを考えますと, もし
anomalyがなければ, j は z だけの関数で, �j は �z だけの関数のはずなんですが, ここでは
計算しませんが,これが破れまして,

�@j = 3 � 1

8�
R: (3.58)

一般にこういう答が出てきます。これを genus g の一般の面上で d2z 積分します。左辺の
積分が � 積分で ghost number charge N(� ) � H

d�j�を出して,

N(1)�N(�1) = 3(g � 1): (3.59)

こういう ghost number anomalyがあることが知られている。この計算は, 例えば , 藤川さ
んの paper[4]でもやっています。彼が一般の genusの面でやったかどうか知りませんが, 少
なくとも sphereの場合はやっています。sphereは genus 0 の面ですから, (3.59)の右辺は
�3 ということです。ghost numberが j
i から, h
j に行くときに 3個減るというわけで
す。c�1c0c1 j
iは ghost number 3の状態ですから, ghost numberが 3個減って,それで収支
が合うんですね。で, cを 3個入れとかないと消えちゃう。これが, ghost number anomaly

です。

(質問)実際やってみるとなにをやったかは分かるのですが, 直観的にどうして
曲がっていると ghost numberがずれるんですか。

直観的ではなくてもっと高踏的なんですけど (笑),非常に深い関係式があるんですね。なん
で ghost numberから anomalyが出るか,という話が昔からあります。bc ghostというのは,

先程のLagrangianを見れば分かりますが,一階微分のchiral fermionと同じ形のLagrangian

を持っています。つまり ghost number anomalyは基本的に chiral anomalyですね。ほい
で, 't Hooftの anomalyの話で分かりますように, anomalyの存在と fermion zero modeの
存在というのは, ほとんど同じことですね。で, zero modeがあるので, h
j と j
i の間に,

なにも入れないと消えてしまう。で, cを三つ入れないといかんというのは c ghostという
fermionの zero modeが三つあるということですね。従って, ghost numberは三つ保存しな
くなる。

25



Atiyah-Singerの index theoremによりますと,

dimkerr(�j)
z � dimkerrz

(1�j) = (2j � 1)(g � 1): (3.60)

ここで ker rz
(1�j) というのは, 微分演算子rz

(1�j) の zero mode solution の空間です。つま
り, dimkerrz

(1�j) は, rz
(1�j) の zero modeの個数ですね。 r(�j)

z も同様です。この r(�j)
z

というのはなにかといいますと, dimension j の bに対してかかる共変微分です。

r(�j)
z = @z + j�zzz: (3.61)

complex coordinateを使いますと, Christo�el symbolで残るのは, zばっかりの時と �zばっ
かりの時ですね。一方, cに対してかかる共変微分 rz

(1�j) の方ですが, これの定義は

rz
(1�j) = gz�z@�z (3.62)

です。zと �zが混ざったChristo�el symbolしか出てこないので単なる微分になります。dim
ker rz

(1�j)は単に @�z の zero modeの個数です。実は (3.60)の内容自身は, Atiyah-Singerの
index theoremを持ち出さなくても, 数学では古くから知られているRiemann-Rochの定理
です。Riemann-Rochの定理の枠内では, 今の場合の bc ghostは j = 2 の場合ですから, そ
うすると, 第 1項は b の zero modeの個数。それから, 第 2項は ghost c の zero modeの個
数ですね。

#(zero modes of b; �@b = 0)�#(zero modes of c; �@c = 0) = (2 � 2 � 1)(g � 1): (3.63)

こういう関係式になっているわけですが, 今それぞれ名前があります。まず左辺第 1項に
ついては, bには zの下付きの indexが二つありますから, その zero modeは holomorphic

quadratic di�erentialと呼ばれます。それから,左辺第 2項で, czというのはもともと言いま
したように, 一般座標変換の変換 parameterと同じ index構造を持っていますが,この zero

modeには, conformal Killing vectorという名前が付いています。要するに holomorphic

quadratic di�erentialの個数と conformal Killing vectorの個数の差が一般的に 3(g � 1) で
与えられる。全然直観的な説明じゃないですが, より高踏的な話になっておりますが。こ
れを, g = 0と g = 1 と g � 2という三つの場合にわけて考えましょう。g = 0 のは今やっ
ているやつです。c の zero modeが三つある。b の zero modeがない。で g = 1 の場合は
非常に特殊で, b の zero modeも c の zero modeも 1個ずつある。それから g � 2 の場合
は, b の zero modeがこの関係式を saturateしている。すなわち, conformal Killing vector

は存在しない。
(3.63)の意味している内容は, b の zero modeの個数と c の zero modeの個数の差が

3(g� 1)だ,ということです。左辺の各項は,それぞれ以下のような形で実現されています。
まず, genus g � 2の場合は, (3.63)は holomorphic quadratic di�erentialの個数が 3(g�1)

ということです。2次元のいろんなRiemann面を考えることができるわけですが, holomor-

phic quadratic di�erentialというのは, その Riemann面を特徴づける parameter (moduli

parameter)と one-to-oneに対応しています。つまりこの個数というのが , Riemann面の
moduliの数と同じです。実際に (3.63)の右辺が 3(g � 1) というのは, そういう g � 2 の
Riemann面を特徴づけるparameterが, 3(g�1)個あることに対応していると言っています。
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それから, g = 1 の場合は b の個数は 1ですが, みなさんよく知っているように, genus 1

というのは, torusです。torusを特徴づける parameterは � という１個です。cが１個とい
うのは, あまり知らないでしょうが, まあいいことにしまして, � � �
g = 0で cの zero modeが三つあるというのは,この場合,自明でして, zero modeの c(z)

の解としては, 1 と z と z2 で, この三つ。で, なんでこの三つかという事を説明しましょ
う。今 c(z)にたいしては, �@cが消えればいいわけですが,これを満たす解は, 別に 1, z, z2

でなくても, zn(n � 0) でもいいじゃないか, ね, 許されそうな気がしますが, 実はそうで
はない。さっきに言いましたように genus 0 の Riemann面というのは sphereで, z が無限
大でも regularでないといかんわけです。c(z) = zn の z =1での振る舞いを見ましょう。
z = 1=w と変換をしますと,

c(w) =

 
dw

dz

!
c(z) = �zn�2 = �w2�n: (3.64)

z = 1 が w = 0 に対応していますが, w = 0 で regularと要請しますと 2 � n � 0 でな
いといかん。つまり, n � 2 になりますね。ですからまとめますと, 原点で regularである
ために n � 0 でないといけなかったんですが, その modeを無限遠点に持っていってみま
すと, n � 2でないといかん。ということで, 結局 1と z と z2 という三つのmodeだけが
zero modeと。で, その zero modeが Atiyah-Singerの index theorem (3.60)を saturateし
ている。あるいは, 先程の conformal vacuumでは, 後に出る (3.65)がはじめて nonzeroと
いうことになります。

genus g c の zero modeの個数 b の zero modeの個数
g = 0 3 0

g = 1 1 1

g � 2 0 3(g � 1)

この g が 1 とか 2 とかの Riemann面のmoduli parameter(つまり Riemann 面の defor-

mationに対応する自由度)と, antighostの zero modeが対応しているというのは, 非常に深
い意味がありまして,場の理論を作るときにもその Riemann面のmoduli parameterの１個
１個に対して, bの antighostの zero modeがあることは非常に重要な役割をします。(せっ
かくしゃべったが使わないだろうなきっと。)

さて,

h
jc(z1)c(z2)c(z3)j
i =
�������
1 1 1

z3 z2 z1
z23 z22 z21

������� = (z1 � z2)(z1 � z3)(z2 � z3) (3.65)

という関係式があります。計算しますと, Vandermonde determinantというやつになりま
す。c(z) の展開 (3.15)がありましたね:

c =
X
n

cnz
�n+1: (3.66)

この中で c の zero modeは
c1 � 1 + c0 � z + c�1 � z2 (3.67)
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という形で入っているわけですね。今 h
j � � � j
iの conformal vacuumを saturateするため
には, (3.57)により c�1 と c0 と c1 が 1個ずついるわけです。c(z1)c(z2)c(z3) に対して, 展
開 (3.66)を入れます。そこには c1 � 1 + c0 � z + c�1 � z2 というやつが入っていますが, この
どれかから, c�1 と c0 と c1 を取ってくるわけです。あらゆる可能性は determinantで表現
できて, (3.65)の右辺になることが分かりますが, やっといてください。
それで, こういう factorが stringの scattering amplitudeで SL(2;C) の gauge �xingを

やったときに出てきますが (こんなのが自動的に入っていることがすごいことですが),それ
が自動的に (3.65)の右辺のような形になっています。これはまさに SL(2;C) の generator

に対応している,というわけです。
それから最後に vertex operatorと Fock vacuumの話をします。
Fock vacuum j0iの上になんかある vertex operatorを演算して, physical stateをつくる。

この Fock vacuumと conformal vacuumの関係ですが,

j0i � c1 j
i (3.68)

と定義します。c(z) の中に c�1 と c0 は (3.67)の形で入っていましたが , z = 0 にすると,

(3.68)は
j0i = c1 j
i = c(0) j
i (3.69)

という形で書いてもいいわけです。これよく使いますので, 覚えておいてください。そして,

V (z = 0) j0i (3.70)

のように, V (z) を実際に真空に対して演算します。このようにして stateを作っていきま
す8 。

3.7 Physical state

まだ BRS対称性について一言も言ってないので説明します。もともと一般座標変換不変
性があったわけですが,一般座標変換の変換parameter,従って 2次元 vectorですが,それを
ghost場に置き換えてやった変換, それが BRS変換ですね。通常のように BRS対称性に対
応して BRS current jB(z) というのがありまして, BRS charge QB というのはそれの time

componentの積分です:

QB =
I
d�jB�=0 ; jB� = c�

�
TX
�� +

1

2
T bc
��

�
: (3.71)

BRS currentというのは, 今の場合 2次元の currentですから, 添字 �, � は 0 と 1 です。
BRS対称性は gauge固定をした後もあるわけです。今の systemはそれを持っているわけ
ですが, BRS currentは例によって, holomorphic partと antiholomorphic partに分けるこ
とができて,その holomorphicな部分を使うとこういう形に書ける:

jB(z) = c(z)
�
TX +

1

2
T bc

�
: (3.72)

8 詳しくは次の subsectionで。
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�j の方はこれに全部 barをしたやつです。(3.72)を mode展開しますと, (3.32)で定義しま
したように TX と T bc の Fourier modeが Virasoro generator LX

n と Lbc
n なので, QB は次

のようになります:

QB =
I

dz

2�i
jB(z) =

X
n

c�n

�
LX
n +

1

2
Lbc
n

�
: (3.73)

それで BRS変換を書いときますと,

�X�(z) = [QB;X
�(z)] = c(z)@X�(z); (3.74)

�c(z) = fQB; c(z)g = c(z)@c(z); (3.75)

�b(z) = fQB; b(z)g = T (z): (3.76)

holomorphicな notationで X� の BRS変換は QB と X� との交換関係をとったもので,

[QB;X
�(z)] =

I
around z

dw

2�i
jB(w)X

�(z) : (3.77)

z の周りに contour積分すればこの交換関係は計算できる。でこれをやりますと c@X と
なります。これは当たり前で, X が world sheet上の scalarですから, scalarが一般座標変
換でどう変換を受けるかというと, world sheet上の場所に dependentな量だけ shiftを受
けるわけですね。次に同じ要領で ghostに対してやりますと, c@cです。それから大事なの
は b なのですが, QB と antighost b の反交換関係, これは T です。T というのは energy

momentum tensor。この場合は contour積分をやらなくても, 本質的に b と c の反交換関
係が � 関数, 1ですから, (3.73)を見れば, T が出ますね。(3.73)で Lbc

n の係数は
1
2 ですが,

c�nL
bc
n の中に c が二つあるので b と反交換関係をとるときにどっちの c にひっかかるか

でこの 1
2 が消えて, 普通の足し算 T = TX + T bc になるわけです。antighostを BRS変換

すると, energy momentum tensorになる。これは非常に大事なことです。
gauge理論の常で, physical stateは BRS invariantな state,

QB jphysi = 0 (3.78)

として選ぶわけです。jphysiを X のmodeで書いた部分 j i
X
と bc ghostで書いた部分に

分けると, 本当に physicalなやつは bc ghostについては Fock vacuumです:

jphysi = j iX 
 j0iFP : (3.79)

こういう形の状態にほんとに physicalなやつが含まれているわけですが,それに対して QB

を演算してやりますと, QB が (3.73)の形ですから, bc ghostの creation operator の部分が
残ります。ということはその相棒の X の自由度については Ln の n が正の部分が効きま
すね。そうすると j i

X
に対して, LX

n の nが正のやつは掛けてやると 0になり, nが 0 の
やつは 1 を出す:

LX
n j iX = 0 ; (3.80)�
LX
0 � 1

�
j i

X
= 0 : (3.81)
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1 だけずれるのはこの Lbc
n が Fock vacuum j0i じゃなくって, SL(2;C) vacuum j
i に対

して normal orderingがとられているからです。Fock vacuum (3.68)に Lbc
0 がかかります

と, j0i に対して �1を出します。従って, (3.81)の �1が出てきますが, これの意味は二つ
あります。一つはこの状態を作る vertex operatorが dimension 1 の primary �eld, つまり
energy momentum tensorとのOPEに 2次を超える singularityがないという意味。別の意
味は on-shell 条件。あるいはもうちょっと physicalにいうと, この stateを作る polarization

vectorが, physical polarizationになっている。何かそんな意味を持っている。L0 の X の
部分 LX

0 は,

LX
0 =

1

2
p2 +

X
n>0

��n � �n : (3.82)

第 2項はmode number counting operatorで N と書かれたりするやつです:

N �X
n>0

��n � �n : (3.83)

そうしますと (3.81)は何を言っているかというと, (3.82)から,

1

2
p2 = �N + 1 : (3.84)

p2 は今のmetricでは �(mass)2 ですから, (mass)2 = [(mode number) � 1] � 2 です。こ
れ on-shell 条件ですね。N はmodeを countする演算子ですから, N が 0のやつが ground

stateです。N が 0のやつは m2 が �2 で tachyonになっている。
それで,この open stringの場合の tachyon,つまり Fock vacuumにmomentumをつけて
おかなきゃいかんわけですね。これが momentum k の tachyon,

eik�X(0) j0i � jki (3.85)

です。それから, ground stateの次の excitationは,

@X�eik�X(0) j0i = ���1 jki : (3.86)

この状態は mode number 1ですから, k2 は 0。これは masslessの Yang-Mills gauge 場の
vectorですね。@X は dimension 1を持っていて ((3.26)参照), 今 netに vertex operatorは
dimension 1を持っていないといけませんので, eik�X の dimensionは 0でないといかん。と
いうことはこの k2が 0でないといかん ((3.39)参照)。というわけでmasslessになります。
右辺の operatorでいうともっと naiveにmode numberが 1だから, 1� 1 = 0で, massless

だと。どっちでもいいですが, 好きな言葉で。
それから同様に, closed stringの場合, 低い状態だけやりますと,

eik�X(0) j0i � jki (3.87)

が tachyonで, それから,

@X� �@ �X�eik�X(0) j0i (3.88)
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が graviton。これはなぜかを説明しましょう。ik �X と書いている部分は,

ik �X =
1

2
ik �

�
X + �X

�
(3.89)

のように, X の holomorphicな部分と antiholomorphicな部分,それぞれ考えないといかん
わけです。まず holomorphicな部分だけで dimension 1でないといかん。そうすると @X の
部分と eik�X(0)の部分があるわけですが, @X の部分で既に dimension 1ですから eik�X(0)の
dimensionは 0でないといかん。従って k2 = 0でmasslessですね。それから,なぜ @X �@ �X

とこう X と �X が 1個ずつあるか, @X@X だとか �@ �X �@ �X とかいう状態がなぜないのかと
いうと, closed string の場合は, parameter � について考えると, � という parameterは 0

から 2�, ないしは �� から �, つまり 1周分が 2� あるわけですが, この � の座標の原点
だとか �だとかいうのは意味が無いわけですよね。� 座標の切れ目があるわけではないわ
けです。だから � の 0 から 2� ないしは �� から � というのは, 勝手に人が名付けた値
で, 原点をどこにとるかというのはこれは closed string の対象自身では意味がないわけで
す。客観的な意味はない。だから,どこに原点を持っていっても継ぎ目無しの 2� の circle

のはずなんですね。そういう性質を要求しないといかんわけで, それは次のようにします。
� 座標の原点をずらす演算子は,

L0 � �L0 =
I
(X 0 � P + � � �) (3.90)

で与えられます。これが X のなかの � の座標をずらす演算子だということはこの表式か
ら分かります。physicalな stateはこの演算子を掛けて 0という関係式を満たさなあかん:�

L0 � �L0

�
jphysi = 0 : (3.91)

これが closed stringの場合の additionalな条件です。あるいは,これを満たす空間への pro-

jection operator P は

P =
Z 2�

0

d�

2�
ei�(L0��L0) (3.92)

というふうに作れます。こうしますと, この operatorは L0 � �L0 = 0 の subspaceへの
projectionになっています。当たり前ですね, � について足し上げますから。L0 � �L0 = 0

だけが残りますね。ですから, physicalな closed string stateは translationで不変, すなわ
ちこの projectionで元に戻るという条件,

P jphysi = jphysi (3.93)

を置きます。これが要求されますね。ここで,

L0 =
p2

8
+N (3.94)

でしたが, L0 � �L0 は, p2 の部分は cancelしますから,

L0 � �L0 = N � �N : (3.95)
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すなわち (3.93)より, bar無しの方の oscillatorの excitation numberと, barのある方の
excitation numberが等しい状態だけが実現されるわけですね。これは oscillatorで書きま
すと, (3.88)で z に 0が入っていますから,

���1��
�
�1jki (3.96)

となっているわけで, barがあるのとないので共に �1なので, これで balanceしているわ
けです。例えば,

��1��1jki ; ���1���1jki (3.97)

のような状態は無いわけですね。これは禁止される。left-mover, right-moverともに同じ
mode numberを持たないといかん。これは closed stringの場合の特殊な条件です。これは
非常に大事な条件です。後でこの表式が closed stringの amplitude 散乱振幅の additional

なmoduliを与えることが分かります。

4 String Field

4.1 String �eld

stringの場の理論ですから, stringの場 (string �eld) � を導入します:

� = �[Z;�] : (4.1)

�は関数 Z(�)の汎関数です。ここで Z というのは,

Z(�) = [X�(�); C(�); B(�)] (4.2)

のように, d 次元ないしは 26次元の X� 座標と, ghostおよび antighostを表します。ここ
でちょっと微妙な書き方をしていますが, 上式の C, B は,

C(�) � c(�)� �c(�) ; B(�) � b(�) + �b(�) (4.3)

のように定義される �eldです。詳しいことは言いませんが, なぜこんなことをやらんとい
かんかというと (これ今 open stringの言葉で書いてますが), (4.2)に c と b を全部入れる
のは入れ過ぎです。なぜかというと, string �eld �の argumentとして X は入れますが, P

は入れませんよね。P と X が入ってるとおかしいわけです。P は単にこの汎関数�に対
する微分演算子です。この � の argumentに P が入っているわけではない。それと同じ
意味で, c と b を同時に入れるわけにはいきません。つまり c と bはお互いに非可換です
から, cと b を全部入れてしまうと c 変数の微分演算子や b 変数の微分演算子が入ってる
ということになってしまいます。だから cと bから半分ずつ抜かないといけない。それが
(4.3)です。detailには入りたくないのでこれ以上説明しません。どっちみちこの座標表示
はすぐ止めます。気になる人は, 自分で半分どう選んだらいいか考えてください。(4.3)に
なります。とにかくC, B はそういう関数です。
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� はこういう関数 Z の汎関数であるんですが, このような汎関数を扱うのは大変面倒
くさい。だから, 汎関数を扱うかわりに oscillator表示を使います。oscillator表示というの
は, 例えば汎関数ではなくて普通の関数の場合, まず e�

1

2
kx2 という関数を使う代わりに,

vacuumで書く:

e�
1

2
kx2 $ j0i : (4.4)

次にこの前に Hermite polynomialが付いた Hn(x)e�
1

2
kx2 という関数をあらわに扱う代わ

りに,

Hn(x)e
� 1

2
kx2 $ 1p

n!
(ay)n j0i (4.5)

という ket notationを使うわけです。stringの場合では, X�, c, bという関数を, ��m, cm, bm
といった非常にたくさんの oscillatorで書くわけです。この oscillatorのそれぞれに対して
(4.5)の右側のような ket notationを使うわけです。これは我々の知っている普通の Fock表
現ですね。これを使うことによって, 汎関数をもろに書くことを避けられるわけです。また
必要とあれば, (4.5)の右側の oscillator 表示から左側の汎関数表示に戻ることもできるわ
けです。

(質問)汎関数表示を避ける理由は何かあるのでしょうか？

(答)こういうHermite polynomialを無限個書くのは嫌だという実用的な理由と,

もう一つの理由は oscillatorを使ったほうがちゃんとするということです。例え
ば �[Z;�]にかかる演算子だってですね,汎関数表示だと微分演算子で書くわけ
ですけれども, ket表示だとすべての operatorが oscillatorで書かれる。ほうす
るとそこで normal orderingをちゃんと定義したり物事がすべて well-de�nedに
なります。だけどただ感じが悪いのは oscillator表示だと基本的に perturbative

な感じを与えますね。多分 non-perturbativeだと汎関数表示の方が優れている
かも知れません。多分それはちゃんと定義してないからいろんなことが自由に
できるということに関係してるんですけど。好き好きだと思いますが。厳密性
からいうと oscillator表示の方がすべてのことがちゃんと定義されているんだ
と思います。

それで, string �eld � を oscillator表示で書きますが, X の zero modeは X の重心座標
xでしたが,これに関しては依然として座標表示を使います。だから xは残しておきます。
まず � を c0 について展開します:

j�(x; �)i = j�(x; �)i+ c0 j (x; �)i : (4.6)

この c の zero mode c0 だけは特殊で, h0j c0 j0i = 1 のように9 Fock vacuum j0i を消しま
せん。また Fock vacuum j0iは b0 で消える: b0 j0i = 0 のに対して, c0 j0i という状態は b0
で消えなくなります。それで � の成分のうち, ghostの Fock vacuumに c0 を掛けた方の成

9 この式で規格化を定義した。
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分を  と呼び, b0 で消える方を �と呼んで区別します。これらは各々, � の ghostの zero

mode c0 による Taylor展開の第 2項および初項と解釈できます。c0 は Grassmann数です
から展開項はこれ以上はないわけですね。それから, (4.6)の �,  はそれぞれ oscillatorに
関して, ket表示を使ってる。以上が open stringの場合です。
closed stringの場合は, ghostの zero modeが二つあります: c0, �c0。antighostに関しても

同様です: b0, �b0。closed stringの場合はこれらは独立です。ここで次のような記号を導入
します:

c+0 � 1
2(c0 + �c0) ; c�0 � c0 � �c0 ; b+0 � b0 + �b0 ; b�0 � 1

2(b0 � �b0) : (4.7)

このように定義された c�0 ; b
�
0 を使って, closed stringの場合の string �eld �は,

j�i = c�0
�
j�(x)i+ c+0 j (x)i

�
+
�
j�(x)i+ c+0 j�(x)i

�
(4.8)

と書かれます。ここで,
�
j�(x)i+ c+0 j (x)i

�
は本質的には open stringの場合と全く同じ書

き方ですね。j�iが c+0 が掛ってないので, b+0 で消えます。
�
j�(x)i+ c+0 j�(x)i

�
の方は c�0

を含んでいませんので b�0 で消える。こういうふうに成分を定義します。ちなみに physical

stateは, 後で分かりますが, open stringの場合 (4.6)の第１項,

j�(x)i (4.9)

になり, closed stringの場合は (4.8)の第１項,

j�(x)i (4.10)

になります。例えば open stringの場合, physical stateは次のような形で j�(x)iに入ってい
ます:

j�(x)i = '(x) j0i +A�(x)�
�
�1 j0i+ � � � : (4.11)

j0i が ground state, つまり tachyonでしたね。oscillatorの �rst excited state ���1 j0i が
photon, gauge場ですね。このように ket表示しますと, string �eldの特にこの physical

componentの部分は, ground state, �rst excited state, : : :とどんどんあるわけですが,これ
らの stateの係数 '(x), A�(x), : : :が場です。これらが second quantizeされる普通の場の
演算子です。'(x)が tachyon場。A�(x)が, Yang-Mills gauge場です。このように係数と
して, 普通の場が出てきます。後で gauge固定をしたときもこういう場の展開をやるんで
すが, gauge固定をしたときには ghost numberが 0だという要請がなくなるので,その場合
には ghost numberを持った状態が出てきます。例えば,

i �C(x)c�1 j0i + C(x)b�1 j0i + � � � (4.12)

といった状態が出てくるわけです。ここで c�1 で exciteされる状態の係数 �C(x)が場の理
論の antighost場, つまり場の理論の �c です。antighost b�1 で exciteされた状態は, ghost

場 C(x)です。こういう ghostの excited stateは gauge invariantな actionの場合には展開
式には現れませんが, gauge固定されたときにはこのような ghost numberを含んでいる状
態も現れてます。従って gauge固定された場の理論には今述べたような普通の場の理論の
antighost場あるいは ghost場が入ってきます。これはまだ言ってないわけですがすぐ出て
きます。

34



4.2 Constraints

string �eld � に二つほど条件があります。その一つは realであるということです:

�y[Z;�] = �[ eZ;��] ; eZ � [X�(� � �); �C(� � �); B(� � �)] : (4.13)

今 open stringの場合ですが,ここで eZ は (4.13)から解るように Z の � 座標の向きを引っ
くり返した関数です。つまり, Z の �が 0から � まで行くときに, eZ は逆に �が �から 0

に行く。すなわち, 図 2のように矢印を逆にします。

0

π

π

Z
~

0

Z
図 2: �[Z]と �[ eZ]は � の parametrizationの向きが逆になっている。

従いまして, (4.13)は, string �eld �に対して \ y " をとったときに,このように向きが逆
になるべしという要請です。今導入しました eZ というのは便利な conventionです。ついで
に C に�符号が付いてますが,これは �eldの conformal dimensionに従って決めています。
それから, (4.13)を ket notationで書きますと,

2h�(x2; �2)j =
Z
dx1

d�1
2� 12hRj j�(x1; �1)i1 (4.14)

と書けます。なんのことか分かるでしょうか？hRjは re
ectorあるいは inversion operatorと
かいろんな名前で呼びますが,右に向いている状態 (ket state)を左に向いた状態 (bra state)

にし, なおかつ � 座標をひっくり返す operatorです。今 Fock space 1と Fock space 2が
あって, Fock space 1の ket state j�(x1; �1)i1 について (4.14)のように re
ector 12hRj と
内積をとるわけです。そうすると Fock space 1の自由度がなくなって 2の自由度になりま
すが, このとき 2の自由度について左向きの bra状態 2h�(x2; �2)jになるというわけです。
これが (4.14)の意味することで,これは (4.13)と同じ内容です。re
ector 12hRjの具体的な
表式は,

12hRj = (2�)d�d(p1 + p2) 12h0j exp (E12)(c
(1)
0 + c

(2)
0 );

E12 =
X
n�1

(�)n+1
�
1

n
�(1)n � �(2)n + c(1)n b(2)n � b(1)n c(2)n

�
(4.15)

のようになります。ほとんど 1ですね。ほとんど � 関数, identity ですね。ただ向きを変
えているだけです。(4.15)の E12 の定義式で (�1)n+1 が付いているのは,この � の向きを
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変えているからです。これが reality conditionです。この realityを要請しますと, (4.11) の
tachyon場 'とか gauge場 A� などの component �eldが realであるという条件が出てくる
わけです。

(質問) (4.14)で x2が左辺にあって右辺にないように見えるんですが。

(答)変ですね, 書き方が。momentum表示と混用してますね。

2h�(p2; �2)j =
Z
dp1

d�1
2� 12hRj j�(p1; �1)i1 (4.16)

なら納得しますか？ x1を p1にして, x2を p2 にすれば納得しますよね。これの
Fourier変換した式がさっきの version(4.14)だと思ってください。momentum

表示だと momentum積分をやってこの p1 が �p2 になるんです。そうですね,

普通の �eldのときも �(p) の yをとると �pになりますね。

注意しないといけないのは, open stringの場合はこの � はmatrixでもあるということ
です。それは open stringの場合, 図 3のように stringの左の端と右の端に何か matrixの

i
Φ

j

i j

図 3: open stringの場合, stringの端にmatrixの indexを持つことができる。

index i, j を各々assignして, string �eldを �ij というmatrix valuedの �eldにできるわ
けです。その場合には, \ y " はこのmatrix indexについての Hermite共役, つまり普通の
matrix daggerも意味することになります。
closed stringの場合 string �eld �に対してもう一つ重要な条件があります。これは (3.92)

で定義しました P projectionに対する不変性です:

P j�i = j�i or (L0 � �L0) j�i = 0 : (4.17)

以上に述べました 2つの条件を満たしてるものを string �eldといいます。この場を使っ
て, '85年ぐらいに stringの場の理論, gauge string �eld theoryができたわけです。
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5 String Field Theory | Free Case

5.1 Action and gauge transformation

freeの場合は割とまともな理論ができています。supersymmetricな時でも, まあ freeの
場合は理論がありますね。ただ closed stringの場合とかは難しい場合がありますが, 割と
まともにできているわけです。今からやる bosonic stringの場合は全然問題なく actionが
できてます。
free action S0 は今導入した string �eld � で次のように書けます:

S0 = �1
2� �QB� : (5.1)

この �(内積)の意味は,

�1
2

8><>:
Z
dx tr

�
h�(x)jQB j�(x)i

�
(openの場合)Z

dx h�(x)jQBb
�
0 j�(x)i (closedの場合)

(5.2)

です。上式のように closedの場合は b�0 を常に掛け算します。b
�
0 をつけてるのは �の ghost

の zero mode c�0 の自由度についてもう見ないということをいっているわけです。
少し言葉を用意しましょう。今 ghost zero modeについて b0 で消える状態 j0i と, これ

に c0 を演算した状態 c0 j0iを考えます。世の中では j0iを b0で消える状態だから \down",

それに対して c0 j0i を \up"といいます:

j0i (down) ; (5.3)

c0 j0i (up) : (5.4)

\up"は \down"を c0で上げた。これ以上あがらないわけですね。このように ghostの zero

modeが 1個ありますと down状態と up状態とあるわけですが, いま closed stringの場合
は ghostの zero modeが c0 と �c0 と二つある。それを (4.7)で+と �に分けましたので, +

modeと � modeについてそれぞれ upか downかということになりますが , (4.8)の第 1項
は � modeについて up状態, 第 2項は � modeについて down状態ですね。
内積の式 (5.2)に b�0 を付けたということは, (4.8)の第 2 項を消したということです。

(4.8)の �, � 成分をやめて, up 状態 (すなわち (4.8)の第 1項)だけを取り出しなさいとい
うことです。こうしたら, open stringの場合の (4.6)とほとんど同じことになっているわけ
ですね。
(5.1)はものすごく簡単な actionですが, この actionは自明な意味で gauge不変性を持っ

ています。string �eld � を QB�ずらす,

� j�i = QB j�i (5.5)

という変換の下で action (5.1)は不変です。ここで �は gauge 変換の parameterです。こ
の不変性は自明です。h�jのところに QB�を入れますと, Q2

Bが出てきます。あるいは右側
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の j�i にいれても Q2
B が出てきますが, Q2

B = 0 (nilpotency)がありますと actionは gauge

不変になります:

Q2
B = 0 ) �S0 = 0 : (5.6)

これはものすごい莫大な対称性です。なぜなら,この �という変換parameter自身が, string

汎関数空間の elementであるためにものすごい莫大な自由度を持っているからです。

5.2 Open stringの component �eld expansion

前節の内容を, 先に定義しました component �eldを用いて見てみましょう。最初は open

stringの場合を考えます。string �eldの内部状態は,

j�(x)i =
p
2
n
'(x) j0i +A�(x)�

�
�1 j0i + � � �

o
+
p
2c0
n
1
2i
eB(x)b�1 j0i+ � � �o: (5.7)

ground state, �rst excited state, � � �とどこまでも好きなところまで展開して, その stateの
係数として場を定義します。つまり, tachyon state の係数から tachyon 場 '(x), ���1 とい
うmassless 状態の係数から gauge場 A�(x), そして, 次にmassを持ったmodeも出てきま
すが, その係数として係数場を定義する。いくらでもやったらいいわけです。
(5.7)の第 1項は physicalですが,第 2項の括弧内は unphysical stateで, c0 modeについて

down 状態になっています (第 1項は up 状態です)。この系列も展開されます。string �eld

� は ghost number 0 なので, 第 2項は c0 のために �rst excited stateは antighost b�1で
exciteされなければいけない。こうしておけば c0 と b�1で netに ghost numberが 0 にな
る。このようにして b�1 j0iという状態が登場します。その係数として eB(x)という係数場
を定義します。
gauge変換の parameter � も展開します。これもまず ghost numberを勘定します。QB

は ghost number +1を持っていますから, �の変換 (5.5)として QB�が現れるためには �

は ghost number �1でなければなりません。stateは一番最初は b�1 j0i で, その係数とし
て "(x)。その後はあらゆるものを書いてやる。

j�(x)i =
p
2
n
i"(x)b�1 j0i + � � �

o
: (5.8)

それで, gauge変換 (5.5)を計算してみます。QB は (3.73)のように oscillator modeで
ダーッと書けてるわけですが,これを状態 �に対して演算します。それで (5.5)の左辺と比
較すれば, 各々の係数場が次のようにずらされるということが分かります:

�� = QB� )

8>>>><>>>>:
�'(x) = 0

�A�(x) = @�"(x)

�B(x) = 0 (B(x) � eB(x) + @�A�(x))
...

(5.9)

tachyon modeは QB�からは出てきません。従って, tachyon場 '(x) の変換は zero。そし
て, 次に gauge場ですが, �の表式 (5.8)の第 1項に QBを演算しますと,ちょうど p��

�
�1 j0i
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というのが出てくる。従って, gauge場A�(x) が p�"(x) だけずれる。p� は微分演算子で
すから, 結局上式のようになるわけです。同様に計算すると eB(x)も動くんですが, 上式
の combinationで作った B(x) は不変になっている。このように �� = QB� という式は,

component �eldで見れば (5.9)の右に書いたような無限個の gauge変換を意味している。
特に我々の欲しい massless modeの Yang-Mills 場 A�(x) について見てみると (今 free

theoryですから free partですが), gauge変換 @�"(x)が確かに実現されている。
component �eldの式 (5.7)を, free action(5.1)に代入しますと,

S0 = �1
2� �QB� =

Z
dx tr

n
1
2'(2+ 2)'+ 1

2A
�(2��� � @�@�)A

� � 1
2B

2 + � � �
o

(5.10)

となります。第 1項は m2 = �2 のKlein-Gordonなので tachyon。A�(x)に対しては, 第 2

項のように, (F��(x))2がちょうど出ています。� �QB�という free actionで, gauge場に関
してちゃんと F 2の作用が出るというわけです。それから B2 の項がありますが, B という
場は中西-Lautrap �eldです。
今, 我々のよく知っている Yang-Mills場 (masslessの gauge場)の部分だけ取り出してき

ましたが, 実はmassive modeについてもすべて gauge場として実現していることが分かり
ます。これ, やってみると面白いので, massive modeも全部自分で展開してみてください。
まあ全部と言っても無限個ありますから, いい加減なところで止めないかんのですが (笑),

やってみますと, massiveなmodeもすべて gauge変換を受けます。gauge場になっている
のです。そして, gauge invariant な actionが (5.10)のように書かれている。なぜそれが
massiveになれるかというと, Higgsみたいな形になっているわけですね。すべての higher

spinのmassive modeがHiggsで実現されている。(5.5)はものすごく大きな gauge対称性で,

非常に簡単な action(5.1)はその大きな gauge対称性を実現していて, すべての component

に対して非常に compactな表式を与えるわけですね。

5.3 Closed stringの component �eld expansion

同じことを closed stringに対してやりますと, まず string �eldは,

j�(x)i = 2
n
'(x) j0i + [12 ĥ��(x)(�

�
�1�

�
�1)

(+�) j0i + 1
2A��(x)(�

�
�1�

�
�1)

[+�] j0i
+D̂(x)(c�1b�1)

(+�) j0i � S(x)(c�1b�1)
[+�] j0i] + � � �

o
+ic0

nh
�b�(x)(b�1���1)(+�) j0i + e�(x)(b�1�

�
�1)

[+�] j0i
i
+ � � �

o
(5.11)

となります。正確には, この表式の中の c0 は c+0 で, 右辺全体に c�0 を掛けておかなくては
いけません。また上式で (���1�

�
�1)

(+�) という記号を使ってますが, (+�)という記号は,

(a b)(+�) � (a�b+ �a b)=
p
2 (5.12)

のように,どちらか片方をbar modeにして対称に組むと定義します。ですから, (���1�
�
�1)

(+�)

は (�; �) の indexについて対称に組まれますので, その係数場としては対称な場 ĥ��(x)に
なります。これが基本的には重力場です。また, 四角括弧 [+�]は,

(a b)[+�] � (a�b� �a b)=
p
2 (5.13)
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のように反対称に組むと定義します。従いまして (���1�
�
�1)

[+�] は (�; �)については反対称
ですから, その係数場は反対称場 A��(x) となります。それから, c, b を組み合わせること
によっても ghost number 0 の stateを作れますが,それらの係数場として D̂(x), S(x)を導
入します。この D̂(x) は将来 dilatonになるものです。また, (5.11)の第 2項は unphysical

な項ですが,その係数を b�(x), e�(x)と呼んでます。
次に, � は � から ghost numberが 1下がったやつで, 係数として "�(x), ��(x), �(x)が

出てきます:

j�(x)i = 4
n
�i
h
�"�(x)(b�1���1)(+�) j0i + ��(x)(b�1�

�
�1)

[+�] j0i
i
+ � � �

o
�c0

np
2�(x)b�1�b�1 j0i + � � �

o
: (5.14)

actionに component展開 (5.11)をぶちこんで計算しますと,

S0 = �1
2� �QB� =

Z
dx
h
1
2'(2+ 8)' +

1

4
ĥ��2ĥ

�� +
1

4
A��2A

��

�1
2D̂2D̂ + 1

2S2S �
1
2(b

2
� + e2�)

+b�(@�ĥ�� � @�D̂)� e�(@�A�� � @�S)
i
+ � � � (5.15)

となります。(計算と言っても大した計算じゃない。単に, この ket表示では内積を計算す
るだけですからほとんど自明な計算です。面白いですから是非自分一人でやってみてくだ
さい。すると, 非常にいいことに, ここに挙げられている計算は「up to 1の四乗根」で間
違っていますので, 適宜, �iか �1で修正しながら楽しんでください。)第 1項は tachyon

ですね。m2 = �8 となってますね。先程導入しました重力場 ĥ�� と反対称 tensor場 A��

が action (5.15)の中にどう現れているかというと,この段階では割とつまらない形,単に 2

というmassless の actionで出ています。最終行には, gauge場らしい痕跡があるようなな
いような。
actionがこうなった一方で, (5.14)を用いて gauge変換を componentで書き直してみま

すと,

�� = QB� )

8>>>><>>>>:
�ĥ��(x) = @�"�(x) + @�"�(x) ; �A��(x) = @���(x)� @���(x) ,

�D̂(x) = @ � "(x) ; �S(x) = @ � �(x) + �(x) ,

�b�(x) = 2"�(x) ; �e�(x) = 2��(x) + @��(x) ,
...

(5.16)

となって, 例えば重力場と呼んでいた ĥ��(x)は "�(x)という parameterによる gauge変換
を受け,それから反対称 tensor場 A��(x)は ��(x)を parameterとする gauge変換を受ける
等々, 各 �eldはそれぞれ gauge変換を受けます。
action (5.15)はまだ見にくいので, 書き換えてやります。b�(x)と e�(x)というわけの分

からない場があったので,これを消します。これらは actionの中で自明な形で, kinetic term

が無いわけです。だから代数的に消去できますね。「経路積分をする」と最近は言うみたい
ですが。そして S(x)を gauge変換で消します。gauge不変性はいっぱいあるので, それら
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を使って中間段階で消してもいいわけです。S(x)は (5.16)の �(x) の自由度を使いますと
完全に gauge awayすることができます。 更に,

ĥ��(x) = h��(x) + ���D(x); D̂(x) = D(x) + 1
2h

�
�(x) (5.17)

と再定義すると,さっきの actionは, 次の形にまとまることが分かります:

S0 = �1
2� �QB�

=
Z
dx
n
1
2'(2+ 8)'

+
�
� 1

2�2
(
p�gR)linear+

1

2!3!
F���F

��� +
D � 2

4
D2D

�
+ � � �

o
: (5.18)

こうなると綺麗ですね。いや, 綺麗な形に書いているんですが。第1項の tachyon '(x)に関
しては元のままです。[ ] 内第 1項は Einstein actionの linear partがぴったり再現される:

� 1

2�2
(
p�gR)linear =

1

4
h�� (2h�� � 2@�@

�h�� + 2@�@�h
�
� � ���2h

�
�) : (5.19)

元々quadratic partしかないんですから, 勿論
p�gR の linear partしかないわけです。こ

こで,

g��(x) = ��� + �h��(x) (5.20)

としています。反対称 tensor場 A��(x)については, 3階反対称 �eld strength

F��� = @�A�� + @�A�� + @�A�� (5.21)

の 2乗という形で書けています。dilaton D(x)については,普通のmasslessの actionになっ
ている。係数 D�2

4
の D は dilaton �eldではなくて target spaceの次元 26です。

先程の gauge変換をこれらの新しい variableで見てみますと, 果たして,(
�h��(x) = @�"�(x) + @�"�(x); �'(x) = 0

�A��(x) = @���(x)� @���(x); �D(x) = 0
(5.22)

となっている。まあ当たり前ですね。actionは gauge不変な形になっているのだから新しい
variableでは普通の一般座標変換の linearized versionになっているわけです。A��(x)に対
する gauge変換の形はさっきと同じですね。新しい dilaton D(x)と tachyon '(x)は gauge

不変になっている。
この action (5.18)も先程の openの場合と同様に, (今は ground stateと �rst excited state

(massless state)の部分だけ書きましたが), massive modeも含めた無限の towerが入ってい
るわけで, やってみれば面白いと思います。次のmassive levelまでやってみると, massive

理論なのにどういう形で gauge理論として実現しているかというのが分かって面白いと思
います。

(質問)それは頑張れば完全な Einstein actionが出るんですか？

(答)これはまだ free actionですから絶対に出ません。場について 2次です。action
が � �QB�で �eldについて 2次ですね。これは勿論 component �eldで書いた
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としても必ず component �eldについても 2次ですから, Einstein actionは絶対
でません。だから後でやります interaction partを入れて, �eldをうまく定義す
れば, Einstein actionが出るでしょうね, きっと。

(質問)そういうふうに Einstein actionと反対称 tensorの actionが出るという
のは驚くべきことなのでしょうか？ 非常に自然に出たような感じがするんで
すが。

(答) 何を驚くかなんですけど。いやあ自然ですね。非常に自然ですね。自然に,

とにかく自然に出てくる。

(質問)これ gauge変換っていっても普通の gauge変換と違いますよね。�eldの
位相を回す自由度みたいなのがなくて, ちょうど gauge場だけが座標の shiftみ
たいになってますよね。それは covariant derivativeが無いからって事ですか？

(答)これはまだ freeだからですよね。要するにmatterの rotation部分は出てな
い。あとで出るんですけどね,それには interactionがいるんですよ。即ちYang-

Mills場でも, A�(x) の gauge変換は, @ � の項と, A� と � の交換関係の項から
成り立っています。これが Yang-Mills場が adjoint表現としての chargeを持っ
ているということです。今 free部分しかやってないので第 1項 @ �しかないわ
けです。第 2 項 (交換関係の項)は, 場と変換 parameterについてそれぞれ 1次
と呼ぶと, 1次と 1次で 2次になって次の orderになる。実際に interaction part

をいれますと gauge変換もそれだけ変更を受けます。それで, 例えば actionに
interaction part �3 を入れたとすると, gauge変換の方も

�� = QB�� g(� � � + � � �) + � � � (5.23)

となるわけで (次章で詳しくやります), 右辺の第 2項の部分が homogeneousな
charge rotationを与えている。 今やったのは右辺の第 1項だけです。

(質問)最初の actionの � �QB� は backgroundに依らないように見えるんです
けど , 展開して計算すると : : : ？

(答) � � QB� はもろに metricに依ってますけど。QBが悪いんで, いや, back-

ground metricによるのが悪いのか知らないけど ,しっかり依ってます。QB の
表式はmodeで書くと (3.73)のような形だといいましたが, Ln は

LX
n =

1

2

X
m

��n�m�
�
m��� (5.24)

ですから, (�; �) について ��� という 
at metricをもろに使っています。

6 String Field Theory | Interacting Case

6.1 Action and vertices

freeの場合は満足な理論ができているわけですが, 次に相互作用を入れる。それは必ず
しも満足がゆく形にすべてがなっているわけでは全然ないですが。先程言いましたように
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actionとして, まず先程の � � QB� , これが freeな kinetic termを与えるわけです。次に
interactionを抽象的に書いて 1

3g�
3 。で, もし必要とあれば 1

4g
2�4 などを必要なところま

で入れるわけです:

S = �1

2
� �QB� +

1

3
g�3 +

1

4
g2�4 + � � � : (6.1)

このとき gauge変換は,

�� = QB�� g(� � �+ � � �) + g2(� � � � � + � � � � � + � � � � �) + � � � (6.2)

となります。どこまでが必要かというのは gauge不変性が成り立つように決めるわけです。
この gauge変換 ��というのは, action S が決まりますと S を � で 2回微分しまして, そ
してこの 1個の �eldを �で置き換える:

��i =
�2S

��i��j

�j : (6.3)

これが gauge変換になるということが分かります。分かりますというのはそうするという
手続きがあるということなんですが。手続きをちゃんと言いましょう。まず action (6.1)を
1回微分します。そうすると,

�S

��
= �QB� + g�2 + g2�3 + � � � (6.4)

となります。これをもう 1回微分して,その微分した � を変換 parameter �に置き換える
ということをやったのが, gauge変換 (6.2)です。こういうふうに決めるわけです。問題は
actionです。actionがこのゲージ変換で gauge不変になるように決めたい。もし actionが
�3 迄で終わりますと gauge変換も � ��+� ��で終わりますが,これで,もし gauge不変
性が実現できているならここでやめればいい。できてなければ, 必要な新しい項を入れる。
そうすると gauge変換もまた増えます。またその段階で止まっているかどうかということ
をやります。
具体例をいいます。色々あるんですが, 実例が知られてまして, この �3 で終わるやつ

はWittenの open string[5]と畑-伊藤-九後-国友-小川 (HIKKO)[6]の closed stringがあり
ます。それで, HIKKOの open stringは 4点まで入れます。それから,いっぱいありますけ
ど , non-polynomial closed string �eld theory[7][8]というのもあるんですが,このWitten流
の open stringの vertexを closed stringに拡張しますと non-polynomial closed string �eld

theoryというのになって, それは無限まで全部要ります。で, この non-polynomial closed

string �eld theoryというのはこの無限個ある vertexの形がどういう形かというのが全部指
定されています。
それで, 抽象的に書いた (6.1)の �3 , �4 , � � �を指定しないといけないわけですが, それ

は結局のところ vertexの指定です。�3 は 3点 vertex, �4 は 4点 vertexですが, 例えば �3

vertexの指定というのは,三つの stringに対してどういう貼り合わせをするかを指定すると
いうことです。Wittenの open stringの vertexは図 4。これがWittenの open stringの貼り
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図 4: Witten's 3-string vertex for open strings

合わせ方10 。このくっつけ方というのは, parameter space �で 0 � � � � の長さ � の三つ
の stringを持ってきてですね,余分な parameterを入れないでしわも寄せないでくっつけな
さいと言われたらこれが uniqueですね。これをそのまま closed stringに拡張しますと,図 5

のようになります。こういう拡張をしますと,実はこれを 3点 vertexにしてやっていきます

3 1

2

図 5: Witten's 3-string vertex for closed strings

と, gauge不変性がどんどんどんどんどこまでいっても終わらなくて無限個要ることが分か
ります。これを 3点 vertexとしてこの無限個の vertexの形を決めたのが, non-polynomial

closed string �eld theory[7],[8]。これも一応無限個全部指定できます。これは, 3点は図 5で
すが, 4点の場合は四面体 (図 6)。図 6の四面体の各面が closed stringです。四面体が 4点
vertex,五面体が 5点 vertex,六面体が 6点 vertex...。すべての多面体が必要になって, 完全
に non-polynomialになります。だけど恐ろしいことに, それを全部入れれば gauge不変性
を実現できるということが証明できます。だけどこれがちょっとまずいのは,せっかくこの
non-polynomialで gauge不変性を実現しても, その gauge不変性が 1-loopにいくと途端に
anomalyがあって壊れるということが分って,その anomalyを cancelするための correction

が必要です。それで終わったらまだいいんですが, また 2-loopにいくと新たな anomalyが
あってそれを correctionしないといけない。そうすると各 orderでどんどん場の理論を変
えるというおぞましい理論になります。だからこれはあまりお薦めじゃないですね。これ

10 この vertexはWitten vertexという名が付いてますが, 日本の皆様はご存知のように後藤さんが「拡が
りをもつ素粒子像」という本 [9]を岩波から出しました。これは勿論Wittenの理論よりずっと前から出てい
る本ですが,その本の中にこの vertexが書いてあります。だから図 4をWitten vertexと呼ぶのはちょっと片
手落ちではあるんですが。
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図 6: Witten's 4-string vertex for closed strings

は一応 tree levelで完全に gauge invariantにできるけれども anomalyがあるのであまりお
薦めじゃない。
それで問題はどういうふうに vertexを作ればいいか。HIKKOとか,あるいは元の light-

cone gaugeの string �eld theory[10], そういうものに使われている vertexは図 7です。そ
のくっつけ方ですが, light-cone typeでは, 各 stringについてそれぞれ �1 , �2 , �3 という

3

1

2

0

0

2

0

α π

α π

α π

3

1

図 7: HIKKO's 3-string vertex for open strings

stringの長さ parameterというものを導入します。この長さの parameterは足したら 0に
なるように値をとります:

�1 + �2 + �3 = 0 : (6.5)

例えば light-coneだと � というのは本当に stringのもっている p+ です: � = 2p+ 。こ
の p+ は保存していますから, 勿論足したら 3点 vertexで 0になっている。で,このように
light-cone gaugeでは本当にこの p+ を stringの長さに assignする。HIKKOの理論では,こ
れは弱点なんですが, � という parameterは unphysicalだけども手で入れます。で, それ
が (6.5)のような性質を持っている。これは momentumのようなやつですね, 各 vertexで
保存するように扱います。とにかく � というのを導入しますと, string 1は 0 から �1�,

それから string 2は 0 から �2� , そして string 3は 0 から j�3j� まで (図 7は �1; �2 > 0

で, �3 = �(�1 + �2) < 0 の場合を描いています。), こういうくっつき方ですね。これが
light-cone type, あるいは HIKKO, あるいは covariantized light cone[11]というのが別に
ありますが, そういう理論で使っている vertexです。で, closed stringはこれをまた cycle
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にすればいいわけでして, 図 8のようなやつです。図 7, 8のくっつけ方に相当するやつを,

light-cone typeの vertexと呼びます。

2

3

1

図 8: HIKKO's 3-string vertex for closed strings

6.2 Mandelstam mapping

vertexの作り方ですが,これを知ってると, stringの場の理論の色々な問題に対していろ
んな局面で応用が利きますのでやります。それで, その vertexの構成法で, まずどうして
も必要なのは, Mandelstam mapping[12]です。closed stringで, この図 8があったとしま
しょう。この world sheetを �-planeと呼んだわけですが, これを無限の cylinderで伸ばし
ます。string 1と string 2と string 3を,こういうくっつけ方をしたい。するとこの �-plane

を, すぱっと切って上半面というか, � の半面で描きますと図 9のようになります。 closed

3

ρ

1

2

図 9: 図 8の cylinderを切ったときの上側の部分

stringの場合は, これのmirror imageを考えて, それを � のminusの方と見なすとちょう
ど cylinderとしての �-plane と同じです。それで, この �-planeを,

� = �1ln(z � z1) + �2ln(z � z2) + �3ln(z � z3) (6.6)

によって z-planeにmapします。このmappingのことをMandelstam mappingといいます。
(Witten の vertexについても同じようにできますのでここでは省略します。)

今, z-planeの z =1から実軸に沿って負の方向に来たとします。z =1で lnz =1で
すがこのとき (6.5)を用いると (6.6)より � = 0で,そこから �-plane上実軸に沿って負の方
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zz3 z0 1z2

図 10: 図 9の �-planeを z-planeに mapしたもの。図中の矢印は (6.6)より図 9の矢印に
対応。

向に行きます。で, z-planeで z1 にぶつかりますと, ln(z � z1) = �1。だから z ! z1 + 0

で �! �1。そして z = z1 で上側をぴょこっと通る (図 10)と ln(z � z1)が i� だけ値を
shiftさせますが, j�jは依然として 1。そうすると Im�が ��1だけ突然ぽんと上がるわけ
ですね。それで z1 からずうっと負の方向に来ますと Im� = ��1 のままで, �は正の方向に
行きます。そして z1 から遠ざかりますから jln(z � z1)j は小さくなりますが今度は z2 に
近づきますから jln(z � z2)jが大きくなります。ですからどこかに turning pointがありま
す。�はある場所で turnします。このとき arg(z� z1) = � , arg(z � z2) = 0で phaseは変
わらないですね。依然として Im� = ��1 のままです。ですから �は戻ってきます。z = z2
でまたぴょこっと上を通りますと ln(z � z2)が値を shiftさせますから Im�が ��2 だけ上
がります。そして, またずうっと z = z2 から z = z3 まで行くと今度は �3 < 0 の場合を
考えていますので Re�は順調に増えます。それで z3 に来たとき phaseを � だけかせぎま
す。だから Im�は �j�3jだけ下がります。(6.5)よりこれで, 再び実軸上に戻りました。更
に, zが �1の方向に進みますと, � は 0に戻ります (図 9)。z も元に戻って z =1。
図 9, 図 10より open stringの boundaryが z-planeの実軸にmapされる。そういうmap

になっている。ちなみに, z1 , z2 が �-planeの無限遠点で, ここにそれぞれ string 1, string

2があるわけです。無限の過去の stringがあるんですが, それから stringが図 11 のように
時間発展します。 z-planeでは freeの closed stringは既にやったように円だったわけです。

ρ

1

2
3

図 11: 図 9の string 1, 2, 3の時間発展は図の縦の lineのようになる。
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z
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図 12: 図 11を z-planeにmapしたもの。図中の点線は図 11の点線に対応する。

今、open stringを考えていますから Imz � 0 なので, ちょうど半円です。ただし, 今の場
合三つ open stringが付いていますから必ずしも綺麗な半円ではないはずですが, z1 , z2 か
ら出たやつはだいたい半円の形でくるわけです。それで,どこかでぶつかる (z0)。図 12の
ようになるわけです。もっと分かりやすいのは, z3 を無限大に持っていったほうがいいん
ですが, そういうふうにもmapできます。これは open stringの場合と思って書きました
が, closed stringでも全く同様な diagramになります。つまり, 図 12の下側にその mirror

imageを足してやれば, closed stringの diagramになります。
それで, ちょっと parameterの個数についてやっときますが, 図 8 の stringのworld sheet

が z-planeにmapできたわけですが,この場合は実は world sheetを特徴づける parameter

は何もありません。この z-planeをもう一度 z-planeに mapするmappingには, 既に言っ
た SL(2;C) 変換というのがあります。だから今 string diagram, すなわち �-plane, から
z-planeに mapしたmappingが見つかったときに, その mappingにもう一度 z-planeを z-

planeに写すmapを合成しても, 依然としてまだ �-planeから z-planeへのmappingになる
わけですね。そうするとこの string diagramを z-planeにmapするmappingには SL(2;C)

の redundancyがあるわけです。z-planeを z-planeにmapするという自由度があるわけで
す。そうすると, 実は, この z1 , z2 , z3 の三つの parameterは自由にとれます。この 3点
の場合は z3 を無限大にするとか z2 を 1にするとか z1 を 0にするとか, 自由に選べます。
open stringの場合はこの z1, z2, z3 はこの実軸上にのってなくてはいけませんが, closed

stringの場合は必ずしも実軸でなくてもよくて z1, z2, z3が complexになってもいいんです
が, closed string diagramの場合でも SL(2;C) があって, この自由度を使いますと三つだ
けが特定の値に �xできます。どこにとってもいいわけです。それに, 実際前に見たように
string の amplitudeの方もちょうど SL(2;C) 不変性を持っているのでこの zi の値は自由
にとっていい。そうするとこの string diagramが parameterの自由度を持ってなかったこ
とに相当して z-planeの方では何の parameterもない。zi を固定すればいい。
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6.3 Diagram with moduli parameter

もうちょっと違ったdiagram,例えば図 13のようなdiagramを考えます。こういうdiagram

は一つ parameterを持っています。time interval T ですね。string 1と 2が 1個になってそ
れが飛んでいってまた 3と 4に別れたと。こういう diagramは one parameter T だけ自由
度を持っている。これに対してMandelstam mappingは一般的に書きますと,

� =
X
i

�iln(z � zi) : (6.7)

open stringの場合は ziはすべて実軸にとりますが, 4点だと z4 まで 4個あり, diagram自身
は T を parameterに持っています (図 13)。この T を diagramのmoduli parameterといい

ρ

1

2
3

4

T

図 13: 4-string

z

z4 z3 z2 1z
図 14: 4-string in z-plane

ます。それに対して z-plane の方がなんかmapするとき parameterとして z1 から z4 まで
四つありそうなんだけれども (図 14), 今言ったようにこの上半面を上半面に写す SL(2;R)

ですね。これは real parameterで三つ parameterの自由度があるのでこの自由度を使えば ,

z1 を 1, z2 を 0, z3 を xという動ける parameterにしておいて z4 は無限大にとると。とに
かく三つだけ固定できるわけです。そうすると動けるのは xだけです。この parameter x

の自由度とこの diagramの T の parameterの自由度が対応している。
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まず (z1; z2; z3; z4) = (1; 1; x; 0)にしますと (図 15), この diagramで T の自由度は図 15

の xの自由度に対応するわけですが,この T が T = 0から T =1 までいろいろ動くとし
ます (図 15)。 x という parameterのどの値が T = 0 と T = 1 とに対応するかが見たい

2z z
0

1 8

T

T = 8

x 0 1

T = 0

xz4

図 15: T と x の対応。xが x0 から 0の間のとき, 図 16の T が 0から 1に対応する。実
は xが x0 から 1の間のとき, 図 17の T が 0から 1に対応する。

8
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2
3

4

T

0ρ

図 16: z3 = xが 0から x0 の間のときに対応する diagram

のですが, 図 16の 3の無限遠点に string 3があって 4の無限遠点に string 4があり, T が 無
限大というのは 図 16の �0 が無限遠点に行く。そうすると string 3と string 4が近くなっ
ていると感じがしますね。 �0 が, 切れ目がずうっと右の方に行きますと, 図 16の 3と 4が
近づいてくる。z3 = x は string 3の中心でしたから, x が z4 = 0 に来れば, これが string

diagram(図 16)の T =1である。T = 0でどこまで行くかといいますとこれはよく分から
ない。何かある値に行くわけです。x0と呼びます。これが T = 0に対応している。そうす
ると実は z3 = xが x0から 1の間のとき何に対応するかというとこの図 16の diagramじゃ
なくて図 17の diagramに対応します。これはMandelstam mappingを自分で丁寧に作っ
てみてどの diagramがどの diagramに対応するかを見れば分かることなんですが, 図 16の
diagramではなくて図 17の diagram。つまり, string 1,2,3,4の太さが図 16と同じで切れ目
が交差したやつですね, こういうのだと string 1と string 2がくっつく前に, 2が 3と何かに
別れてそれが中間状態として飛んでいって, それと 1がくっついて 4になる。そういう図。
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図 17: z3 = xが x0 から 1の間のときに対応する diagram

これは, 行き違いになった図ですね。これもmoduli parameter T を持ってますね。T はど
んだけ飛んだかの幅。図 17の T = 0 の con�guration は図 16の T = 0 の con�gurationと
同じです。同じ con�gurationというのは string 1, 2, 3, 4のくっつき方としては同じくっつ
き方に対応している。ですから,これをMandelstam mappingしたら, 当然同じ場所, z3 の
値としては同じ場所 x0 になる。それで T をその 0から無限大にまで持っていきます。無
限大に持っていきますと, 今度はこの interaction point �0 を 2の方に持ってくる。そうす
ると, 今度は string 2と string 3が近づく。近づくような気がしますね。そうすると string

2と string 3が近づくということはこの点 z3 = xが z2 = 1 に来るということですね。で
すから, この間はどういう diagramかというと, 図 17である。図 16の diagramが z3 = x

が 0から x0 の間に対応していて, z3 = xが x0 から 1の間は図 17の diagramに対応して
いる。図 16の T =1が x = 0 で, 図 17 の T =1が x = 1 だ。いいでしょうか？
それで,ちょっと先走りしますが, open stringのVeneziano amplitude[13]というのは昔々

string理論が出る前に一番最初に出た。これは非常に珍しい例ですね,何か理論ができる前
にその最終的な答がぼこっと提唱されたというのは。Veneziano amplitudeというのはこう
いう形に書けてます,

A =
Z 1

0
dx(1� x)p1�p3xp2�p3 : (6.8)

そうしますと, 図 15と (6.8)は非常によく似ている。何を言ってるんでしょうね。図 15は
実は (6.8)の amplitudeを与えるんですが, xの積分範囲のうち 0から x0 までしか図 16の
diagramが coverしない。図 17の diagramで計算したやつは全く同じ integrandを出すんだ
けれども coverする範囲が x0 から 1までしかない。図 16の diagramと図 17の diagramを
足せば ,ちょうど積分領域が 0から 1までになって (6.8)のVeneziano amplitudeを再現する
ということになります。ここで何を注意したいかといいますと, 結局,こういう fullな dual

amplitude,こういう最終的な amplitudeを再現するということは, この moduli parameter

で全領域, 今 0から 1までがmoduli parameterの全領域なんですが,この amplitudeが持っ
ているmoduli parameterの領域を, diagramとして全体を coverできないといかんわけです
が, 全体を coverするということはこういうふうに 2つ以上の diagramで coverしたときに
は, 図 16のはしっこの con�gurationと図 17のはしっこの con�gurationが当然一致しない
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といけないわけですね。要するに隙間があってはいけないわけです。ですから,このmoduli

spaceで同じ点に対応するということは何か同じもの, 同じつなぎ方でないといかん。
実はこの dual amplitudeを再現するということは, これが境界を接しているということ,

図 16の diagramと図 17の diagramが境界を接していて, 同じ点であるということ, それが
dual amplitudeを再現するということですが, それが実は string理論の gauge不変性を意
味することになるわけです。それが vertexの associativityということなんです。図 16で,

T = 0 の diagramというのは隙間がないわけですが, string 1と 2をくっつけて中間状態の
string �1 � �2 にし, それと string 3をくっつけて最終的な string 4: ((�1 � �2) � �3)4 にな
るように作った。それが,図 17では, (�1 � (�2 ��3))4 になるということなんですが, T = 0

で同じ con�gurationだから, 同じようなくっつき方ではあるんだけれども, 掛け算の順序が
違うわけです。

((�1 � �2) � �3)4 = (�1 � (�2 � �3))4 (6.9)

というのが associativityです。
vertexを作って, 本当にこういう掛け算則を oscillatorで計算しますと, 無限行無限列の

matrixの determinant factorが出てきてきます。問題なのはそれが 1になるかどうかです。
naiveには両者はくっつき方が同じなので等しそうなんだけれども, 係数まで含めて本当に
等しいか, というのが非常に問題です。実は D = 26 では, (6.9)の両辺の係数が等しいと
いうことが成り立つ。それが associativity。
T = 0 で, 図 16と図 17の amplitudeがつながる, つまり, 図 16の diagram から出る

integrandと図 17の diagramから出る integrandが等しい,ということは実はD = 26 でだ
け保証されている。だから, dualityが成り立つということですね, moduli spaceを隙間無
く coverするということと, string理論の gauge不変性が成り立つための代数則が成り立つ
ということが associativityですが,これが成り立つということが表裏一体の関係にある。通
じなかったでしょうね。まあいいや。

6.4 貼り付け定理

それで, こういうことを非常に自動的に出す一つの方法として, 一番最初にいいました
LeClair-Peskin-Preitschopf (LPP)たちの作ったものがあるんですが [14], これを紹介しま
す。3点 vertexで話をしますが, LPPが作った vertexというのは次のように指定されます。
今さっき書いた, 例えば図 18のような 3点 vertex,こういう �-planeがあったわけですが,

string r (r = 1; 2; 3)に対応する cylinderが各々mapping (2.41)で complex plane上の unit

circle wr にmapされている。�-planeの座標づけは, � = � + i� に対して

� =

8>><>>:
�1 lnw1 � � 0 ; 0 � j�j � �1� ;

�2 lnw2 + i�2� � � 0 ; �1� � j�j � (�1 + �2)� ;

�3 lnw3 + i(�1 + �2)� � � 0 ; 0 � j�j � (�1 + �2)� :

(6.10)

それでこの �が, さっきのMandelstam mapping

� =
3X

r=1

�r ln(z � zr) (6.11)
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図 18: 3-point vertex

で z-planeにmapされている。こういうふうにそれぞれの string領域wr を �-planeにmap

して,さらにこのmappingを z-planeにmapするということをやりました。図18で z-plane

上の z1 を囲む領域が w1が mapされたところ, z2 を囲む領域が w2が mapされたところ,

これらの外側の領域が w3 が mapされたところです。この unit circle wr から z-planeへ
のmappingのことを各々 h(r) と呼ぶことにします: h(r)(wr) = z 。このmappingを使って,

LPPの vertex
D
V

(3)
LPP

���は次の関係式を満足するものとして定義されます:

D
V

(3)
LPP

���8�(r)(wr) � � � j
i1 j
i2 j
i3 def
=

* 
dz

dwr

!d�

�(z) � � �
+
CFT

: (6.12)

ここで左辺の �(r)(wr)は string rの任意の operatorで, d� はその次元です。右辺は z-plane

上の CFTの期待値。
�

dz

dwr

�d�
�(z)は �(r)(wr) の h(r) map, すなわち

h(r)
�
�(r)(wr)

�
=

 
dz

dwr

!d�
�(z) (6.13)

となっています。それで, (6.12)が成り立つように vertex
D
V

(3)
LPP

���を決めよう。通じてます
かね？(6.12)の左辺において, string 1, string 2, string 3のどんな operator �(r)(wr)をいく
つか持ってきて, string 1, string 2, string 3の Fock space j
i1, j
i2, j
i3 の上に演算して
も, それを vertex state

D
V

(3)
LPP

���に対して掛け算して得られる期待値が z-plane上の CFTの
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Green関数を実現せよ, と要請するわけです。この要請で vertex
D
V

(3)
LPP

���を定義します。こ
れが LPPの vertexの定義です。
注意したいのは右辺のCFTは一体系のCFTであるということです。図 18の z-plane上

に丸を書いていますけれども,こんなのは unit circle wr をmapしたと思ったからついてい
るだけの記号であって,これは単なる z-planeです。すなわち z-planeのCFT。X(z) なら
X(z), c(z)なら c(z)というこういう conformal �eldが住んどるわけですが,その conformal

�eldのGreen関数ですね。そういう一体系のGreen関数を実現するものとして vertexを定
義しました。これは要求が大き過ぎるんじゃないかという気もしますが, 実は実現できて
いる。これは基本的に free �ledだから実現できるわけなんですが,とにかくこの vertexが
実際に存在するというのは, 答えを書きますとD

V
(3)
LPP

��� = 1

De
��� 2 De
��� 3 De
��� Z dDp1d
Dp2d

Dp3(2�)
D�D(p1 + p2 + p3)

� exp

0BBB@�1

2

X
r;s

X
n;m�0

�(r)n N rs
nm�

(s)
m +

X
r;s

X
n�2
m��1

c(r)n
fN rs
nmb

(s)
m

1CCCA
� Y

i=1;0;�1

0@ X
m��1

X
r

M r
imb

(r)
m

1A : (6.14)

oscillatorの所に rと書いているのは string rの oscillatorであるという意味です。係数 N rs
nm

(r; s = 1; 2; 3)をNeumann係数といいます。ghostの方は別のNeumann係数 fN rs
nm です。n

が 2以上, mが �1以上というのは, 今 referしている vacuumが conformal vacuumなので
これがどういう ghostで消えるか, antighostで消えるかというのが, 普通の Fockと違った
変な indexであったことに対応します。
特に 2点の場合ですね, 2点のやつだけ調べます。今の要請をおきますと,例えば bc ghost

に対しては (6.12)の左辺は定義により,

h b(z)c(w) iCFT =
1

z �w
(6.15)

とならなければいけないわけです。このように 2点関数を満たすことを要求しますと,その
ことだけから Neumann係数が決まります。今考えているのが free theoryだから, N 点関
数は 2点関数の exponentialを使って書けるので, 2点関数で実現できると, 自動的に N 点
関数で実現できます。具体的にNeumann係数はどうなっているかというと, 例えば一つだ
け書きますと,

fN rs
nm =

I
dwr

2�i
w�n+1
r

�
h(r)0(wr)

�2 I dws

2�i
w�m�2
s

�
h(s)0(ws)

��1 �1
h(r)(wr)� h(s)(ws)

: (6.16)

今 h(r) が決まっていますが, これが分かりさえすればこの Neumann係数は uniqueに決ま
る。右辺で h(r)0 , h(s)0 の冪が各々2, �1 というのは ghost, antighostの dimensionが各々
�1, +2であったことに対応します。これは, 気持ちは, 例えば b, cに対しては (6.15)が成
り立ちますが, (6.16)の右辺に出てきている 1=(h(r)(wr)� h(s)(ws)) は z-plane上では単に
この propagatorそのものになっている。こういうふうに決まります。
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今 3点 vertexしか説明しませんでしたけれど ,同じ手続きでどんな複雑なやつもできるわ
けです。例えば, 図 19のような string diagramは全然複雑じゃないですが,この �-planeが

T

2
3

1
4

� -

�

5 6

図 19: moduli parameter Tを含んだ string diagram

Mandelstam mappingによって z-planeにmapしさえすれば, このような � 関数型ではな
いつなぎ方に対しても vertexが直接作れます。moduli parameter Tを含んだ vertexも作れ
るわけです。その作り方は,依然として次の要請,すなわち,図 19の �-planeをMandelstam

mappingで z-planeに持っていたときにその z-plane上の CFTの correlation functionを再
現しなさい, という要請をおくことによって作ります。つまり 3点 vertexのときと全く同
じ手続きで任意の diagramについてそのつなぎ方に対応する vertex operatorが作れます。
LPPが証明した非常に重要なことは, この手続きでやると GGRT, Goddard-Goldstone-

Rebbi-Thorn[15]じゃなくてGeneralized Gluing and Re-smoothing Theorem: 貼り付け定
理 [14]が成り立つということです。これはどういうやつかといいますと, あまり一般的に
言うとわけが分からないんですが � � � 。
z-planeを 2枚用意します (図 20 [P ] [Q])。それで, unit circle wAi

(i = 1; � � � ; N), wC を
各々 hAi

, hC で z plane (図 20 [P ])にmapします。こういうmappingが与えられますと,

この貼り付けに対応する vertex
D
VfAigC

���が LPPの処方で定義される。stringの set fAigと
string C の vertex。同様に, もう一方の z-plane (図 20 [Q])上においても, unit circle wBj

(j = 1; � � � ;M), wD からの mapping hBj
, hD が与えられて, stringの set fBjg と string

D の vertex
D
VfBjgD

���が定義されます。i = 1; � � � ; N としましたので
D
VfAigC

���は N + 1 点

vertexですね。また j = 1; � � � ;M ですので
D
VfBjgD

��� は M + 1 点 vertex。今この二つの
vertexを貼り付けることを考えたい。二つの z-plane (図 20 [P ] [Q])を一つの z-plane (図
20 [R])にmapして, そこで C と D を re
ector jRiCD でくっ付ける。jRiCD でこの C と
D をつぶして, fAig , fBjg だけの vertex hVfAigfBjgj に直すということを考えたい。まず
unit circle wC を identity map: id で z-plane [R] の unit circleに持っていきます。これは
z-plane [P ]を h�1C で z-plane [R]へmapすることに相当します。そうしますと, fAigの元
の unit circle wAi

を z-plane [R] へ写すmappingは h�1C � hAi
となる。次に unit circle wD

の内部を inversion I: z ! �1
z
で先程の z-plane [R] 上の unit circle C の今度は外側にmap

します。そうしますとこれは z-plane [Q]を I � h�1D で z-plane [R]にmapすることに相当
しますから, Bj の元の unit circle wBj

は I � h�1D � hBj
で z-plane [R]にmapされる。それ
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図 20: 貼り付け定理

で, unit circle wD の内側はこの inversionで [R] 上の unit circle C の外側に行くわけです
が, wBj

に関しては,そもそも [Q]においては, D の外側に Bj があったわけですから, unit

circle wD の外側に Bj の h�1D imageがあるわけで,それが inversionをうけて今度は [R] の
unit circle C の中に入る。いいですね。通じましたかね？これを gluingといいます。二つ
のmappingをくっ付けて一つのmappingに直した。これが gluingです。
これをやると, ものすごい操作をやったので cutやら branch pointやらしわしわがいっぱ

いできます。そこで,あるmapping g をやってしわを伸ばす。しわを伸ばすと, 単位円が汚
い形になるかも知れないけれども,しわが全部消えて無くなって素直なmappingができる
(図 20 [S])。これを re-smoothing processといいます。最終的なmapは,

bhAi
= g � h�1C � hAi

; bhBj
= g � I � h�1D � hBj

: (6.17)

このmappingで定義される LPP vertexを
D
VfAigfBjg

��� と呼びます。元々, Ai と C をくっ

付ける vertex
D
VfAigC

��� および Bj と D をくっ付ける vertex
D
VfBjgD

���があったわけですが,

それに対して re
ectorの jRiCD で C と D を貼り付けた。すると, これが実は string fAig,
fBjg の vertex hVfAigfBjgjに weight 1で一致する:D

VfAigC

��� DVfBjgD

��� jRiCD = 1
D
VfAigfBjg

��� for D = 26 : (6.18)
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これが GGRT。これが成り立つのは D = 26 だけで, もうちょっと正確に言いますと con-

formal anomalyが無いとき, ということが彼らによって証明されました。(6.18)の vertex

はそれぞれ LPPの処方で作ったやつです。LPPの処方というのは weightをどう決めたか
まで決まっているわけですね。さっきの CFTは, normalizationは hc�1c0c1iCFT = 1 で決
まっています。LPPの処方では normalizationまで CFTのものになりなさい, という要請
で vertexを決めたんで weightまで定義されているわけですが, その vertexを使いますと,

ちょうど (6.18)の左辺が, 素直に繋いだ右辺に weightが何も無しで一致する。
一般的にはこういう以外にはないんでしょうが,もうちょっと卑近な例でいいますと, string

の場の理論で amplitudeを計算しようとすると図 19 のような diagramの計算が必要にな
ります。左側の vertexで string 1, 2がくっ付いて string 5になった後,しばらく時間発展
して,どっかで splitした, すなわち右側の 3点 vertexで string 3, 4に変わった。このとき
LPPの 3点 vertexを使って,

125

D
V

(3)
LPP

��� 346 DV (3)
LPP

��� e�TL jRi56
という式が必要になりますが11 , 先述の GGRTは何をいってるかというと, これが次の式
に等しい:

125

D
V

(3)
LPP

��� 346 DV (3)
LPP

��� e�TL jRi56 = 1234

D
V

(4)
LPP(T )

��� : (6.19)

(6.19)の左辺の 125

D
V

(3)
LPP

���および 346

D
V

(3)
LPP

��� e�TLは図 21に示した string diagramの各部分

T

2
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1
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�

5 6

� �


 	

� �


 	
6

125

D
V

(3)
LPP

��� 6

346

D
V

(3)
LPP

��� e�TL
図 21:

D
V

(4)
LPP(T )

���
に相当した vertexと各々みなします。これらの vertexを re
ector jRi56 でくっ付けるわけ
です。それが (6.19)の左辺です。右辺の 4点 vertex

D
V

(4)
LPP

���はどうやって構成したかという
と,図 21の diagramを一つの diagramと見て, この �-planeを先程のMandelstam mapping

で z-planeにmapする。このmappingに対して LPPの流儀で作った vertexです。これら
が一致するというのが (6.19)です。これがこの例に関してGGRTが言っていることです。
これはほとんど当たり前のことをいっているように思われるのが残念ですが � � �。多分思っ
11 実はここで出てくる

R
dT e�TLjRi56 が, string �eld theoryにおける propagatorになります。
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てるでしょうね � � �。何が当たり前でないかというとひとえに weightです。(6.19)の右辺と
左辺が比例することは本質的に自明と言えば自明なんです。これは全く自明です。要する
に weightが１で等しいということ, これが自明でない。このことが成り立つのは, critical

dimensionにおいてのみです。もうちょっと時間があればいかに非自明かという事が説明で
きるんですが,やめます。
LPPで CFTに referして CFTのGreen関数を再現するようなものとして vertexを定義

する。その方法の一番良い点はひとえにこのGGRTにあります。貼り付けるときにそうい
うたぐいの vertexとして N 点 vertexと M 点 vertexを貼り付けるとしますと, N +M � 2

点の vertexができますが, その vertexが直接また元の LPP処方で作った vertexと weight

まで含めて等しい。その性質が非常に強力なわけです12

6.5 Gauge symmetry

貼り付け方に相当して掛け算則を定義できます。ここでは主に open stringの場合を説明

Φ

Φ
Φ∗Φ21

1

2

図 22: light-cone typeの � product

Φ

Φ∗Φ Φ2 11

2

図 23: Witten typeの � product

します。action (6.1)の �3 を � � (� � �) と書きます。3点 vertexが先程書いた light-cone

typeのやつだと, �1 と �2 の掛け算 �1 ��2 というは図 22のように string 1と 2を全体と
して一つの string(図 22の点線)に直す,というものです。式で書くと

j�1 � �2i4 = 123

D
V

(3)
LPP

��� j�1i j�2i jRi34 (6.20)

となります。123

D
V

(3)
LPP

��� の braの添字 123の 12を ket j�1i と j�2iが潰して braの添字 3が
浮きますが, これを ketにしたいので re
ector jRi34 で 3を潰して添字 4を持つ ketにした
ものです。Witten流だと string 1と 2の半分を図 23のように張り合わせてできた図 23の
点線部分を第 3番目の stringだとみなす。それが �1 ��2 です。それで 3-point vertexを決
めましたら, 掛け算則が定義できるわけです。
gauge変換は,

�j�i = �QBj�i+ g (j� � �i+ j� � �i) : (6.21)

まず O(g0) の gauge不変性は,

Q2
B = 0 for D = 26 : (6.22)

12 九後さん註 : LPPの II[14]での GGRTの証明は pedagogicalですが, 複雑で読むのに苦労します。最近
我々がその証明を相当簡単化した論文 [16]を発表しましたので, 興味ある方は参考にしてください。
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nilpotencyですね, これは講義の中で結局やらなかったような気がしますが, nilpotencyは
D = 26 で成り立つ [3]。Virasoro generatorの central charge termが消える条件と同じで
す。conformal anomalyが無ければ BRS chargeが nilpotentであるということは CFTの
OPEの techniqueで簡単に示せます。
O(g1) の gauge不変性は,

�gQB��(���)�g(���+���)�QB� = g��[�QB(� � �) +QB� � � + � �QB�] (6.23)

が zeroになるということです。ここで右辺は, graded cyclic symmetryが成り立つこと, お
よび QB の部分積分を用いて �を左に持ってきてまとめた形を書いてあります。� , � の
Grassmann parityを考慮しなければいけないので,左辺と右辺で符号が relativeに変わって
います。(6.23)が zeroになるというのは, QB が � productの下で Leibniz ruleを満たすこ
とを意味していますが, このことは 3点 vertexでいうと,

D
V

(3)
LPP

��� 3X
r=1

Q
(r)
B = 0 (6.24)

が成り立つということと同じ内容です。ここで Q
(r)
B は string rのBRS charge。この O(g1)

の gauge不変性は LPPの定義を使いますと自明です。勿論 conformal anomalyがあっては
いけないので D = 26 でないといかんのですが。(6.24)の左辺はこれを z-planeにmapし
て CFTにしますと,

D
V

(3)
LPP

��� 3X
r=1

I dwr

2�i
j
(r)
B (wr)j � � �i =

*I dz

2�i
jB(z) � � �

+
CFT

: (6.25)

ここで j � � �iは任意の state。この右辺の CFTの contour積分は, singularityが無い限りは

z1z2z3 z0

z

1

2

3

ρ

図 24: contour(分かりやすいように closedの場合を書いた。)

スパスパスパッと消えるだけです。だから図 24を見ればほとんど自明ですね。CFTを使
うと自明。z0 という interaction pointには singularityは無いことに注意してください。こ
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のときなぜ D = 26 でないといかんかというと, w-planeあるいは �-planeの BRS charge

を z-planeにmapしたときに同じ jB でよいということなのです。D = 26でないと (6.25)

の右辺の normal orderと左辺の normal orderはちがうのでお釣りが出てしまう。それが消
えない。とにかくBRS invarianceは OK。
O(g2) の gauge不変性は,

g2

3
[(� � �) � (� � �)� (� � �) � (� � �)

+� � ((� � �) � �)� � � ((� � �) � �)
+� � (� � (� � �))� � � (� � (� � �))] = 0 : (6.26)

これは �でくくり出してやると,

g2 [(� � �) � � � � � (� � �)] � � = 0 : (6.27)

これが消えるためには, openの場合は associativityが成り立てばいい:

(�1 � �2) � �3 = �1 � (�2 � �3) : (6.28)

openの場合 � は matrixなので, � の順番を変えるわけにはいかない。だけど掛け算の
順番を変えることができる。これが成り立つと O(g2) の gauge不変性が成り立つ。これは
Wittenの openの場合成り立っています。(6.28)の左辺は, string 1と string 2をくっ付け
て一つの string(図 25左辺の点線)にする。それに string 3をくっ付けるということででき
た一つの string(図 25左辺の波線)。右辺の方はまず string 2と string 3をくっ付ける。そ
れで一つ stringができた (図 25右辺の点線)。それに string 1をくっ付けて, その結果でき
たものがこの図 25右辺の波線の stringですね。それでこれらが同じものであるというのが
associativityです (図 25)。

=

1

2 3

1

2 3

図 25: associativity

図 25を見てると当たり前です。しかし critical dimensionでしか成り立たない。くっ付
き方が同じというのは自明ですが問題は weightです。無限行無限列の determinant factor

が 1になるということを結局証明せなあかんわけですが,これが critical dimensionで成り
立つことはさっきのGGRT で証明できるわけです。

60



HIKKOの closedの場合はmatrixの indexはありませんから掛け算の順番はいいんです
が, 今度は Jacobi identityが必要です13 :

(�1 � �2) � �3 + (�1)j1j(j2j+j3j)(�2 � �3) � �1 + (�1)j3j(j1j+j2j)(�3 � �1) � �2 = 0 : (6.29)

ここで (6.29)の左辺の各項を順に [P ] , [Q] , [R]と名付けることにします。これらは図 26

の [P ] , [Q] , [R]で T = 0ととったものに各々対応します。これは想像をたくましくしなけ

T

θ

T

θ

T

θ

1

2

3 1

2

3 1

2

3

[P] [Q]

P Q R

[R]

図 26: Jacobi identity

ればいけないんですが, closed stringの特徴は図 26で矢印を付けた部分が twistされる。P
projection: P =

Z 2�

0

d�

2�
exp

h
i�(L0 � �L0)

i
がありますから各々ひねることができる。いろ

んな角度についてひねられているわけですが, 例えば図 26の [P ]で角度 �P = 0 としたも
のと [Q]で角度 �Q = � としたものは T = 0で同じ con�gurationを与えます。このように
回転角のいろんなやつが (6.29)左辺の 3項の中に 2回ずつ pairで出てきて結局全部 cancel

する。ここで con�gurationが一致するだけじゃなくて weight 1になるということは再び
GGRTが必要ですが, 結局 cancelします。従って gauge 不変性がある。HIKKOの closed

はこれで終りです。
HIKKOの openは特殊な事情がありまして, 4点 vertexが必要です。
Witten-Goto typeのmidpoint interactionをそのまま closed stringの場合に拡張しますと,

non-polynomial interactionになって無限次まで必要だということになりますが一応bosonic

stringは作れる。

7 Discussion

Wittenの open stringは一番単純で良いわけですが, closed stringは今言いましたように
non-polynomialになって大変苦しい。それに対してHIKKOの closed stringは �3で終わっ

13 ここで jij は, jij =
�

0 ; �i: Grassmann even
1 ; �i: Grassmann odd

とする。
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てますからこれは良いんですが, HIKKOの最大の問題は, string汎関数の argumentに Z

だけでなくて � という stringの長さ parameterを入れないといかん。�[Z;�] ということ
です。これは物理的に理解できません。だけど HIKKOの on-shell amplitudeは �に依らな
いということが証明されました [17]。だから適当なやつを入れておいて amplitudeを読み取
ればいいということをいったわけですが, それはまた同時に困難をいっています。on-shell

amplitudeにした途端に �に依らないということは, loop amplitudeの計算に際して図 27の
ように cutして imaginary partを計算したとすると, imaginary partは中間状態の on-shell

amplitudeで決まりますので, 図 27の右辺の cutによってできた tree amplitudeはいずれ

Im &%
'$@@

��

��

@@

=
Z
d� &%
'$@@

��

��

@@

図 27: cutting rule

も �に依っていないということになります。元の diagramの imaginary partはこれで計算
できるわけですが, 中間状態は色々な � を持った粒子の和になりますので, 今いったこと
から loopの d� 積分は空回りして無限大を出す。つまり loop amplitudeは well-de�nedで
ないという困難を同時に示しているわけです。従って HIKKOは難しい。それに対して �

に毒をもって毒を制すという話がありまして, � に対して � という proper timeみたいな
bosonic variableを入れる。さらに � , �� というGrassmann variableを二つ加える。そうす
ると, (�; �; �; ��) の四つで Parisi-Sourlas mechanism[18]という � � �, まあとにかく � の問題
が, unphysical parameterを Grassmannと bosonicにすることでその間で自動的に相殺す
るということができます。それを covariantized light-cone formulation [11]と呼びます。こ
の covariantized light-coneというのは手でこういうものを入れて � の問題を逃れているの
で, しかもこんな変な zero-mode variableが入ると審美的には綺麗じゃないんですけれど
も, closed stringを扱えて vertexが �3 で終わってしまって非常に compactに書けている
というのは今のところこれしかないですね。審美的にはともかくこれでいい。こういう理
論ができてます。
それから supersymmetricな理論についてコメントします。Wittenのopen stringの super

は一応できています [19]。しかし 89年か 90年頃に実はうまくいってないんだという指摘
がされました [20]。それは, super の場合には picture changing operator[21]というのがあ
りまして, Wittenの vertexのmidpointにこれを付けなくてはいけないんですが,それがぶ
つかるんですね。それがぶつかって singularityを出して associativityを壊している。gauge
不変性が壊れている。amplitudeの段階で言いますと amplitudeがうまく出ないというこ
とが言われまして � � � ,だめだと。それに対してWittenのとっているpictureと別のpicture

に変えればいいという話が Preitschopf-Thorn-Yost[22]の論文にありましたがあれはなんか
非常に singularでよく分からない。最近橋本君によると, Berkovitsという人が,それは成功

62



した [23]と言っていましたが僕は知りません。できるかも知れませんが。だから superは
light-cone gauge以外はまともなやつがないですね。light-cone gaugeだと, Neveu-Schwarz-

Ramond formalism[24]にのっとったやつもGreen-Schwarz formalism[25]にのっとったやつ
も superはそれぞれあるようですが, light-cone gauge以外では非常に難しい。その困難の元
凶の一つは bosonと fermionの問題ですね。要するに bosonの kinetic termはKlein-Gordon

operator, fermionの kinetic termは勿論 Dirac operatorなわけですが, そのために picture

changingということが必要になってきてごちゃごちゃとものすごく悲惨なことになるわけ
です。light-cone gaugeだと kinetic termが bosonも fermionも結局本質的に同じになって
いるわけです。それは fermionの場合も半分消すということをやるので 2階の微分演算子
になる。ということで, どちらも同じ kinetic termを使っているということが light-cone

gaugeの場合のうまくいっている原因のようなのだけれども。さっきちらっと言いました
covariantized light-coneというのは, 実は light-cone gaugeの場の理論ができているとそれ
にチョコチョコッと手で細工するとできるので,ひょっとして fermionと bosonを共通に扱
うああいう covariantized light-coneみたいな形で gauge invariantな formulationができる
んじゃないかというふうに思っていますが, そうかも知れないし, そうでもないかも知れ
ない。
最後に一つだけ。� = p+ HIKKOというわけの分からん理論があります。HIKKOの理

論というのは � と p+ は勿論独立なんですけれども, HIKKOの理論で � と書かれてい
るやつを全部 p+ と勝手に理解する。HIKKOの vertexでは � の conservation factor �(�)

と p+ の conservation factor �(p+) は別々に用意していますが, � = p+ HIKKO theoryは
�(�) はもうやめて �(p+) だけにする。その他では単に � を p+ と思う。書き直すだけで
す。そういう理論を考えることができます。その理論はちゃんと gauge invariantであって,

� が何者かということははっきりしてますね。p+ ですね。physicalに何の問題もなくて,

gauge不変なまともな理論になっています。ただ gauge不変性はいいんですが, manifestに
は Lorentz covariantではない。� を p+ にしますから。だけども gauge不変性とか, 勿論
on-shell amplitudeは � に依らないわけで, Lorentz不変だし物理的内容はいいですね。そ
の理論も consistentな理論として存在してます。畑君がこれ嫌いですけれども。だけど世
の中には consistent な理論として存在する。で, gauge理論です。light-cone gaugeでちゃ
んと作られた理論があるんだけれど ,それが気に入らん点は gauge固定が全部されてしまっ
て, gauge不変性が一切見えないわけですね。だけど stringの場の理論の本質は gauge不変
性にあるわけです。massive modeも含めて完全に無限個のすべてのmodeが gauge場なん
ですね。すべてが。それが string理論の本質なんです。light-cone gaugeではそこが全部固
定されてしまって分からない。だから, � = p+ HIKKOでもですね, p+ を使っているから
light-coneじゃないかという感じがするけどそうではなくて, gauge不変性という本質を保
存している。そういう意味で, いろんな場合に使うには便利な模型だと思います。� = p+

というのはあんまりどこの paperにも書いていない。僕が Zwiebachと書いたやつ [1]にそ
れを使っていますけど。それ以外には書いてません。論文にならないもので。� = p+ でも
ちゃんと consistentですよという。あまり恥ずかしくって言えないので (笑), 誰もあまり言
いませんが。
終わります。
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