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vortex	  

Majorana	  
fermion	  
Triple
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Index	  Theorem→	  Triplet	  Majorana	  fermions	  only	
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Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	
Exchange	  of	  vor.ces	  with	  Majorana	  
fermions	  

vortex	  

Majorana	  
fermion	  

s	

Triple
t	  

s	

s	

s	

s	

s	

s	



Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	
Exchange	  of	  vor.ces	  with	  Majorana	  
fermions	  

vortex	  

Majorana	  
fermion	  

s	

Triple
t	  

s	

What	  is	  the	  quantum	  sta.s.cs?	  



Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	

Majorana	  operator	  	  	  	  	  	  	  

cut	  

Majorana	  
fermion	  

vortex	  1)	  Majorana	  condi.on	  (par.cle=hole)	  

2)	  Phase	  changes	  by	  sign,	  when	  a	  Mojorana	  
fermion	  turns	  around	  a	  vortex.	  

γ	  -‐	




Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	

!
!!"

"

!
!

"

#$%&'()!!"

#$%&'()!

!
!

"

!
!!"

"

#$%&'()!

#$%&'()!!"
!
!!"

"

!!
!

"

#$%&'()!!"

#$%&'()!

! !

Exchange	  of	  two	  non-‐Abelian	  vor.ces	  

(a=1,	  2,	  3;	  
Triplet)	  

cut	  

SY,	  K.Itakura,	  M.NiUa,	  
PRB83,	  134518	  (2011)	  

Tk	  is	  non-‐Abelian;	  (Tk)-‐1	  ≠	  Tk	  	  
Cf.	  Bose/Fermi	  
sta.s.cs	  
	  	  	  	  	  T1	  φ(1,2)	  =	  φ(2,1)	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  =	  ±	  φ(1,2)	  Cf.	  Abelian	  vortex:	  Ivanov,	  PRL86,	  268	  (2001)	  



Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	

vortex	  1	  
vortex	  2	  

vortex	  3	  
vortex	  4	  

T1	  
T2	  

T3	  (τ1)	   (τ3)	  
(τ2)	  

Ex.	  n=4	  non-‐Abelian	  vor.ces	  



Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	

vortex	  1	  
vortex	  2	  

vortex	  3	  
vortex	  4	  

T1	  
T2	  

T3	  (τ1)	  
(τ2)	  

(τ3)	  

1)	  Exchange	  operator	  :	  

Ex.	  n=4	  non-‐Abelian	  vor.ces	  



Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	

vortex	  1	  
vortex	  2	  

vortex	  3	  
vortex	  4	  

2)	  Hilbert	  space	  :	  SU(2)	  representa.ons	  

Ex.	  n=4	  non-‐Abelian	  vor.ces	  

8	  Singlets	  

12	  Triplets	  4	  Quintets	  

Dirac	  fermion	  operator	  
	  (non-‐local)	  

1)	  Exchange	  operator	  :	  

(Triplet)	  



Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	
Ex.	  n=4	  non-‐Abelian	  vor.ces	  
Singlet	  

Singlet-‐
Even	  

Singlet-‐Odd	  

n1n2	  :	  n1	  (n2)	  is	  number	  of	  Dirac	  fermions	  in	  pairing	  vortex	  1,	  2	  (3,	  4)	  
Parity:	  Even/Odd	  for	  total	  fermion	  number	  (n1+n2)	  

SU(2)	  Representa.on	  



Triplet	  

Triplet-‐Even	   Triplet-‐Odd	  

Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	
Ex.	  n=4	  non-‐Abelian	  vor.ces	  



Quintet	  

Quintet-‐Even	  

Quintet-‐Odd	  

Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	
Ex.	  n=4	  non-‐Abelian	  vor.ces	  



Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	
Ex.	  n=4	  non-‐Abelian	  vor.ces	  

Matrix	  of	  τk	  

k=1,	  2,	  3	  
SU(2)	  

Parit
y	  



Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	

hkP	  :	  Ivanov‘s	  matrices	  (Abelian	  vor.ces)	  

k=1,	  2,	  3	  Ex.	  n=4	  non-‐Abelian	  vor.ces	  

Cf.	  Ivanov,	  PRL86,	  268	  (2011)	  

Matrix	  of	  τk	  
SU(2)	  

Parit
y	  



Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	

Matrix	  of	  τk	  

hkP	  :	  Ivanov‘s	  matrices	  (Abelian	  vor.ces)	  

k=1,	  2,	  3	  

Singlet	  
Triplet	  

Quintet	  

σkM	  :	  Color-‐Flavor	  SU(2)	   NEW	  for	  non-‐Abelian	  vorDces	  !!	  

Ex.	  n=4	  non-‐Abelian	  vor.ces	  

Cf.	  Ivanov,	  PRL86,	  268	  (2011)	  

SU(2)	  
Parit
y	  



Non-‐Abelian	  sta.s.cs	  of	  non-‐Abelian	  vor.ces	

hkP	  :	  Ivanov‘s	  matrices	  (Abelian	  vor.ces)	  

SU(2)	  independent	  (singlet)	  hkP	  ×	  SU(2)	  dependent	  σkM	  !!!	  

k=1,	  2,	  3	  

Singlet	  
Triplet	  

Quintet	  

σkM	  :	  Color-‐Flavor	  SU(2)	   NEW	  for	  non-‐Abelian	  vorDces	  !!	  

Ex.	  n=4	  non-‐Abelian	  vor.ces	  

Cf.	  Ivanov,	  PRL86,	  268	  (2011)	  

Matrix	  of	  τk	  
SU(2)	  

Parit
y	  



Singlet	  
Triplet	  

Quintet	  

σkM	  :	  Color-‐Flavor	  SU(2)	   NEW	  for	  non-‐Abelian	  vorDces	  !!	  



Singlet	  
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σkM	  :	  Color-‐Flavor	  SU(2)	  
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Polytopes	  appear	  in	  non-‐Abelian	  staDsDcs	  for	  non-‐Abelian	  vorDces	  !!	  

H.	  S.	  M.	  Coxeter	  
(1907-‐2003)	  	

NEW	  for	  non-‐Abelian	  vorDces	  !!	  

In	  the	  Hilbert	  space	  ...	

“Coxeter	  group“	  



Summary	

・ Majorana	  vorDces	  (Majorana	  fermion;	  non-‐local	  Hilbert	  space)	  
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	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  SO(2N+1)	  vortex	  →	  Coxeter	  ×	  Ivanov	  

Ivanov,	  PRL86,	  268	  (2001)	

Hirono,	  SY,	  Itakura,	  NiUa,	  
PRB86,	  014508	  (2012)	  

再来週の物理学会　12日（水）午後　広野雄士	  et	  al.	  

・	  Zero-‐mode	  Majorana	  fermions	  exist	  in	  CFL	  non-‐Abelian	  vorDces.	  

・	  Non-‐Abelian	  staDsDcs	  appears	  in	  non-‐Abelian	  vorDces.	  
M1	  :	  Δ=diag(eiθ,	  1,	  1)	  

SY,	  Itakura,	  NiUa,	  	  
PRB83,	  134518	  (2011)	  
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