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would	
  eventually	
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  describe	
  
with	
  pQCD	
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Naïve	
  pQCD	
  thermodynamics	
  
•  QCD	
  free	
  energy	
  known	
  up	
  to	
  three	
  loops	
  (g5) since	
  1994	
  	
  

(Arnold,	
  Zhai,	
  and	
  Khastening	
  94)	
  

•  Series	
  in	
  g	
  (not	
  g2)	
  due	
  to	
  plasma	
  screening	
  effects:	
  	
  
Debye	
  mass	
  mD ~ gT	
  

•  Very	
  poorly	
  convergent:	
  need	
  	
  
temperatures	
  on	
  the	
  order	
  of	
  	
  
T ~ 105 GeV for	
  convergence	



•  Similar	
  problem	
  in	
  QED	
  and	
  	
  
scalar	
  theories	
  à	
  the	
  problem	
  is	
  	
  
not	
  specific	
  to	
  QCD	
  	
  	
  	
  

•  Our	
  goal:	
  	
  Find	
  a	
  more	
  convergent	
  	
  
gauge-­‐invariant	
  scheme	
  for	
  T	
  >	
  2Tc	
  

•  ResulPng	
  framework	
  should	
  also	
  	
  
be	
  able	
  to	
  describe	
  dynamical	
  	
  
properPes	
  of	
  the	
  QGP	
  

Ideal	
  Gas	
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Simple	
  Case	
  –	
  Anharmonic	
  Oscillator	
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•  Consider	
  quantum	
  mechanics	
  in	
  an	
  anharmonic	
  potenPal	
  
	
  
	
  
	
  

•  Weak-­‐coupling	
  expansion	
  of	
  the	
  ground	
  state	
  energy	
  is	
  known	
  
up	
  to	
  all	
  orders	
  (Bender	
  and	
  Wu	
  69/73)	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

•  Factorial	
  growth	
  à	
  expansion	
  is	
  an	
  asymptoPc	
  series	
  with	
  zero	
  
radius	
  of	
  convergence!	
  



Asympto7c	
  Series	
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Varia7onal	
  Perturba7on	
  Theory	
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•  Split	
  the	
  harmonic	
  term	
  into	
  two	
  pieces	
  and	
  treat	
  the	
  second	
  
as	
  part	
  of	
  the	
  interacPon	
  (Janke	
  and	
  Kleinert	
  95)	
  
	
  

	
  
	
  
	
  
	
  

•  The	
  coefficients	
  cn	
  can	
  be	
  computed	
  analyPcally	
  in	
  this	
  case	
  
	
  
	
  
	
  

•  Fix	
  Ω by	
  imposing	
  variaPonal	
  condiPon	
  that	
  ground	
  state	
  
energy	
  is	
  minimized	
  	
  

à	
  “Gap	
  equaPon”	
  



Varia7onal	
  Perturba7on	
  Theory	
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Hard	
  Thermal	
  Loop	
  
Perturba7on	
  Theory	
  

(HTLpt)	
  



High	
  temperature	
  scale	
  separa7on	
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•  Hard	
  Scale,	
  λ	
  ∼	
  1/T	
  
-­‐	
  nb(E)	
  g2(T)	
  ∼ g2(T)	
  
-­‐	
  Wavelength	
  of	
  thermal	
  fluctuaPons	
  
-­‐	
  Inverse	
  mass	
  of	
  non-­‐staPc	
  field	
  modes	
  (p0	
  ≠	
  0)	
  
-­‐	
  Purely	
  perturbaPve	
  contribuPon	
  to	
  QCD	
  thermodynamics	
  (g2n)	
  

•  Electric	
  Scale,	
  λ	
  ∼	
  1/gT	
  
-­‐	
  nb(E)	
  g2(T)	
  ∼ g(T)	
  
-­‐	
  Screening	
  scale	
  for	
  staPc	
  chromoelectric	
  fluctuaPons	
  
-­‐	
  Inverse	
  Debye	
  mass	
  of	
  the	
  A0	
  
-­‐	
  ResummaPon	
  of	
  an	
  infinite	
  subset	
  of	
  diagrams	
  necessary	
  
-­‐	
  Odd	
  powers	
  of	
  g	
  and	
  logarithms	
  (e.g.	
  g3,	
  g4	
  log	
  g,	
  etc)	
  

•  MagnePc	
  Scale,	
  λ	
  ∼	
  1/g2T	
  
-­‐	
  nb(E)	
  g2(T)	
  ∼ g0(T)	
  
-­‐	
  Screening	
  scale	
  for	
  staPc	
  chromomagnePc	
  fluctuaPons	
  
-­‐	
  Inverse	
  “magnePc	
  mass”	
  
-­‐	
  Generates	
  non-­‐perturbaPve	
  contribuPon	
  to	
  pressure	
  starPng	
  at	
  4-­‐loop	
  order	
  	
  	
  	
  
	
  	
  (“Linde	
  Problem”)	
  

At	
  very	
  high	
  temperature	
  there	
  is	
  a	
  hierarchy	
  of	
  length	
  scales	
  in	
  the	
  QGP:	
  



Hard	
  Thermal	
  Loops	
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Π	

 ≅	
   ( ) g2T2	
  

In	
  a	
  high	
  temperature	
  system	
  we	
  must	
  resum	
  a	
  certain	
  class	
  of	
  diagrams	
  which	
  have	
  
hard	
  internal	
  (loop)	
  momentum	
  phard ~ T and	
  son	
  external	
  momentum	
  psoft ~ gT    

�T (p) =
1

p2 �⇧T (p)

�L(p) =
1

p2 +⇧L(p)

lim
!!0

⇧T (!, p) = 0

lim
!!0

⇧L(!, p) = m2
D

m2
D =

1

3

✓
Nc +
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Nf
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g2T 2

At	
  finite	
  temperature	
  there	
  are	
  transverse	
  
and	
  longitudinal	
  gluons	
  

Gluons	
  acquire	
  a	
  temperature	
  dependent	
  mass	
  
which	
  is	
  proporPonal	
  to	
  the	
  temperature.	
  	
  At	
  
LO	
  one	
  has	
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HTLpt	
  Ac7on	
  
•  Can	
  express	
  an	
  infinite	
  

number	
  of	
  HTL-­‐dressed	
  	
  
n-­‐point	
  funcPons	
  concisely	
  	
  
in	
  terms	
  of	
  an	
  HTL	
  effecPve	
  
acPon,	
  LHTL	
  

•  Expanding	
  LHTL	
  to	
  quadraPc	
  
order	
  in	
  A	
  gives	
  dressed	
  
propagator	
  (2-­‐point	
  funcPon)	
  

•  Expanding	
  to	
  cubic	
  order	
  in	
  A	
  
gives	
  the	
  dressed	
  gluon	
  three-­‐
vertex	
  

•  Expanding	
  to	
  quarPc	
  order	
  in	
  
A	
  gives	
  dressed	
  gluon	
  four-­‐
vertex	
  

•  And	
  so	
  on	
  .	
  .	
  .	
  contains	
  an	
  
infinite	
  number	
  of	
  higher	
  
order	
  verPces	
  which	
  all	
  
exactly	
  saPsfy	
  the	
  appropriate	
  
Slavnov-­‐Taylor	
  idenPPes	
   Γ3	



Γ4	

 Γn	

Γ2	
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[Andersen,	
  Braaten,	
  and	
  MS,	
  99	
  à	
  02]	
  	
  



3-­‐loop	
  Calcula7on	
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•  Now	
  “simply”	
  compute	
  all	
  
contribuPons	
  up	
  to	
  three	
  loops	
  
(49	
  diagrams)	
  using	
  HTL-­‐dressed	
  
propagators	
  and	
  verPces.	
  

•  Finite	
  T	
  and	
  zero	
  quark	
  chemical	
  
potenPal	
  3-­‐loop	
  result:	
  	
  Andersen,	
  
Leganger,	
  Su,	
  and	
  MS	
  2011	
  

M.	
  Strickland	
  

�0

�1

�2



Finite	
  µ	
  and	
  T	
  Result	
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N.	
  Haque,	
  J.O.	
  Andersen,	
  M.G.	
  Mustafa,	
  MS,	
  N.	
  Su,	
  1309.3968	
  

M.	
  Strickland	
  

�0

�1

�2
Use	
  one-­‐loop	
  running	
  with	
  αs(1.5	
  GeV)	
  =	
  0.326	
  taken	
  from	
  
state-­‐of-­‐the-­‐art	
  laVce	
  measurement	
  (Bazazov	
  et	
  al	
  12)	
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Pressure	
  vs	
  Temperature	
  –	
  µB	
  =	
  0	
  MeV	
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Pressure	
  vs	
  Temperature	
  –	
  µB	
  =	
  400	
  MeV	
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χ2(B,u)	
  vs	
  Temperature	
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N.	
  Haque,	
  J.O.	
  Andersen,	
  M.G.	
  Mustafa,	
  MS,	
  N.	
  Su,	
  1309.3968	
  

No	
  fit	
  parameters!	
  

NOTE:	
  Currently	
  
available	
  HTLpt	
  
calculaPon	
  is	
  for	
  
baryon	
  number	
  
suscepPbility	
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χ4B	
  vs	
  Temperature	
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  Strickland	
  

No	
  fit	
  parameters!	
  

N.	
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  J.O.	
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  M.G.	
  Mustafa,	
  MS,	
  N.	
  Su,	
  1309.3968	
  



HTLpt	
  Conclusions	
  
•  3-­‐loop	
  HTLpt	
  seems	
  to	
  work	
  reasonably	
  well	
  and	
  it	
  is	
  completely	
  

analyPc	
  and	
  gauge	
  invariant!	
  
•  Suggests	
  that	
  exisPng	
  and	
  future	
  applicaPons	
  of	
  HTLs	
  to	
  real	
  Pme	
  

dynamics	
  in	
  heavy	
  ion	
  collisions	
  may	
  not	
  be	
  a	
  complete	
  waste	
  of	
  
Pme	
  

•  Results	
  for	
  single	
  quark	
  suscepPbiliPes	
  are	
  forthcoming	
  
•  Finite	
  quark	
  mass	
  correcPons	
  needed	
  (so	
  far	
  mq=0)	
  	
  
•  We	
  are	
  also	
  working	
  on	
  extending	
  the	
  result	
  to	
  the	
  full	
  µ-­‐T	
  plane	
  

(need	
  ring	
  resummaPon	
  at	
  low	
  T	
  and	
  high	
  µ)	
  
•  Need	
  log	
  resummaPon	
  in	
  HTLpt	
  to	
  further	
  reduce	
  scale	
  variaPon	
  

bands	
  
•  Next	
  quesPon:	
  	
  CalculaPon	
  was	
  difficult,	
  is	
  there	
  another	
  way	
  to	
  

obtain	
  perturbaPvely	
  resummed	
  suscepPbiliPes	
  which	
  we	
  might	
  
push	
  to	
  4-­‐loop	
  order?	
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Resummed	
  	
  
Dimensional	
  
Reduc7on	
  



High	
  temperature	
  scale	
  separa7on	
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•  Hard	
  Scale,	
  λ	
  ∼	
  1/T	
  
-­‐	
  nb(E)	
  g2(T)	
  ∼ g2(T)	
  
-­‐	
  Wavelength	
  of	
  thermal	
  fluctuaPons	
  
-­‐	
  Inverse	
  mass	
  of	
  non-­‐staPc	
  field	
  modes	
  (p0	
  ≠	
  0)	
  
-­‐	
  Purely	
  perturbaPve	
  contribuPon	
  to	
  QCD	
  thermodynamics	
  (g2n)	
  

•  Electric	
  Scale,	
  λ	
  ∼	
  1/gT	
  
-­‐	
  nb(E)	
  g2(T)	
  ∼ g(T)	
  
-­‐	
  Screening	
  scale	
  for	
  staPc	
  chromoelectric	
  fluctuaPons	
  
-­‐	
  Inverse	
  Debye	
  mass	
  of	
  the	
  A0	
  
-­‐	
  ResummaPon	
  of	
  an	
  infinite	
  subset	
  of	
  diagrams	
  necessary	
  
-­‐	
  Odd	
  powers	
  of	
  g	
  and	
  logarithms	
  (e.g.	
  g3,	
  g4	
  log	
  g,	
  etc)	
  

•  MagnePc	
  Scale,	
  λ	
  ∼	
  1/g2T	
  
-­‐	
  nb(E)	
  g2(T)	
  ∼ g0(T)	
  
-­‐	
  Screening	
  scale	
  for	
  staPc	
  chromomagnePc	
  fluctuaPons	
  
-­‐	
  Inverse	
  “magnePc	
  mass”	
  
-­‐	
  Generates	
  non-­‐perturbaPve	
  contribuPon	
  to	
  pressure	
  starPng	
  at	
  4-­‐loop	
  order	
  	
  	
  	
  
	
  	
  (“Linde	
  Problem”)	
  

At	
  very	
  high	
  temperature	
  there	
  is	
  a	
  hierarchy	
  of	
  length	
  scales	
  in	
  the	
  QGP:	
  



Dimensional	
  Reduc7on	
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•  Scale	
  hierarchy	
  à	
  Integrate	
  out	
  massive	
  (non-­‐staPc)	
  modes	
  
(Ginsparg	
  80;	
  Gross,	
  Pisarski,	
  and	
  Yaffe	
  81;	
  Appelquist	
  and	
  Pisarski,	
  81)	
  

•  Results	
  in	
  effecPve	
  descripPon	
  for	
  scales	
  Δx	
  	
  	
  	
  	
  	
  1/gT	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

•  In	
  the	
  high	
  temperature	
  limit	
  one	
  obtains	
  a	
  3d	
  effecPve	
  
theory	
  for	
  staPc	
  electric	
  modes	
  (Braaten	
  and	
  Nieto	
  1995,	
  KajanPe	
  et	
  al	
  2003)	
  

LEQCD =
1

g2E

✓
1

2
Tr[F 2

ij ] + Tr[(DiA0)
2] +m2

ETr[A
2
0] + �ETr[A

4
0]

◆
+ �LE

&

gE ⌘
p
Tg, mE ⇠ gT, �E ⇠ g2



Resummed	
  EQCD	
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•  Completely	
  non-­‐perturbaPve	
  magnePc	
  (MQCD)	
  contribuPon	
  
enters	
  at	
  4-­‐loop	
  order;	
  can	
  be	
  reduced	
  to	
  one	
  number	
  that	
  can	
  
be	
  computed	
  using	
  a	
  3d	
  laVce	
  calculaPon	
  (sPll	
  hard!)	
  

•  For	
  the	
  results	
  shown	
  herein	
  this	
  number	
  is	
  not	
  needed	
  
•  Hard	
  scale	
  contribuPons	
  are	
  strictly	
  perturbaPve	
  
•  Son	
  scale	
  contribuPons	
  involve	
  inverse	
  powers	
  of	
  mD 
•  If	
  you	
  expand	
  out	
  the	
  son	
  sector	
  perturbaPvely,	
  you	
  come	
  back	
  

to	
  square	
  one	
  (pQCD	
  result	
  on	
  slide	
  3	
  is	
  obtained)	
  
•  In	
  order	
  to	
  fully	
  resum	
  son	
  sector	
  contribuPons,	
  one	
  should	
  not	
  

Taylor	
  expand	
  the	
  Debye	
  mass	
  contribuPons	
  in	
  g,	
  but	
  instead	
  
keep	
  the	
  full	
  g-­‐dependence	
  

•  Similar	
  to	
  HTLpt,	
  this	
  results	
  in	
  an	
  expression	
  which	
  contains	
  
terms	
  of	
  all	
  orders	
  in	
  the	
  strong	
  coupling	
  constant	
  à	
  Resummed	
  
EQCD	
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•  Resummed	
  “3.5”	
  loop	
  DR	
  Pressure	
  @	
  T≠0	
  µ=0	
  (undetermined	
  g6	
  coeff.	
  fit	
  to	
  laVce):	
  	
  	
  
	
  KajanPe,	
  Laine,	
  Rummukainen	
  and	
  Schroder,	
  hep-­‐ph/0211321	
  (see	
  also	
  hep-­‐ph/0007109)	
  

•  PerturbaPve	
  DR	
  Pressure	
  and	
  SuscepPbiliPes	
  @	
  T≠0,	
  µ≠0:	
  	
  	
  
	
  A.	
  Vuorinen,	
  hep-­‐ph/0305183	
  

•  Resummed	
  4-­‐loop	
  DR	
  Suscep7bili7es	
  @	
  T≠0,	
  µ≠0:	
  	
  
	
  S.	
  Mogliacci,	
  J.O.	
  Andersen,	
  N.	
  Su,	
  MS,	
  and	
  A.	
  Vuorinen,	
  1307.8098	
  

AnalyPc	
  coefficients	
  
etc.	
  are	
  complicated	
  
(see	
  the	
  paper	
  above	
  
for	
  the	
  gory	
  details)	
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4-­‐loop	
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DR	
  Result:	
  	
  S.	
  Mogliacci,	
  J.O.	
  Andersen,	
  N.	
  Su,	
  MS,	
  and	
  A.	
  Vuorinen,	
  1307.8098	
  	
  

NOTE:	
  Currently	
  
available	
  HTLpt	
  
calculaPon	
  is	
  for	
  
baryon	
  number	
  
suscepPbility	
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DR	
  Result:	
  	
  S.	
  Mogliacci,	
  J.O.	
  Andersen,	
  N.	
  Su,	
  MS,	
  and	
  A.	
  Vuorinen,	
  1307.8098	
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BNL-B, HISQ Nt=8
BNL-B, p4 Nt=8

S.	
  Mogliacci,	
  J.O.	
  Andersen,	
  N.	
  Su,	
  MS,	
  and	
  A.	
  Vuorinen,	
  1307.8098	
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Thanks	
  to	
  my	
  collaborators	
  

Jens	
  Andersen	
  

Nan	
  Su	
  Sylvain	
  Mogliacci	
  

Aleksi	
  Vuorinen	
  Munshi	
  Mustafa	
  

Najmul	
  Haque	
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•  3-­‐loop	
  HTLpt	
  and	
  4-­‐loop	
  resummed	
  DR	
  results	
  for	
  the	
  
suscepPbiliPes	
  are	
  in	
  good	
  agreement	
  with	
  one	
  another	
  within	
  
theorePcal	
  uncertainPes	
  

•  There	
  seems	
  to	
  be	
  some	
  “advantage”	
  for	
  HTLpt	
  in	
  the	
  fourth-­‐
order	
  suscepPbility	
  when	
  comparing	
  to	
  the	
  laVce	
  data	
  at	
  low	
  
temperatures,	
  but	
  the	
  laVce	
  data	
  error	
  bars	
  are	
  sPll	
  large	
  

•  For	
  the	
  second-­‐order	
  suscepPbility	
  the	
  4-­‐loop	
  resummed	
  DR	
  has	
  
the	
  “advantage”	
  since	
  it	
  lies	
  inside	
  the	
  3-­‐loop	
  HTLpt	
  band	
  and	
  
seems	
  to	
  be	
  in	
  very	
  good	
  agreement	
  with	
  available	
  laVce	
  data	
  

•  We	
  plan	
  to	
  conPnue	
  these	
  developments	
  to	
  include	
  large	
  
chemical	
  potenPal	
  and	
  small	
  temperatures;	
  need	
  ring	
  
resummaPon,	
  inclusion	
  of	
  gapped	
  phases,	
  etc.	
  

•  The	
  success	
  of	
  HTLpt	
  is	
  encouraging	
  for	
  our	
  field	
  since	
  it	
  is	
  
formulated	
  in	
  Minkowski	
  space	
  and	
  is	
  not	
  limited	
  to	
  the	
  
calculaPon	
  of	
  staPc	
  QGP	
  properPes	
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HTLpt	
  “Phase	
  Transi7on	
  Line”	
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Although	
  we	
  probably	
  shouldn’t	
  do	
  it	
  since	
  we	
  are	
  extrapolaPng	
  out	
  of	
  our	
  “region	
  of	
  
trust,”	
  we	
  can	
  solve	
  for	
  the	
  point	
  where	
  the	
  HTLpt	
  pressure	
  goes	
  to	
  zero	
  in	
  order	
  to	
  
extract	
  a	
  kind	
  of	
  phase	
  transiPon	
  line.	
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Pure	
  Glue	
  @	
  zero	
  chemical	
  potenPal	
  

J.O.	
  Andersen,	
  MS,	
  and	
  N.	
  Su,	
  1005.1603	
  	
  J.O.	
  Andersen,	
  MS,	
  and	
  N.	
  Su,	
  1005.1603	
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N.	
  Haque,	
  M.G.	
  Mustafa,	
  and	
  MS,	
  1302.3228	
   J.O	
  Andersen,	
  L.E.	
  Leganger,	
  MS,	
  and	
  N.	
  Su.,	
  1103.2528	
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J.O	
  Andersen,	
  L.E.	
  Leganger,	
  MS,	
  and	
  N.	
  Su.,	
  1103.2528	
  J.O	
  Andersen,	
  L.E.	
  Leganger,	
  MS,	
  and	
  N.	
  Su.,	
  1103.2528	
  

Nf	
  =	
  2+1+1	
  

Nf	
  =	
  2+1	
  


