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私のこれまでの若手夏の学校講義

・『量子ゲージ場の相』　　1979.8.6

・『Introduction to conformal symmetry and its applications』　1989.8

「この度、来年度の原子核三者若手夏の学校において弦理論パートの講義を
していただきたく、連絡させていただきました。講義の内容ですが、主に修
士の学生向けに弦理論の基礎からお話していただきたいと考えております。
その際、現在に至るまでの歴史的なエピソードを交えてお話していただける
とありがたいです。」　
　　　　　　　　　　　　　　２０１３年１０月２４日、重神さんからのメッセージ







「われわれをとりかこむ自然界に
生起するもろもろの現象
―ただし主として無生物にかんするもの―
の奥に存在する法則を、観察事実に
拠りどころを求めつつ追求すること」

プロローグ：物理学とは何だろうか



宇宙「ものさし」　　
（単位：ｃｍ）
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この宇宙の “超ミクロ” から “超マクロ” にわたる多様な現象，
ひいては、宇宙の起源、成り立ち、仕組を

できるだけ少数の基本的物理法則に基づき探求

物理学の法則が深化し普遍性が高まるとともに，
適用範囲・応用が広がり，

より多様な現象の理解へと地平が開けてきた

ミクロの方向の理解の深化が，マクロの方向の理解に役立ったり
逆に，

マクロの方向の理解で得られた新しい見方がミクロの方向の探求に役立つ

弦理論はその誕生と発展の経緯と現状から見て、その意義を正しく理解するは、

物理学の  歴史の中で位置づける ことも重要



T.Y. “String Theory”,    
J. Phys. Soc. J. 75(2007)
111020



「素粒子を点と思っていたので
は、’てん’で話にならない」

 湯川秀樹　(1907-1981)



 A brief history of string theory
1968  Veneziano model
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nism, renormalizabilty, quark confinement, and quantum
anomaly.

In the case of string theory, we have not yet arrived
at any satisfactory non-perturbative definition of string
theory, nor at primordial principles governing its struc-
ture. In spite of such an obscure status with respect to
its ultimate fate, it seems fair to say that string theory
has already provided us an entirely new perspective on
how gravity could be unified with other interactions on
the basis of quantum theory of strings and associated
branes. It also suggested a new viewpoint on the dynam-
ics of gauge-field theories in a way which has never been
envisaged without unification with general relativity via
string theory.

In this article, we try to convey the present situation
of string theory to physicists who are working in other
research fields than particle physics, explaining several
key ingredients of string theory and reviewing some of
important developments without technical details. For
mathematical expressions, we use the natural units in
which ! = 1 and c = 1 throughout this article.

2. Perturbative formulation of string theory
2.1 Discovery of relativistic strings

String theory evolved from a proposal made in the late
60s for a particular 2↔2 scattering amplitude, called the
‘Veneziano formula’,2 of mesons which satisfies a special
symmetry requirement called s-t ‘channel’ duality. The
latter demands that the amplitude is composed of ele-
ments such as the formula

V (s, t) =
∫ 1

0
dx x−α′s−α0−1(1 − x)−α′t−α0−1 (1)

which can equally be described by exchanges of particles
between two interacting particles

V (s, t) =
∞∑

n=0

rn(s)
t − m2

n

=
∞∑

n=0

rn(t)
s − m2

n

(2)

(first equality, ‘t-channel’ description) or through forma-
tion of resonance-like states (second equality, ‘s-channel’
description). Here, s and t are Lorentz invariant combina-
tions of energy-momenta s = −(p1+p2)2, t = −(p2+p3)2,
and α′ and α0 are two parameters. It soon turned out3
that this amplitude and its various generalizations can
be interpreted in terms of the dynamics of relativistic
open strings propagating space-time, provided α0 = 1.
The analogous amplitudes4 which correspond to closed
strings were also constructed.

For example, the pole singularities at s or t = m2
n =

(n− 1)/α′ are interpreted as representing possible states
of strings with definite (mass)2. There are an infinite
number of them corresponding to various vibrational
and rotational modes of strings. Actually, it also turned
that for completely consistent formulations of quantum
string theory,5 it is necessary that the space-time dimen-
sions must be at some particular value (critical dimen-
sions), 26, or if we want to include space-time (and world-
sheet) fermions6 consistently, at 10. In the latter case we
can eliminate the tachyonic ground state with negative
(mass)2 with n = 0, by demanding space-time supersym-
metries.7 This is the origin of the naming, superstring

theory. It was also understood that closed strings can
actually be generated by open strings, since one-loop am-
plitudes of open strings necessarily contain singularities
corresponding to the propagation of closed strings. In
other words, the s-t channel duality extended to loop am-
plitudes of strings implies that closed strings are channel-
dual to both open and closed strings.

2.2 World-sheet quantum mechanics of strings
We can formulate quantum string dynamics using a

path-integral over all possible configurations of world
sheets swept out by strings in space-time. In a symbolic
and abbreviated notation, the amplitudes are expressed
as

∑

{Σ}

g−χ(Σ)
s

∫

M
[dXdψ] exp

(
− 1

4πα′SΣ[X,ψ]
)

(3)

where the symbol {Σ} denotes the set of all in-equivalent
(two-dimensional) Riemann surfaces, and M is the set
of configurations of world sheets, described by fields
X,ψ, . . . defined on the Riemann surface. The manner
of how the constant α′ appears in this expression shows
that 1/α′ is essentially proportional to the energy, or ten-
sion, of the string per unit of length. As in the usual path
integrals, we have to specify some boundary conditions
corresponding to the initial and final states, which are
suppressed in the present symbolic notation. The action
SΣ is an integral over a given Riemann surface Σ and
takes the form∫

Σ
d2ξ L(X, ∂ξX,ψ, ∂ξψ, . . .)

with

L = gµν(X)∂z̄X
µ∂zX

ν + · · · (4)

where (ξ1, ξ2) with z = ξ1 + iξ2, z̄ = ξ1 − iξ2 are two-
dimensional coordinates parametrizing the Riemann sur-
face Σ. The space-time coordinates of strings are repre-
sented by fields Xµ(ξ) (µ = 1, 2, . . . , d − 1, 0 with last
index 0 being the time direction) on Σ, and gµν(X)
is the metric tensor of target space-time. The addi-
tional field variable ψ in (3) designates all other nec-
essary fields, which are used to describe non-orbital de-
grees of freedom, such as spins, associated with strings.
The constant gs, called string coupling constant, speci-
fies the weight of Riemann surfaces with various differ-
ent topologies. It is well known that the topologies of
Riemann surfaces are classified by the numbers of han-
dles and boundaries, (h and b respectively). The symbol
χ(Σ) ≡ 2 − 2h − b − pc − po/2 is the Euler number of
Riemann surface fixed by topology, with additional infor-
mation about the numbers, pc and/or po, of ‘punctures’
inserted in the bulk of Σ and/or on the boundaries, re-
spectively. The punctures essentially amount to attach-
ing infinite Riemann surfaces of cylinder topology (pc) or
of strip topology (po), which correspond to (initial and
final) external states of closed or open strings, respec-
tively, on their mass shell.

This description would look abstract at first sight, but
it is not difficult to capture basic concept if one imag-
ines an analogy with the notion of a particle propaga-
tor in ordinary quantum mechanics. In the latter case,
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 s-t (channel) duality
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Nambu-Goto action
Light-cone quantization, no-ghost theorem, critical dimensions (26 or 10)
Ultraviolet finiteness (modular invariance)
Neveu-Schwarz-Ramond model (inclusion of fermionic degrees of freedom)
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Developments related to field-theory/string connection  

 `Fishnet’ diagram interpretation, Nielsen-Olesen vortex
  Derivation of gauge theory, general relativity and supergravity from strings 

in the zero-slope limit   :    unification including gravity
  Construction of various supersymmetric gauge and gravity theories
  String picture from strong-coupling lattice gauge theory
  t` Hooft’s large N limit



1984~1989  First revolution in string theory

Green-Schwarz anomaly cancelation
Five consistent perturbative string vacua (IIA, IIB, I, 2xHetro)
Compactifications(T-duality, Calabi-Yau, ....), new connections to 
mathematics
CFT technique, renormalization group interpretation

1990~1994  Development of “old” matrix models and related models

 Double scaling limit
c=1 strings, 2D gravity, ‘non-critical’ strings
topological field theories and strings



Problems:

• Defined only in perturbation theory

5 possible perturbative string vacua

(type I, type IIA, type IIB, heterotic SO(32), heterotic E8 × E8)

• Defined in higher dimensional space-times (10 (or 26) dimensions).

Naive compactification leads innumerably many possible
perturbative vacua in 4 dimensions

↓

unpredictability, no definite prediction for low-energy 4 dimensional
world so far.

spacetime

dimensions

11

9

Perturbative Theories

Type I
Hetero

SO(32)

Hetero

 E8 x E8
Type IIA Type IIB10

M Theory

Circle Circle/Z2

HeteroType IType

IIAB

S duality

T duality

Cirlce Compactification

7



1995~present   
    Second revolution in string theory and various steady developments

discovery of D-branes
statistical interpretation of black-hole entropy in the BPS or near-BPS limits
conjecture of M-theory
New matrix models, membranes, ..... 
AdS/CFT correspondence, GKPW relation, ....
string landscape, .......
various applications of gauge-gravity correspondence

General idea of gauge-gravity correspondence

unification of two old ideas on strings from the 70s : 

hadronic strings for quark confinement from gauge theory
string theory for ultimate unification as an extension of general 
relativity
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What is string 
theory?

40年来の基本問題

strings (gravity)
 from gauge theory ?

or 

gauge theory from 
strings (gravity) ?
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First inception of relativistic strings from the Veneziano amplitude(Nambu, Susskind, .... 1969)

2 J. Phys. Soc. Jpn. Full Paper Author Name

nism, renormalizabilty, quark confinement, and quantum
anomaly.

In the case of string theory, we have not yet arrived
at any satisfactory non-perturbative definition of string
theory, nor at primordial principles governing its struc-
ture. In spite of such an obscure status with respect to
its ultimate fate, it seems fair to say that string theory
has already provided us an entirely new perspective on
how gravity could be unified with other interactions on
the basis of quantum theory of strings and associated
branes. It also suggested a new viewpoint on the dynam-
ics of gauge-field theories in a way which has never been
envisaged without unification with general relativity via
string theory.

In this article, we try to convey the present situation
of string theory to physicists who are working in other
research fields than particle physics, explaining several
key ingredients of string theory and reviewing some of
important developments without technical details. For
mathematical expressions, we use the natural units in
which ! = 1 and c = 1 throughout this article.

2. Perturbative formulation of string theory
2.1 Discovery of relativistic strings

String theory evolved from a proposal made in the late
60s for a particular 2↔2 scattering amplitude, called the
‘Veneziano formula’,2 of mesons which satisfies a special
symmetry requirement called s-t ‘channel’ duality. The
latter demands that the amplitude is composed of ele-
ments such as the formula

V (s, t) =
∫ 1

0
dx x−α′s−α0−1(1 − x)−α′t−α0−1 (1)

which can equally be described by exchanges of particles
between two interacting particles

V (s, t) =
∞∑

n=0

rn(s)
t − m2

n

=
∞∑

n=0

rn(t)
s − m2

n

(2)

(first equality, ‘t-channel’ description) or through forma-
tion of resonance-like states (second equality, ‘s-channel’
description). Here, s and t are Lorentz invariant combina-
tions of energy-momenta s = −(p1+p2)2, t = −(p2+p3)2,
and α′ and α0 are two parameters. It soon turned out3
that this amplitude and its various generalizations can
be interpreted in terms of the dynamics of relativistic
open strings propagating space-time, provided α0 = 1.
The analogous amplitudes4 which correspond to closed
strings were also constructed.

For example, the pole singularities at s or t = m2
n =

(n− 1)/α′ are interpreted as representing possible states
of strings with definite (mass)2. There are an infinite
number of them corresponding to various vibrational
and rotational modes of strings. Actually, it also turned
that for completely consistent formulations of quantum
string theory,5 it is necessary that the space-time dimen-
sions must be at some particular value (critical dimen-
sions), 26, or if we want to include space-time (and world-
sheet) fermions6 consistently, at 10. In the latter case we
can eliminate the tachyonic ground state with negative
(mass)2 with n = 0, by demanding space-time supersym-
metries.7 This is the origin of the naming, superstring

theory. It was also understood that closed strings can
actually be generated by open strings, since one-loop am-
plitudes of open strings necessarily contain singularities
corresponding to the propagation of closed strings. In
other words, the s-t channel duality extended to loop am-
plitudes of strings implies that closed strings are channel-
dual to both open and closed strings.

2.2 World-sheet quantum mechanics of strings
We can formulate quantum string dynamics using a

path-integral over all possible configurations of world
sheets swept out by strings in space-time. In a symbolic
and abbreviated notation, the amplitudes are expressed
as

∑

{Σ}

g−χ(Σ)
s

∫

M
[dXdψ] exp

(
− 1

4πα′SΣ[X,ψ]
)

(3)

where the symbol {Σ} denotes the set of all in-equivalent
(two-dimensional) Riemann surfaces, and M is the set
of configurations of world sheets, described by fields
X,ψ, . . . defined on the Riemann surface. The manner
of how the constant α′ appears in this expression shows
that 1/α′ is essentially proportional to the energy, or ten-
sion, of the string per unit of length. As in the usual path
integrals, we have to specify some boundary conditions
corresponding to the initial and final states, which are
suppressed in the present symbolic notation. The action
SΣ is an integral over a given Riemann surface Σ and
takes the form∫

Σ
d2ξ L(X, ∂ξX,ψ, ∂ξψ, . . .)

with

L = gµν(X)∂z̄X
µ∂zX

ν + · · · (4)

where (ξ1, ξ2) with z = ξ1 + iξ2, z̄ = ξ1 − iξ2 are two-
dimensional coordinates parametrizing the Riemann sur-
face Σ. The space-time coordinates of strings are repre-
sented by fields Xµ(ξ) (µ = 1, 2, . . . , d − 1, 0 with last
index 0 being the time direction) on Σ, and gµν(X)
is the metric tensor of target space-time. The addi-
tional field variable ψ in (3) designates all other nec-
essary fields, which are used to describe non-orbital de-
grees of freedom, such as spins, associated with strings.
The constant gs, called string coupling constant, speci-
fies the weight of Riemann surfaces with various differ-
ent topologies. It is well known that the topologies of
Riemann surfaces are classified by the numbers of han-
dles and boundaries, (h and b respectively). The symbol
χ(Σ) ≡ 2 − 2h − b − pc − po/2 is the Euler number of
Riemann surface fixed by topology, with additional infor-
mation about the numbers, pc and/or po, of ‘punctures’
inserted in the bulk of Σ and/or on the boundaries, re-
spectively. The punctures essentially amount to attach-
ing infinite Riemann surfaces of cylinder topology (pc) or
of strip topology (po), which correspond to (initial and
final) external states of closed or open strings, respec-
tively, on their mass shell.

This description would look abstract at first sight, but
it is not difficult to capture basic concept if one imag-
ines an analogy with the notion of a particle propaga-
tor in ordinary quantum mechanics. In the latter case,
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Assume                                    　　Then, we can represent the amplitude in 

terms of an infinite set of harmonic oscillators 
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mass (square) operator:

Vertex operator 
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This suggested to define a quantum ‘coordinate’ operator associated with this 
infinite-component harmonic oscillators. 
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Problems:
・states of negative metric (ghost)

・ground state = tachyon

The first difficulty can be resolved by the existence of WT-like identity
For the first excited state at 
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space-time supersymmetry

decouple as in QED

Negative metric states are decoupled！ 
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The analysis can be extended to arbitrary higher excited states when D=26, 
“critical space-time dimensions”.
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electric circuit analogy               world-sheet picture

conformal symmetry             WT-like identity

Virasoro-Shapiro model            closed string

K(吉川)S(崎田)V(irasoro)  program (higher loops)

Regge behavior with linearly rising trajectory

   (Chew-Frautschi plot)

massless spinning states            gauge theory and general relativity

Important properties and generalizations



P. H. Frampton, 
Dual Resonance Models, 

Academic Express, 1974 　より
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１９７０年代前半の段階では、弦理論が場の量子論とどういう関係があるのかさえ、明らかではなかった。
関連する問題の追求から、後の発展につながる多くのアイデアがその頃に芽生えた。

ゲージ理論、一般相対性理論から(超)弦理論へ　(個人的回想を含めて） 

The Birth of String Theory, 
  Cambridge Univ. Press，2012

1

Gravity from strings: personal reminiscences
of early developments
Tamiaki Yoneya

Institute of Physics, University of Tokyo
Komaba, Meguro-ku, Tokyo 153-8902, Japan

Abstract
I discuss the early developments of string theory with respect to its connec-

tion with gauge theory and general relativity from my own perspective. The

period covered is mainly from 1969 to 1974, during which I became involved

in research on dual string models as a graduate student. My thinking to-

wards the recognition of string theory as an extended quantum theory of

gravity is described. Some retrospective remarks on my later works related

to this subject are also given.

1.1 Prologue : an encounter with the dual string model
I entered graduate school at Hokkaido University, Sapporo, in April, 1969.

My advisor, Akira Kanazawa who was an expert in dispersion-theoretic ap-

proach to strong interactions, proposed to have a series of seminars on Regge

pole theory. However, the Regge pole theory was somewhat disappointing

for me. I felt that it was too formal and phenomenological in its nature.

Looking for some more favorable topics, I began studying the quantum field

theory of composite particles, which, I thought, might be useful to explain

the Regge behavior from the dynamics of fundamental particles. I read many

papers related to this problem such as those on compositeness criteria, on

the definition of asymptotic field for a composite particle, the Bethe-Salpeter

equation and so on. Although I felt that these subjects themselves were not

yet what I really would pursue, I enjoyed learning various different facets of

quantum field theory.

While still seeking subjects for my reseach, some senior students told me

that a spectacular new development, trigged off by a proposal made about

a year ago by Veneziano [Ven68], was springing up. After reading the paper

of Veneziano and some others which extended the Veneziano amplitude to

1





1970年代の素粒子論
現在の素粒子理論を支える方法論的・概念的基礎の多くのものは、

７０年代に築かれた。
クオーク模型がパートン描像と結びつき、ハドロンの複合模型として確立
弱い相互作用と電磁相互作用が、Weinberg-Salam理論により統一され、さらに強い相互作用
もクオーク間力の color ゲージ理論(QCD)として確立
クオークの新しい世代が発見され、WS理論と結びつき、３世代標準模型に結実

繰り込み理論、格子ゲージ理論、非摂動的古典解に関する発展により、ゲージ
場理論の性格についての理解が飛躍的に高まった
一方、50年代から始まった強い相互作用のS行列理論の発展からは、現在の弦
理論につながる新しい展開が起こった
こうした状況のもとで、「相互作用の統一」への動機づけも高まり、70年代中盤には、

「大統一」理論の最初の提案 (Georgi-Glashow,1974)も成された

しかし、素粒子論側からの重力理論(一般相対性理論)との結びつきに関する関心は、
全体としては、極めて希薄であった



素粒子物理
湯川中間子の発見
量子電気力学
Yang-Mills 理論
クォーク模型
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Dブレーンの場の理論
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dual 模型＝弦理論をゲージ理論と一般相対性理論の拡張と
看做すべきであることを指摘した初期の仕事



アインシュタインとディラックの遺産　　　　　　　　　　　　　
The real goal of my research has always been the simplification and unification of the 
system of theoretical physics. I attained this goal satisfactorily for macroscopic 
phenomena, but not for the phenomena of quanta and atomic structure. ...
                                                                                                   A. Einstein (1879-1955), 1939



a precursor to 
lattice gauge theory, string theory, .....

The lines would then be the elementary concept in terms of which the 
whole theory of electrons and the electromagnetic field would have to 
be built up. Closed lines would be interpreted as photons and open 
lines would have their ends interpreted as electrons or 
positrons. ...

P. A. M. Dirac (1902-1984), 1955

GAUGE-INVARIANT FORMULATION OF 

QUANTUM ELECTRODYNAMICS1 

ABSTRACT 

Electrodynamics is formulated so as to  be manifestly invariant under general 
gauge transformations, through being built up entirely in terms of gauge-invariant 
dynamical variables. The quantization of the theory can be carried out by the 
usual rules and meets with the usual difficulties. 

I t  is found that the gauge-invariant operation of creation of an electron 
involves the simultaneous creation of an electron and of the Coulomb field 
around it. The requirement of manifest gauge invariance preventsonefrom using 
the concept of an electron separated from its Coulomb field. 

GAUGE TRANSFORMATIONS 

A gauge transformation of the electromagnetic field changes the potentials 

= 0, 1 , 2 , 3 )  according to the law 

I n  the usual formulation of electrodynamics, one restricts the potentials by 

the condition 

[2 1 a ~ , / a x ,  = 0. 

Then, in order that the transformation [ I ]  shall preserve this condition, i t  is 

necessary that 

[31 a2s/ax, ax, = 0, 

so that the gauge transformations are restricted. 

It is possible to do without the condition [2], in which case S can be an  

arbitrary function of the four x's. One then gets an  electrodynamics with 

general gauge transformations. Such a formulation of electrodynamics has 

some advantages in that  (i) i t  is simpler, from a certain point of view, as i t  

does not make use of an  unnecessary condition, and (ii) i t  imposes stricter 

limitations on any alterations one may make when one tries to improve the 

theory. 

I t  will be shown here how one can develop electrodynamics without the con- 

ditions [2], [3] and can quantize it, keeping all the time to a formulation for 

which the invariance under general gauge transformations is manifest. 

THE LAGRPINGI.4N AND HAMILTONIAN 

We must work with the dynamical variables on a space-like three-dimen- 

sional surface in space-time and see how they are connected with the dynamical 

variables on a neighboring surface. These connections constitute the equations 

of motion. For simplicity we shall here deal only with the flat surfacesx~ = 

IManuscript received August 23, 1956. 
Contribution from St. John's College, Cambridge, England. 
This paper formed the subject of two lectures given a& the National Research Council at Otlawa 

on 10 and I2 August, 1955. 

Canadian Journal of Physics, 33(1955) 650



”DBI”(Dirac-Born-Infeld) action 
の起源

55年のアイデアと合体させれば
自然に南部後藤作用に行き着くが、
Dirac 自身は、そのことに思い当たら
なかったようだ。



Proc. Roy. Soc. London 144 Ser. A(1934)425

.... Einstein did not find this analogical construction convincing. 
Infeld and I found it attractive for a long time. We abandoned the 
theory for completely different reasons, namely, because we did 
not succeed in reconciling it with the principles of the quantum 
field theory. In any case this constituted the first attempt to 
overcome the difficulties of microphysics by means of a non-linear 
theory. Heisenberg’s theory of elementary particles, which is much 
talked about today, is also non-linear. But I am guessing. 

             from `The Born-Einstein Letters 1916-1955’, 
              M. Born (1882-1970), published in 1969.



2.  The rudiments of string theory:
             a short course of string quantum mechanics



弦とは 弦　fundamental string  (‘ F1’)

・太さ　＝ゼロ

・質量密度＝厳密に一定、弦理論の基本定数＝

：　長さの基本単位

閉じた弦　(closed string) ：　重力子　を含む

開いた弦　(open string)  ：　ゲージ場　を含む

1970年代は、「弦」をよく
 “Violin string”と呼んでいた． 

・closed string 　はすべての弦とある普
遍的な仕方で相互作用する

  つまり、「万有引力」を説明する

そして，closed string の相互作用の長
距離のふるまいは〔拡張された〕一般
相対性理論と調和する



+ + Feynman diagrams

for particles

Feynman diagrams

for closed Strings
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2.1 Basic ideas of perturbative string theory 

            particle Feynman rules                   string Feynman rules 

particle quantum mechanics

string quantum mechanics
=2D conformal field theory
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を用いて
dpµ(τ)

dτ
= 0 (2.18)

と書くことができる。
角運動量の定義についても触れておこう。非相
対論では角運動量はベクトルだが、相対論では反
対称 4テンソルの成分になる。

Mµν = xµpν − xνpµ (2.19)

を定義すると運動方程式と運動量エネルギー 4ベ
クトルの定義により、

d

dτ
Mµν = 0 (2.20)

が成り立つ。このテンソルの空間成分 M23 =
L1,M31 = L2,M12 = L3 が角運動量 L = x × p
の成分を与える (その他の成分の意味を考えるこ
とは読者の研究課題としておこう)。運動量、エ
ネルギー、角運動量等の物理量が質量がゼロのと
き有限の大きさを持つためには、粒子の速度が必
然的に光速度に等しくなければならないことが
(2.15), (2.16) 式の分母からわかる。

最後に、ちょと高度だが、これらの保存量のよ
り一般的な書き方について簡単に触れておこう。
それには時空の場としてのエネルギー運動量テン
ソル Tµν(x) を用いる。

Tµν(x) =
∫

dτe−1 dxµ

dτ

dxν

dτ
δ4(x − x(τ)) (2.21)

ここで用いた関数 δ4(x−y)はディラックのデルタ
関数と呼ばれるもので、xµ−yµ = 0だけでゼロで
ないが、積分すると１になる (

∫
d4xδ4(x−y) = 1)

という性質を持つ特別の関数である。このため任
意の関数 f(x) に対して

∫
d4x f(x)δ4(x − y) =

f(y) が成り立つ。運動方程式を用いると局所的
保存則

4∑

µ=1

∂µTµν(x) = 0 (2.22)

を証明できる。ここで ∂µ は ∂/∂xµ を略記した
ものである。以下たびたびこの記法を用いる。エ
ネルギー運動量テンソルによって粒子の運動量エ

9

察を進めよう。ラグランジアンが与えらえると解
析力学の方法に基づいて一般化運動量やハミルト
ニアン等を求めることができる。それを第 1の作
用にもとづいて行ってみよう。非相対論との比較
をしやすいように、再びパラメタを時間変数自身
τ = t に選ぶ。位置ベクトル x に対応する運動量
ベクトルは, 被積分関数であるラグランジアンを
dx
dt の各成分で偏微分して得られる

p =
1

e(τ)
dx
dt

である。一方、(2.10) から補助変数は

me(τ) =
√

1 − 1
c2

∣∣dx
dt

∣∣2 (2.14)

となるので、結局

p =
m√

1 − 1
c2

∣∣dx
dt

∣∣2
dx
dt

(2.15)

となる。この運動量ベクトルは,

E = mc2/

√
1 − 1

c2

∣∣dx
dt

∣∣2 (2.16)

と置くと
|p|2 − E2

c2
= −m2c2 (2.17)

を満たす。この関係式は任意の慣性系で成り立つ
ことから、組 (p,±E/c)が位置ベクトルと時間変
数の場合と同じように 4ベクトル (運動量エネル
ギー 4ベクトルと呼ぶ)としてふるまうことがわか
る。この 4ベクトルをローレンツ変換に対する変
換性が見やすくなるように、pµ = 1

e(τ)
dxµ

dτ , pµ =
1

e(τ)
dxµ

dτ と表してみると明らかになるように、上
の条件は pµpµ = −m2c2 となり、(2.10) と全く
同じことである。また、運動方程式の (2.10) 以
外の他の 4個の成分は dp

dt = 0, dE
dt = 0 であるこ

とが容易に確かめられる。 E の意味はもちろん
エネルギーである。前に第２の作用についてやっ
たと同じように光速度と粒子の速度の大きさの比
に関して展開すれば、E は速度が小さいとき静止
エネルギーと非相対論的運動エネルギーの和にな
ることがわかる。一般のパラメタの選び方に対し
ては、運動方程式は運動量エネルギー 4ベクトル
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dx
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(relativistic free) e. o. m. of particle

(x|ei(!−m2+iε)τ |y)

=
∫

[DxDp] exp i

∫ τ

0
ds

(
pµ(s)

dxµ(s)
ds

− H(p(s)) + iε
)
, (1.47)

H(p(s)) = (pµ(s))2 + m2, xµ(τ) = xµ, xµ(0) = yµ (1.48)

これを用いたときのグリーン関数はパラメタ τ についてさらに０から無限大ま
で積分しなければならないことに注意．これは，このパラメタが実際の ‘時間’

間隔 |xD − yD| と直接関係していないことによる．τ はローレンツ変換のもと
で変化しない量であり，固有時パラメタと称されることが多い．ただし，古典
的（非量子論）な特殊相対性理論で定義される固有時とは別ものであるから混
乱しないでほしい．
いったんユークリッド空間でグリーン関数を定義するのには形式上次のよう
な利点がある．ユークリッド空間でグリーン関数を考えた場合は，通常運動量
空間での積分は特異点に遭遇しないので，積分路の選択に関するあいまいさは
存在せず無限に広い空間でのグリーン関数は一意的に定まる．一般には空間に
境界を設定して制限して考える場合に境界に近づく極限での関数の振る舞いの
選び方に依存してグリーン関数が定まるが，境界を持たない無限空間の場合に
は関数が無限に遠くでゼロになるという条件だけで一意的に定まるのである．
従って，ミンコフスキー空間のファインマン伝播関数は，ユークリッド時空で
一意的に定まっているグリーン関数から，空間のひとつの方向を時間とみなし
て純虚数に解析接続して得られる一意的な関数であることになる．
ユークリッド化することにはもうひとつ利点がある．上の式では固有時積分
を有意味にするためにまだ後にゼロにするパラメタ ε が入っている．しかし，
ハミルトニアンが常に正であるため固有時の積分方向を 90度回転して虚数軸
に沿った方向にとりなおすことが許される．すなわち，τ → −iτ, s → −is に
より

exp i

∫ τ

0
ds

(
pµ(s)

dxµ(s)
ds

− H(p(s)) + iε
)

(1.49)

↓

exp
∫ τ

0
ds

(
i pµ(s)

dxµ(s)
ds

− H(p(s))
)

(1.50)

と置き換えができる．これは前の運動量空間の積分表示 (1.43) を最初から虚数
を用いないで

1
−p2 − m2

= −
∫ ∞

0
dτ e−(p2+m2)τ (1.51)

として経路積分を行うことと同じことである．この置き換えを行っても経路積
分の値は変化しない一方，固有時に関する積分はパラメタ ε なしで有意味に実
行できるから，積分の前にゼロとおいてもよい．従って，ファインマン伝播関数
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話になるが、考え方はそのまま弦に拡張されるこ
とを念頭において読んでいただきたい。
慣性系で力を受けずに自由運動している粒子の
非相対論的な運動方程式は

d2x
dt2

= 0 (2.1)

と書ける。ここで xは時間変数 tの関数としての
粒子の 3次元位置座標ベクトルである。一般解は
x = x0 +vt である。v が速度ベクトル、x0 は初
期時刻 t = 0における位置ベクトルを表す。力が
働いていないとき粒子が等速直線運動するという
この結果そのものは相対論でも成り立つのだが、
時間変数と位置変数の現れ方が対称でないため、
特殊相対性原理が明らかな形になっていない。特
殊相対性原理は、位置変数と時間変数が慣性系の
取り替えにより、(x, t) → (x′, t′)のように変換し
たとき運動方程式が同じ形でなければならないと
いうことである。もとの変数とダッシュがついた

新しい変数は 1次変換 (ローレンツ変換)

x′µ =
4∑

ν=1

Lµ
νxν (2.2)

によって結ばれている。ただし、xi, i = 1, 2, 3 は
位置座標ベクトルの 3個の成分を表し、x4 = ct

(c は光の伝わる速度) と定義されている。xµ を
上つき 4ベクトル (正式の名称は共変ベクトル)と
呼ぶ。この４ベクトルのなす空間を４次元ミンコ
フスキー空間と呼ぶ。後の便利のために、下つき
4ベクトル (反変ベクトル)を xµ を xi = xi (i =
1, 2, 3), x4 = −ct で定義する。 これを用いると、
ローレンツ変換 Lµ

ν は次の条件を満たすもので
ある。

4∑

µ=1

xµxµ =
4∑

µ=1

x′
µx′µ. (2.3)

つまり、ミンコウスキ空間の意味での内積を不変
に保つ。この内積を用いて定義した距離を不変距
離と呼ぶ。
運動方程式がある対称性を満たすように理論を
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with constraint

xµ(τ)

xµ(τ, σ)

(
∂2

∂τ2 −
∂2

∂σ2)x
µ = 0

P2
τ + P2

σ = 0, Pτ · Pσ = 0

Pµ
τ =

∂xµ
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∂xµ

∂σ

xµ(τ)
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∂2
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generators of conformal transformation:
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T±± =
1

2
(Pτ ± Pσ)2

[T±±(σ), xµ(σ′)]PB = (Pτ ± Pσ)(σ)δ(σ − σ′)
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world-sheet 
conformal invariance

V (p) = exp

(
ip

∞∑

n=1

√
α′a†

n√
n

)
exp

(
ip

∞∑

n=1

√
α′an√
n
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2
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generator of coordinate transformation



Consistency of constraints

particles :  conservation law 

む自由伝播の運動方程式として単純でなじみ深いのは，２次元の波動方程式
(

∂2

∂τ2
− ∂2

∂σ2

)
xµ(τ, σ) = 0 (1.11)

である．これは，もし弦が限りなく縮んで σ 依存性が無視出来る場合は粒子の
運動方程式に帰着するから，確かに自然な拡張である．
では，質量条件に当たる拘束条件がどうなるであろうか．まず，空間方向の
パラメタ σ の選び方には不定さがある．この不定さを取り除くため， τ の方
向と時空中で直交する方向に選ぶのが自然である．その条件は

∂x

∂τ

∂x

∂σ
= 0 (1.12)

である．粒子の場合，質量条件を課せるのは，それが運動方程式と両立するか
らであった（つまり d

dτ (p2 + m2) = 0），そこで，条件 (1.12) と運動方程式
が両立するかどうかを見てみよう．上の波動方程式を用いて次の関係式が導か
れる．

∂

∂τ

(
∂x

∂τ

∂x

∂σ

)
=

1
2

∂

∂σ

((
∂x

∂τ

)2

+
(

∂x

∂σ

)2
)

,

∂

∂σ

(
∂x

∂τ

∂x

∂σ

)
=

1
2

∂

∂τ

((
∂x

∂τ

)2

+
(

∂x

∂σ

)2
)

(1.13)

これから，条件 (1.12) のもとでは
(

∂x
∂τ

)2 +
(

∂x
∂σ

)2 は τ,σ によらない定数でな
ければならない．実はこの定数はゼロでなければならないことが以下の議論か
ら結論される．
本来，弦を量子論で扱わなければならない．しかし，量子論が整合的にでき
るためには，少なくとも対応する古典理論の正準形式が整合的である必要であ
る．そこで，まず上の古典理論の正準形式がどういう構造をしているか考えよ
う．運動方程式 (1.11) に導く作用は

Sstring =
1

4πα′

∫∫
dτdσ

[(
∂x

∂τ

)2

−
(

∂x

∂σ

)2
]

(1.14)

である．これから一般化座標 xµ(τ,σ) に対する一般化運動量

pµ(τ,σ) =
1

2πα′
∂xµ(τ, σ)

∂τ
(1.15)

により，拘束条件に現われる２つの関数を (τ の表記は省略）

T00(σ) ≡ 1
2

(
2πα′p(σ)2 +

1
2πα′

(
∂x

∂σ

)2
)

, T01(σ) ≡ p(σ)
∂x(σ)

∂σ

(1.16)

と表せる．上の作用で前の係数が含むパラメタ α′ は作用の次元を無次元にす
るために定義された定数で傾斜パラメタと呼ばれる．そうすると，この理論の
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課題 1.2

粒子のときの作用汎関数 (1.6) に対応する弦理論の作用は

Sstring[x(τ, σ)] = − 1
4πα′

∫∫
d2ξ

√
−det γ(ξ)γab(ξ)gµν(x)

∂xµ

∂ξa

∂xν

∂ξb

(1.23)

である．ここで， ξa (a = 1, 0) 世界面上の座標としての２次元パラメタで，
γab(ξ) = γba(ξ) はその座標での２次元面の計量テンソルである．また， gµν(x)

は，弦が運動する時空の計量テンソルで，当面は平坦時空を考えるので gµν = ηµν

としてよい．一般相対性理論ですでに知っているように，この作用は２次元面
の一般座標変換のもとで不変である．
(1) それだけではなく時空座標 xµ の座標変換のもとでも不変であることを確
かめよ．

(2) 次に， γab および xµ の変分により，運動方程式を導け．
(3) γab の変分で得られる関係式を用いると

√
−det γ(ξ)γab(ξ) は，xµ(ξ) で

表せることを示せ．そこで，その結果を作用 (1.23) に代入した結果は

SNG = − 1
2πα′

∫∫
dξ

√
−det ∂ax∂bx (1.24)

に等しいことを確かめよ．この形の作用を南部・後藤作用と呼ぶ．問 1.1(2)

と比較してその意味を考察せよ．
(4) ２次元座標を，2次元計量テンソルが

γab = ρ(ξ)ηab　　 (ρ(ξ) > 0) (1.25)

の形を取るように選べることを示せ．ρ(ξ) は適当なスカラー関数である．
このときの２次元座標パラメタ（共形座標と呼ぶ）を (ξ1, ξ0) = (σ, τ) と
置くと，設問 (2) で得られた運動方程式は (1.19) および (1.20) に帰着す
ることを確かめよ．

(5) もし，作用 (1.23) に新しく項 λ
∫∫

d2ξ
√
−det γab と加えたとしよう．γab

の変分で得られる条件を調べ，このとき解は det γab = 0 を満たすものし
か許されないことを示し，その意味を考察せよ．

1.3 共形不変性とその役割
相対論的粒子の場合の拘束条件 p2 + m2 = 0 に現れる表式 (p2 + m2)/2 は，

{(p2 + m2)/2, xµ(τ)} = −∂τxµ(τ) (1.26)

を満たし，固有時パラメタ τ の並進に関する無限小正準変換の生成子に他なら
ない．一方，弦の拘束条件については
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or

ポアッソン括弧は

{xµ(σ1), pν(σ2)} = δµ
ν δ(σ1 − σ2)

{xµ(σ1), xµ(σ2)} = 0, {pµ(σ1), pν(σ2)} = 0 (1.17)

である．これを用いて T00, T01 のポアッソン括弧を計算すると

{T01(σ1), T01(σ2)} = T01(σ1)δ′(σ1 − σ2)

{T01(σ1), T00(σ2)} = T00(σ1)δ′(σ1 − σ2)
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が得られる．量子化されたときには，ポアッソン括弧は交換関係に置き換わる
ことから納得できるように，拘束条件どうしのポアッソン括弧自体もゼロでな
ければならない．これらの関数を定数とする拘束条件が許されるのは，上の括
弧式の右辺がゼロと置けるときだけである．第２式の右辺に T00 が現れている
ことから，確かに

(
∂x
∂τ

)2 +
(

∂x
∂σ

)2 もゼロでなければならないと結論される．
このように，弦の自由運動を支配する方程式と拘束条件は

∂pµ

∂τ
=

1
2πα′

∂2xµ

∂σ2
, (1.19)

T00 = 0, T01 = 0 (1.20)

である．拘束条件の意味を考えよう．条件 T01 = 0 は， σ が一般化運動量と直
交する方向を向いていることを要請するわけだが，２次元パラメタ空間 (τ, σ)

上の場の理論の立場から見ると，T01 はもともと σ 方向のエネルギーの流れの
密度，つまり運動量密度に他ならない．その立場では，T00 はエネルギー密度
そのものである．このとき，関係式 (1.13), (1.13) は保存則

∂τT00 = ∂σT01, ∂τT10 = ∂σT11 (1.21)

を表す．ただし，

T11 = T00, T10 = T01 (1.22)

従って，拘束条件は２次元場のエネルギー運動量密度をゼロとする条件になっ
ている．通常はそれでは意味のある物理系を表すことができない．弦でそれ
が意味を持つのは，それらのうち xµ や pµ の時間成分 µ = 0 の寄与が空
間成分と逆符号になっているからである．つまり，T00 = 0 は，この意味で
空間方向の寄与と時間方向の寄与がちょうどバランスして打ち消す条件になっ
ているわけである．また，極限 ∂x

∂σ → 0 を取ると p2 → 0 となり，この弦は
粒子の極限では質量ゼロの粒子を表すことがわかる．粒子極限をとらなくて
も，もし弦に沿ったある点で ∂x

∂σ = 0 なら，その点で p2 = 0 であるから，弦
が折れ曲がるような点があるとそこでは弦は光速で運動していることになる．
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{T±±(τ,σ), xµ(τ,σ′)} = −δ(σ − σ′)(∂τ ± ∂σ)xµ(τ, σ) (1.27)

が成り立つ（複合同順）．ただし，

T±± = T00 ± T01 =
1
2

(√
2πα′ p ± 1√

2πα′
x′(σ)

)2

(1.28)

と定義してある∗1）．これから，T±± は，２つの任意関数 f+(z), f−(z) による
座標変換

z± ≡ τ ± σ → (z′)± = τ ′ ± σ′ = f±(τ ± σ) (1.29)

の無限小生成子であることが分かる．この変換は，世界面の２次元ミンコフス
キー計量 ds2 = dσ2 − dτ2 の形を不変

(dz′)+(dz′)− =
df+(z+)

dz+

df−(z−)
dz−

dz+dz− (1.30)

に保ち，そのスケールを一つの関数 df+(z+)
dz+

df−(z−)
dz− 倍だけ変える変換になって

いる．この形の座標変換を共形座標変換と呼ぶ．また，一般に計量に着目した
とき，全体のスケールだけ異なった計量に移ることをワイル (Weyl) 変換と呼
ぶ．言い換えると，共形座標変換とは，それによる計量の変化がワイル変換の
形をとるような座標変換である．

課題 1.3

1. 作用 (1.23) は２次元計量の任意のワイル変換 γab(ξ) → ρ(ξ)γab(ξ) に対
して不変であることを確かめよ．これと作用の一般座標不変性を組み合わ
せて，条件 (1.25) のもとで作用が共形座標変換のもとで不変であることを
説明せよ．

相対論的粒子の場合の並進変換 τ → τ + c (c =定数）に比べて，共形変換は
無限に多くのパラメターを含む対称性である．一般に対称性があるとそれに対
応して保存する物理量が存在する．粒子の場合，p2 がそれである．弦の場合に
は無限に多くの保存量があるわけだが，それは T±± 自身である．実際，

∂z∓T±± = 0 (1.31)

が導かれる．この式は， T++, T−− がそれぞれ z+ = τ + σ, z− = τ − σ の方
向の並進に対して保存されることを意味している．言い換えると，それぞれは
z+, z− のみに依存して，z−, z+ には依存しない．関数としての保存であるか
ら，無限に多くの保存量を表している．もし，形式的に τ を虚数軸に回転して
得られる z± → −iτ ±σ を改めて −iz,−iz̄ と置いて，複素座標 z = τ + iσ を

*1） 以下しばしば，微分を記号 ẋ = ∂x/∂τ, x′ = ∂x/∂σ を用いる．
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Action principles :

relativistic particle mechanicsS2[x(ξ), γ(ξ)] =
∫ 1

0
dξ

1
2
√

γ(ξ)
[
γ(ξ)−1

(dx

dξ

)2
− m2

]
(2.3)

が最も単純なものである．ただし，計量関数も独立に変分される力学変数とし
て扱う．実際，γ の変分により

γ = − 1
m2

(dx

dξ

)2
(2.4)

が得られる．これにより作用 S2 から計量を消去して軌道関数だけの作用を求
めると S1 に一致する．どちらの作用によっても古典論の意味での相対論的自
由粒子の正しい記述が得られる．たとえば，作用 S2 のラグランジアン密度を
L2 として，運動量は

Pµ =
∂L2

　∂
(

dx
dξ

) =
1
√

γ

dxµ

dξ
(2.5)

に等しいから，式 (2.4) とあわせることにより運動方程式と質量条件
dP

dξ
= 0, P 2 = −m2 (2.6)

が導かれる．しかし，作用 S1 では質量が最初からゼロの粒子を扱えないので，
作用 S2 のほうがより一般的な適用性を持っている．
相対論的粒子の作用 S2 に基づいた正準形式について，もう少しだけ議論して
おこう．パラメタ ξ は任意に選べるから，たとえば時間座標そのもの ξ = t = x0

を選んでもよい．このとき，正準座標としての力学変数は，空間座標 xi(t) そ
の正準共役運動量

pi =
∂L2

∂(dxi/dt)
=

1
√

γ

dxi

dt

である．また，拘束条件は

m
√

γ =

√
1 −

(dxi

dt

)2

に帰着する．これらはいずれも，すでに導いた一般式で ξ = t と置いて得られ
るものと一致している．このとき，特にもとの共変運動量 Pµ の時間成分

P0 =
1
√

γ
=

m√
1 −

(
dxi

dt

)2
= m +

1
2
m

(dxi

dt

)2
+ · · ·

はちょうど自由粒子のエネルギーと解釈できる．第１項が静止エネルギーである．

2.2 作用原理から経路積分へ
次に，経路積分の立場から第 2の作用原理に基づいた量子論を定義すること
を試みよう．以下の方法は実は弦理論では非常に重要な役割を果たす．経路積
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path-integral quantization of this action, using zeta-function regularization, 
automatically leads to (Feynman) propagator and vacuum loops

結局，以上をまとめると粒子の相対論的な作用原理にもとずいた経路積分に
より得られる振幅は

N

√
2
π

∫ ∞

0
dτ

∫
[df(s)][dx(s)] exp

(
− 1

2

∫ τ

0
ds

[(dx

ds

)2 + m2
])

(2.42)

に等しい．ここで，積分されるものは一般座標変換の方向には依存しないから
その体積

∫
[df(s)] (実は無限大）が全体に定数としてかかっていることになる

が，正規化定数 N に吸収できる．正規化定数は，この積分を前節までに議論
してきた伝搬函数を比較して決めることができる．実際，正規化定数の不定さ
を除けば，この振幅は伝搬函数と一致している．指数関数の肩の積分はミンコ
フスキー空間に戻って（s → is, τ → iτ, xD → x0）ハミルトニアンと一般化
運動量をそれぞれ

H =
1
2
(p2 + m2), p =

dx(s)
ds

としたときのラグランジアン ( ×i)に等しいからである．

L =
∫

ds
[
p(s)

dx(s)
ds

− H
]
, p =

∂L

∂
(

dx
ds

)

非相対論的な場合の (1.29) と同じようにして運動量空間の経路積分を行って軌
道函数の経路積分の測度 [Dx] を定義することにより，正規化定数を

N

√
2
π

[df(s)][dx(s)] =
1
2
[Dx(s)]

であるように選べば相対論的なユークリッド化したときの伝搬函数
∫ ∞

0
dτ

∫
[Dx(s)] exp

(
− 1

2

∫ τ

0
ds

[(dx

ds

)2 + m2
])

=
∫ ∞

0
dτ〈x|e−(−!+m2)τ |y)

が得られることがわかる (τ/2 → τ としたのに注意)．こうして，非相対論的な
粒子の量子力学から伝搬函数を導いたことの相対論的な場合への自然な一般化
ができたわけである．

2.3 正規化定数について
ここで正規化定数についてもう少し調べておこう．ファインマンの経路積分
の測度の正規化は非相対論的なグリーン函数の経路積分表示と比較すると以下
の式が成り立つように定義されている.∗1）

*1） ユークリッド化されているため，非相対論的な伝搬函数の計算と比較するには τ → −iτ

としなければならないのに注意．
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粒子の量子力学から伝搬函数を導いたことの相対論的な場合への自然な一般化
ができたわけである．

2.3 正規化定数について
ここで正規化定数についてもう少し調べておこう．ファインマンの経路積分
の測度の正規化は非相対論的なグリーン函数の経路積分表示と比較すると以下
の式が成り立つように定義されている.∗1）

*1） ユークリッド化されているため，非相対論的な伝搬函数の計算と比較するには τ → −iτ

としなければならないのに注意．
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と求まる．もちろん，ここでも一見発散する無限積はゼーター函数を用いて解
析接続により計算した．つまり，粒子の対生成と対消滅を表す振幅は，もし通
常の伝搬函数と同じ正規化定数を採用すれば，表式
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で与えられることがわかった (τ/2 → τ)．これは時空の並進不変性を反映して
軌道の始点＝終点の時空座標にはよらない．しかし，このままでは τ の積分が
積分の下限近く τ → 0 で発散してしまう．固有時パラメタ τ が小さくなると
運動量の大きいところの寄与がどんどん大きくなるから，この発散は実は大き
い運動量とエネルギーの寄与，言い換えると時空の距離で言うと限りなく短い
時空距離の寄与と言える．この発散の意味については後に詳しく論ずる．粒子
の対生成と対消滅は，相対論と量子力学を組み合わせると必然的に生じる効果
だが，このように無限大の問題をはらんでいるのである．
真空の揺らぎの本性を理解するため、(2.59) の運動量積分を空間部分だけに
なるように変形してみよう。
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運動量の大きいところの寄与がどんどん大きくなるから，この発散は実は大き
い運動量とエネルギーの寄与，言い換えると時空の距離で言うと限りなく短い
時空距離の寄与と言える．この発散の意味については後に詳しく論ずる．粒子
の対生成と対消滅は，相対論と量子力学を組み合わせると必然的に生じる効果
だが，このように無限大の問題をはらんでいるのである．
真空の揺らぎの本性を理解するため、(2.59) の運動量積分を空間部分だけに
なるように変形してみよう。
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により、
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∫
dDp
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e−(p2+m2)τ =

1
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∫
dD−1p
(2π)D

e−(p2+m2)τ (2.60)

もちろん、τ = 0は相変わらず特異点だが、冪が −3/2 になったので、実はこ
れまでも何度か用いた解析接続の方法で発散を回避できる。それにはガンマ関
数の公式

∫ ∞

0
dτ τa−1e−τL = L−a

∫ ∞

0
dτ τa−1e−τ = L−aΓ(a) (2.61)

を用いる。つまり、
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√
p2 + m2 (2.62)

ただし、Γ(−1/2) = −2
√

π を用いた。
もともと真空揺らぎによる粒子の対生成・消滅は時空のどこでも独立に起こっ
てよいので、ユークリッド化した振幅の寄与は、時空の体積を V T (V は空間
体積、T は時間間隔)

exp
[
±V T

1
2
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0

dτ

τ

∫
dDp

(2π)D
e−(p2+m2)τ

]
(2.63)

± はボース粒子 (+)かフェルミ粒子 (−)に対応する。粒子統計性による符号
の違いは、時空の同じループを２重に回る寄与が、２個の１重ループの寄与と
同じであるべきであることから決まる。従って振幅は

exp

[
∓T

1
2

∑

p

√
p2 + m2

]
(2.64)

に他ならない。ミンコフスキーに戻すと、
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1
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√
p2 + m2

]
(2.65)

ただし、ここでは有限体積だとして運動積分をV
∫ dD−1p

(2π)D−1 =
∑

p により離散和
に直した。これは真空揺らぎの寄与が、実は零点エネルギー εp = 1

2

√
p2 + m2

の寄与に他ならないことを表している。次の章で見るように、粒子は量子化さ
れた場の、ちょうど粒子エネルギーに等しい角振動数 ωp =

√
p2 + m2 の振動

モードとして現れるのである。また、この議論からもループ振幅の発散は、運
動量が限りなく大きくなるのに起因することがわかる。
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体積、T は時間間隔)

exp
[
±V T

1
2

∫ ∞

0

dτ

τ

∫
dDp

(2π)D
e−(p2+m2)τ

]
(2.63)

± はボース粒子 (+)かフェルミ粒子 (−)に対応する。粒子統計性による符号
の違いは、時空の同じループを２重に回る寄与が、２個の１重ループの寄与と
同じであるべきであることから決まる。従って振幅は

exp

[
∓T

1
2

∑

p

√
p2 + m2

]
(2.64)

に他ならない。ミンコフスキーに戻すと、

exp

[
∓iT

1
2

∑

p

√
p2 + m2

]
(2.65)

ただし、ここでは有限体積だとして運動積分をV
∫ dD−1p

(2π)D−1 =
∑

p により離散和
に直した。これは真空揺らぎの寄与が、実は零点エネルギー εp = 1

2

√
p2 + m2

の寄与に他ならないことを表している。次の章で見るように、粒子は量子化さ
れた場の、ちょうど粒子エネルギーに等しい角振動数 ωp =

√
p2 + m2 の振動

モードとして現れるのである。また、この議論からもループ振幅の発散は、運
動量が限りなく大きくなるのに起因することがわかる。
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relativistic strings

課題 1.2

粒子のときの作用汎関数 (1.6) に対応する弦理論の作用は

Sstring[x(τ,σ)] = − 1
4πα′

∫∫
d2ξ

√
−det γ(ξ)γab(ξ)gµν(x)

∂xµ

∂ξa

∂xν

∂ξb
(1.23)

である．ここで， ξa (a = 1, 0) 世界面上の座標としての２次元パラメタで，
γab(ξ) = γba(ξ) はその座標での２次元面の計量テンソルである．また， gµν(x)

は，弦が運動する時空の計量テンソルで，当面は平坦時空を考えるので gµν = ηµν

としてよい．一般相対性理論ですでに知っているように，この作用は２次元面
の一般座標変換のもとで不変である．
(1) それだけではなく時空座標 xµ の座標変換のもとでも不変であることを確
かめよ．

(2) 次に， γab および xµ の変分により，運動方程式を導け．
(3) γab の変分で得られる関係式を用いると

√
−det γ(ξ)γab(ξ) は，xµ(ξ) で

表せることを示せ．そこで，その結果を作用 (1.23) に代入した結果は

SNG = − 1
2πα′

∫∫
dξ

√
−det ∂ax∂bx (1.24)

に等しいことを確かめよ．この形の作用を南部・後藤作用と呼ぶ．問 1.1(2)

と比較してその意味を考察せよ．
(4) ２次元座標を，2次元計量テンソルが

γab = ρ(ξ)ηab　　 (ρ(ξ) > 0) (1.25)

の形を取るように選べることを示せ．ρ(ξ) は適当なスカラー関数である．
このときの２次元座標パラメタ（共形座標と呼ぶ）を (ξ1, ξ0) = (σ, τ) と
置くと，設問 (2) で得られた運動方程式は (1.19) および (1.20) に帰着す
ることを確かめよ．

(5) もし，作用 (1.23) に新しく項 λ
∫∫

d2ξ
√
−det γab と加えたとしよう．γab

の変分で得られる条件を調べ，このとき解は det γab = 0 を満たすものし
か許されないことを示し，その意味を考察せよ．

1.3 共形不変性とその役割
相対論的粒子の場合の拘束条件 p2 + m2 = 0 に現れる表式 (p2 + m2)/2 は，

{(p2 + m2)/2, xµ(τ)} = −∂τxµ(τ) (1.26)

を満たし，固有時パラメタ τ の並進に関する無限小正準変換の生成子に他なら
ない．一方，弦の拘束条件については

{T±±(τ,σ), xµ(τ,σ′)} = −δ(σ − σ′)(∂τ ± ∂σ)xµ(τ,σ) (1.27)
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“mass term”                                 is not allowed, leading to an inconsistency 

because of the local symmetry (Weyl invariance)
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が成り立つ（複合同順）．ただし，

T±± = T00 ± T01 =
1
2

(√
2πα′ p ± 1√

2πα′
x′(σ)

)2

(1.28)

と定義してある∗1）．これから，T±± は，２つの任意関数 f+(z), f−(z) による
座標変換

z± ≡ τ ± σ → (z′)± = τ ′ ± σ′ = f±(τ ± σ) (1.29)

の無限小生成子であることが分かる．この変換は，世界面の２次元ミンコフス
キー計量 ds2 = dσ2 − dτ2 の形を不変

(dz′)+(dz′)− =
df+(z+)

dz+

df−(z−)
dz−

dz+dz− (1.30)

に保ち，そのスケールを一つの関数 df+(z+)
dz+

df−(z−)
dz− 倍だけ変える変換になって

いる．この形の座標変換を共形座標変換と呼ぶ．また，一般に計量に着目した
とき，全体のスケールだけ異なった計量に移ることをワイル (Weyl) 変換と呼
ぶ．言い換えると，共形座標変換とは，それによる計量の変化がワイル変換の
形をとるような座標変換である．

課題 1.3

1. 作用 (1.23) は２次元計量の任意のワイル変換 γab(ξ) → ρ(ξ)γab(ξ) に対
して不変であることを確かめよ．これと作用の一般座標不変性を組み合わ
せて，条件 (1.25) のもとで作用が共形座標変換のもとで不変であることを
説明せよ．

相対論的粒子の場合の並進変換 τ → τ + c (c =定数）に比べて，共形変換は
無限に多くのパラメターを含む対称性である．一般に対称性があるとそれに対
応して保存する物理量が存在する．粒子の場合，p2 がそれである．弦の場合に
は無限に多くの保存量があるわけだが，それは T±± 自身である．実際，

∂z∓T±± = 0 (1.31)

が導かれる．この式は， T++, T−− がそれぞれ z+ = τ + σ, z− = τ − σ の方
向の並進に対して保存されることを意味している．言い換えると，それぞれは
z+, z− のみに依存して，z−, z+ には依存しない．関数としての保存であるか
ら，無限に多くの保存量を表している．もし，形式的に τ を虚数軸に回転して
得られる z± → −iτ ±σ を改めて −iz,−iz̄ と置いて，複素座標 z = τ + iσ を
定義すると，共形変換は複素座標変換 z → z′ = f(z) を表す．このことから，
共形座標変換を議論するには，この操作により複素関数論の道具・言葉を用い

*1） 以下しばしば，微分を記号 ẋ = ∂x/∂τ, x′ = ∂x/∂σ を用いる．
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{(p2 + m2)/2, xµ(τ)} = −∂τxµ(τ) (1.26)

を満たし，固有時パラメタ τ の並進に関する無限小正準変換の生成子に他なら
ない．一方，弦の拘束条件については

{T±±(τ,σ), xµ(τ,σ′)} = −δ(σ − σ′)(∂τ ± ∂σ)xµ(τ,σ) (1.27)

8 第 1講 弦理論はどう定義されているか

む自由伝播の運動方程式として単純でなじみ深いのは，２次元の波動方程式
(

∂2

∂τ2
− ∂2

∂σ2

)
xµ(τ,σ) = 0 (1.11)

である．これは，もし弦が限りなく縮んで σ 依存性が無視出来る場合は粒子の
運動方程式に帰着するから，確かに自然な拡張である．
では，質量条件に当たる拘束条件がどうなるであろうか．まず，空間方向の
パラメタ σ の選び方には不定さがある．この不定さを取り除くため， τ の方
向と時空中で直交する方向に選ぶのが自然である．その条件は

∂x

∂τ

∂x

∂σ
= 0 (1.12)

である．粒子の場合，質量条件を課せるのは，それが運動方程式と両立するか
らであった（つまり d

dτ (p2 + m2) = 0），そこで，条件 (1.12) と運動方程式
が両立するかどうかを見てみよう．上の波動方程式を用いて次の関係式が導か
れる．

∂

∂τ

(
∂x

∂τ

∂x

∂σ

)
=

1
2

∂

∂σ

((
∂x

∂τ

)2

+
(

∂x

∂σ

)2
)

,

∂

∂σ

(
∂x

∂τ

∂x

∂σ

)
=

1
2

∂

∂τ

((
∂x

∂τ

)2

+
(

∂x

∂σ

)2
)

(1.13)

これから，条件 (1.12) のもとでは
(

∂x
∂τ

)2 +
(

∂x
∂σ

)2 は τ,σ によらない定数でな
ければならない．実はこの定数はゼロでなければならないことが以下の議論か
ら結論される．
本来，弦を量子論で扱わなければならない．しかし，量子論が整合的にでき
るためには，少なくとも対応する古典理論の正準形式が整合的である必要であ
る．そこで，まず上の古典理論の正準形式がどういう構造をしているか考えよ
う．運動方程式 (1.11) に導く作用は

Sstring =
1

4πα′

∫∫
dτdσ

[(
∂x

∂τ

)2

−
(

∂x

∂σ

)2
]

(1.14)

である．これから一般化座標 xµ(τ,σ) に対する一般化運動量

pµ(τ,σ) =
1

2πα′
∂xµ(τ,σ)

∂τ
(1.15)

により，拘束条件に現われる２つの関数を (τ の表記は省略）

T00(σ) ≡ 1
2

(
2πα′p(σ)2 +

1
2πα′

(
∂x

∂σ

)2
)

, T01(σ) ≡ p(σ)
∂x(σ)

∂σ

(1.16)

と表せる．上の作用で前の係数が含むパラメタ α′ は作用の次元を無次元にす
るために定義された定数で傾斜パラメタと呼ばれる．そうすると，この理論の
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ら結論される．
本来，弦を量子論で扱わなければならない．しかし，量子論が整合的にでき
るためには，少なくとも対応する古典理論の正準形式が整合的である必要であ
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と表せる．上の作用で前の係数が含むパラメタ α′ は作用の次元を無次元にす
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invariant under conformal transformations

が成り立つ（複合同順）．ただし，

T±± = T00 ± T01 =
1
2

(√
2πα′ p ± 1√

2πα′
x′(σ)

)2

(1.28)

と定義してある∗1）．これから，T±± は，２つの任意関数 f+(z), f−(z) による
座標変換

z± ≡ τ ± σ → (z′)± = τ ′ ± σ′ = f±(τ ± σ) (1.29)

の無限小生成子であることが分かる．この変換は，世界面の２次元ミンコフス
キー計量 ds2 = dσ2 − dτ2 の形を不変

(dz′)+(dz′)− =
df+(z+)

dz+

df−(z−)
dz−

dz+dz− (1.30)

に保ち，そのスケールを一つの関数 df+(z+)
dz+

df−(z−)
dz− 倍だけ変える変換になって

いる．この形の座標変換を共形座標変換と呼ぶ．また，一般に計量に着目した
とき，全体のスケールだけ異なった計量に移ることをワイル (Weyl) 変換と呼
ぶ．言い換えると，共形座標変換とは，それによる計量の変化がワイル変換の
形をとるような座標変換である．

課題 1.3

1. 作用 (1.23) は２次元計量の任意のワイル変換 γab(ξ) → ρ(ξ)γab(ξ) に対
して不変であることを確かめよ．これと作用の一般座標不変性を組み合わ
せて，条件 (1.25) のもとで作用が共形座標変換のもとで不変であることを
説明せよ．

相対論的粒子の場合の並進変換 τ → τ + c (c =定数）に比べて，共形変換は
無限に多くのパラメターを含む対称性である．一般に対称性があるとそれに対
応して保存する物理量が存在する．粒子の場合，p2 がそれである．弦の場合に
は無限に多くの保存量があるわけだが，それは T±± 自身である．実際，

∂z∓T±± = 0 (1.31)

が導かれる．この式は， T++, T−− がそれぞれ z+ = τ + σ, z− = τ − σ の方
向の並進に対して保存されることを意味している．言い換えると，それぞれは
z+, z− のみに依存して，z−, z+ には依存しない．関数としての保存であるか
ら，無限に多くの保存量を表している．もし，形式的に τ を虚数軸に回転して
得られる z± → −iτ ±σ を改めて −iz,−iz̄ と置いて，複素座標 z = τ + iσ を
定義すると，共形変換は複素座標変換 z → z′ = f(z) を表す．このことから，
共形座標変換を議論するには，この操作により複素関数論の道具・言葉を用い

*1） 以下しばしば，微分を記号 ẋ = ∂x/∂τ, x′ = ∂x/∂σ を用いる．
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We can derive various amplitudes in terms of path integral representation, generalizing the 
same method as in particle quantum mechanics.



に解 (3.45) を代入して、M12 = −K2c2

2π T を得
る。ここで A = cK

2π を使った。負になったのは回
転が１２平面上からみて時計まわりであることに
対応する (図 3)。
この二つの結果から、この状態においては角運
動量の大きさ J と静止エネルギー E との間に
関係

J = α′E2, α′ =
1

2πT c2
(3.51)

が成り立つことがわかる。今考えている解は、振
動せずに回転だけをしているから、角運動量の大
きさを稼ぐには最も効率のよい運動を表している。
言い替えると、同じ角運動量の大きさ J を持った
状態として、これより低い静止エネルギーの解は
存在しない。例えば、同じ質量で回転の慣性モー
メントを稼ぐには、普通の非相対論的なゴム輪の
ように、弦が輪の形をしたまま輪の方向に沿って
回転する状態を考えたくなるが、そのような解は
存在しない。これでは上のビラソロの条件を満た
すことはできない。従って、一般に相対論的弦の
任意の状態の角運動量の大きさと静止エネルギー
には関係

J ≤ α′E2 (3.52)

が成立する。この関係は比例係数が光速度と弦の
基本定数 T だけを含み、弦理論を特徴づける重
要な性質の一つである。α′ をレッジェ傾斜パラメ
タと言う。
実は、関係 (3.52)は量子論ではJ−2 h

2π ≤ α′E2

に変更される。また、 J や E の取り得る値は例
えば J は h

2π の整数倍のように飛び飛びの値に
なる。ずれ J → J − 2 h

2π は量子論のいわゆるゼ
ロ点振動によって起こるのだが、相対性原理との
整合性からの必然的な結果としても導かれる。こ
の結果により、J = 2 h

2π で静止質量ゼロの状態が
あることになる。これが重力を媒介する量子、す
なわち重力子である。一方、J = 0 の状態では質
量が虚数になってしまうことになる。これは、弦
の量子論の真空が安定ではないことを意味するの
だが、前の節の最後にちょっと触れた超対称性を
取り入れれば、この状態を理論から除くことがで
き、真空の安定性が回復する。
上の解は閉じた弦が尖点 σ = 0, K/2 で折れて
棒状にぴったり重なった状態になっているわけだ
が、尖点で弦を切って考えると端点のある弦 (開い
た弦)がたまたま２本重なった状態であるとみな
すことができる。こう考えると、１本の開いた弦
のエネルギーと角運動量は閉じた弦の半分になる

(つまり、(3.52) で J → 2J, E → 2E の置き換え
を行なえばよい)。従って、開いた弦のレッジェ傾
斜パラメタは、閉じた弦の場合の２倍、2α′、にな
る。この性質は量子論でもそのまま成立する。ま
た、このことに対応して、ゼロ点振動によるずれ
からくる変更は J − h

2π = 2α′E2 となり、J = h
2π

で質量ゼロ状態が存在することになる。これは、
開いた弦の理論が必然的に光子の仲間のゲージ量
子を含むことを示している。
最後に、読者がさらに一般の解をつくって性質
を調べるための助けとして、上の解の種明かしを
しておこう。x(τ,σ)に対する波動方程式の一般解
は、τ + σ あるいは τ − σ のみの関数としてのベ
クトル f(τ +σ), g(τ −σ)の和 f(τ +σ)+g(τ −σ)
と表せる。このとき、条件 (3.43), (3.44) は

|f ′|2 = |g′|2 =
c2

4
(3.53)

と同等である。解 (3.45) は

f(x) = g(x) =
A

2




sin 2π

K x

cos 2π
K x

0



 (3.54)

と選んだことに相当する。これを応用すると、こ
の解の種々のバリエーションをつくることが容易
にできるし、さらに一般の解を構成することもで
きる。例えば、この解と同じエネルギーで角運動
量がゼロの解は

f(x) =
A

2




sin 2π

K x

cos 2π
K x

0



 , g(x) =
A

2




cos 2π

K x

sin 2π
K x

0





(3.55)
である。この解は回転ではなく振動する弦の状態
を表している。どのような振動になっているかは、
図 4をみればだいたい想像できるだろう。

10

に解 (3.45) を代入して、M12 = −K2c2

2π T を得
る。ここで A = cK

2π を使った。負になったのは回
転が１２平面上からみて時計まわりであることに
対応する (図 3)。
この二つの結果から、この状態においては角運
動量の大きさ J と静止エネルギー E との間に
関係

J = α′E2, α′ =
1

2πT c2
(3.51)

が成り立つことがわかる。今考えている解は、振
動せずに回転だけをしているから、角運動量の大
きさを稼ぐには最も効率のよい運動を表している。
言い替えると、同じ角運動量の大きさ J を持った
状態として、これより低い静止エネルギーの解は
存在しない。例えば、同じ質量で回転の慣性モー
メントを稼ぐには、普通の非相対論的なゴム輪の
ように、弦が輪の形をしたまま輪の方向に沿って
回転する状態を考えたくなるが、そのような解は
存在しない。これでは上のビラソロの条件を満た
すことはできない。従って、一般に相対論的弦の
任意の状態の角運動量の大きさと静止エネルギー
には関係

J ≤ α′E2 (3.52)

が成立する。この関係は比例係数が光速度と弦の
基本定数 T だけを含み、弦理論を特徴づける重
要な性質の一つである。α′ をレッジェ傾斜パラメ
タと言う。
実は、関係 (3.52)は量子論ではJ−2 h

2π ≤ α′E2

に変更される。また、 J や E の取り得る値は例
えば J は h

2π の整数倍のように飛び飛びの値に
なる。ずれ J → J − 2 h

2π は量子論のいわゆるゼ
ロ点振動によって起こるのだが、相対性原理との
整合性からの必然的な結果としても導かれる。こ
の結果により、J = 2 h

2π で静止質量ゼロの状態が
あることになる。これが重力を媒介する量子、す
なわち重力子である。一方、J = 0 の状態では質
量が虚数になってしまうことになる。これは、弦
の量子論の真空が安定ではないことを意味するの
だが、前の節の最後にちょっと触れた超対称性を
取り入れれば、この状態を理論から除くことがで
き、真空の安定性が回復する。
上の解は閉じた弦が尖点 σ = 0, K/2 で折れて
棒状にぴったり重なった状態になっているわけだ
が、尖点で弦を切って考えると端点のある弦 (開い
た弦)がたまたま２本重なった状態であるとみな
すことができる。こう考えると、１本の開いた弦
のエネルギーと角運動量は閉じた弦の半分になる

(つまり、(3.52) で J → 2J, E → 2E の置き換え
を行なえばよい)。従って、開いた弦のレッジェ傾
斜パラメタは、閉じた弦の場合の２倍、2α′、にな
る。この性質は量子論でもそのまま成立する。ま
た、このことに対応して、ゼロ点振動によるずれ
からくる変更は J − h

2π = 2α′E2 となり、J = h
2π

で質量ゼロ状態が存在することになる。これは、
開いた弦の理論が必然的に光子の仲間のゲージ量
子を含むことを示している。
最後に、読者がさらに一般の解をつくって性質
を調べるための助けとして、上の解の種明かしを
しておこう。x(τ,σ)に対する波動方程式の一般解
は、τ + σ あるいは τ − σ のみの関数としてのベ
クトル f(τ +σ), g(τ −σ)の和 f(τ +σ)+g(τ −σ)
と表せる。このとき、条件 (3.43), (3.44) は

|f ′|2 = |g′|2 =
c2

4
(3.53)

と同等である。解 (3.45) は

f(x) = g(x) =
A

2




sin 2π

K x

cos 2π
K x

0



 (3.54)

と選んだことに相当する。これを応用すると、こ
の解の種々のバリエーションをつくることが容易
にできるし、さらに一般の解を構成することもで
きる。例えば、この解と同じエネルギーで角運動
量がゼロの解は

f(x) =
A

2




sin 2π

K x

cos 2π
K x

0



 , g(x) =
A

2




cos 2π

K x

sin 2π
K x

0





(3.55)
である。この解は回転ではなく振動する弦の状態
を表している。どのような振動になっているかは、
図 4をみればだいたい想像できるだろう。
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タと言う。
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に変更される。また、 J や E の取り得る値は例
えば J は h

2π の整数倍のように飛び飛びの値に
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の結果により、J = 2 h
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なわち重力子である。一方、J = 0 の状態では質
量が虚数になってしまうことになる。これは、弦
の量子論の真空が安定ではないことを意味するの
だが、前の節の最後にちょっと触れた超対称性を
取り入れれば、この状態を理論から除くことがで
き、真空の安定性が回復する。
上の解は閉じた弦が尖点 σ = 0, K/2 で折れて
棒状にぴったり重なった状態になっているわけだ
が、尖点で弦を切って考えると端点のある弦 (開い
た弦)がたまたま２本重なった状態であるとみな
すことができる。こう考えると、１本の開いた弦
のエネルギーと角運動量は閉じた弦の半分になる

(つまり、(3.52) で J → 2J, E → 2E の置き換え
を行なえばよい)。従って、開いた弦のレッジェ傾
斜パラメタは、閉じた弦の場合の２倍、2α′、にな
る。この性質は量子論でもそのまま成立する。ま
た、このことに対応して、ゼロ点振動によるずれ
からくる変更は J − h

2π = 2α′E2 となり、J = h
2π

で質量ゼロ状態が存在することになる。これは、
開いた弦の理論が必然的に光子の仲間のゲージ量
子を含むことを示している。
最後に、読者がさらに一般の解をつくって性質
を調べるための助けとして、上の解の種明かしを
しておこう。x(τ,σ)に対する波動方程式の一般解
は、τ + σ あるいは τ − σ のみの関数としてのベ
クトル f(τ +σ), g(τ −σ)の和 f(τ +σ)+g(τ −σ)
と表せる。このとき、条件 (3.43), (3.44) は
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4
(3.53)

と同等である。解 (3.45) は

f(x) = g(x) =
A

2




sin 2π

K x

cos 2π
K x

0



 (3.54)

と選んだことに相当する。これを応用すると、こ
の解の種々のバリエーションをつくることが容易
にできるし、さらに一般の解を構成することもで
きる。例えば、この解と同じエネルギーで角運動
量がゼロの解は

f(x) =
A
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
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sin 2π

K x

cos 2π
K x

0



 , g(x) =
A

2




cos 2π

K x

sin 2π
K x

0





(3.55)
である。この解は回転ではなく振動する弦の状態
を表している。どのような振動になっているかは、
図 4をみればだいたい想像できるだろう。
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なる。ずれ J → J − 2 h
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ロ点振動によって起こるのだが、相対性原理との
整合性からの必然的な結果としても導かれる。こ
の結果により、J = 2 h

2π で静止質量ゼロの状態が
あることになる。これが重力を媒介する量子、す
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だが、前の節の最後にちょっと触れた超対称性を
取り入れれば、この状態を理論から除くことがで
き、真空の安定性が回復する。
上の解は閉じた弦が尖点 σ = 0, K/2 で折れて
棒状にぴったり重なった状態になっているわけだ
が、尖点で弦を切って考えると端点のある弦 (開い
た弦)がたまたま２本重なった状態であるとみな
すことができる。こう考えると、１本の開いた弦
のエネルギーと角運動量は閉じた弦の半分になる
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を行なえばよい)。従って、開いた弦のレッジェ傾
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|f ′|2 = |g′|2 =
c2

4
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である。この解は回転ではなく振動する弦の状態
を表している。どのような振動になっているかは、
図 4をみればだいたい想像できるだろう。
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2π を使った。負になったのは回
転が１２平面上からみて時計まわりであることに
対応する (図 3)。
この二つの結果から、この状態においては角運
動量の大きさ J と静止エネルギー E との間に
関係

J = α′E2, α′ =
1

2πT c2
(3.51)

が成り立つことがわかる。今考えている解は、振
動せずに回転だけをしているから、角運動量の大
きさを稼ぐには最も効率のよい運動を表している。
言い替えると、同じ角運動量の大きさ J を持った
状態として、これより低い静止エネルギーの解は
存在しない。例えば、同じ質量で回転の慣性モー
メントを稼ぐには、普通の非相対論的なゴム輪の
ように、弦が輪の形をしたまま輪の方向に沿って
回転する状態を考えたくなるが、そのような解は
存在しない。これでは上のビラソロの条件を満た
すことはできない。従って、一般に相対論的弦の
任意の状態の角運動量の大きさと静止エネルギー
には関係

J ≤ α′E2 (3.52)

が成立する。この関係は比例係数が光速度と弦の
基本定数 T だけを含み、弦理論を特徴づける重
要な性質の一つである。α′ をレッジェ傾斜パラメ
タと言う。
実は、関係 (3.52)は量子論ではJ−2 h

2π ≤ α′E2

に変更される。また、 J や E の取り得る値は例
えば J は h

2π の整数倍のように飛び飛びの値に
なる。ずれ J → J − 2 h

2π は量子論のいわゆるゼ
ロ点振動によって起こるのだが、相対性原理との
整合性からの必然的な結果としても導かれる。こ
の結果により、J = 2 h

2π で静止質量ゼロの状態が
あることになる。これが重力を媒介する量子、す
なわち重力子である。一方、J = 0 の状態では質
量が虚数になってしまうことになる。これは、弦
の量子論の真空が安定ではないことを意味するの
だが、前の節の最後にちょっと触れた超対称性を
取り入れれば、この状態を理論から除くことがで
き、真空の安定性が回復する。
上の解は閉じた弦が尖点 σ = 0, K/2 で折れて
棒状にぴったり重なった状態になっているわけだ
が、尖点で弦を切って考えると端点のある弦 (開い
た弦)がたまたま２本重なった状態であるとみな
すことができる。こう考えると、１本の開いた弦
のエネルギーと角運動量は閉じた弦の半分になる

(つまり、(3.52) で J → 2J, E → 2E の置き換え
を行なえばよい)。従って、開いた弦のレッジェ傾
斜パラメタは、閉じた弦の場合の２倍、2α′、にな
る。この性質は量子論でもそのまま成立する。ま
た、このことに対応して、ゼロ点振動によるずれ
からくる変更は J − h

2π = 2α′E2 となり、J = h
2π

で質量ゼロ状態が存在することになる。これは、
開いた弦の理論が必然的に光子の仲間のゲージ量
子を含むことを示している。
最後に、読者がさらに一般の解をつくって性質
を調べるための助けとして、上の解の種明かしを
しておこう。x(τ,σ)に対する波動方程式の一般解
は、τ + σ あるいは τ − σ のみの関数としてのベ
クトル f(τ +σ), g(τ −σ)の和 f(τ +σ)+g(τ −σ)
と表せる。このとき、条件 (3.43), (3.44) は

|f ′|2 = |g′|2 =
c2

4
(3.53)

と同等である。解 (3.45) は

f(x) = g(x) =
A

2




sin 2π

K x

cos 2π
K x

0



 (3.54)

と選んだことに相当する。これを応用すると、こ
の解の種々のバリエーションをつくることが容易
にできるし、さらに一般の解を構成することもで
きる。例えば、この解と同じエネルギーで角運動
量がゼロの解は

f(x) =
A

2




sin 2π

K x

cos 2π
K x

0



 , g(x) =
A

2




cos 2π

K x

sin 2π
K x

0





(3.55)
である。この解は回転ではなく振動する弦の状態
を表している。どのような振動になっているかは、
図 4をみればだいたい想像できるだろう。
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に一致する。解の最も一般的な形を明示的に表す
ことは、そうやさしいことではないので、ここで
はまず具体的な解の例をつくってその性質を調べ
よう。
弦が 1-2 平面で直線の形でおり重なったまま
原点にある中心のまわりで回転している場合を考
える。

x(t,σ) = A




cos 2πσ

K sin 2πt
K

cos 2πσ
K cos 2πt

K

0



 (3.45)

は、振幅 A を A = cK
2π にとると、すべての方程

式 (3.33), (3.43), (3.44) を満足することを確かめ
ることができる。このとき、弦を一周したときの
長さは 4A、また σ = 0,K/2の点が尖点で、確か
に光速度で円運動していることがすぐわかる (図
３)。いまのパラメタのとりかたでは σ の次元は
時間 t と同じであることに注意。重心は原点に静
止しているから、この状態の質量はゼロではない。
図３： 回転している弦の世界膜。縦軸が時間、横軸が空間１、２方向。

そこで、この状態について保存量を計算してみ
よう。保存量のうちもっとも基本的なものはエネ
ルギー運動量テンソルであることは前に触れた。
それは弦については、粒子に対する式 (2.22) の
拡張として

Tµν(x) = T
∫

d2ξ
√
|h|

∑
ij hij∂ixµ∂jxν

×δ4(x − x(ξ)) (3.46)

である。これが局所的保存則 ∑
µ ∂µTµν = 0 を

満たすことは、粒子の場合と同じようにして運

動方程式 (3.28) を用いて示すことができる。パ
ラメタの選び方から、(3.30) が成り立ち, さらに
t = ξ2 = τ であるから、運動量エネルギー４元ベ
クトルは

pµ =
∫

d3xTµ4 = T
∫ K

0
dσ

∂xµ(t,σ)
∂t

(3.47)

となる。粒子のところで説明したように、最初の
積分は時刻が一定の値のところでの３次元空間の
積分である。これが２番目の等式により、弦に沿っ
ての積分に等しい。特に、エネルギーは定数の積
分になり結局積分区間の長さ K に比例して

E = T c2

∫ K

0
dσ = c2KT (3.48)

となる。これからわかるように、我々の世界膜パ
ラメタ τ = t, σ は、ちょうど一定時刻の弦のエネ
ルギー密度が弦に沿って一定になるように選んだ
ことに当たっている。
もちろん、他にもいろいろなパラメタの選び方
が考えられる。いまの解を議論するだけなら、共
形座標の代わりに、h12 = 0, ξ2 = t とし、さらに
ワイル不変性を使って h11∂1x∂1x = 1 と選んで、
別な表現を求めてみるのも練習問題として面白い
し、理解を深めるのに有用である。これは、まっ
すぐな弦に一様な密度で質量 (静止質量)が分布し
ているように座標を選んだことに相当する。ただ
し、弦の尖点はこの選び方では特異点になる (そ
こでは静止質量はゼロでなければならないのだか
ら)。このことに注意を払えば、この選び方でも
質量や以下の角運動量の計算をできるが、より一
般の解を求めたり、その性質を議論するには適さ
ないので、これ以上深入りしないことにする。
いま考えている解では重心が静止しているか
ら、上のエネルギーの値は質量そのものを与えて
いる。そこで、さらに回転の強さを調べるため、
角運動量を計算しよう。角運動量テンソルの正確
な定義は、やはり Tµν を用いて

Mµν =
∫

d3x(xµT ν4 − xνTµ4) (3.49)

である。これが保存する、つまり、 dMµν

dt = 0、
の証明は再び読者の宿題としよう。回転は１２平
面で３軸周りであるから、角運動量の第３成分、
L3 = M12 を計算しよう。この定義から弦に沿っ
ての積分の形に変形した

M12 = T
∫ K

0
dσ(x1ẋ2 − x2ẋ1) (3.50)
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2π を使った。負になったのは回
転が１２平面上からみて時計まわりであることに
対応する (図 3)。
この二つの結果から、この状態においては角運
動量の大きさ J と静止エネルギー E との間に
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1

2πT c2
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が成り立つことがわかる。今考えている解は、振
動せずに回転だけをしているから、角運動量の大
きさを稼ぐには最も効率のよい運動を表している。
言い替えると、同じ角運動量の大きさ J を持った
状態として、これより低い静止エネルギーの解は
存在しない。例えば、同じ質量で回転の慣性モー
メントを稼ぐには、普通の非相対論的なゴム輪の
ように、弦が輪の形をしたまま輪の方向に沿って
回転する状態を考えたくなるが、そのような解は
存在しない。これでは上のビラソロの条件を満た
すことはできない。従って、一般に相対論的弦の
任意の状態の角運動量の大きさと静止エネルギー
には関係

J ≤ α′E2 (3.52)

が成立する。この関係は比例係数が光速度と弦の
基本定数 T だけを含み、弦理論を特徴づける重
要な性質の一つである。α′ をレッジェ傾斜パラメ
タと言う。
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2π の整数倍のように飛び飛びの値に
なる。ずれ J → J − 2 h
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ロ点振動によって起こるのだが、相対性原理との
整合性からの必然的な結果としても導かれる。こ
の結果により、J = 2 h
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あることになる。これが重力を媒介する量子、す
なわち重力子である。一方、J = 0 の状態では質
量が虚数になってしまうことになる。これは、弦
の量子論の真空が安定ではないことを意味するの
だが、前の節の最後にちょっと触れた超対称性を
取り入れれば、この状態を理論から除くことがで
き、真空の安定性が回復する。
上の解は閉じた弦が尖点 σ = 0, K/2 で折れて
棒状にぴったり重なった状態になっているわけだ
が、尖点で弦を切って考えると端点のある弦 (開い
た弦)がたまたま２本重なった状態であるとみな
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を調べるための助けとして、上の解の種明かしを
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は、τ + σ あるいは τ − σ のみの関数としてのベ
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と表せる。このとき、条件 (3.43), (3.44) は
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と同等である。解 (3.45) は

f(x) = g(x) =
A
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
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

 (3.54)

と選んだことに相当する。これを応用すると、こ
の解の種々のバリエーションをつくることが容易
にできるし、さらに一般の解を構成することもで
きる。例えば、この解と同じエネルギーで角運動
量がゼロの解は

f(x) =
A

2




sin 2π

K x

cos 2π
K x

0



 , g(x) =
A
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


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K x
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(3.55)
である。この解は回転ではなく振動する弦の状態
を表している。どのような振動になっているかは、
図 4をみればだいたい想像できるだろう。
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J → 2J, E → 2E ⇒ J = α′E2
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For open strings, 

light velocity



world-sheet picture of (open and closed) string scatterings in Minkowsiki spacetime

time
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超対称open stringの基底状態
(boson sector)
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nism, renormalizabilty, quark confinement, and quantum
anomaly.

In the case of string theory, we have not yet arrived
at any satisfactory non-perturbative definition of string
theory, nor at primordial principles governing its struc-
ture. In spite of such an obscure status with respect to
its ultimate fate, it seems fair to say that string theory
has already provided us an entirely new perspective on
how gravity could be unified with other interactions on
the basis of quantum theory of strings and associated
branes. It also suggested a new viewpoint on the dynam-
ics of gauge-field theories in a way which has never been
envisaged without unification with general relativity via
string theory.

In this article, we try to convey the present situation
of string theory to physicists who are working in other
research fields than particle physics, explaining several
key ingredients of string theory and reviewing some of
important developments without technical details. For
mathematical expressions, we use the natural units in
which ! = 1 and c = 1 throughout this article.

2. Perturbative formulation of string theory
2.1 Discovery of relativistic strings

String theory evolved from a proposal made in the late
60s for a particular 2↔2 scattering amplitude, called the
‘Veneziano formula’,2 of mesons which satisfies a special
symmetry requirement called s-t ‘channel’ duality. The
latter demands that the amplitude is composed of ele-
ments such as the formula

V (s, t) =
∫ 1

0
dx x−α′s−α0−1(1 − x)−α′t−α0−1 (1)

which can equally be described by exchanges of particles
between two interacting particles

V (s, t) =
∞∑

n=0

rn(s)
t − m2

n

=
∞∑

n=0

rn(t)
s − m2

n

(2)

(first equality, ‘t-channel’ description) or through forma-
tion of resonance-like states (second equality, ‘s-channel’
description). Here, s and t are Lorentz invariant combina-
tions of energy-momenta s = −(p1+p2)2, t = −(p2+p3)2,
and α′ and α0 are two parameters. It soon turned out3
that this amplitude and its various generalizations can
be interpreted in terms of the dynamics of relativistic
open strings propagating space-time, provided α0 = 1.
The analogous amplitudes4 which correspond to closed
strings were also constructed.

For example, the pole singularities at s or t = m2
n =

(n− 1)/α′ are interpreted as representing possible states
of strings with definite (mass)2. There are an infinite
number of them corresponding to various vibrational
and rotational modes of strings. Actually, it also turned
that for completely consistent formulations of quantum
string theory,5 it is necessary that the space-time dimen-
sions must be at some particular value (critical dimen-
sions), 26, or if we want to include space-time (and world-
sheet) fermions6 consistently, at 10. In the latter case we
can eliminate the tachyonic ground state with negative
(mass)2 with n = 0, by demanding space-time supersym-
metries.7 This is the origin of the naming, superstring

theory. It was also understood that closed strings can
actually be generated by open strings, since one-loop am-
plitudes of open strings necessarily contain singularities
corresponding to the propagation of closed strings. In
other words, the s-t channel duality extended to loop am-
plitudes of strings implies that closed strings are channel-
dual to both open and closed strings.

2.2 World-sheet quantum mechanics of strings
We can formulate quantum string dynamics using a

path-integral over all possible configurations of world
sheets swept out by strings in space-time. In a symbolic
and abbreviated notation, the amplitudes are expressed
as

∑

{Σ}

g−χ(Σ)
s

∫

M
[dXdψ] exp

(
− 1

4πα′SΣ[X,ψ]
)

(3)

where the symbol {Σ} denotes the set of all in-equivalent
(two-dimensional) Riemann surfaces, and M is the set
of configurations of world sheets, described by fields
X,ψ, . . . defined on the Riemann surface. The manner
of how the constant α′ appears in this expression shows
that 1/α′ is essentially proportional to the energy, or ten-
sion, of the string per unit of length. As in the usual path
integrals, we have to specify some boundary conditions
corresponding to the initial and final states, which are
suppressed in the present symbolic notation. The action
SΣ is an integral over a given Riemann surface Σ and
takes the form∫

Σ
d2ξ L(X, ∂ξX,ψ, ∂ξψ, . . .)

with

L = gµν(X)∂z̄X
µ∂zX

ν + · · · (4)

where (ξ1, ξ2) with z = ξ1 + iξ2, z̄ = ξ1 − iξ2 are two-
dimensional coordinates parametrizing the Riemann sur-
face Σ. The space-time coordinates of strings are repre-
sented by fields Xµ(ξ) (µ = 1, 2, . . . , d − 1, 0 with last
index 0 being the time direction) on Σ, and gµν(X)
is the metric tensor of target space-time. The addi-
tional field variable ψ in (3) designates all other nec-
essary fields, which are used to describe non-orbital de-
grees of freedom, such as spins, associated with strings.
The constant gs, called string coupling constant, speci-
fies the weight of Riemann surfaces with various differ-
ent topologies. It is well known that the topologies of
Riemann surfaces are classified by the numbers of han-
dles and boundaries, (h and b respectively). The symbol
χ(Σ) ≡ 2 − 2h − b − pc − po/2 is the Euler number of
Riemann surface fixed by topology, with additional infor-
mation about the numbers, pc and/or po, of ‘punctures’
inserted in the bulk of Σ and/or on the boundaries, re-
spectively. The punctures essentially amount to attach-
ing infinite Riemann surfaces of cylinder topology (pc) or
of strip topology (po), which correspond to (initial and
final) external states of closed or open strings, respec-
tively, on their mass shell.

This description would look abstract at first sight, but
it is not difficult to capture basic concept if one imag-
ines an analogy with the notion of a particle propaga-
tor in ordinary quantum mechanics. In the latter case,
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2.2 Spectrum  from free propagating strings 
intermediate states corresponding to a long cylinder (closed string) or strip (open string)

In the lowest tree approximation, the spectrum is determined by the Hamiltonian corresponding 
to infinitesimal ‘time’ translation on these world sheets.
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The simplest way to do all such computations is to start from the (conformal-gauge) action 
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leading to the Hamiltonian and canonical commutation relations
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するただ１個の条件であるので，強いて量子化の前に課す必要はない．
量子化は正準交換関係 [xi(τ, σ), pj(τ,σ′)] = iδ(σ−σ′] (0 ≤ σ < 2π) を残っ
た横向き成分の自由度に課すことによってなされる．それらはそれぞれのモー
ドに対する交換関係

[Xi, Pj ] = iδij , [αi
n,αj

m] = nδijδn+m,0 = [α̃i
n, α̃j

m] (1.47)

に帰着する．ゼロモードの交換関係を右運動と左運動別々に課すと，最初の交
換関係は

[xi
0, p

j
0] = 2iδij , [xi

0, p
j
0] = 2iδij (1.48)

としたことに相当する．また，非ゼロモードは調和振動子の生成消滅演算子の
交換関係を満たすので，その表現のための基底状態を

αi
m|0〉 = 0 = α̃i

m|0〉 (1.49)

と定義する．この方式では，条件 (1.46) は，演算子としてではなく，許される
状態に対する条件と見なせばよい． つまり，条件

∫ 2π

0
dσ p̄ · ∂σx|Ψ〉 = 0 (1.50)

を満たすような状態 |Ψ〉 だけを物理的状態とみなす．式 (1.43), (1.44) により，
ゼロでない n に対して α+

n = 0 また，α−
n は，横成分の変数で決まっているこ

とに注意．
モード展開した形を用いたときフーリエ展開

T−−(τ − σ) =
1
2π

∞∑

n=−∞
e−in(τ−σ)Ln (1.51)

T++(τ + σ) =
1
2π

∞∑

n=−∞
e−in(τ+σ)L̃n (1.52)

Ln =
1
2

∞∑

m=−∞
α−mαm+n (1.53)

L̃n =
1
2

∞∑

m=−∞
α̃−mα̃m+n (1.54)

の係数として現われる Ln, L̃n を一般にヴィラソロ演算子と呼ぶ．T±± のポア
ソン括弧関係式に対応し、次の交換関係を満たす。

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n +
c

12
(m3 − m)δm+n,0, (1.55)

[L̃m, L̃n] = (m − n)L̃m+n +
c

12
(m3 − m)δm+n,0 (1.56)

右辺最後の項の係数 c（中心荷という)は関与する時空次元の個数に等しい。光円
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ポアッソン括弧は

{xµ(σ1), pν(σ2)} = δµ
ν δ(σ1 − σ2)

{xµ(σ1), xµ(σ2)} = 0, {pµ(σ1), pν(σ2)} = 0 (1.17)

である．これを用いて T00, T01 のポアッソン括弧を計算すると

{T01(σ1), T01(σ2)} = T01(σ1)δ′(σ1 − σ2)

{T01(σ1), T00(σ2)} = T00(σ1)δ′(σ1 − σ2)

{T00(σ1), T00(σ2)} = T01(σ1)δ′(σ1 − σ2) (1.18)

が得られる．量子化されたときには，ポアッソン括弧は交換関係に置き換わる
ことから納得できるように，拘束条件どうしのポアッソン括弧自体もゼロでな
ければならない．これらの関数を定数とする拘束条件が許されるのは，上の括
弧式の右辺がゼロと置けるときだけである．第２式の右辺に T00 が現れている
ことから，確かに

(
∂x
∂τ

)2 +
(

∂x
∂σ

)2 もゼロでなければならないと結論される．
このように，弦の自由運動を支配する方程式と拘束条件は

∂pµ

∂τ
=

1
2πα′

∂2xµ

∂σ2
, (1.19)

T00 = 0, T01 = 0 (1.20)

である．拘束条件の意味を考えよう．条件 T01 = 0 は， σ が一般化運動量と直
交する方向を向いていることを要請するわけだが，２次元パラメタ空間 (τ, σ)

上の場の理論の立場から見ると，T01 はもともと σ 方向のエネルギーの流れの
密度，つまり運動量密度に他ならない．その立場では，T00 はエネルギー密度
そのものである．このとき，関係式 (1.13), (1.13) は保存則

∂τT00 = ∂σT01, ∂τT10 = ∂σT11 (1.21)

を表す．ただし，

T11 = T00, T10 = T01 (1.22)

従って，拘束条件は２次元場のエネルギー運動量密度をゼロとする条件になっ
ている．通常はそれでは意味のある物理系を表すことができない．弦でそれ
が意味を持つのは，それらのうち xµ や pµ の時間成分 µ = 0 の寄与が空
間成分と逆符号になっているからである．つまり，T00 = 0 は，この意味で
空間方向の寄与と時間方向の寄与がちょうどバランスして打ち消す条件になっ
ているわけである．また，極限 ∂x

∂σ → 0 を取ると p2 → 0 となり，この弦は
粒子の極限では質量ゼロの粒子を表すことがわかる．粒子極限をとらなくて
も，もし弦に沿ったある点で ∂x

∂σ = 0 なら，その点で p2 = 0 であるから，弦
が折れ曲がるような点があるとそこでは弦は光速で運動していることになる．

1.2 点粒子から弦へ 7

するただ１個の条件であるので，強いて量子化の前に課す必要はない．
量子化は正準交換関係 [xi(τ, σ), pj(τ,σ′)] = iδ(σ−σ′] (0 ≤ σ < 2π) を残っ
た横向き成分の自由度に課すことによってなされる．それらはそれぞれのモー
ドに対する交換関係

[Xi, Pj ] = iδij , [αi
n,αj

m] = nδijδn+m,0 = [α̃i
n, α̃j

m] (1.47)

に帰着する．ゼロモードの交換関係を右運動と左運動別々に課すと，最初の交
換関係は

[xi
0, p

j
0] = 2iδij , [xi

0, p
j
0] = 2iδij (1.48)

としたことに相当する．また，非ゼロモードは調和振動子の生成消滅演算子の
交換関係を満たすので，その表現のための基底状態を

αi
m|0〉 = 0 = α̃i

m|0〉 (1.49)

と定義する．この方式では，条件 (1.46) は，演算子としてではなく，許される
状態に対する条件と見なせばよい． つまり，条件

∫ 2π

0
dσ p̄ · ∂σx|Ψ〉 = 0 (1.50)

を満たすような状態 |Ψ〉 だけを物理的状態とみなす．式 (1.43), (1.44) により，
ゼロでない n に対して α+

n = 0 また，α−
n は，横成分の変数で決まっているこ

とに注意．
モード展開した形を用いたときフーリエ展開

T−−(τ − σ) =
1
2π

∞∑

n=−∞
e−in(τ−σ)Ln (1.51)

T++(τ + σ) =
1
2π

∞∑

n=−∞
e−in(τ+σ)L̃n (1.52)

Ln =
1
2

∞∑

m=−∞
α−mαm+n (1.53)

L̃n =
1
2

∞∑

m=−∞
α̃−mα̃m+n (1.54)

の係数として現われる Ln, L̃n を一般にヴィラソロ演算子と呼ぶ．T±± のポア
ソン括弧関係式に対応し、次の交換関係を満たす。

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n +
c

12
(m3 − m)δm+n,0, (1.55)

[L̃m, L̃n] = (m − n)L̃m+n +
c

12
(m3 − m)δm+n,0 (1.56)

右辺最後の項の係数 c（中心荷という)は関与する時空次元の個数に等しい。光円
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The constraint operators satisfy the following Poisson algebra corresponding to the Lie 
algebra of conformal transformations.

するただ１個の条件であるので，強いて量子化の前に課す必要はない．
量子化は正準交換関係 [xi(τ, σ), pj(τ,σ′)] = iδ(σ−σ′] (0 ≤ σ < 2π) を残っ
た横向き成分の自由度に課すことによってなされる．それらはそれぞれのモー
ドに対する交換関係

[Xi, Pj ] = iδij , [αi
n,αj

m] = nδijδn+m,0 = [α̃i
n, α̃j

m] (1.47)

に帰着する．ゼロモードの交換関係を右運動と左運動別々に課すと，最初の交
換関係は

[xi
0, p

j
0] = 2iδij , [xi

0, p
j
0] = 2iδij (1.48)

としたことに相当する．また，非ゼロモードは調和振動子の生成消滅演算子の
交換関係を満たすので，その表現のための基底状態を

αi
m|0〉 = 0 = α̃i

m|0〉 (1.49)

と定義する．この方式では，条件 (1.46) は，演算子としてではなく，許される
状態に対する条件と見なせばよい． つまり，条件

∫ 2π

0
dσ p̄ · ∂σx|Ψ〉 = 0 (1.50)

を満たすような状態 |Ψ〉 だけを物理的状態とみなす．式 (1.43), (1.44) により，
ゼロでない n に対して α+

n = 0 また，α−
n は，横成分の変数で決まっているこ

とに注意．
モード展開した形を用いたときフーリエ展開

T−−(τ − σ) =
1
2π

∞∑

n=−∞
e−in(τ−σ)Ln (1.51)

T++(τ + σ) =
1
2π

∞∑

n=−∞
e−in(τ+σ)L̃n (1.52)

Ln =
1
2

∞∑

m=−∞
α−mαm+n (1.53)

L̃n =
1
2

∞∑

m=−∞
α̃−mα̃m+n (1.54)

の係数として現われる Ln, L̃n を一般にヴィラソロ演算子と呼ぶ．T±± のポア
ソン括弧関係式に対応し、次の交換関係を満たす。

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n +
c

12
(m3 − m)δm+n,0, (1.55)

[L̃m, L̃n] = (m − n)L̃m+n +
c

12
(m3 − m)δm+n,0 (1.56)

右辺最後の項の係数 c（中心荷という)は関与する時空次元の個数に等しい。光円
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After quantization, the algebra is

c=effective degrees of freedom
(central charge)

correspond to anomaly 
in the conformal 
transformation law 

れは変換則に c ∂3

∂σ3
1
δ(σ1 − σ2) に比例する量子異常項が現れることに対応する。

光円錐量子化の方法では，拘束条件 Ln (n "= 0) = 0を，量子化の前に α+
n = 0

とおき α−
n を横成分で解き表したことになる．一方，n = 0の場合は質量条件を含

む２つの条件を与える．それらのmに対する無限和の部分は，無限個の調和振動
子のハミルトニアンの形 α−mαm +αmα−m = 2α−mαm +(d−2)m (m > 0)

をしており，一見，無限大の零点振動の寄与 (d− 2)
∑∞

m=1 m を含む．ここで，
α−mαm のように，右側に消滅演算子がくるように順序をつけて積をとるやり
方を正規積と呼ぶのは，場の理論を学んだ読者にはおなじみのはづである．正
規積の形をした演算子の積は，Fock空間の状態の行列要素が有限である．
通常の場の理論の場合は，エネルギーは場の基底状態，すなわち「真空」か
らの励起エネルギーであるべきだから，この無限大を差し引いてエネルギーを
定義できる．今の場合にはこの意味での「真空」を議論しているわけではない
ので単純に引き去るのは許されない．弦が運動している状態は当然明白にエネ
ルギーが有限の状態である．これは，古典論から量子論に移る際に避けられな
い互いに可換でない演算子の順序の選び方の不定さ（

∑∞
m=1 → c）に起因する

問題だと解釈できる．そこで理論にさらに要請されるべき条件から不定定数 c

を決めることができるかどうかを調べよう．この不定性に対応して質量条件を

P− = − 2
α′P+

(
α′

2
P 2 +

∞∑

m=1

(α−mαm + α̃−mα̃m) + (d − 2)c

)
(1.57)

とし，状態に対する条件として (1.46) に対応して
∞∑

m=1

(α−mαm − α̃−mα̃m)|ψ〉 = 0 (1.58)

を置く．これは，弦を伝わる右巻きモードと左巻きモードがつりあって弦の運
動量密度が全体としてゼロであるという要請で，レベルマッチング条件と呼ぶ．
ここでは不定定数 c は打ち消している．粒子のときと同じように，式 (1.57) も
対応 P− ↔ −i∂/∂x+ により，シュレジンガー方程式としての状態に対する条
件とみなす．つまり，式 (1.57) の右辺はハミルトニアンに他ならない．また，
定数 P+ は P+ ↔ −i∂/∂X− により重心座標 X− に対応する保存する運動
量とみなせる．

1.5 ローレンツ不変性と臨界次元
通常の場の理論においてゼロ点エネルギーを差し引く手続きは，真空が時間
並進に関して不変であるという要請に対応している．弦の量子力学はもともと
真空から弦が励起した状態を取り扱っている．しかし，光円錐座標を用いて時
間パラメターを定義したので，ローレンツ不変性は明白ではない．従って，明
白でないローレンツ不変性が満たされていることを要請する．詳しい計算をし

14 第 1講 弦理論はどう定義されているか



For the purpose of obtaining the spectrum, it is convenient to solve (the non-zero mode part of) the 
constraints by choosing light-cone gauge, utilizing the gauge symmetry of conformal transformation. 

H =
1

4πα′

∫
dσ

[(
∂x

∂τ

)2
+

(
∂x

∂σ

)2]

[xµ(σ), pν(σ)] = iδ(σ−σ′), pµ(σ) ≡
1

2πα′
∂xµ(σ)

∂σ

x+ ≡ x0 + xD−1 ∝ P+τ ,
∂

∂σ
p+ = 0

p+ ≡
1

2
(p0 + pD−1) ⇒ P+

xi(τ, σ) , pi(τ, σ) i = 1,2, . . . , D − 2

center of mass momentum

We can also treat all directions, including the time direction, on an equal footing and then impose the 
constraints afterwards as subsidiary conditions on allowed physical states, 
either in the Gupta-Bleuler like covariant formalism or in the BRST formalism.  
We always get the same final results in all these different formulations. 

Then, due to the existence of two constraints, only D-2 directions of the oscillation modes of the 
transverse space-time coordinates are independent physical degrees of freedom. 

H =
1

4πα′

∫
dσ

[(
∂x

∂τ

)2
+

(
∂x

∂σ

)2]

[xµ(σ), pν(σ)] = iδ(σ−σ′), pµ(σ) ≡
1

2πα′
∂xµ(σ)

∂σ

x+ ≡ x0 + xD−1 ∝ τ ,
∂

∂σ
p+ = 0

p+ ≡
1

2
(p0 + pD−1) ⇒ P+

xi(τ, σ) , pi(τ, σ) i = 1,2, . . . , D − 2

The zero-mode part of the `Hamiltonian’ constraint gives the mass-shell condition 

H =
1

4πα′

∫
dσ
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∂τ

)2
+
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∂x

∂σ

)2]

[xµ(σ), pν(σ)] = iδ(σ−σ′), pµ(σ) ≡
1

2πα′
∂xµ(σ)

∂σ

x+ ≡ x0 + xD−1 ∝ P+τ ,
∂

∂σ
p+ = 0

p+ ≡
1

2
(p0 + pD−1) ⇒ P+

xi(τ, σ) , pi(τ, σ) i = 1,2, . . . , D − 2
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Solutions of e. o. m and the commutation relations I : closed strings

2.2 T-duality in the continuum canonical formalism

For simplicty, consider bosonic string on world sheet of cylinder topology [τ,σ] τ ∈
[−∞,∞],σ ∼ σ + 2π, in the covarint conformal gauge in flat space-time background.

S =
1

4πα′

∫
dτdσ

[(∂x

∂τ

)2
−

(∂x

∂σ
)2

]
(2.88)

Since the lagrangian and hamiltonian is just a sum of free quadratic terms for all space-

time directions, we choose one direction and suppress the space-time index. The canonical

formalism is summarized by the following equations and expressions:

(∂2
τ − ∂2

σ)x(τ,σ) = 0 (2.89)

p(σ) =
1

2πα′ ẋ(σ)

[x(σ), p(σ′)] = iδ(σ − σ′)

The solution of these equations are

x(τ,σ) =
1

2
(x(τ − σ) + x̃(τ + σ)) (2.90)

x(τ − σ) = x0 + α′p0(τ − σ) + i
√

2α′
∑

n"=0

1

n
αne

−in(τ−σ)

x̃(τ + σ) = x̃0 + α′p̃0(τ + σ) + i
√

2α
∑

n"=0

1

n
α̃ne

−in(τ+σ)

The center-of-mass coordinate and momentum are

X = (x0 + x̃0)/2, P = (p0 + p̃0)/2

The physical string coordinate is

x(τ,σ) = X + α′P τ +
√

α′wσ + i

√
α′

2

∑

n"=0

1

n
(αne−in(τ−σ) + α̃ne−in(τ+σ))

The CCR is realized by

[αn,αm] = nδn+m,0, [α̃n, α̃m] = nδn+m,0 (2.91)

[X,P ] = i, [w,X] = [w,P ] = 0 (2.92)

and all others are zero. The periodicity condition

σ ⇒ σ + 2π → x(σ) → x(σ) + 2πRn
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general solution 
of the wave equation 

If we assume that the (target) space has  a finite length   R  with periodic boundary condition 
along a particular direction

the zero mode parts are quantized as  (c. o. m   momentum   and   winding ,   respectively)
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determines the eigenvalues of the zero-modes

P = m/R,
√

α′w = Rn

or

p0 = P + w/
√

α′ =
m

R
+

Rn

α′ ,

p̃0 = P − w/
√

α′ =
m

R
− Rn

α′

The Virasoro operators which generate the conformal transformation z → s + εnzn+1 for

the variable z = ei(τ−σ) are

Ln =
1

8πα′

∫ 2π

0
dσe−inσ : (

dx(τ − σ)

dτ
)2 :=

1

2

∑

m

α−mαn+m

L̃n =
1

8πα′

∫ 2π

0
dσe−inσ : (

dx(τ + σ)

dτ
)2 :=

1

2

∑

m

α̃−mα̃n+m

α0 =

√
α′

2
p0, α̃0 =

√
α′

2
p̃0

using conformal fields
dx(τ − σ)

d(τ − σ)
=

√
2α′

∑
αne−in(τ−σ)

dx̃(τ + σ)

d(τ + σ)
=

√
2α′

∑
α̃ne−in(τ+σ)

Note that the world-sheet energy-momentum tensors are

T00 =
1

4πα′ (ẋ
2 + x′2) = T11, T01 = T10 =

1

2πα′ ẋx′

Thus the Virasoro operators are Fourier coefficients of the light-like components

1

2
(T00 ± T01)

2 =
1

8πα
(ẋ ± x′)2

and generates conformal transformations

δ(τ ± σ) = ε±(τ ± σ),

satisfying the Virasoro algebra

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n +
m(m2 − 1)

12
δm+n,0 (2.93)

35

(transverse modes)



Zero mode constraints 

The mass shell condition is nothing but the zero-mode component of the Hamiltonian

constraint

0 = H ≡ L0 − 1 + L̃0 − 1 (2.94)

namely,
1

4
α′(p2

0 + p̃2
0) − 2 +

∞∑

n=1

(αnαn + α̃−nα̃n) = 0

The constant −1 is the contribution of zero-point (Casimir) energy which must be there

in order to preserve the reparametrization symmetry of the theory at the quantum level.

Note that the zero mode contribution in the directions which is not compactified is

α′

2
P 2

while, in the compactified direction,

α′

2
(
(m

R

)2
+

(Rn2

α′

)2)

Remark: In our convention, the Regge slope relation for closed strings is

Jclosed(M) =
α′

2
M2 + 2 (2.95)

while that for open strings is

Jopen(M) = α′M2 + 1 (2.96)

satisfying

Jclosed(M) = 2Jopen(M/2) (2.97)

which reflects the fact that the closed states with largest angular momentum can be

regarded as composites of two parallely rotating open string on top of each other connected

at the end points of open strings.

We have also to take account into the momentum constraint T01 = 0 whose zero mode

is

L0 − L̃0 = 0

or

mn +
∞∑

n=1

(α−nαn − α̃−nα̃n) = 0 (2.98)

Note that
α′

4
(p2

0 − p̃2
0) =

1

2
(α2

0 − α̃′2
0) = mn

36

Hamiltonian constraint :  mass-shell condition

momentum constraint :   level-matching condition

The last term of the Hamiltonian constraint is the contribution of the zero-point 
oscillations.  The divergent sum  is regularized by defining it as a particular limiting case of 
Riemann`s zeta function through an analytic continuation.     (zeta-function regularization)

H =
1

4πα′

∫
dσ
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∂x

∂τ

)2
+

(
∂x

∂σ

)2]

[xµ(σ), pν(σ)] = iδ(σ−σ′), pµ(σ) ≡
1

2πα′
∂xµ(σ)

∂σ

x+ ≡ x0 + xD−1 ∝ P+τ ,
∂

∂σ
p+ = 0

p+ ≡
1

2
(p0 + pD−1) ⇒ P+

xi(τ, σ) , pi(τ, σ) i = 1,2, . . . , D − 2

−2P+P− +
1

α′H⊥ = 0

−
D − 2

12

1

2

∑

n=1
n

ζ(s) ≡
∑

n=1
n−s =

1

Γ(s)

∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
=

∏

primes
(1 − p−s)−1

s → −1

ζ(−1) = −
1

24
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ζ(−1) = −
1
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= 2 → D = 26

|ij〉 ≡ αi
−1α̃

j
−1|0〉

=

(
α(i
−1α̃

j)
−1 −

δij

D − 2
Tri

[
αi
−1α̃

j
−1

])
|0〉

+α[i
−1α̃

j]
−1|0〉

+
δij

D − 2
Tri

[
αi
−1α̃

j
−1

]
|0〉

1

2
(D − 2)(D − 1) − 1 =

D(D − 3)

2
=

D(D + 1)

2
− 2D

1

2
(D − 2)(D − 3) =

D(D − 1)

2
− (D − 1) − (D − 2)

3

Let us consider the case where the space-time is just flat Minkowski space 
without any compactified directions.  Then the first terms in the mass-shell & level-matching 
conditions do not appear, and the theory must be Lorentz covariant. 
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後で述べるように，弦理論の散乱振幅は，対応する世界面のオイラー数 2−2h

が与えられたとき弦の相互作用定数 gs に関して g2h−2
s の重みで加え合わせて

求める. h を面の種数（genus) と呼ぶ．一般に振幅は

Z(gs, R) ≡
∞∑

h=0

g2h−2
s Zh(R) (1.112)

の形を取る．ただし，左辺と右辺では弦の巻き付きモードと重心運動モードの
役割が入れ替わっている．従って，T-双対性はより正確には

Z(gs, R) = Z(gs/R, 1/R) (1.113)

と表される．つまり，振幅に関して，弦理論は T-双対性により，変換 R →
1/R, gs → gs/R のもとで対称性がある．もちろん，この式は T双対変換を一
つの方向だけにほどこしたときのものである．もし，複数の方向にほどこせば，
それに応じてこの変換を行えばよい．連続極限は格子頂点の数 N を無限大に
する極限に対応するが，上の結果は頂点数によらないので連続極限でも成立す
る．むしろ連続極限での経路積分を厳密に定義するには，このような格子近似
から出発するのがほとんど唯一の方法である．

1.9 弦理論の紫外有限性：真空振幅

A = eV TL L =
1
2

∫
dDp

(2π)D

∫ ∞

0

dτ

τ
e−τ(p2+m2) (1.114)

L′
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∫ ∞
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τ
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)
(1.115)
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)
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(1.116)

M2 =
2
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(α−nαn + α̃−nα̃n) − 4
α′ (1.117)

2τ

2πα′ → Im τ,
θ

2π
→ Re τ
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Lorentz covariance requires that 

since only  in that case the first excited states correspond to allowed representations of  
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This result in turn causes the problem 
of tachyonic ground state.
  Remedy:  space-time supersymmetry

irreducible representations



Linearized gravitational fields (“a particle-physicist’s derivation of general relativity”)

We can arrive at the vector gauge fields starting from

• Ｃ＝粒子と反粒子を入れ換える操作
• Ｔ＝時間の向きを逆転する操作
• Ｐ＝空間方向をすべて逆転する操作
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mv√

1 −
(

v
c

)2
E =

√
p2c2 + m2c4

mc2 +
1

2m
p2 + · · · ⇒ pc (1 + m2 c2

2p2
+ · · · ) ( p # mc )　 (p $ mc)

10−19 m 10−8 cm 1015 K 10−32 m

∆r % !
µc

∆t % !2

µc

Hψ =
∞∑

n=1

cnEnψne−iEnt/!

1 =
∫

|ψ|2d3x =
∞∑

n=1

|cn|2,
∫

|ψn|2d3x = 1

∫
ψ̄nψm d3x = 0 (n &= m)

∫
ψ̄Hψ d3x =

∞∑

n=1

En|cn|2

x = q2

∫
d4xAµjµ ∂µjµ = 0

Aµ → Aµ + ∂µλ
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gauge condition and residual gauge degrees 
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However, a big difference! This is valid only at the lowest order in 

Energy and momentum of           must also be included in the 
energy-momentum tensor, when we go to higher orders.
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Under the requirements that the action is second order with respect to space-time derivatives and is 
invariant under the gauge transformation, the Lagrangian is unique, up to total derivatives and is equal to 
the linearized form of the Einstein action. 
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As soon as we add higher order terms to this form, we encounter 
inconsistency, unless we extend the gauge transformation recursively 
with respect to the coupling constant.  The recursive construction is bound to 
coincide with the expansion of the Einstein action using 
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A convenient way of convincing this expectation is to start from the 
first-order form of the linearized Einstein action. 
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treating           and           as independent fields.
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D(D − 3)
2

L =
1
4
∂σhµν∂σhµν − 1

2
∂σhµν∂

νhµσ − 1
4
∂µh∂µh +

1
2
∂µh∂νh

νµ

Gµν = 0 ∂µGµν = 0

2Gαβ = !hαβ + ∂α∂βh − ∂β∂σhασ − ∂σ∂αhβσ + ηα(∂µ∂νh
µν − !h)

gµν = ηµν + κhµν

A =
∫

dDx[ψµν(Γα
µν,α − Γµ,ν) + ηµν(Γα

µνΓα − Γα
βµΓβ

αν)] Γµ = Γα
µα

δψ δΓ !ψµν − ∂α∂νψµα − ∂α∂µψνα − 1
2
!ψ = 0

2Γα
µν − ηα

µΓν − ηα
ν Γµ = ∂αψµν − ∂νψ

α
µ − ∂µψα

ν − 1
2
ηµν∂α∂βψαβ

∂αΓα
µν − 1

2
∂νΓµ − 1

2
∂µΓν = 0
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This is equivalent with the linearized eq. of motion for      

x = q2

e

∫
d4xAµjµ ∂µjµ = 0

Aµ → Aµ + ∂µλ ∂µAµ = 0 !λ = 0 D → D − 2

κ

∫
d4xhµνT

µν ∂µTµν = 0 Tµν = T νµ

hµν → hµν + ∂µξν + ∂νξµ

ψµν ≡ hµν − 1
2
ηµh h = hµ

µ

δψµν = ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂ξ

∂µδψµν = !ξν

∂µψµν = 0 !ξµ = 0
D(D + 1)

2
− 2D =

D(D − 3)
2

L =
1
4
∂σhµν∂σhµν − 1

2
∂σhµν∂

νhµσ − 1
4
∂µh∂µh +

1
2
∂µh∂νh

νµ

Gµν = 0 ∂µGµν = 0

2Gαβ = !hαβ + ∂α∂βh − ∂β∂σhασ − ∂σ∂αhβσ + ηα(∂µ∂νh
µν − !h)

gµν = ηµν + κhµν

A =
∫

dDx[ψµν(Γα
µν,α − Γµ,ν) + ηµν(Γα

µνΓα − Γα
βµΓβ

αν)] Γµ = Γα
µα

δψ δΓ !ψµν − ∂α∂νψµα − ∂α∂µψνα − 1
2
!ψ = 0

2Γα
µν − ηα

µΓν − ηα
ν Γµ = ∂αψµν − ∂νψ

α
µ − ∂µψα

ν − 1
2
ηµν∂α∂βψαβ

∂αΓα
µν − 1

2
∂νΓµ − 1

2
∂µΓν = 0
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The complete non-linear action is obtained from this form simply by the 
replacement

which gives the correct first order Einstein action up to total derivatives. 

x = q2

e

∫
d4xAµjµ ∂µjµ = 0

Aµ → Aµ + ∂µλ ∂µAµ = 0 !λ = 0 D → D − 2

κ

∫
d4xhµνT

µν ∂µTµν = 0 Tµν = T νµ

hµν → hµν + ∂µξν + ∂νξµ

ψµν ≡ hµν − 1
2
ηµh h = hµ

µ

δψµν = ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂ξ

∂µδψµν = !ξν

∂µψµν = 0 !ξµ = 0
D(D + 1)

2
− 2D =

D(D − 3)
2

L =
1
4
∂σhµν∂σhµν − 1

2
∂σhµν∂

νhµσ − 1
4
∂µh∂µh +

1
2
∂µh∂νh

νµ

Gµν = 0 ∂µGµν = 0

2Gαβ = !hαβ + ∂α∂βh − ∂β∂σhασ − ∂σ∂αhβσ + ηα(∂µ∂νh
µν − !h)

gµν = ηµν + κhµν

A =
∫

dDx[ψµν(Γα
µν,α − Γµ,ν) + ηµν(Γα

µνΓα − Γα
βµΓβ

αν)] Γµ = Γα
µα

δψ δΓ !ψµν − ∂α∂νψµα − ∂α∂µψνα − 1
2
!ψ = 0

2Γα
µν − ηα

µΓν − ηα
ν Γµ = ∂αψµν − ∂νψ

α
µ − ∂µψα

ν − 1
2
ηµν∂α∂βψαβ

∂αΓα
µν − 1

2
∂νΓµ − 1

2
∂µΓν = 0

ηµν → ηµν + ψµν
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  Vertex operators corresponding to these states can be identified as infinitesimal 
     deformations of the string action from the flat space-time with no background. 

H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
4π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms

hab = eρδab

SE[x] =
1

4πα′

∫
|dz|2 [gµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν + Bµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν ]

+
1
4π

∫
|dz|2 (∂zρ∂z̄x

µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx
µ∂µφ)

gµν = ηµν + κhµν !hµν = 0 ∂µhµν = 0 hµ
µ = 0

Bµν = −Bνµ !Bµν = 0 ∂µBµν = 0 !φ = 0

Vh(z, z̄) ∼ hµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν VB ∼ Bµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν Vφ ∼ ∂zρ∂z̄x
µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

gµν → gµν − a

α′ φηµν

δfV (z, z̄) = ∂z [f(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
f(z)V (z, z̄)

]

δf

∫
|dz|2 V (z, z̄) = 0

α′-expansion

Rµν +
1
4
H αβ

µ Hµαβ − 2DµDνφ = 0

DαHα
µν − 2(Dαφ)Hα

µν = 0

4(Dµφ)2 − 4DµDµφ + R +
1
12

HαµνH
αµν = 0

Hαµν ≡ ∂αBµν + ∂µBνα + ∂νBαµ

Rµν = 0 !φ = 0
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or in the Euclidean form with the conformal gauge

H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
4π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms

hab = eρδab

SE[x] =
1

4πα′

∫
|dz|2 [gµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν + Bµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν ]

+
1
4π

∫
|dz|2 (∂zρ∂z̄x

µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx
µ∂µφ)

gµν = ηµν + κhµν !hµν = 0 ∂µhµν = 0 hµ
µ = 0

Bµν = −Bνµ !Bµν = 0 ∂µBµν = 0 !φ = 0

Vh(z, z̄) ∼ hµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν VB ∼ Bµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν Vφ ∼ ∂zρ∂z̄x
µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

gµν → gµν − a

α′ φηµν

δfV (z, z̄) = ∂z [f(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
f(z)V (z, z̄)

]

δf

∫
|dz|2 V (z, z̄) = 0

α′-expansion

Rµν +
1
4
H αβ

µ Hµαβ − 2DµDνφ = 0

DαHα
µν − 2(Dαφ)Hα

µν = 0

4(Dµφ)2 − 4DµDµφ + R +
1
12

HαµνH
αµν = 0

Hαµν ≡ ∂αBµν + ∂µBνα + ∂νBαµ

Rµν = 0 !φ = 0
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H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
2π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms

hab = eρδab

SE[x] =
1

4πα′

∫
|dz|2 [gµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν + Bµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν ]

+
1
4π

∫
|dz|2 (∂zρ∂z̄x

µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx
µ∂µφ)

gµν = ηµν + κhµν !hµν = 0 ∂µhµν = 0 hµ
µ = 0

Bµν = −Bνµ !Bµν = 0 ∂µBµν = 0 !φ = 0

Vh(z, z̄) ∼ hµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν VB ∼ Bµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν Vφ ∼ ∂zρ∂z̄x
µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

gµν → gµν − a

α′ φηµν

δεV (z, z̄) = ∂z [ε(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
ε(z)V (z, z̄)

]

δε

∫
|dz|2 V (z, z̄) = 0 δεz = ε(z)

α′-expansion
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H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
2π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms

hab = eρδab

SE[x] =
1

4πα′

∫
|dz|2 [gµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν + Bµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν ] − 1

2π

∫
|dz|2 φ∂z∂z̄ρ

gµν = ηµν + κhµν !hµν = 0 ∂µhµν = 0 hµ
µ = 0

Bµν = −Bνµ !Bµν = 0 ∂µBµν = 0 !φ = 0

Vh(z, z̄) ∼ hµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν VB ∼ Bµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν Vφ ∼ ∂zρ∂z̄x
µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

gµν → gµν − a

α′ φηµν

δεV (z, z̄) = ∂z [ε(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
ε(z)V (z, z̄)

]

δε

∫
|dz|2 V (z, z̄) = 0 δεz = ε(z)

α′-expansion

Rµν +
1
4
H αβ

µ Hµαβ − 2DµDνφ = 0
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The linearized fields correspond to the vertex operators:

H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
4π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms

hab = eρδab

SE[x] =
1

4πα′

∫
|dz|2 [gµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν + Bµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν ]

+
1
4π

∫
|dz|2 (∂zρ∂z̄x

µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx
µ∂µφ)

gµν = ηµν + κhµν !hµν = 0 ∂µhµν = 0 hµ
µ = 0

Bµν = −Bνµ !Bµν = 0 ∂µBµν = 0 !φ = 0

Vh(z, z̄) ∼ hµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν VB ∼ Bµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν Vφ ∼ ∂zρ∂z̄x
µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

gµν → gµν − a

α′ φηµν

δfV (z, z̄) = ∂z [f(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
f(z)V (z, z̄)

]

δf

∫
|dz|2 V (z, z̄) = 0

α′-expansion

Rµν +
1
4
H αβ

µ Hµαβ − 2DµDνφ = 0

DαHα
µν − 2(Dαφ)Hα

µν = 0

4(Dµφ)2 − 4DµDµφ + R +
1
12

HαµνH
αµν = 0

Hαµν ≡ ∂αBµν + ∂µBνα + ∂νBαµ

Rµν = 0 !φ = 0
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H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
4π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms

hab = eρδab

SE[x] =
1

4πα′

∫
|dz|2 [gµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν + Bµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν ]

+
1
4π

∫
|dz|2 (∂zρ∂z̄x

µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx
µ∂µφ)

gµν = ηµν + κhµν !hµν = 0 ∂µhµν = 0 hµ
µ = 0

Bµν = −Bνµ !Bµν = 0 ∂µBµν = 0 !φ = 0

Vh(z, z̄) ∼ hµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν VB ∼ Bµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν Vφ ∼ ∂zρ∂z̄x
µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

gµν → gµν − a

α′ φηµν

δfV (z, z̄) = ∂z [f(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
f(z)V (z, z̄)

]

δf

∫
|dz|2 V (z, z̄) = 0

α′-expansion

Rµν +
1
4
H αβ

µ Hµαβ − 2DµDνφ = 0

DαHα
µν − 2(Dαφ)Hα

µν = 0

4(Dµφ)2 − 4DµDµφ + R +
1
12

HαµνH
αµν = 0

Hαµν ≡ ∂αBµν + ∂µBνα + ∂νBαµ

Rµν = 0 !φ = 0
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H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
4π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms

hab = eρδab

SE[x] =
1

4πα′

∫
|dz|2 [gµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν + Bµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν ]

+
1
4π

∫
|dz|2 (∂zρ∂z̄x

µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx
µ∂µφ)

gµν = ηµν + κhµν !hµν = 0 ∂µhµν = 0 hµ
µ = 0

Bµν = −Bνµ !Bµν = 0 ∂µBµν = 0 !φ = 0

Vh(z, z̄) ∼ hµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν VB ∼ Bµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν Vφ ∼ ∂zρ∂z̄x
µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

gµν → gµν − a

α′ φηµν

δfV (z, z̄) = ∂z [f(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
f(z)V (z, z̄)

]

δf

∫
|dz|2 V (z, z̄) = 0

α′-expansion

Rµν +
1
4
H αβ

µ Hµαβ − 2DµDνφ = 0

DαHα
µν − 2(Dαφ)Hα

µν = 0

4(Dµφ)2 − 4DµDµφ + R +
1
12

HαµνH
αµν = 0

Hαµν ≡ ∂αBµν + ∂µBνα + ∂νBαµ

Rµν = 0 !φ = 0
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H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
4π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms

hab = eρδab

SE[x] =
1

4πα′

∫
|dz|2 [gµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν + Bµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν ]

+
1
4π

∫
|dz|2 (∂zρ∂z̄x

µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx
µ∂µφ)

gµν = ηµν + κhµν !hµν = 0 ∂µhµν = 0 hµ
µ = 0

Bµν = −Bνµ !Bµν = 0 ∂µBµν = 0 !φ = 0

Vh(z, z̄) ∼ hµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν VB ∼ Bµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν Vφ ∼ ∂zρ∂z̄x
µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

gµν → gµν − a

α′ φηµν

δfV (z, z̄) = ∂z [f(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
f(z)V (z, z̄)

]

δf

∫
|dz|2 V (z, z̄) = 0

α′-expansion

Rµν +
1
4
H αβ

µ Hµαβ − 2DµDνφ = 0

DαHα
µν − 2(Dαφ)Hα

µν = 0

4(Dµφ)2 − 4DµDµφ + R +
1
12

HαµνH
αµν = 0

Hαµν ≡ ∂αBµν + ∂µBνα + ∂νBαµ

Rµν = 0 !φ = 0
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H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
4π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms

hab = eρδab

SE[x] =
1

4πα′

∫
|dz|2 [gµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν + Bµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν ]

+
1
4π

∫
|dz|2 (∂zρ∂z̄x

µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx
µ∂µφ)

gµν = ηµν + κhµν !hµν = 0 ∂µhµν = 0 hµ
µ = 0

Bµν = −Bνµ !Bµν = 0 ∂µBµν = 0 !φ = 0

Vh(z, z̄) ∼ hµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν VB ∼ Bµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν Vφ ∼ ∂zρ∂z̄x
µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

gµν → gµν − a

α′ φηµν

δfV (z, z̄) = ∂z [f(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
f(z)V (z, z̄)

]

δf

∫
|dz|2 V (z, z̄) = 0

α′-expansion

Rµν +
1
4
H αβ

µ Hµαβ − 2DµDνφ = 0

DαHα
µν − 2(Dαφ)Hα

µν = 0

4(Dµφ)2 − 4DµDµφ + R +
1
12

HαµνH
αµν = 0

Hαµν ≡ ∂αBµν + ∂µBνα + ∂νBαµ

Rµν = 0 !φ = 0
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H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
4π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms

hab = eρδab

SE[x] =
1

4πα′

∫
|dz|2 [gµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν + Bµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν ]

+
1
4π

∫
|dz|2 (∂zρ∂z̄x

µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx
µ∂µφ)

gµν = ηµν + κhµν !hµν = 0 ∂µhµν = 0 hµ
µ = 0

Bµν = −Bνµ !Bµν = 0 ∂µBµν = 0 !φ = 0

Vh(z, z̄) ∼ hµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν VB ∼ Bµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν Vφ ∼ ∂zρ∂z̄x
µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

gµν → gµν − a

α′ φηµν

δfV (z, z̄) = ∂z [f(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
f(z)V (z, z̄)

]

δf

∫
|dz|2 V (z, z̄) = 0

α′-expansion

Rµν +
1
4
H αβ

µ Hµαβ − 2DµDνφ = 0

DαHα
µν − 2(Dαφ)Hα

µν = 0

4(Dµφ)2 − 4DµDµφ + R +
1
12

HαµνH
αµν = 0

Hαµν ≡ ∂αBµν + ∂µBνα + ∂νBαµ

Rµν = 0 !φ = 0
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H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′
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valid in the bulk 
of world sheet
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α′-expansion
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These vertex operators satisfy the correct transformation properties under 
     conformal transformation                       ( related to  Weyl invariance).
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 Soft-dilaton theorem: shift of the dilaton field by a constant induces the change 

    of the string coupling 

Rµν +
1
4
H αβ

µ Hµαβ − 2DµDνφ = 0

DαHα
µν − 2(Dαφ)Hα

µν = 0

4(Dµφ)2 − 4DµDµφ + R +
1
12

HαµνH
αµν = 0

Hαµν ≡ ∂αBµν + ∂µBνα + ∂νBαµ

Rµν = 0 !φ = 0

1
2π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) → 1

2π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + cχ φ(x) → φ(x) + c

χ =
1
2π

∫
d2ξ

√
−hR(2) gs → gs ec gs = e〈φ〉
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We can thus make identification

(We can also prove this theorem in the framework of string-field theory)

The metric can be redefined by mixing with dilaton by  the field redefinition 

                      (`dilaton’: some similarity with the NG boson associated with dilation)

H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
2π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms
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µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

Vφ ∼ φ∂z∂z̄ρ

α′ = 1

hµν → hµν − a

α′ φηµν

δεV (z, z̄) = ∂z [ε(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
ε(z)V (z, z̄)

]

δε

∫
|dz|2 V (z, z̄) = 0 δεz = ε(z)
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 The string action with nontrivial backgrounds is nothing but a nonlinear sigma model 
in two dimensions. In the weak-coupling expansion  (which is essentially the alpha’ 
expansion), the conditions for Weyl invariance  (or fixed-point condition of 
renormalization group) are known to be 
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In the linearized approximation for backgrounds, these equations reduce to 
the massless field equations for graviton, B-field and dilaton. 

These equations and its action should be  
(and have been confirmed by explicit computation in lower orders) 
equivalent with the effective action for the S-matrix of string scatterings.



This indicates that the structure of string theory can be basically background independent.

It is one of the most fundamental (and long-standing) problems to explore manifestly 
background independent formulations of string theory. 

Vertex operators

deformation of backgrounds

particle spectra

Interactions Free motions

space-time 

The non-linear structure of interactions automatically emerge from the 
extendedness of strings which is governed by world-sheet conformal symmetry

Trinity of string theory



Solutions of e. o. m and the commutation relations II : open strings

two typical boundary conditions at the end points, free (Neumann) or fixed (Dirichlet)

gµν = gνµ

Bµν = −Bνµ

δBµν = ∂µΛν − ∂νΛµ

φ

0 ≤ σ ≤ π

3. D-branes and effective gauge theory

3.1 D-branes as ‘kink’-like physical excitations of string theory

One the most spectacular progress in recent development of string theory was the recog-

nition that RR charges are carried by D-branes. D-branes are excited objects of string

theory which form boundaries of string world sheets. Let us begin from the bosonic string

theory. Consider open strings with the same conformal-gauge action as for closed strings.

S =
1

4πα′

∫
dτ

∫ π

0
dσ

[
(∂τx)2 − (∂σx)2

]

Two possible boundary condition at the end points σ = 0,π are

free boundary : ∂σx = 0

fixed boundary : ∂τx = 0

If the D-branes are very heavy as it turns out in the weak coupling limit (gs → 0)

and can be treated as static objects at least in the first approximation, it is possible

to interpret the fixed boundary as the position of D-branes, and the direction of free

boundary conditions are the directions along which D-branes extend in space-time. The

other directions corresponding to fixed boundary conditions are the directions which are

transverse to D-branes. Hence, the number (= p + 1) of Neumann directions is equal

to the space-time dimensions of the objects. We can also consider special D-branes with

fixed boundary in the time direction, although the role of such objects is not clear at

present, except for p = −1 corresponding to space-time instantons.

Let us concentrate to one boundary at σ = 0 in the canonical formalism, for sim-

plicity. Then the boundary conditions require, using the general solution for the bosonic

coordinate of section 2, that

N ⇒ −α′(p0 − p̃0) + i
√

2α′
∑

m"=0

i(αne−inτ − α̃e−inτ ) = 0

⇓

p0 = p̃0 ≡ 2P, αn = α̃n

D ⇒ α′(p0 + p̃0) + i
√

2α′
∑

m"=0

(−i)(αne−inτ + α̃e−inτ ) = 0
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N :

D :

⇓

p0 = −p̃0 ≡ L/α′, αn = −α̃n

The contribution to the world-sheet Hamiltonian

H =
1

4πα′

∫ π

0
dσ

[(∂x

∂τ

)2
+

(∂x

∂σ

)2]

in each case is as follows:

N ⇒ H → α′P 2 +
∞∑

n=1

α−nαn

D ⇒ H → 1

4α′L
2 +

∞∑

n=1

α−nαn

The string coordinates take the form

N : x(τ,σ) = X + 2α′P τ + i
√

2α′
∑

n$=0

1

n
αne−inτ cos nσ

p(τ,σ) =
1

2πα′ ẋ =
1

2πα′

(
2α′P +

√
2α′

∑

n$=0

αne−inτ cos nσ
)

x′(τ,σ) = −i
√

2α′
∑

n$=0

αne−inτ sin nσ

D : x(τ,σ) = X − Lσ −
√

2α′
∑

n$=0

1

n
αne−inτ sin nσ

p(τ,σ) =
1

2πα′ ẋ =
i

2πα′

√
2α′

∑

n$=0

αne−inτ sin nσ

x′(τ,σ) = −L −
√

2α′
∑

n$=0

αne−inτ cos nσ

The physical meaning of Lπ is obviously the space-time length between two end points at

σ = 0, π. In particular, if there is a cirle-compactified direction, the value of L can take

discrete spectrum 2nR.

Note that under the T-duality transformation

√
2πα′p(τ,σ) → − 1√

2πα′
x′(τ,σ)

'

(N,D) → (D,N)
√

2α′P → L/
√

α′, αn → αn
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⇓
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Using the same general solution as for closed strings  (at                     ),  
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√

2α′
∑

n"=0

i(αne−inτ − α̃ne−inτ ) = 0

⇓

p0 = p̃0 ≡ 2P, αn = α̃n

D ⇒ α′(p0 + p̃0) + i
√

2α′
∑

n"=0

(−i)(αne−inτ + α̃ne−inτ ) = 0
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: string length 
 along D direction

DαHα
µν − 2(Dαφ)Hα

µν = 0

4(Dµφ)2 − 4DµDµφ + R +
1
12

HαµνH
αµν = 0

Hαµν ≡ ∂αBµν + ∂µBνα + ∂νBαµ

Rµν = 0 !φ = 0

1
2π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) → 1

2π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + cχ φ(x) → φ(x) + c

χ =
1
2π

∫
d2ξ

√
−hR(2) gs → gs ec gs = e〈φ〉

z w z = τ + iσ w = exp
[
z(1 − θ

2π
)
]

−∞ + ∞ 0 ≤ σ ≤ π

) = πL
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consistent  with the momentum constraint                            
at the boundary

2Γα
µν − ηα

µΓν − ηα
ν Γµ = ∂αψµν − ∂νψ

α
µ − ∂µψα

ν − 1
2
ηµν∂α∂βψαβ

∂αΓα
µν − 1

2
∂νΓµ − 1

2
∂µΓν = 0

ηµν → ηµν + ψµν

$b

m ∼ $s/gs m∆wv∆X ∼ 1

∂τx∂σx = 0

69



⇓

p0 = −p̃0 ≡ L/α′, αn = −α̃n

The contribution to the world-sheet Hamiltonian

H =
1

4πα′

∫ π

0
dσ

[(∂x

∂τ

)2
+

(∂x

∂σ

)2]

in each case is as follows:

N ⇒ H → α′P 2 +
∞∑

n=1

α−nαn

D ⇒ H → 1

4α′L
2 +

∞∑

n=1

α−nαn

The string coordinates take the form

N : x(τ,σ) = X + 2α′P τ + i
√

2α′
∑

n$=0

1

n
αne−inτ cos nσ

p(τ,σ) =
1

2πα′ ẋ =
1

2πα′

(
2α′P +

√
2α′

∑

n$=0

αne−inτ cos nσ
)

x′(τ,σ) = −i
√

2α′
∑

n$=0

αne−inτ sin nσ

D : x(τ,σ) = X − Lσ −
√

2α′
∑

n$=0

1

n
αne−inτ sin nσ

p(τ,σ) =
1

2πα′ ẋ =
i

2πα′

√
2α′

∑

n$=0

αne−inτ sin nσ

x′(τ,σ) = −L −
√

2α′
∑

n$=0

αne−inτ cos nσ

The physical meaning of Lπ is obviously the space-time length between two end points at

σ = 0, π. In particular, if there is a cirle-compactified direction, the value of L can take

discrete spectrum 2nR.

Note that under the T-duality transformation

√
2πα′p(τ,σ) → − 1√

2πα′
x′(τ,σ)

'

(N,D) → (D,N)
√

2α′P → L/
√

α′, αn → αn
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For simplicity, only NN and 
DD cases are treated here. 

Hamiltonian constraints : 

⇓
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gµν = gνµ

Bµν = −Bνµ

δBµν = ∂µΛν − ∂νΛµ

φ

0 ≤ σ ≤ π

(H − 1)|Ψ〉 = 0 Massless vector modes propagating 
along Neumann directions and 
massless scalar modes associated with 
Dirichlet directions

gµν = gνµ

Bµν = −Bνµ

δBµν = ∂µΛν − ∂νΛµ

φ

0 ≤ σ ≤ π

(H − 1)|Ψ〉 = 0

αi
−1|0〉

τ → τ + δτ

S =
1

4πα′

∫
dτdσ

[(
∂x

∂τ

)2

−
(

∂x

∂σ

)2
]

H =
1

4πα′

∫
dσ

[(
∂x

∂τ

)2

+

(
∂x

∂σ

)2
]

[xµ(σ), pν(σ)] = iηµνδ(σ − σ′), pµ(σ) ≡ 1

2πα′
∂xµ(σ)

∂τ

x+ ≡ x0 + xD−1 ∝ P+τ ,
∂

∂σ
p+ = 0

p+ ≡ 1

2
(p0 + pD−1) ⇒ P+

xi(τ,σ) , pi(τ,σ) i = 1, 2, . . . , D − 2

−2P+P− +
1

α′H⊥ = 0

−D − 2

12
− D − 2

24
1

2

∑

n=1

n

ζ(s) ≡
∑

n=1

n−s =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

xs−1

ex − 1

=
∏

primes

(1 − p−s)−1

s → −1

ζ(−1) = − 1

24
D − 2

12
= 2 → D = 26

|ij〉 ≡ αi
−1α̃

j
−1|0〉

=

(
α(i
−1α̃

j)
−1 −

δij

D − 2
Tri

[
αi
−1α̃

j
−1

])
|0〉

+α[i
−1α̃

j]
−1|0〉

3

L′
string =

1
2

∫
d2τ

Im τ

∫
dDp

(2π)D
e−p2πα′Im τ

×Tr
(
e2πiτ(

P
n=1 α−nαn−1)e−2πiτ̄(

P
n=1 α̃−nα̃n−1)

)
(1.118)

=
1
2

∫
d2τ

Im τ

(
1

α′Im τ

)D/2

(qq̄)−2

[ ∞∏

n=1

(1 − q2n)(1 − q̄2n)

]−(D−2)

(1.119)

q ≡ eiπτ

τ =
z2

z1
,

(
z1

z2

)
→

(
z′1

z′2

)
=

(
a b

c d

)(
z1

z2

)
τ → τ ′ =

c + dτ

a + bτ

(1.120)

ad − bc = 1 (a, b, c, d) ∈ Z SL(2, Z)

τ ′ = τ + 1

(
1 0

1 1

) (
0 1

−1 0

)
τ ′ = −1

τ
(1.121)

η(τ) ≡ q1/12
∞∏

n=1

(1 − q2n) η(τ + 1) = eπi/12η(τ) η(τ̄ + 1) = e−πi/12η(τ̄)

(1.122)

η(−1
τ

) = (−iτ)1/2η(τ)
d2τ

(Im τ)2
=

d2τ ′

(Im τ ′)2
(1.123)

(Im τ ′)1/2η(τ ′)η(τ̄ ′) = (Im τ)1/2η(τ)η(τ̄) (1.124)

D = 26

L′
string =

1
2(α′)13

∫
d2τ

Im τ

[
(Im τ)1/2η(τ)η(τ̄)

]−24
(1.125)

|τ | ≥ 1, −1/2 < Re τ ≤ 1/2

Lstring =
1

2(α′)13

∫

F

d2τ

Im τ

[
(Im τ)1/2η(τ)η(τ̄)

]−24
(1.126)

26 第 1講 弦理論はどう定義されているか



Now the correspondent to what we have performed in the lattice-regularized path

integral is the canonical transformation

(link) ↔ (dual link) :
√

1/2πα′∂σx ↔ −
√

1/2πα′∂τx = −
√

2πα′p

√
2πα′p(σ) =

1√
4π

∑

n

[αneinσ + α̃ne−inσ]

−
√

1/2πα′x′(σ) =
1√
4π

∑

n

[αneinσ − α̃ne−inσ]

which is equivalent to

αn ↔ αn, α̃n ↔ −α̃n (2.99)

or

∂x(τ − σ) ↔ ∂x(τ − σ), ∂x̃(τ + σ) ↔ −∂x̃(τ + σ)

In particular, for the zero mode we have

(m,n) ↔ (n,m), R ↔ α′

R
(2.100)

This coincides with what we found in the lattice regularized formulation for arbitrary sur-

faces. The transformation law of the string coupling cannnot be derived in the canonical

formalism. Of course, in the path integral apporoach, we can derive the same result as

before if we pay due attention to the measure factor.

The above structure can be readily extended to the case with constant background

fields for the metric, B-field, and dilaton in the space-time torus (Λd) of d-dimensions

(i = 1, . . . , d).

S =
1

4π

∫
dτ

∫ 2π

0
dσ

[
Gij∂αxi∂αxj + εαβBij∂αxi∂βxj

]
− Φ(2 − 2g)

where g is the genus of world sheet (α′ = 1). The constant metric and B-fields can be

regarded as coordinates of d2(= d(d + 1)/2 + d(d − 1)/2) dimensional moduli space of

exactly marginal operators of d-dimensional space-time of bosonic string theory except

for the dilaton.

The canonical momenta are

2πpi = GijẊ + Bijx
′j

We assume that the coordinates xi are periodic with period 2π. Thus the zero-mode of

the momenta take integer values

Pi = ni

37

Now the correspondent to what we have performed in the lattice-regularized path

integral is the canonical transformation

(link) ↔ (dual link) :
√

1/2πα′∂σx ↔ −
√

1/2πα′∂τx = −
√

2πα′p

√
2πα′p(σ) =

1√
4π

∑

n

[αneinσ + α̃ne−inσ]

−
√

1/2πα′x′(σ) =
1√
4π

∑

n

[αneinσ − α̃ne−inσ]

which is equivalent to

αn ↔ αn, α̃n ↔ −α̃n (2.99)

or

∂x(τ − σ) ↔ ∂x(τ − σ), ∂x̃(τ + σ) ↔ −∂x̃(τ + σ)

In particular, for the zero mode we have

(m,n) ↔ (n,m), R ↔ α′

R
(2.100)

This coincides with what we found in the lattice regularized formulation for arbitrary sur-

faces. The transformation law of the string coupling cannnot be derived in the canonical

formalism. Of course, in the path integral apporoach, we can derive the same result as

before if we pay due attention to the measure factor.

The above structure can be readily extended to the case with constant background

fields for the metric, B-field, and dilaton in the space-time torus (Λd) of d-dimensions

(i = 1, . . . , d).

S =
1

4π

∫
dτ

∫ 2π

0
dσ

[
Gij∂αxi∂αxj + εαβBij∂αxi∂βxj

]
− Φ(2 − 2g)

where g is the genus of world sheet (α′ = 1). The constant metric and B-fields can be

regarded as coordinates of d2(= d(d + 1)/2 + d(d − 1)/2) dimensional moduli space of

exactly marginal operators of d-dimensional space-time of bosonic string theory except

for the dilaton.

The canonical momenta are

2πpi = GijẊ + Bijx
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2.3 T-duality

In the case of field theories on space-time lattices, this simply corresponds to transformation 
between the original lattice and its dual lattice (Kramers-Wannier duality)

closed strings :

⇓

p0 = −p̃0 ≡ L/α′, αn = −α̃n

The contribution to the world-sheet Hamiltonian

H =
1

4πα′

∫ π

0
dσ

[(∂x

∂τ

)2
+

(∂x

∂σ

)2]

in each case is as follows:

N ⇒ H → α′P 2 +
∞∑

n=1

α−nαn

D ⇒ H → 1

4α′L
2 +

∞∑

n=1

α−nαn

The string coordinates take the form

N : x(τ,σ) = X + 2α′P τ + i
√

2α′
∑

n$=0

1

n
αne−inτ cos nσ

p(τ,σ) =
1

2πα′ ẋ =
1

2πα′

(
2α′P +

√
2α′

∑

n$=0

αne−inτ cos nσ
)

x′(τ,σ) = −i
√

2α′
∑

n$=0

αne−inτ sin nσ

D : x(τ,σ) = X − Lσ −
√

2α′
∑

n$=0

1

n
αne−inτ sin nσ

p(τ,σ) =
1

2πα′ ẋ =
i

2πα′

√
2α′

∑

n$=0

αne−inτ sin nσ

x′(τ,σ) = −L −
√

2α′
∑

n$=0

αne−inτ cos nσ

The physical meaning of Lπ is obviously the space-time length between two end points at

σ = 0, π. In particular, if there is a cirle-compactified direction, the value of L can take

discrete spectrum 2nR.

Note that under the T-duality transformation

√
2πα′p(τ,σ) → − 1√

2πα′
x′(τ,σ)

'

(N,D) → (D,N)
√

2α′P → L/
√

α′, αn → αn
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open strings :

The Hamiltonian is invariant under

There can be no such symmetries in particle mechanics.   Historically, T-duality symmetry first explicitly 
appeared in the calculation of one-loop vacuum amplitude with torus compactification (Kikkawa-
Yamasaki, 1984).

−i
∂

∂x0
|ψ〉 = p0|ψ〉 =

√
p2 + m2|ψ〉, p = −i∇ (1.32)

によって導入されることになる．負エネルギー状態も同時に適当に考慮
すると前の定式化と全く同等になる．伝播関数をこの立場に基づき表せ．

弦理論においても同じ考え方で，先に拘束条件を解いてから量子化を行う方
法を取れる．弦のスペクトルを求めるにはこの方法が手っ取り早い．が，そこ
に進む前にもう一つ問題がある．通常の場の量子論でよく理解されているよう
に，量子化を形式的に進めると，場の同一時空点での積は一般に発散を含み有
意味に定義できない．その点を取扱いやすくするにはなんらかの形で離散的な
自由度を用いて理論を表すのが便利である．今の場合は，運動方程式が自由場
の線形な方程式であるから，その解としての完全系を用意する．弦の長さが有
限だとすると完全系を無限個の離散モードで表せる．まず，弦が閉じていると
して空間方向のパラメター σ の変域を σ ∈ [0, 2π] としよう．当然 σ = 0 と
σ = 2π は時空では同一点でなければならない．最初簡単のため，すべての方
向に無限に広がった d 次元ミンコフスキー空間であるとする．このとき， xµ

は境界条件

xµ(τ,σ) = xµ(τ,σ + 2π) (1.33)

が満たさなければならない．この条件のもとで運動方程式の任意の解は次の形
に展開できる．

xµ(τ,σ) =
1
2

(xµ(τ − σ) + x̃µ(τ + σ)) = Xµ + α′Pµτ

+i

√
α′

2

∑

n"=0

1
n

(
αµ

ne−in(τ−σ) + α̃µ
ne−in(τ+σ)

)
(1.34)

xµ(τ − σ) = xµ
0 + α′pµ

0 (τ − σ) + i
√

2α′
∑

n "=0

1
n

αµ
ne−in(τ−σ) (1.35)

x̃µ(τ + σ) = x̃µ
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αn, α̃n は弦を右向き，および左向きに進むフーリエモード，また

Xµ = (xµ
0 + x̃µ

0 )/2, Pµ = (pµ
0 + p̃µ

0 )/2 =
∫ 2π

0
pµ(τ,σ)dσ (1.37)

は弦の重心座標と対応する運動量を表す．周期条件により pµ
0 = p̃µ

0 でなければ
ならない．以下では必要に応じて，pµ

0 =
√

2/α′αµ
0 , p̃µ

0 =
√

2/α′α̃µ
0 という記

号を用いるので覚えておいて欲しい．
ここで拘束条件にもどろう．拘束条件は２種類あるので，それに対応して２
種類の変数を消去できるはずである．実際，共形座標の任意性を用いると，ま
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By a T-duality transformation along a particular direction, a theory compactified on a 
circle of radius R is transformed into another theory with radius 1/R (in the string unit), 
with momentum and winding modes being interchanged for closed strings and, for open 
strings, with Neumann and Dirichlet boundary conditions being interchanged.  

Further analyses of scattering amplitudes indicate that the string coupling is transformed as   
(being consistent with the lattice analysis)

p((τ, σ = 0)δab → pi(τ, σ) − λA
abε

iδ(σ)

−
1

g2
o

∫
dp+1xTr

(1

4
(Fµν)2 +

1

2
(DµXi)2 + · · ·

)

µ, ν, . . . ∈ (0,1,2, . . . , p)

i, j, . . . ,∈ (p + 1, p + 2, . . . , d − 1)

g2
o ∼ gs go

1

gs

gs → gs/R

This is consistent with the requirement that the effective gravitational constant 
in un-compactified part of the space-time must be invariant under T-duality. 

• the number of independent homology cylces = 2h

Note that h is nothing but genus of the surface. Using Euler relation

2 − 2h = S − P + V

with

• the number of plaquesttes = the number of dual vertices = S

we find the constant factor is equal to

(2π)−P+V −1+2hR−2h = (2π)−S+1R−2h

Thus we finally have the relation

Zh(R) ≡ R
∑

{mij}

∫ +∞

−∞

[
dxi

2π

]′ ∏

{ij}
exp[− 1

4π
(xi − xj + 2π"aε

a
ijR)2]

= R2−2h 1

R

∑

{!A}

∫ +∞

−∞

[
dpI

2π

]′ ∏

{IJ}
exp

[
− 1

4π
(pI − pJ + 2π"AεA

IJ/R)2
]

= R2−2hZh(1/R) (2.85)

Thus the Grand partition funcition satisfies the T-duality relatin

Z(g,R) = Z(g/R, 1/R) (2.86)

Z(g,R) ≡
∞∑

h=0

g2h−2Zh(R) (2.87)

In string theory, the fugacy parameter g is nothing but the string coupling constant.

The transformation rule

g → g/R

in the string-theory context can also be derived by requiring the effective Newton con-

stant in the uncompactified part of the space-time must be invariant and T-duality. The

effective Newton constant after compactification of one direction into a circle of radius R

satisfies is

1/Geff = R/g2
s

If T-duality is a symmetry of the theory this must be invariant under the transformation

R → 1/R, gs → g′
s
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R/g2
s = 1/R × 1/(g′

s)
2

which leads

g′
s = gs/R

Physical meaning

• !a : winding number along the homology cycle a.

• xi : fluctuating string coordinate without winding number

" dual under lattice ↔ dual lattice

• !A : discrete momentum along the (dual) homology cylce

• pI : fluctuating string momentum without zero-modes dual homology cycle A

33
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2
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" dual under lattice ↔ dual lattice

• !A : discrete momentum along the (dual) homology cylce

• pI : fluctuating string momentum without zero-modes dual homology cycle A
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[T±±(σ), xµ(σ′)]PB =
(
Pτ ± Pσ

)
(σ)δ(σ − σ′)

τ ± σ → τ ′ ± σ′ = f±(τ ± σ)

τ → τ + δτ

S =
1

4πα′

∫
dτdσ

[(
∂x

∂τ

)2

−
(

∂x

∂σ

)2
]

H =
1

4πα′

∫
dσ

[(
∂x

∂τ

)2

+

(
∂x

∂σ

)2
]

[xµ(σ), pν(σ)] = iηµνδ(σ − σ′), pµ(σ) ≡ 1

2πα′
∂xµ(σ)

∂τ

x+ ≡ x0 + xD−1 ∝ P+τ ,
∂

∂σ
p+ = 0

p+ ≡ 1

2
(p0 + pD−1) ⇒ P+

xi(τ,σ) , pi(τ, σ) i = 1, 2, . . . , D − 2

∫
dσ

[(
∂xµ

∂τ

)2

+

(
∂xµ

∂σ

)2
]

= 0

−2P+P− +
1

α′H⊥ = 0

∫
dσ

∂xµ

∂τ

∂xµ

∂σ
= 0

α′ = 1

−D − 2

12
− D − 2
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T-duality in the lattice-regularized world-sheet picture
(Kramers-Wannier duality)

化として完全に満足にゆくものは知られていない．むしろ，そのような非摂動
的な定式化，および，そのための原理を探ることが弦理論における最も重要な
課題なのである．

1.8 格子量子化におけるT双対性
実は，T双対性は，形式的には格子スピン系などでよく知られている格子と
双対格子のあいだの双対性の連続理論版に他ならない．世界面上の運動量モー
ドと巻き付きモードの交換は，秩序 (order)パラメターで測られるスピン励起
と反秩序 (disorder)パラメターで測られる双対スピン励起の交換に相当する．
また，U(1)ゲージ場の理論で，電荷と磁荷の役割を交換する双対性も数学的に
は同様に理解できる．2次元場の理論の立場では，

√
α′/R が結合定数に当たる

ことから予想できるように，このとき電荷 e と磁荷 g は，ディラックの条件
eg = 2π を満たす．
この観点に基づき，T双対性を弦の量子化を世界面を格子化した近似で調べ
てみると理解が深まる．コンパクト化した１次元の方向のみに着目して作用を
格子近似する．式の単純化のため，本節では α′ = 1 の単位を取る．格子点を
添字 i, j, . . . で表す．隣同士（つまり最近接）の格子点の対を ij とすると (格
子間隔 = a）

∫∫
dτdσ(∂x)2 →

∑

ij

a2(
xi − xj + 2πmijR

a
)2 =

∑

ij

(xi −xj +2πmijR)2

(1.95)

と近似される．ここで，mij = −mji は i と j の間で座標の周期のずれを表す
整数である．ただし，この周期のずれは，格子点が世界面のある自明でないサ
イクル=閉路を周回したとき（つまり連続極限では σ → σ + 2π と変化したと
き）にのみ生じるものなので，異なった対 ij の間で独立ではない．この条件
は，すべての自明な格子点の周回で周期のずれがゼロという条件に他ならない．
「自明」な周回とは，連続極限で言うと特異点なしのスムーズな変形で１点に縮
めることができるような周回に相当する．そのような周回では，周期のずれが
ないとしなければならない．もとの格子に対して双対格子（図参照）を考える
と，この条件は双対格子の格子点 (I, J, . . . ) を最短で周回する閉じた線（これ
を自明閉路と呼ぶ）上にある最近接格子点の対を ij ∈ I と表すと

∑

i,j∈I

mij = 0 (1.96)

と表せる．ここで，最近接格子点の対は向き付けられているとし，双対格子点
I を中心に時計回りを正にとる．この条件の一般解は，
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と表せる．ここで，最近接格子点の対は向き付けられているとし，双対格子点
I を中心に時計回りを正にとる．この正則化の方法では、コンパクト化空間の
周期性 xi = xi + 2πRni は、「げーじ」場 mij の存在によって保たれる。周期
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The periodicity of the compactified circle 
is represented by the gauge symmetry

性の変換 xi → xi + 2πRni がゲージ場の変換

mij → mij + 2πR(ni − nj) (1.97)

によって吸収されるわけである。拘束条件 (1.96) は、ゲージ変換で不変である。
拘束条件の一般解は，

mij = mi − mj + "bε
b
ij , mi ∈ Z, "a ∈ Z,

∑

i

mi = 0 (1.98)

と表せる．ただし，記号 εb
ij (注意：b についての和をとっているが式の簡略化

のため省略している） の意味は以下の通りである．まず添字 a は，面上で独
立にとれる周回路を番号つけたものである．独立とは任意の自明閉路との合成
で互い一致させることができないことを言う（独立でない閉路がなす集合を１
次元ホモロジー類と呼ぶ）．たとえば，格子が無限に長い筒だとすると，筒の
横方向に 1周する閉路がただ一つの独立閉路である．また，球面の場合にはそ
のような独立閉路は存在しないし，ドーナツ面の場合には図から納得できるよ
うに，１次元ホモロジー類は２個存在する．この独立閉路とただ１度だけ交差
する双対格子上でつながった閉路をもとの独立閉路と１対１対応させることが
できる．面が有限であればこれも閉路になる．εb

ij は，近接格子対 ij が，この
双対独立閉路と交差するとき，向きによって ±1 を取り，それ以外ではゼロと
定めてある．無限に長い筒の場合には，横方向の１周閉路上に必ず１箇所ゼロ
でない近接格子対がある．整数 "b が連続理論の場合の巻き付き数 m に当た
る．一方，整数 mi は，格子点ごとに独立に定義されていて，周期性を持つ座
標 xi の原点の任意性を表している．それらを xi に吸収してしまえば，積分変
数としての xi を実軸全体で変域を持つ量として扱える．これは前節の議論と
の対応で言うと，巻き付き数を考慮してしまえば，残りのモードは弦が無限に
広がった空間を運動している場合と同じに扱えることに相当する．
従って，経路積分は

Z =R
∑

{mij}

∫ 2πR

0

[
Dxi

2π

]′



∏

ij

exp[− 1
4π

(xi − xj + 2πmijR)2]





×
∏

I

δ(
∑

i,j∈I

mij = 0)

=R
∑

{mij}

∫ ∞

−∞

[
Dxi

2π

]′



∏

ij

exp[− 1
4π

(xi − xj + 2π"bε
b
ijR)2]





(1.99)

になる．ここで，経路積分測度につけた ′ は全体の重心を固定して積分するこ
とを表している．重心位置の積分を前に出ている因子 R で置き換えてあるわ
けである．次に，各最近接格子対ごとに
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る．一方，整数 mi は，格子点ごとに独立に定義されていて，周期性を持つ座
標 xi の原点の任意性を表している．それらを xi に吸収してしまえば，積分変
数としての xi を実軸全体で変域を持つ量として扱える．これは前節の議論と
の対応で言うと，巻き付き数を考慮してしまえば，残りのモードは弦が無限に
広がった空間を運動している場合と同じに扱えることに相当する．
従って，経路積分は
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になる．ここで，経路積分測度につけた ′ は全体の重心を固定して積分するこ
とを表している．重心位置の積分を前に出ている因子 R で置き換えてあるわ
けである．次に，各最近接格子対ごとに
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化として完全に満足にゆくものは知られていない．むしろ，そのような非摂動
的な定式化，および，そのための原理を探ることが弦理論における最も重要な
課題なのである．

1.8 格子量子化におけるT双対性
実は，T双対性は，形式的には格子スピン系などでよく知られている格子と
双対格子のあいだの双対性の連続理論版に他ならない．世界面上の運動量モー
ドと巻き付きモードの交換は，秩序 (order)パラメターで測られるスピン励起
と反秩序 (disorder)パラメターで測られる双対スピン励起の交換に相当する．
また，U(1)ゲージ場の理論で，電荷と磁荷の役割を交換する双対性も数学的に
は同様に理解できる．2次元場の理論の立場では，

√
α′/R が結合定数に当たる

ことから予想できるように，このとき電荷 e と磁荷 g は，ディラックの条件
eg = 2π を満たす．
この観点に基づき，T双対性を弦の量子化を世界面を格子化した近似で調べ
てみると理解が深まる．コンパクト化した１次元の方向のみに着目して作用を
格子近似する．式の単純化のため，本節では α′ = 1 の単位を取る．格子点を
添字 i, j, . . . で表す．隣同士（つまり最近接）の格子点の対を ij とすると (格
子間隔 = a）

∫∫
dτdσ(∂x)2 →

∑

ij

a2(
xi − xj + 2πmijR

a
)2 =

∑

ij

(xi −xj +2πmijR)2

(1.95)

と近似される．ここで，mij = −mji は i と j の間で座標の周期のずれを表す
整数である．ただし，この周期のずれは，格子点が世界面のある自明でないサ
イクル=閉路を周回したとき（つまり連続極限では σ → σ + 2π と変化したと
き）にのみ生じるものなので，異なった対 ij の間で独立ではない．この条件
は，すべての自明な格子点の周回で周期のずれがゼロという条件に他ならない．
「自明」な周回とは，連続極限で言うと特異点なしのスムーズな変形で１点に縮
めることができるような周回に相当する．そのような周回では，周期のずれが
ないとしなければならない．もとの格子に対して双対格子（図参照）を考える
と，この条件は双対格子の格子点 (I, J, . . . ) を最短で周回する閉じた線（これ
を自明閉路と呼ぶ）上にある最近接格子点の対を ij ∈ I と表すと

∑

i,j∈I

mij = 0 (1.96)

と表せる．ここで，最近接格子点の対は向き付けられているとし，双対格子点
I を中心に時計回りを正にとる．この条件の一般解は，
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general solution of the constraint :

性の変換 xi → xi + 2πRni がゲージ場の変換

mij → mij − 2πR(ni − nj) (1.97)

によって吸収されるわけである。拘束条件 (1.96) は、ゲージ変換で不変である。
拘束条件の一般解は，

mij = mi − mj + "bε
b
ij , mi ∈ Z, "a ∈ Z,

∑

i

mi = 0 (1.98)

と表せる．ただし，記号 εb
ij (注意：b についての和をとっているが式の簡略化

のため省略している） の意味は以下の通りである．まず添字 a は，面上で独
立にとれる周回路を番号つけたものである．独立とは任意の自明閉路との合成
で互い一致させることができないことを言う（独立でない閉路がなす集合を１
次元ホモロジー類と呼ぶ）．たとえば，格子が無限に長い筒だとすると，筒の
横方向に 1周する閉路がただ一つの独立閉路である．また，球面の場合にはそ
のような独立閉路は存在しないし，ドーナツ面の場合には図から納得できるよ
うに，１次元ホモロジー類は２個存在する．この独立閉路とただ１度だけ交差
する双対格子上でつながった閉路をもとの独立閉路と１対１対応させることが
できる．面が有限であればこれも閉路になる．εb

ij は，近接格子対 ij が，この
双対独立閉路と交差するとき，向きによって ±1 を取り，それ以外ではゼロと
定めてある．無限に長い筒の場合には，横方向の１周閉路上に必ず１箇所ゼロ
でない近接格子対がある．整数 "b が連続理論の場合の巻き付き数 m に当た
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になる．ここで，経路積分測度につけた ′ は全体の重心を固定して積分するこ
とを表している．重心位置の積分を前に出ている因子 R で置き換えてあるわ
けである．次に，各最近接格子対ごとに
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=
∑

{!b}

∫ ∞

−∞

[
DpIJ

2π

] 


∏

{ij}

exp
[
− 1

4π
p2

IJ + ipIJ"bε
b
ijR

]




×
′∏

i

2πδ(
∑

IJ∈i

pIJ = 0) (1.100)

ここで，pij を格子上の最近接対 ij と双対格子上の最近接対 IJ の１対１対応
により pIJ と書き直した．このときデルタ関数の変数に現れた

∑
IJ∈ はもと

の格子上の頂点 i の回りを周回する最小閉路上の双対最近接対 IJ についての
向きつけられた和である．この条件の一般解は，B で双対格子上の１次元ホモ
ロジー類を指定すると

pIJ = pI − pJ + PBεB
IJ ,

∑

I

pI = 0 (1.101)

とかける．ただし， pI , PB は実軸上に値を取る連続変数である．pI は記号が
示すように双対格子の頂点に付与された変数とみなせる．また，εB

IJ は εb
ij の

定義で双対格子ともとの格子を入れ替えたものであるから，εB
IJ は，もとの最

近接格子対がなす閉路と交差する双対格子上の最近接対に付与されている．こ
のとき，

∑

ij

(pI − pJ)"bε
b
ij = 0 (1.102)

が成り立つ．もとの格子の１次元ホモロジー類に対応する閉路は，双対格子の
頂点を結ぶ閉路であるからである．さらに，公式

∞∑

n=−∞
einθ = 2π

∞∑

m=−∞
δ(θ − 2πm) (1.103)

により，
∞∑

!b=−∞
exp[iPB"bε

B
IJεb

ijR] =
∞∑

!b=−∞
exp[iPB"bR]

=
2π

R

∞∑

!B=−∞
δ(PB − 2π"B/R) (1.104)

が得られるので，もとの経路積分は運動量空間では次の形になる．

Z =R
∑

{!A}

∫ +∞

−∞
[DpI ]′(2π)−P+V −1(

2π

R
)2h

×
∏

{IJ}

exp
[
− 1

4π
(pI − pJ + 2π"BεB

IJ/R)2
]

(1.105)

ここで，V, P, h はそれぞれもとの格子の頂点，最近接頂点対，独立なホモロ
ジー類の個数である．S を最近接頂点対がなす自明な最小閉路（双対格子の頂
点と１対１対応がある）の個数とすると，2次元閉曲面に対するオイラーの定
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理により，

2−2h = S−P +V → (2π)−P+V −1+2hR−2h = (2π)−S+1R−2h (1.106)

が成り立つ．これを用いて，結局

Zh(R) ≡R
∑

{mij}

∫ +∞
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[
dxi
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exp[− 1
4π

(xi − xj + 2π"bε
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ijR)2]

=R2−2h 1
R

∑
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∫ +∞
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]′ ∏

{IJ}

exp
[
− 1

4π
(pI − pJ + 2π"BεB

IJ/R)2
]

=R2−2hZh(1/R) (1.107)

が証明できたわけである．この節の取り扱いは，前節で述べた演算子の入れ替
え (1.77) , つまり p(τ, σ) ↔ ∂σx(τ,σ) を経路積分で実行したことに相当する．
この扱いの利点は，この変換のもとで一般に振幅は不変ではなく，因子 R2−2h

がかかることがわかったことである．閉じた面の場合，h は球面でゼロで，球
面にハンドルを付け加えるごとに h の値が１ずつ増える．従って，ドーナツ面
では h = 1, ２重ドーナツ面では h = 2 である．ホモロジー類の個数とハンド
ルの個数が対応していることは，図から容易に納得できるはずである．
後で述べるように，弦理論の散乱振幅は，対応する世界面のオイラー数 2−2h

が与えられたとき弦の相互作用定数 gs に関して g2h−2
s の重みで加え合わせて

求める. h を面の種数（genus) と呼ぶ．一般に振幅は

Z(gs, R) ≡
∞∑

h=0

g2h−2
s Zh(R) (1.108)

の形を取る．ただし，左辺と右辺では弦の巻き付きモードと重心運動モードの
役割が入れ替わっている．従って，T-双対性はより正確には

Z(gs, R) = Z(gs/R, 1/R) (1.109)

と表される．つまり，振幅に関して，弦理論は T-双対性により，変換 R →
1/R, gs → gs/R のもとで対称性がある．もちろん，この式は T双対変換を一
つの方向だけにほどこしたときのものである．もし，複数の方向にほどこせば，
それに応じてこの変換を行えばよい．連続極限は格子頂点の数 N を無限大に
する極限に対応するが，上の結果は頂点数によらないので連続極限でも成立す
る．むしろ連続極限での経路積分を厳密に定義するには，このような格子近似
から出発するのがほとんど唯一の方法である．

1.9 開弦の量子力学とDブレーン
これまでは，弦が閉じて輪のようになっている場合を取り扱ったが，開いた
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ij は，近接格子対 ij が，この
双対独立閉路と交差するとき，向きによって ±1 を取り，それ以外ではゼロと
定めてある．無限に長い筒の場合には，横方向の１周閉路上に必ず１箇所ゼロ
でない近接格子対がある．整数 "b が連続理論の場合の巻き付き数 m に当た
る．一方，整数 mi は，格子点ごとに独立に定義されていて，周期性を持つ座
標 xi の原点の任意性を表している．それらを xi に吸収してしまえば，積分変
数としての xi を実軸全体で変域を持つ量として扱える．これは前節の議論と
の対応で言うと，巻き付き数を考慮してしまえば，残りのモードは弦が無限に
広がった空間を運動している場合と同じに扱えることに相当する．
従って，経路積分は
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になる．ここで，経路積分測度につけた ′ は全体の重心を固定して積分するこ
とを表している．重心位置の積分を前に出ている因子 R で置き換えてあるわ
けである．次に，各最近接格子対ごとに
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性の変換 xi → xi + 2πRni がゲージ場の変換

mij → mij − 2πR(ni − nj) (1.97)

によって吸収されるわけである。拘束条件 (1.96) は、ゲージ変換で不変である。
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when the link (ij) crosses the 
representative homology cycle b
on the dual lattice, with signs 
depending on orientation. 

There is one-to-one
correspondence between 
the homology cycles on 
the original lattice and 
the dual lattice. 



Partition function fixation of  the center-of-mass coordinate

The Boltzmann factor can be re-expressed as 

exp[− 1
4π

(xi − xj + 2π"bε
b
ijR)2]

=
∫ +∞

−∞

dpij

2π
exp

[
− 1

4π
p2

ij +
i

2π
pij(xi − xj + 2π"bε

b
ijR)

]
(1.100)

により運動量空間の積分に書き直し，xi を先に積分すると，運動量変数 pij に
対するデルタ関数の積が得られる．

=
∑

{!b}

∫ ∞

−∞

[
DpIJ

2π

] 


∏

{ij}

exp
[
− 1

4π
p2

IJ + ipIJ"bε
b
ijR

]




×
′∏

i

2πδ(
∑

IJ∈i

pIJ = 0) (1.101)

ここで，pij を格子上の最近接対 ij と双対格子上の最近接対 IJ の１対１対応
により pIJ と書き直した．このときデルタ関数の変数に現れた

∑
IJ∈ はもと

の格子上の頂点 i の回りを周回する最小閉路上の双対最近接対 IJ についての
向きつけられた和である．この条件の一般解は，B で双対格子上の１次元ホモ
ロジー類を指定すると

pIJ = pI − pJ + PBεB
IJ ,

∑

I

pI = 0 (1.102)

とかける．ただし， pI , PB は実軸上に値を取る連続変数である．pI は記号が
示すように双対格子の頂点に付与された変数とみなせる．また，εB

IJ は εb
ij の

定義で双対格子ともとの格子を入れ替えたものであるから，εB
IJ は，もとの最

近接格子対がなす閉路と交差する双対格子上の最近接対に付与されている．こ
のとき，

∑

ij

(pI − pJ)"bε
b
ij = 0 (1.103)

が成り立つ．もとの格子の１次元ホモロジー類に対応する閉路は，双対格子の
頂点を結ぶ閉路であるからである．さらに，公式

∞∑

n=−∞
einθ = 2π

∞∑

m=−∞
δ(θ − 2πm) (1.104)

により，
∞∑

!b=−∞
exp[iPB"bε

B
IJεb

ijR] =
∞∑

!b=−∞
exp[iPB"bR]

=
2π

R

∞∑

!B=−∞
δ(PB − 2π"B/R) (1.105)

が得られるので，もとの経路積分は運動量空間では次の形になる．
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Then perform the integration over the coordinates first by fixing the momenta (Fourier transform).

H|Ψ〉 = 0

S[x] =
1

4πα′

∫
d2ξ

√
−h

[
gµν(x)hab∂ax

µ∂bx
ν + Bµν(x)εab∂ax

µ∂bx
ν
]
+

1
2π

∫
d2ξ

√
−hR(2)φ(x) + surface terms

hab = eρδab

SE[x] =
1

4πα′

∫
|dz|2 [gµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν + Bµν(x)∂zx

µ∂z̄x
ν ] − 1

2π

∫
|dz|2 φ∂z∂z̄ρ

gµν = ηµν + κhµν !hµν = 0 ∂µhµν = 0 hµ
µ = 0

Bµν = −Bνµ !Bµν = 0 ∂µBµν = 0 !φ = 0

Vh(z, z̄) ∼ hµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν VB ∼ Bµν(x)∂zx
µ∂z̄x

ν Vφ ∼ ∂zρ∂z̄x
µ∂µφ + ∂z̄ρ∂zx

µ∂µφ + a∂zx∂z̄xφ

Vφ ∼ φ∂z∂z̄ρ

α′ = 1

gµν → gµν − a

α′ φηµν

δεV (z, z̄) = ∂z [ε(z)V (z, z̄)] + ∂z̄

[
ε(z)V (z, z̄)

]
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のような独立閉路は存在しないし，ドーナツ面の場合には図から納得できるよ
うに，１次元ホモロジー類は２個存在する．この独立閉路とただ１度だけ交差
する双対格子上でつながった閉路をもとの独立閉路と１対１対応させることが
できる．面が有限であればこれも閉路になる．εb
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でない近接格子対がある．整数 "b が連続理論の場合の巻き付き数 m に当た
る．一方，整数 mi は，格子点ごとに独立に定義されていて，周期性を持つ座
標 xi の原点の任意性を表している．それらを xi に吸収してしまえば，積分変
数としての xi を実軸全体で変域を持つ量として扱える．これは前節の議論と
の対応で言うと，巻き付き数を考慮してしまえば，残りのモードは弦が無限に
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になる．ここで，経路積分測度につけた ′ は全体の重心を固定して積分するこ
とを表している．重心位置の積分を前に出ている因子 R で置き換えてあるわ
けである．次に，各最近接格子対ごとに
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により運動量空間の積分に書き直し，xi を先に積分すると，運動量変数 pij に
対するデルタ関数の積が得られる．
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ここで，pij を格子上の最近接対 ij と双対格子上の最近接対 IJ の１対１対応
により pIJ と書き直した．このときデルタ関数の変数に現れた

∑
IJ∈ はもと

の格子上の頂点 i の回りを周回する最小閉路上の双対最近接対 IJ についての
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Apart from the overall factor R,  the partition function becomes
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により運動量空間の積分に書き直し，xi を先に積分すると，運動量変数 pij に
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近接格子対がなす閉路と交差する双対格子上の最近接対に付与されている．こ
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が成り立つ．もとの格子の１次元ホモロジー類に対応する閉路は，双対格子の
頂点を結ぶ閉路であるからである．さらに，公式
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が得られるので，もとの経路積分は運動量空間では次の形になる．
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Thus we arrive at the following ‘momentum’ representation of the partition function. 
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ここで，V, P, h はそれぞれもとの格子の頂点，最近接頂点対，独立なホモロ
ジー類の個数である．S を最近接頂点対がなす自明な最小閉路（双対格子の頂
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理により，
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が証明できたわけである．この節の取り扱いは，前節で述べた演算子の入れ替
え (1.77) , つまり p(τ, σ) ↔ ∂σx(τ,σ) を経路積分で実行したことに相当する．
この扱いの利点は，この変換のもとで一般に振幅は不変ではなく，因子 R2−2h

がかかることがわかったことである．閉じた面の場合，h は球面でゼロで，球
面にハンドルを付け加えるごとに h の値が１ずつ増える．従って，ドーナツ面
では h = 1, ２重ドーナツ面では h = 2 である．ホモロジー類の個数とハンド
ルの個数が対応していることは，図から容易に納得できるはずである．
後で述べるように，弦理論の散乱振幅は，対応する世界面のオイラー数 2−2h

が与えられたとき弦の相互作用定数 gs に関して g2h−2
s の重みで加え合わせて

求める. h を面の種数（genus) と呼ぶ．一般に振幅は

Z(gs, R) ≡
∞∑

h=0

g2h−2
s Zh(R) (1.109)

の形を取る．ただし，左辺と右辺では弦の巻き付きモードと重心運動モードの
役割が入れ替わっている．従って，T-双対性はより正確には

Z(gs, R) = Z(gs/R, 1/R) (1.110)

と表される．つまり，振幅に関して，弦理論は T-双対性により，変換 R →
1/R, gs → gs/R のもとで対称性がある．もちろん，この式は T双対変換を一
つの方向だけにほどこしたときのものである．もし，複数の方向にほどこせば，
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The present model is essentially the 2D XY model, which is familiar in the statistical mechanics 
of spin systems. In that case, however, we do not impose the condition

If we allow the excitations of local vortices, without imposing this condition, 
the dual transformed system becomes the system of Coulomb gas of local vortices,  

化として完全に満足にゆくものは知られていない．むしろ，そのような非摂動
的な定式化，および，そのための原理を探ることが弦理論における最も重要な
課題なのである．

1.8 格子量子化におけるT双対性
実は，T双対性は，形式的には格子スピン系などでよく知られている格子と
双対格子のあいだの双対性の連続理論版に他ならない．世界面上の運動量モー
ドと巻き付きモードの交換は，秩序 (order)パラメターで測られるスピン励起
と反秩序 (disorder)パラメターで測られる双対スピン励起の交換に相当する．
また，U(1)ゲージ場の理論で，電荷と磁荷の役割を交換する双対性も数学的に
は同様に理解できる．2次元場の理論の立場では，

√
α′/R が結合定数に当たる

ことから予想できるように，このとき電荷 e と磁荷 g は，ディラックの条件
eg = 2π を満たす．
この観点に基づき，T双対性を弦の量子化を世界面を格子化した近似で調べ
てみると理解が深まる．コンパクト化した１次元の方向のみに着目して作用を
格子近似する．式の単純化のため，本節では α′ = 1 の単位を取る．格子点を
添字 i, j, . . . で表す．隣同士（つまり最近接）の格子点の対を ij とすると (格
子間隔 = a）

∫∫
dτdσ(∂x)2 →

∑

ij

a2(
xi − xj + 2πmijR

a
)2 =

∑

ij

(xi −xj +2πmijR)2

(1.95)

と近似される．ここで，mij = −mji は i と j の間で座標の周期のずれを表す
整数である．ただし，この周期のずれは，格子点が世界面のある自明でないサ
イクル=閉路を周回したとき（つまり連続極限では σ → σ + 2π と変化したと
き）にのみ生じるものなので，異なった対 ij の間で独立ではない．この条件
は，すべての自明な格子点の周回で周期のずれがゼロという条件に他ならない．
「自明」な周回とは，連続極限で言うと特異点なしのスムーズな変形で１点に縮
めることができるような周回に相当する．そのような周回では，周期のずれが
ないとしなければならない．もとの格子に対して双対格子（図参照）を考える
と，この条件は双対格子の格子点 (I, J, . . . ) を最短で周回する閉じた線（これ
を自明閉路と呼ぶ）上にある最近接格子点の対を ij ∈ I と表すと

∑

i,j∈I

mij = 0 (1.96)

と表せる．ここで，最近接格子点の対は向き付けられているとし，双対格子点
I を中心に時計回りを正にとる．この正則化の方法では、コンパクト化空間の
周期性 xi = xi + 2πRni は、「げーじ」場 mij の存在によって保たれる。周期
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where we assumed the base space to be of sphere topology

for simplicity, and 

                           

measures the strength of local vorticity.

dmoduli = 6h − 6 + 2po (po ≥ 3) h = 3 po = 3 dmoduli = 18 = 2 × 9
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Thus self-duality is violated. The system undergoes a phase transition at 
some finite                 (Kosterlitz-Thouless transition).

dmoduli = 6h − 6 + 2po (po ≥ 3) h = 3 po = 3 dmoduli = 18 = 2 × 9
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: massless Coulomb phase

: plasma phase of local vortices

j(x) j(x + dx) p(x) p(x + dx) x x + dx
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  enhanced (emergent) symmetries at the self-dual point

Suppose                                       ,   then               

∂τ (x(τ − σ) + x(τ + σ)) ↔ ∂σ (x(τ − σ) + x(τ + σ)) (1.77)

であるから，この変換は世界面の時間方向と空間方向が時空中でなす接ベクト
ルの交換と解釈できる．この変換のもとで，運動方程式と拘束条件は不変に保
たれ，円周コンパクト化された弦理論の対称性と看做せる．つまり，半径 R の
円周と α′/R の円周でのコンパクト化は弦理論では互いに同等なため，残りの
次元での弦の散乱振幅はどちらも全く同じ結果を与え，区別することはできな
い．これは粒子理論では起こりえない弦理論の特徴である．これをT双対性と
呼ぶ．

1.7 自己双対点と対称性の増大
T双対変換のもとで R =

√
α′ は自己双対な特別な値である．このとき，1

次元がコンパクト化された弦の質量スペクトルを調べてみよう．巻き付きモー
ドと運動量モードが同時に第１励起状態にある場合 (すなわち，n,m = ±1），
質量公式 α′M2 = (n

√
α′/R)2 + (mR/

√
α′)2 + 2

∑
(α−nαn + α̃−nα̃n) − 4

への寄与は，他の方向の非ゼロモード，および零点振動の寄与と一緒にして表
すと 1 + 1 + 2

∑
(α−nαn + α̃−nα̃n)− 4 である．一方，レベルマッチング条

件は
(
1 +

∑
(α−nαn − α̃−nα̃n)

)
|0±±〉 = 0, (1.78)

(
±1 +

∑
(α−nαn − α̃−nα̃n)

)
|0±∓〉 = 0 (1.79)

である．ただし，|0〉 の添字 ±±,±∓ で運動量モードと巻き付きモードの組み
合わせを ±± → (n,m) = (±1,±1),±∓ → (n,m) = (±,∓) で示した．これ
から，コンパクト化されていない方向の励起が右巻き，左巻きのいずれかで第
１励起状態にある場合

α̃−1|0±±〉, α−1|0±∓〉 (1.80)

が可能で，それらは質量ゼロ状態 (1+1+2-4=0) になることがわかる．一方，
ゼロモードが１個も励起していない場合には半径 R が任意の値で状態

α−1α̃−1|0〉, α−1α̃−1|0〉 (1.81)

は常に質量ゼロ状態を与える．後者 (1.81) は臨界次元における重力子のうち，
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The massless states of the following types are also possible, 

in addition to the Kaluza-Klein “vector” gravitons
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であるから，この変換は世界面の時間方向と空間方向が時空中でなす接ベクト
ルの交換と解釈できる．この変換のもとで，運動方程式と拘束条件は不変に保
たれ，円周コンパクト化された弦理論の対称性と看做せる．つまり，半径 R の
円周と α′/R の円周でのコンパクト化は弦理論では互いに同等なため，残りの
次元での弦の散乱振幅はどちらも全く同じ結果を与え，区別することはできな
い．これは粒子理論では起こりえない弦理論の特徴である．これをT双対性と
呼ぶ．

1.7 自己双対点と対称性の増大
T双対変換のもとで R =

√
α′ は自己双対な特別な値である．このとき，1

次元がコンパクト化された弦の質量スペクトルを調べてみよう．巻き付きモー
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が可能で，それらは質量ゼロ状態 (1+1+2-4=0) になることがわかる．一方，
ゼロモードが１個も励起していない場合には半径 R が任意の値で状態
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は常に質量ゼロ状態を与える．後者 (1.81) は臨界次元における重力子のうち，
テンソルの添字の１個がコンパクト化された方向の成分から出てきたもので，
通常の Kaluza-Klein 理論で現われる質量ゼロ状態である．それに対して，前者
(1.80) は，弦の円方向への巻き付きによって始めて可能な質量ゼロ状態であり，
これも粒子理論では起こりえない顕著な性質である．これらの質量ゼロベクトル
状態は，それぞれ，(α̃−1|0±±〉,α−1α̃−1|0〉) および (α−1|0±∓〉, α−1α̃−1|0〉)
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は常に質量ゼロ状態を与える．後者 (1.81) は臨界次元における重力子のうち，
テンソルの添字の１個がコンパクト化された方向の成分から出てきたもので，
通常の Kaluza-Klein 理論で現われる質量ゼロ状態である．それに対して，前者
(1.80) は，弦の円方向への巻き付きによって始めて可能な質量ゼロ状態であり，
これも粒子理論では起こりえない顕著な性質である．これらの質量ゼロベクトル
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ジ対称性に対応する３個のゲージ場と解釈できる．
質量がゼロでないモードにもこの対称性が一般に存在することもそれぞれに
対応する保存流の存在から示せる．通常の Kaluza-Klein 理論でゲージ場が生
成できるのは，計量テンソルの成分 gµi (µ はコンパクト化されていない方向，
i がコンパクト化方向)を

gµi(x) = Aµ(x), (∂iAµ(x) = 0) (1.82)

としたとき，コンパクト化方向の座標の無限小シフト δxi = λ(x) が，ベクト
ル場 Aµ(xµ) に対してちょうどゲージ変換
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を引き起こすためである．つまり，ゲージ対称性に対応する対称性の変換の生
成子は，座標の並進生成子に他ならない．弦の世界面の立場では，コンパクト
化方向の時空座標生成子はその方向の運動量演算子 p(τ,σ) そのものである．こ
れは実際保存流

ja = ∂ax(τ,σ), ∂aja = 0 (1.84)

の時間成分 j0 に p(τ,σ) 比例している. 右運動モードと左運動モードが独立で
あることから，実際には２個の保存量
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質量がゼロでないモードにもこの対称性が一般に存在することもそれぞれに
対応する保存流の存在から示せる．通常の Kaluza-Klein 理論でゲージ場が生
成できるのは，計量テンソルの成分 gµi (µ はコンパクト化されていない方向，
i がコンパクト化方向)を

gµi(x) = Aµ(x), (∂iAµ(x) = 0) (1.82)

としたとき，コンパクト化方向の座標の無限小シフト δxi = λ(x) が，ベクト
ル場 Aµ(xµ) に対してちょうどゲージ変換

δAµ = ∂µλ(x) (1.83)

を引き起こすためである．つまり，ゲージ対称性に対応する対称性の変換の生
成子は，座標の並進生成子に他ならない．弦の世界面の立場では，コンパクト
化方向の時空座標生成子はその方向の運動量演算子 p(τ,σ) そのものである．こ
れは実際保存流

ja = ∂ax(τ,σ), ∂aja = 0 (1.84)

の時間成分 j0 に p(τ,σ) 比例している. 右運動モードと左運動モードが独立で
あることから，実際には２個の保存量

TR
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ − σ), (1.85)

TL
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ + σ) (1.86)

があると考えることができる．これらと合わせて SU(2) の代数をなす保存量は

TR
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ − σ)/

√
α′): (1.87)

TL
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ + σ)/

√
α′): (1.88)

である．ここで指数関数演算子は
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2
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P
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and satisfying the SU(2) algebra
となり、適当に正規化 (L3 =

√
α′

4π TR
3 , L± = 1

2π TR
± ) しなおせば、保存量は

SU(2)の標準的代数 [L3, L±] = ±L±, [L+, L−] = 2L3を満たす。このように，
弦理論のコンパクト化は，非可換なゲージ対称性（今の場合は SU(2)×SU(2)）
を生み出す新しいメカニズムを内蔵している．
もう一つ注意しておくと，新しいゲージ対称性が生じたのに付随して実は，
質量ゼロのスカラー場もいくつか現れることである．上の場合で言うと，状態

α−1α̃−1|0〉, α̃−1|0±±〉, α−1|0±∓〉 (1.97)

である．後に触れるように，これは結局，コンパクト化の半径 R の値は自由
に運動する弦では任意の値をとれるパラメターにすぎないために起こる現象で
ある．
この種のゼロ質量スカラー場を，一般にモジュライ場と呼ぶ．弦の相互作用
を非摂動的に取り入れることができるような理論では，コンパクト化をより力
学的な立場から導けるべきであるが，残念ながら現在のところそのような定式
化として完全に満足にゆくものは知られていない．むしろ，そのような非摂動
的な定式化，および，そのための原理を探ることが弦理論における最も重要な
課題なのである．

1.8 格子量子化におけるT双対性
実は，T双対性は，形式的には格子スピン系などでよく知られている格子と
双対格子のあいだの双対性の連続理論版に他ならない．世界面上の運動量モー
ドと巻き付きモードの交換は，秩序 (order)パラメターで測られるスピン励起
と反秩序 (disorder)パラメターで測られる双対スピン励起の交換に相当する．
また，U(1)ゲージ場の理論で，電荷と磁荷の役割を交換する双対性も数学的に
は同様に理解できる．2次元場の理論の立場では，

√
α′/R が結合定数に当たる

ことから予想できるように，このとき電荷 e と磁荷 g は，ディラックの条件
eg = 2π を満たす．
この観点に基づき，T双対性を弦の量子化を世界面を格子化した近似で調べ
てみると理解が深まる．コンパクト化した１次元の方向のみに着目して作用を
格子近似する．式の単純化のため，本節では α′ = 1 の単位を取る．格子点を
添字 i, j, . . . で表す．隣同士（つまり最近接）の格子点の対を ij とすると (格
子間隔 = a）

∫∫
dτdσ(∂x)2 →

∑

ij

a2(
xi − xj + 2πmijR

a
)2 =

∑

ij

(xi −xj +2πmijR)2

(1.98)

と近似される．ここで，mij = −mji は i と j の間で座標の周期のずれを表す

1.8 格子量子化における T双対性 21

となり、適当に正規化 (L3 =
√

α′

4π TR
3 , L± = 1

2π TR
± ) しなおせば、保存量は

SU(2)の標準的代数 [L3, L±] = ±L±, [L+, L−] = 2L3を満たす。このように，
弦理論のコンパクト化は，非可換なゲージ対称性（今の場合は SU(2)×SU(2)）
を生み出す新しいメカニズムを内蔵している．
もう一つ注意しておくと，新しいゲージ対称性が生じたのに付随して実は，
質量ゼロのスカラー場もいくつか現れることである．上の場合で言うと，状態

α−1α̃−1|0〉, α̃−1|0±±〉, α−1|0±∓〉 (1.97)

である．後に触れるように，これは結局，コンパクト化の半径 R の値は自由
に運動する弦では任意の値をとれるパラメターにすぎないために起こる現象で
ある．
この種のゼロ質量スカラー場を，一般にモジュライ場と呼ぶ．弦の相互作用
を非摂動的に取り入れることができるような理論では，コンパクト化をより力
学的な立場から導けるべきであるが，残念ながら現在のところそのような定式
化として完全に満足にゆくものは知られていない．むしろ，そのような非摂動
的な定式化，および，そのための原理を探ることが弦理論における最も重要な
課題なのである．

1.8 格子量子化におけるT双対性
実は，T双対性は，形式的には格子スピン系などでよく知られている格子と
双対格子のあいだの双対性の連続理論版に他ならない．世界面上の運動量モー
ドと巻き付きモードの交換は，秩序 (order)パラメターで測られるスピン励起
と反秩序 (disorder)パラメターで測られる双対スピン励起の交換に相当する．
また，U(1)ゲージ場の理論で，電荷と磁荷の役割を交換する双対性も数学的に
は同様に理解できる．2次元場の理論の立場では，

√
α′/R が結合定数に当たる

ことから予想できるように，このとき電荷 e と磁荷 g は，ディラックの条件
eg = 2π を満たす．
この観点に基づき，T双対性を弦の量子化を世界面を格子化した近似で調べ
てみると理解が深まる．コンパクト化した１次元の方向のみに着目して作用を
格子近似する．式の単純化のため，本節では α′ = 1 の単位を取る．格子点を
添字 i, j, . . . で表す．隣同士（つまり最近接）の格子点の対を ij とすると (格
子間隔 = a）

∫∫
dτdσ(∂x)2 →

∑

ij

a2(
xi − xj + 2πmijR

a
)2 =

∑

ij

(xi −xj +2πmijR)2

(1.98)

と近似される．ここで，mij = −mji は i と j の間で座標の周期のずれを表す

1.8 格子量子化における T双対性 21

となり、適当に正規化 (L3 =
√

α′

4π TR
3 , L± = 1

2π TR
± ) しなおせば、保存量は

SU(2)の標準的代数 [L3, L±] = ±L±, [L+, L−] = 2L3を満たす。このように，
弦理論のコンパクト化は，非可換なゲージ対称性（今の場合は SU(2)×SU(2)）
を生み出す新しいメカニズムを内蔵している．
もう一つ注意しておくと，新しいゲージ対称性が生じたのに付随して実は，
質量ゼロのスカラー場もいくつか現れることである．上の場合で言うと，状態

α−1α̃−1|0〉, α̃−1|0±±〉, α−1|0±∓〉 (1.97)

である．後に触れるように，これは結局，コンパクト化の半径 R の値は自由
に運動する弦では任意の値をとれるパラメターにすぎないために起こる現象で
ある．
この種のゼロ質量スカラー場を，一般にモジュライ場と呼ぶ．弦の相互作用
を非摂動的に取り入れることができるような理論では，コンパクト化をより力
学的な立場から導けるべきであるが，残念ながら現在のところそのような定式
化として完全に満足にゆくものは知られていない．むしろ，そのような非摂動
的な定式化，および，そのための原理を探ることが弦理論における最も重要な
課題なのである．

1.8 格子量子化におけるT双対性
実は，T双対性は，形式的には格子スピン系などでよく知られている格子と
双対格子のあいだの双対性の連続理論版に他ならない．世界面上の運動量モー
ドと巻き付きモードの交換は，秩序 (order)パラメターで測られるスピン励起
と反秩序 (disorder)パラメターで測られる双対スピン励起の交換に相当する．
また，U(1)ゲージ場の理論で，電荷と磁荷の役割を交換する双対性も数学的に
は同様に理解できる．2次元場の理論の立場では，

√
α′/R が結合定数に当たる

ことから予想できるように，このとき電荷 e と磁荷 g は，ディラックの条件
eg = 2π を満たす．
この観点に基づき，T双対性を弦の量子化を世界面を格子化した近似で調べ
てみると理解が深まる．コンパクト化した１次元の方向のみに着目して作用を
格子近似する．式の単純化のため，本節では α′ = 1 の単位を取る．格子点を
添字 i, j, . . . で表す．隣同士（つまり最近接）の格子点の対を ij とすると (格
子間隔 = a）

∫∫
dτdσ(∂x)2 →

∑

ij

a2(
xi − xj + 2πmijR

a
)2 =

∑

ij

(xi −xj +2πmijR)2

(1.98)

と近似される．ここで，mij = −mji は i と j の間で座標の周期のずれを表す

1.8 格子量子化における T双対性 21

generating momentum and 
winding number of unit strength

measuring momentum and 
winding number 

[p(τ − σ), : exp i(±x(τ − σ′)/
√

α′):]

=
1

πα′ [α
′p0 +
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2α′
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n "=0
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1 +
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e−in(σ−σ′)



 : exp i(±x(τ − σ′)/
√

α′):

= ± 2√
α′

δ(σ − σ′): exp i(±x(τ − σ′)/
√

α′): (1.91)

[: exp ix(τ − σ):, : exp−ix(τ − σ′):]

= ei(σ−σ′)−2
P

n=1
1
n ein(σ−σ′)

: exp
i√
α′

(x(τ − σ) − x(τ − σ′)):

− e−i(σ−σ′)−2
P

n=1
1
n ein(σ′−σ)

: exp
i√
α′

(x(τ − σ) − x(τ − σ′)):

=
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(1 − ei(σ−σ′+iε))2
ei(σ−σ′): exp
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α′

(x(τ − σ) − x(τ − σ′)):

− 1
(1 − ei(σ′−σ+iε))2

ei(σ′−σ): exp
i√
α′

(x(τ − σ) − x(τ − σ′)): (1.92)

こうした計算で現われる無限級数は保存量の計算のため積分しなければならな
い．それをあいまいさなしに実行するには，級数が一様収束していなければ困
難である．そのため，適当な正則化の手続きが必要である．たとえば (1.92) の
場合は

∑

n=1

1
n

ein(σ′−σ) →
∑

n=1

1
n

ein(σ′−σ+iε) = − log(1 − ei(σ−σ′+iε)) (1.93)

と置き換えて積分を計算した後に ε → 0+ の極限を取って定義する．(1.91) も
同様にして得られる．
このように，弦理論のコンパクト化は，非可換なゲージ対称性（今の場合は

SU(2)×SU(2)）を生み出す新しいメカニズムを内蔵している．
もう一つ注意しておくと，新しいゲージ対称性が生じたのに付随して実は，
質量ゼロのスカラー場もいくつか現れることである．上の場合で言うと，状態

α−1α̃−1|0〉, α̃−1|0±±〉, α−1|0±∓〉 (1.94)

である．後に触れるように，これは結局，コンパクト化の半径 R の値は自由
に運動する弦では任意の値をとれるパラメターにすぎないために起こる現象で
ある．
この種のゼロ質量スカラー場を，一般にモジュライ場と呼ぶ．弦の相互作用
を非摂動的に取り入れることができるような理論では，コンパクト化をより力
学的な立場から導けるべきであるが，残念ながら現在のところそのような定式

20 第 1講 弦理論はどう定義されているか

There also appear scalar massless states, which should be interpreted as Nambu-
Goldstone modes (‘moduli fields’) associated with the infinitesimal deformation of the 
geometry of compactified space.



 Recall old Kaluza-Klein theory 

      Interpret U(1) gauge field as the ‘fifth’-component of the metric tensor of 

      5 dimensional space-time.

chapter-yoneya13-corr : 2006/11/27(16:57)

相対性理論を考えると，計量テンソルには 4次元時空の場合に比べ
て，gµ4, g44 (µ = 1, 2, 3, 0) の 5個だけ成分が多いですね．そこで，
5次元時空の線素が

ds2 = ds2
4 +

(
dx4 + RAµ(x)dxµ

)2

の形をしているとしてみます（R は定数）．ds4 は 4次元時空の線
素なので，この仮定は 5次元にしたために余計に必要な計量テンソ
ルの成分を gµ4(x) = RAµ(x), g44 = 1 と置いたのに相当します．
場 Aµ に 4次元だけの一般座標変換に対してベクトルの変換性を持
たせておけば，この線素は４次元時空の座標変換のもとで不変です．
もちろん，座標成分も余計な 4次元目の座標 x4 を含むわけですが，
その方向の空間は半径が定数 R の円周になっているとしましょう．
つまり，x4 ∼ x4 + 2πR です．もし，R が十分に小さい（たとえ
ば原子核などよりもずっと小さい）とすると，x4 は通常の観測には
かからないとしてよいので，取り扱う場は実質的には普通の 4次元
時空座標 (x1, x2, x3, x0 = ct) だけの関数と仮定できます．このと
き，5次元の一般座標変換として 5次元目の座標原点をずらす変換
x4 → x4 + Rθ(x) を施したとき，線素 (11.5) が不変であるには，

Aµ(x) → Aµ(x) + ∂µθ(x)

という変換を同時に行えばよい．これはちょうどゲージ変換の形を
してます．5次元時空の場の方程式を調べると，R が小さい極限で
このベクトル場が 4次元の電磁場と重力場の正しい方程式を与える
ことも容易に確かめられます．
この提案と量子論との関係は，1926年最初クラインが指摘し 1938

年にはさらに発展させる研究を行いました．クライン自身の議論と
はちょっと違いますが，簡単のため，一つのスカラー場 φ(xµ, x4)
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時空座標 (x1, x2, x3, x0 = ct) だけの関数と仮定できます．このと
き，5次元の一般座標変換として 5次元目の座標原点をずらす変換
x4 → x4 + Rθ(x) を施したとき，線素 (11.5) が不変であるには，

Aµ(x) → Aµ(x) + ∂µθ(x)

という変換を同時に行えばよい．これはちょうどゲージ変換の形を
してます．5次元時空の場の方程式を調べると，R が小さい極限で
このベクトル場が 4次元の電磁場と重力場の正しい方程式を与える
ことも容易に確かめられます．
この提案と量子論との関係は，1926年最初クラインが指摘し 1938
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とまとめることができ，３重に縮退しているため，実はそれぞれ SU(2) のゲー
ジ対称性に対応する３個のゲージ場と解釈できる．
質量がゼロでないモードにもこの対称性が一般に存在することもそれぞれに
対応する保存流の存在から示せる．通常の Kaluza-Klein 理論でゲージ場が生
成できるのは，計量テンソルの成分 gµi (µ はコンパクト化されていない方向，
i がコンパクト化方向)を

gµi(x) = Aµ(x), (∂iAµ(x) = 0) (1.82)

としたとき，コンパクト化方向の座標の無限小シフト δxi = λ(x) が，ベクト
ル場 Aµ(xµ) に対してちょうどゲージ変換

δAµ = ∂µλ(x) (1.83)

を引き起こすためである．つまり，ゲージ対称性に対応する対称性の変換の生
成子は，座標の並進生成子に他ならない．弦の世界面の立場では，コンパクト
化方向の時空座標生成子はその方向の運動量演算子 p(τ,σ) そのものである．こ
れは実際保存流

ja = ∂ax(τ,σ), ∂aja = 0 (1.84)

の時間成分 j0 に p(τ,σ) 比例している. 右運動モードと左運動モードが独立で
あることから，実際には２個の保存量

TR
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ − σ), (1.85)

TL
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ + σ) (1.86)

があると考えることができる．これらと合わせて SU(2) の代数をなす保存量は

TR
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ − σ)/

√
α′): (1.87)

TL
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ + σ)/

√
α′): (1.88)

である．ここで指数関数演算子は
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と定義されている．交換関係を調べると

1.7 自己双対点と対称性の増大 19

とまとめることができ，３重に縮退しているため，実はそれぞれ SU(2) のゲー
ジ対称性に対応する３個のゲージ場と解釈できる．
質量がゼロでないモードにもこの対称性が一般に存在することもそれぞれに
対応する保存流の存在から示せる．通常の Kaluza-Klein 理論でゲージ場が生
成できるのは，計量テンソルの成分 gµi (µ はコンパクト化されていない方向，
i がコンパクト化方向)を

gµi(x) = Aµ(x), (∂iAµ(x) = 0) (1.82)

としたとき，コンパクト化方向の座標の無限小シフト δxi = λ(x) が，ベクト
ル場 Aµ(xµ) に対してちょうどゲージ変換

δAµ = ∂µλ(x) (1.83)

を引き起こすためである．つまり，ゲージ対称性に対応する対称性の変換の生
成子は，座標の並進生成子に他ならない．弦の世界面の立場では，コンパクト
化方向の時空座標生成子はその方向の運動量演算子 p(τ,σ) そのものである．こ
れは実際保存流

ja = ∂ax(τ,σ), ∂aja = 0 (1.84)

の時間成分 j0 に p(τ,σ) 比例している. 右運動モードと左運動モードが独立で
あることから，実際には２個の保存量

TR
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ − σ), (1.85)

TL
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ + σ) (1.86)

があると考えることができる．これらと合わせて SU(2) の代数をなす保存量は

TR
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ − σ)/

√
α′): (1.87)

TL
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ + σ)/

√
α′): (1.88)

である．ここで指数関数演算子は

: exp i(±x(τ − σ)/
√

α′): = e±ix0/
√

α′±i
√

α′p0(τ−σ)

× e±
√

2
P

n≥0
α−n

n ein(τ−σ)
e∓

√
2

P
n≥0

αn
n e−in(τ−σ)

(1.89)

: exp i(±x(τ + σ)/
√

α′): = e±ix̃0/
√

α′±i
√

α′p̃0(τ+σ)

e±
√

2
P

n≥0
α̃−n

n ein(τ∗σ)
e∓

√
2

P
n≥0

α̃n
n e−in(τ∗σ)

(1.90)

と定義されている．交換関係を調べると

1.7 自己双対点と対称性の増大 19

とまとめることができ，３重に縮退しているため，実はそれぞれ SU(2) のゲー
ジ対称性に対応する３個のゲージ場と解釈できる．
質量がゼロでないモードにもこの対称性が一般に存在することもそれぞれに
対応する保存流の存在から示せる．通常の Kaluza-Klein 理論でゲージ場が生
成できるのは，計量テンソルの成分 gµi (µ はコンパクト化されていない方向，
i がコンパクト化方向)を

gµi(x) = Aµ(x), (∂iAµ(x) = 0) (1.82)

としたとき，コンパクト化方向の座標の無限小シフト δxi = λ(x) が，ベクト
ル場 Aµ(xµ) に対してちょうどゲージ変換

δAµ = ∂µλ(x) (1.83)

を引き起こすためである．つまり，ゲージ対称性に対応する対称性の変換の生
成子は，座標の並進生成子に他ならない．弦の世界面の立場では，コンパクト
化方向の時空座標生成子はその方向の運動量演算子 p(τ,σ) そのものである．こ
れは実際保存流

ja = ∂ax(τ,σ), ∂aja = 0 (1.84)

の時間成分 j0 に p(τ,σ) 比例している. 右運動モードと左運動モードが独立で
あることから，実際には２個の保存量

TR
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ − σ), (1.85)

TL
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ + σ) (1.86)

があると考えることができる．これらと合わせて SU(2) の代数をなす保存量は

TR
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ − σ)/

√
α′): (1.87)

TL
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ + σ)/

√
α′): (1.88)

である．ここで指数関数演算子は

: exp i(±x(τ − σ)/
√

α′): = e±ix0/
√

α′±i
√

α′p0(τ−σ)

× e±
√

2
P

n≥0
α−n

n ein(τ−σ)
e∓

√
2

P
n≥0

αn
n e−in(τ−σ)

(1.89)

: exp i(±x(τ + σ)/
√

α′): = e±ix̃0/
√

α′±i
√

α′p̃0(τ+σ)

e±
√

2
P

n≥0
α̃−n

n ein(τ∗σ)
e∓

√
2

P
n≥0

α̃n
n e−in(τ∗σ)

(1.90)

と定義されている．交換関係を調べると

1.7 自己双対点と対称性の増大 19

とまとめることができ，３重に縮退しているため，実はそれぞれ SU(2) のゲー
ジ対称性に対応する３個のゲージ場と解釈できる．
質量がゼロでないモードにもこの対称性が一般に存在することもそれぞれに
対応する保存流の存在から示せる．通常の Kaluza-Klein 理論でゲージ場が生
成できるのは，計量テンソルの成分 gµi (µ はコンパクト化されていない方向，
i がコンパクト化方向)を

gµi(x) = Aµ(x), (∂iAµ(x) = 0) (1.82)

としたとき，コンパクト化方向の座標の無限小シフト δxi = λ(x) が，ベクト
ル場 Aµ(xµ) に対してちょうどゲージ変換

δAµ = ∂µλ(x) (1.83)

を引き起こすためである．つまり，ゲージ対称性に対応する対称性の変換の生
成子は，座標の並進生成子に他ならない．弦の世界面の立場では，コンパクト
化方向の時空座標生成子はその方向の運動量演算子 p(τ,σ) そのものである．こ
れは実際保存流

ja = ∂ax(τ,σ), ∂aja = 0 (1.84)

の時間成分 j0 に p(τ,σ) 比例している. 右運動モードと左運動モードが独立で
あることから，実際には２個の保存量

TR
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ − σ), (1.85)

TL
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ + σ) (1.86)

があると考えることができる．これらと合わせて SU(2) の代数をなす保存量は

TR
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ − σ)/

√
α′): (1.87)

TL
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ + σ)/

√
α′): (1.88)

である．ここで指数関数演算子は

: exp i(±x(τ − σ)/
√

α′): = e±ix0/
√

α′±i
√

α′p0(τ−σ)

× e±
√

2
P

n≥0
α−n

n ein(τ−σ)
e∓

√
2

P
n≥0

αn
n e−in(τ−σ)

(1.89)

: exp i(±x(τ + σ)/
√

α′): = e±ix̃0/
√

α′±i
√

α′p̃0(τ+σ)

e±
√

2
P

n≥0
α̃−n

n ein(τ∗σ)
e∓

√
2

P
n≥0

α̃n
n e−in(τ∗σ)

(1.90)

と定義されている．交換関係を調べると

1.7 自己双対点と対称性の増大 19

とまとめることができ，３重に縮退しているため，実はそれぞれ SU(2) のゲー
ジ対称性に対応する３個のゲージ場と解釈できる．
質量がゼロでないモードにもこの対称性が一般に存在することもそれぞれに
対応する保存流の存在から示せる．通常の Kaluza-Klein 理論でゲージ場が生
成できるのは，計量テンソルの成分 gµi (µ はコンパクト化されていない方向，
i がコンパクト化方向)を

gµi(x) = Aµ(x), (∂iAµ(x) = 0) (1.82)

としたとき，コンパクト化方向の座標の無限小シフト δxi = λ(x) が，ベクト
ル場 Aµ(xµ) に対してちょうどゲージ変換

δAµ = ∂µλ(x) (1.83)

を引き起こすためである．つまり，ゲージ対称性に対応する対称性の変換の生
成子は，座標の並進生成子に他ならない．弦の世界面の立場では，コンパクト
化方向の時空座標生成子はその方向の運動量演算子 p(τ,σ) そのものである．こ
れは実際保存流

ja = ∂ax(τ,σ), ∂aja = 0 (1.84)

の時間成分 j0 に p(τ,σ) 比例している. 右運動モードと左運動モードが独立で
あることから，実際には２個の保存量

TR
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ − σ), (1.85)

TL
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ + σ) (1.86)

があると考えることができる．これらと合わせて SU(2) の代数をなす保存量は

TR
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ − σ)/

√
α′): (1.87)

TL
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ + σ)/

√
α′): (1.88)

である．ここで指数関数演算子は

: exp i(±x(τ − σ)/
√

α′): = e±ix0/
√

α′±i
√

α′p0(τ−σ)

× e±
√

2
P

n≥0
α−n

n ein(τ−σ)
e∓

√
2

P
n≥0

αn
n e−in(τ−σ)

(1.89)

: exp i(±x(τ + σ)/
√

α′): = e±ix̃0/
√

α′±i
√

α′p̃0(τ+σ)

e±
√

2
P

n≥0
α̃−n

n ein(τ∗σ)
e∓

√
2

P
n≥0

α̃n
n e−in(τ∗σ)

(1.90)

と定義されている．交換関係を調べると

1.7 自己双対点と対称性の増大 19

とまとめることができ，３重に縮退しているため，実はそれぞれ SU(2) のゲー
ジ対称性に対応する３個のゲージ場と解釈できる．
質量がゼロでないモードにもこの対称性が一般に存在することもそれぞれに
対応する保存流の存在から示せる．通常の Kaluza-Klein 理論でゲージ場が生
成できるのは，計量テンソルの成分 gµi (µ はコンパクト化されていない方向，
i がコンパクト化方向)を

gµi(x) = Aµ(x), (∂iAµ(x) = 0) (1.82)

としたとき，コンパクト化方向の座標の無限小シフト δxi = λ(x) が，ベクト
ル場 Aµ(xµ) に対してちょうどゲージ変換

δAµ = ∂µλ(x) (1.83)

を引き起こすためである．つまり，ゲージ対称性に対応する対称性の変換の生
成子は，座標の並進生成子に他ならない．弦の世界面の立場では，コンパクト
化方向の時空座標生成子はその方向の運動量演算子 p(τ,σ) そのものである．こ
れは実際保存流

ja = ∂ax(τ,σ), ∂aja = 0 (1.84)

の時間成分 j0 に p(τ,σ) 比例している. 右運動モードと左運動モードが独立で
あることから，実際には２個の保存量

TR
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ − σ), (1.85)

TL
3 =

∫ 2π

0
dσp(τ + σ) (1.86)

があると考えることができる．これらと合わせて SU(2) の代数をなす保存量は

TR
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ − σ)/

√
α′): (1.87)

TL
± =

∫ 2π

0
dσ: exp i(±x(τ + σ)/

√
α′): (1.88)

である．ここで指数関数演算子は

: exp i(±x(τ − σ)/
√

α′): = e±ix0/
√

α′±i
√

α′p0(τ−σ)

× e±
√

2
P

n≥0
α−n

n ein(τ−σ)
e∓

√
2

P
n≥0

αn
n e−in(τ−σ)

(1.89)

: exp i(±x(τ + σ)/
√

α′): = e±ix̃0/
√

α′±i
√

α′p̃0(τ+σ)

e±
√

2
P

n≥0
α̃−n

n ein(τ∗σ)
e∓

√
2

P
n≥0

α̃n
n e−in(τ∗σ)

(1.90)

と定義されている．交換関係を調べると

1.7 自己双対点と対称性の増大 19

The massive KK states are higher (charged) modes in the Fourier expansion.
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を上の考え方のもとで考察します．5次元目の座標を無視しなけれ
ば，周期条件 φ(xµ, x4) = φ(xµ, x4 + 2πR) が満たされなければな
りません．よって場をフーリエ級数に展開して

φ(xµ, x4) =
∞∑

n=−∞
φn(xµ)einx4/R

と表せます．この中の寄与，たとえば n = 1 の項 φn(xµ)eix4/R を
取り出して，座標 x4 の原点をずらす変換を施すと

φ1(xµ)eix4/R → φ1(xµ)′eix4/R, φ1(xµ)′ = eiθ(xµ)φ1(xµ).

つまり，フーリエ係数の場 φ1(xµ) は，ちょうど４次元の電荷を持っ
た場が受けるゲージ変換そのものによって変換されることがわかり
ます．同様にして |n| > 1 の場は電荷の強さが n倍の場を表します．
結局，場の理論を 5次元などの高次元に拡張したものを 4次元で

見れば，ゲージ場も重力場の一部とみなせ，ゲージ理論と重力を統
一的に扱える可能性を示しているわけです．このカルツァ・クライ
ンの理論は，最初の提唱から 50年も経て復活し，1970年代後半か
ら最近までの超重力理論や超弦理論において，電磁場との統一とは
少し違った意味ではありますが，重要な役割を果たしています．

アインシュタインの試みはどういうものだったか

この考え方にはアインシュタイン自身も興味を持ち関連した論文
もあります．しかし最終的に彼が追求する方向は全く違ったもので，
1925年頃から開始し，いくつもの論文で晩年まで様々な方法で試み
たのは，計量テンソル自体を一般化する可能性でした．計量テンソ
ルはその定義から対称テンソル gµν(x) = gνµ(x) で，4次元時空で
は 10個の成分を持っています． アインシュタインはこれに反対称
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51In the case of open strings, conservation law can be broken at the boundary 
depending on the boundary condition. In target space-time, this often corresponds to 
non-linear realization associated with spontaneous symmetry breaking. 

Remark: world-sheet v.s. target space symmetries
A conservation law (other than the constraints) on the world-sheet leads to the 
corresponding conservation law in the target space-time, provided that there does not appear 
any anomaly in the transformation law of current operators under conformal transformation. 
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Then, the world-sheet currents can be reinterpreted as 
target space currents as 



Even if not conserved, world-sheet currents may also correspond to target-space 
symmetries, 
provided that the current divergence is proportional to vertex operators of massless 
physical states, and hence the non-conservation is compensated by the shift of 
background fields. 

For instance, general coordinate transformation and the gauge symmetry of the B field are 
of this type.  In the former case, anomalies of conformal transformation law leads to 
non-linear form in higher orders of string coupling.  

the massless vector state.† If some of the directions obey the Dirichlet condition, the

violation of charge conservation only comes from Neumann directions. On the other

hand, the charge itself is given as

qλ(τ) = λ(x(ξ))
∣∣∣
σ=π

σ=0
. (3.3)

Namely, the charge generates the phase gauge transformation of the string wave function

Ψ(τ) → e−iqλ(τ)Ψ(τ) = ei(λ(x(τ,0))−λ(x(τ,π)))Ψ(τ). (3.4)

The equation (3.2) shows that we have to make a shift of the on-shell external gauge field

(∂2Aµ = 0, ∂µAµ = 0) corresponding to the massless vector excitations

δAµ(x) = ∂µλ(x), (3.5)

in order to compensate the violation of the conservation law at the string boundaries.

This trivial example tells us that in string theory in general we cannot exclude the

violation of symmetry occurring at the string boundary, provided that the violation is

proportional to physical vertex operators and hence is compensated by the insertion of

the vertex operators. Actually, to include the symmetry associated with the closed-string

states, this must be further generalized to the situation [?] where the current is not

conserved even locally on the world sheet, but the violation is proportional to vertex

operators of closed strings. The general coordinate symmetry and gauge transformation

corresponding to the antisymmetric NS-NS tensor belong to this latter class. The currents

corresponding to them are

Ta = vµ(x)∂ax
µ (3.6)

and

Ba = εabuµ(x)∂bx
µ, (3.7)

respectively, where uµ, vν are arbitrary on-shell divergenceless-and-massless vector fields.

Their divergences, by the world-sheet equation of motion, are

∂aT
a =

1

2
(∂νvµ + ∂µvν)∂

axν∂ax
µ, (3.8)

† Note that in the covariant operator language, the violation of charge conservation is measured by the
commutator with the Virasoro (or BRST) operators. To the present author’s knowlege, the derivation of
nonlinear gauge and space-time symmetries in string theory from this point of view was first discussed
in ref. [9].
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∂aB
a =

1

2
(∂νvµ − ∂µvν)ε

ab∂ax
µ∂bx

ν . (3.9)

Since the divergences are proportional to the on-shell gauge transformation

δhµν = ∂νvµ + ∂µvν , δbµν = ∂νvµ − ∂µvν

of the graviton and NS-NS antisymmetric tensor and hence are compensated by the

on-shell gauge transformation of these fields, the above currents give the symmetry of

string theory. Indeed the charges are nothing but the generator of general coordinate

(in the sense of target space-time) and string-shape dependent phase transformations

(|ψ〉 → exp i
∫

dσbµ(x(σ))∂σxµ(σ)|ψ〉), respectively. We also remark that in the case of

open strings the current corresponding to general coordinate transformation has no extra

violation at Neumann boundaries, while the conservation of the NS-NS antisymmetric

tensor-gauge charge is violated at Neumann boundaries. It is a common knowledge that

the latter violation is compensated by the shift of the vector gauge field δAµ = πuµ

which couples at the boundary. This is the origin of a now familiar relationship between

Dirac-Born-Infeld action and the non-commutative Yang-Mills theory [10].

The reason why we come to this seemingly self-evident digression is that these exam-

ples contain the case of the symmetries which are spontaneously broken in the ordinary

perturbative vacua. Take the first example for definiteness. If we consider the gauge

function λ(x) = cµxµ which is linear in the coordinate, the gauge transformation of the

gauge field is nothing but the constant shift of the field

δAµ = cµ, (3.10)

which is spontaneously broken in perturbative vacua. It is well known that the massless

gauge bosons, including photon and graviton, on the perturbative vacuum can be regarded

as the Goldstone bosons associated with this phenomena. One important remark here

is that since the constant vector cµ is not constrained, all components of the constant

part is in a sense physical. Thus at vanishing momentum the number of physical states

are increased. This is nothing but the phenomenon of ‘discrete’ physical states and is

the signature of the existence of spontaneously broken symmetries associated with local

space-time symmetries. Remember that the gauge transformations with gauge functions
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2.4 UV finiteness:  vacuum amplitudes of closed strings

Consider the generalization of vacuum amplitude of bosonic field theory
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We can take into account the theta integration by complexifing the proper time variable. 
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1.10 開弦の量子力学とDブレーン
これまでは，弦が閉じて輪のようになっている場合を取り扱ったが，開いた
弦も重要な役割を果たす．開いた弦の力学には，弦の端点における境界条件を
指定する必要がある．以下では，座標のスケールを適当に選び，端点は σ = 0

または σ = π にあるとする．最初，世界面上でのエネルギー保存を要求すると
すると，端点で

T01 = 0 (1.125)

が成り立たなければならない．これを満たす典型的な条件は次の２種である．

N : ∂σxµ = 0 (1.126)

D : ∂τxi = 0 (1.127)
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これまでは，弦が閉じて輪のようになっている場合を取り扱ったが，開いた
弦も重要な役割を果たす．開いた弦の力学には，弦の端点における境界条件を
指定する必要がある．以下では，座標のスケールを適当に選び，端点は σ = 0

または σ = π にあるとする．最初，世界面上でのエネルギー保存を要求すると
すると，端点で

T01 = 0 (1.125)

が成り立たなければならない．これを満たす典型的な条件は次の２種である．

N : ∂σxµ = 0 (1.126)

D : ∂τxi = 0 (1.127)
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後で述べるように，弦理論の散乱振幅は，対応する世界面のオイラー数 2−2h

が与えられたとき弦の相互作用定数 gs に関して g2h−2
s の重みで加え合わせて

求める. h を面の種数（genus) と呼ぶ．一般に振幅は

Z(gs, R) ≡
∞∑

h=0

g2h−2
s Zh(R) (1.112)

の形を取る．ただし，左辺と右辺では弦の巻き付きモードと重心運動モードの
役割が入れ替わっている．従って，T-双対性はより正確には

Z(gs, R) = Z(gs/R, 1/R) (1.113)

と表される．つまり，振幅に関して，弦理論は T-双対性により，変換 R →
1/R, gs → gs/R のもとで対称性がある．もちろん，この式は T双対変換を一
つの方向だけにほどこしたときのものである．もし，複数の方向にほどこせば，
それに応じてこの変換を行えばよい．連続極限は格子頂点の数 N を無限大に
する極限に対応するが，上の結果は頂点数によらないので連続極限でも成立す
る．むしろ連続極限での経路積分を厳密に定義するには，このような格子近似
から出発するのがほとんど唯一の方法である．

1.9 弦理論の紫外有限性：真空振幅
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1.10 開弦の量子力学とDブレーン
これまでは，弦が閉じて輪のようになっている場合を取り扱ったが，開いた
弦も重要な役割を果たす．開いた弦の力学には，弦の端点における境界条件を
指定する必要がある．以下では，座標のスケールを適当に選び，端点は σ = 0

または σ = π にあるとする．最初，世界面上でのエネルギー保存を要求すると
すると，端点で

T01 = 0 (1.126)
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The vacuum amplitude is invariant under modulartransformation.  
But this implies that the upper half complex plane of tau
covers regions with the one and the same contributions infinitely many times. 

We should restrict the integration region to the fundamental region F,  
covering only once the region such that it does not have any overlap 
with the other regions obtained by modular transformations. 
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and



The fundamental region F does not 
contain  UV region,  and hence there is no UV 
divergence!

This also suggests that the notion of 
quantized string fields for closed strings 
is unnatural for describing full-fledged 
quantum string theory. 

However, the situation is quite different 
in the case of open strings, as we shall see later.  

後で述べるように，弦理論の散乱振幅は，対応する世界面のオイラー数 2−2h

が与えられたとき弦の相互作用定数 gs に関して g2h−2
s の重みで加え合わせて

求める. h を面の種数（genus) と呼ぶ．一般に振幅は

Z(gs, R) ≡
∞∑

h=0

g2h−2
s Zh(R) (1.112)

の形を取る．ただし，左辺と右辺では弦の巻き付きモードと重心運動モードの
役割が入れ替わっている．従って，T-双対性はより正確には

Z(gs, R) = Z(gs/R, 1/R) (1.113)

と表される．つまり，振幅に関して，弦理論は T-双対性により，変換 R →
1/R, gs → gs/R のもとで対称性がある．もちろん，この式は T双対変換を一
つの方向だけにほどこしたときのものである．もし，複数の方向にほどこせば，
それに応じてこの変換を行えばよい．連続極限は格子頂点の数 N を無限大に
する極限に対応するが，上の結果は頂点数によらないので連続極限でも成立す
る．むしろ連続極限での経路積分を厳密に定義するには，このような格子近似
から出発するのがほとんど唯一の方法である．

1.9 弦理論の紫外有限性：真空振幅
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1.10 開弦の量子力学とDブレーン
これまでは，弦が閉じて輪のようになっている場合を取り扱ったが，開いた
弦も重要な役割を果たす．開いた弦の力学には，弦の端点における境界条件を
指定する必要がある．以下では，座標のスケールを適当に選び，端点は σ = 0

または σ = π にあるとする．最初，世界面上でのエネルギー保存を要求すると
すると，端点で

T01 = 0 (1.126)
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後で述べるように，弦理論の散乱振幅は，対応する世界面のオイラー数 2−2h

が与えられたとき弦の相互作用定数 gs に関して g2h−2
s の重みで加え合わせて

求める. h を面の種数（genus) と呼ぶ．一般に振幅は

Z(gs, R) ≡
∞∑

h=0

g2h−2
s Zh(R) (1.112)

の形を取る．ただし，左辺と右辺では弦の巻き付きモードと重心運動モードの
役割が入れ替わっている．従って，T-双対性はより正確には

Z(gs, R) = Z(gs/R, 1/R) (1.113)

と表される．つまり，振幅に関して，弦理論は T-双対性により，変換 R →
1/R, gs → gs/R のもとで対称性がある．もちろん，この式は T双対変換を一
つの方向だけにほどこしたときのものである．もし，複数の方向にほどこせば，
それに応じてこの変換を行えばよい．連続極限は格子頂点の数 N を無限大に
する極限に対応するが，上の結果は頂点数によらないので連続極限でも成立す
る．むしろ連続極限での経路積分を厳密に定義するには，このような格子近似
から出発するのがほとんど唯一の方法である．

1.9 弦理論の紫外有限性：真空振幅

A = eL L =
1
2

∫
dDp

(2π)D

∫ ∞

0

dτ

τ
e−τ(p2+m2) (1.114)

L′
string ≡ 1

2
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dDp

(2π)D

∫ ∞

0

dτ

τ
Trphys

(
e−τ(p2+M2)

)
(1.115)

Trphys

(
e−τ(p2+M2)

)
= e−τp2

∫ 2π

0

dθ

2π
Tr

(
eiθ

P∞
n=1(α

i
−nαn−α̃i

−nα̃n)e−τM2
)

(1.116)

M2 =
2
α′

∞∑

n=1

(αi
−nαn + α̃i

−nα̃n) − 4
α′ (1.117)

2τ

2πα′ → Im τ,
θ

2π
→ Re τ
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|τ | ≥ 1, −1/2 < Re τ ≤ 1/2
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In general,  the boundaryies of moduli space of Riemann surfaces consist 
essentially of only two elements. 

=

Possible singularities correspond only to infinitely long propagations of strings, namely to IR 
behaviors.   All these correspond to unitarity singularities. 

ついて４次まで可能だ．式 (4)D ≥ 4なら必ず発
散することに注意してほしい．これが局所場理論
では避けられない無限大の困難の最も簡単な例で
ある．より複雑なグラフでは発散の出方も複雑に
なるし，当然，相互作用ラグランジアンの微分階
数が高いほどよりきついものになる．しかし，標
準理論では微分階数は高々１階までであることと
ゲージ対称性のため，もし観測可能量の間の関係
として表すと，表面的には発散が打ち消し，有限
個の物理定数の再定義により発散が現れないよう
にできる．これを繰り込み可能性という．しかし，
一般相対性理論をこの方法で扱うと，主要な相互
作用が２階微分を含むため，無限個の物理定数が
必要になり，意味のある理論が出来ない．つまり，
一般相対性理論は繰り込み不可能である．

2. 弦理論の非局所性とはどんなものか

これで最小限の準備がで

番号１, ,２）が相互作用を

び２粒子状態（番号３, , ４）に帰って無限の未来

図 5

きたのでいよいよ弦理論に
進もう．最初はまず閉じた
輪のような形の弦で考える
と，たとえば，図２の木グ
ラフの寄与が，弦理論では
図 5の１個のグラフで，図
4[4a], [4b]で代表される１ループグラフでは図６
の１個のグラフで置き換わる．つまり，点粒子が
時空で描く伝播子とヴァーテックスの結合からな
る線（世界線）が，閉じた弦が時空で描く面（世
界面）に変更される．
従って，局所場理論の前

番号１,
,２）が相互作用を

び２粒子状態（番号３, , ４）に帰って無限の未来

図 6

提 (1)の代わりに，弦理論
では，基本自由度が１次元
的にのみ広がりを持つ線
（弦）上で定義される．も
ちろん，この弦の力学は量
子力学に従い，ある無限に
大きな対称性で支配のもとで可能なあらゆる形状
の揺らぎを含む．図 5,6に世界面を輪切りして表
した閉じた曲線は，量子的揺らぎで現れる得る様々

な時刻ごとの弦を概念的に示したものだ．もし，こ
の輪が無限に小さくつぶれた寄与だけを取り出せ
ば，図 2,4に示した木グラフや１ループグラフを
特別な場合（点粒子極限）として含み，かつ，ルー
プと外線の個数が同じなら，すべて点粒子ファイ
ンマングラフが互いにスムースな面の変形によっ
てつながることが重要である．

共形対称性：世界面の力学の対称性
世界面を記述するには，面に２次元の座標系を
用意する必要がある．それを τ で時間方向，σが
空間方向に目盛りを振って表そう．これにより，
世界面上の座標を指定したとき，そこでの時空位
置座標は D 個の関数により xµ(τ,σ) と書ける．
閉じた弦なら，変数 σ を適当に選んで，周期性
xµ(τ,σ) = xµ(τ,σ + 2π) を満たすと仮定できる．
運動方程式として自明でない最も簡単な形は読者
の多くにとっても馴染み深いひもの振動の波動方
程式である．

∂2xµ

∂τ2
− ∂2xµ

∂σ2
= 0 (5)

もし xµ(τ,σ)が σによらないと仮定すると，第２
項が消え d2xµ

dτ2 = 0 となり，自由な点粒子の相対
論的な運動方程式に帰着する．実際，ファインマ
ン伝播子 (1) は，この運動方程式に基づいた量子
力学によって導くことができる．さて，(5)式は，
次の変換 (共形変換)で不変という対称性を持つ．

τ ± σ → τ ′ ± σ′ = f±(τ ± σ) (6)

f±は２つの独立な微分可能な任意関数である．こ
れに対応し，弦の運動には２個の拘束条件 (ロー
レンツスカラー)を課すことができる．

T±± ≡ 1
2

(
∂x

∂τ
± ∂x

∂σ

)2

= 0 (7)

これらを正準形式で扱うと，T±± は実は変換 (6)
の無限変換の生成子であることが判明するので，拘
束条件は共形変換のもとで力学が不変であるとい
う要請に他ならない．「共形」の意味は，２次元の
計量が局所的にスケールが任意に変化するが，「角
度」が変化しないということだ (τ± ≡ σ ± τ)．

4

dτ+dτ− → dτ ′
+dτ ′

− =
df+

dτ+

df−
dτ−

dτ+dτ− (8)

複素関数論を学んだ読者には，時間を純虚数 (τ ⇒
−iτ, x0 → −ix0，ユークリッド化)にした方式で表
すと分かりやすいだろう (z = σ+ iτ, z̄ = σ− iτ)．

dzdz̄ → dz′dz̄′ =
∣∣∣∣
df

dz

∣∣∣∣
2

dzdz̄ (9)

f(z)は任意の正則関数である．その意味で，弦の
量子力学はリーマン面上の量子力学とも言えるわ
けだ．
運動方程式 (5の一般解は，2個の任意関数 xµ

±

により，xµ = x+(τ+) + x−(τ−)と書け，右進行
波 x+ と左進行波 x− の振動モードの重ね合わせ
である．条件 (7)により，それぞれが独立に条件(

dx±(τ±)
dτ±

)2
= 0 を満たすことを示す．もちろん，

同じことがユークリッド化したときの正則関数と
しての解について言える．このことから物理的に
独立な自由度は，右左ごとにD − 2個となる．１
個は共形変換の自由度に帰着するから物理的自由
度ではなく，さらに拘束条件のため，もう１個独
立な自由度が減る (D ⇒ D − 2)のである．言い
換えると，弦に垂直な「横」自由度だけが独立で，
弦の接線方向の自由度は，横自由度によって決まっ
てしまうのだ．
弦理論を点粒子の理論と違って統一理論として
相応しい性質を持つ原因のほとんどは，この共形
対称性にある．以下にそれらの代表的な性質をま
とめておこう．
a) 運動と相互作用の統一：世界面を局所的に見
ると分岐はなく常に自由運動である．しかし，全
体としてみると，外線の個数とループの個数で決
まる点粒子のファインマングラフを極限として含
むので，相互作用を自動的に記述している．つま
り，世界面の力学は粒子状態のスペクトルとそれ
らの相互作用を同時に記述する．これに対し，点
粒子では自由運動に対応する伝播子と相互作用に
対応する頂点を別々に与えなければならないこと
に注意してほしい．弦のスペクトルとしての粒子
状態と相互作用の対応関係は，弦の世界面で十分

に長い時空距離にわたって伝播する弦を表す筒領
域 (−∞ < τ < 0) を取り出しユークリッド化
して考えると，共形変換（言い換えれば等角写像
z = eτ+iσ）によりガウス平面の円盤領域に写像
できることからも理解できる．こうすると，筒領
域で弦が長い時空距離で伝播する結果が，円盤領
域の原点に演算子を挿入させて相互作用を引き起
こすのと同等である．この演算子を世界面の頂点
演算子とよぶ．つまり，相互作用を表す頂点演算
子が弦の状態スペクトルと１対１の対応関係 (頂
点／状態対応)にあるのである．
b) 相互作用として重力を必ず含む：このように
自動的に含まれる相互作用のなかには必ず重力相
互作用が含まれる，言い換えると，閉じた弦のス
ペクトルは必ず重力子を含む．この理由は，拘束
条件を満たす量子状態で最初に現れる時空のテン
ソルは，右左進行波が１個づつ励起した状態であ
るためである．その物理的自由度数は，(D − 2)2

だが，それをD次元時空で可能な粒子の場で分類
(既約分解)すると，唯一可能なのは

(D − 2)2 =
D(D − 3)

2
+

(D − 2)(D − 3)
2

+ 1

(10)

であることが示せる．最初の項が対称テンソル場
で一般相対性理論と同じ対称性を持つ場，すなわ
ち計量テンソル gµν の自由度に対応する．すなわ
ち，D(D+1)

2 −2D = D(D−3)
2 が成り立つ．対称テ

ンソルの自由度 D(D+1)
2 から一般座標変換の対称

性に対応して消去される自由度数Dと拘束条件の
個数Dの数を考慮して 2D個場の物理的自由度が
減る．これが，D − 2次元の回転の表現の既約分
解で現れる対称 (トレースゼロ）部分の自由度数
(D−2)(D−1)

2 − 1に一致するのである．同様に，第
２項は反対称テンソル場 Bµν = −Bνµ でゲージ
対称性 Bµν → Bµν + ∂µΛnu − ∂νΛµ を備えた場
に，最後の項はスカラー場（ディラトンと呼ばれ
る）に対応する．
この状態が実際に弦が運動する時空の計量テン
ソルの場とみなせることは，時空の計量テンソル
をミンコフスキー空間から無限小変形して得られ

数理科学 NO. 595, XXX 2013 5

dτ+dτ− → dτ ′
+dτ ′

− =
df+

dτ+

df−
dτ−

dτ+dτ− (8)

複素関数論を学んだ読者には，時間を純虚数 (τ ⇒
−iτ, x0 → −ix0，ユークリッド化)にした方式で表
すと分かりやすいだろう (z = σ+ iτ, z̄ = σ− iτ)．

dzdz̄ → dz′dz̄′ =
∣∣∣∣
df

dz

∣∣∣∣
2

dzdz̄ (9)

f(z)は任意の正則関数である．その意味で，弦の
量子力学はリーマン面上の量子力学とも言えるわ
けだ．
運動方程式 (5の一般解は，2個の任意関数 xµ

±

により，xµ = x+(τ+) + x−(τ−)と書け，右進行
波 x+ と左進行波 x− の振動モードの重ね合わせ
である．条件 (7)により，それぞれが独立に条件(

dx±(τ±)
dτ±

)2
= 0 を満たすことを示す．もちろん，

同じことがユークリッド化したときの正則関数と
しての解について言える．このことから物理的に
独立な自由度は，右左ごとにD − 2個となる．１
個は共形変換の自由度に帰着するから物理的自由
度ではなく，さらに拘束条件のため，もう１個独
立な自由度が減る (D ⇒ D − 2)のである．言い
換えると，弦に垂直な「横」自由度だけが独立で，
弦の接線方向の自由度は，横自由度によって決まっ
てしまうのだ．弦理論が点粒子の理論と違って統
一理論として相応しい性質を持つのは，ほとんど
この共形対称性に起源がある．そうした性質のう
ち最も代表的なものをまとめておこう．
a) 運動と相互作用の統一：世界面を局所的に見
ると分岐はなく常に自由運動である．しかし，全
体としてみると，外線の個数とループの個数で決
まる点粒子のファインマングラフを極限として含
むので，相互作用を自動的に記述している．つま
り，世界面の力学は粒子状態のスペクトルとそれ
らの相互作用を同時に記述する．これに対し，点
粒子では自由運動に対応する伝播子と相互作用に
対応する頂点を別々に与えなければならないこと
に注意してほしい．弦のスペクトルとしての粒子
状態と相互作用の対応関係は，弦の世界面で十分
に長い時空距離にわたって伝播する弦を表す筒領

域 (−∞ < τ < 0) を取り出しユークリッド化
して考えると，共形変換（言い換えれば等角写像
z = eτ+iσ）によりガウス平面の円盤領域に写像
できることからも理解できる．こうすると，筒領
域で弦が長い時空距離で伝播する結果が，円盤領
域の原点に演算子を挿入させて相互作用を引き起
こすのと同等である．この演算子を世界面の頂点
演算子とよぶ．つまり，相互作用を表す頂点演算
子が弦の状態スペクトルと１対１の対応関係 (頂
点/状態対応⇔)にあるのである．

τ

± σ

z = e
τ+iσ）によりガウス平面の円盤領域に写像

(−∞

図 7 頂点 (左) ／状態 (右) 対応
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図 7 頂点 (z 平面の原点)/状態 (τ → −∞) 対応

また，このことと関連して，振幅の全体として
の大きさ，言い換えると相互作用の強さはただ１
個の結合定数 g により世界面のトポロジーを指定
するオイラー数 χ = 2−2h−p (h：世界面のルー
プ数，p：外線数）で決まり，g−χ に比例する．
これは，上に述べたよう

番号１,
,２）が相互作用を

び２粒子状態（番号３, , ４）に帰って無限の未来

図 8

に世界面と点粒子極限での
ファインマングラフとを対
応させることにより導け，
点粒子で伝播子n本が集ま
る頂点の結合定数が gn−2

であることに対応する．た
とえば，図 5は h = 0，図 6は h = 1，より複雑
な世界面，たとえば，図 8では h = 5である (い
ずれも p = 4)．
b) 相互作用として重力を必ず含む：このように自
動的に含まれる相互作用のなかには重力相互作用
が含まれる．つまり，閉じた弦のスペクトルに必然
的に重力子が現れる．理由は，拘束条件を満たす量
子状態で最初に現れる時空の２階テンソルは，左右
進行波が１個づつ励起した状態であるためだ．その
物理的自由度数は，(D−2)2だが，そのD−2次元
の既約分解 (D−2)2 = D(D−3)

2 + (D−2)(D−3)
2 +1

がローレンツ不変なD次元時空の既約分解と一致
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an example of 3-loop 3-point 
(amputated) Feynman diagrams

dimension of 
Schwinger-Feynman 

parameters

due to 
twisting angles
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2.5  D-branes: Physical interpretation of open strings

We can introduce internal degrees of freedom associated with the end points of open strings.

The external lines of on-shell asymptotic states are 
represented by the insertion of (local) vertex operators 
on the boundary of world-sheets. 

The vertex operators can be matrices with respect to 
the internal indices a, b, c, d, ...  For orientable strings, 
only possible internal symmetry which is consistent 
with the channel duality and factorization of scattering 
amplitudes is known to be U(N) (or SU(N)). 

conformal 
transformation
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Amplitudes are multiplied 
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massless vector modes and their vertex operators with internal symmetry

gµν = gνµ

Bµν = −Bνµ

δBµν = ∂µΛν − ∂νΛµ

φ

0 ≤ σ ≤ π

(H − 1)|Ψ〉 = 0

αi
−1|0〉

σ = 0

z = e−i(σ+iτ)

τ → −iτ

where x → x + δx means that the theory is now redefined with an infinitesimal change of

boundary condition at σ = 0

δxi(τ,σ)|σ=0 = −εi

Of course, the direction along the D-branes are still governed by Neumann conditions. The

corresponding gauge fields can be regarded as propagating along the D-branes. Thus, the

boundary condition for open strings can be regarded as things analogous to kink and more

general classical solutions in ordinary field theory. The positions and shape of D-branes

play the roles of ‘collective’ coordinates.

Actually, in the case of free boundary we can include internal symmetry indices, known

by the name of Chan-Paton factor.

εiẋ
i(τ,σ = 0)eikx(τ,σ=0)λA

ab

where λA
ab is a basis for the U(N) group which is the only possible internal symmetry

of orientable open strings (SO(N) or USp(N) for unorientable case). It is well known

that with this prescription the gauge symmetry associated with the gauge field becomes

nonAbelian. Physical meanings are as follows: a, b, . . . ∈ fundamental representation of

U(N)= internal degrees freedom residing at the end points. A, . . . ∈ adjoint representation

of U(N) which is the internal indices of string states as a whole.

By T-duality, the Chan-Paton indices now also plays the role for D-branes. The

indices a, b, . . . must now be associated with the D-branes themselves. Only reasonable

interpretation seems that they specify multiple D-branes. This leads to a remarkable

phenomenon: system of multiple D-branes have in general local gauge symmetry U(N).

In particular, the positions of multiple D-branes are now elevated to noncommutable

matrices. In particular, if we are interested in a low-energy approximation in which higher

excitation modes of strings than the massless modes are ignored, the effective theories of

D-branes are nothing but gauge theories consisting of gauge fields and matter fields, all

in the adjoint representation. Since the matter fields are obtained from the gauge fields

by restricting their propagation only along the Neumann direction, they can be obtained

just by the dimensional reduction with zero momenta along the Dirichlet directions. This

implies that the low-energy effective theories of D-branes of various dimensions can all be

obtained by dimensionally reducing the 10 dimensional super Yang-Mills theory, which

can also be regarded as the effective theory for D9-branes.
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Thus by performing a T-duality transformation along a particlar direction interchanges

the free and fixed boundary conditins. Namely, the dimensionality of D-branes are get

changed by one in each step of T-duality transformations.

Now the most important aspect why D-branes are allowed object in general string

theory is that they are necessarily dynamical objects in string theory, for exactly the

same reason why various physical modes of strings must also be treated as dynamical ob-

jects which participate in determining the space-time backgounds and fluctuations around

them. As we have already mentioned, the latter property is originated in the crucial prop-

erty of string dynamics, conformal symmetry, which make possible to establish one-to-one

correspondence between string spectrum and the set of allowed deformation (vertex oper-

ators) of space-time backgrounds. Namely, insertion of allowed vertex operators induces

the condensation of space-time fields which create or annihilate the states of the corre-

sponding string states.

Now in the case of D-branes, what is the deformation corresponding to insertion of

vertex operators allowed in the background of D-branes? For Neumann directions, the

vertex operator corresponding to the first excited states is

εiẋ
i(τ,σ = 0)eikx(τ,σ=0)

which just corresponds to the infinitesimal condensation of vector gauge field which is

coupled only to the end of strings, since open strings can interact among themselves only

by splitting and joining of strings at end points. If we perform a T-duality transformation

to this vector operator, we obtain

εix
′i(τ,σ = 0)

since the exponential part becomes a trivial phase factor for the direction of the T-duality

transformation. This is equivalent with the infinitesimal deformation of the world sheet

action as
1

4πα′

∫
dτdσ

[
(∂τx)2 − (∂σx)2

]
+

1

2πα′

∫
dτεi∂σx

i

but, to first order with respect to the deformation parameter εi, this is rewritten as, using

the equation of motion,

1

4πα′

∫
dτdσ

[
(∂τ (x + δx))2 − ∂σ(x + δx))2

]
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i(τ,σ = 0)eikx(τ,σ=0)λA

ab

where λA
ab is a basis for the U(N) group which is the only possible internal symmetry

of orientable open strings (SO(N) or USp(N) for unorientable case). It is well known

that with this prescription the gauge symmetry associated with the gauge field becomes

nonAbelian. Physical meanings are as follows: a, b, . . . ∈ fundamental representation of

U(N)= internal degrees freedom residing at the end points. A, . . . ∈ adjoint representation

of U(N) which is the internal indices of string states as a whole.

By T-duality, the Chan-Paton indices now also plays the role for D-branes. The

indices a, b, . . . must now be associated with the D-branes themselves. Only reasonable

interpretation seems that they specify multiple D-branes. This leads to a remarkable

phenomenon: system of multiple D-branes have in general local gauge symmetry U(N).

In particular, the positions of multiple D-branes are now elevated to noncommutable

matrices. In particular, if we are interested in a low-energy approximation in which higher

excitation modes of strings than the massless modes are ignored, the effective theories of

D-branes are nothing but gauge theories consisting of gauge fields and matter fields, all

in the adjoint representation. Since the matter fields are obtained from the gauge fields

by restricting their propagation only along the Neumann direction, they can be obtained

just by the dimensional reduction with zero momenta along the Dirichlet directions. This

implies that the low-energy effective theories of D-branes of various dimensions can all be

obtained by dimensionally reducing the 10 dimensional super Yang-Mills theory, which

can also be regarded as the effective theory for D9-branes.

51

Thus by performing a T-duality transformation along a particlar direction interchanges

the free and fixed boundary conditins. Namely, the dimensionality of D-branes are get

changed by one in each step of T-duality transformations.

Now the most important aspect why D-branes are allowed object in general string

theory is that they are necessarily dynamical objects in string theory, for exactly the

same reason why various physical modes of strings must also be treated as dynamical ob-

jects which participate in determining the space-time backgounds and fluctuations around

them. As we have already mentioned, the latter property is originated in the crucial prop-

erty of string dynamics, conformal symmetry, which make possible to establish one-to-one

correspondence between string spectrum and the set of allowed deformation (vertex oper-

ators) of space-time backgrounds. Namely, insertion of allowed vertex operators induces

the condensation of space-time fields which create or annihilate the states of the corre-

sponding string states.

Now in the case of D-branes, what is the deformation corresponding to insertion of

vertex operators allowed in the background of D-branes? For Neumann directions, the

vertex operator corresponding to the first excited states is

εiẋ
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D:  deformation of the Dirichlet boundary condition
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Using e.o.m., the last term is equal to the first variation of  
where x → x + δx means that the theory is now redefined with an infinitesimal change of

boundary condition at σ = 0

δxi(τ,σ)|σ=0 = −εi

Of course, the direction along the D-branes are still governed by Neumann conditions. The

corresponding gauge fields can be regarded as propagating along the D-branes. Thus, the

boundary condition for open strings can be regarded as things analogous to kink and more

general classical solutions in ordinary field theory. The positions and shape of D-branes

play the roles of ‘collective’ coordinates.

Actually, in the case of free boundary we can include internal symmetry indices, known

by the name of Chan-Paton factor.

εiẋ
i(τ,σ = 0)eikx(τ,σ=0)λA

ab

where λA
ab is a basis for the U(N) group which is the only possible internal symmetry

of orientable open strings (SO(N) or USp(N) for unorientable case). It is well known

that with this prescription the gauge symmetry associated with the gauge field becomes

nonAbelian. Physical meanings are as follows: a, b, . . . ∈ fundamental representation of

U(N)= internal degrees freedom residing at the end points. A, . . . ∈ adjoint representation

of U(N) which is the internal indices of string states as a whole.

By T-duality, the Chan-Paton indices now also plays the role for D-branes. The

indices a, b, . . . must now be associated with the D-branes themselves. Only reasonable

interpretation seems that they specify multiple D-branes. This leads to a remarkable

phenomenon: system of multiple D-branes have in general local gauge symmetry U(N).

In particular, the positions of multiple D-branes are now elevated to noncommutable

matrices. In particular, if we are interested in a low-energy approximation in which higher

excitation modes of strings than the massless modes are ignored, the effective theories of

D-branes are nothing but gauge theories consisting of gauge fields and matter fields, all

in the adjoint representation. Since the matter fields are obtained from the gauge fields

by restricting their propagation only along the Neumann direction, they can be obtained

just by the dimensional reduction with zero momenta along the Dirichlet directions. This

implies that the low-energy effective theories of D-branes of various dimensions can all be

obtained by dimensionally reducing the 10 dimensional super Yang-Mills theory, which

can also be regarded as the effective theory for D9-branes.
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Massless modes along the Dirichlet directions should be interpreted as collective 
coordinates corresponding to the change of positions of open string endpoints. 

The mass associated with these collective modes are determined by studying the 
effective low-energy actions.  

Thus by performing a T-duality transformation along a particlar direction interchanges

the free and fixed boundary conditins. Namely, the dimensionality of D-branes are get

changed by one in each step of T-duality transformations.

Now the most important aspect why D-branes are allowed object in general string

theory is that they are necessarily dynamical objects in string theory, for exactly the

same reason why various physical modes of strings must also be treated as dynamical ob-

jects which participate in determining the space-time backgounds and fluctuations around

them. As we have already mentioned, the latter property is originated in the crucial prop-

erty of string dynamics, conformal symmetry, which make possible to establish one-to-one

correspondence between string spectrum and the set of allowed deformation (vertex oper-

ators) of space-time backgrounds. Namely, insertion of allowed vertex operators induces

the condensation of space-time fields which create or annihilate the states of the corre-

sponding string states.

Now in the case of D-branes, what is the deformation corresponding to insertion of

vertex operators allowed in the background of D-branes? For Neumann directions, the
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εiẋ
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εix
′i(τ, σ = 0)
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transformation. This is equivalent with the infinitesimal deformation of the world sheet

action as
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(∂τx)2 − (∂σx)2
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+
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but, to first order with respect to the deformation parameter εi, this is rewritten as, using

the equation of motion,
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4πα′
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Remarks on world-sheet currents associated with the massless states of open strings
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dQ

dτ
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0 |Ψ〉

ki
a = ∂ax

i Ki =
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dσ ki

0 = P i dKi

dτ
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1
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= −∂1x

µ
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a = 0 |Ψ〉 → e±iδxiP i |Ψ〉
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end points

The  massless gauge boson can be interpreted, at least classically,  as the 
Goldstone boson associated with a large gauge transformation.

2Γα
µν − ηα

µΓν − ηα
ν Γµ = ∂αψµν − ∂νψ

α
µ − ∂µψα

ν − 1
2
ηµν∂α∂βψαβ

∂αΓα
µν − 1

2
∂νΓµ − 1

2
∂µΓν = 0

ηµν → ηµν + ψµν

$b

m ∼ $s/gs m∆wv∆X ∼ 1

∂τx∂σx = 0 λ = xµaµ ⇒ δAµ = aµ δ〈Aµ〉 '= 0
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translation symmetry
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This corresponds to a shift of D boundary condition at each end points, 
and the scalar fields along the D-directions are nothing but the Goldstone 
bosons associated with spontaneous symmetry breaking of translation symmetry. 

 The situation is quite analogous to the collective modes associated with 
translation zero modes of classical soliton-type solutions in ordinary 
field theories. 
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The effective actions always contain the kinetic terms of the standard form
for the gauge fields and endpoint collective fields (~Higgs fields), in dimensionless unit, as 

p((τ, σ = 0)δab → pi(τ, σ) − λA
abε

iδ(σ)

−
1

g2
o

∫
dp+1xTr

(1

4
(Fµν)2 + (DµXi)2 + · · ·

)

µ, ν, . . . ∈ (0,1,2, . . . , p)

i, j, . . . ,∈ (p + 1, p + 2, . . . , d − 1)

p((τ, σ = 0)δab → pi(τ, σ) − λA
abε

iδ(σ)

−
1

g2
o

∫
dp+1xTr

(1

4
(Fµν)2 + (DµXi)2 + · · ·

)

µ, ν, . . . ∈ (0,1,2, . . . , p)

i, j, . . . ,∈ (p + 1, p + 2, . . . , d − 1)
where p+1 is the dimension (including time direction) of the N directions.  The Yang-Mills 
coupling constant is related to the string coupling by

p((τ, σ = 0)δab → pi(τ, σ) − λA
abε

iδ(σ)

−
1

g2
o

∫
dp+1xTr

(1

4
(Fµν)2 +

1

2
(DµXi)2 + · · ·

)

µ, ν, . . . ∈ (0,1,2, . . . , p)
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g2
o ∼ gs
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g2
o ∼ gs

The open-string endpoints must be interpreted as being attached to a new physical 
object  whose spatial dimension is equal to p and mass density
 is proportional to 

                       These objects are called D-branes. 

p((τ, σ = 0)δab → pi(τ, σ) − λA
abε

iδ(σ)
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1

gs

The internal indices a, b, c, .... label different D-branes.



Each T-duality transformation changes the dimension of D-brane by one.
The size of the gauge group N corresponds to the number of D-branes. 
Open string theories = “collective” description of D-branes :      

diagonal parts of matrix coordinates       
                    ~ coordinates of D-branes

off-diagonal parts of matrix coordinates   
                    ~ mutual interactions among different  D-branes

U(N) gauge symmetry                            
                    ~ extending the role of permutation   
                       symmetry for ordinary identical particles  
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Dブレーン力学が示唆する統一と新たな量子的構造

Dブレーンとは何か

open string の端点の自由度
単なる境界条件ではなく力学的自由度
bulkゲージ場（RR 場）の源で安定　（ゲージ電磁荷を持たない不安
定ブレーンも考えることができる)
一般に広がりを持つ：空間的広がりの次元が p のとき　Dp ブレーン
と呼ぶ．　安定ブレーンの可能な次元は摂動的真空による．

低速度(非相対論)・低励起エネルギー近似では、supersymmetric 
Yang-Mills theory により記述できる

D-branes

strings

a b

diagonal

off-diagonal

bulk supergravity 近似 (low-energy effective theory) では、
古典解（ブラックホール解）として記述できる
   Bekenstein-Hawking エントロピー公式の統計的解釈が可能
（extremal and near extremal blackholes)



1993年　Santa Babara (K)ITPで開催された
重力と弦理論についてのworkshopの最後の 
conference におけるinformation paradox 
に関する参加者の投票 (J. Polchinskiの提案）



creation and annihilation 
of open strings

exchange of closed strings
(includes graviton exchange)

スムーズにつながる

effective theory
=gauge theory

effective theory
=gravity

open-closed string  duality in string perturbation theory (simplest one-loop case)

Dブレーンを通し、Yang-Mills ゲージ理論と一般相対性理論(重力理論)が互いに「双対的」な関係にある
      最近１２-１３年ほどの弦理論の最大の成果：弦理論を、ミクロな力学の枠組みの「統一」と看做せる



もし、この性質が任意のオーダーまで成り立ち、

さらに non-perturbative  にも有効なら

両者がまったく同等の既述を与える領域の存在も予想される

（CFT/AdS 対応：Maldacena 1997, Witten 1998, Gubser-Polyakov-Klebanov 1998, ...）

gauge/gravity (string) 対応
 Dブレーンの力学の定式化の観点から、(局所)場の理論と弦理論との関係
に新たな認識をもたらし、方法論的にも新たな普遍性を強く示唆している
が、その有効性の範囲については、解明されるべき謎が多く残っている



Dブレーンの運動と相互作用は open string の量子的揺らぎにより支配される．　
　　　　　ゲージ理論からD０粒子の一般相対論的３体力と運動方程式を正しく導ける
Y. Okawa-T. Y.,  NPB538, 67(1999) hep-th/9806108, NPB541, 163(1999) hep-th/9808188
                                                                                                                  (the resolution of the so-called  Dine-Rajaraman problem)

The Y contribution is
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+
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2
(sc · sa)

2(sb · ∂̃c)
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(sb · sa)(sa · sc)(sb · ∂̃c)(sc · ∂̃b)

+
1

4
(sb · sc)

2(sa · ∂̃b)(sa · ∂̃c)
]
∆(a, b, c). (2.54)

Using sa · ∂̃c = ∂
∂τc

− va ·∇c = vca ·∇c which is valid because the second derivatives with

respect to time can be neglected in the present approximation, we can rewrite this as

LY = −
∑

a,b,c

(15)3NaNbNc

96(2π)4R5M18

[
−v2

bcv
2
ca(vcb ·∇c)(vca ·∇c)

+
1

2
v4

ca(vcb ·∇c)
2 +

1

2
v4

bc(vca ·∇c)
2

−1

2
v2

bav
2
ac(vcb ·∇c)(vbc ·∇b)

+
1

4
v4

bc(vba ·∇b)(vca ·∇c)
]
∆(a, b, c). (2.55)

The results (2.53) and (2.55) are our final form of the 3-body interaction Lagrangian of

D-particles.

Before proceeding to the investigation of the corresponding matrix model results, it

is appropriate here to make some comments on the properties of the above effective

Lagrangian.

First, the Y-type interaction (2.55) vanishes when any pair of two D-particles are

parallel with vanishing relative velocities. Furthermore, only remaining V-type interaction

for such cases is

2
(15)2NaNbNc

64R5M18
v6

ab

1

r7
ab

1

r7
ca

(2.56)

where the parallel particles are b and c. This is just as expected from the BPS property of

the D-particles, since the gravitational fields produced by parallel D-particles are exactly

the superposition of the linearized fields produced by them.

Secondly, it is remarkable that the kinematical factor of the V-type contributions is

reduced to the special combination

v2
abv

2
ca(vca · vab) =

1

2
v2

abv
2
ca(v

2
bc − v2

ca − v2
ab).
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of the Einstein equation in the successive approximation in the expansion with respect to

κ2
11. Note that the divergence of the field equation (2.40) leads to the condition on the

energy-momentum tensor which is equivalent with the conservation law and hence with

the equation of motion. What we have shown above is that an apparent inconsistency

which appears if one retains only the terms form the first to the third lines in the equation

(2.42) can be attributed to the recoil effect.

Since the trace part does not contribute to the effective action, we can actually neglect

the difference between the χµν and ψµν = χµν − 1
2ηµνχα

α. In what follows, for simplicity

of the notation, we will always suppress those terms which do not contribute to the final

effective action.

Since the field ζµν is independent of x−, the equation (2.42) can be inverted using

the Laplacian in the transverse space. We call the contributions from the first and the

second lines in the right hand side the Y-contribution, and those from the third line the

Vg-contribution. Substituting the explicit forms for the linearized fields (2.35) and (2.36),

we find that the Y-contribution at the transverse position xa can be written as

χY
µλ(xa) = −

∑

b,c

(15)3NbNc

4(2π)4R4M18

[
−1

2
(sb · sc)(sb · ∂̃c)(scµ∂̃cλ + scλ∂̃cµ)

+
1

2
(sb · ∂̃c)

2scµscλ +
1

2
(sb · sc)

2∂̃cµ∂̃cλ

−1

2
(sb · ∂̃c)(sc · ∂̃b)sbλscµ +

1

4
(sb · sc)

2∂̃bλ∂̃cµ

]
∆(a, b, c) (2.43)

where

∆(a, b, c) ≡
∫

d9y
1

|xa − y|7|xb − y|7|xc − y|7

=
64(2π)3

(15)3

∫ ∞

0
d3σ(σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ1)

3/2 exp(−σ1|xa − xb|2 − σ2|xb − xc|2 − σ3|xc − xa|2)

(2.44)

with d3σ = dσ1dσ2dσ3 and the notation ∂̃ is defined by ∂̃µ = (∂+, 0,−∂i).

For the Vg-contribution, we use the equality

#−1∂νζαµ∂
νζα

λ =
1

2
ζαλζ

α
µ + κ2

11#−1(ταλζ
α
µ + ζαλτ

α
µ ) (2.45)

for the first term in the third line and, after summing up all terms, obtain

χVg

µλ(xa) =
∑

b,c

(15)2NbNc

8R4M18
(sb · sc)sbλscµ

( 1

r7
ab

1

r7
ac

+
1

r7
ab

1

r7
bc

+
1

r7
ac

1

r7
bc

)
(2.46)
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gauge/gravity (or string) 対応の課題

どういう場合に、どこまで有効か、両者を関係づける内在的論理はあるのか、

・大域的対称性(supersymmetry, conformal symmetry, ...)の役割:
　       perturbative な open-closed string duality は、bosonic string でも成立

・局所的対称性の役割:
　      bulk: general coordinate invariance　　　　boundary: local gauge symmetry

・大N極限の役割:
　     もし、1/N 展開の高次まで成り立つなら、有限の N でも有効か

・「境界側理論=局所場理論」は、どこまで成り立つのか:
　   ゲージ理論は、弦理論の立場では、lowest mode だけを残した近似にすぎない

・単純には弦理論に埋め込めない(?)ような理論で、どこまで正当化されるか:
　
　　3D O(N) vector model の場合 : Vasiliev’s higher spin gauge theory (AdS_4)
　　　　　　　　　　　　　　　(tensionless limit of some string theory?)



・ゲージ理論に本質的なスケール依存 (running coupling constant) のダイナミクス 
   を捉えられるか:
    　QCD の場合、 asymptotic freedom と confinement を同時に記述できるか

・様々な非摂動的方法(integrability、resummation, renormalization, ...)や、
   computer simulation によるゲージ理論の非 摂動的性質に対する重力側予言の検証も重要

Monte Carlo Studies of Matrix Theory Correlation Functions
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We study correlation functions in (0þ 1)-dimensional maximally supersymmetric UðNÞ gauge theory,
which represents the low-energy effective theory of D0-branes. In the large-N limit, the gauge-gravity

duality predicts power-law behaviors in the infrared region for the two-point correlation functions of

operators corresponding to supergravity modes. We evaluate such correlation functions on the gauge

theory side by the Monte Carlo method. Clear power-law behaviors are observed at N ¼ 3, and the

predicted exponents are confirmed consistently. Our results suggest that the agreement extends to the

M-theory regime, where the supergravity analysis in 10 dimensions may not be justified a priori.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.104.151601 PACS numbers: 11.25.Yb, 11.25.Sq

Introduction.—Maximally supersymmetric Yang-Mills
(SYM) theories in various dimensions are important be-
cause of their connection to nonperturbative formulations
of string theory. Of particular interest is the ð0þ 1ÞD SYM
theory with UðNÞ gauge symmetry, which is supposed to
describe the low-energy gravitational dynamics of D0-
branes in 10D type IIA superstring theory. In an appropri-
ate large-N limit, this theory was proposed to be a defini-
tion of M theory in a special lightlike frame, and it is
commonly referred to as the matrix theory [1]. M theory
is a hypothetical 11D theory [2], whose low-energy effec-
tive theory is given by 11D supergravity, and it is believed
to appear in the strong coupling limit of 10D type IIA
superstring theory.

Indeed it was confirmed that scattering amplitudes in the
matrix theory at weak coupling are consistent with predic-
tions from 11D supergravity. Even the three-body force,
which is a characteristic nonlinear effect of general rela-
tivity, has been reproduced [3] from the quantum loop
effects of massive open strings connecting D0-branes. On
the other hand, direct perturbative calculations of correla-
tion functions, which could provide crucial information on
the as yet mysterious theory, are plagued by severe infrared
divergences caused by the massless modes inherent in the
theory. We therefore need genuinely nonperturbative meth-
ods to study such quantities.

In the case of N ¼ 4 SYM theory in (3þ 1) dimen-
sions, various useful insights have been gained from the
anti-de Sitter/conformal field theory correspondence [4,5].
This conjectural duality enables us to study the N ¼ 4
SYM theory in the large-N limit with large ’t Hooft cou-
pling constant by using the weakly coupled supergravity,
which describes the low-energy limit of the string theory.
Likewise, SYM theory in (pþ 1)-dimensions, correspond-

ing to the world-volume theory of Dp-branes, is expected
to be dual to a superstring theory on the Dp-brane back-
ground in the near-horizon limit [6,7].
Assuming this duality for the p ¼ 0 case and using the

known dictionary [8] between the supergravity modes and
the matrix theory operators, one may hope to calculate the
correlation functions in the large-N limit, on the basis of
the Gubser-Klebanov-Polyakov-Witten prescription [5].
This program was carried out a decade ago by Y.S. and
T.Y. [9] using the ‘‘generalized conformal symmetry’’
[7,10] as a guide for classifying and interpreting the ob-
tained results. The prediction is that the two-point corre-
lation functions obey the power law

hOðtÞOðt0Þi / 1

jt% t0j2!þ1 ; (1)

for a set of operators OðtÞ corresponding to the supergrav-
ity modes. The exponents ! are fractional numbers which
differ from the canonical values, and they are related to the
generalized conformal dimensions ! of the operators
under consideration by ! ¼ %1þ 10

7 ! [9]. The power-
law behavior conforms to the existence of a unique thresh-
old bound state at zero energy [11] in the gauge theory,
which corresponds to single-body states in the graviton
supermultiplet.
This result has been rederived in later works [12], ex-

tending the analysis in Ref. [9] to general Dp-branes (p <
5) in the PP-wave limit. There it has also been shown that
the infrared behavior of the correlation functions for op-
erators corresponding to excited stringy modes is typically
expf%cðg2YMNjt% t0j3Þ1=5g up to power corrections.
The near-horizon limit of the D0-brane background is

valid when the radial coordinate r in the bulk supergravity
satisfies r & ðgsNÞ1=7 in the string unit "0 ¼ 1. The analy-
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for which ! is predicted to be ! ¼ 4=5 [9]. Unlike the
previous case, the two-point function in the Fourier space
does not fall off as p"2 at large p. This is likely due to the
presence of a derivativeDt in (5). Furthermore, we observe
considerable dependence on the UV cutoff!. We therefore
evaluate the two-point function in the momentum space at
various ! and make an extrapolation to ! ¼ 1 at each p.
The leading finite ! effects are consistent with 1=! as one
might expect theoretically, and we make an extrapolation
with ! ¼ 6, 8, 12 for 0 # p=ð2"Þ # 0:6 and ! ¼ 8, 12,
16 for p=ð2"Þ & 0:8. Figure 2 shows the results obtained
in this way for N ¼ 3, # ¼ 5.

On the other hand, the prediction (1) in the Fourier space
reads [9]

h ~OðpÞ ~Oð"pÞi ’ fðpÞ þ jpj2!gðpÞ (6)

at small p, where fðpÞ and gðpÞ are analytic functions
(gð0Þ ! 0), which cannot be determined by the supergrav-
ity analysis. The odd powers of p in fðpÞ and gðpÞ are
forbidden by the time reflection invariance. For the present
operator, considering that ! ¼ 4=5, a few leading terms at
small p are predicted to be of the form

h ~Tþ
2 ðpÞ ~Tþ

2 ð"pÞi ’ aþ bp2 þ cjpj2!; (7)

where a, b and c are constants. Note that the polynomial
terms do not affect the long-distance behavior of the cor-
relation function. Treating ! as a free parameter and fitting
our data in 0 # p=ð2"Þ # 1 to (7), we obtain ! ¼ 0:80(
0:03 as in Fig. 2.
As the last example, let us consider the operator

Tþþ
2;ij ) 1

N
trðXiXjÞ ði ! jÞ; (8)

for which the supergravity analysis predicts ! ¼ "3=5 [9].
The two-point function is predicted to behave as jt" t0j1=5
in the real space, which is divergent as jt" t0j ! 1. This
IR divergence is reminiscent of the free-field behavior jt"
t0j2 albeit with much weaker power. Here we examine the
behavior (6) for small p in the Fourier space. Considering
that ! ¼ "3=5, a few leading terms are predicted to be of
the form

h ~Tþþ
2 ðpÞ ~Tþþ

2 ð"pÞi ’ ajpj2! þ bþ cjpj2!þ2: (9)

Note that the leading term is divergent as p ! 0, as op-
posed to the previous cases with vanishing behaviors. In
Fig. 3, we show a log-log plot of the two-point function.
We extrapolated our data to ! ¼ 1 as we did for Tþ

2 .
Treating ! as a free parameter and fitting our results to (9)
in the region 0:3 # p=ð2"Þ # 2, we obtain ! ¼ "0:61(
0:02. The deviation from the behavior (9) at small p is most
likely due to finite IR cutoff effects as one can see from the
trends with increasing #.
Summary and discussion.—In this Letter we presented

the first Monte Carlo evaluation of two-point correlation
functions of the supergravity operators in the matrix the-
ory. In particular, we observed that the power law predicted
by the gauge-gravity correspondence continues to hold in
the infrared region beyond the naive criterion for the
validity of the supergravity analysis.
From the gauge theory point of view, the existence

of a threshold bound state at zero energy requires the power
law at sufficiently large jt" t0j for any Nð& 2Þ. In fact,
the existence of a unique threshold bound state for each
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FIG. 2. The momentum-space two-point correlation function
h ~Tþ

2 ðpÞ ~Tþ
2 ð"pÞi is plotted for N ¼ 3 and # ¼ 5. The dotted line

represents a fit to the behavior (7) treating ! as a free parameter
in the range 0 # p=ð2"Þ # 1. The best fit is obtained for ! ¼
0:80( 0:03.
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FIG. 3. The momentum-space two-point correlation function
h ~Tþþ

2 ðpÞ ~Tþþ
2 ð"pÞi is plotted in the log-log scale for N ¼ 3. The

dotted line represents a fit to the behavior (9) treating ! as a free
parameter in the range 0:3 # p=ð2"Þ # 2. The best fit is ob-
tained for ! ¼ "0:61( 0:02.
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FIG. 1. The real-space two-point correlation functions
hJþl ðtÞJþl ð0Þi (l ¼ 1, 2, 3, 4) are plotted for N ¼ 3 and # ¼ 4.
The UV cutoff is ! ¼ 16. The straight lines are fits to the
predicted power-law behavior.
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最近試みられている様々な「現象論的応用」を正当化し基礎づけ、
また、それにより、本当の意味で新しい知見を得るためには、

これらの点について理解を深めることが不可欠

可能性を広げることも大事だが、
根拠が薄弱なまま拡大を続けるだけでは、新しい物理を見いだすのは困難

1970年代の疑問
― 弦理論についての二つの見方(or 役割)とその相互関係 ―

は、まだ解明されたとは言えない。



重力の古典論＝一般相対性理論(時空構造に関する”熱力学”)は、弦の量子論から導ける

弦理論が現実の宇宙を説明できるかどうかは、いまのところは不明だが、重力のミク
ロレベル理論としての資格をそなえている  

　　宇宙定数、CP violation の起源、dark matter, ... 等の問題について、具体的な見   
      通しは残念ながら得られてない (潜在的には弦理論を確かめる鍵になる可能性）                                                        

弦の量子論では、局所性は根本的にくずれる 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
（時空そのものに一種の不確定性関係が成立、holographic principle or UV-IR 対応
とも密接に関係）

時空の幾何学そのものが、「弦-ブレーン」の概念だけに基づき、再構築されなれけれ
ばならない(string geometry)

まとめ：弦理論とは何か、何であるべきか



時空不確定性関係：通常の量子力学における時間・エネルギー不確定性関係からの再解釈
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Space-Time Uncertainty Principle 5

the violation of unitarity and/or locality. However, string perturbation theory is
perfectly consistent with (perturbative) unitarity, preserving all the important ax-
ioms for a physically acceptable S-matrix, including the analyticity property of the
S-matrix. It should be recalled that the analyticity of the S-matrix is customarily
attributed to locality, in addition to unitarity, of quantum field theories. However,
locality is usually not expected to be valid in theories with extended objects. From
this point of view, it is not at all trivial to understand why string theory is free from
the ultraviolet difficulty, and it is important to give correct interpretations to its
mechanism.

2.1. A reinterpretation of energy-time uncertainty relation in terms of strings
The approach which was proposed in Ref. 18) is to reinterpret the ordinary

energy-time uncertainty relation in terms of the space-time extension of strings:∗)

∆E∆t >∼ 1. (2.1)

The basic reason why we have ultraviolet divergencies in local quantum field theories
is that in the short time region, ∆t → 0, the uncertainty with respect to energy
increases indefinitely: ∆E ∼ 1/∆t → ∞. This in turn induces a large uncertainty
in momentum ∆p ∼ ∆E. The large uncertainty in the momentum implies that
the number of particles states allowed in the short distance region ∆x ∼ 1/∆p
grows indefinitely as (∆E)D−1 in D-dimensional space-time. In ordinary local field
theories, where there is no cutoff built-in, all these states are expected to contribute
to amplitudes with equal strengths. This consequently leads to UV infinities.

What is the difference, in string theory, regarding this general argument? Actu-
ally, the number of the allowed states with a large energy uncertainty ∆E behaves
as ek!s∆E ∼ ek!s/∆t with some positive coefficient k, and "s ∝

√
α′ being the string

length constant, where α′ is the traditional slope parameter. This increase of the
degeneracy is much faster than that in local field theories. The crucial difference
with local field theories, however, is that the dominant string states among these ex-
ponentially degenerate states are not the states with large center-of-mass momenta,
but can be the massive states with higher excitation modes along strings. The excita-
tion of higher modes along strings contributes to the large spatial extension of string
states. It seems reasonable to expect that this effect completely cancels the short dis-
tance effect with respect to the center-of-mass coordinates of strings, provided that
these higher modes contribute appreciably to physical processes. Since the order of
magnitude of the spatial extension corresponding to a large energy uncertainty ∆E
is expected to behave as ∆X ∼ "2

s∆E, we are led to a remarkably simple relation for
the order of magnitude ∆X for fluctuations along spatial directions of string states
participating within the time interval ∆T = ∆t of interactions:

∆X∆T >∼ "2
s. (2.2)

It is natural to call this relation the ‘space-time uncertainty relation’. It should be
emphasized that this relation is not a modification of the usual uncertainty relation,

∗) Throughout the present paper, we use units in which h̄ = 1, c = 1.

In “Wandering in the fields”, Vol. in honor of the 60th 
birthday of Prof. Nishijima,
World Scientific, 1987

・共形対称性から導ける
・その時空的表現とみなせる（時間と空間の間の非可換性）
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このアイデアを提唱した
当初(1987年)はほとんど
受け入れられなかったが、
10年ほどを経て90年代
終盤になりDブレーンの
概念が一般的になってから、
有効性が認識され出した

Polchinski の教科書に
引用なしで触れられている
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Pointlike D-brane Dynamics and Space-Time Uncertainty Relation
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We argue that the space-time uncertainty relation of the form DXDT * a0 for the observability of
the distances with respect to time, DT , and space, DX, is universally valid in string theory including
D-branes. This relation has been previously proposed by one (T.Y.) of the present authors as a simple
qualitative representation of the perturbative short-distance structure of fundamental string theory. We
show that the relation, combined with the usual quantum mechanical uncertainty principle, explains the
key qualitative features of D-particle dynamics. [S0031-9007(97)02389-2]

PACS numbers: 11.25.Mj, 04.60.–m

It is often stated that in the fundamental string theory

there exists a minimum length of order of
p

a0 � �s
beyond which we cannot probe the structure of space-
time. This comes about from the properties of string
amplitudes in the high-energy limit [1,2] and also in the
high-temperature limit [3]. Such a statement is indeed
quite natural when we have only the ordinary string states
as possible probes for short distances, since string states
themselves have an intrinsic extension of the order of
length �s.
Recently, however, we found that string theory, in

fact, allows a variety of objects of various dimensions as
solitonic excitations and that they are bound to play crucial
roles in nonperturbative formulations of string theory. In
particular, we have even pointlike objects called D0-branes
[4] or D-particles. Recent studies [5–12] of D-particle
dynamics revealed the possibility of probing the distance
scales of eleven-dimensional (11D) Planck scale of the
order g1�3

s �s, the natural scale of the M-theory [13], which
is indeed much shorter than the string scale �s for weak
string coupling (the importance of shorter length scales
in string theory has been suggested earlier in [14]). If
we remember that the string scale represents the unique
fundamental constant of Nature in the natural unit c �
h̄ � 1, its precise significance must certainly be clarified.
The purpose of the present paper is to remark that a simple
space-time uncertainty relation [15] proposed in 1987 by
one of the present authors is an appropriate interpretation
for the meaning of the string scale �s, since it is universally
valid for both ordinary string scattering and D-particle
dynamics.
Let us begin by briefly recalling the arguments of

Ref. [15] which motivate the space-time uncertainty re-
lation. Consider a high-energy scattering of arbitrary ob-
jects whose interactions are mediated by strings. If the
energy scale is of order E, the smallest time scale probed
by this scattering event is of order DT � 1

E . Now, what
is the typical spatial length scale probed by this scattering
event? If both the scattering objects and their interactions

were described by the usual local field theories neglect-
ing quantum gravity, we would be allowed to state that
it is determined by the typical wavelength of the objects,
namely,

1
E for sufficiently high energies. Hence, in prin-

ciple, we would have no limitation for probing the short-
distance scale, provided we neglect quantum gravity. If,
on the other hand, the interactions are mediated by funda-
mental strings, high energies do not necessarily imply that
the typical spatial scale is given by the wavelength of the
scattering objects, since higher energies dominantly cause
larger fluctuations with respect to string excitations during
interactions than with respect to the center of mass mo-
tion because of the huge degeneracy of string excitation
modes. It is easy to see [15,16] that the typical (smeared-
out) spatial extension DX of strings with energy E is of
order DX � �2

sE. This implies the simple relation for the
indeterminacies of the space and time lengths,

DXDT * �2
s , (1)

which we call the space-time uncertainty relation. In
Ref. [15], this relation was proposed as a natural space-
time representation of the st-duality properties of string
scattering amplitudes. As discussed later in Ref. [16], it
can also be derived as a direct consequence of the world-
sheet conformal invariance.
From the viewpoint of the space-time uncertainty rela-

tion, the usual argument [17] for the minimal length es-
sentially amounts to assuming that the observable length
is the average of the spatial and time distances; we would

then have the lower bound
DX1DT

2 $ �s. Clearly, how-
ever, what is the dominant scale measured by scatter-
ing experiments depends on which kinematical regions
we are interested in. For example, a high-energy low-
momentum transfer (peripheral) scattering experiment can
probe the small time scale, but the spatial scale is not
necessarily small. Thus, it corresponds to DT ! 0, and
our relation (1) implies that the spatial length scale grows

as
�2

s
DT � �2

sE as the laboratory energy E increases. By
adapting the string-bit argument due to Susskind [18],
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摂動的な定式化(ユニーク！）しか知られていないが、非局所的な相互作用の理論を相対論
と量子力学の unitary 性とに矛盾せずに両立させ、非摂動的定式化を得る方向を強く示唆
している

もともと、局所的な量子場には概念的困難がある　( Landau-Peierls, ....., 湯川, ......)重力以外の
相互作用については、繰り込み理論によって実用的な定式化が存在する．しかし、重力相互作用を
考慮すると繰り込み理論は破綻する
（ultraviolet catastrophe & unitarity violation)

note: N=8 4D sugra の finiteness conjecture ? (もし正しいとしても、susy だけでは説明でき
ないし、その正則化は弦理論に埋め込む以外にないと思われる）

gauge/gravity (string) 対応は、(局所)場の理論と弦理論との関係に新たな認識
をもたらし、方法論的にも新たな普遍性を強く示唆しているが、その有効性の範
囲については、解明されるべき謎が多く残っている



 統一理論、および、より根源的理論へ向けた
　過去の様々な試みを、あたかもジグゾーパズル
　のように自然に含む    —  アイデアの統一

一般相対性理論、Weyl の理論、Kaluza-Klein理論、
Born-Infeld の非線形電磁場理論、Diracの石鹸膜模型、
Yang-Mills 理論、湯川の非局所場（素領域）理論，
非可換時空（Snyder）, . . . . 

Strings2014 (Princeton) ポスター(Dijkgraaf  画）
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Web of Unification, and unification of ideas



長年の課題
非摂動的定式化のための原理を探ること

そのような定式化ができれば、

量子論の基礎およびその解釈についても大きな

影響を及ぼす可能性が高い

背景独立な定式化：　背景を微小変形するための自由度が弦の状態として存在する

意味では、弦理論はもともと背景独立な理論であるが、明白に背景独立な形式を探

ること

Dブレーン・反Dブレーン多体系を取り扱うための方法論の開発

開弦-閉弦双対性の非摂動的な定式化

いずれにしても、最終的な定式化には何らかの概念的飛躍が必要だろう



歴史の教訓
独創的研究には “Center” にいることは、必ずしも重要ではない 
　“Outsider”　 (or 周辺的） 的立場にいることが有利であることもある
　　同時に自分の外部、異なる考え方、アプローチとの交流は研究を進める上での生命線

1905年の Einstein：特殊相対性理論、光量子論

1923-24年の de Broglie : 物質の波動性

1924年の Bose：ボース・アインシュタイン統計

1934年の 湯川秀樹：中間子論

1940年代の 坂田昌一、朝永振一郎：２中間子論、量子電気力学、複合模型、...

          etc..........

1903年の 長岡半太郎：原子模型

1911-12年の 石原純：相対論、量子論

1928年の 菊池正士：物質波検証実験



物理学における新たな自由度の予言と実験的検証（過去、未来）
1850 1900 1950 2000 2050

電磁波

光子

反粒子（陽電子）

ニュートリノ

中間子（パイオン）

重力波

クォーク, グルーオン

W、Zボソン

ヒグス粒子

？

？

重力およびゲージ力の起源としての弦

超対称性のパートナーとしての超対称粒子
?!
?!



結論：
超弦理論は，弦の量子論から一般相対論を導き，さらに素粒子相互作用を記述するため
のゲージ相互作用も自然に含む．その意味では，すでに「統合」の材料を用意している．
しかし，
・その背後にある原理的基礎が不明
・非摂動的な定義がなされていない
・現実の宇宙を説明できるか否か示されていない
未だ不完全な発展途上の理論であるが、その潜在的意義は計り知れない

最大の課題
　・理論の全貌と背後にある原理を解明し、実験・観測で実際に検証可能な予言を与えること

今後ますます精密化すると期待される宇宙論的データ（背景輻射ゆらぎ、暗黒物質、
暗黒エネルギー、重力波、等々）が検証の鍵になるだろう



アインシュタインの死後およそ６０年、そして、
一般相対性理論の誕生後100年、を経て，
私たちは，今，ようやく，彼が夢みて，
悩み，果たせなかった統一への
「夜明け前」に近づいているのではなかろうか！

超弦理論により，重力を含む自己矛盾のない量子論
による力の統一の可能性が，初めて明らかにされた
ことの重要性は何人にも否定しがたい意味がある．

多分，アインシュタインにとっても

“Raffiniert ist der Herr Gott, aber Boshaft ist er nicht”
（神様というのは巧妙だが、意地悪いわけではない）


