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[1] 音響振動スケール
講義ノートの式 (2.57)　を導け（以下の式）:
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[2] ウィック（イセルリス）の定理

ガウス統計に従う n個の確率変数 x = (x1, · · · , xn) を考える。x は次のような確率分布関数に
従うとする：
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ここで行列 A は n× n の対称行列である (Aab = Aba)。この確率分布関数は次の規格化条件を
満たす： ∫ ∞

−∞
dnxP (x) = 1 (2)

以下の問いでは、この確率分布関数による統計平均

⟨f(x)⟩ ≡
∫ ∞

−∞
dnx f(x)P (x) (3)

をもとに、次の関係が成り立つことを示す：

⟨xaxbxcxd⟩ = ⟨xaxb⟩⟨xcxd⟩+ ⟨xaxc⟩⟨xbxd⟩+ ⟨xaxd⟩⟨xbxc⟩. (4)

(i) 以下で与えられるモーメント母関数 ϕ(k)の具体的表式を求めよ。なお、k は n次元ベク
トルである [k = (k1, · · · , kn)]。

ϕ(k) ≡
∫ ∞

−∞
dnx P (x) eik·x (5)

なお、積分を評価する際、y = A · x− ik で与えられる変数を用いて被積分関数を書き直
すと見通しがよくなり、規格化条件 (2)で与えられる積分公式を用いることで積分を実行
できる。

(ii) モーメント母関数を用いると、平均 ⟨xaxb⟩ や ⟨xaxbxcxd⟩ は次のように表せる：

⟨xaxb⟩ = − ∂2ϕ(k)
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, (6)

前問で求めたモーメント母関数の具体的表式を用いて、上式右辺を計算せよ。得られた結
果から式 (4) の関係が導かれることを示せ。

[3] 摂動論にもとづく大規模構造の非ガウス的性質



アインシュタイン-ド・ジッター宇宙 (Ωm = 1, ΩDE = 0,K = 0)において、標準摂動論をもと
に密度ゆらぎの統計量を計算しよう。質量密度ゆらぎ δ と θ ≡ (∇ · v)/(aH) で定義される速度
発散場を、δ = δ1 + δ2 + · · ·、θ = θ1 + θ2 + · · · と展開していくと、n次の解はそれぞれ、

δn(k; t) = an(t)

∫
d3k1 · · · d3kn

(2π)3(n−1)
δD(k − k12···n)Fn(k1, · · · ,kn) δ0(k1) · · · δ0(kn), (7)

θn(k; t) = −an(t)
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と表せる。ただし k12···n = k1 + k2 + · · ·kn。 δ0 は線形密度ゆらぎで、これを用いて１次解は
δ1(k) = a δ0(k)、θ1(k) = −a δ0(k) と表される。以下では、δ0 はガウス統計に従うランダム密
度場とし、その統計性はパワースペクトル P0(k)

⟨δ0(k)δ0(k′)⟩ = (2π)3 δD(k + k′)P0(|k|)

で特徴づけられるとする。

(i) 講義中に説明した漸化式を用いて、２次の摂動論カーネル F2(k1, k2), G2(k1, k2) を具体
的に計算せよ。

(ii) 最低次の摂動計算で、以下で定義されるバイスペクトル B(k1,k2,k3) を、摂動論カーネル
Fn と線形密度ゆらぎのパワースペクトル P0 を用いて書き表せ：⟨

δ(k1)δ(k2)δ(k3)
⟩
= (2π)3 δD(k1 + k2 + k3) B(k1,k2,k3) (9)

(iii) 前問 (i)(ii)までの結果をもとに、非ガウス性を特徴づける「歪度 (skewness) 」と呼ばれる
量 S3 を評価してみよう：
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. (10)

右辺の分子・分母はそれぞれ、フーリエ空間の密度場 δ(k) と次のように結びついている：
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(i),(ii) の結果を上式に代入し、最低次の摂動計算で具体的に評価することで、歪度は次の
ように求まることを示せ1：

S3 ≃
34

7
. (13)

1ヒント：(12)式は、最低次の評価では、線形密度場 δ1 を代入すればよく、⟨
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となる。一方、(11) 式の評価には問い (ii)で求めたバイスペクトルの表式を用いる。すると、
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という形にまとまる。


