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動機と研究テーマ

▶ 微分方程式を数値計算するには, 連続な微分方程式を離散方程式
(漸化式)に変形しないとならない.

▶ 離散化はターゲットとなる方程式の性質に依存し, 適当に行うとうまく
いかない (すぐに計算が破綻する).

▶ よく知られている離散化法 (離散スキーム)は, Crank-Nicolsonや
Runge-Kuttaなど. これらの離散化法は方程式の性質に大きく依存せ
ず, 汎用性が高い手法. ⇒ 頻繁に用いられる.

▶ しかし, 汎用性が高い一方で, 方程式に合わない部分の誤差が生じる
可能性がある.

▶ Runge-Kuttaは Einstein方程式に最適なのか?
最適でないなら, 最適な手法を構築する方法はないか?
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動機と研究テーマ

▶ Einstein方程式は 2階連立非線形偏微分方程式なので構築への方針
が掴みづらく, 適当に離散化すると選択肢 (空間差分と時間差分の組
み合わせ数)が多すぎて決定できない.
⇒ 力押しで離散方程式を構築することは不可能 (な気がする).

▶ 方程式に特化した離散化手法を作る手法のうち “幾何学的数値解法
(Gemoetric Numerical Integration)”や “構造保存数値解法” と呼ば
れる方法がある.

▶ その中で “離散変分導関数法 (Discrete Variational Derivative
Method(DVDM))” という方法に注目.
(ちょうど作成者の 1人である松尾宇泰さんの講演: “非線形偏微分方
程式に対する構造保存数値解法”が 2012年日本数学会であったの
で)

▶ この手法では, 変分構造 (Lagrange関数や Hamilton関数)を持ってい
る方程式に対して適用可能 (ただ, 複雑な方程式系には未適用).
⇒ Einstein方程式も可能だろうと考えた.
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DVDMの概念

一般の正準形式の離散方程式の構築方法は次のようになる (青線).
▶ Hamilton関数を与え, 変分原理から (連続の)発展方程式を作る.
▶ 発展方程式を離散化し, 離散発展方程式を得る.

⇒ 離散化手法が適切かどうかは発展方程式に依存.
DVDMでは以下のように作成する (赤線).

▶ Hamilton関数を離散化し, 離散変分により離散発展方程式を得る.
▶ 離散 Hamilton関数に特化した適切な離散化された発展方程式が得
られる.
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変数の説明

▶ u
(n)
(k) : 時刻 n, 空間 k 番目の離散変数.
本来 3次元であれば, x, y, z に対応させて u

(n)
(i),(j),(k) と表記すべきだ

が, 見づらくなるため (k) のみで表している.
▶ δ̂+i : i = 1, 2, 3 として, それぞれ x, y, z 方向への前進差分を表す線形

演算子. つまり, 変数 u
(n)
(k) に対して δ̂+i u

(n)
(k) ≡

u
(n)
(k+1) − u

(n)
(k)

∆xi
.

▶ δ̂−i : i = 1, 2, 3 として, それぞれ x, y, z 方向への後退差分を表す線形

演算子. つまり, 変数 u
(n)
(k) に対して δ̂−i u

(n)
(k) ≡

u
(n)
(k) − u

(n)
(k−1)

∆xi
.

▶ δ̂
⟨1⟩
i ≡ 1

2
(δ̂+i + δ̂−i ), δ̂

⟨2⟩
ij ≡

{
δ̂+i δ̂

−
i , (i = j)

δ̂
⟨1⟩
i δ̂

⟨1⟩
j . (i ̸= j)

(上記の差分演算子は Leibnizルールを満たさない.)
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正準形式における離散化 (一般編)

正準形式を離散化する場合は次のようになる:
一般の場合

1. Hamilton関数 H(q, p) (q, p: 共役ペア)を与える.
2. 正準方程式:

∂tq =
δH
δp

, ∂tp = −δH
δq

,

により発展方程式を得る.
3. その後, 上記の方程式を (Runge-Kutta等の何らかの)離散化法によ
り離散方程式を得る.
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正準形式における離散化 (DVDM編)
DVDMの場合
1. Hamilton関数 H(q, p) を与える.
2. その後, Hamilton関数 H(q, p) を離散化する. これを H(n)

(k)(q
(n)
(k) , p

(n)
(k))

と表すことにする.
3. 以下の離散正準方程式で離散方程式系を構築:

q
(n+1)
(k) − q

(n)
(k)

∆t
=

δ̂H
δ̂(p

(n+1)
(k) , p

(n)
(k))

,
p
(n+1)
(k) − p

(n)
(k)

∆t
= − δ̂H

δ̂(q
(n+1)
(k) , q

(n)
(k))

,

それぞれ右辺の量は次で定義される:

H(n+1)
(k) −H(n)

(k)=
δ̂H

δ̂(p
(n+1)
(k) , p

(n)
(k))

(p
(n+1)
(k) − p

(n)
(k)) +

δ̂H
δ̂(q

(n+1)
(k) , q

(n)
(k))

(q
(n+1)
(k) − q

(n)
(k)).

(q
(n+1)
(k) − q

(n)
(k)) や (p

(n+1)
(k) − p

(n)
(k)) がそれぞれ δq や δp に対応.

つまり, H(n+1) −H(n) が恒等的に 0 となるように, 離散方程式を構築する.
⇒ 離散的に H が満たされる構造.
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正準形式における離散化 (DVDM編)
例
▶

H(n)
(k) =

1

2
(q

(n)
(k) )

2 +
1

2
(p

(n)
(k))

2.

▶ このとき,

H(n+1)
(k) −H(n)

(k) =
1

2
{(q(n+1)

(k) )2 − (q
(n)
(k) )

2}+ 1

2
{(p(n+1)

(k) )2 − (p
(n)
(k))

2}

=
1

2
(q

(n+1)
(k) + q

(n)
(k) ) (q

(n+1)
(k) − q

(n)
(k) ) +

1

2
(p

(n+1)
(k) + p

(n)
(k)) (p

(n+1)
(k) − p

(n)
(k)).

▶ 離散方程式は

q
(n+1)
(k) − q

(n)
(k)

∆t
=

1

2
(p

(n+1)
(k) + p

(n)
(k)) ,

p
(n+1)
(k) − p

(n)
(k)

∆t
= − 1

2
(q

(n+1)
(k) + q

(n)
(k) ) ,

▶ 上記は Crank-Nicolsonスキームになっている.
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Einstein方程式の正準形式

▶ 実際に, Einstein方程式に適用してみる.
▶ Einstein-Hilbert作用:

I =

∫
d4xLGR, LGR ≡

√
−g (4)R. (1)

(4)R は 4次元スカラー曲率, g = det(gµν)
▶ Hamilton関数は

HGR ≡ πij γ̇ij − LGR. (2)

γij は 3次元計量, πij ≡ ∂LGR

∂γ̇ij
.
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Einstein方程式の正準形式
Hamilton関数 HGR は整理すると

HGR = −α
√
γ{(3)R+ (π2/2− πijπ

ij)/γ} − 2βi√γDj(π
j
i/
√
γ). (3)

α, βi はそれぞれ lapse関数と shiftベクトルである. また, (3)R は 3次元ス
カラー曲率, γ は 3次元計量 γij の行列式, π = πijγij , Di は γab に沿っ
た共変微分. HGR を正準方程式に代入すると以下を得る:
Einstein方程式 (正準形式)

H ≡ √
γ{(3)R+ (π2/2− πijπ

ij)/γ} ≈ 0, (4)
Mi ≡ 2

√
γDj(π

j
i/
√
γ) ≈ 0, (5)

∂tγij = −α(πγij − 2πij)/
√
γ + Lβ(γij), (6)

∂tπ
ij = −α

√
γ(3)Rij − γij(π2/2− πmnπmn)/

√
γ + α(ππij − 2πℓiπℓ

j)/
√
γ

+ 2
√
γ(DmDnα)γ

m[iγn]j + πij(Dℓβ
ℓ) +

√
γLβ(π

ij/
√
γ)

+ αγijH/2. (7)

(3)Rij は 3次元 Ricciテンソル, Lβ は βi 方向に沿った Lie微分である.
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Einstein方程式の離散 Hamilton関数

HGR(n)
(k) = −α

(n)
(k)

{
√
γ
(n)
(k)

(3)R
(n)
(k) +

1
√
γ
(n)
(k)

(
1

2
(π

(n)
(k) )

2 − πij(n)
(k)πij

(n)
(k)

)}
− 2βi(n)

(k)

{
γℓi

(n)
(k)(δ̂

⟨1⟩
j πij(n)

(k)) + πij(n)
(k)

(3)Γ⟨1⟩
ℓij

(n)
(k)

}
, (8)

(3)R
(n)
(k) ≡

(3)Rij
(n)
(k)γ

ij(n)
(k) , π

(n)
(k) ≡ πij(n)

(k)γij
(n)
(k) ,

(3)Rij
(n)
(k) ≡

1

2
γmℓ(n)

(k)(δ̂
+
j δ̂

−
ℓ γmi

(n)
(k) + δ̂+i δ̂

−
mγℓj

(n)
(k) − δ̂+mδ̂−ℓ γij

(n)
(k) − δ̂+i δ̂

−
j γmℓ

(n)
(k))

+
1

2
γℓa

(n)
(k)

(
(3)Γ+

biℓ
(n)
(k)

(3)Γ+b
aj

(n)
(k) +

(3)Γ−
biℓ

(n)
(k)

(3)Γ−b
aj

(n)
(k)

)
− 1

2
γℓa

(n)
(k)

(
(3)Γ+

bij
(n)
(k)

(3)Γ+b
aℓ

(n)
(k) +

(3)Γ−
bij

(n)
(k)

(3)Γ−b
aℓ

(n)
(k)

)
,

(3)Γ±
ℓij ≡

1

2
(δ̂±j γℓi + δ̂±i γℓj − δ̂±ℓ γij),

(3)Γ±ℓ
ij ≡ γℓm(3)Γ±

mij ,

(3)Γ⟨1⟩
ℓij ≡

1

2
(δ̂

⟨1⟩
j γℓi + δ̂

⟨1⟩
i γℓj − δ̂

⟨1⟩
ℓ γij),

(3)Γ⟨1⟩ℓ
ij ≡ γℓm(3)Γ⟨1⟩

mij .
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Einstein方程式の離散方程式 (DVDM)
離散 Hamilton関数 HGR(n)

(k) (8)に DVDMを適用することで, 離散拘束方
程式と離散方程式系が得られる:

離散 Einstein方程式 (DVDM)

H(n)
(k) ≡

√
γ
(n)
(k)

(3)R
(n)
(k) +

1
√
γ
(n)
(k)

(
1

2
(π

(n)
(k) )

2 − πij(n)
(k)πij

(n)
(k)

)
,

(9)
Mℓ

(n)
(k) ≡ 2γℓi

(n)
(k)(δ̂

⟨1⟩
j πij(n)

(k)) + 2πij(n)
(k)

(3)Γ⟨1⟩
ℓij

(n)
(k) , (10)

γab
(n+1)
(k) − γab

(n)
(k)

∆t
= −α

(n+1)
(k)

π
(n+1)
(k) + π

(n)
(k)

2
√
γ
(n)
(k)

γab
(n)
(k) + · · · , (11)

πab(n+1)
(k) − πab(n)

(k)

∆t
=

1

2
δ̂+c δ̂

−
j (α

(n+1)
(k)

√
γ
(n+1)
(k) γjb

(n+1)
(k) γac

(n+1)
(k) ) + · · · .

(12)

土屋拓也 (早稲田大学) Einstein方程式の離散式構築 若手による重力・宇宙論研究会 15 / 43



テスト計算

Polarized Gowdy wave
ds2 = t−1/2eλ/2(−dt2 + dx2) + t(ePdy2 + e−Pdz2), (13)
P = J0(2πt) cos(2πx), (14)
λ = −2πtJ0(2πt)J1(2πt) cos2(2πx) + 2π2t2[J2

0 (2πt)

+ J2
1 (2πt)]− (1/2){(2π)2[J2

0 (2π) + J2
1 (2π)]

− 2πJ0(2π)J1(2π)}. (15)

ここで, Jn は Bessel関数. この初期値は, 時間発展とともに宇宙が膨張し
ていくものを表したものである. 時間を逆に発展させると, 宇宙が収縮し特
異点に向かっていくことを表す.

▶ gauge条件: Harmonic slicing
(
∂tα = − α2π

2
√
γ

)
, βi = 0.

▶ 境界条件: 周期境界条件.
▶ 空間分割数: 200, CFL条件: 0.25.
▶ 比較対象として, Crank-Nicolson(CN)スキームを選ぶ.
土屋拓也 (早稲田大学) Einstein方程式の離散式構築 若手による重力・宇宙論研究会 16 / 43



数値計算結果

Figure: 横軸は時間, 縦軸は拘束条件の破れの大きさを表す. (TT-Yoneda,
JGRG23@Hirosaki University)

▶ あまり変化がない? 少なくとも劇的な変化はない.
▶ そもそも DVDMは効果的な方法なのか?
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Maxwell方程式
▶ Einstein方程式に対して複雑な解析を行う前に, まずMaxwell方程式
でやってみてから考えてみることにする.

Maxwell方程式
µ0ϵ0∂tEi − εi

mn∂mBn = −µ0Ji, (16)
∂tBi + εi

mn∂mEn = 0, (17)

∂iE
i =

1

ϵ0
ρ, (18)

∂iB
i = 0. (19)

Ei: 電場, Bi: 磁束密度, ρ: 電荷密度, Ji: 電流密度,
ϵ0: 真空の誘電率, µ0: 真空の透磁率.

▶ また, 電荷保存則:

∂tρ+ ∂iJ
i = 0, (20)

も成り立つ.
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Maxwell方程式の Lagrange関数

▶ まずは, Maxwell方程式の正準形式を構築する.
▶ Maxwell方程式の Lagrange関数は以下で与えられる:

LEM ≡ ϵ0
2
EiE

i − 1

2µ0
BiB

i − ρϕ+ J iAi

=
ϵ0
2
(∂iϕ+ ∂tAi)(∂iϕ+ ∂tAi)−

1

2µ0
(∂aAb − ∂bAa)(∂aAb)

− ρϕ+ J iAi. (21)

▶ ここで, ϕ と Ai はそれぞれ, スカラーポテンシャル, ベクトルポテンシャ
ルで,

Ei = −∂iϕ− ∂tAi, Bi = εi
mn∂mAn, (22)

を満たすように定められる.
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Maxwell方程式の Hamilton関数

▶ ϕ と Ai が変数となるがそれぞれの正準運動量が

π ≡ δLEM

δ(∂tϕ)
= 0, (23)

Πi ≡ δLEM

δ(∂tAi)
= ϵ0(∂

iϕ+ ∂tA
i)
(
= −ϵ0E

i
)
, (24)

となるので, ϕ は発展変数ではなくゲージ変数となる.
▶ このとき, Hamilton関数は

HEM ≡ Πi∂tAi − LEM

= ϕ(∂iΠ
i + ρ) +

1

2ϵ0
ΠiΠ

i +
1

2µ0
(∂aAb − ∂bAa)(∂aAb)− J iAi,

(25)

と与えられる.
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Maxwell方程式の正準形式
▶ したがって, Maxwell方程式の正準形式は以下となる:

Maxwell方程式 (正準形式)

C ≡ −δHEM

δϕ
= −ρ− ∂iΠ

i ≈ 0, (26)

∂tAi ≡
δHEM

δΠi
= −∂iϕ+

1

ϵ0
Πi, (27)

∂tΠ
i ≡ −δHEM

δAi
=

1

µ0
∂j∂

jAi − 1

µ0
∂j∂

iAj + J i. (28)

▶ (26)の Constraint Propagation(拘束条件式の時間発展式)は電荷保
存の式を使うと

∂tC = −∂tρ− ∂t∂iΠ
i

= ∂iJ
i − ∂i

(
1

µ0
∂j∂

jAi − 1

µ0
∂i∂jA

j + J i

)
= 0, (29)

となり, C が時間発展後も保存されることが保証されている.
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DVDMによる離散Maxwell方程式
▶ 離散 Hamilton関数を以下で定める:

HEM(n)
(k) ≡ −Πi(n)

(k)(δ̂
⟨1⟩
i ϕ

(n)
(k)) +

1

2ϵ0
Πi

(n)
(k)Π

i(n)
(k) − Ji

(n)
(k)A

i(n)
(k)

+
1

2µ0
(δ̂⟨1⟩iAj(n)

(k) − δ̂⟨1⟩jAi(n)
(k))(δ

⟨1⟩
i Aj

(n)
(k)) + ρ

(n)
(k)ϕ

(n)
(k) . (30)

▶ このとき, DVDMによる離散Maxwell方程式は次のようになる:
離散Maxwell方程式 (DVDM)

C(n)
(k) = −ρ

(n)
(k) − δ̂

⟨1⟩
i Πi(n)

(k) ≈ 0, (31)

Ai
(n+1)
(k) −Ai

(n)
(k)

∆t
= −(δ̂

⟨1⟩
i ϕ

(n+1)
(k) ) +

1

2ϵ0
(Πi

(n+1)
(k) +Πi

(n)
(k)), (32)

Πi(n+1)
(k) −Πi(n)

(k)

∆t
=

1

2µ0
δ̂⟨1⟩j δ̂

⟨1⟩j(Ai(n+1)
(k) +Ai(n)

(k))

− 1

2µ0
δ̂
⟨1⟩
j δ̂⟨1⟩i(Aj(n+1)

(k) +Aj(n)
(k)) + J i(n)

(k) . (33)
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DVDMによる離散 Constraint Propagation
▶ 電荷保存の式を

ρ
(n+1)
(k) − ρ

(n)
(k)

∆t
+ δ̂

⟨1⟩
i J i(n)

(k) = 0 (34)

とする.
▶ このとき, 離散 Constraint Propagationは

C(n+1)
(k) − C(n)

(k)

∆t
= −

ρ
(n+1)
(k) − ρ

(n)
(k)

∆t
− δ̂

⟨1⟩
i

Πi(n+1)
(k) −Πi(n)

(k)

∆t

= δ̂
⟨1⟩
i J i(n)

(k) − δ̂
⟨1⟩
i

{
1

2µ0
δ̂
⟨1⟩
j δ̂⟨1⟩j(Ai(n+1)

(k) +Ai(n)
(k))

− 1

2µ0
δ̂
⟨1⟩
j δ̂⟨1⟩i(Aj(n+1)

(k) +Aj(n)
(k)) + J i(n)

(k)

}
= 0, (35)

となり, C(n)
(k) が保存されることがわかる.
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CNスキームによる離散Maxwell方程式

▶ 一般のスキームの中で比較対象として数式の見やすい (あまり複雑で
ない)CNスキームを選ぶ.

▶ CNスキームによる離散Maxwell方程式は以下となる:

離散Maxwell方程式 (CNスキーム)
C(n)
(k) = −ρ

(n)
(k) − δ̂

⟨1⟩
i Πi(n)

(k) ≈ 0, (36)

Ai
(n+1)
(k) −Ai

(n)
(k)

∆t
= −1

2
δ̂
⟨1⟩
i

(
ϕ
(n+1)
(k) + ϕ

(n)
(k)

)
+

1

2ϵ0

(
Πi

(n+1)
(k) +Πi

(n)
(k)

)
,

(37)
Πi(n+1)

(k) −Πi(n)
(k)

∆t
=

1

2µ0
δ̂
⟨2⟩
j

j
(
Ai(n+1)

(k) +Ai(n)
(k)

)
− 1

2µ0
δ̂
⟨2⟩
j

i
(
Aj(n+1)

(k) +Aj(n)
(k)

)
+

1

2

(
J i(n+1)

(k) + J i(n)
(k)

)
,

(38)
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CNスキームによる離散 Constraint Propagation

▶ また, 電荷保存の式は

ρ
(n+1)
(k) − ρ

(n)
(k)

∆t
+

1

2
δ̂
⟨1⟩
i

(
J i(n+1)

(k) + J i(n)
(k)

)
= 0 (39)

となる.
▶ このとき, 離散 Constraint Propagationは

C(n+1)
(k) − C(n)

(k)

∆t
= −

ρ
(n+1)
(k) − ρ

(n)
(k)

∆t
− δ̂

⟨1⟩
i

Πi(n+1)
(k) −Πi(n)

(k)

∆t

= − 1

2µ0
δ̂
⟨1⟩
i

{
δ̂
⟨2⟩
j

j(Ai(n+1)
(k) +Ai(n)

(k))

− δ̂
⟨2⟩
j

i(Aj(n+1)
(k) +Aj(n)

(k))

}
. (40)

となり, 一般的には C(n)
(k) は保存されない.
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テスト計算

初期値

Ai =
2π

ω2

 cos(ωt+ 2πx)
sin(ωt+ 2πy)

ω2 sin(2π(x+ y + z))

 , (41)

Πi =
2π

ω

− sin(ωt+ 2πx)
cos(ωt+ 2πy)
−ωt sin(2πz)

 , (42)

ϕ = t cos(2πz), (43)

ρ =
4π2

ω
{cos(ωt+ 2πx) + sin(ωt+ 2πy) + ωt cos(2πz)}, (44)

Ji = −2π

cos(ωt+ 2πx) + 4π2 sin(2π(x+ y + z))
sin(ωt+ 2πy) + 4π2 sin(2π(x+ y + z))
sin(2πz)− 8π2 sin(2π(x+ y + z))

 , (45)

上記はMaxwell方程式の厳密解. また, ω = 1, t = 1. 境界条件は周期境
界条件, CFLは 0.1, 空間分割数は 100.
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数値計算結果

Figure: 横軸は時間, 縦軸は拘束条件の破れを表す. (TT-Yoneda, 1610.04370)
▶ 離散変分法の結果 (赤線)は水平で時間発展による変化がない.
▶ 一方で, CNスキームの結果 (青線)は振動してしまっている.
▶ この結果から離散 Constraint Propagation 満たされていることが良い
スキームの指標となることがわかる.

▶ 離散方程式の解析をきちんと行えば, Einstein方程式でもうまくいく
はず.
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Einstein方程式での問題点

▶ Maxwellの結果を見る限り, Constraint Propagationの離散式が恒等
的に満たされて入れば数値計算はうまくいく.

▶ しかし, Einstein方程式の Constraint Propagationは結構複雑.
▶ Einstein方程式自体をもっと簡単な表記で表すことができないか?
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Einstein方程式での問題点
▶ Einstein方程式の Lagrange関数は時空分解により次のようになる:

LGR = α
√
γ((3)R−K2 +KijK

ij) (46)

▶ 離散方程式が複雑になってしまう主要な原因は, γ と (3)R の存在.
▶ γ は計量 γij の行列式であり連続ではその変分は

δγ = γγmnδγmn, (47)

を満たす.
▶ 一方, DVDMを用いると

γ
(n+1)
(k) − γ

(n)
(k) =

1

6

{
2γ

(n+1)
(k) (γab

(n+1)
(k) + γab

(n)
(k)) + εcdaεijbγci

(n+1)
(k) γdj

(n)
(k)

}
· (γab(n+1)

(k) − γab
(n)

(k)) (48)

とかなり汚い式となり, 連続の場合とずいぶんと違った表記になる.
(ただし, 連続極限では一致する.)
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共形変換

▶ Lagrange関数に含まれる γ は, 連続における方程式と離散における方
程式の差を必ず作りだしてしまうので, 変数変換により表記上消してし
まう. ⇒ 共形変換.

▶ 変換の指針としては
▶ 変換後, Lagrange関数に γ が含まれないこと.
▶ 変換後の γij の発展方程式に γ が現れないこと.

▶ 変数 α, γij ,Kij に対して,
α̃ = γ−1/2α, γ̃ij = γ−1γij , π̃ij = −γ−3/2Kij

という共形変換を考える.
▶ このとき, Lagrange関数は

LGR = α̃

{
(3)R̃+ γ̃ij(∂iΓ̃

m
mj)− Γ̃m

miγ̃
abΓ̃i

ab −
1

8
Γ̃m

miΓ̃
n
nj γ̃

ij

− π̃2 + π̃ij π̃ij

}
(49)

となり, 表記上, γ を消すことができる.
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共形変換での Einstein方程式の正準形式

▶ (3)R には計量の 2階微分が含まれており, これが複雑さの原因.
▶ (3)R の複雑さについては, 今回は変数を t のみとすることで簡略化を
図ることにする.

▶ このとき, Hamilton関数は

H̃GR = α̃(−π̃2 + π̃ij π̃ij), (50)

であり, 発展方程式は

∂tγ̃ij ≡
δH̃GR

δπ̃ij
= −2α̃π̃γ̃ij + 2α̃π̃ij , (51)

∂tπ̃
ij ≡ −δH̃GR

δγ̃ij
= 2α̃π̃π̃ij − 2α̃π̃miπ̃m

j , (52)

となる.
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Constraint Propagation

▶ 拘束条件は

H̃ ≡ −δH̃GR

δα̃
= π̃2 − π̃ij π̃ij , (53)

M̃i ≡ −δH̃GR

δβ̃i
= 0. (54)

▶ H̃ の Constraint Propagationは

∂tH̃ = 2π̃π̃ij(∂tγ̃ij) + 2π̃γ̃ij(∂tπ̃
ij)− 2π̃ij π̃i

m(∂tγ̃jm)− 2π̃ij(∂tπ̃
ij)

= 2π̃π̃ij(−2α̃π̃γ̃ij + 2α̃π̃ij) + 2π̃γ̃ij
(
2α̃π̃π̃ij − 2α̃π̃m

iπ̃mj
)

− 2π̃ij π̃i
m(−2α̃π̃γ̃jm + 2α̃π̃jm)− 2π̃ij

(
2α̃π̃π̃ij − 2α̃π̃m

iπ̃mj
)

= 0,

であり, Mi の場合も恒等的 0 となる.
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DVDMによる正準 Einstein方程式
離散 Hamilton関数を

H̃GR(n) ≡ α̃(n)
(
−(π̃(n))2 + π̃i

j
(n)π̃j

i
(n)

)
, (55)

と定めると, DVDMを用いた離散発展方程式は
γ̃
(n+1)
ij − γ̃ij

(n)

∆t
= −α̃(n+1)(π̃(n+1) + π̃(n))γ̃ij

(n)

+
1

2
α̃(n+1)(π̃ℓ

i
(n+1) + π̃ℓ

i
(n))γ̃jℓ

(n)

+
1

2
α̃(n+1)(π̃ℓ

j
(n+1) + π̃ℓ

j
(n))γ̃iℓ

(n), (56)

π̃ij(n+1) − π̃ij(n)

∆t
= α̃(n+1)(π̃(n+1) + π̃(n))π̃ij(n+1)

− 1

2
α̃(n+1)(π̃i

ℓ
(n+1) + π̃i

ℓ
(n))π̃ℓj(n+1)

− 1

2
α̃(n+1)(π̃j

ℓ
(n+1) + π̃j

ℓ
(n))π̃ℓi(n+1). (57)
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DVDMによる離散 Constrait Propagation

離散 Constraint Propagationは

H̃(n+1) − H̃(n)

∆t
= (π̃(n+1) + π̃(n))π̃ij(n+1) γ̃ij

(n+1) − γ̃ij
(n)

∆t

+ (π̃(n+1) + π̃(n))γ̃ij
(n) π̃

ij(n+1) − π̃ij(n)

∆t

− (π̃i
ℓ
(n+1) + π̃i

ℓ
(n))π̃ℓj(n+1) γ̃ij

(n+1) − γ̃ij
(n)

∆t

− (π̃ℓ
j
(n+1) + π̃ℓ

j
(n))γ̃iℓ

(n) π̃
ij(n+1) − π̃ij(n)

∆t
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DVDMによる拘束伝播方程式

と連続の場合と同じく恒等的に 0 となることがわかる.
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CNスキームによる離散正準 Einstein方程式
一方, CNスキームにおける離散方程式は

γ̃ij
(n+1) − γ̃ij

(n)

∆t

= −1

8
(α̃(n+1) + α̃(n))(π̃mn(n+1) + π̃mn(n))(γ̃mn

(n+1) + γ̃mn
(n))

· (γ̃ij(n+1) + γ̃ij
(n)) +

1

8
(α̃(n+1) + α̃(n))(π̃mn(n+1) + π̃mn(n))

· (γ̃mi
(n+1) + γ̃mi

(n))(γ̃nj
(n+1) + γ̃nj

(n)), (58)
π̃ij(n+1) − π̃ij(n)

∆t

=
1

8
(α̃(n+1) + α̃(n))(π̃mn(n+1) + π̃mn(n))(γ̃mn

(n+1) + γ̃mn
(n))

· (π̃ij(n+1) + π̃ij(n))− 1

8
(α̃(n+1) + α̃(n))(π̃mi(n+1) + π̃mi(n))

· (π̃nj(n+1) + π̃nj(n))(γ̃mn
(n+1) + γ̃mn

(n)). (59)
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CNスキームによる離散正準 Einstein方程式
CNスキームにおける離散 Constraint Propagationは

H̃(n+1) − H̃(n)

∆t
=−1

8
(α̃(n+1) + α̃(n))(π̃(n+1) + π̃(n))(π̃(n+1) − π̃(n))

· (π̃mn(n+1) + π̃mn(n))(γ̃mn
(n+1) + γ̃mn

(n))

+
1

8
(π̃(n+1) + π̃(n))(π̃i

n
(n+1) − π̃i

n
(n))(α̃(n+1) + α̃(n))

· (π̃mn(n+1) + π̃mn(n))(γ̃mi
(n+1) + γ̃mi

(n))

+
1

8
(π̃i

ℓ
(n+1) + π̃i

ℓ
(n))(π̃ℓ

i
(n+1) − π̃ℓ

i
(n))(α̃(n+1) + α̃(n))

· (π̃mn(n+1) + π̃mn(n))(γ̃mn
(n+1) + γ̃mn

(n))

− 1

8
(π̃i

ℓ
(n+1) + π̃i

ℓ
(n))(π̃ℓj(n+1)γ̃mi

(n+1) − π̃ℓj(n)γ̃mi
(n))

·(α̃(n+1) + α̃(n))(π̃mn(n+1) + π̃mn(n))(γ̃nj
(n+1) + γ̃nj

(n)),

となり, これは恒等的には 0にならない.
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テスト計算

Kasner metric
ds2 = −dt2 + t−4/7dx2 + t6/7dy2 + t12/7dz2. (60)

▶ 初期時刻: t = 20.
▶ 時間幅: dt = 0.25.
▶ ゲージ条件: 厳密解.
▶ 境界条件: 周期境界条件.

さらに, 初期時刻を t = 20 とし,

γ11 = γ11 + 0.05.

という摂動を加えて計算を行う.
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数値計算結果

Figure: 横軸は時間, 縦軸は拘束条件の破れを表す. (TT-Yoneda, 1610.04543

▶ 離散変分法の結果 (赤線)は水平で時間発展による変化がない.
▶ 一方で, CNスキームの結果 (青線)は計算開始後増加し破れが大きく
なってしまっている.

▶ Einstein方程式においても, DVDMが有効な離散手法であると思わ
れる.
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まとめ

▶ 数値計算を “きちんと”行うには適切な離散化の方法が必要.
▶ 離散変分導関数法 (DVDM)は, Constraint Propagationを離散的に
も満たすように作ることで方程式特化の離散方程式が得られる.

▶ 非線形性の強い Einstein方程式にも DVDMによる離散化方程式の
構築は可能だと思われる.
⇒ そのために, 残った問題 (スカラー曲率 (3)R の離散化に関する問
題)を解決する必要はある.

今後の展望 (?)
▶ もっと物理的なモデルに対する計算を成功させる.
▶ そのために解決すべき問題: 境界条件, 数値計算の精度の向上, ゲー
ジの選択など.

▶ 数値解析の観点からは, 誤差解析をきちんとできる形式まで発展させ
たい. (有限要素法とか精度保証付き数値計算とか)

▶ そのために解決すべき問題: 弱形式の構築, 精度保証付き数値計算
のできる現実的な状況までもっていくこと.
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