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概 要

ADHM(Atiyah-Drinfeld-Hitchin-Manin)構成とは、 4 次元ゲージ理論の
インスタントンのモジュライ空間とADHMデータのモジュライ空間と呼ばれ
る多様体との１対１の対応を与える構成法であり、もとはツイスター理論か
ら派生した理論である。ここでADHMデータのモジュライ空間とは、ある 4
つの複素行列からなるベクトル空間に ADHM方程式と呼ばれる拘束条件を
入れ、リー群の作用で割ったものである。（この行列のサイズやADHM方程
式及びリー群は、考えているゲージ群やインスタントンの条件による。）ここ
ではゲージ群が SU(N) の時に限定し、具体的な対応を与える。（ツイスター
理論にはふれない。）この ADHMモジュライ空間にはトーラス T 2 × TN−1

の作用が定義できる。その固定点での接空間におけるトーラス作用の固有値
を考えることで、N = 2 の超対称性をもつ R4 上の物理的な作用を決める
Seiberg-Witten prepotentialのインスタントン展開係数が、ヤング図形を用
いて組み合わせ論的に決定できる。そのアルゴリズムを紹介する。
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1 Introduction

ADHM(Atiyah-Drinfeld-Hitchin-Manin)構成法 [1] とはツイスター理論の派生
であり、４次元空間上のインスタントンからなるモジュライ空間と、ADHMデー
タと呼ばれる行列からなる集合にADHM方程式

µR(B1, B2, I, J) :=
i

2
([B1, B

†
1] + [B2, B

†
2] + II† − J†J) = 0

µC(B1, B2, I, J) := [B1, B2] + IJ = 0

とよばれる拘束条件を導入し、群の作用で割ることで得るモジュライ空間が１対
１の対応がとることができる、インスタントンを求める上での非常に強力な構成
法である。
第１章で少し触れるように、Nahm変換 [2] と呼ばれる、トーラスにおけるゲー

ジ群が SU(N) の k インスタントンのモジュライ空間と、その双対トーラスにお
けるゲージ群が SU(k) の N インスタントンのモジュライ空間が１対１の対応が
つくという双対性がある。ADHM構成法は、そのトーラス半径を無限大にしたも
のと見ることが出来る。このNahm変換は代数幾何で言う Fourier-Mukai変換で
あり、超弦理論で言うT-duality と対応していることから、D-brane力学をはじめ
とする超弦理論への応用も期待されている。
さらに、ADHMデータのモジュライ空間には様々な見方がある。その中の一つ

が [10] にあるように、ADHMデータに対する拘束条件を変えることで、非可換空
間上でのインスタントンとの対応や、Donaldsonによる層のモジュライ空間との
対応が見て取れる。また、ADHMデータのモジュライ空間をハイパーケーラー商
と捉えたり、ヒルベルトスキームと関連して考えたりすることも出来る。（このこ
とは結果のみ 2.5節にて紹介）
第１章では、このADHM構成法を特にインスタントンを構成する強力な手法で

あることを念頭に置いて紹介していく。
この論文の次の話題は、ここ１０年での高エネルギー物理学における重要な話

題である Seiberg-Witten prepotentialである。4次元空間上の N = 2 の超対称性
をもつ SU(N) ゲージ理論を考えると、低エネルギーでは対称性の破れが起こり
U(1)N−1 理論が出現する。この低エネルギーでの理論を記述するために、Seibergと
Wittenが提案したのが Seiberg-Witten prepotential F である。この prepotential

を用いることで、場での作用が記述でき、U(1)N−1 理論を完全に記述できる。し
かも、この Seiberg-Witten prepotentialは超弦理論だけでなく場の理論において
も自然に現れ、AdS/CFT 双対性とも深く関わる。
しかし、この Seiberg-Witten prepotentialは、そもそも物理的な理論に依存して

いることから数学には完全になっておらず、数学的な意味合いもはっきりしてい
なかった。従来から、Seiberg-Witten曲線と呼ばれる楕円曲線の族を考えること
で、幾何的に計算する方法は知られていた。しかし、ADHMデータのモジュライ
空間上におけるトーラス作用の同変コホモロジーによって、数学的に厳密に定義
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される Nekrasovの分配関数 [3] と、Seiberg-Witten prepotentialの関係を示す予
想が証明された。（Nekrasov-OkounkovとNakajima-Yoshiokaがそれぞれ独立に証
明。）この Nekrasovの分配関数を求めることで、Seiberg-Witten prepotential の
理解が深まることが予想される。そこで、第２章ではNekrasovの分配関数を定義
し、計算法を紹介したい。この論文の代数幾何的な内容は主に [4] にある。
筆者の勉強不足と物理学者の論文 [5] [6] をベースに勉強したこともあり、幾何

的に深く富んだ部分を上手く取り入れられなかった。また、組み合わせ論的な方
法に帰着させるプロセスに興味がわいたこともあるが、アルゴリズムの紹介に陥っ
てしまったことが残念である。
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2 ADHM構成法
ADHM構成法（原論文は [1] ）とは、インスタントンのモジュライ空間と１対

１対応をなす、行列によるモジュライ空間を考えることで、インスタントンを構
成するというある種のアルゴリズムである。ここでは [7] にしたがって SU(N) に
限定して、Nahm変換との対応がよく見える形でADHMデータを定義し、ADHM

データからインスタントンを具体的に抽出する方法を紹介する。

2.1 インスタントンのモジュライ空間

ここではインスタントンのモジュライ空間について一般的な議論を行う。X を
コンパクトな 4 次元多様体 、E を構造群（これをゲージ群という。）を G とする
ランク N のベクトル束とする。このとき、 E 上の接続の空間 A はアファイン空
間となる。ここで、次のYang-Mills汎関数を考えたい。

Definition 2.1. E 上の接続 ∇ に付随する曲率 F に対して、 E のファイバー
での正規直交基底 B1, · · · , Br および、 T ∗X の正規直交枠 θ1, · · · , θ4 を用いて F

を局所的に

F =
1

2

∑
F i
αβθ

α ∧ θα ⊗Bi

と表したとき、Yang-Mills 汎関数を次で定義する。

J(∇) :=
1

2

∫

X

∑

i,α,β

|F i
αβ|2 ∗ 1

ここで、 ∗ はホッヂ作用素であり、 ∗1 は X の体積要素である。

このYang-Mills汎関数の変分問題を考えたい。ここで、ホッヂ作用素 ∗ に対し
て、二次形式が ∗φ = φ となる自己双対 (Self-Dual)なものと、∗φ = −φ となる反
自己双対 (Anti-Self-Dual) なものに直和分解できることから、曲率形式を SD部分
F+ とASD部分 F− に分解する。また、X 上のリーマン計量と E のファイバー
での不変内積についての F のノルムを

∑
i,α,β |F i

αβ|2 =: |F |2 とすれば、SD部分と
ASD部分は直交することから、 |F |2 = |F+|2 + |F−|2 となる。よって、一般に２
次形式 φ は

φ ∧ ∗φ = (|φ+|2 + |φ−|2) ∗ 1

φ ∧ φ = (|φ+|2 − |φ−|2) ∗ 1

となることを用いてYang-Mills汎関数は、

J(∇) =
1

2

∫

X

〈F ∧ ∗F 〉 =
1

2

∫

X

(|F+|2 + |F−|2) ∗ 1
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と表すことが出来る。さらに

c(E,metric) :=

∫

X

〈F ∧ F 〉 =

∫

X

(|F+|2 − |F−|2) ∗ 1

とおけば、これは接続 ∇ に依存しない数となり、構造群 G が U(N) のときは
2π2(c1(E)2 − 2c2(E)) 、SU(N) のときは−4π2c2(E) （この時、 |c2(E)| をインス
タントン数と呼んだり、物理ではトポロジカルチャージと呼ぶ。）、O(N) の時は
4π2p1(E) となる。ここで、 ci(E) はチャーン類を X 上積分したもの、 pi(E) は
ポントリャーギン類を X 上積分したものである。この c(E,metric) を用いれば、

J(∇) =
1

2
c(E,metric) +

∫

X

|F−|2 ∗ 1

または

J(∇) = −1

2
c(E,metric) +

∫

X

|F+|2 ∗ 1

と書ける。よって、

J(∇) ≥ 1

2
|c(E,metric)|

となり、以下が分かる。

Proposition 2.2. Yang-Mills汎関数は接続がSD（ F− = 0）またはASD ( F+ = 0

）のとき最小値を取り、その値は |c(E,metric)| となる。

この、Yang-Mills汎関数の最小値を与えるような接続のことをインスタントン
という。
次に、接続の空間 A にゲージ変換を導入したい。

Definition 2.3. ベクトル束 E のゲージ変換群 G(E) とは、E 上の C∞ 級微分
同相写像

G(E) 3 φ : E −→ E

で、ファイバー Ex 上ベクトル空間の同型写像となるもののなす群である。また、
E に計量が入っている場合は、その計量を保つような変換のみを考える。

当然これは底空間 X 上に恒等変換を引き起こす。このゲージ変換を接続の空間
Cに引き戻しで作用させる。このとき、φは接続 ∇に φ∗∇ = φ−1◦∇◦φで作用し、
接続形式 A に対しては φ∗A = φ−1Aφ + φ−1dφ で作用することから、Yang-Mills

汎関数を計算すれば J(∇) = J(φ∗∇) となる。よって、接続の空間 A をゲージ群
の作用で割った商空間 A/G を考えれば、Yang-Mills汎関数はこの商空間上の関数
と思える。そこで、インスタントンのモジュライ空間を以下で定義する。
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Definition 2.4. SD接続の空間 A+ 及び ASD接続の空間 A− はそれぞれゲージ
変換で不変であり、

Minst
+,N := A+/G

Minst
−,N := A−/G

をそれぞれ SD接続、ASD接続のモジュライ空間と呼ぶ。

モジュライ空間の次元については以下の定理が知られている。([8] の６章４節
など)

Theorem 2.5. コンパクト４次元多様体 X が SD(resp. ASD)（つまり、ワイル
曲率テンソルが SD(resp. ASD)）で、ゲージ群 G が半単純リー群。そのリー環
を g とする。このとき p1(P×Adg) を主 G 束 P の随伴束の第１ポントリャーギ
ン類を積分したもの、 χ を X のオイラー数、τ を X の符号数とすれば、SD接
続（resp. ASD接続）のモジュライ空間Minst

+,N （resp. Minst
−,k ）は次元を

p1(P ×Ad g)− 1

2
(χ− τ) dimG

resp.

p1(P×Adg)− 1

2
(χ+ τ) dimG

とする多様体となる。

証明はまず、Atiyah-Singerの指数定理と消滅定理を用いて、接空間の次元を計
算する。次に、倉西の方法をBanach空間での逆写像・陰関数の定理に応用して、
局所モジュライ空間を得る。最後に、局所モジュライ空間が全モジュライ空間の
局所座標系を与え、全モジュライ空間がハウスドルフ多様体であることを示すこ
とでできる。
ここで、底空間 X を R4 、ゲージ群 G を SU(N) に限定し、ASD接続につい

て考える。（一般に ADHM構成法は、 G が古典群の時に考えることが出来る。）
このとき、ディラック作用素 Dx とその共役 Dx を次で定義する。

Dx :=
4∑

µ=1

eµ ⊗∇µ =
4∑

µ=1

eµ ⊗ (∂µ + Aµ) , Dx :=
4∑

µ=1

eµ ⊗∇µ

ここで、∇は接続、Aはその接続形式、 eµ はσi , i = 1, 2, 3をPauli行列として、

e1 := −iσ1 =

(
0 −i
−i 0

)
, e2 := −iσ2 =

(
0 −1

1 0

)

e3 := −iσ3 =

(
−i 0

0 i

)
, e4 :=

(
1 0

0 1

)
,
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で定まる四元数 Hの２次元表現行列であり、クリフォード代数の表現とも言える。
共役については四元数としての共役であり、

eµ := −eµ (µ = 1, 2, 3) , e4 := e4

となっている。このとき、次の命題が成り立つ。

Proposition 2.6. 接続 ∇ がASD接続であるための必要十分条件は、ディラック
作用素 D の２乗 DD が Pauli行列と可換であることである。

Proof. ’t Hooftのイェータ・シンボル η
(±)
µν :=

∑
i η

i(±)
µν σi を

ηi(±)
µν := sign(iµν4)± δiµδν4 ∓ δiνδµ4

で導入すれば、
eµeν = δµν + iη+

µν eµeν = δµν + iη−µν

となり、これは µ, ν について反対称かつ自己双対

ηi(±)
µν = −ηi(±)

νµ , ηi(±)
µν = ± ∗ ηi(±)

µν

である。ここで、 DD を展開すれば

DD =
4∑

µ=1

eµ ⊗∇µ

4∑
ν=1

eν ⊗∇ν

=

(
1 0

0 1

)
⊗∆ +

i

2

∑
µν

η(+)
µν ⊗ Fµν

となる。ここで、∆は接続 ∇のラプラシアンであり、リヒロネウィッツの公式から
もこの展開は得られる。（今は R4 を考えているので、底空間のスカラー曲率は 0。）
よって、 DD が pauli行列と可換になるためには展開した第２項 i

2

∑
µν η

(+)
µν ⊗Fµν

が 0 になることが必要十分条件であることが分かる。今、 η
(+)
µν が SDであること

を用いれば Fµν = − ∗ Fµν が導かれる。
この命題から、ディラック作用素の２乗がPauli行列と可換なときにYang-Mills

汎関数が最小値を取ることが分かる。いま R4 はノンコンパクトであるため、ASD

接続のモジュライ空間 Minst
−,N が有限次元かつ、インスタントン数 |c2(E)| が有

限な整数値になるために、接続形式（ゲージ場）は無限遠で自明なものに収束 (

A ≈ g−1dg , ∃g ∈ SU(N) )するものに限定する必要がある。これは、 R4 の 1点
コンパクト化 S4 でのゲージ理論を考えているのと同じである。また、無限遠で
のゲージ場の枠を固定したものを枠つきモジュライ空間 (framed moduli space)と
いう。
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さらに、ラプラシアン ∆ が可逆となる。つまり、グリーン関数 G(x, y) が存在
し、 ∆xG(x, y) = −δ(x− y) G(x, y) ≈ O(r−2) となる。ここで、 G = SU(N) で
インスタントン数が k のASDモジュライ空間をMinst

−,N,k とすれば

dimMinst
−,N,k =

{
4Nk −N2 + 1 N ≤ 2k

4k2 + 1 N > 2k

となる。また、枠つきモジュライ空間の時は無限遠でのゲージ変換の分がなくな
り、完全に S4 でのインスタントンと思えるので次元は N と k の大きさにかか
わらず 4Nk となる。単純に考えても無限次元でのゲージ変換 SU(N) の次元を引
いて 4Nk −N2 + 1 + (N2 − 1) = 4Nk となりつじつまが合う。このことは、この
モジュライ空間がハイパーケーラー商と見なされる点からも重要である。ただし、
これらはゲージ変換群 G(E) が自由に作用していない限り特異点を持つ。

2.2 ADHMデータのモジュライ空間

ここでは、まずADHMデータという行列の空間を定義し、それらに拘束条件を
入れることで前節で定義したインスタントンのモジュライ空間と１対１の対応が
とれるようなモジュライ空間を構成する。インスタントンのモジュライ空間との
対応に注目して、ADHMデータのモジュライ空間を定義していきたい。

Definition 2.7. V を k 次元複素ベクトル空間、W を N 次元複素ベクトル空間
とする。このとき

M := {B1, B2, I, J |B1, B2 ∈ Hom(V, V ), I ∈ Hom(W,V ), J ∈ Hom(V,W )}

をADHMデータという。

このADHMデータの元を行列と見なし、 (N + 2k)× 2k 複素行列

D :=



−I† −J
B†2 −B1

B†1 B2




を ADHMデータと呼ぶこともある。この行列を用いて、 0 次元ディラック作用
素（これを 0 次元ディラック作用素と呼ぶのは、以下の理由からである。双対な
２つのトーラス T 4, T̂ 4 において、X = T 4, G = U(N), c2 = k インスタントンのモ
ジュライ空間と、X = T̂ 4, G = U(k), c2 = N インスタントンのモジュライ空間が
１対１に対応するNahm変換（Fourier-Mukai変換）[2] では、それぞれのトーラ
スでのディラック作用素の 零モードを用いて対応を作る。ADHM構成はこのトー
ラスの半径を無限大にする（このとき双対トーラスは半径が 0 になる。）ことで、
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あたかも R4 と点での Nahm変換のように捉えられるためである。）D̂ を以下の
(N + 2k)× 2k 行列で定義する。

D̂(x) :=




I† J

(x4 − ix3)Ek −B†2 −((x2 + ix1)Ek −B1)

(x2 − ix1)Ek −B†1 (x4 + ix3)Ek −B2




ここで、Ek は k 次単位行列である。インスタントンのモジュライ空間について
の議論と同様に、0 次元ディラック作用素 D̂ に２乗 D̂†D̂ がPauri行列と可換であ
るという条件を付加すると、次のADHM方程式が必要十分条件として導かれる。

µR(B1, B2, I, J) :=
i

2
([B1, B

†
1] + [B2, B

†
2] + II† − J†J) = 0

µC(B1, B2, I, J) := [B1, B2] + IJ = 0

このとき、 D̂†D̂ の逆行列を f(x) ≈ O(r2) とおく。次にADHMデータのゲージ
変換を以下で定義する。

Definition 2.8 (ADHMデータのゲージ変換). (B1, B2, I, J) ∈ M に対して、
U(V )× SU(W ) による作用

Bα 7→ R†BαR (α = 1, 2), I 7→ R†IQ† , J 7→ QJR

R ∈ U(V )(= U(k)) , Q ∈ SU(W )(= SU(N))

をADHMデータのゲージ変換といい、このゲージ変換で移り合うものをゲージ同
値という。

また、枠付きモジュライ空間を考えるときは、インスタントンの無限遠でのゲー
ジ変換に対応する SU(W ) の作用を自明なものに限定し、 U(V ) の作用のみを考
える。

Proposition 2.9. ADHMデータのモジュライ空間MADHM
k,N を

MADHM
k,N := µ−1

R (0) ∩ µ−1
C (0)/U(V )× SU(W )

=

{
(B1, B2, I, J) ∈M

∣∣∣∣∣
µR(B1, B2, I, J) = 0

µC(B1, B2, I, J) = 0

}
/U(k)× SU(N)

で定義したとき、

dimMADHM
N,k =

{
4Nk −N2 + 1 N ≤ 2k

4k2 + 1 N > 2k

となる。
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Proof. まず、各 ADHMデータを複素行列と考えれば Bα で 2k2 × 2 次元、 I, J

で 2Nk × 2 次元あり、ここからADHM方程式を各行列成分の連立方程式と思え
ば µR は実なので k2 個、 µC は複素なので 2k2 個の拘束条件があるので、併せて
次元が 3k2 下がる。さらにゲージ変換で U(k) の分 k2 と SU(N) の分 N2 − 1 の
次元が下がり

4k2 + 4Nk − 3k2 − (N2 − 1)− k2 = 4Nk −N2 + 1

となる。また、 N > 2k の場合は U(k) の変換と SU(N) の変換が独立に扱えな
くなるため U(N − 2k) の分の自由度が増え 4k2 + 1 となる。
枠付きモジュライ空間について考えるときは、 SU(N) の変換の分がなくなる
ので、k や N の大きさに関係なく 4Nk となる。

この命題から、とりあえず次元に関しては２つのモジュライ空間が一致してい
ることが分かる。

2.3 ADHM構成法

Theorem 2.10 (Atiyah , Hitchin , Drinfeld , Manin).

Minst
−,N,k

1:1↔MADHM
k,N

これがADHM構成法の主張である。この節では、ADHMデータから具体的に
インスタントンを得るアルゴリズムを紹介したい。きちんとした証明（逆の操作
や一意性、完全性）については [7] を見ていただきたい。簡単のため N ≤ 2k に
限定する。

Proof. まず、ADHMデータからインスタントンを作り、インスタントン数を計
算、さらにそのインスタントンが無限遠でピュアゲージになること及びASD性を
調べる。
今、 N + 2k 次ベクトル V(x)u (u = 1, · · ·N) を 0 次元ディラック作用素 D̂ に

よるディラック方程式 D̂†V = 0 の独立な N 個の解（ディラックゼロモード）と
し、V(x) をそれを並べて出来る行列とする。一意なものにするために規格化条件

V(x)†V(x) = EN

を入れる。 EN は N 次単位行列である。また、 D̂†D̂ の逆行列を f として

P := V(x)V(x)† = EN+2k − D̂fD̂†

が成り立つ。
ここで、底空間 R4 上に自明なランク N+2k の複素ベクトル束 Ê = R4×CN+2k

を導入する。この Ê の部分ベクトル束 E → R4 を、ファイバー Ex が V(x)u (u =
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1, · · ·N) で張られる N 次元ベクトル空間となるように定める。このとき、 V(x)u
の定め方よりこれはゲージ群が SU(N) のベクトル束となり、この上の共変微分
∇ を Ê 上の外微分 d̂ に対して

∇ := P d̂

で定める。 Ê の切断 s(x) ∈ Γ(Ê) を E 上に制限し、枠 V(x)u で展開したもの∑
u V(x)us(x)u に、この共変微分 ∇ を作用させると、

∇(
∑
u

V(x)us(x)u) = P d̂

= V(x)V(x)†(
∑
u

V(x)u(d̂s(x)u) + (d̂V(x)u)s(x)u)

=
∑
u,v

V(x)v(δuvd̂+ (V(x)†vd̂V(x)u))su

となることから、自然な形で接続形式 A が

A := {V(x)†vdV(x)u}uv = V(x)†dV(x)

と定まる。これから、この接続形式がインスタントン数 k のASD接続となり、無
限遠でピュアゲージになることを示す。ASD性については次の計算からわかる。

F = dA+ A ∧ A
= d(V†dV) + (V†dV) ∧ (V†dV)

= dV† ∧ dV + V†dV ∧ V†dV
ここで、 d(V†V) = dEN = 0 より V†dV = −dV†V　。よって、

F = dV† ∧ dV − dV†V ∧ V†dV
= dV†(EN − VV†) ∧ dV
= dV†(EN − P ) ∧ dV
= dV†D̂fD̂† ∧ dV

となり、D̂†V = 0 , V†D̂ = 0 より、D̂†dV = −(dD̂†)V , dV†D̂ = −V†(dD̂) となる
ことから

F = V†(dD̂)f ∧ (dD̂†)V
がわかる。 dD̂ 及び dD̂† を具体的に計算することで、

V =

(
u

v

)

と V を N ×N 行列 u と 2k ×N 行列 v で表すと、

F =
∑

α,β

iv†fη(−)
αβ vdx

α ∧ dxβ
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となる。今、 η
(−)
µν がASDなので F はASDとなることがわかる。

次にインスタントン数を計算したい。今この状況の下、 [9] により
∑

i,α,β

F i
αβ ∗ F i

αβ =
∑
µ

∂µ∂
µ
∑
ν

∂ν∂
ν log det f

となる。インスタントン数の計算は、f ≈ |x|−2 より R4 = S3×R>0 とみなし、ス
トークスの定理を用いれば、 S3 の面積要素を dΩx として

c2(E) := − 1

16π2

∫

R4

d4x
∑

i,α,β

F i
αβ ∗ F i

αβ

= − 1

16π2

∫

R4

d4x
∑
µ

∂µ∂
µ
∑
ν

∂ν∂
ν log det f

= − 1

16π2

∫

S3

∑
µ

dSµx∂µ
∑
ν

∂ν∂
νTr log f

= − 8

16π2

∫

S3

dΩxTrEk = −k

となり、インスタントン数は k である。さらに、0次元ディラック方程式 D̂†V = 0

及び規格化条件から無限遠 |x| → ∞ で u → g ∈ SU(N) かつ、 v → 0 であるこ
とがわかり、このことから A ≈ g−1dg となり無限遠でピュアゲージとなっている
ことが示される。
また、 DD のグリーン関数は

G(x, y) =
V(x)†V(y)

4π2|x− y|2

と求められる。
逆にインスタントンからADHMデータを抽出するときは、同様に 4 次元のディ

ラック方程式
Dφ = 0

の解を ∫
d4xφ†φ = Ek

で規格化すれば、これは独立な k 個の解を持ち、それを並べたものを φ と置き直
せば 2N × k 行列とみなすことができ、完全性条件

φ(x)φ†(y) = δ(x− y) +DG(x, y)
←−
D

をみたす。この φ を用いて次のように ADHMデータを定める。まず φ を N × k
行列 φ1 , φ2 を用いて

φ =

(
φ1

φ2

)
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と表した時、 φ̃ := (φ2 − φ1) とする。このとき、

B1 :=

∫
d4xφ†(x2 + ix1)φ

B2 :=

∫
d4xφ†(x4 + ix3)φ

φ̃ ≈ −g
†(I† J)x†

π|x|4 +O(r−4)

となるようにADHMデータ B1, B2, I, J を定めれば、これらはADHM方程式を
満たす。ここで、 g ∈ SU(N) は無限遠でのゲージ変換 A ≈ g†dg を決める元であ
る。また、ADHMデータから出発して、この方法でインスタントンを作り、その
インスタントンからまたADHMデータを作ると、元のADHMデータにたどり着
く。逆に「インスタントン → ADHM → インスタントン」としても元のインスタ
ントンにたどり着くことから、一意性及び完全性が示され、インスタントンのモ
ジュライ空間とADHMのモジュライ空間が 1対 1に対応していることが証明され
る。

2.4 ADHM構成の計算

この構成法を用いて、簡単な例を計算したい。ゲージ群が SU(2) で、インスタ
ントン数 1 のモジュライ空間は BPST解とよばれ、ADHM構成による次元の求
め方より dimMBRST

2,1 = 5 であることがわかる。（枠付きモジュライ空間について
は 8 ）まず、ADHMデータは B1, B2 とも 1× 1 複素行列、つまり単なる C の元
となる。I, J はそれぞれ 1 × 2 , 2 × 1 複素行列であるが、B1, B2 が可換なため、
ADHM方程式は {

II† − J†J = 0

IJ = 0

となる。解の一つを固定して

I = (ρ, 0) , J† = (0, ρ) ρ ∈ R
とすれば、 0 次元ディラック作用素は

D̂(x) :=




ρ 0

0 ρ

(x4 − ix3)−B2 −((x2 + ix1)−B1)

(x2 − ix1)−B1 (x4 + ix3)−B2




となるので、ディラック方程式 D̂†V = 0 は
(
ρ 0 x4 + ix3 −B2 x2 + ix1 −B1

0 ρ −(x2 − ix1 −B1) x4 − ix3 −B2

)
V = 0
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となり、規格化条件 V †V = 0 も考慮すれば解は

V =
1√
φ




(x4 − ix3)−B2 −((x2 + ix1)−B1)

(x2 − ix1)−B1 (x4 + ix3)−B2

−ρ 0

0 −ρ




とすればよい。ここで、 φ は φ :=
∑ |xµ|2 + ρ2 として決まる、規格化のための関

数である。そこで、このディラック零モードを用いてインスタントン A := V †dV
を計算すれば、 B1 = b2 + ib1 , B2 = b4 + ib3 として

A =
∑
ν

∑
µ i(xµ − bµ)η

(−)
νµ∑

σ |xσ − bσ|2 + ρ2
dxν

となることがわかる。そこで、曲率を計算すれば

Fµν =
2iρ2

(
∑

σ |xσ − bσ|2 + ρ2)2
η(−)
µν

となりASDとなることがわかる。また、この式の形から ρ つまり I, J がインス
タントンのサイズ（ソリトンとしての）、 B1, B2 が場所を表していることがわか
る。そこで、 ρ を 0 に極限をとれば、対応するインスタントンは特異なものにな
り、このインスタントンはモジュライ空間の特異点に対応する。

2.5 ADHM構成の例

この節ではゲージ群が SU(N) でインスタントン数が k の、 R4 （ただし、無
限遠でピュアゲージ A ≈ g−1dg となるものに限定し、 S4 上のものと思う。）上の
インスタントンのモジュライ空間を変えることで、対応するADHMモジュライ空
間がどのように変わるかを、いくつかの例 [10] で紹介する。
１．１つ目はここまで議論してきたもので、単純にASD接続からなる空間をゲー
ジ変換で割った商空間Minst

−,N,k がADHMモジュライ空間

MADHM
k,N := µ−1

R (0) ∩ µ−1
C (0)/SU(W )× U(V )

と対応が付き、これは特異点を持つ多様体となり次元は前節のとおりである。
２．このモジュライ空間の無限遠でのグローバルなゲージ変換の分を固定したイン
スタントンのモジュライ空間、つまり枠付き（framed)モジュライ空間M0(N, k)

は、ADHMデータのゲージ変換を

Bα 7→ R†BαR (α = 1, 2), I 7→ R†I , J 7→ JR R ∈ U(V )(= U(k))

とした枠付きADHMモジュライ空間

MADHM
0 (N, k) := µ−1

R (0) ∩ µ−1
C (0)/U(V )
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と同相で、次元は 4Nk となりハイパーケーラー商になる。また、ADHMデータ
に対する GL(V ) の作用を

Bα 7→ F †BαF (α = 1, 2), I 7→ F †I , J 7→ JF F ∈ GL(V )

とすれば、µ−1
C (0)の幾何学的不変式論による商空間（つまり µ−1

C (0)での閉 GL(V )

軌道）
µ−1
C (0)//GL(V )

はKempfとNessによる定理からµ−1
R (0)/U(V ) ∼= {ADHMデータの GL(V ) 閉軌道}

となるので、

Proposition 2.11.

MADHM
0 (N, k) = µ−1

R (0) ∩ µ−1
C (0)/U(V ) ∼= µ−1

C (0)//GL(V )

がいえる。
３．ここまでの例では、特異なインスタントンも含むようなモジュライ空間を考えて
きたが、M0(N, k)のうち非特異なものにのみ制限したモジュライ空間Mreg

0 (N, k)

は、MADHM
0 (N, k) ⊃ {[M ] ∈ MADHM

0 (N, k)|φ ·M = M (φ ∈ U(V )) ⇒ φ = e}
と対応がつく。ここで e は U(V ) の単位元であり、これは安定化群が自明なもの
をあつめてきた部分集合ということになる。
４．これに対して、

MADHM
ζ (N, k) := µ−1

R (ζ) ∩ µ−1
C (0)/U(V ) , ζ 6= 0

は非特異なハイパーケーラー多様体で、Nekrasovと Schwarzにより、非可換空間
上のインスタントンのモジュライ空間Mζ(N, k) と一致する事がわかっている。 ζ

は非可換定数に対応する。ここでADHMデータの安定性条件を次で定義する。

Definition 2.12. ADHMデータ [B1, B2, I, J ] に対して、Bα(S) ⊂ S (α = 1, 2)

かつ Im I ⊂ S となるような 真部分空間 S ⊂ V , S 6= V が存在しないとき、
[B1, B2, I, J ] は安定であるという。

このとき、MADHM(N, k) := {M ∈ µ−1
C (0)|M は安定 }/GL(V ) とすると、

MADHM(N, k) ∼=MADHM
ζ (N, k)

となる。また、写像 π :Mζ(N, k) −→M0(N, k)が自然に存在し、特異点解消になっ
ている。さらに、 [10]のTheorem2.1より E を P2 上の rankE = N, c2(E) = k で
l∞ の近傍で局所自明なトーションフリーな層とし、Φを無限遠での枠 Φ : E|l∞ ∼→
O⊕Nl∞ とするとき、M(N, k) := {(E,Φ)}/isomorphism とすれば、

M(N, k) ∼=MADHM(N, k)
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がわかる。M(N, k)の局所自明な層をなす開集合はDonaldsonにより、Mreg
0 (N, k)

と一致することがわかっている。
次の章において重要な役割を果たすのはMADHM(N, k) ∼=MADHM

ζ (N, k) であ
り、これらが N = 1 のときは対応するインスタントンというのは存在しないが、
C2 の k 点でのヒルベルトスキーム (C2)[k] と見ることができ、さらに J = 0 とな
ることも分かっている。
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3 Seiberg-Witten PrepotentialのADHMデータを
用いた求値法

ここでは超対称性が N = 2で、ゲージ群が SU(N)という状況の下でのSeiberg-

Witten prepotential を計算したい。Seiberg-Witten prepotentialとは場の作用を
決定する物理学上重要な関数であり、AdS/CFT相対性と関係し超弦理論と共形場
の理論とをむすぶものである。[11] によって、Seiberg-Witten prepotentialはゲー
ジ群が SU(2) のときHiggs場 Ψ の関数として、以下のように表される。

F(Ψ) =
i

2π
Ψ2 log

2Ψ2

e3Λ2
− i

π

∞∑

k=1

Fk
(

Λ

Ψ

)4k

Ψ2

ここで、 Λ と e は物理的な定数である。
この展開の中で現れる Fk はインスタントン数 k のインスタントンの寄与であ

り、これを求めるのがこの章の目的である。

3.1 同変コホモロジー

今、求めたい Fk は同変形式の積分を用いて表されるため、ここでは同変コホ
モロジーについて述べたい。そこで、 G をリー群、 g をそのリー環、 X を G が
作用している n 次元多様体とする。
ξ ∈ g に対し ξ∗ を ξ に属する基本ベクトル場とすれば、これは定義より X の
１パラメータ変換群 etξ で生成される。
ここで、多項式写像 α : g −→ Ω(X) に対して G の作用を

(g · α)(ξ) := g∗(α(Adg−1ξ)) g ∈ G

と定める。ここで、 Adg−1 は随伴作用である。このとき、C[g] を g 上の C 値多
項式環として、α を C[g]⊗ Ω(X) の元とみなし、G 同変形式を以下で定める。

Definition 3.1. α ∈ C[g]⊗ Ω(X) が G の作用で不変、つまり

g · α = α ∀g ∈ G

となるとき G 同変形式とよぶ。

次に同変形式の次数を以下で定義する。

Definition 3.2. 多項式写像 α : g −→ Ω(X) を C[g]⊗Ω(X) の元と見たとき、次
数を同次な元 P ∈ C[g], β ∈ Ω に対して

deg(P ⊗ β) := 2 deg(P ) + deg(β)

で定義する。
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この同変形式に対して同変微分 D を、ベクトル場 ξ∗ の内部積を ıξ∗ として

(Dα)(ξ) := d(α(ξ))− ıξ∗α(ξ) ξ ∈ g

で定めれば、 D は同変形式の意味での次数を１つ上げる。
さらに次の命題が成り立つ。

Proposition 3.3. α を G 同変形式とするとき、 D2α = 0

Proof. d2 = 0 かつ ı2ξ∗ = 0 より、

(D2α)(ξ) = −(dıξ∗ + ıξ∗d)α(ξ)

となる。カルタンのホモトピー公式から右辺はリー微分となり、 α は G 同変であ
ることから

−Lξ∗α(ξ) = 0

となる。

よって、G 同変形式と同変微分及び、Definition 5.2.で定めた同変形式の次数は
微分複体を定める。

Definition 3.4. G 同変な C[g] ⊗ Ω(X) の元、同変微分 D 及び deg(P ⊗ β) =

2 deg(P ) + deg(β) P ∈ C[g] , β ∈ Ω(X) で定まる微分複体のコホモロジーを X

上の G 同変コホモロジーという。

この同変形式に対して次の定理 [12] が知られている。

Theorem 3.5. α ∈ C[g]⊗ Ω(X) と、 ξ ∈ g に対して、αi(ξ) ∈ Ωi(X) を α(ξ) ∈
Ω(X)の微分形式の意味での i次成分とするとき αが同変閉形式（つまり、G·α =

α ,Dα = 0 ）ならば、 αn(ξ) は集合 X0 := {x ∈ X|ξ∗x = 0} の外で完全形式と
なる。

よって、積分は境界および X0 上の積分に帰着される。
ここで、 x0 ∈ X0 に対して Lx0 : Tx0X0 −→ Tx0X0 を v ∈ Tx0X0 に対して
Lx0(v) := [ξ∗, v] で定義する。
ξ∗ を局所的に ξα を g のある基底についての ξ の成分としたとき、関数 T iα を

用いて

ξ∗ =
∑
α

∑
i

ξαT iα
∂

∂xi

とあらわす。このとき ξαT iα(x0) = 0 となることから、v =
∑

i v
i∂/∂xi として

Lx0(v) := [ξ∗, v] = −
∑
α

∑
i,j

ξαvi(
∂T jα
∂xi

)x0

∂

∂xj

と具体的に書き下せ、Hessianのようなものになっていることがわかる。この L§′
を用いてTheorem 5.5.を応用して、以下の局所化公式 [12] を得る。
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Theorem 3.6. X をコンパクトな n 次元多様体、 G をコンパクトなリー群、 α

を G 同変な閉形式とする。このとき、 ξ ∈ g に対し ξ∗ が孤立零点のみを持つな
らば、 ∫

X

α(ξ) = (−2π)
n
2

∑
x0

α0(ξ)(x0)

det
1
2Lx0

となる。ここで、 α0(ξ) は α(ξ) の 0 次成分。

3.2 Seiberg-Witten PrepotentialとNekrasovの分配関数

Seiberg-Witten prepotentialの係数 Fk を同変形式を用いて、計算できるかたち
で表したい。ここで、前章で紹介したADHMデータを用いる。このADHMデー
タ M := (B1, B2, I, J) は、非可換空間上のインスタントンのモジュライ空間との
対応が得られるADHM方程式（前章第５節で４番目の例）

µR(B1, B2, I, J) :=
i

2
([B1, B

†
1] + [B2, B

†
2] + II† − J†J) = ζ

µC(B1, B2, I, J) := [B1, B2] + IJ = 0

を満たしているとする。このとき、ADHMモジュライ空間MADHM
ζ (N, k) はなめ

らかなハイパーケーラー多様体となる。
そこで、 k 次反エルミート行列 M に対し自己共役な作用素 L をM を用いて

L ·M := {II† + J†J,M}+
∑

l=1,2

([Bl, [B
†
l ,M ]] + [B†l , [Bl,M ]])

と定めれば可逆な作用素となる。さらにADHMデータの空間上の１次微分形式

X :=
∑
i=1,2

[B†i , dBi] + J†dJ − dII† − h.c.

に対して Y := L−1X とする。この Y を用いて U(k) 共変微分

DY (M) := (dB1, dB2, dI, dJ) + ([Y,B1], [Y,B2], Y I,−JY )

を定義する。行列 B1, B2, I, J によるユークリッド空間に自然に入るケーラー計量

g(dM†, dM) := tr(
∑

l=1,2

dB†l dBl + dI†dI + dJdJ†)

を用いて、この共変微分によりADHMモジュライ空間上にケーラー計量を

g̃(dM†, dM) := g(DYM†, DYM)

と導入できる。
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低エネルギーの状態では対称性の破れがおこり、ゲージ群 SU(N) がカルタン
部分群である TN−1 となる。モジュライ空間への TN−1 の作用を無限小変換

δBi ∼ 0, δI ∼ −Iv, δJ ∼ vJ v = diag(a1, · · · aN) ,
∑

ai = 0

で定義し、これをBRST変換とよぶ。この作用による TN−1 同変微分を DBRST と
し、同変１次形式を

ω := Re(DY Iv̄I
† + J†vDY J)

と定義する。このとき、 ω は計量 g̃ についてBRST変換の双対（つまり、BRST

変換の定めるベクトル場を ψ とすればω = Reg̃(ψ†, dM) となる。）となっている。
このとき、Seiberg-Witten prepotentialの係数 Fk は

Fk ∼=
∫

MADHM
ζ (N,k)

e−DBRSTω

と表されることが分かっている。ここで、MADHM

ζ (N, k) は中心座標を原点に固
定した非特異な k インスタントンによるモジュライ空間である。

Proposition 3.7. Fk は非可換定数 ζ によらない。

Proof. t ∈ R>0 に対して

Fk(t) :=

∫

MADHM
ζ (N,k)

e−
1
t
DBRSTω

を考えれば、
d

dt
Fk(t) =

1

t2

∫

MADHM
ζ (N,k)

(DBRSTω)e−
1
t
DBRSTω

となり、ライプニッツ公式から DBRST e− 1
t
DBRSTω = 0 より

(DBRSTω)e−
1
t
DBRSTω = DBRST (ωe−

1
t
DBRSTω)

となるが、積分は次元次数の項しか寄与しないので、DBRST のうち縮約のかかっ
ている項は無視してよく、

d

dt
Fk(t) =

1

t2

∫

MADHM
ζ (N,k)

d(ωe−
1
t
DBRSTω)

となる。これはストークスの定理から境界での積分に帰着するが、今境界は存在
しないので

d

dt
Fk(t) = 0

となる。よって、 t によらないことがわかり ζ の変化を t の変化で吸収すること
ができる。
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しかし、このBRST変換の零点集合は孤立点にならず、局所化公式をうまいこ
と用いることが出来ない。
そこで孤立零点を持たせるためにさらに ε1, ε2 ∈ T 2 の作用を導入し、BRST変
換を次のものに置き換える。

δBi ∼ εiBi, δI ∼ −Iv, δJ ∼ (v + ε)J

ここで、 ε := ε1 + ε2 であり、ti := eεi ∈ T , tv := diag(ea1 , · · · ean) ∈ TN−1 とす
れば、

Bi 7→ tiBi, I 7→ Itv, J 7→ t1t2t
−1
v J

ともあらわせる。

Definition 3.8. この変形したBRST変換 ψ̃ を用いて Fk の時と同様に同変形式
及び同変微分を定義し、それらを ω̃ := Reg̃(ψ̃†, dM) , DBRST∗ とする。そこで、 k

インスタントンについての展開係数を

Zk(v, ε1, ε2) :=

∫

MADHM
ζ (N,k)

e−DBRST∗ω̃

とする母関数

Z(q, v, ε1, ε2) := 1 +
∞∑

k=1

Zk(v, ε1, ε2)qk

をNekrasovの分配関数と呼ぶ。

このNekrasovの分配関数を求めることができれば、[3]により次の方法で Fk を
求めることが出来る。

Proposition 3.9. Nekrasovの分配関数 Z(q, v, ε1, ε2)に対して、関数 F(q, v, ε1, ε2)

を
F(q, v, ε1, ε2) := ε1ε2 logZ(q, v, ε1, ε2)

で定めれば、 ε1 = ε2 = 0 の周りで解析的である。このとき、 Fk は F(q, v, ε1, ε2)

の ε1 = ε2 = 0 でのテーラー展開の係数である。

よって、分配関数の k インスタントンについての展開係数 Zk を求めることが
重要となる。

3.3 変形したBRST変換の零点とヤング図形

今、 T 2 × TN−1 による作用のADHMモジュライ空間上での固定点は、変換し
たものがゲージ同値でなくてはならない。そこで、λ : T 2 × TN−1 −→ U(V ) を用
いて変形したBRST変換の固定点条件は

(t1B1, t2B2, Itv, t1t2t
−1
v J) = (λ(t)−1B1λ(t), λ(t)−1B2λ(t), λ(t)−1I, Jλ(t))
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と表すことが出来る。この条件を用いて、 W 及び V を次のように固有空間分解
する。

Wλ := {w ∈ W |t−1
v w = e−aλw}

Vλ(k, l) := {v ∈ V |λ(t) · v = tk1t
l
2e
−aλv}

このとき、以下の命題が成り立つ。

Proposition 3.10. 固定点条件を満たす B1, B2, I, J は以下の写像を定める。

B1 : Vλ(k, l) −→Vλ(k − 1, l)

B2 : Vλ(k, l) −→Vλ(k, l − 1)

I : Wλ −→Vλ(0, 0)

J : Vλ(k, l) −→Wλ

Proof. 今、 v ∈ Vλ(k, l)とする。このとき、λ(t)B1v は固定点条件から t−1
1 B1λ(t)v

となるので、定義より tk−1
1 tl2e

−aλB1v となり B1v ∈ Vλ(k − 1, l) が言える。 B2 に
ついても同様である。
次に w ∈ Wλ とすれば、同様に

λ(t)Iw = It−1
v w

= Ie−aλw

= e−aλIw

となり Iw ∈ Vλ(0, 0) がわかる。
最後に v ∈ Vλ(k, l) としたとき定義より

λ(t)v = tk1t
l
2e
−aλv

であるが、この両辺に左から J をかければ固定点条件より

t1t2t
−1
v Jv = tk1t

l
2e
−aλJv

となる。よって、 k = 1, l = 1 のときは Jv ∈ Wλ であり、その他の場合は J = 0

となることが分かる。

この命題から、Wλと Vλ :=
⊕

k,l Vλ(k, l)に制限したADHMデータB1λ, B2λ, Iλ, Jλ
はADHM方程式をみたし、dimWλ = 1より kλ := dimVλとすればMADHM

ζ (1, kλ)

の元とみなせる。各 λ に対して C2 の k 点でのヒルベルトスキーム (C2)[k] にお
ける議論 [10] を用い、Jλ = 0 となることからADHM方程式 µC(B1, B2, I, J) = 0

は [B1, B2] = 0 となり、次の可換な図式を考えることが出来る。x
x

−→ Vλ(k, l − 1)
B1−−−→ Vλ(k − 1, l − 1) −→xB2

xB2

−→ Vλ(k, l)
B1−−−→ Vλ(k − 1, l) −→x

x
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この図式の各ベクトル空間 Vλ は、
「 Bα(S) ⊂ S (α = 1, 2) かつ Im I ⊂ S となるような 真部分空間 S ⊂ V , S 6= V

が存在しない」
という安定性条件から Bp

1λB
q
2λi(1) (p, q ∈ Z≥0) によって張られていることが分

かり、以下の命題が導かれる。

Proposition 3.11. V (k, l) からなる複体に関して以下が成り立つ
(1) k > 0, l > 0 ならば Vλ(k, l) = 0

(2) 任意の k, l ∈ Z に対して dimVλ(k, l) ≤ 1

(3) k ≤ 0, l ≤ 0の時、dimVλ(k, l) ≥ dimVλ(k, l−1), dimVλ(k, l) ≥ dimVλ(k−1, l)

(4) 零でないベクトル空間の間の写像は零写像でない。

この命題から各図式は kλ 個の 1 次元ベクトル空間からなる、上や右に行くほ
ど並んでいるベクトル空間が減っていくような図式となることから、kλ 個の箱か
らなるヤング図形と見ることが出来る。例えば

0x
0 −→ Vλ(0,−2) −→ 0x

x
0 −→ Vλ(0,−1) −→ Vλ(−1,−1) −→ 0x

x
x

0 −→ Vλ(0, 0) −→ Vλ(−1, 0) −→ Vλ(−2, 0) −→ 0x
x

x
0 0 0

となる図式であれば、

に対応する。
よって、以上より変形したBRST変換のADHMモジュライ空間での固定点は、

kλ 箱（
∑N

λ=1 kλ = k = インスタントン数 ） からなる N 個のヤング図形の族
{Yλ} で分類される。
今、ADHMデータ B1, B2, I, J がヤング図形の族 {Yλ} で決められた固定点の

時、ゲージ群 U(k) は T k に破れ

λ(t) = diag(eΦ1 , · · · , eΦk)
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と ΦI ∈ T, I = 1, · · · k を定めれば固定点条件は




(ΦI − ΦJ + εl)B
l
IJ = 0

(ΦI − aλ)IIλ = 0

(−ΦI + aλ + ε)JλI = 0

となる。
ここで、ヤング図形の箱を以下のように番号付けする。Yλ の左下の角の箱を 1

番目とし、順に右に一つずつ増やしていき、右端まで来たら一つ上の行の左端を
次の番号とする。このとき、 Iλ 番目の箱の行と列を（下から１行、２行 · · ·。左
から１列、２列 · · ·。と数える。）iIλ 行 jIλ 列とし、 Yλ の iλ 行に入っている箱
の個数を νiλ 、jλ 列に入っている箱の個数を ν ′jλ で定める。

Proposition 3.12. Φ, B1, B2, I, J を以下で定める。
(1) Φ は以下の式

ΦPλ−1
i=1 ki+Iλ

= aλ − (jIλ − 1)ε1 − (iIλ − 1)ε2

を満たす。
(2) B1 のmn 成分 B1

mn は Y1 から数えはじめて m 番目の箱の左に n 番目の箱が
あるとき以外は 0

(3) B2 のmn 成分 B2
mn は Y1 から数えはじめて m 番目の箱の下に n 番目の箱が

あるとき以外は 0

(4) I の λI 成分 IλI は Y1 から数えはじめて I 番目の箱が、 Yλ の 1 番目の箱に
なるとき以外は 0

(5) J は恒に 0

このとき Φ, B1, B2, I, J は固定点条件の解

Proof. まず (ΦI − ΦJ + εl)B
l
IJ = 0 を示す。

Y1 から数え初めて、 I 番目と J 番目の箱が同じヤング図形 Yλ に入っていない
ときは、(2)、(3)のルールより明らかに Bl

IJ = 0 となる。
よって、 I 番目と J 番目の箱が共に Yλ に入っているとする。今、

ΦIλ − ΦJλ + ε1

= aλ − (jIλ − 1)ε1 − (iIλ − 1)ε2 − aλ + (jJλ − 1)ε1 + (iJλ − 1)ε2 + ε1

= −(jIλ − jJλ − 1)ε1 − (iIλ − iJλ)ε2

と計算でき、 B1
IJ 6= 0 のとき (2) のルールより、

{
iIλ = iJλ

jIλ = jJλ + 1
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となるので ΦIλ − ΦJλ + ε1 = 0 がわかる。
同様に

ΦIλ − ΦJλ + ε2 = −(jIλ − jJλ)ε1 − (iIλ − iJλ − 1)ε2

であり、(3)のルールから B1
IJ 6= 0 のとき、

{
iIλ = iJλ + 1

jIλ = jJλ

となるので ΦIλ − ΦJλ + ε2 = 0 がわかる。
次に (ΦI − aλ)IIλ = 0 を示す。
Y1 から数えはじめて I 番目の箱が、 Yλ に入らないときは IIλ = 0 となるので、

I 番目の箱は Yλ に入っているとする。このとき、

ΦI − aλ
= aλ − (jIλ − 1)ε1 − (iIλ − 1)ε2 − aλ
= −(jIλ − 1)ε1 − (iIλ − 1)ε2

と計算でき、IIλ 6= 0のとき (4)のルールから iIλ = jIλ = 1となるので、ΦI−aλ =

0 がわかる。
(5) のルールより (−ΦI + aλ + ε)JλI = 0 は明らかなので、(1)から (5)で定めた

Φ, B1, B2, I, J が固定点条件の解となることが分かる。

さらに ADHM方程式を用いて ADHMモジュライ空間上の固定点が導き出さ
れる。

3.4 分配関数の計算

ここまでの節でNekrasovの分配関数を求めるために、変形したBRST変換の固
定点を求めてきた。その固定点を x0 をする。固定点では BRST変換の寄与がな
くなることから DBRST∗ = d となり、e−DBRST∗ω̃ の展開において 0 次の項である
1 のみが微分形式の意味で 0 次の項となる。そこで、同変コホモロジーの節で出
てきた局所化公式を用いれば

Zk =
∑
x0

1

detLx0

となる。（分母の 1/2 乗ががなくなるのは、Theorem 5.6 では実で考えていたもの
が、ここでは複素として考えているため。）Lx0 のADHMモジュライ空間上の x0

における接空間 Tx0MADHM
ζ (N, k) での作用を考え、そこでの指標から固有値を得

ることで行列式を計算したい。
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ここで、 Q を T 2 の 2 次元表現空間として以下の複体を考える。

Hom(V,Q⊗ V )

⊕
Hom(V, V )

a−−−→ Hom(W,V )
b−−−→ Hom(V, V )⊗ ∧2Q

⊕
Hom(V,∧2Q⊗W )

ここで、写像 a, b はそれぞれ

a(ξ) :=




ξB1 −B1ξ

ξB2 −B2ξ

ξI

0



, b




C1

C2

i

j




= [B1, C1] + [C1, B2] + Ij

で表される。このとき、 a は GL(V ) によるゲージ変換の固定点での無限小変換、
b は µC の無限小変換であり、

MADHM(N, k) ∼=MADHM
ζ (N, k)

を思い出せば Ker b/ Im a が Tx0MADHM
ζ (N, k) となる。

さらに、固定点で V,W は T 2 × TN−1 の表現空間となり、その指標計算をすれ
ば求めたい detLx0 が求まる。今、

Tx0MADHM
ζ (N, k)

= Hom(V, V )⊗ (Q− ∧2Q− 1) + Hom(W,V ) + Hom(V,W )⊗ ∧2Q

= V ∗ ⊗ V ⊗ (Q− ∧2Q− 1) +W ∗ ⊗ V + V ∗ ⊗W ⊗ ∧2Q

であり、前節でのヤング図形の議論から

V =
N∑

λ=1

ν1λ∑
jλ=1

ν′jλ∑
iλ=1

T−jλ+1
1 T−iλ+1

2 Taλ

W =
N∑

λ=1

Taλ

Q = T1 + T2 , ∧2Q = T1T2

となる。ここで、 Tl は εl の生成作用素、 Taλ は aλ の生成作用素である。

Proposition 3.13. ２つのヤング図形 Yλ, Yλ̃ に対して、 h(s), v(s) s ∈ Yλ を

h(s) := νiλ − jλ v(s) := ν̃ ′jλ − iλ
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で定義するとき、

Tx0MADHM
ζ (N, k) =

N∑

λ,λ̃=1

∑
s∈Yλ

(Taλλ̃T
−h(s)
1 T

v(s)+1
2 + Taλ̃λT

h(s)+1
1 T

−v(s)
2 )

となる。

ここで、aλλ̃ := aλ − aλ̃ であり、iλ , jλ は s の Yλ での行と列を表し、ν̃ ′jλ は Yλ̃
における jλ 列目の箱の数である。ただし、Yλ̃ の jλ 列目に箱がない場合は ν̃ ′jλ = 0

とする。

Proof. まず V ∗ ⊗ V ⊗ (Q− ∧2Q− 1) を計算する。各ベクトル空間の T 2 × TN−1

による展開から、

V ∗ ⊗ V ⊗ (Q− ∧2Q− 1)

=
N∑

λ=1

ν1λ∑
iλ=1

νiλ∑
jλ

T jλ−1
1 T iλ2 T

−1
αλ

N∑

λ̃=1

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

ν′j
λ̃∑

iλ̃=1

T
−jλ̃+1
1 T

−iλ̃
2 Taλ̃(T1 − 1)(1− T2)

=
N∑

λ,λ̃=1

Taλ̃λ

ν1λ∑
iλ=1

νiλ∑
jλ

T jλ−1
1 T iλ2

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

T
−jλ̃+1
1 (T1 − 1)(T

ν′j
λ̃

+1

2 − T2)

=
N∑

λ,λ̃=1

Taλ̃λ

ν1λ∑
iλ=1

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

T
jλ̃
1

{ νiλ∑
jλ

(T jλ+1
1 − T jλ1 )

}
(T

iλ−ν′j
λ̃

2 − T iλ2 )

=
N∑

λ,λ̃=1

Taλ̃λ

ν1λ∑
iλ=1

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

(T
−jλ̃+νiλ+1

1 − T−jλ̃+1
1 )(T

iλ−ν′j
λ̃

2 − T iλ2 )

=
N∑

λ,λ̃=1

Taλ̃λ

ν1λ∑
iλ=1

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

{
(T
−jλ̃+νiλ+1

1 T
iλ−ν′j

λ̃
2 + T

−jλ̃+1
1 T iλ2 )

−T−jλ̃+1
1 (T

iλ−ν′j
λ̃

2 − T iλ2 )− (T
−jλ̃+νiλ+1

1 − T−jλ̃+1
1 )T iλ2

}

がわかるが、

N∑

λ,λ̃=1

Taλ̃λ

ν1λ∑
iλ=1

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

T
−jλ̃+1
1 (T

iλ−ν′j
λ̃

2 − T iλ2 )

=
N∑

λ,λ̃=1

Taλ̃λ

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

T
−jλ̃+1
1

ν′j
λ̃∑

iλ=1

(T−iλ+1
2 − T ν

′
1λ
−iλ+1

2 )

= W ∗ ⊗ V −
N∑

λ,λ̃=1

Taλ̃λ

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

ν′j
λ̃∑

iλ=1

T
−jλ̃+1
1 T

ν′1λ−iλ+1

2
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同様に
N∑

λ,λ̃=1

Taλ̃λ

ν1λ∑
iλ=1

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

(T
−jλ̃+νiλ+1

1 − T−jλ̃+1
1 )T iλ2

= V ∗ ⊗W ⊗ ∧2Q−
ν1
λ̃∑

jλ̃=1

ν′j
λ̃∑

iλ=1

T
−ν1

λ̃
+jλ̃

1 T iλ2

となることから、

R := V ∗ ⊗ V ⊗ (Q− ∧2Q− 1) +W ∗ ⊗ V + V ∗ ⊗W ⊗ ∧2Q

=
N∑

λ,λ̃=1

Taλ̃λ





ν1λ∑
iλ=1

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

(T
−jλ̃+νiλ+1

1 T
iλ−ν′j

λ̃
2 + T

−jλ̃+1
1 T iλ2 )

+

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

ν′j
λ̃∑

iλ=1

(T
−jλ̃+1
1 T

ν′1λ−iλ+1

2 + T
−ν1

λ̃
+jλ̃

1 T iλ2 )





と計算できる。ここで、 T1 の次数が正の部分を R+ 、零または負の部分を R− と
する。このとき、 R = R+ +R− であり、 miλ := min(ν1λ̃

, νiλ) として

R+ =
N∑

λ,λ̃=1

Taλ̃λ

ν1λ∑
iλ=1

miλ∑
jλ̃=1

T
−jλ̃+νiλ+1

1 T
iλ−ν′j

λ̃
2

=
N∑

λ,λ̃=1

∑
s∈Yλ

Taλ̃λT
h(s)+1
1 T

−v(s)
2

となる。また、ここまでと同様の計算を λ と λ̃ を入れ替え、ヤング図形にそって
の足し上げの方向を変えることで

R =
N∑

λ,λ̃=1

Taλλ̃





ν1λ∑
iλ=1

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

(T
jλ̃−νiλ
1 T

−iλ+ν′j
λ̃

+1

2 + T
jλ̃+1
1 T−iλ2 )

+

ν1
λ̃∑

jλ̃=1

ν′j
λ̃∑

iλ=1

(T
ν1
λ̃
−jλ̃+1

1 T−iλ+1
2 + T

jλ̃
1 T

−ν′1λ+iλ

2 )





となり、

R− =
N∑

λ,λ̃=1

Taλλ̃

ν1λ∑
iλ=1

miλ∑
jλ̃=1

T
jλ̃−νiλ
1 T

−iλ+ν′j
λ̃

+1

2

=
N∑

λ,λ̃=1

∑
s∈Yλ

Taλλ̃T
−h(s)
1 T

v(s)+1
2

がわかる。
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この命題から、 detLx0 は対数をとることで計算され、以下の定理が成り立つ。
[6]

Theorem 3.14. Nekrasovの分配関数 Zk は E(s) := aλλ̃ − ε1h(s) + ε2(v(s) + 1)

を用いて

Zk(v, ε1, ε2) =
∑

{Yλ}

N∏

λλ̃

∏
s∈Yλ

1

E(s)(ε1 + ε2 − E(s))

と表される。

この定理によって、ヤング図形という（次数が高いときは計算が面倒だが）単純な
組み合わせ論的な計算で分配関数が得られる事が分かり、ひいては今まで Seiberg-

Witten曲線による代数幾何的な方法からしか得られなかった Seiberg-Witten pre-

potentialが得られる。

3.5 簡単な例

ここでは、N = 2 、k = 1 というもっとも簡単な例について計算したい。このと
き、取りうるヤング図形の組は (1). Y1 = �, Y2 = ∅ か (2). Y1 = ∅, Y2 = � である。
そこでまず (1) の場合を考えると、 Y1 の中にしか s は入らないので、 E(s) の
計算は λ = λ̃ = 1 のとき、 h(s) = 0, v(s) = 0 より

E(s) = a11 + ε2 = ε2

であり、 λ = 1, λ̃ = 2 のときは h(s) = 0, v(s) = −1 より

E(s) = a12

となる。ここで、 (1)と (2)を変えると 1 と 2 が入れ替わるだけなので、

Z1 =
1

ε2(ε− ε2)

1

a12(ε− a12)
+

1

ε1(ε− ε1)

1

a21(ε− a21)

=
1

ε1ε2(a12(ε− a12))
+

1

ε1ε2(a21(ε− a21))

=
2

ε1ε2(ε2 − a2
12)

と求めることが出来る。この場合、 F1 = 1/2 となる。
N や k の大きい時も、対象なヤング図形同士の E(s) は εα や aλ について対称

性があり、計算を減らすことができる。
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