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概 要

超弦理論は重力相互作用を量子論的に無矛盾に記述すると考えられているが、非
摂動的な定式化はまだ発展途上にある。一方、超弦理論にソリトンとして存在する、
���������は理論の非摂動的側面の現われている好例である。そのため、���������

を理解することは超弦理論の非摂動的側面の理解につながると考えられている。����

�����がさらに魅力的なのは、その上に現われる理論が 	
���� ���
� ������と呼ばれ
る非局所的な理論であるということである。この修士論文では 	
���� ���
� ������の
��������
�な記述の構成を概観した後、実際にそれを使った 	
���� ���
� ������の
解析の一例を示す。
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� はじめに

本当の意味での統一理論であるというには、摂動の範囲を抜けなければならない。最近
の弦理論の話題はこのように非摂動的側面に集まっている。一言で非摂動的側面へのアプ
ローチといっても形態は様々である。一気に非摂動的な理論を定義してしまおうという壮
大な計画もあれば、地道に今ある理論で非摂動的な側面の尻尾をつかんでみようという試
みもある。*弦理論自体すでに壮大な計画の一部だという意見はもっともです。,

この修士論文は、どちらかというと後者の地道な手法の仲間である。ここに書かれた目
的が全て達成されたからといって統一理論が出来上がる、という種の取り組みではないよ
うに思える。しかし、壮大な計画には無い魅力的な側面があることがここで強調されるべ
きである。
近年の弦理論においては、"/年代半ばの �������と2����
の論文 ;�<に代表される ���

����������な場の理論での  �	!���や� �!�空間といった概念の発展と、=�!���
�>�の
論文 ;�<に代表される5���	
�の理解が重要な役割を果たしている。さらに、"/年代半ば
の発展を受けて、"�年の暮れに#	! 	��
	 ;�<によって5���	
�上の場の理論と 5���	
�

のつくる �	�>����
 上の ����
� ������は  �	!であるとする、いわゆる% �?-:�対応が
提唱され、5���	
�上に作った場の理論を弦理論で研究するということが盛んに行われて
きた。
一方、������	
�に目を向けると、������	
�は "/年頃には ;�<に見られるように弦理

論における ��!���
として理解されていた。しかし、������	
�上に現われる理論は強結合
理論であり、さらに &���
1 ��0	��	
�な 	����
を持たないなどの特異性から解析は満足い
くものとはいえなかった。その一方で、"�年には �������により 
�
�!��	!な場の理論が
������	
�上に現われることが指摘されるなど ������	
�に対する興味は増大していくこ
とになる。������	
�上の理論を解析する手段はあるか？上にあげた 5���	
�での発展を
ふまえると、% �?-:�対応の拡張を使ってこれを解析することが考えられる。%�	��
�

などは実際に ������	
�上の理論を解析する手法を提案し ;�<、さらに、'�0��
らによっ
て拡張された。;�<

このように、最近の主要な発展をもとに、今まで解析が難しかった������	
�上の理論に
アプローチしようというのがここでの提案である。特に先に進んでいくにつれ、������	
�
上の理論を解析しようとする過程には今まで弦理論や場の理論において発展してきた概念
が非常に頻繁に使われていることを目にすることになる。この点からも������	
�の解析
からでてきた結果には、何か弦理論や場の理論にとっての ���	>�������が含まれているこ
とが期待される。
この論文では �/次元の弦理論として ����$$弦理論を考え、(��������弦理論などは想定

していないことを注意しておきたい。このことは ���! �����上に *�6�, �����������が
あるという場合だけを考えることに対応している。
この論文では������	
�上の理論として &���!� ����
� ������が生じることを示した後、
その ��!���	����  ���������
を導入し、実際に &���!� ����
� ������を解析する方法を示
すことを目標にしている。以下に全体の細かい構成を述べる。はじめに、������	
�につ
いてごく簡単に述べた後 *������
 �,、������	
�上に現われる �次元の ������������

な理論について議論する *������
 �,。次に 
�
�!��	!な理論としての &���!� ����
� ������

が存在していることを示し *������
 �,、% �?-:�対応に見られる操作を������	
�に対
して用いることで &���!� ����
� ������に  �	!な重力理論を見つける *������
 �,。ここで

�



話は一段落する。次にいく前にこれからの議論に対する �
��� �����
を行う *������
 �,。
具体的には、これから調べる ��!���	����  �	!���を提示する。実際に  �	!���についての
考察が *������
 �6�6",で行われ、その  �	!���の ����>をした後 *������
 �/,、 �	!���の微
妙な点について考える *������
 ��,。全てをうまく扱うために、 ���!� ��	!�
� !���が必
要なことを述べ *������
 ��,、今までの議論の物理系への応用として駆け足で &���!� ����
�

������の相関関数を計算してみる *������
 ��,。最後にこれからの課題について述べる。
付録については、主に本文中に使われる ��
0�
���
や結果についてまとめている。付録の
結果は特に断りなしに本文中に使われている。本文を理解する上での �	�>����
 という
意味において付録は重要である。

� �������	�
�� �� ��������

������	
�上の理論を議論する前に、������	
�そのものについて簡単に説明しておく
必要がある。;�<

はじめに ����
� ������の低エネルギー理論に現われる������	
�について説明し、次に
����
� ������の中での振る舞いについてコメントする。

��� ������	
�

������	
�は ����
� ������において、����
�、つまり �
����	
�を �!��
�	��なものと
考えたときに理論に ��!���
としてあらわれる空間 �次元の多次元的な物体である。&��

@
���� @A����0� ������ *&@@�,での場の方程式は �の /次までで ����
� �����を使っ
て書くと

� 4
�

��

�
����

���;�� �*�B,� � ����

�*�C �,D
� � C � � �< *�,

となる。
この 	����
から得られる運動方程式を解くことによって、	�
���� ��	���をもって特
徴づけられる ��!���
解がえられる。いま �!��
�	��な ����
�が ����� ��� に �!������

に ����!�することから、�!�������	�
����  �	!���によって結び付けられる ��!���
解は
����	�
となる。このように 	����
から運動方程式を解くことによって求められる解はい
くつもあるが、ここでは次の性質を持つ解に注目する。

� 場は �C�次元方向には依存しない。

� 場は残り �次元方向に対して球対称である。

� 
������� ��
 ���
を満たす。*�����������を残す。,

これらの条件を満たす解として

��� 4 �����
���� C ��������

���� *�,

��� 4 � C
�

��
*�,

���� 4 �����
	�	� *�,

*�	 � 4 /	 �	 � � � 	 � E �	 4 �	 � � � 	 " E �� 4 ���C � � �C ���,が存在する。この解は ������	
�

と呼ばれる F������������ ��!���
Gである。

�



��� ��� ���������� �� ������	
�

������	
�の性質について、必要なことの結果だけを簡単に述べておく。

� #理論との関連
������	
�は �C�次元の多次元的な物体であり、#理論にも �C�次元の多次元的な
物体 *#����	
�,が存在している。#理論を ���方向に ���	��化すると ����$$%理
論が得られるとする。そのとき ���方向に巻きついていない#����	
�は、$$%理論
において ������	
�になると考えられている。

� �� �	!��� と �� �	!���

������	
�が �
方向に伸びており、��方向の �点であるとする。����$$%*�,理論に
おいて �
方向の �つを ���	��化して �� �	!をとると、それは ����$$�*%,理論に
おける ������	
�になる。しかし、��方向のうち �つを ���	��化して �� �	!を
とると、9	!�1	�9!��
 �
���!� *����	
�,と呼ばれるものになる。����$$�理論に
おいて �� �	!をとると、������	
�は 5����	
�になる。

� H��
 ����	
�としての ������	
�

#����	
�は #����	
�上に端を持つことが知られている。このことから #�、#��

��	
�ともに ��� 方向に巻きついていなければ ����$$%理論に移行することで 5��

��	
�は ������	
�上に端を持つことができる。#����	
�は ���方向に巻きついて
おり、#����	
�は巻きついていないときには ������	
�上に ����
�があるような状
態になる。

� ������	
�上の �����������

������	
�の存在によって、����$$真空では守られていた �����������は半分に
なる。特に残っている �����������は ������	
�上の理論を ������������ に
する。特に ����$$%理論では �次元 *�6/, �����������が、����$$�理論では �次
元 *�6�, �����������が ������	
�上に現われることが知られている。�次元 *�6I,

�����������は ����	!���が !���のものが �個、�����のものが I個であることを意
味するがどちらを !���と決めるかは ��
0�
���
の問題である。

� ������������
	 �����
��

������	
� 上の理論は � 次元で �� 個 �������	���を持つ理論であった。一般に �� 個
�������	���を持つ場の理論はどのような特徴を持っているかを、主に &�� �
���� �A����0�

������の観点から考える。������	
�上に現われる理論は何らかの形でこれから議論する
理論と関係があることは簡単に予想できる。
この ������
では、はじめに ��個の �������	���を持つ理論の一般論を展開して、その後

�次元においてはどのようなことが結論できるか考える。;�< 次に �次元と �次元の理論の
関係を考えることで、�次元理論は 
�
����0�	!な側面を持っていることを示したい。;"6 �<

�



��� � � � ������������ �������� ���� �� �������	����

��個 �������	���をもった理論について考察する。��個 �������	���をもった最も対称
性の良い古典論は ! 4 �	 � 4 �/ �.#理論であり、&	��	
��	
は次の式で与えられる。

� 4 � �

�������
��;���

� <� "

�
��;#J�$�#< *�,

この �/次元の理論は �*�,以外では 	
�	!���で量子論として存在しないが、 ��
���
	!

�� �����
して求まる理論は量子論的にも存在することが知られている。はじめに �/次元
�.#理論を  ��
���
	! �� �����
することにより得られる理論から考察していこう。
さて、�/次元の�4� �.#理論における	��!��� �!���!��は 0����� %� C #	K��	
	�

2��! �����
 # 、である。 ��
���
	! �� �����
においては次にしたがって表現を分解
する。

�&*�	 ", �	 �&*�	 �� �,� �&*�/� �,

すると %� は %� と ��に分解される。#は �&*�	 �� �, ���
��となる。詳しい分解は文
献 ;�<を参考にするとしてここでは ����
の項に注目して、得られる &	��	
��	
を書くと

� 4 � �

������
��
�
����

�� C �$��
�$��� � ;��	 ��<�

�
C *'���", *�,

*'���",は �����
を /におくと消える項を表している。
このような理論の特徴は真空の� �!� ��	��が存在していることである。例えばこの場
合の� �!�空間は ��	!	�の値に応じて


 4
6�	����


� *�,

となる。ここで�はゲージ群 ' の2��!群で、� はゲージ群 ' の �	
> である。例えば
��*�,に対しては � 4 �	� 4 7�となる。
さらに、8	�  �������
に沿った �A����0� &	��	
��	
はゲージ群が �*�,� の ���� &	�

��	
��	
で書ける。

���� 4 � �

���

�
� �
�� C �*���,� C *'���",

�
*�,

�����������から !�� �
���� �A����0� ������の 8	�  �������
の &	��	
��	
はこのよ
うに決まってしまう。
@I� *�,は理論の � �!�空間 @I� *�, の ��
����な点での &	��	
��	
を記述している。

興味があるのは � �!�空間 @I� *�,の ��
��!	� ���
�でどのような事が起こるかである。
古典的には 	��!��� ����
の出現による �	���群の �
�	
���
�が起こる。では量子論
的には何が起こるであろうか？
その第一段階として ����!�
� ��
��	
�の次元を考えてみる。����!�
� ��
��	
�の次元の
解析は &	��	
��	
を持った理論のLMや $N !���での振るまいを考える手っ取り早い方法
である。H���	��� � の質量次元を ;�< と書くことにすると �	���場に対しては ;%< 4 �、
@I� *�,より ;�< 4 ;%< 4 �であり

;
�

��
< C ;� �< 4 �

�



が要求される。したがって ;�<は

;�< 4
�� �

�
	 ;%< 4 �	 ;�< 4 � *",

� � �では ;�< ( /、つまり $N !���で理論は ����であると結論される。
上の議論は&	��	
��	
をもった理論に適用される。今考えたいのは ��
��!	� ���
�上の理

論で &	��	��	
は明らかではない。この場合は次のように考えることができる。この点での
$N !��� ��������は繰り込み群の 7+� ���
�であり、��	!� 不変性をもっている。��
��!	�
���
�から少しずれた � �!� 空間上の点を考えてみると、そこでの理論は &�� �
����

�A����0� &	��	
��	
 @I� *�,で書かれ、��	!�に依存している。もし ��
��!	� ���
�上での
理論が �
���	���
�かつ ��	!�不変な理論であるならば、���
�	
���� ������ ���	>�
�に
よって &	��	
��	
 @I� *�,の理論に移行しなければいけない。しかし、&	��	
��	
 @I� *�,

は.# ����!�
�が次元を持つことで �+�!����に ��	!�不変性を破っている。このため ��
��!	�

���
�上での理論が �
���	���
�な ��	!� 不変理論であることありえない。これより、� � �

では �/ 次元 �4� �.# 理論から  ��
���
	! �� �����
で得られる理論は $N !���で
����である、と結論することができる。@I� *�, のような ����な理論は、場 %� や �を
����!�
� ��
��	
� を含めて再定義することで ��	!�不変にすることができる。しかしこう
して ��	!�不変にされた理論においては %�や �は特殊な ��	!�
�則を持っており、存在し
ている �
���	����
項においても ��	!�
�則がうまく働くとは期待できない。
������������な理論で ��	!�不変性も持ち合わせている理論があるとしよう。このと

きその理論がもし、�
��	��な �
���	���
� ������であるならばその理論は ��
���	!不変
性も備えた �������
���	! ������ *�-:�,になっていると信じられている。�-:�の分類
によると、�次元� 4 � 理論、�次元 *�6�,理論や �次元以上の理論に �������
���	!代
数は存在していない。この �つの事実を考え合わせると、F� � �では �/次元� 4 � �.#

理論から  ��
���
	! �� �����
で得られる理論は $N !���で ����であるGという前の段
落の主張と一致する。

��� �
� ��� ������������ ������

�次元にはもう �つ ��個の �������	���を持った �����	!����	、つまり �次元 *�6/, ���

���������が存在している。その �����	!����	を実現する理論は �/次元�4� �.#理
論から  ��
���
	! �� �����
で得ることはできない。
	��!��� �!���!��は

*��� 	 �#	 �B, *�/,

である。ここで ��� は ��!�� �	! �����で �� 4 ��を満たす。#は ������0� ����	!���の
�次元 ���� ��#	K��	
	�2��! �����
である。
��!�� �	! �����が存在しているために &���
1 ��0	��	
�な &	��	
��	
を書くことはで

きない。��!�� �	!���の ��
���	�
�を無視すると次のような !�� �
���� �A����0� &	
�	
��	


を書くことができる。
� � �����

��� C *�B
,� C *�����
, *��,

ただし、� 4 ��。数因子は無視している。��!�� �	!��� ��
���	�
� �� 4 �� があるため
にまえの @I *�,とは異なり、����!�
� ��
��	
�は入ってこない。

�



前のように ��	!�不変性の議論を繰り返そう。�場は �����なので �	���場に質量次元
�を与えたように ;�< 4 � とするべきである。そうすると *��,から、

;�< 4 ;�< 4 � *��,

となる。いずれにせよ &	��	
��	
 @I *��, は ��	!�不変である。前の議論を適用するとこ
のことは、� �!� 空間に ��
��!	� ���
�があればその点は繰り込み群の 
�
����0�	! 7+� 

���
� *�
���	���
�で ��	!�不変な点,になり得ることを示している。
前の ���������
によると、上の主張が成立するためには �次元 *�6/,理論に �������
����

	!代数が存在している必要がある。実際の �-:�の分類によると確かに �次元 *�6/,理
論に �������
���	!代数が存在している。
次に理論の � �!�空間について考察する。��
����な理論は !�� �
���� �A����0� &	�

��	
��	
として @I *��,を持っている。そのため� �!�空間は理論に存在している ��	!	�

で �	�	����1�される。今の場合、理論には �つの ��
��� �!��!�� @I *�/, に ��	!	�が �

つあり、�	���群の �	
>が �であるので �!���!��は �個あることになる。したがって、
� �!�空間は全部で �� 個の ��	!	�で �	�	����1�される。� �!�空間に ��
��!	� ���
�

が存在するとき、��	!	�の期待値はその点からの距離を表す。ところが ��	!	�は今の場合
次元を持っているので、��	!	�が期待値を持った理論は ��
���	!不変ではあり得ない。こ
のことから ��
��!	� ���
�が存在していると、その ��
��!	� ���
�は孤立していることがわ
かる。さらに *�6/, �����������により !��	!には 8	�な� �!�空間があらわれる。こ
れらをまとめると、� �!�空間に許される ��
��!	����は ������! ��
��!	����のみである。
� �!�空間は離散群 � を用いて、

N��

� *��,

となる。��
��!	� ���
�で理論は �次元 *�6/,�-:�となる。
�次元 *�6/,理論は@I *�/,からわかるように ����� �をもっているので、�場が �	
�
��	!

に ����!�する �=� �
����	
� *����
�, もまた存在する。その ��
���
は ��
��� �!���!��

の ��	!	� Bの期待値によって決まる。Bは *��,より質量次元 �であったのでこれは矛盾し
ない。

��� ����� ���	���


�次元 *�6/, ������������ ������は ��!�� �	! �����の存在のため &���
�1 ��0	��	
�

な &	��	
��	
をもたないなどの特徴的な理論であった。そこで少し道をそれるが、�次元
*�6/,理論を  ��
���
	! �� �����
したときどうなるか考えるのは興味深い。
�� でコンパクト化しても �����������の数は変わらないので、簡単のために ����


部分だけを考えることにする。��!�� �	! ����� �は  ��
���
	! �� �����
で次のように
変化する。

�� �	 )�� 	 *� 4 ��� *��,

ここでこの ���������
だけでは +	! 4 /	 � � � 	 � 、�	 � 4 /	 � � � 	 � とする。大文字、小文
字はそれぞれ �次元、�次元での場を表している。ところが ��!�� �	!��� ��
���	�
�は

�� 4 �� �	 �) 4 �* *��,

"



ここで (� ��  �	!はそれぞれ �次元、�次元でとる。
つまり、�次元では ) と * は �!�������	�
����  �	! なので両方を独立な場として取
り扱うべきではない。まとめると �次元での ��
��� �!���!�� @I *�/, の ����
部分は
 ��
���
	! �� �����
で次のように変化する。

*��� 	 �B, �	 **�	 �B, *��,

これは �次元 �.# �!���!��と一致している。
@I *��,と @I *��,より、�次元の .# �!���!��の場 * や Bは質量次元 �を持ってい

る。しかし、.#理論の �	���場や �	��� �!���!��の ��	!	�は @I *",のように次元を持っ
ているのが望ましい。�次元から �次元にコンパクト化する際の半径を �� とおけば望ま
しい次元を持った、新しい �次元理論における場は

%� 4 ��*�	 �
 4 ��B

 *��,

によって自然に定義されることがわかる。一般に、�次元 *�6/,理論の 	����
は書くことは
できないが、�	���群が �*�,つまり ����のときには ��!�� �	!��� ��
���	�
�を無視すること
によって 	����
を書くことができる。この事実は !�� �
���� �A����0� 	����
 @I *��,を書
く際にも使われている。そのような特別なときにコンパクト化を具体的にすると、	����
は�

���*�����
���C*�B
,�C'���", , �	 �

��

�
���*����

��C*��
,�C'���", , *��,

のように変化する。これは �次元 *�6/,理論を半径 �� でコンパクト化すると �	���群が
�*�, で .# ����!�
�が ���� 4 �� であるような �.#理論になるということを意味して
いる。さらに見方を変えると、$N ����な �次元L*�, �.#理論の強結合極限 *��� �	�,

は �� �	�に対応しており、�次元理論の出現を意味していることがわかる。
�	���群が一般の ' であるような場合を考えよう。このとき �次元 *�6/,理論の 	����


を書くことができないために L*�,群におけるようなコンパクト化についての考察を加える
ことはできない。しかし、コンパクト化したあとの �次元の理論は �	���群'の �.#理
論であることが予想される。そこで、�次元 �.#理論から出発してみる。この理論は前の
���������
でも述べたように繰り込み不可能で �次元に 
�
����0�	! な 7+� ���
� を持っ
ていない。このために �
���� ��	!� ������ で新しい  �
	���が出現する必要がある。
このようにして、次の ��
K������が成立する。$N ����な �次元 �.#理論のLM理論は

�次元 *�6/,理論を半径 ���� でコンパクト化した理論で記述される。特に LM 7+� ���
�

は *�6/,�-:�である。さらにこの 7+� ���
�は ���� �	�という、�次元 �.#理論の
強結合極限で、�次元 *�6/,理論に ��	!�をあらわすパラメータが存在しなくなるような点
に対応している。

別の言い方をすると、�次元 *�6/, �-:�*に少し摂動を加えた理論,の &��

�
���� �A����0� ������は �次元 �.#理論であるという主張である。�次元
*�6/, �-:�は �次元 �.#理論の LM理論という側面や、今まで� �!�空間
を作って、議論してきたように、ある �次元理論の &@@�であるという側面を
持っているということを混同するべきではない。

�次元 *�6/,理論において、�次元に  ��
���
	! �� �����
すると .# �
���	����
を生
じるような �
���	����
は F#��
���	����
Gと呼ばれることもあり、#理論のコンパクト化
の際に重要な役割をすると考えられ、考察されている。

�/



話をもどして、�次元 *�6/,理論の� �!�空間 @I� *��,に現われていた離散群�につ
いて考える。�次元 *�6/,理論のコンパクト化によって新たに ��	!	�が作り出されたりしな
かったことを考えると、�次元 *�6/,理論の � �!�空間はコンパクト化で変化せず、�次
元でも @I *��, のままである。�次元の �.#理論の � �!�空間 @I *�, と比較すること
で離散群 � は �	���群の2��!群であることもわかる。
ここでは詳しく述べないが、�次元理論の �=� 状態などは �次元理論の �=� 状態や

99�� � から理解できる。その質量などとコンパクト化の半径との関係などを考えてみ
ると上の ��
K������を支持するものとなっている。
少し注意として、�次元 *�6�,�.#理論について述べておくべきである。�次元 *�6�,�.#

を同じように  ��
���
	! �� �����
しても、�次元 �.#理論になることはすぐにわかる。
では �次元 �.#理論の強結合極限となるのが、�次元 *�6�,理論ではなく �次元 *�6/,理
論であるのはどうしてか？理由は理論に存在するN�������や ��	!	�の数を考えるとわ
かる。理論が強結合にいっても、�!��	! N������� 、��	!	�数や �����������などは
変わらないことが期待されるが �次元 *�6/,理論と �次元理論はこれらの性質が同じため、
�次元 *�6/,理論を �次元理論の強結合極限とみなすことができたのである。

����� ����� �����

�次元 �.#理論と �次元 *�6/,理論の関係を示す例の �つとして、$$%理論において �

枚の 5����	
�が重なっている系を考える。�枚の 5����	
�上の理論は �次元 �.#理論
である。さらにその .# ����!�
�は ��� � -��� で表されている。5����	
�上の理論の
強結合極限 ��� �	 � をとることは ��� 4 ��-� �	 � に対応しており、あらたな次元
の出現を意味し、#理論の中で考察しなければいけない。�枚の5����	
�は#理論での
�枚の#����	
�に対応している。つまり、5����	
�上の理論の強結合極限は#����	
�

上の理論になる。ここでいう�枚重なった#����	
�上の理論は後で述べるように �次元
*�6/,�-:�である。このように ����
� ������は上の 
�
����0�	!な関係を支持するように
思える。
実際には ��	
�上の理論といったときの理論は  �����!�
� !���（��	
�上にない場と

��	
�上にある場が相互作用しない極限）をとった後の理論のことをいっている。例えば
上の場合5����	
�上の理論といったものは極限 *-� 	 /	 ��� 4 7+� ,がとられたもの
をいう。#����	
�上の理論に対してどのような !���をとるかは次の ������
に述べられ
ている。

最後に誤解の無いように注意を述べておく。この ������
で議論されてきた場の理論は
��個の �������	���を持った理論に限られている。それより少ない �������	���をもった
理論に対してこの ������
で述べられたことは一般に適用されない。また、今まで議論され
てきた理論は �次元 *�6/,�-:�のように特殊な理論であっても、すべて !��	! 7�! ������

であったことに注意しておくべきである。

� �
���� ���
�� ������

����$$ ����
� ������や#理論に存在する ����	
�上の理論はどのような理論かを考える。
各 ��	
�に対して、はじめに ��	
�上だけで理論が閉じるための極限を考える。その後、

��



��	
�上に現われる理論、特に &�� �
����での理論をよく知られている事実をもとに考え
る。このとき前の ������
 での議論が利用される。特に、����$$理論における ������	
�

上の理論として、新しい理論が現われる必要があることが指摘される。;�/<

���  ����	
�上の理論

#理論における ��!���
解である #����	
�上の理論は �次元 *�6/, �����������を
持った理論である。理論に対して次の極限をとることを考える。

-� �	 / *�",

重力結合定数とプランクスケールは ��� 4 *�.,�-��で関係していることを考え合わせると、
このような極限では � 	 / となる。#����	
�上の場と ��!>の場との ����!�
� ��
��	
�

が /になるために �つの場の間の相互作用はなくなる。このことは、#����	
�上の理論に
は理論が無矛盾であるために必要な自由度が備わっていて、それ自身閉じた理論として定
式化されうることを意味している。
さらに#理論にはパラメターは �つ *-�,しかないことから、極限@I� *�",での#����	
�

上の理論には次元を持ったパラメターが全く存在していないことがわかる。これらのこと
は �次元 *�6/, ������������ な場の理論についてした考察と一致する。
��次元#理論において>枚#����	
�が並行に存在している系を考えると、理論の� �!�

空間は


 4
*6�,	

�	
*�/,

であり、特に作用 �	での固定点 *7+� ���
�,は >枚が重なっているときに対応している。
このことから >枚重なった������	
�上の理論は#� �!�空間の ��
��!	� ���
�上にあり、
�
���	���
�な �次元 *�6/, �-:�であると考えられる。
以前に述べたように、� �!�空間の ��
���� ���
�で理論に �
����	
� �=�解が存在し

ている。��
��!	� ���
�ではその �
����	
�の ��
���
は /である。このことから#����	
�

上に現れる理論は F��
���
!��� ����
� ������G と呼ばれる。この言葉は ��
���
!��� ����
�

を持つ理論と解釈されるべきで �次元 *�6/, �-:�は !��	! 7�! ������であることに注意
しなければいけない。
この ��
���
!��� ����
�の出現は、����
� ������の言葉で次のように理解される。�枚
の ������	
�が距離 � 離れて存在しているときに �枚の#����	
�に端を持つ#����	
�

は #����	
�上では �
����	
�、つまり ����
�として解釈され、その ��
���
は距離 � と
#����	
�の ��
���
を使って、�/��のように書かれる。�枚の #����	
�が近づくにつ
れ、#����	
�上に現れる ����
�の ��
���
は小さくなり、一致すると /になる。つまり
��
���
!��� ����
�が出現する。場の理論の言葉で言うと� �!�空間の ��
��!	� ���
�近傍
では ��	!	�期待値に比例した ��
���
をもった ����
� があるが、��
��!	� ���
�ではその
��
���
は消えるということになる。�次元 *�6/, �����������をもった場の理論は上の
ように#����	
�上の理論として考えることができる。

��



��� ����!!� ����
� ������における������	
�上の理論

#����	
�上の理論を考えたときと同じように、������	
�上の理論がそれ自身閉じた
理論であるための条件を考える。つまり ��!>と相互作用しないためには重力結合定数 �

*��� 4 *�.,������ -
�
�,が /になるように次の極限をとることを考える

�� �	 / *��,

����$$�理論における������	
�上の理論を考えるのに ����$$�理論には �� �	!���があ
ることを利用する。つまり $$�理論においては

5����	
�
�� ������	
�

また、5����	
�と ������	
�上の理論は �次元であってさらに同じ ����������� *�6�,

を持っている。さらに、両理論とも&�� @
����では �.#として振る舞い、特に $N極限で
����であった。これらのことと �� �	!���とを考え合わせると、5����	
�上の.# ����!�
�

に �� �	!���の処方をほどこすと ������	
�上の .# ����!�
�が得られることがわかる。
5����	
�上の理論の .# ����!�
�は ����� 4 *�.,���-

�
�であったから �� �	!���の処方

�� �	 ��� 4 ���� *��,

-� �	 -�� 4 -��
�
�� *��,

を使うと
�

����

4
�

*�.,����-���
4

��
��-��

4
�

-��
*��,

この .# ����!�
�は極限 @I� *��,をとっても ��
��	
�のままであり、������	
�上の理
論に �つのパラメター -�が存在していることになる。このことは重要である。#����	
�上
の理論にはこのようなパラメータは全く存在していなかった。
さて、.# ����!�
� ���を見ると、$$� ������	
�上の理論の �.#としての記述は

@
���� ��	!� � ��-� で破綻する。この �
���� ��	!�で新しい  �
	���が出現する必要が
ある。ここまででわかっている新しい  �
	���の特徴は !�� �
����で �.#として振舞
うということだけである。
ここで次の提案をする、�� �	 /として定義された $$� ������	
�上の理論を F&���!�

����
� ������ *&��,Gと呼ぶ。この &��の !�� �
���� �A����0� ������は *�6�, �.#理論
である。
この新しい理論、つまり &��について得られる情報はいまのところ !�� �
���� での理
論の振る舞いからだけである。&@@�としての �次元 �.#には �
����	
� �=� 解があり、
その ��
���
は ����� 4 ��-�� で与えられる。!�� �
����で存在する �=�解は �
���� ��	!�

が上がっても存在し続ける。また、その ��
���
に現れているパラメータ -�は理論に唯一
存在する ��
 	�
�	! ��	!�とみなされる。
これらのことから &���!� ����
�という名前の由来がわかる。&��は ��
���
が ��
 	�
�

�	! ��	!�であらわされる、�
����	
� *����
�,を ��
 	�
�	!な自由度として持つ、�次元
の重力を含まない ����
� ������であるとの期待からこのような名前がつけられている。こ
こでの &��は存在している �����������にちなんで *�6�, ����
� ������と呼ばれたり
��	 ����
� ������と呼ばれたりする。

��



��� ����!!" ����
� ������における������	
�上の理論

$$%理論には $$�理論におけるような �� �	!���は存在していない。しかし $$%理論は#

理論を ��コンパクト化してえられることを使うと $$�理論の場合と同じように������	
�

上の理論について議論することができる。$$%理論における������	
�は、#理論でコン
パクト化する ��方向に巻きついていない#����	
�から得られる。そこで#����	
�上の
理論から出発することを考える。
#����	
�上の理論を定義するのに��!>との相互作用を消すために極限@I� *�", *-� �	 /,

をとった。$$%理論を議論する際にはもう �つのパラメータであるコンパクト化の半径���

が導入されている。そこでここでは次の極限で定義された $$% ������	
�上の理論を考
える。

-� �	 /	 ��� �	 /	
���

-��
4 7+� *��,

ここでまた理論に固有のパラメータが存在していることに注意するべきである。
上の極限は#理論の変数を用いて表されているので、$$%理論の変数で書き換えておく

のが便利である。
�� �	 /	 -� 4 7+� *��,

$$%理論においてもこの極限では ��!>との相互作用がないことは重力結合定数 �との関係
*��� 4 *�.,���� -

�
�,からわかる。

#����	
�が >枚ある理論の� �!�空間は、#理論を ��コンパクト化して ������	
�

が >枚ある系の� �!�空間に移るとき次のように変更される。


�� 4
*6�,	

�	
4�
�� 4

*6� � �,	

�	
*��,

ここで ��はコンパクト化に関係して出てくる。>枚の������	
�が重なっている場合に、
������	
�上の理論は� �!�空間の ��
��!	� ���
�上の理論である。したがって、本質的
に !�� �
���� �A����0� ������は #����	
�を考察したときと同じで、�
���	���
� �次元
*�6/, �-:�であることがわかる。
#����	
�上の理論と������	
�上の理論との違いを見るために� �!�空間に出てきた

��の半径=を考察しておく、というのも��の半径は $$�理論における.	
��#�!!� ����!�
�

に対応するもので、
��  �
	���の出現を示唆するものと考えられるためである。��の
半径は明らかにコンパクト化の半径���に比例しており、次元を持った残りのパラメータ
は -�だけなので次元解析から

0 4 ���
�

-��

�次元 *�6/,理論では @I� *��,より ��	!	�の	��  ��
���
は �であったことをここで指
摘しておく。�/次元の変数では

0 4
�

-��

というように期待通りの値になる。つまり極限 @I� *��, をとったときにも ��
��	
�のま
まである。さらに、このことは �
���� ��	!� � ��-� で 
��  �
	���が出現することを意
味している。

��



$$�理論における場合と同様に次の提案をする。�� �	 /	 -� 4 7+� として定義された
$$% ������	
�上の理論を F&���!� ����
� ������ *&��,Gと呼ぶ。この &��の !�� �
����

�A����0� ������は *�6/, �-:�である。
$$%理論の &��においても、$$�理論の &��の場合のように !�� �
����での理論の振

る舞いから ��
 	�
�	! ��K���の候補となるようなものを見つけることはできるであろう
か？実は同じように $$%理論の &��にも、��
 	�
�	!な自由度とみなせる �
����	
�が
存在している。それを見るのに#理論で#����	
�が#����	
�上に端を持っているような
状態を考えよう。しかし今度は#����	
�はコンパクト化する ��方向に巻きついていると
する。このとき#����	
�上で ����
�のように見える#����	
�の端は次の ����
� ��
���


を持っていると思うことができる。

�.��� � /�� 4 �.��-� � �

�.�-����
4

�

�.-��
*��,

この状態で極限 @I� *��,をとると、#����	
� 上に現われていた ����
�は、$$% 理論の
������	
�上でも ����
�のままであり、その ��
���
は ��
 	�
�	! ��	!� -� で表されて
いる。
このことから、&���!� ����
� ������は ����
�を ��
 	�
�	!な自由度として持つ、重
力を含んでいない �次元の ����
� ������だと期待される。ここでの &��は存在している
�����������にちなんで *�6/, ����
� ������や ��� ����
� ������ と呼ばれたりする。

��� #����� ����
� ������

以上のことをまとめておく &���!� ����
� ������は >枚重なった ������	
�上の理論で
 �����!�
� !��� �� �	 /	 -� 4 7+� をとったものであり、存在している �����������

により �種類存在する。
$$%理論における >枚重なった ������	
�上の理論として現われる &��は

� �次元の理論で ��!>、特に重力と相互作用しない。

� ただ �つの ��
 	�
�	! ��	!� -�がある。

� *�6/, �����������をもっている。

� $N 極限で �
���	���
�な *�6/,�-:�である。

$$�理論における >枚重なった ������	
�上の理論として現われる &��は

� �次元の理論で ��!>、特に重力と相互作用しない。

� ただ �つの ��
 	�
�	! ��	!� -�がある。

� *�6�, �����������をもっている。

� $N 極限で ����な �.#理論である。

��



��� ����
� ������としての #����� ����
� ������

ここまでで明らかに �/次元の ����
� ������と &��には類似性があることがわかる。こ
の類似性は �� �	!���のもとでの理論の振る舞いを調べることでさらに明らかになる。
はじめに �/次元の ����$$�理論において������	
�が半径�の ��に巻き付いている系
を考え、��方向に �� �	!をとると

$$� ������	
�
��	 $$% ������	
�

この関係は ������	
�上の理論として定義される &��に対しては

*�6�, ����
� ������
��	 *�6/, ����
� ������

となり、&��もまた ����
� ������と同じように�� �	!���のもとで振舞うことがわかる。こ
の性質はまた &��は定まった �
�������
�� ��
���を持たず、
�
�!��	! 7�! ������

であることを意味している。

 ����������

������	
�上には &��が存在していることがわかった。
�
�!��	! 7�! ������である
&��を解析する手法は ;�<において提案された。この手法は、重力のある理論と、より次
元の低い重力の無い理論の間の  �	!��� O��!���	���Oを用いるもので、#	! 	��
	による
% �?-:�対応を一般化したものである。そのため、この ������
では% �?-:�対応の場
合と同様に議論が進められる。;�6 ��<

この ������
では、$$%、$$�理論において、������	
�の �������	0���解を調べ、どの
�	�>����
 上の ����
� ������が &��と  �	!であるかを決定する。最後に、この &��の
��!���	����  ���������
を用いて &��を解析することを提案する。

��� !!" 	
�  ������ ����	
� $������

�枚の#����	
�が重なった ��次元 �������	0���解は �	��
�� ��
����
 � を用いる
と次のように書かれる。

��� 4 �����;���	�
 C�*����� C ��� C ���P�
�,< *�",

� 4 � C
����

	�������

��� *�/,

ただし、#����	
�は �� � �� 方向に広がっていて、���	�
 4 ����� C � � � C ����とした。
�� � �� 方向については �� 4 ��� C � � � C ���、�P

�
�は �次元 �
�� ������上の �����で

���� C � � �C ���� 4 ��� C �P�
�とした。さらに、���は �/方向を表す。


�	� ����1�
 !���では �の第一項目の ��
��	
�は無視できて

� 4
.!-��

*�� C ����,
���

*��,

となる。

��



これらは ��次元 �������	0���の解であるから、�/次元へいくために �つの方向 ���に
ついて、半径���の ��でコンパクト化することを考える。これは関数�を次のように書
き換えればよい。

� 4
��

����

.!-��
;�� C *��� � �. ���,�<���

*��,

これは ����	
�を ��� 方向に等間隔に置くことで、��コンパクト化の周期性を表現して
いる。
さて、前の章までで議論されているようにここでは極限

-� �	 /	 ��� �	 /	
���

-��
4

�

-��
4 7+� *��,

を実行したい。その極限での ������	!な変数としては

� 4
�

-��
	 1�� 4

���
-��

*��,

を採用する。これは �枚の#����	
�上に端を持つ#����	
�を#����	
�上の理論の ����
�

とみなしたときの ��
���
 */�� � �,が極限 @I� *��,をとったときに ��
��	
�のままであ
るような変数への ��	!�変換である。
これらの ������	!な変数で書かれた関数�は

� 4
�

-��

��
����

.!

;� � C *1�� � �. ���
���
,�<���

4
�

-��

��
����

.!

;�� C *1�� � �. �
���
,�<���

*��,

この式を見ると @I� *�/,において何故 
�	� ����1�
 !���だけを考えればよかったかがわ
かる。この部分は -� �	 /をとると大きくなって @I� *�/,の ��
��	
�部分を考慮する必要
はなくなってしまう。
次にこれまでのことから ����� @I� *�",を次のように書きなおすことができる。

��� 4 -��
������;���	�
 C ��*�1��� C ��� C ���P�

�,< *��,

ここで �� 4 �-�� である。�����全体に -��がかかっているが、これは全ての物理量の計算
結果には現れないので式自体の意味を損ねるものではない。
ここで、次の �つの場合には�は簡単になり、�����を具体的に書くことができる。

� �	 1�� � ��-��

� �	 1�� � ��-��

�	 1�� � ��-�� の場合

�	 1�� � ��-�� に対しては �の表式 @I� *��,に現れる無限和の中で  4 /の効果だけを
考えれば良い。よって �� � !

���
	 ��� � �� C 1��� *��,

この近似のもとでの�����を書くと

��� 4 -��
��

*.!,���
;���	�
 C

.!

���
*���� C ����P�

�,< *��,

��



この�����は �� 4 ����と変数変換することで

��� 4 -��;
����

*.!,���
���	�
 C �

*.!,���

����
����� C *.!,����P�

�< *�",

この�����は %��� � ��を表している。それぞれの半径を ���� 	 ��と書くと

���� 4 ��� 4 �-�*.!,��� *�/,

この �	�>����
 上の重力理論は#	! 	��
	によって �次元 *�6/, �-:�に  �	!であるこ
とが指摘されている。
ここで �	 1�� � ��-�� という条件は ���
 	��理論の !�� �
����の様子を見ることに対
応していることから、この結論は ������	
�上の理論の !�� �
����での振る舞いが �次元
*�6/, �-:�であるという主張と合致している。次の ���������
の終わりの図 �に大まかな
 �	!���の様子がまとめられている。

�	 1�� � ��-�� の場合

このとき、表式 @I� *��,�
�����  についての和は積分に置き換えて近似することがで
きる。

�� 4
-��
�.

��
����

�.

-��

.!

;�� C *1�� � �. �
���
,�<���

*��,

4
-��!

�

� �

��
�2

�

��� C ��

4
-��!

�
� �

���
� !-��

��
*��,

ここで、考えている極限では � � ��	 ��� � �� C 1��� とできることを使った。
この近似での�����をあらわに書くと、

��� 4 -��*
!-��
��

,����;���	�
 C
!-��
��

*�1��� C ��� C ���P�
�,<

4 -��
����

*!-��,
���

;���	�
 C
!-��
��

*�1��� C ���, C!-���P
�
�,< *��,

この�����において �1��の項をコンパクト化してしまったと思って無視する。そうすると、
それは ��次元#����	
�のコンパクト化に対応し、�/次元 $$%理論における ������	
�

を表している。特に ;� � �< の部分は ��から ��方向に広がる ������	
�を ����
� �����で
書いたものになっていることがわかる。

ここでは ����
� �����では ������	
�はある関数 '*1,を使って

��� 4 �����
���� C '*1,����1

��1�

と書かれるということを利用している。

��



さて、*��,は 	��  ��
���
 � を持った L を使って書かれているので、通常の座標と
しては理論に唯一存在している ��	!� -� を使って � 4 -��� を導入すると良い。新しい座標
を使って ����
� �����を書くと

��������� 4 ���	�
 C
!

��-��
*��� C ���P�

�, *��,

となる。$$%理論における �A����0� ����
� ����!�
� ��
��	
� ��*�,は

���*�, 4
!

��-��
*��,

であるので、$$%理論としての記述は ��*�,� �の領域においてのみ信用できることがわ
かる。例えば ��-�� � � � !�-�� のような領域は ��次元 �������	0���（#理論,を用いる
べきである。
さらに新しい変数 � を

�+�;
�

!���-�
< 4

-��
!���

� *��,

によって導入すると、@I *��,、@I *��, を使って次の最終的な表式に到達する。

��������� 4 ���	�
 C ��� C!-���P
�
�	 ���*�, 4 ���;�� �

!���-�
< *��,

この �	�>����
 上の重力理論 *����
� ������,に % �?-:�対応のように  �	!な場の理論
があるであろうか？ これまでの議論から � は �
���� ��	!�に対応しており � � ��-�� で
の �	�>����
 *%������, 上の重力理論には �次元 *�6/, �-:�が対応していると信じら
れているのであった。� � ��-�� での �	�>����
 @I� *��,上の重力理論には �次元 *�6/,

�-:�の LM理論が対応していると考えるのが自然である。つまり、&���!� ����
� ������
は �	�>����
 @I� *��,上の重力理論に  �	!であるように思える。*図 �を参照。,

 �	!な理論が境界 *�	�,上にあるという% �?-:�対応での主張はここでは ��*�,	
/、つまり �� 	 /という  �����!�
� !���で &��が存在するという主張と合致している。
上に書かれていることに関連して、ここで ����
� ����!�
�に関係した ��
0�
���
につい

て述べておきたい。以後、����
� ����!�
�を ��と書き、�A����0� ����
� ����!�
�を ��*�,

のように依存する座標とともに書くことにする。特に �A����0�という言葉をつけることは
しない。��と ��*�,の関係は通常のように、

��*�, 4 �� 	 �� 4 ��� 	 ��*�	�, 4 �� *��,

である。したがって @I� *��,のような !�
��  �!	��
 B 4 �3��を考えるときには必然的に
�� 	 /である。

��� !!� ������	
� $������

同じようにして $$�理論での �	!���について議論することができる。������	
� �����は

��� 4 �����
���� C *� C

!-��
��

,�
���

��� *�",

��	����
 4 � C
!-��
��

*�/,

�"
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図 �Q それぞれの �
���� ��	!�での  �	!���。上は場の理論としての記述で下は �������	0���

側での記述。どちらの描像が良いかわかっているときには、良い記述のほうが塗りつぶさ

れている。* 4 �
��
	 ) 4 

�
�

��

と書かれる。$$%理論におけるように極限

�� �	 /	 -� 4 7+� *��,

をとることを考える。そのときの ������	!な座標として今度は �枚の平行な ������	
�上
に端をもつ5����	
�を考える。5����	
�は ������	
�上の理論では粒子とみなすことが
できる。その質量が極限@I� *��,をとったときに ��
��	
�であるように ������	!な座標を
とる。具体的には /�� � � 4 ��*�.-����,が ��
��	
�であることを要求するので、新しい座
標Lを

� 4
�

��-��

のように導入する。座標Lをもちいて ������	
� �����を書きなおすと

��� 4 �����
���� C *� C

!

��� -
�
��

�
,�
���


��� *��,

��	����
 4 � C
!

��� -
�
��

�
*��,

極限 @I *��,をとることを考えると、上の式は 
�	� ����1�
 !���で近似される。また、
�� 4 ���を使うと

��� 4 �����
���� C!-��

���

��
C!-���P

�
� *��,

�� 4 ��*�, 4
!���

-��
*��,

��*�,は �A����0� ����
� ����!�
� ��
��	
�である。ここで $$%理論におけるように次の変
数変換

�+�;
�

!���-�
< 4

-�
!���

� *��,

�/



をすると

��� 4 �����
���� C ��� C!-���P

�
�	 ���*�, 4 �+�;�� �

!���-�
< *��,

この式は、$$%理論において出てきた @I *��,と全く同じ式である。この表現が有用なの
は ����
� ����!�
� ��*�, が小さく、曲率が ����
� �
�� -� に比べ大きいときである。それ
ぞれは

��� 4
!

��-��
� �	 ! � � *��,

であることを意味する。
Lが小さくなるにつれ、理論はどのように変わっていくか考えてみる。Lをだんだん小さ

くしていったときに @I *��,のはじめの式は ��*�, � �になったとき満足されなくなる。し
かし、この時まだ �������	0���側の条件 *! � �,は満たされている。したがって、�� �	!
をとることで ����
� ����!�
�を小さくすると、����
� ������での条件と �������	0���で
の条件をともに満足する系に移ることができる。�枚の ������	
�の系は �� �	!をとる
と、�枚の 5����	
�の系になる。よって ������	
�上の理論は 5����	
�上の理論へと
��*�, � �で移行する。
�枚の 5����	
�解は 
�	� ����1�
 !���で

��� 4 *
!�-�����
��

,������������� C *
!�-�����
��

,����
���

��� *�",

���	����
 4
!�-�����
��

*�/,

�-�� 	 ���については @I *��,、@I *��,にあるようにもとの変数に �� �	!���の処方を施したも
のである。
�A����0� ����
� ����!�
�は �� �	!する前の変数で書くと

����*�, 4 �

���*�,
4
��-��
!

*��,

こうすると、�が小さくなっていっても ����
� ����!�
�は小さいままである。
さらにLを小さくしていき、�������	0���の条件が破られるときを考える。今度は@I� *��,

の �������	0���に対する条件は ����� @I *�", で作られなければいけない。@I *�",の曲
率はだいたい *

�
!�-������� �,���� であるから、

�
!�-������� � � -�� *��,

L、-�を使って書き換えると �
!-�� � � *��,

この ��	!�において �������	0���による記述は破綻する。
このことは �������	0���による記述ではなく5����	
�上の理論 *�.#,に移行するべき

ことを示している。5����	
�上の .# ����!�
�は

���� 4 *�.,��-�����
4 *�.,�-��

��



であるので、�枚の 5����	
�上の理論の �A����0�  ��
���
!��� ����!�
�は

��������
 � 4 ����!� 4 !-��� *��,

であり、5����	
�上の �.#理論としての記述が信頼できるためには �������
 � � � が必
要。この条件は @I *��,そのものである。
それぞれの理論の ��	!� Lに対する理論の様子は次のようにまとめられる。

� ��-�� � ! � �；&��33

� ! � ��-�� � �
； �������	0���側での記述が良い

� �
 � ��-��； �.#理論による記述が良い

このように $$� ������	
�上の理論に対しても $$% ������	
�上の理論に対して述べら
れたことがほとんどそのまま当てはまる。!�� �
����では �次元 *�6�, �.#である理論は、
�
���� ��	!�が上がるにつれ様子を変える。�次元 *�6�,�.#理論を !�� �
����の �A����0�

������として持つ &��は @I *��,のような �	�>����
 上の重力理論 *����
� ������,と
 �	!であるという ��
K������がここでも成立する。*図 �参照,
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図 �Q それぞれの �
���� ��	!�での  �	!���。上は場の理論としての記述で下は �������	0���

側での記述。どちらの描像が良いかわかっているときには、良い記述のほうが塗りつぶさ
れている。* 4 ��

��
	 ) 4

�

��

��� %�����	���

ここで、この ������
で述べられてきた  �	!���についてまとめておく。

��



@I *��,のような �	�>����
 上の ����
� ������は &���!� ����
� ������に  �	!である、
という主張が主な内容であった。
さらに具体的には、漸近的に

��� 4 ���	�
 C ��� C ���*��, *��,

���*�, 4 ��!"	 3 � / *��,

（ここで �は N���の座標、���*��,は ��の�����で �や �とは独立。）になるような時空
上の ����
� ������は重力を含まない境界上 *� �	�,の理論に  �	!であると主張された。
この主張は重力を含む理論 *����
� ������,と、より次元の低い重力を含まない理論 *&���!�

����
� ������,の間の  �	!���を主張するものである。このような  �	!���は ��!���	���

の考えに沿うもので、��!���	����  �	!���といわれる。% �?-:�対応も ��!���	���の考
えを実現するものであるが % �?-:�対応と今の場合の  �	!���の大きな違いは、重力を
含まない理論が 
�
�!��	! 7�! ������であるという点である。
以上の点をふまえて、&��の ��!���	����  ���������
は �	�>����
 @I� *��,上の ����
�

������であるということができる。次からはこの ��!���	����  ���������
を用いて、
�
�
!��	! 7�! ������である &��を解析することを考える。

� �������
 ��
�� �! ���������
	 "���
��

前の ������
の最後に述べられた ��!���	����  �	!���は ;�<によってさらに拡張された。
ここでは、議論の方向性を明らかにするために最終的な結論だけを述べる。詳細な説明は
以後の ������
においてなされる。
��!���	����  �	!���の一般化にはまず、������	
� 上の  �����!� *�� 	 /, ������

（&��,と、���!	�� ��
��!	� ���
�をもった-.で ���	��化された ����
� ������の  �����

�!�
� !��� *�� 	 /,とは等価である ;��<、という事実に注目する。そうすると、��!���	����
 �	!���は ������	
�上の理論と ��
��!	� -.で ���	��化された理論を置き換えて、次
のように書き換えられる。

����
� ������ �
 ������ ��" ��
� ��!���	����  �	!

����
� ������ �
 ������� ��
��!	� 45 � �
 �� 	 /

ここで � は ���	�� 	
���! を表し、�C � 4 �/である。それぞれの詳しい定義につ
いては以後の ������
において説明する。このように  �	!���を書き換えることは、実は
 �	!���の一般化に相当している。
ここで  は任意であることをまず注意しておきたい。実際に考察の対象になるのは、����
�

������において時空が �/次元であることや、-.は実偶数次元であることを考えて 4�、�、
�となる。 を任意にするような一般化は ���0�	!な一般化である。というのも、������	
�
上の理論に対して  を任意にするという一般化を適用することも可能であった。
ここでなされた一般化の重要な点は ��
��!	� -.が含まれているという点である。この
論文では十分に説明することはできないが、-. ��
��!	����にはいくつかの ����が存在
している。������	
�をただ単に並べることにより生じる ��
��!	����は %�����として知
られるものだけである。しかし、��!���	����  �	!���を上のように一般化することで様々

��



な ����の ��
��!	����を持った -.に対応している理論について  �	!���を議論できるよ
うになる。つまり、������	
�上の理論として実現される以外の理論にも成り立っている
��!���	����  �	!���について考察をすることができる。
この  �	!���を使うと ��
��!	� -.で ���	��化された理論や 
�
����0�	!な場の理論を
従来の ����
� ������を使って解析することが可能になる。
続く �つの ������
では、 �	!な �つの理論の正確な定義、上にあげた  �	!���の詳細、

 �	!���の ����>などについて議論する。

# ���
�� ������ �� ������
�

��
��

ここでは  �	!���の片側である、������ � )���上の ����
� ������について考察する。こ
こで )���は ���	�� -. 
���! を表すものとする。

)���が �����であるときには、������上に現われる理論は �� 	 /とした極限におい
ても、
�
����0�	!な物理は現われそうにない、特に、今考察したい非局所理論は現われそ
うにない。
対して )���が ���!	�� ��
��!	� ���
�を持つときは ��
��!	� ���
�近傍に !��	!�1�した

� �により 
�
����0�	!な物理が現われることが期待される。例えば、������! ���
�の近
傍には ������ ������が現われたことを指摘しておく。
そこで ��
��!	� -.を考察することを考えるが、���	��な ��
��!	� -. * )�,を取り扱
うのは一般に困難である。ここでは、良くされるようにある近似を使う。注目したいのは

�
����0�	!な結果が得られることを期待している、��
��!	� ���
�近傍だけなので、
�
�
���	�� ��
��!	� -. *�, を導入し、���	�� -. * )�, の ��
��!	� ���
�近傍を近似する
ことを考える。そのとき、 )�を �で置き換えて議論しても得られる結果は変わらない。
��
��!	� -.で ���	��化された理論の詳細は知られていないが、 )���の ��
��!	� ���
�

近傍が、
� *2�	 � � � 	 2���, 4 /	 �
 4��� *��,

という代数多様体で置き換えられ、定義式 � *2, に対しては

� *2
,	 6� *2
, �
 �� 2
 	 6��2
 *��,

*�
 � /, が成り立つときには、いくつかの議論が存在している。ここで ��
��!	� ���
�は
原点、2� 4 /である。�6� 4 �とした @I *��,の変換性から系は �*�,対称性を持っている
ことがわかる。その対称性に対して � や 2
はそれぞれ L*�, ��	��� �、�
を持っている。
45 �は ��
��	
� ��!������� 
���� Pをもつ。今の場合には

P 4
�2� � � � � � �2�
����2���

	 P
������
� 4 �#J
������
�� *�",

である。�は ��0	��	
� ��
��	
� ���
��と呼ばれるもので、R上で ��
��	
�な ���
��であ
る。このことは、�を Rで ���	��化したときに破れずに残る �������	���とみなすこと
ができることを意味する。Pは上で述べたL*�, ��	��� �� 4

�
����

�� �
� �を持っており、

@I� *�",から �はその半分を持っていることがわかる。また � �!�空間に対する物理的
な要請により、�� � /が課されるので、この L*�,対称性は系の �!��	!な対称性であり、

��



系の ��*�,対称性とみなすことができる。;��< この対称性を ��	������ N 対称性、その
��	���を ��	������ N ��	���と呼ぶことにする。
��	������ �������	���の数を数えておく。��0	��	
� ��
��	
� ���
��である �は ������

��	���とみなされるが、 次元での ���
��の ��	!な成分は ������個で2��!条件により �

つの ���
��による �������	���の成分は ����個である。今の場合は !�����0�
�部分から
生じるものと、�������0�
�部分から生じるものがあるので合計は

��	������ �������	���の数 E �
�
�
�� 個

となる。

&�� '�����( ���������) �����	���
 �� *+

この ���������
では、��
��!	� -.の ���!�+  ����	���
について考察する。このよう
な  ����	���
をしても-. ��
 ���
は守られたままである。-.の ���!�+  ����	���


に使用される項は、-. ���	�� �!を �4� �-:�と考えたときの	���
	! ����	���や
*�6�, ��
�に対応しており、���! �����で�4� �����������を壊さない。そのため、-.
の ���!�+  ����	���
を考察することは、F��	������Gに存在している ����	! �����7�! 

の ��� ����
�
�を考察することに対応している。*������
 "��の議論を参照。,

今、��
��!	� 45 �が 4���の中に定義式 � *2, 4 /として定義されているとする。%*2�,
を 2
の多項式であるとして、その%*2�,で定義式を次のように  ����することを考える。

� *2
, 4 / 4� � *2
, C 7%*2
, 4 / *�/,

ここで、7は ���!�+ �	�	����である。大雑把に言えば、この操作により定義式の形が
変化していることから、-.の ���!�+ ���������が変形されたことに対応しているので
あった。
2
 	 6��2
のもとで � 	 6� という � の変換性は ��!!� �7
� な ��	������ N ��	���

を持つためにも必要であった。� の  ����	���
 ��� 7%に対しては

%	 6��%	 7	 6���� *��,

ということが要求される。初めの式の ��は %*2, が 2
の多項式であることから、%*2,の
形が決まれば 2
の変換性から決まってしまう。
もともとの定義式 � 4 /で表される（多様体上の ���	�� �!の）理論の ��	������

&	��	
��	
 * �
����,を �と書き、定義式 � C 7% 4 /で表される理論の ��	������ &	�

��	
��	
を �CS�と書くことにする。さらに  ����	���
 *����	! ��
�, %*2,に対応して
いる ��	������ ����	���を T%と書くと、（数因子までで）

S� 4 7 T% *��,

となることがわかる。これは、��	������ &	��	
��	
 �の変形は明らかに  ����	���
の大
きさ 7に線形に依存していることからすぐわかる。。さらに%*2,は ���!�+  ����	���
で
あるということより、T%は &	��	
��	
に加えて �����������を破らないような ����	���

であるので ��	������ ����	! �����7�! の ��� ���
�
�である。*ここでは、 T%が :����

であるということを意味している。, ����	! �����7�! と 	
�������	! �����7�! は ���!�+

��



��
K��	���
で写り合うので、どちらを ����	!と呼ぶかは ��
0�
���
である。ここでは上
のようにしておく。
当然、��	������ &	��	
��	
 �CS�はN対称性に関して 
����	!でなければいけない。

以上のことから ��	������ ����	! �����7�! の ��� ����
�
� ����	��� T%の ��	������

N ��	���は
�

��
*�� � �, *��,

となる。ここで ��	������ �������	���の ��	������ N ��	���が *��,であるように ����

で 
��	!�1�している。*@I� *�",の下の議論を参照。,

上のような ���!�+  ����	���
に対応する ����	��� %*2, は存在するであろうか？実
は %が ���!�+  ����	���
 ** � �	 �,����,として存在するためには、

�� C �� � � � / *��,

が成立していなければいけないことが知られている。;��< �
 � /から �� � /であるので、
この不等式は �� � �のとき常に満足される。�� ( �のときにはこの不等式を満足しない
ような、���!�+  ����	���
に対応していない変形がある。

$ "��� ������

まだ、片側の理論についてしか述べていないが、上の理論に  �	!な理論を考えることが
できる。
具体的にいうと、ここでは

������ ����上の ����
� ������で �� 	 /とした理論

に  �	!な理論を考える。ここで���は 4���の中の定義式� *2
, 4 /で表される-.であ
り、� *2,は

� *2
,	 6� *2
,	 �
 �� 2
 	 6��2
 *��,

*6 � 4, を満たしている。
もとめる  �	!な理論は

������ ��" �� 	 ��*�, 4 �+�;�3
�
�< *��,

という �	�>����
 上の ����
� ������であると仮定しよう。ここでは� がどのような多様
体であるか推察する。決定された  �	!���の ����>は ������
 �/でなされる。
初めに、���の��対称性を固定する。つまり、@I� *��,より� *2, 4 /は 2
 	 �6���2
と

いう変換のもとでも不変である。そこで、商空間多様体������を考える。これは ��
��!	�

���
�からの距離が一定の	
���! を表している。ここで

� �4 ������ *��,

と定義しておくと非常に都合が良いことがわかる。そのひとつの例として �� 対称性を
固定した後にもまだ残っている @I� *��,の対称性に注目する。つまり、� *2,はまだ 2 	

��



62 	 �6� 4 �という�*�,対称性のもとで不変である。この �*�,対称性でさらに @I� *��,

を割ることを考えると、@I� *��,は

� ��*�, �4 ����4 *��,

となる。言い換えると、これは

� ��*�,
����� � *2
, 4 / �
 2-=�*8�	 � � � 	 8���, E 	�

��
4 � E 8
	 �E�
�����

としたことに相当する。ここで 8
は共通因子を持たず、	�
��
4 � *8
	 �E�
�����,である。上の

式の右辺は *�����, -.���であり、さらに -.���上の ���	�� �!はその定義式 � *2,

を ���������
��	! 2としてもつ、&'理論 *9 4 � *2,, と解釈できる。
まとめると、������ ���� 上の ����
� ������で �� 	 /とした理論と  �	!な理論は次

の �	�>����
 上の ����
� ������である。

������ � �" � �*�,�� ��*�,	 ��*�, 4 �+�;�3
�
�< *�",

さらに ���*�,の部分は &' � �!で置き換えられる。

������ � �" � �*�,� :;*9 4 � *2,,	 ��*�, 4 �+�;�3
�
�< *�/,

実は、この��������"��*�,�*�4� �-:�,という �	�>����
 上の ����
� ������の記
述は 
�
�������	! ���������
� ������として知られた理論である。;��6 �< 次の ������
では

�
�������	! ���������
� ������を概観する。

% ����	�
�
	�� ��������
�� ������

少しの間、前までの議論を忘れて、ここでは

������ ��" �� *��,

という �	�>����
 上の ����
� ������を考える。ただし、�"は  �!	��
 B と

B 4 �3
�
� *��,

というように関係しているとする。
この �	�>����
 の特徴は &�
�	�  �!	��
が存在しているということである。*やや詳

しい取り扱いについては %���
 �+を参照。, はじめ ���! �����に �����������がな
い場合を考える。�方向についての -:�を考えると、��!������� *!�����0�
�,部分の
�
�������
�� ��
��� *@# ��
���,は

/ 4 ��

�
;*��,� C3���< *��,

*�������0�
� �	��も同様,となり、��
��	! ��	��� <" 4 �C�3�である。ただし �C� 4 �/。

��



次に ���! �����上に �����������が �つあるときには上の ����
��な場に加えて ��	!

�����
 = が加えられる。すると !�����0�
�の @# ��
��� / と ����������
� /$ は

/ 4 ��
�
;*��,� C3���< C

�

�
=�= *��,

/$ 4 ��
�
*=��C3�=, *��,

*�������0�
� �	��も同様,このとき ��
��	! ��	���は <�� 4 �C�3�C��� 4 ���C�3�

である。@I� *��,という �	�>����
 上の ����
� ������全体で ��
��	! ��	���が消えると
いう要求により、� 部分の �-:�の ��
��	! ��	��� <� は

<� 4 ��� �

�
� �� *

�

�
C �3�,

4 �* � �

�
�3�, *��,

というように表現される。
以後、本文では !��������� �������な場合のみを考察する。そこで特に断らなければ考

えているのは !�����0�
� �	��である。�������0�
� �	��にも同様の式が成り立ち、2 	 )2

のように、出てくる変数や場に F ) Gをつけることで !�����0�
� �	��に対して述べられた
ほとんど全ての結果はそのまま �������0�
� �	��にも適用できる。
さらに���! ����� �����������の数を増やすことを考える。��	������に ��������

���� が存在するためには ���! �����上の理論は *�!��	!, �4� ������������ でなけ
ればならない。したがって �4�から �4� �-:�に拡張することは ���������
� ������と
なるために必要である。しかし @I� *��,のままでは、�4�理論に拡張するのは難しい。そ
れは �4�理論の ��	!	�になるためには ��	! ��	!	�が �つ必要なことを考えると、明らか
に  �!	��
 �	��は孤立してしまう。そこで @I� *��,は次のように書き直すことができ、そ
れぞれの �	��が以下のように解釈できると仮定する。

������ � *�" � �*�,,����*�, *��,

������ ���� �4� �-:� <� 4 ����

�" � �*�, �4� *� 4 /, &���0�!!� ������ <% 4 �*� C3�,

� ��*�, �4� �-:� <�&	�
 4 �* � ��3�,

最後に書いたのは、それぞれの �	��の ��
��	! ��	���である。この仮定を満たす �	�>�

����
 上の ����
� ������は ��	������で �����������を持つことが、次のように実際
に �������	���を書くことによって示される。
���! �����上に�4� �����������があることを仮定しているので、���! ����� ��*�,

��	���を使って簡単に ��	������ �������	���は書くことができる。しかし、その前にい
ろいろな場を定義しておかなければいけない。

� ������ �	��
この部分は良く知られた ���� ������であり、ほとんど場の詳細については議論に利
用しない。そこでここではこの部分の ���
 7�! を ��と書くとだけ述べておく。

��



� �" � �*�, �	��

�" �	��は ��	! ��	!	� �、��	! �����
 ="と書き、L*�, �	��は ��	! ����
 .、��	!
�����
 =� と書く。それぞれは �	
�
��	!!� 
��	!�1� である。つまりH=@は

�*2, � �*/, � � !
 2 	 5 *2, � 5 */, � � !
 2 *��,

="*2, � ="*/, � ��

2
	 =� *2, � =� */, � ��

2
*�",

である。�つの �����
を ����
�1�したものは ���! ����� L�*�, �����
�となる。つ
ぎのように �	
�
��	!!� 
��	!�1� ����
 ( を導入する。

�� 4 ="=� *"/,

.は @I� *��,のL*�, �	��を表しており、�	�>����
 ��	������の �!��	!な対称性
を表している。つまりこの L*�, �	��は ��	������ ��*�, 対称性（今後 ���! �����

��*�,対称性と区別するために ��	������ N対称性と呼ぶ。）と考えることができる。

� ���*�, �	��

この部分も同じく �4� �-:�であるので ���! ����� ��*�, �����
�を持つ。この
�����
�を >

�&	�

� と記すことにする。さらに ��
0�
���
にしがって

>
�&	�

� *2,>

�&	�

� */, � �

�

<�&	�


2�
*"�,

と 
��	!�1�しておく。さらに新しい �	
�
��	!!� 
��	!�1� ����
 ? を

>
�&	�

� 4 "

�
<�&	�


�
�? � "*�? *"�,

で導入する。

ここで �����
�以外に導入した ����
は全て �	
�
��	!!� 
��	!�1� である。�����
も全
て =*2,=*/, � ���2に従う。
そうすると �������	���は簡単に

3�
� 4

�
�2��

��
� ���

�
�
	'�!� 
��

�
�
�( *"�,

と書ける。ここで、�"��*�, �	��の ��*�, �����
�は ����0��
� ���を持っていたこ
とを指摘しておく。また、@)と書いたのは ����������である。上の �������	���の ���!�+

��
K��	��は

3�
�� 4

�
�2��

��
� � ���

� �
�
	'�!� 
�

�
�
�( *"�,

���!�+ ��
K��	��といっているのは関数空間に関することで !�����0�
�と �������0�
�

を入れ換えるものではないことに注意するべきである。
ここで、3の �
 �+*�,は ��	������ N ��	���の符号を表している。��	������ N ��	���

は ����	��� �
�2"�5 C

�
�)2"� )5 *"�,

ではかることができる。��	������ �������	��� @I� *"�, 、@I� *"�,はそれぞれ ��	������

N ��	���、*!� 	�!
� ,をもっている。��	������ �������	���の N ��	���は ��に規格化し

�"



ておくのが自然であるが、これから後、特に前置きが無ければこのような規格化はしない
ことにする。
これらの ����	��� *3�	 3�,は通常の �N�不変な �����
 0����+ ����	���の特別な場
合 *��
�� 0����� 4 /,にあたっており、�����
 0����+ ����	���がそうであるのと同
様に �N�不変といえる。また、どの �つの �������	���のH=@も ��	
�� ���を出さない
ことを要求する *'�H ���K�����
,と ��に2��!条件が課される。
�������	���の数を数えておく。���
 7�! *��,は �&*�� �	 �,の ���
��であるので3�

�

は ��	!成分で ������個あるが'�H ���K�����
により2��!条件が課されることから全部で
�������� 4 ����個である。これは !�����0�
� �	��から生じる �������	���を考えただけ
なので �������0�
� �	��からの寄与も考えると、結局全部で ������個あることがわかる。
3�

�� を考える必要が無いのは、それがただ 3�
� の ���!�+ ��
K��	��であるためである。

ここで、参考までに �������0�
� �	��の �������	���を書いておく。先ほど述べたよう
に、出てくる変数や場に F ) Gをつけることで �������0�
� �	��を得ることができるので
あった。

)3�
� 4

�
�)2��

���
� ���

�
�
	 �'�! �� 
��

�
�
� �( *"�,

さらにその ���!�+ ��
K��	��は

)3�
�� 4

�
�)2��

���
� � ���

� �
�
	 �'�! �� 
�

�
�
� �( *"�,

となる。
このように構成された理論は 
�
�������	! ���������
�と呼ばれる。

,�� 
�
�������	� ���������
�における ����	���

この ���������
では、実際に後に重要となる 
�
�������	! ���������
�における ����	���

を構成することを考える。
はじめに @I� *��,の� �	��の ���	�� 7�! を考えよう。� は � �4 �*�,�� ��*�,と
いう直積に書けることが仮定されている。したがって、� 上の ���	�� 7�! は �つの �	��

の ����	���の積となる。�*�, �	��が ��	��� � を持った ����	���で書かれるとき、� 全
体の ����	���は

�
*� A *"�,

となる。ここで Mは ���*�,上の �4� �-:�の ���������にある ���	�� ����	���で
��*�, ��	��� 3� を持っているとする。良く知られているように �4� �-:�の���������

にある 7�! については、������と ��*�, ��	���の間に不等式が成り立つ。したがって、A
の ������ S� と 3� の間にもS� � �!	 �

� という関係がある。
様々な ����	���を書くことができるが、ここでは ��	������で ��	!	�であるような �����

	���を *��	��, �������で書き、その ����	���に課される �
����!!条件、'�H ���K�����
、
������� ���
 をまとめて書いておく。この ����	���は後々非常に重要になる。

��+�� �+��
	���,"�
*� A *"",

�
����!!条件 �
� �8�� C �

��
� � �

�B*B C3, C S� 4 �
�

'�H ���K�����
 3� � �3 4 �? C � ただし Uは整数を表す。
������� ���
 B � �!

�

�/



������� ���
 から等号を抜かしているのは、そのような場合には 0����+ ����	��� は
@I� *"",とは少し違った形になり、そのため今からする議論が適用できないためである。
さらに、����	��� @I� *"",において、次の条件が満たされている特別な場合を考えよう。

8 4 / 6 A は ����	! ���	�� 7�! *S� 4 !	
� ,

そのときの ����	���を ��� と書く。具体的には

��� 4 ��+�� �+��,"�
*� A *�//,

この ����	���に対して、�
����!!条件と '�H ���K�����
を次のようにして解く

B 4 �	 3� � �3 4 � *�/�,

このようにして、最終的に得られる ����	��� �� は

�� 4 ��+�� �+��*	"�
� 
A *�/�,

である。
�� についてまとめておくことにする。はじめに ������� ���
 は

3� C
3�

�
� � � / *�/�,

となり、��	������ N���	���は 
��	!�1	���
 * �!,を含めて

��� 4
�

3
� 4

�*3� � �,

3�
*�/�,

となっている。（正確に言えばこの ��	������ N ��	���は @I� *"�, の !�����0�
� �	��か
らの寄与のみを考えている。ここでは !��������� �������な場合を考えているので、実際
の ��	������ N ��	���はこの値に �を掛けたものである。）

,�� �� について

ここで、さらに �� について詳しく考察する。
はじめに、*��	��, �������で書かれた 0����+ ����	���が ������� ��	
��
�と関連して
持つ興味深い性質についてコメントしておく。*��	��, �������で書かれた 0����+ ����	���

��+�� �+�� *�/�,

に ������� ��	
��をして、*/	 /, �������にすることを考える。;��<結果出てくる ����	���は�
�2/$ *2,

�
�)2 )/$ *)2,� *�/�,

となる。ここで /$ や )/$ はそれぞれ !���、�������0�
� �	��の ����������
�で、上の式は
����	��� �とH=@をとることを表している。つまり�の ������	��
��が */6/, �������の
0����+ ����	���となる。

��



この部分の議論は ����	! ��
�から 	���
	! ����	���への	�の議論とほ
とんど同じであることに注意してください。

今考えている系に話を戻す。まず、�� と /�
$ との H=@は ��
��!	����を出さないこと

を注意しておく。これは ������ �	��は �������
 ��	��であることからわかり、���*�,

�	��は A を ����	! ����	���としたことからわかる。最後に &���0�!!� �	��は実際に /�
$ を

作用させれば簡単にわかる。

この時点で、今議論しているのは ����	! ��
�から 	���
	! ����	���への
	�であることがわかる。というのも ����	! 7�! に対しては /$ を作用させる
ことと、/�$ を作用させることは全く同じことである。

次に ��	������ �������	��� @I� *"�,と @I� *"�,を �� に作用したときにどうなるか考え
てみる。実際に作用させてみると�� と @I� *"�,との H=@は ��
��!	����を出さないこと
がわかる。つまり、��	������ ����	! ������!���!��の成分に対応している。	
�������	!や
����	!であることは ��
0�
���
の問題であるので、ここでは �� に対応するものが ��	���

��� ����	! �����7�! になるようにしておく。��	������ N�������は L*�,であるので
符号は適当に決めることができ、また ���!�+ ��
K��	���
によって反転させることがで
きる。
*��	��, �������で書かれた @I� *�/�,の ����������を除いた部分を ���! ����� ����	!

�����7�! の ����� ����
�
�と考えると、*/6/, ������� 0����+ ����	���はその ���

����
�
�である。*ここで ����	! �����7�! Bが B 4 �� C � � �C C�)C�� と書かれるとき
�を ����� ����
�
�、� を ��� ����
�
�と呼んでいる。,このことから */6/, �������

0����+ ����	���を ���! ����� &	��	
��	
に加えることは ���! �����上に存在している
*�6�, �����������を破らない。そのことは、��	������での �����������もそのま
ま保たれることを意味する。つまり、*/	 /, �������で書かれた �� に対応する ��	������

����	���は ��	������ ����	! �����7�! の ��� ����
�
�である。
まとめると、�� *@I� *�/�,,を */6/, �������で書いたものは ��	������ ����	! �����7�! 

の ��� ����
�
�に対応しており、��	������ N���	���

��	
4

�*3� � �,

3�
*�/�,

をもっている。

���! ����� &	��	
��	
に ����	���を加えるということは別の表現をする
と、�� *から ����������を除いた部分,は �4� �-:�の ����	! ��
� *�6�, で
あり、����	! ��
�から	���
	! ����	���への	�を使って写した ����	���は
�4� �-:�の� �!�空間上のある点から他の点への理論の変形を引き起こす
ことに対応している。

ここで根本的な問題に戻って考える。いったい上で議論したような ����	���は存在して
いるだろうか？@I� *�/�,が ������	!であるのは ������� ���
 @I� *�/�,を満たすとき
である。このことは非常に重要である。これは ������� ���
 を満たす�� を &	��	
��	


に加えることを考えると、新しい &	��	
��	
による理論と初めの &	��	
��	
による理論
とは同じ � �!�空間の異なる �点であることを意味する。反対に &	��	
��	
に加えられ
る ����	���が ������� ���
 を満たさないとき、新しい &	��	
��	
による理論と初めの
&	��	
��	
による理論とは何の関係もないことになる。

��



,�� � �����上の理論

���*�,上の理論に対しては、一般に �4� �-:�であることしか指定していなかった。
������
 �において述べたように、ここでは���*�,上の�4�理論として&	
 	��'�
1����

理論 *&',を考えて、その結果出てくることをまとめておく。
はじめに &'の ���������
��	!を

9 4 � *2
, " 4 �	 � � � C �

とする。ここで 2
は ���! ����� ����	! �����7�! である。また :は次の条件を満たす。

� *2,	 6� *2, �
 �� 2
 	 6��2
 、6 � 4
:は ��	
�0����

つまり、:の ���! ����� ��*�, ��	���はC�であり、����	! �����7�! 2
 のそれは �
*� /,

である。
&'は ���������
��	!を指定すれば理論が決まってしまう。特に ��
��	! ��	��� <%-は

<%- 4 �
����

��

*�� ��
, 4  C �� �
����

��

�
 *�/�,

�� 4
����


�� �
 � �と定義して <%-を書きなおすと便利である。

<%- 4 �* � �� ���, *�/",

この ��
��	! ��	��� <%-は @I� *��,の下にあるように <��&	�
 4 �* � ��3�,に等しくな
ければならない。したがって

3� 4 ��� � / *��/,

と結論される。
最後に 0����+ ����	���に対してはどうなるか考える。����	! ���	�� 7�! Mは 2
の多

項式 %�*2
,によって書くことができる。*正確にはこれは *�6�, ��
�である。, ���! �����

��*�, ��	���を 3�� 4 ��とすると

%�*2
,	 6��%�*2
, �
 �� 2
 	 6��2
 *���,

である。よって、0����+ ����	���は @I� *�/�,から

��� 4 ��+�� �+��*	"�
� 
%�*2, *���,

となる。この 0����+ ����	���の ��	������ N ��	���は @I� *�/�,より

��� 4
�*�� � �,

3�
4
�� � �

��
*���,

となる。@I� *"�,にならって �������0�
� �	��からの寄与も考慮に入れた結果はこの �倍
である。������� ���
 は @I� *�/�,を使って

�� C �� � � � / *���,

この式は @I� *��,とまったく同じ式である。また、%�は ����	! ���	�� 7�! であるので
�� � /より、@I� *��,の下の議論と同様にして �� 4 �で  ����	���
のようすが変わるこ
とを読み取ることができる。

��



�& "���
�� 	��	'

実際に、 �	!���が成立しているか調べてみる。しかし、特に ��
��!	� -.上の理論は理
解されているとは言えないので、対称性の議論から出てくる結果が一致することを見るだ
けにとどまる。
提唱された  �	!���は

������ ��" �� *��*�, 4 ��


�
",上の ����
� �����

�
������ ���� 上の ����
� ������の �� 	 / !���

である。
それぞれの理論について次の一致がある。

� 対称性の性質
��	������ �������	���の数は ������個で一致している。
両理論とも ��	������ N 対称性を持っている。

� �	�	���� ��

両理論ともに �� � /であって、�� 4 �で物理が変わる。

� ��	������ ����	! �����7�! の ��� ����
�
�

それぞれに ��	������ N ��	���
�*�� � �,

��

を持った 7�! が存在しており、��	������ ����	! �����7�! の ��� ����
�
� であ
る。また、�� C �� � � � /が要求された。

�-�� 	����	�� �� ��
���	� ������

�つの理論の間の  �	!���を以上の証拠をもとに認めてしまう。そうすると、�� 	 /とし
た ������ ���� 上の ����
� ������は、��!���	����  �	!な描像である ������ � �" ��
*��*�, 4 ��



�
", 上の ����
� �����を使って調べることができる。

しかし、ここで微妙な点が存在している。
�
�������	! ���������
� ������を表す �	�>�

����
 は � 	 ��で ��*�, 	 � のように ����
� ����!�
�が発散してしまう。これは
����
� ������において致命的である。次の ������
ではこの困難に関する提案をいくつか
する。この困難は、 �	! ������の言葉でいうと ��
��!	� 	
���! で ���	��化すること
により生じたということができる。

�� ��	��� (�������

前の ������
までで議論してきた  �	!���にはもう少し考察していくべき点があった。簡
単に言えば摂動論的な ����
� ������において

��� 4 ��� C ��� C �5 � C ���*���*�,, *���,

��*�, 4 �+�;�3
�
�< 	 3 � / *���,

��



のような�	�>����
 上の ����
� ������を考えることはできない。この�	�>����
 は !�
�	�

 �!	��
 �	�>����
 と呼ばれ  �!	��
 Bと ��	������の座標 �が !�
�	�に関係しているよ
うな �	�>����
 であった。*B 4 �!

� �, この ������
ではこのことについて詳しく議論し
ていく。

���� #���.���� �����	��/	���


&�
�	�  �!	��
 �	�� ��� C �5 � の *�������
���	! �	���をとった後の, 	����
を書く
と次のようになっていた。

� 4
�

�.

�
�2���CB	B *���,

%�9�;�<、'9=;�<ではこれに加えて次のように ����
��	! ���も持っているべきだとい
うことが提案されている。

� 4
�

�.

�
�2���CB	BC

�

�.

�
��2��C��.� C

�	

�.

�
��2��C��

.�� *���,

ここで、それぞれの項は �4� �������	�� ���	!�1で書かれており、����	! �����7�! B

の ����
�� ����
�
�は ��
�
*�� "5 , であり、�、�	は ���!�+ �	�	����とその複素共

役である。また、D 4 �
�
�

! である。
これは � 4 /の &���0�!!�理論を、� �4 /の &���0�!!�理論に置き換えることを意味して
いる。こうすることにより � 	 ��のときに �+��
�
��	! に増大する ����
��	!の効果に
より、�が ����
� ����!�
�の発散する領域に行くことはなくなる。もちろんこのとき �は
ある程度大きくとらなければ強結合領域の ����
� ������を扱うことになってしまう。
����
��	!をいれると、一応、問題となっている ����
� ����!�
�が発散してしまうという

困難は回避できるように見える。しかし、いかにも人工的な ����
��	!をいれるという行
為はどういったことを意味しているのかは明らかではない。続く ���������
においては、
����
��	!をいれることが持つ意味を考える。

���� ����
� ������	�

;�6 �<では ��!���	����  �	!���に加えてもう一つの提案がなされた。それは 
�
�1���

&���0�!!� ����
��	!が無ければならない、ということである。
前の ���������
で提案されているように、����
� ������の範囲の中で議論する以上 &��

��0�!!� ����
��	!ではないとしても、����
� ����!�
�が発散する領域を回避するような項は
必ず必要である。そういった項なしに対称性に関係した議論以外のことをするのは全く意
味が無いことである。何故、&���0�!!� ����
��	!が選ばれるのかということは後で議論する
として、ここでは &���0�!!� ����
��	! をいれて、得られる結果が何を意味しているのかに
ついて考えたい。
@I� *���,から、&���0�!!� ����
��	! ���は ����
�
�で書くと、

�

�.

�
��2��C��.� C

�	

�.

�
��2��C��

.��

4
�D�

�.

�
��2V�

)V��
� �


	"�
� 
 C

�	D�

�.

�
��2V� )V��

� �


	"�
� 
 *��",

��



ここで、V� 4 ��
�
*="� "=� ,である。右辺第二項は ���! ����� �������	���を使って次の

ように書くことができる。

�	D�

�.
V� )V��

� �


	"�
� 


4
��	

.

�
��

�."

�
� )�

�."
/�$ *�, )/�$ * )�,�

� �


	"�
� 


*��/,

@I� *��",の右辺第�項は、この式の ���!�+ ��
K��	��で表される。��
�


	"�
� 
は@I� *�/�,

において A 4 �とおいた式である。このことは A 4 �の ���! ����� ��*�, ��	��� 3� は
/であることから @I� *�/�,を解けばわかる。この式を見ると、&���0�!!� ����
��	! ���に
は ������
 "��の話がそのまま当てはまることがわかる。加えられた ����	���は理論の変形
にあたっており、その役割については ������
 "��で議論された。今の場合に当てはめて考
えてみよう。
������
 "��において議論されているように、����	��� ��

�


	"�
� 
 が理論に存在している

ためには、この ����	���が ������� ���
 @I� *�/�,を満たしていなければならないので
あった。@I� *�/�,の不等式は今の場合、3� � �を意味する。この条件を満たす場合と、そ
うでない場合ではまったく &���0�!!� ����
��	! ���の意味は異なる。�つの場合を分けて
議論する。3� 4 �はここでは考えないが、実際に考察される系はいつも3� �4 �という状
況に対応している。

� 3� � �の場合
3� � �の時、&���0�!!� ����
��	! ���は理論に ����	���として存在しており、そ
れは � 4 /の &���0�!!�理論の 	���
	! ����	���とみなすことができる。� 4 /と
� �4 /の &���0�!!�理論とは同じ � �!�空間の異なる �点で、同じ �4� �-:�の
�	�!�に属している。
つまり、&���0�!!� ����
��	! ���を加えるということは、��
��!	�な理論を	���
	!

����	���を加えることによって正則化していることに対応している。

� 3� ( �の場合
このとき、����	��� ��

�


	"�
� 
は � 4 /の&���0�!!�理論には存在していない ����	���

である。������
 "��でも述べられているように � 4 /の &���0�!!�理論と、� �4 /の
&���0�!!�理論とは異なる� �!�空間の点であり、異なる �	�!�に属するということ
ができる。

ここでなされた主張は自明なこととは言えない。つまり、もともとの � 4 /の &���0�!!�

理論を表しているような理論は ����
� ������では記述できない。むしろ、存在していな
いとみなすべきで、存在するのは � �4 /を表す理論である。すべての物理的結果は � �4 /

&���0�!!�理論から導かれなければいけない。この主張は 3� ( �の時にさらに強い主張で
あるように思える。この場合、実際には異なる �	�!�の �-:�により理論は記述されてい
るということを述べているのである。
&���0�!!� ����
��	! ��� @I� *��",は、いずれの場合も � 4 /の &���0�!�理論の摂動項

とはみなすことができない。この項は非繰り込み定理により摂動を受けないことから、摂
動論的に導かれるものではないことがわかる。逆にこの項は非摂動的な効果を表している
項であると考えることができる。このように � �4 / &���0�!!�理論の性質を明らかにしてい
くことは ����
� ������の非摂動的な部分を記述する、より基本的な理論の効果を考えるこ
とにつながると思われる。

��



���� 0�� #���.���� ����
��	�1

&���0�!!� ����
��	! ���を持った理論はどういった状況に対応しているのか考えてみる。
そうすることで何故、理論をよく定義するために &���0�!!� ����
��	!をいれるのが適当か
がわかる。
次のように考える。&���0�!!� ����
��	! ��� @I� *��",は ��	������ &	��	
��	
に ��	���

��� *	
���,����	! �����7�! の ��� ����
�
�を加えていることに対応している。������

�/ において述べられているように ��	������ *	
���,����	! �����7�! の ��� ����
�
�

は、 �	!な �つの理論でそれぞれ対応する ����	���を持っていた。それぞれは理論の  ��

���	���
に対応していたためにこの �つの ����	���を比較することによって、&���0�!!�
����
��	!をいれることと ��
��!	� -.の  ����	���
をすることがどのように関連してい
るかを見てみる。
今の場合@I� *��/,を見ると、
�
�������	! ���������
�側では ����	! ��
� F�Gと定数 ���

�

の積から作られた ����	���を 	� @I� *�/�,を使って	���
	! ����	���へ写し、得られ
た ����	���を理論の変形として使っている。これに対応する ��
��!	� -.の  ����	���


@I� *�/,は、同じく%*2
, 4 �であって

7�� ��	

.
*���,

とするべきである。
つまり、&���0�!!� ����
��	!を加えるということは、��
��!	� -.の  ����	���
に対し

ては
� *2, 4 / �	 � *2, 4 � *���,

というように、��
��	
� ���を加えることに対応している。ここで �は 
��	!�1	���
ま
でで �	に等しく、ここでの ��
0�
���
では � 4 ����

� となっている。この変形は非常に自
然な ��
��!	����の正則化であるということができる。さらに、&���0�!!� ����
��	!をいれ
るという効果は ������	
� �	�>����
 の意味においても自然であることを次の ������
で
みることができる。
最終的に、

&���0�!!� ����
��	! *�, を持った @I� *���,上の ����
� ������

�  �	!
��
��!	����近傍が � *2, 4 �で近似される -.で
���	��化された ����
� ������の �� 	 / 極限

ということが結論される。
最後に少し、注意をしておきたい点がある。それは、3� ( �のときには理論には&���0�!!�

����
��	! ���のような ����	���は存在していないので、上のような対応関係は一般に期
待するべきではないかもしれない。しかし、それでも ������� ���
 を満たさない ����	���

による理論の変形と、-.の ���!�+  ����	���
でない変形の間には対応関係があるよ
うに思える。

��



�� "����� �	��
�� �
�
�

これまでの、 �	!���は一般（といっても偶数）の  に対して述べられてきた。ここで、
������	
�により作られる �	�>����
 *� 4 �,に戻って具体的に � *2, 4 �という変形が
何を意味しているのかを考えることにより、&���!� ����
� ������を実際に解析するための
方法を提案する。;��<

この ������
では、はじめに ��
��!	� -.で ���	��化された理論と、������	
�上の
理論がどう対応しているか考察した後、@I� *���,のような変形が、������	
�上の理論で
は何に対応しているかを考える。その結果として、&���!� ����
� ������を解析するために
は、��!���	����  ���������
において 5���!� ��	!�
� &���を考える必要があるという結
論に至る。

���� ����	� �� ������	
�

������
 �において少し述べたように、������	
�上の理論と ��
��!	����を持った-.で
���	��化された理論は等価である。その間の関係について簡単に説明しておくのがよい。
次のように、順番に示していこう。;��6 ��< *この ���������
と次の ���������
においては
便宜上、少し他の部分とは ��
0�
���
が異なっていることに注意するべきである。,

��������と ��	���8� ���
�

�枚の ������	
�が � 4 /	 � � � 	 �方向に広がっていて、�
 4 /、*" 4 �	 � � � 	 ",にあると
する。今、ある �つの "方向について ���	��化して、�� �	!をとることを考える。こ
の結果、得られる空間は ����� �	����L� ��	��であることが知られている。�	����L�
��	��は �次元の空間であり、�����が

��� 4 A ��*�
,*��� C E�*�
, � ���,� C A *�
,��� � ��� *���,

のようになる空間である。ただし �は � 4 �	 �	 "を走る。ここで、A *�
,、E*�
,は次のよ
うに決められる。

�
A *��, 4 ��
�	��E	*�
, *���,

A *�
, 4 � C ��
�

��� �
� *���,

������	
�は � 場に 	�
����に ����!� する ��K���であった。� 場は ���	�� 化の
��
 �
�に対応しているので、�� �	!により9	!�1	�9!��
 � �に対応した99 �
���!�

が出てくるはずである。したがって、�	����L� ��	��は �
 4 /にある99 �
���!� *��

��	
�,によって作られる空間であると考えることができる。

��	���8� ���
�と*�. ���
�

次に99 �
���!�の近傍を考える。この領域では @I� *���,のはじめの定数を無視する
ことができる。このとき、@I� *���,� @I� *���,で表される空間は %&@ ��	��と呼ばれる
ものになる。

��



99 �
���!�近傍を考える限り、�	����L� ��	��は %&@ ��	��で近似することがで
きる。このような近似が有用なのは次に見るように、%&@ ��	��は代数多様体として比較
的簡単に表現することができ、�	����L� ��	��よりも扱いやすい空間となっているため
である。

代数多様体としての*�. ���
�

%&@ ��	�� @I� *���,�@I� *���,はどのような代数多様体として表現されるか結果だけ
述べておく。
%&@ ��	��は �����で、����!����	!には ��と同じである。そこで、はじめに次の変

数を導入する。
2� 4 �� C "�� 	 2� 4 �� C "�� *���,

2は %&@ ��	��の複素座標というべきものである。
次に

� 4 2�2� 	 
 4 2� 	 � 4 2� *���,

として 4�の座標 *�	 
	 �,を導入する。そうすると、それらの間には

� 4 
� *���,

という関係がある。これはすなわち%&@ ��	��は 4�の中に上の式で定義されることを意
味している。
結果として、�枚の ������	
�に対応した %&@ ��	��は 4�の中の定義式

� *�	 
�	 ��, 4 �C 
�� C ��� 4 / *��",

で表される。ただし、
� � �
�� ����。この空間が ��
��!	����を持たないことは � 4 /、
�/� ��0�� 4 /を同時に満たす解が無いことからもわかる。

�	����*�. ���
�

上の �����な %&@ ��	��の原点近傍で

2� �	 E2� 	 2� �	 E��2� *��/,

という同一視をすることを考える。*E� 4 �,その結果生じる空間は ������! ��
��!	����を
持つ。上の同一視において不変な座標 *�	 
	 �,を

� 4 2�2�	 
 4 2�� 	 � 4 2�� *���,

において導入する。*�	 
	 �,には次の関係がある。

�� 4 
� *���,

これは、今考えている ������! 化した理論は 4�の中に上の式で定義される空間であるこ
とを意味する。これを �!���%&@ ��	��と呼ぶことにする。

�"



@I� *���,を再び、
� 4 �
�� � ���を使って書きなおしておくと

� *�	 
�	 ��, 4 �� C 
�� C ��� 4 / *���,

となることがわかる。この式で表される空間が原点に ��
��!	����を持つことは、� 4 /、
�/� ��0�� 4 /を同時に満たす解 *� 4 
� 4 �� 4 /,が存在していることからもわかる。
ここで出てきたような ����の ��
��!	����は %�������� ��
��!	����と呼ばれる。%�����
以外の ��
��!	����を考えることもできるがここでは %�����だけを考えることにする。

*�. ���
�と�	����*�. ���
�

@I� *��",と @I� *���,で表される空間の関係について考えてみる。%&@ ��	�� @I� *��",

が ��
��!	����を持っていなかったのに対して、�!���%&@ ��	�� @I� *���,は ��
��!	����

を持っていた。�つの空間に関係をつけるために、�!���%&@ ��	��の ��
��!	����を取り
除くことを考える。具体的には次のようにする。

�� C 
�� C ��� 4 / 4�
��


��

*�� F
, C 
�� C ��� 4 / *���,

F
は ���!�+ 
����であり、全ての Fは異なるとき ��
��!	����は取り除かれる。
ここで、ある �つの F
に注目してみる。特に � 4 F
の近傍を考えるだけなら、第一項は
適当な ���!�+ 
���� 4 を使って書きなおすことができて、

4*�� F
, C 
�� C ��� 4 / *���,

となる。この式は �の再定義までで@I� *��",に等しい。つまり、文字通り�!���%&@ ��	��

は %&@ ��	��がいくつか集まったものとみなすことができる。
これより、複数枚の ������	
�の近傍に �� �	!な空間は �!���%&@ ��	��であり、同

じ位置に複数の ������	
�があるとき ��
��!	����が生じることがわかる。

���� � ��� ��� ��� � 	について

前の ������
の内容を踏まえて、

� *�	 
�	 ��, 4 �� C 
�� C ��� 4 � *���,

によって表される多様体と、対応する������	
�の系について考えよう。

*�. ���
�の ��
�� ��
�	��

さらに、@I� *���,の解釈について考えてみる。簡単に言えば、@I� *���,で表される空
間は !��	!には / ��4になる。*�!!����� 7��	���
,しかし、ここではさらに / �部分を !��	!

に見て、��!�
 ��と ���!�+ �!	
�の積になることを述べる。
もっとも簡単にそれを見るには、��!�
 ��は 4�の中で


� 4 * *���,

�/



と表されることに気をつければ良い。ここで *は複素数。また、* 4 /は ��!�
 ��の円周
があるところで /になっているような、円錐を �つつなげたような空間に対応している。
この式を @I� *���,と比較すると、*と �が入れ替わっているだけである。�は複素変数

であるので、結局 %&@ ��	��は、*!��	!には, �	�� ��	��が �で表される ���!�+ �!	
�

で、その上の 7���として ��!�
 �� *
� 4 �, を持っているとみなすことができる。*� 4 /

であるとき ��!�
 ��は ��
��!	�になるが、全体の空間としては 
�
���
��!	�になっている
ことに注意するべきである。,

ここで、��!�
 ��には ��があることに注意すると、この ��に対して �� �	!をとること
ができる。つまり、������	
�の描像に移ろうと思うときには、この ��方向に �� �	!を
とる必要がある。

�������� 
��9�	������

以上のことから、� *�	 
�	 ��, 4 �に対応した ������	
�の ��
7���	���
を見出すこと
ができる。
次のように定義式を変形してみる。

�� C 
�� C ��� 4 � �	
��

���

*�� ���
��
 �

� , C 
�� C ��� 4 / *���,

ただしここで、� 4 �*���,�により新しい変数 ��を定義した。
上の式を見ると、それぞれの 99 �
���!�のある位置は

� 4 ���
��
 �

� 	 
� 4 �� 4 / *��",

となっている。つまり、99 �
���!�は �	�� ��	�� *���!�+ �!	
�, の半径 ��の円周上
に、等間隔にあることがわかる。��	������ *�	���� ��	��,でいうと、�次元平面上の円周
上に等間隔に並んでいるということができる。
このような系に対応した ������	
�の ��
7���	���
は �� �	!をとることによって決定
することができる。今の場合、�� �	!をとる方向と、99 �
���!�の並ぶ円周とは異なっ
ている。したがって最終的に、� *�	 
�	 ��, 4 ��C
��C��� 4 �は �� � ��で作られる��の
中の �次元平面に描いた半径 ��の円周上に等間隔に������	
�を  枚置いた ��
7���	���


に対応していると結論される。

���� ��	���� 	�

ここまでで得られた  �	!���の相互関係についてまとめておくと次のようになる。

&���0�!!� ����
��	! � を持った
���� ��" � �� ����*�, 上の ����
� ������

� ��!���	����  �	!
��
��!	����近傍が � *2, 4 � �
 -� で近似される -.� で

���	��化された ����
� ������の �� 	 / 極限
� �� �	!

������	
�を半径 ��の円上に等しい角度で並べた理論の �� 	 / 極限

��



ここに現われている理論は正しく定義されており摂動計算により正しい結果を得ることが
できる。上の  �	!���を用いると、������	
�上の理論の相関関数などの物理量は &���0�!!�

����
��	!を持った ����
� ������を使って計算することができる。
上の  �	!���に出てくる理論が良く定義されていたのは ��
��!	�な理論を変形したためで

あった。これは ������	
�側では重なった ������	
�を引き離したことに対応していた。
������	
�が重なった状態は �� 4 /であり、� 4 � 4 /である。今までの議論を信用する
と、重なった������	
�上の  �����!� ������については ����
� ������の範囲では議論す
ることができない。重なった������	
�上に現われる理論についての情報を ����
� ������

から得るためには、理論を変形しただけではまだ不充分であることがわかる。

���� 2����� ��	��
� #���

&���0�!!� ����
��	!を持った、
�
�������	! ���������
� ������を考えてみよう。
	����
は @I� *���,で書かれていた。この 	����
に対して ��	
 	�  ��
��
	! 	
	!����

を適用すると、摂動の展開係数 �が次のようになることがわかる。*次の ������
参照。,

� 4
��

�

�

�

*��/,

この展開係数は -.上の ����
� ������においては、@I� *��/,を使って

� 4
��
���

*���,

となる。この式を見ると今考えているよく定義された理論においては

� �4 / 	 �� �	 / *���,

であるので展開係数 � は �	 /で、理論としてよく定義されていると見ることができる。
対して、&���0�!!� ����
��	!を持っていない *� 4 /,ときには展開係数は発散してしまい、
理論として意味が無い。
ここまでくると、どのように重なった������	
�上の理論 *�	 /,を定義するのが適切

かがわかる。展開係数 �を小さく保ったまま �と ��が同時に /になるような極限を考えれ
ばよい。この極限は F5���!� ��	!�
� &���Gと呼ばれる。5���!� ��	!�
� &���は重なっ
た������	
�上に現われる理論 *&��,を定義する操作である。また、このように重なった
������	
�を ����
� ������の範囲内で議論するときにはいつも、はじめ円周上に等間隔に
並べた ������	
�で得られた結果の 5���!� ��	!�
� !���をとらなければいけない。

�� )�������
�� !��	�
��

今までの結果を使って、駆け足で &���!� ����
� ������での相関関数を求めてみる ;��<。
方針は % �?-:�対応において用いられているように、重力理論の相関関数は場の理論の
'���
関数に対応していると考えて、重力理論で求められた相関関数を場の理論の'���


関数とみなすというものである。また、求められた相関関数の極を見ることで、&��に存
在する �������について考察を加える。

��



���� �点相関関数

ここでは、重力理論、つまり 
�
�������	! ���������
� ������の �点相関関数をもとめて
みる。�点相関関数の計算は次の段階に進むために非常に役に立つ。また、簡単のため相
関関数の 
��	!�1	���
 �	����などには気を使わないことにする。
主に問題となるのは、&���0�!!� �	��の取り扱いである ;�"<。&���0�!!� �	��の相関関数

は、今なお研究の対象となっている領域であるがここでは ;�/6 ��<に見られる手法を使っ
て、議論を進めていきたい。

準備

はじめに 	����
は
� 4 ����� C �% C �%- *���,

と書かれる。ここで �����は����の ���� �	��を表し、�%は &���0�!!� �	��、�%-は &	
 	��

'�
1���� �	��を表しているとする。�����は、����
 ��と �����
 =�
1 を使って

����� 4
�

�.

�
��2*)������ � =�

1
)�=�

1 � )=�
1�

)=�
1, *���,

となり、&���0�!!� �	��は

�% 4
�

�.

�
��2*)������ � =� )�=� � )=�� )=�,

C
�

�.

�
��2D�=� )=��

."� C
�	

�.

�
��2D�=� )=��."� � 3

�.

�
��2
�
��� *���,

で、D 4 �
�
�

! であった。いつものように ����
は �� 4 ��
�
*�� "5 ,と分けて書かれる。

上の表現を使って @I� *���,を少し書きなおしておく、

� 4 ���� C

�
��2

D�

�.
*�=� )=��


 �


� C �	=� )=��

�
 �


� ,��

�


" *���,

����は � 4 /のときの &��0�!!� 	����
を表している。

��
���� -����: ��������

この ������
では、�	����
 0����+ ����	��� @I� *"",の �点相関関数を考える。特に、最
も簡単な &	
 	��'�
1���� �	�� A が �であるようなものを考える。これにより、&' �	��

の相関関数については気を使う必要がない。具体的には次の 0����+ ����	��� /
*2
	 )2
,を
考える。

/
*2
	 )2
, 4 ��+�� �+��
	���,�"�
*�� *���,

ここで、�!��� ����
�を考えているために場の 	����
�には 2と )2が入る。ここからは
簡単のために明らかな場合には 	����
�は省略することにする。
���������
�を考えているので、������� ��	
��をして */	 /, �������を用意しておく必要

がある。そのときの ����	���を T/ と書くと

T/
 4
�

�
;"8
 � =1 C B
=" C "�
=� <;"8
 � )=1 C B
 )=� C "�
 )=� < �


	���,�"�
*�� *���,

��



となる。ここで、=� 4 ��
�
*=" � "=� ,を使っている。

これらの ����	���に対する �
����!!条件は

�

�
�8
�� C �

�
��
 �

�

�
B
*B
 C3, 4

�

�
*��",

である。また、'�H ���K�����
と ������� ���
 は

� 4 ��? C �

3
	 B � �3

�
*��/,

となる。

�:*�	 4,不変性

はじめに、一般の �����
� ��
����
の場合を復習しておく。)< �����を考慮せずに散乱
振幅を書いてみると次のようになる。

(

�
��2���*2�,

�
��2���*2�,

�
��2���*2�,

�
� � � � *���,

ここで、�は ������ �の *������	!な, 0����+ ����	���である。これらの ����	���を �N�

不変にするために複素平面上で積分している。
この振幅は �:*�	 4,という不変性により、発散してしまうことが知られている。した

がって、振幅を ��!!� �7
� にするためには �:*�	 4,の体積 A�%	��2
で割っておかなけれ
ばならない。ここでは振幅を次のように定義されたものと考える。

%	
 � �

A�%	��2

(

�
��2���*2�,

�
��2���*2�,

�
��2���*2�,

�
� � � � *���,

一方、、B、Dを �:*�	 4,変換を �	�	����1�するものとする。そのとき、����B��D
は �:*�	 4,の体積要素を表している。実は次のような関係があることが知られている。�

��2�

�
��2�

�
��2� 4

�
�%	��2


����B��D �*2� � 2�,*2� � 2�,*2� � 2�,�� *���,

�:*�	 4,不変性があるために振幅の式 @I� *���,において、2�、2�、2�の �変数について
の積分によって生じるのは、ある決まった値を持つ 2�、2�、2�での結果の重複である。上の
式をみると、2�、2�、2�の �変数についての積分から出てくる同じ結果の重複は、�:*�	 4,
の体積と W	����	
 *�*2� � 2�,*2� � 2�,*2� � 2�,��, の積で表されることがわかる。
これらのことより、振幅の �:*�	 4,不変性の効果を考慮するためには次の置き換えをし
て、2�、2�、2�について決まった値を入れてやればよいことがわかる。

�

A�%	��2


�
��2�

�
��2�

�
��2� �	 �*2� � 2�,*2� � 2�,*2� � 2�,�� *���,

�点相関関数

�点相関関数はだいたい

( T/�*2�, T/�*2�,/�*2�,/�*2�, ��
�
;��<;�&< T/� T/�/�/��

�� *���,

��



と表現される。ここで ;�&<は �以外の場の �	����をまとめているとする。この式では
2
についての積分

	
��2
 と �:*�	 4, �����の体積 A�%	��2
の *��,乗は省略されている。

また、*/	 /, �������を /�、/�に選んだが結果はこの選択で変わらない。
���	! 	����
 @I� *���,と �	����
 0����+ ����	��� @I� *���,の具体的な形から、実際に

議論に必要な項だけを取り出すと

( /�*2�,/�*2�,/�*2�,/�*2�, ��
�
;��<;��<;�5 <;�&�<>� *

��

��

�
	��,*
��


��

�,�"�
*�� ,���������

*���,

;�&�<は表記されている以外の必要な場の積分の�	����を表している。また、>�は *�����,

����� �	��や ������� ��	
��
�による効果を表しており次のような具体的な形をしている。

>� � �*2� � 2�,*2� � 2�,*2� � 2�,��
� ;"8� � =1 C B�=" C "��=� <;"8� � )=1 C B� )=" C "�� )=� <*2�	 )2�,

� ;"8� � =1 C B�=" C "��=� <;"8� � )=1 C B� )=� C "�� )=� <*2�	 )2�,

� ��+�	3�
� �+�	�3�
��+�	3�
� �+�	�3�

�
��2� *���,

ここで固定する変数として 2�、2�、2�を選んでいる。また
	
��2�も >�に含めておいた。以

後、@I� *���,を %	�
*8�	 � � � 	 8�,と記すことにする。

������ 
�	����� ��の分離

相関関数が ����
� ����!�
� ��にどのように依存するかを議論するための準備をしておき
たい。今の場合  �!	��
 Bと座標 �は B 4 �!

� �のように関係しているために厳密に議論
することは難しい。ここでは次のように考える。
����
� ����!�
� ��は  �!	��
 B*�,の期待値により �� 4 ��	"
 のように決定される。し

たがって、�	 �C < *< � 4, という �����のもとで ��は

�� �	 ��


�
��� *���,

のように �����する。このことを利用すると、%	�
*8�	 � � � 	 8�, @I� *���,において ����� �	
�C<をしたときの振る舞いにより、����
� ����!�
� ��についての依存性がわかる。@I� *���,
の中で �に依存する部分は �,"と �%の部分であるので、この �����により

%	�
*8�	 � � � 	 8�, �	 *
��


��

�,��,�


�
4�%	�
*8�	 � � � 	 8�, *��",

ここで #は ���! �����の @�!��数で ��
�� Gのとき

�

�.

�
��2
�
�� 4 # 4 �*�� G, *��/,

である。����
� ����!�
�に対する依存性という形で表現すると、%	�
*8�	 � � � 	 8�,は

�
� �


	
��

���
,��



�
4


� *���,

に依存しているということができる。ここで、
��


�� 4 B、� 4 3*B C !
� #,である。

��



&���0�!!� ����
��	! ���の �については �����しなかったことに注意するべきである。こ
の部分は ����
��	! �	��であり、� 4 /の場合と � �4 /の場合で ����
� ����!�
�が異なるよ
うなことない。このことからも &���0�!!� ����
��	! ���からの寄与は考えないのが自然で
ある。ちなみに、この項からの寄与を考えると �の �	�� �
����	!の範囲は �� ( � (�
であるので �を �����しても %	�
*8�	 � � � 	 8�,は �����せず、��に依存しないという結果に
なってしまう。

�の &�����積分

@I� *���,の �	�� �
����	!を実際に実行するのは、&���0�!!� ����
��	!などの存在のため
に非常に難しい。しかし、&���0�!!� 7�! *�, の /�� �を積分することで手掛かりをつか
むことができる。�は /�� � ��とそれ以外の� � ��に分離することができる。

� 4 �� C ��	
�
��2�� 4 / *���,

@I� *���,に対して、/�� �を分離すると

%	�
*8�	 � � � 	 8�, �
�
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のようになる。ただし、@I� *���,を考慮している。
ここで便宜上次の表現を導入しておく。
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そうして @I� *���,を書きなおすと
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�
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@I� *���,の ��積分は �
� �


"� 4 1という変数変換を使って実行することができる。� �

��
��� �

	,�

�
4
"��6�

� �


��

4 3

� �

�
�1 1�!	,�


�
4
����67 *���,

4 3��J*��, *���,

となる。ただし、ここでまた B 4
��


�� B
、� 4 3*B C !
� #,とした。

したがって、最終的に @I� *���,は次のようにまとめられる。
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全体にかかる3は無視した。
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展開係数

@I� *���,を使うと、理論の展開係数が @I� *��/,のようになるのを見ることができる。
はじめに、@I� *���,において � 4 ����
8とおくと

� 4 ���
�
��2

D�

�.
*=� )=��


	 �


��8
 C =� )=��

�
	 �


��8
, ��

�


"� *��",

となる。ここで � 4 �����と書くと、@I� *���,は
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と書かれる。以後、混乱がない限り、���を �と書くことにする。
このように �と ��は常に �

�

�
�


�

�

�
*���,

という組み合わせで出てくることがわかる。
また、� 4 3*B C !

� #,であったので、��
��が �つ増えるたびに �は �3�変化する。こ
れは、����
�の �����
�と ��	������
�に対応しているので展開係数 � は実際には
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となる。これは @I� *��/,と同じ式である。

積分公式

これから頻繁に利用する積分の公式を書き記しておく。;��<

H 4

�
��2�2������ 2��6

4 �*�� %

�
	 �� �

�
	
%C�

�
� �, *���,

�**	 )	 <, 4 .
J**,J*),J*<,

J**C ),J*)C <,J*<C *,
*���,

後で必要になるので H の極についてコメントしておく。Hの極は J*� � �
� ,、J*�� 6

� ,、
J*��6

� � �,の極から生じる。Hの表式から、それぞれの極は積分領域が

�2� �	 /	 �	�

となるようなところからの寄与に対応していることがわかる。例えば、2 	 /の積分領域
からの寄与を考えると Hは

H �
�
��2�2���

��



のような表式で支配され、結果出てくる極を作り出す%について解析的な表現は J*�� �
� ,

である。
上の事実を利用すると、全体で解析的な表現を持つと仮定された積分表式において、極

が生じる 2の積分領域近傍での振る舞いを調べることにより、積分した結果生じる極の構
造を見ることができる。具体的な例はあとで見られる。

�点相関関数の評価

�点相関関数 @I� *��/,を評価することを考える。
この式の前の係数は �が負でない整数になるとき発散する。しかし、この発散につい
ては良く理解されている。;�/< ���! �����の観点では、これは &���0�!!� � � � が有限
の範囲にないことを表していると解釈できる。また、� 4 /での 	�!��� �は ��!>にお
いておこる散乱過程としての ��	������での解釈を持っている。��!>といっているのは
&���0�!!� ����
��	!による散乱ではないという意味である。実際に後で見るように、このこ
とは &���0�!!� ����
��	!の複雑さを除く効果を持っている。今後、この無限大の定数因子
は書かないことにする。
ここでは、この � 4 /で ������の場合を実際に計算することにする。� 4 /は摂動の

!�	 �
� ���に相当しているために、&��においても意味を持った量であると考えられる。
また、� 4 /のときには @I� *��/,は
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と簡単になる。この式は � 4 /での &���0�!!� 	����
で評価されるので、普通の ������	!

����
�の方法によって評価することができる。また、� 4 /で ������であるということから

B 4
��


��

B
 4 �3 *���,

という関係があることがわかる。これは &���0�!!� ��
��の保存を表す式になってい
る。�や 5 には通常の��
��保存の式がある。

��

��

8
 4 / 	
��


��

�
 4 / *���,

@I� *���,を実際に評価してみる。I
 �I� � 8
 � 8� C �
�� � B
B�を使って
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�
*���,

ここで、2� 	 /、2� 	 �、2� 	�として、2� 4 2と書くと

%
	�

���*8�	 � � � 	 8�,
� *I� �I�,

�
�
��2�2��:��:� � ��� 2��:��:� *��",

� *I� �I�,
�J*� CI� �I�,J*� CI� �I�,J*�I� �I� �I� �I� � �,

J*� CI� �I� CI� �I�,J*�I� �I�,J*�I� �I�,
*��/,

��



@I� *��",、@I� *���,と @I� *���,を使うと、右辺は

*I� �I�,
�J*� CI� �I�,J*� CI� �I�,J*I� �I�,

J*��I� �I�,J*�I� �I�,J*�I� �I�,

4 �J*� CI� �I�,J*� CI� �I�,J*� CI� �I�,

J*�I� �I�,J*�I� �I�,J*�I� �I�,
*���,

と変形される。結局以下のような簡単な表現にまとまる。

%
	�

���*8�	 � � � 	 8�, �

�

������

J*8� � 8
 C ���
 � B�B
 C �,

J*B�B
 � 8� � 8
 � ���
,
*���,

���� #����� ����
� ������における �点相関関数

上のようにして求まった、
�
�������	! ���������
� ������の �点相関関数は ��!���	����

 �	!���により、&���!� ����
� ������の �点相関関数とみなすことができる。求められた
�点相関関数 @I� *���,について考察しておこう。
@I� *���,の極がどこにあるのか調べてみる。J関数の性質から、次の位置に �位の極が

あることがわかる。

8� � 8
 C �� � �
 � B� � B
 C � 4 � E  4 /	 �	 �	 � � � *���,

この極を 8� C 8� 	 8 	 8� C 8�という過程の中間状態によって作り出されると考えて
みる。その中間状態の運動量は 8 4 8� C 8� 4 �8� � 8�である。この運動量のときに相関
関数に極ができるということから、&���!� ����
� ������には �
����!! 	�� ������� +

として
+� 4 �8� 4 �*8� C 8�,

� 4 �8�� � 8�� � �8� � 8� *���,

が存在しているといえる。@I� *��",と @I� *���,より

8�� 4 �� ��� C B�*B� C3, *���,

8�� 4 �� ��� C B�*B� C3, *���,

8� � 8� 4 ��� � �� C B� � B� � ��  *���,

であるので、最終的な表式として

+� 4 � C *�� C ��,
� � *B� C B�,

� � *B� C B�,3 *���,

が得られる。
この ������� @I� *���,は Bが連続的であることから、連続的である。これを固定する
ような条件はこの場合見当たらない。このことは、
�
�����	! ���������
� ������の �点相
関関数の中間状態は単粒子に対応しているが、一方その  �	!である &��における �点相
関関数の中間状態は複雑な多粒子状態に対応しているためである。このように、�点相関
関数から粒子 �������を読み取ることはできないことがわかる。
次に、	�� �������は任意の負でない整数 に対して !�
�	�に依存しており、Bや �が

固定されれば、	��はどこまででも離散的に大きくなる。@I� *��/,という条件と@I� *���,

より、
�3 ( B� C B� ( / *��",

�"



という条件があることがわかる。両辺に !
� を加えて �乗することにより、

�3
�

�
( *B� C B�,

� C *B� C B�,3  / *�"/,

という条件がつく。この式と @I� *���,を比べると �������は下から ���
 されている
ことがわかる。特に+�は必ず /よりも大きく、理論に �	����
による不安定性は存在し
ていないことになる。

���� �点相関関数

上で述べたように、�点相関関数を調べても、&��においてどのような粒子 �������が
存在しているのかを知ることはできない。粒子 �������を調べるためには �点相関関数
を計算し、その極がどこに生じるか考える必要がある。
�点相関関数の計算は、�点相関関数の計算を応用することにより実行することができ

る。しかし、�点相関関数のときとは大きく異なる点がいくつか存在している。主な違い
は �つある。�つには、よく知られているように ����
� ������で �点相関関数を計算して
もそれは /である。大雑把に言うと、このことは @I� *���,をみてもわかるように A�%	��2


で割って有限な値を出すには積分が �つ必要であるが、�点相関関数では �つしかないた
めである。
次に、�点相関関数の場合には �を決めると保存則により自由に動くことのできる変数

がなくなってしまうことである。このために �������を計算するためには �を任意にした
まま議論する必要がある。
この ���������
では、以上の問題を考慮しながら �点相関関数の計算を、�点相関関数
の計算に沿って進めていく。

�点相関関数

�点相関関数 %	�
 は次のように表されるべきである。
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この式において �の /�� �積分は前と同じようにして実行することができ、次のように
なることがわかる。
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ここで、�点相関関数のときの類似として、次の変数が定義されている。

B 4 B� C B�	 � 4 3*B C
3

�
#, *�"�,

�/



以後、������ *# 4 �,の場合に集中する。また �点の場合と全く同様にして ����
� ����!�
�

�� は常に @I� *���,という組み合わせで出てくるので、簡単のために �� 4 �として議論
を進めることにする。こうすると �は  ���!� ��	!�
� !���をとったとき理論の展開係数 �

に対応している。@I� *�"�,より �点相関関数は ��の �� ��であるために @I� *���,より

�
� �


�
�
の �� ��である。この事実のために、計算の過程において �を省略することにする。

������ �����

はじめに述べたように �点相関関数の場合には �を任意のまま残しておく必要がある。し
たがって�を取り扱いやすい形に書き換えておくのが便利である。�は具体的には@I� *���,

にあるように次の形をしている。
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この式には �����
 =�や =�が存在しているので ����
�1�しておく。����
 �*2	 )2,を次
のように導入する。

=� )=� 4 �
' 	 =� )=� 4 ��
' *�"�,

�*2	 )2, ��*/	 /, � � !
 �2�� *�"�,

�����!�は議論に影響しないので、簡単のために無視する。このとき�は ���� ����
と同
じようにして扱うことができる。�は �を使って書くと次のようになる。
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しばしばこの式は次のように書かれる。

� 4 �
D�

�.

� �
��E �
���
'�
8 ���"� C

�
��J ��
���
'�
8 ���"�

�
*�"",

ここで、 4 �
!によって を導入している。

積分表式

�点相関関数を任意の �について求めるのは @I� *�"�,を見てもわかるように無理であ
る。ここでは �は整数だと仮定して計算する。そうして得られた式が �が一般の複素数で
あるように解析接続されていると考えることにする。
�点相関関数 @I� *�"�,は次のような �	����
����	!として表現される。
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この式で /にならない寄与を与える項は次のように書ける。
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つまり、�は偶数である必要がある。
ここで

	
��2�

	
��2�

	
��E�が @I� *���,により、A�%	��2
を生じると考えることにより、
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という表現を得る。このように ����
� ������の �点相関関数に意味のある値を与えること
ができた。
この式は次のようにまとめられる。
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この場合の保存則は次のようになる。

8� C 8� 4 /	 �� C �� 4 /	 B 4 B� C B� 4 ��3 *�/�,

2�、2�、E�の位置を 2� 	 /、2� 	 �、E� 	 �のように固定しよう。そうすると上の
式は
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となる。式からも明らかなように、この時点ではまだ �が偶数ということは仮定されている。
次に進む前に @I� *��",と @I� *�/�,から得られる関係について述べておく。@I� *�/�,

のはじめの �つの式から 8� 4 �8�、�� 4 ���が得られるが、@I� *��",にこれを代入する
ことで B
に関して B� 4 B�が成り立つことがわかる。したがって、B�と B�はともに �の
関数として

B� 4 B� 4
�

�
*��3, *�/�,

と表される。このために �を任意のまま残して計算する必要があったのである。

積分表式の評価


�
�������	! ���������
� ������の �点相関関数は &���!� ����
� ������で解釈すると �A�

���!!の'���
関数に相当している。したがって、&���!� ����
� ������の �
����!! �������

は求めた �点相関関数の �位の極を作り出す運動量によって決定される。
実際に @I� *�/�,を計算して極がどこに生じるのか考えたいが、この積分を実行するこ

とは難しい。今、知りたいのは極がどこに生じるのかということであるので、@I� *�/�,の
完全な表現を知る必要はない。ここでは、@I� *���,の下でなされた議論を応用することに
より、極の位置を知ることを考える。
@I� *�/�,を実行する際に極が生じるのは �つ以上の変数が同じ位置にくるような領域で

積分をするときである。そこで、/ にいくつかの変数が近づくことにより生じる極につい
て考える。そうすることで一般性は失われない。E; のうち :個、J; のうち! 個が /に近
づくと考える。次のような変数変換をする。

E� 4 K	 E� 4 K6�	 � � � 	 E% 4 K6%	

J� 4 K6%��	 J� 4 K6%��	 � � � 	 J 4 K6%� *�/�,

そうして、K	 /という積分領域での振る舞いをみる。@I� *�/�,を @I� *�/�,に代入して
K	 /において重要になる項を取り出すと

%	�
*8�	 8�,

�
�
��K

%�
;��

�K���	,��*�

�
;��

�K���	,��*�

�

�
;9<
%

�K��
�

�
;9<


�K��
%�

;��

�
<��

�K�������

�
�
��K �K���*%	,��*�
�	,��*�
,�	%�
��%���%�� *�/�,

とまとめられる。このときにどのような極が生じるかということは @I� *���,の下で議論
された。その結果を用いると上のような状況で %	�
に生じる構造は

%	�
*8�	 8�, � J
�
�C;:*B�C ��,C!*B�� ��,<C �

�
*:�!,�� :C!

�
� �:!�

�
*�/",

である。この時点で �は一般の複素数だと考えることができる。* @I� *�/�,参照 ,

�点相関関数の極は次の位置に生じることがわかる。

� C ;:*B� C ��, C!*B� � ��,< C
�

�
*:�!,� � :C!

�
� �:!� 4 �� *��/,

ここで�は負でない整数。つまり、� 4 /	 �	 �	 � � �。

��



������ ����� ������の���� ���
��	�

上に得られた結果に対して、*: 4 �	 ! 4 /,、*: 4 /	 ! 4 �,というもっとも単純な �

位の極に対応する&��の �������を考える。これ以外の極は多重極に対応しているなど、
より ��
��!	�な振る舞いをして非物理的であると考えられる。さらに考察する �つの極は
�� ! ��という自明な変数の変換に対応しているので *: 4 /	 ! 4 �,の場合だけに集中し
て、�� � /と考えれば十分である。このとき @I� *��/,は

*B� � ��, 4 � 	  4 �	 �	 � � � *���,

のように簡単になる。これより、@I� *��",を使うと、&��における	�� ������� +�

を導くことができる。はじめに Bを消去することを考える。

+� 4 �8�� 4 �� C ��� � B�*B� C3,

4 �� C ��� � *�� �  


,*�� �  


C3, *���,

��については @I� *��/,のように '�H ���K�����
により条件がついている。したがって -

を正の奇数 *- 4 �	 �	 �	 � � �,と考えて
� 4

-

3
*���,

とおくと、@I� *���,は

+� 4 �� C -�

3�
� *�� �  


,*�� �  


C3,

4 - � � C3�* � �,*
�

3�
- �  , - 4 �	 �	 � � � 	  4 �	 �	 � � � *���,

と書きなおされる。
�点相関関数における結論とは違って、ここで �������が離散的なことは考えている

�������が単粒子状態に対応していることを意味している。
 4 �、- 4 �とすればわかるように、	��!��� ��	��が存在していることは興味深い。こ

のことは �����������と組み合わさって対称性の存在を示唆しているように思える。ま
た、この �������は無限に多くの	���0� ��	��を持っているなど、����
� ������に特徴
的な性質を持っていることもわかる。

�:*�,��*�, 
���� �����を使った結果との比較

�4� &���0�!!� ������と �:*�,��*�, ����� � �!は  �	!であることが知られている。
'�0��
らはこの  �	!���を使って、�:*�,��*�, ����� � �!で �点相関関数を計算し、&��
に存在する	�� �������を決定している。;��<この ������
で求めた結果は、'�0��
ら
が求めた結果をほとんど再生している。ここでの結果が �:*�,��*�, ����� � �!での結果
と一致したということは ����� � �!と �4� &���0�!!� ������の  �	!���の証拠の �つとな
り得る。
�:*�,��*�, ����� � �!に比べて、ここで紹介された方法が優れていると思われる点と

しては ��!���	����  �	!���によって直接に ������	
�のような物理的な系とつながってい
るということがあげられる。それぞれの �	�	����は������	
� �	�>����
 の �	�	����

��



と直接に対応している。そのため、実際に問題を物理的な系に当てはめるときに直観的な
描像が得やすい。また、展開係数 � の �� ��が明らかになっているということも重要であ
る。そのため、どの �� ��で議論がしているのかが非常に明確になっている。

今後の課題

今後の課題もまた残されている。'�0��
らの結果をほとんど再生したと述べたのは �
��

�	�� ���
 についての議論が不充分であるためである。'�0��
らは �:*�,��*�, �����

� �!の �
��	���� ���
 から 	�� �������が �	����
��になる領域を取り除いている。
しかし、�4� &���0�!!�理論において対応する条件は見つけられない。具体的には &���0�!!�

��
�� Bに対して

B (
�

3
� 3

�
*���,

という条件が必要であるように思える。この条件が一般的に成り立つものなのか、今の系
に特有なのかということは非常に興味深い。また、������	
�の系に対して何を意味して
いるのかを考察する必要もある。そのためにやや大雑把であった議論をもっと厳密にして
いくことが必要であろう。
次にあげられるのは、摂動の展開係数 �についての �� ��をあげることである。ここで

得られた結果は �の !�	 �
� ���を取り出しただけである。�� ��をあげることで、もっ
と特異な現象が見られるのは理論の非局所性から明らかである。これは、����
� !���計算
をすることが必要で困難であると考えられる。
またここでは、�	����
 0����+ ����	���でさらに &' �	��が �であるような ����	���

@I� *���,の相関関数だけを求めた。これをもっといろいろな ����	���に拡張することを
考えるのは自然で、それほど困難とは思われない。このようにして、&��についてもっと
多角的な情報を得る必要がある。
最後に、ここでは �点相関関数と �点相関関数だけを考えたが、�点相関関数について

も同様の議論ができる。�点相関関数についても '�0��
らによって計算されている ;��<。
そこでの結果とここに紹介された方法での結果がどのように対応しているか考察すること
は非自明な  �	!���の ����>であるとともに、&��の相互作用を考える上でも興味深い。

�� おわりに

この論文では������	
�上に現われる理論として、&���!� ����
� ������を定義して、そ
の ��!���	����  ���������
を用いて &��を解析する方法までを紹介してきた。その過程で
は、��!���	����  �	!���や重なった������	
�に対して  ���!� ��	!�
� !���などが提案さ
れた。
��!���	����  ���������
は ��
��!	� -.のように活発な分野との関わりをもち、その解

析の手段を提供する。
また  ���!� ��	!�
� !���は ������	
�に対して非摂動的な新しい見方を提案するもの

で、従来では理解できないことを説明することに成功している。例えば、������	
�を含ん
だ ��	
� ��
7���	���
を考えたとき、������	
�上の 7�! ��
��
�などが  ���!� ��	!�
�

!���を使ってうまく説明された。;��<

��



������	
�や非局所理論としての &���!� ����
� ������に対する理解を深めていくこと
は ����
� ������や場の理論双方にとって重要な意味をもち、その手段を与える ��!���	����

 ���������
や  ���!� ��	!�
� !���が今後ますます重要になっていくと思われる。
本文に紹介された相関関数に関する今後の課題については ������
 �� の最後で述べた通

りである。ここでは、そのほかの応用について考えたい。

� ��
��!	� -.  ����	���


本文において考察された変形の他にどのような変形があるか、探すのは興味深い。
新しい変形は新しい理論に対応するように思える。特に ��
��!	����の ����!	��には
�!�� ��と  ����	���
の �種類ある。それぞれに対応するものは何かという考察は
意味があるように思える。

� 違った ������	
� ��
7���	���
への応用
重なった ������	
�以外のいろいろな状況に  ���!� ��	!�
� !���を応用してみて、
出てきた結果を解析してみるのは面白い。

� 様々な次元へ
ここでは具体的な考察は �次元に絞られていたが、様々な次元でやってみるのは面白
い。�次元非局所的場の理論などは何か応用を持っていることが考えられる。また、
対応する ��
7���	���
、 ����	���
は何か？

� &���0�!!� ����
��	! ���について
何故、どのように、&���0�!!� ����
��	! ���が作り出されるのかはあまり明らかでは
ない。この点を明らかにするのは最も重要な課題であるように思える。

これらの研究を通して、������! ���
�近傍での &���!� ����
� ������のような特異な理論
の振る舞いなどを明らかにしていきたい。
他の部分でうまくいっていることを������	
�に応用してみても、必ずうまくいかない。

これは ������	
�が非摂動的な効果を考慮して記述するべきものであるためであるように
思える。うまくいかない �つの現象は  ���!� ��	!�
� !���によって解決される。これが
 ���!� ��	!�
� !���の研究が重要と思われる理由の �つである。
最後に、������	
�の研究をきっかけにして、弦理論の非摂動的側面の理解が飛躍的に

深まることを期待する。

*
'��+����������

この論文を精読してくださった二宮正夫先生、国友浩先生に感謝します。また、国友浩先
生にはテーマの提供をはじめ、不明な点を何度も教えていただきました。最後に、細道和
夫さんはじめ基礎物理学研究所の方々にはこの論文を書く上で大変お世話になりました。
本当にありがとうございました。

* +��������� �����
��

���! �����上の座標の取り方と、�����について記しておく。;��< 初めに、���! �����
上では @��!� �����をとる。���! �����上の座標を J�、J�とすると、����� ���は

��� 4 ����J
��J� 4 �J��J� C �J��J� *���,

��



���!�+座標 2、)2を次のように導入する。

2 4 J� C "J� 	 )2 4 J� � "J� *���,

2を !�����0�
� �	��、)2を �������0�
� �	��と呼ぶ。さらに、微分を

�

�2
� �

�
*
�

�J�
� "

�

�J�
, *���,

�

�)2
� �

�
*
�

�J�
C "

�

�J�
, *��",

と定義する。次のような省略記号はいたるところで使われる。

�

�2
4 �3 4 � *��/,

�

�)2
4 ��3 4 )� *���,

�

�J�
4 �� ��7�<� *���,

���!�+座標における�����は

�3�3 4 ��33 4
�

�
	 �33 4 ��3�3 4 / *���,

�3�3 4 ��33 4 � 	 �33 4 ��3�3 4 / *���,

最後に、積分の�	����を次のように定義する。

��J 4 �J��J� 4
�

�
��2 4

�

�
�2�)2 *���,

つまり、いつも ��J
�
�は座標変換の不変量であるようにする。ただし、� 4 ���7;���<� 。こ

れに伴い �関数は �
��2�*2	 )2, 4

�
��J�*J�,�*J�, 4 � *���,

のように定義される。

, 	��-���
��

ここでは、使われている ��	
�などに関係した ��
0�
���
をまとめておく。;��<

はじめに、����
� ����!�
� �� と ����
� ��	!� -� を導入する。
����
� ������ や # ������に登場する全ての量はこれら �つの変数であらわされる。
��
 	�
�	! ����
� の ��
���
は

/$� 4
�

�.-��
*���,

5����	
� の ��
���
は

/�� 4
�

*�.,�-���� ��
*���,

��



������	
� の ��
���
は

/�� 4
�

*�.,�-���
�
�

*��",

5����	
� 上の .# 理論を考えたときの ����!�
�は

���� 4 ���� 4
�

*�.-��,
�/��

4 *�.,���-���� �� *��/,

�/次元 �����
 ��
��	
� � *�/次元 �������	0���の 	����
を書くと �
�=�

	
����� C � � �

となる。,は

�� 4
�

�
*�.,�-���

�
� *���,

��	0��	���
	! !�
��� *�/次元 �!	
�> !�
���,は

-� 4 *�.,�������� 4 *�.,���-��
���
� *���,

次に#理論との関係を考える。
���� $$% 理論は # 理論を半径 ��� 4 ��-� でコンパクト化した理論であって、#����	
�

��
���
 は

/�� 4 /�� 4
�

�.�-����
*���,

#����	
� ��
���
 は

/�� 4 /�� 4
�

*�.,�-���
�
�

*���,

��次元 ��	0��	���
	! ����!�
� *��次元 �������	0���の 	����
を書くと �
�=�

	
�����C � � �

となる。,は

���� 4 �.����
� 4

�

�
*�.,�-���

�
� *���,

��次元 �!	
�> !�
��� は
-� 4 -��

���
� *���,

��次元 �!	
�> 	�� は
+�� 4 -��� ������ *���,

また、次の関係が成り立つ。

*+�����,
��� 4 �� *���,

+��
�� �

��
�� 4 -�� *��",

) �������� ��� "������� ����
	

������	
�と 5����	
�の �������	0���解を ����
� �����でまとめて書いておく。はじ
めに �枚の重なった ������	
� �����は

��� 4 �����
���� C '�*�


,�
���

��� *��/,

���	����
 4 '���*�

, *���,

�
�	 4 *��,
�	 4
�

�
�
�	���'�*�


, *���,

'�*�

, 4 � C

!-��
*�
,�

*���,

��



ここで、������	
�は �方向に広がっており、"方向には直交している。*�	 � 4 /	 � � � 	 � 6
"	 L 4 �	 � � � 	 ", また、*�
,� 4 *��,� C � � �C *��,� であり、�は �階の反対称 ��
���。*��

� 7�! ,

つぎに �枚の重なった 5����	
� �����は

��� 4 '����� *�
,�����
���� C '���� *�
,�
���


��� *���,

���	����
 4 '
���
�

� *�
, *���,

%����� 4 ��
�
*'��� *�
,� �, *���,

'�*�

, 4 � C!

����.
���
� J*���

� ,-���
� ��

*�
,���
*���,

ここで、5����	
�は �方向に広がっており、"方向には直交している。*�	 � 4 /	 � � � 	 � 6

"	 L 4 �C �	 � � � 	 ", また、*�
,� 4 *����,� C � � �C *��,� であり、%は �階の反対称 ��
���。
*NN 7�! ,

" �次元 �������������

ここでは、��個の �������	���を持った � 次元の理論における、�����	!����	とその
	��!��� �!���!��を書きとめておく。;��<

その前にまず、�次元の ���
��について述べておく必要がある。�次元&���
1群 �H*�6�,

の ���
��表現は ���� ���	!である。よって ���
��の ����	!���は ��	��� ��
K��	��では変
わらない。また、独立な ��	!成分は �個である。
一般に �次元 *�	 �, ����������� *3
�E" 4 �	 � � � 	 � 6 3��EL 4 �	 � � � 	 �,を持った、

�����	!����	は

"3
� 	 3
#
��# 4 0�J��

�4P�

�

"3
� 	 3
#
��# 4 0�4?
� *���,

"3
� 	 3#
��# 4 0�J��

�4P�
�

ここでJ�、0�、?
�、��、4はそれぞれJ行列、����	!����への射影演算子、��
��	! ��	���、
運動量 0�����、��	��� ��
K��	���
 ����	���である。���
��には ���� ���	!であることに
より

3
� 4 P�

�4

)3#
�� 	 3
� 4 P�
�4 )3#

�� *��",

という条件 *��� ��#	K��	
	条件, を課している。 )3は 3の 5��	� ��
K��	�� *今の場合
)3 4 3�J�,。
この代数@I� *���,はまた、	���������群として知られる群のもとで不変である。そ
の群は添え字 "、Lを群の �
 �+とみなすような群である。今の場合には ���*�,����*�,

となっている。

2�� �次元 '�3-) �����������

このとき独立な成分としてあるのは3��、3��の �つである。それぞれが ��	!成分 �個を
持っているので、合計で �������	���が ��個あることになる。	��!��� �!���!��は通常の

�"



ように@I� *���,において ��
��	! ��	���を /とおき、!���� ��
� �	���を考えて:��> ��	��

を作ることで決定することができる。このとき ����
�� !���!� �����は �&*�,����*�,に
なる。	��!���で ���
が �より大きい場を含まない�!���!��だけを書いておくと、

����
 E ��!�� �	! ����� � *�� 4 ��, C ��	!	� ���
�����
 E ������0� ����	!��� �����
��

2�� �次元 '�� �) �����������

このときの ����
�� !���!� �����は �&*�, � ���*�, � ���*�,である。同様にして、
	��!���で ���
が �より大きい場を含まない�!���!��だけを書いておくと、

����
 E 0����� C ��	!	���
�����
 E ������0� 	
 
��	��0� ����	!��� �����


本文中には出てこないが、*�	 �, �����������のときにはさらにもう �組存在する。

����
 E 0����� C ��	!	��*�C�,
�����
 E �����0� ����	!��� �����
�� C 
��	��0� ����	!��� �����
�*�C�,

である。*�C�,や *�C�,のように書いているのは !���!� �����に対する表現が異なるもの
を区別するためである。

. )����
�/�� ���
!���

-	!	���.	� 	
���! の詳しい取り扱いについては文献を参照する必要がある。ここで
は、本文中で利用する事実を、ごく簡単に概観しておくにとどまる。;��<

-	!	���.	� 
���! は ���!�+ >X*�!�� 	
���! で次の条件のうちいずれかをみたす多様
体である。

� ��* , ��!�
��を持つ。

� N�����8	� ����� をとれる。

� 7��� -���
 �!	��が /である。

これらの �つの条件は >X*�!�� 	
���! に適用されるとき全て等価であるため、どれかひ
とつの条件を満たせば �つ全て満たしていることになる。
簡単に使われている用語を説明しておく。

�� ���!�+ 	
���! 

��	! 	
���! *座標 ��	 ��	 � � � 	 ���,に次のように複素座標

2� 4 �� C "����	 � � � 	 2� 4 �� C "��� *��/,

�/



とその複素共役 *)2でしるす,を導入すると、多様体上の�	��� �� *座標2,と �� *座標
�, の間の遷移関数が ��!�������になるものをいう。*例E 2
 4 '*��	 )�	, 4 '*��,,

つまりひとつの �	���で ��!�������な関数はどの �	���でも ��!�������な関数
となっていて、��!����������の �!��	!な定義が可能である。

�� >X*�!�� 	
���! 

���!�+ 	
���! でその �����が ������つまり � 4 �
���2

�)2

�� C <�<� と書けると
きに

> 4
"

�
�
���2


 � �)2�� *���,

のように定義された *�	 �,���� > （>X*�!�� ���と呼ばれる）が �!��� であると
き、その	
���! は >X*�!�� 	
���! と呼ばれる。>X*�!�� ���が �!��� である結果、
	
���! の�����は !��	!な関数 9*16)2, *>X*�!�� ����
��	!,を使って

�
�� 4
��I*2	 )2,

�2
�)2��
*���,

と書ける。関数Iは各 �	���上で定義されているが、�����自体は �!��	!に定義さ
れている。

�� -. ��
 ����


ここでは ���!�+ >X*�!�� 	
���! が -	!	���.	� 	
���! になるための条件を -.

��
 ����
と呼ぶ。-. ��
 ����
はさまざまな結果をもたらすが、ここでは後に必
要なことを述べるだけにする。特に ��* , ��!�
��を持つという事実を使うと、
-	!	���.	� 
���! には ��0	��	
�!� ��
��	
� ��!������� 
���� Pが存在している
ことを示すことができる。Pは下に説明される定義式 � *2, 4 /を使うと

P 4
�2� � � � � � �2�
����2���

*���,

のように書かれる。逆にこのような ��
��	
� ��!������� 
����が存在している
���!�+ >X*�!�� 	
���! は -	!	���.	� 	
���! だということができる。

次に、具体的に複素次元 
の-	!	���.	� 	
���! *以後45 � と略す,はどのように実現
されるか紹介したい。ここでは特に、
次元 ���!�+ ���K����0� �!	
� *40�と略す, もし
くは 
次元������� ���K����0� �!	
� *940�と略す,の中の代数方程式 � *2, 4 /によっ
て表される多様体が -.になるために定義式�が満たすべき条件を与えることにする。-=
や2-=自体が >X*�!�� 	
���! である結果、その中に実現される	
���! はまた >X*�!��

	
���! である。
はじめに、複素  次元 2-=� は通常940�*8�	 � � � 	 8���,と表記され、空間 4���に
おいて

*2�	 2�	 � � � 	 2���, � *6	�2�	 6
	�2�	 � � � 	 6	���2���, *���,

という同一視をすることで定義された空間である。ここで 8
は正の整数で、それぞれ 2
の
������と呼ばれる。2-=において全ての 8
を等しくおいたものは -=になるのでここで
は2-=についてのみ考察すれば十分である。@I� *���,の同一視をするさいに原点は除か
れている、つまり2-=に原点は含まれないことに注意しておくべきである。

��



定義式 � *2,として選ばれる関数は @I� *���,のもとで変化しないものでなければならな
い。したがって、� *2,は @I� *���,のもとで

� *2, �	 6�� *2, *���,

のように変換するべきである。このとき �のことを � *2,の ������と呼ぶ。本文中での記
号と比べやすいように新しい変数 �
を次のように導入しておく。

� *2, �	 6� *2,	 �
 �� 2
 �	 6��2
 *���,

このとき �、8
、�
の間の関係は ��
 4 8
である。 や 8
は整数であったが、�
は一般に
整数ではない。
上のような2-=�の中での定義式の具体的な例として

� *2, 4
����

��

2��
 *���,

を考えてみる。このとき @I� *���,のもとでの性質より、� 4 8
-
、-
 4 ���
という関係
が成り立つ。ここでは � *2,として、このような 2のべき乗の単純な和だけを考えること
にする。2-=� の中の定義式 � *2, 4 / であらわされる多様体が -.であるためには 7���

����
 �!	��が消えることが必要である。このための条件は

����

��

�

-

4

����

��

8

�
4 � *���,

となることが知られている。
次に、与えられた -.に少し考察を加えてみたい。多様体が -.であるための条件を満

たしながら、多様体をどのように変形 * ����	���
,していくことができるかを考えると
自然と -. � �!�空間の考えが出てくる。この  ����	���
の中でも興味があるのは単な
る ��!�������な座標変換によって実現されないものである。
-.の����� *� 4 �
���2


�)2
�� C <�<�,が次のような変換を受けることを考えよう。

� �	 � C ��
��2

�2� C ��
���2


�)2
�� C <�<� *��",

このような  ����	���
が -. ��
 ����
を破らないことを要請すると、 ����	���
は次
のように *5�!��	�!�, �����!���と対応していることがわかる。

� ��
���2

 � �)2��が �	��
��、つまり����

�>
*�,と �対 �に対応している。

��
��は >X*�!�� ���を変えるため >X*�!�� �!	��の  ����	���
と呼ばれる。

� ��
� は ������
�>

*�,と �対 �に対応している。
��
�で変形した後、�����は ������ではなくなるので-. ��
 ����
を満たしつづけ
るためには 
�
���!�������な座標変換をする必要がある。これは ���!�+ ���������

の  ����	���
を意味している。

>X*�!��  ����	���
や ���!�+  ����	���
は �����の場合に当てはめると、�����の大き
さ（体積）と形の変形にそれぞれ対応している。
まとめると、45 �の� �!�は *!��	!には,

��



*>X*�!��  ����	���
の張る空間, � *���!�+  ����	���
の張る空間,

と表現することができる。別の言い方をすると、����
�>
*�, �������

�>
*�,となる。さらに、

実は >X*�!�� 	
���! の場合には >X*�!��  ����	���
や ���!�+  ����	���
それ自身の
作る� �!�空間もまた >X*�!�� 	
���! であることが知られている。
最後に 45 �の例をいくつかあげる。はじめに 
�
����	��な場合からあげていく。

�� 4� �!	
�

この空間は ���!�+ >X*�!��であることはすぐにわかるが、N�����8	�であるので -.

であることも明らかである。

�� � *2�	 � � � 	 2���, 4 / �
 4���

上の例により4�空間は -.であるのでその中に代数方程式でもって表される多様体
はまた -.である。ただしこのとき ��
��!	�になりうる。その具体例は本文中に現
われている。

次に ���	��な場合を紹介する。

�� �����

良く知られているように �����は 4�平面における平行四辺形の対辺を同一視するこ
とにより得られる。
�
����	��な例を参照すると �����は -.だと言える。実は
�����は複素 �次元のただひとつの *�����で ���	��な,-.である。

��
����


�� 2
���

 4 / �
 40�

これは上に書いた -.条件を -
 4  C �、� 4  C �、8
 4 �として満たす例である。
この -.の複素次元は  � �である。特に 
4�のとき9�と呼ばれる。9�は複素次
元 �のただひとつの *�����で ���	���な,-.である。

次に2-=の中に実現される-.の例についても紹介しておきたい。しかし、実は@I� *���,

を見るとわかるように、8
が全て互いに素でなければ2-=は同一視 @I� *���,のもとで
の固定点を持っている。すなわち、��
��!	�である。8
が全て互いに素であれば代数方程
式によって表される多様体は �����となる。

�� 2�� C 2�� C 2�� C 2�� C 2�� 4 / �
 940 �*�	 �	 �	 �	 �,

この式も 8	�������
 4 �	 8� 4 �、-	�������
 4 �	 -� 4 �、� 4 �とした -. �� ����
を満
たしている。

最後に ��
��!	����について用語の説明程度に議論したい。定義式 � *2, 4 /は � *2, 4 /

と ����2
 4 /を満たす点が原点のみであるとき ��	
�0����と呼ばれる。今、� *2, 4 /が
4�のような空間の中の式であり、かつ � *2,が ��	
�0����であるとする。� *2, 4 /で表さ
れた多様体は原点以外では �����である。しかし、原点で ��!������� 
���� @I� *���,

は ��!!� �7
� でないことからもわかるように、原点に ��
��!	� ���
�が存在している。対
して、� *2, 4 /が �����な2-=の中に定義されているなら、2-=の定義において原
点は除かれているために ��
��!	� ���
�は存在しないことがわかる。

��



0 �1� 2 �1� ��������	� !�����
 �

本文では ���! �����上に �4� �����������を持った理論が考察される。ここでは、
その取り扱いや ��
0�
���
をまとめておく。
�次元 �4� ������は �������	���の ��	!成分が �個なので、�次元 �4� ������を  ��

�
���
	! �� �����
した理論であると考えるとわかりやすい。
しかしここでは、�次元との関係を考えながらも、 4�、�4� ������ ;��<を �4�に拡
張することを考える。
 4�、�4� �������	�� ���	!�1

座標 *2	 )2,と、その ������	��
�� *C	 )C,を導入すると、�������	���*3	 )3,は

3 4
�

�C
� C

�

�2
*��/,

)3 4
�

�)C
� )C

�

�)2
*���,

これらは
"3	3# 4 ���3	 " )3	 )3# 4 ����3 *���,

を満たす。�������	���が �������	��の変数で表現できたので ��0	��	
�  ���0	��0�は

$ 4
�

�C
C C

�

�2
*���,

)$ 4
�

�)C
C )C

�

�)2
*���,

 4�、�4� ���	!�1
�4�代数は �4�代数が独立に �つ存在しているとみなすことができる。そこで �4�のと
きと同じように座標 *2	 )2,と、その ������	��
�� *C�	 C�	 )C�	 )C�,を導入する。今度は ������

�	��
��は �倍ある。�������	���は �4�の場合を参照して

3� 4
�

�C�
� C�

�

�2
*���,

)3� 4
�

� )C�
� )C�

�

�)2
*���,

3� 4
�

�C�
� C�

�

�2
*���,

)3� 4
�

�)C�
� )C�

�

�)2
*���,

��0	��	
�  ���0���0�も同様にして

$� 4
�

�C�
C C�

�

�2
*��",

)$� 4
�

� )C�
C )C�

�

�)2
*��/,

*���,

$�についても同様。次の変数変換をしておくと便利である。

C� 4
��
�
*C� C "C�, 	

�

�C�
4

��
�
*
�

�C�
� "

�

�C�
, *���,

��



C� 4
��
�
*C� � "C�, 	

�

�C�
4

��
�
*
�

�C�
C "

�

�C�
, *���,

)C� 4
��
�
*)C� C ")C�, 	

�

�)C�
4

��
�
*
�

�)C�
� "

�

�)C�
, *���,

)C� 4
��
�
*)C� � ")C�, 	

�

�)C�
4

��
�
*
�

�)C�
C "

�

�)C�
, *���,

すると、����� ���0	��0�は

$� 4
��
�
*$� � "$�, 4

�

�C�
C C�

�

�2
*���,

$� 4
��
�
*$� C "$�, 4

�

�C�
C C�

�

�2
*���,

)$についても同様の式がある。
�������	��を議論する枠組みは定義されたので �����7�! を考える。����	! �����7�! B

は次のように定義される。
$�B 4 )$�B 4 / *���,

（これは �次元での )$B 4 / に対応している。）

$�C� 4 / 	 $�*2 C C�C�, 4 /

)$�
)C� 4 / 	 )$�*)2 C )C�)C�, 4 /

という関係から �4� ����	! �����7�! は具体的に

B 4 �*1	 )1, C
�
�C�=*1	 )1, C

�
�)C� )=*1	 )1, C C�)C�� *1	 )1, *��",

と書かれる。ここで 1 4 2CC�C�、)1 4 )2C)C�)C�を使った。�は複素 ��	!	�で、=、)=はそれ
ぞれ ����	!���が !���と �����の ���!�+ 2��! �����
。�����
の ����	!���は !�����0�
�、
�������0�
�にそれぞれ対応している。� は補助場である。�����
の項の前につけた係
数は便利のために付けたがいつでも �����
を再規格化することで変えることができる。
以後補助場 :は省略する。後の参照のために ����	! �����7�! を展開しておくと

B 4 �*2	 )2, C C�C���C )C�)C� )��C C�C�)C�)C�� )��

C
�
�C�=*2	 )2, C

�
�C�)C�)C� )�=*2	 )2,

C
�
�)C� )=*2	 )2, C

�
�)C�C�C�� )=*2	 )2, *��/,

次に関数空間での ���!�+ ��
K��	�� を定義する。この変換は !�����0�
�と ������

�0�
�を変えるものではないことに注意しなければならない。�������	��の座標につい
ては

2	 4 2 	 C	� 4 C�

)2	 4 )2 )C	� 4 )C�

Cの積については
*C�C�,	 4 C	�C

	
� 4 C�C� *���,

��



と定義する。これより 1	 4 2C C�C�。���!�+ 7�! �*2	 )2,が ��	! 7�! ��*2	 )2,、�
*2	 )2,
を使って �*2	 )2, 4 ��*2	 )2, C "�
*2	 )2,と書かれるときには

�	*2	 )2, 4 ��*2	 )2,� "�
*2	 )2, *���,

と考える。すると、	
�������	! �����7�! B	は

B	 4 �	*1		 )1	, C
�
�=	*1		 )1	, C

�
� )=	*1		 )1	, *���,

B	 4 �	*2	 )2, C C�C���	 C )C�)C� )��	 C C�C�)C�)C�� )��	

C
�
�C�=	*2	 )2, C

�
�C�)C�)C� )�=	*2	 )2,

C
�
�)C� )=	*2	 )2, C

�
�)C�C�C�� )=	*2	 )2, *���,

（B	は �次元の場合には、通常の ���!�+ ��
K��	��に相当している。）
��������� �
	��に関する積分を次のように定義しておく�

�C� C� 4 � *���,�
�C� C� 4 / *���,�

��C� C�)C� 4

�
�C��)C� C�)C� 4 �� *���,�

��C C�C�)C�)C� 4

�
�C��)C��C��)C� C�C�)C�)C�

4

�
�C��)C��C��)C� )C�C�)C�C� 4 �� *���,

以上より、�4� �����������で不変な 	����
を書くことができる。例として、����
>�
���� ���は

�	
� 4
�

�.

�
��CB	B 4

�

�.
*)��	��� =	 )�= � )=	� )=, *��",

���������
��	!は

��?� 4

�
��C�9 *B, 4

�
�C��)C�9 *B, �8���8��� *�"/,

���������
��	!の ���!�+ ��
K��	��は

�	�?� 4
�
��C�9

	*B	, *�"�,

となる。これらの式が�4� �����������で不変であることは、�次元の�4� �������	��

���	!�1から明らかである。

� �1� �����	��!����� *������について

�4� ����������� 	!����	に ��
���	!不変性が加わると、�4� �������
���	! 	!�

����	となる。この代数は非常に多くの内容を持っている。ここでは �4� �������
���	!

	!����	についてまとめておく。ここで、主な ��
0�
���
は ;��<に従った。さらに ;�"6 ��<

なども参照した。

��



ここでは特にことわらなければ、��!������� �	��について述べているものとする。!����
����� �������な場合を考えているので、	
�����!������� �	��も全く同じ結果となる。
�4� �������
���	! 	!����	 *�-%,には �
���� ��
�� ��
��� *@# ��
���, / *2,

に加えて、����������
�が �つ /�$ *2,、さらに ��*�, �����
� >*2,がある。それらは次の
H=@に従う。

/ *2, � / *�, � <

�*2 � �,�
C

�

*2 � �,�
/ *�, C

�

2 � �
�/ *�, C � � � *�"�,

/ *2, � /�$ *�, �
�
�/

�
$ *�,

*2 � �,�
C
�/�$ *�,
2 � �

C � � � *�"�,

/ *2, � >*�, � >*�,

*2 � �,�
C

�>*�,

*2 � �,
C � � � *�"�,

>*2, � >*�, �
�
�<

*2 � �,�
C � � � *�"�,

>*2, � /�$ *�, � �/
�
$ *�,

2 � �
C � � � *�"�,

/�$ *2, � /�$ *�, �
�
��<

*2 � �,�
C

�
�>*�,

*2 � �,�
C

�
�/ *�, C

�
��>*�,

2 � �
C � � � *�"�,

/�$ *2, � /�$ *�, � 7
��� *�"�,

となる。ここで <は ��
��	! ��	���である。各 ����	���の� �についての交換関係は

;:� 	 :�< 4 * ��,:��� C
<

��
 * � � �,���� *�"",

;:� 	 ;
�
���< 4 *

 

�
� *� � *,,;�

����� *�//,

;:� 	 >�< 4 ��>��� *�/�,

;>� 	 >�< 4
<

�
 ���� *�/�,

;>� 	 ;
�
���< 4 �;�

����� *�/�,

";�
��� ;�

���# 4 :��� C
�

�
* ��C �*,>��� C

<

�
;* C *,� � �

�
<���� *�/�,

ただしここで � �は次のように定義している。

:� 4
� �3

��
2
���/ *2,、>� 4

� �3
��
2

�>*2,

特に ;�
��� 4 �

�
�3
��
2

	���
� �
�/�$ *2,

 や�は整数を表している。*は �	�	����で /  * ( �の範囲にある。この �	�	����

は ;�が一般に整数� �でなくてもよいことを示している。というのも /�$ は

/�$ *2, 4
�
�(

2�	���
� �
�
�

�
;�

��� *�/�,

であるので、2 	 ���
2としたときの周期性は

/�$ *���
2, 4 �����
�/�$ *2, *�/�,

となる。これにより *が半整数のとき /�$ は ���������に、*が整数のとき /�$ は N�������

にあることがわかる。

��



以後*は半整数として、���������のみを考える。����������
�の� �としては � 4  C*

として ;は半整数 �の� �で展開されると考える。
@I� *�/�,において、 4 ��、� 4 ��、* 4 ��

� とすると

";�
� �
�

	 ;�
� �
�

# 4 :� � �

�
>� *�/�,

*;�
� �
�

,� 4 ;�
� �
�

に注意すると、上の式の左辺は ������0� ����	���である。そこで :�固有

値 � と >�固有値 I の間には

G � ���
�

*�/�,

が成立することがわかる。
ここで、この代数の部分代数について少し述べておく。��
��	��� ;�

����、:��、>�がこ
れだけで閉じていることは実際に交換関係を書くことでわかる。

";�
���� ;�

����# 4 �:�� 	 ;>� ;�
����< 4 �;�

����
;:�� >�< 4 / 	 ;:�� ;�

����< 4 / *�/",

この代数は �4�の �����������代数である。�������	��においてこの代数を実現する
には

;�
���� 4

�

�C�
C C�

�

�2
4 $� *��/,

:�� 4
�

�2
*���,

>� 4 C�
�

�C�
� C�

�

�C�
*���,

と表現すればよい。

$�� ���	�� 4���

�4/ -:�においてよく知られているように、�4� �-:�においても ���	�� 7�! を
定義する。���	�� 7�! �は @# ��
���との H=@が

/ *2, � �*�, � G"
*2 � �,�

C
��*�,

2 � �
C � � � *���,

となるものである。このとき�は������ G"を持つという。���	�� 7�! �と��*�, �����
�

との H=@は

>*2, � �*�, � 3"

2 � �
�*�, C � � � *���,

で、3"は Wの ��	���と呼ばれる。�������	���との H=@が興味深い。

/�$ *2, � �*�, 4
T��*�,
2 � �

C � � � *���,

ここで T�*�,は �*�,の ������	��
��とみなすべきものである。

��



それぞれの H=@を (�!����空間に作用する� � ����	���の言葉で表現すると

:���$ 4 /  � / 	 :���$ 4 G"��$ *���,

>���$ 4 /  � / 	 >���$ 4 3"��$ *���,

;�
� ��$ 4 /  � / 	 ;�

������$ � �T�$ *���,

ここで、��$や �T�$は �や T�に対応している(�!����空間上の状態を表すとする。
�4� �-:�の ��
��	! ��	���と ���	�� 7�! の間の関係について、後に出てくるので

結果だけを少し述べておきたい。�4� �-%の ��
��	! ��	���が < ( �の場合には <は連続
的な値をとることはできずに、離散的な値

< 4
��

�C �
	 �E ������0� �
����� *��",

をとるときにだけ理論は �
��	��になる。このときには ���	�� 7�! は有限個しか存在し
ない。この� �!は F�
�	! � �!Gと呼ばれる。対して、< � �のときには <の連続的
な値に �
��	��な理論が対応している。

$�� ����	� 4���

次に �4� �-:�に特有な ����	! 7�! を定義する。�と ����������
� /�
$ とのH=@をが

��
��!	����を出さないとき、つまり

/�
$ *2, � �*�, 4 7
��� *��/,

であるとき、�は ����	! 7�! であるといわれる。����	! 7�! は ����������
� /�
$ による

������	��
��を持っていないと言ってもよい。
これは (�!����空間の言葉で言うと、

;�
������$ 4 / *���,

となる。
代わりに、/�$ との H=@をとって ��
��!	����を出さないとき、�は 	
�������	! 7�! と

呼ばれる。
ここで �4� �������	�� ���	!�1との関係についてコメントしておく。今考えている

�4� �-:�は �次元の�4�の場の理論であることから、当然 ����	! 7�! も �次元�4�理
論のなかに存在している。どう表現されているかを考えるには @I� *��/,にある関係を使
う。����	! 7�! は;�

����を作用させると消えてしまう7�! であった。このことと@I� *��/,

を考え合わせると、@I� *���,にあらわれる状態 ��$を �4� �����7�! Bに含まれる 7�! 

だとして、@I� *���,は
$�B 4 / *���,

を意味する。つまり ����	! 7�! は ����	! �����7�! と対応している。

�"



$�� ����	� ���	�� 4���

�が ����	!かつ、���	��であるとき�は ����	! ���	�� 7�! と呼ばれる。����	! ���	��

7�! はいくつかの重要な性質を持っている。下の性質は交換関係や������に関する議論か
ら導くことができる。

� G" 4
!�

� *G" 4 �!�

� ,

������は ��*�, ��	���から決定される。*括弧の中は 	
�������	! 7�! について,

� G"  �
�

������には上限がある。このため ����	! ���	�� 7�! の数は有限である。（正確には
ここで考えているような �-:�では有限であるというべきである。）

� もし #	= � ����	! ���	�� 7�! であれば

�つの場のH=@ # � = は ����	! ���	�� 7�! で展開される。

	
�������	! 7�! についても同様のことが言える。����	!と 	
�������	! 7�! のH=@に
��
��!	����はない。

とくに最後の性質から *	
���,����	! ���	�� 7�! は ��
� ���������を持つといわれる。!����
�0�
� �	��、�������0�
� �	��を考えると次の �つの ��
� ���������がある。

*<	 <, **	 <, *<	 *, **	 *, *���,

これらはそれぞれ ����	! ��
�と呼ばれる。ここで *!��� �	��6����� �	��,であり、<、*は
����	!、	
�������	! ���	�� 7�! を表している。**	 *,、*<	 *,はそれぞれ *<	 <,、**	 <,の
���!�+ ��
K��	�� として得られるため、新しい情報を持たない。このため以後は主に
*<	 <,、**	 <, ��
�について考察することにする。

$�� ������	� 5��

�4� �-% @I� *�"",�@I� *�/�,には *という �	�	����があり、/�$ の周期性を表して
いた。しかし、これまでは * 4 ���だけを議論してきた。その理由はしたに説明するよう
な同型関係があるためである。
異なる*に対する代数の間には同型関係がある事が知られている。交換関係@I� *�"",�@I� *�/�,

をみたす ��
��	���を :
	�

� のように書くことにすると

:	��8

� 4 :	�


� C C>� C
<

�
C��� *���,

> 	��8

� 4 > 	�
� C

<

�
C�� *���,

;
�	��8

����8 4 ;

�	�

��� *���,

;
� 	��8

����8 4 ;

� 	�

��� *���,

が成立する。:	��8

� などは *	 *C Cとおいた交換関係 @I� *�"", � @I� *�/�,を満たす。

これを見ると、異なる *の値を持つ代数同士は線形変換でつながっていることがわかる。

�/



そこで * 	 * C Cを引き起こすような 	�を %8 と書く。*という値の代数に対する
(�!����空間を&�、その(�!����空間に作用する ����	���を��と書くと次の関係がある。

&��8 4 %8&� *���,

���8 4 %8��%��8 *��",

今の場合に当てはめると

:	��8

� 4 %8:	�


� %��8 *��/,

> 	��8

� 4 %8> 	�
� %��8 *���,

;
�	��8

����8 4 %8;�	�


��� %��8 *���,

;
� 	��8

����8 4 %8;� 	�


��� %��8 *���,

が成立する。
(�!����空間 &�と&��8の違いは /�$ に関する部分だけであることに注意すると、:

	�

�

や >
	�

� を (�!����空間 &��8に作用させることはまだ意味を持っている。今、状態 �G�	 ��$

を&�に含まれる状態で :
	�

� 、>

	�

� の固有値 G�、��を持つ状態であるとしよう。	�され

た状態 %8�G�	 ��$に対する :
	�

� 、>

	�

� の固有値 G��8、���8は G�、��を使ってどう表され

るかは @I� *���,� @I� *���,を使うと簡単に次のようになることがわかる。

G��8 4 G� � C�� C
<

�
C� *���,

���8 4 �� � <

�
C *���,

これを ������	! 8��と呼ぶ。
������	! 8��は異なる (�!����空間の状態間の	�であり、その 	�を共通の :の代

数 *M��	���� 	!����	,や > の代数 *L*�,�����
� 	!����	,の ����	���の固有値間の	�と
して表現したものであるということができる。
注意１

������	! 8��の 	� %���は N�������!��������� という	�なので ��	������では ���

�����	���に対応している。このことから一般に ��	������ �������	���を次のようにし
て書くことができる。�4� �-%の ��*�, ��	���を ����
�1�して

>*2, 4 "

�
<

�
��*2, *���,

��	��� I を持つ 0����+ ����	��� B*は

B* 4 �

�

�
�
*" � � *���,

と書くことができる。ここで �は ��*�,に関して 
����	!な ����	���である。	� %8は
� 8

�<だけ ��	���を変化させるので

%8 4 ��
8
�

�
�
" *���,

と書ける。C 4 ���のときが ��	������ �����������にあたっている。@I� *���,に作
用してみると

%8 � B* � �

2
�
�

B*� �
�

*��",

��



��	������ �����������として持つべき性質は ���! �����上に ��	
�� ���を作ること
である。*言いかえると ��������� ! N�������の変換をすること, これは �が整数でかつ、
奇数であることを要求する。これは '�H ���K�����
に他ならない。
注意２

���������にある ����	! ��
�が ������	! 8��によりどのように写るかを考えたい。本題に
いく前に N�����
 ��	��について述べておく。;�

� は交換関係

";�
� ;�

� # 4 :� � <

��
*��/,

を持っている。したがって N�������の ������ � に関しては

G � <

��
*���,

が成立する。ただし *;�
� ,

� 4 ;�
� を使った。G 4

�
�� となる �P$があればそれは ���	��か

つ;�
� �P$ 4 /である。この状態を N�����
 ��	��と呼ぶ。

次に�������
 ��	��について述べる。これはほとんど明らかに �
�� ����	��� �である。
*G 4 � 4 /,

本題に入って、����	! ���	�� 7�! を考えよう。����	! ���	�� 7�! は G 4 ���であっ
たことを思い出すと、������	! 8�� *C 4 ���,により

G	 G� �

�
� C

<

��
4

<

��
*���,

つまり、����	! ���	�� 7�! は、Gがどんな値であっても ������	! 8��により N�����
 

��	��にいく。この逆も正しい。�������
 ��	��は同じ 8��で *G 4 �
��、� 4 � �

�,にいく。
	
�������	! ���	�� 7�! についても全く同様に ������	! 8�� *C 4 ����,で N�����
 

��	��にいく。

� !��� ������

�4� �-:�の中で最も基本的で、簡単なのが ���� ������である。この理論の 	����
は
����	! �����7�! Bを用いて

� 4
�

�.

�
��2��CB	B *���,

4
�

�.

�
��2*)������ � =� )�=� � )=�� )=�, *���,

となる。ここで �4� ����	! �����7�! B は

B 4 ��*1	 )1, C
�
�C�=�*1	 )1, C

�
�)C� )=�*1	 )1, *���,

のように考えた。�4�の ������!���!��の ����
�
�で �4� �����7�! の各 ����
�
�

を表すと、

�� 4
��
�
*�� C "��, 	 �� 4 �	� 4

��
�
*�� � "��,

=� 4
��
�
*=� C "=�, 	 =� 4 =	� 4

��
�
*=� � "=�,

)=� 4
��
�
* )=� C " )=�, 	 )=� 4 )=	� 4

��
�
* )=� � " )=�,

��



このように �つの�4� ������!���!�� *�
	 =
	 )=
, " 4 �	 �が必要になる。�の符号に注意
するべきである。	����
を �4�の成分で書きなおすと、

� 4
�

�.

�
��2*)������ C )������ � =� )�=� � =� )�=� � )=�� )=� � )=�� )=�, *���,

この理論の / *2,、/�$ *2,、>*2,は次のように書かれる。

/ *2, 4 ������� C
�

�
*=� � �=� � �=� � =�, *���,

/�$ *2, 4 ��
�
=���� *���,

>*2, 4 =�=� *��",

これらが、前の �4� �-%を満たすことはそれぞれの H=@が

=�*2, � =�*/, � =�*2, � =�*/, � ��

2
��*2, � ��*/, � ��*2, � ��*/, � � !
 2 *��/,

であることを使うと示すことができる。また、��
��	! ��	��� <は < 4 �になる。�������0�
�
�	��についても同様に考えることができる。
7�! の ������、��*�, ��	���を G、�と表し、�������0�
� �	��については )Gのように

表すとする。それぞれの 7�! に対して *G	 �E )G	 )�,を書くと、

=� E *�� 	 �E /	 /, =� E *�� 	��E /	 /,
)=� E */	 /E �� 	 �,

)=� E */	 /E �� 	��,
となり、*	
���,����	! ���	�� 7�! に対して G  <�� 4 ���であることに注意すると、����	!
��
�は次のようになる。

*<	 <,4" � 	 =� 	 )=� 	 =� )=� #
**	 <,4" � 	 =� 	 )=� 	 =� )=� #

�が出てこないのは �は ���	�� 7�! ではないことによる。
上の =と ��*�, ��	���の関係を見ると、=�の符号は ��*�, ��	��� の符号であったこ

とがわかる。@I� *���,と ��	!	� ��は ��*�, ��	���を持っていないことから、'�	��	

�	�	���� C�は ��*�, ��	��� ��を持っていることがわかる。

� �����
���� �
���������

�4� �-:�の �つ目の例として ��
�!�
�	� ���	�� �!を紹介する。;��6 �"< ここで
も、本文中に出てくる概念の説明程度にとどまる。
前の ������
で考察された ���� 7�! ������は *��	!, ����
を �	���� ��	��における座標

とみなしたとき、�	��� ��	��が 8	�な場合の *
�
�,!�
�	� ���	 � �!であるということ
ができる。��
��	! �	�>����
 に対しては

� 4

�
��2

�

�
;��*�,��� )��� *���,

��



のように �	���� ��	�� ����� ;��が入ってくる。この式は �4� �����7�! を使って

� 4

�
��2��CI*� 
	�	��, *���,

とすることにより、�4� ������������な形に一般化することができる。ただし、�
は
����	! �����7�! であり、�	���� ��	��の複素座標を ����
�� ����
�
�として持っている。
また複素座標�
と実座標�� の関係は @I� *��/,のようにとる。
@I� *���,は展開して '�	��	
変数を積分することにより !�	 �
� ���で

� 4

�
��2

��I*�	�	,
�� 
��	�� �� 
 )��	�� C � � � *���,

つまり、�	���� ��	��は >X*�!�� �����を持っている。これは �4� �����������を持つ
ような 
�
�!�
�	� ���	�� �!の �	���� ��	��は >X*�!�� 	
���! であることを意味する。
�	���� ��	��が >X*�!�� 	
���! であるとき ���	�� �!は �4� ������������にな

るが、さらに �����	!不変性を持つときにつく条件は、�	���� ��	��の ����� *;
��,が
N�����8	�になるということである。つまり、-. �	���� ��	��上の ���	�� �!は �4�

�-:�であるということができる。また -.上の ���	�� �!の ��
��	! ��	��� < は -.


���! のときには < 4 � と計算されている。
最後に、�4� �-:�の ����	! ��
�についてごく簡単に結果を述べておく。����	! ��
�

と -.の �	��
�� ���の間には関係があるという事実は特に重要である。その説明は以
下のように要約できる。N	�
 ����
 ��	��は �����
 /�� �で構成されるが、その
�����
 /�� �には

"=

� =

�
�# 4 "=	�
� =	

��
� # 4 / 	 "=


� =
	��# 4 �


�� *���,

という交換関係が成立していた。この関係から、=
、=	��を昇降演算子とみなすことによって、

N	�
 ����
 ��	�� *����,� �$, �	  �A���
��	! ��� *',

の対応関係が得られる。さらに ����������� ��
��	��� ;�
� 、;

�
� は

;�
� �	 � 6 ;�

� �	 ��

のように ��!������� �+������  ��0	��0�とその 	 K��
�に対応付けられるという事実を使
うと、

;�
� ����,� �$ 4 /�	 �' 4 )�' 4 / *���,

の対応が得られる。これは次の対応を意味する。

N	�
 ����
 ��	�� �	 �	��
�� ���

����	! ��
�は N	�
 ����
 ��	��から ������	! 8��により得られるので最終的には

����	! ��
� �	 �	��
�� ��� *�����!���,

という �対 �対応が得られる。具体的には次の対応関係があることが知られている。

*<	 <, �" � �	 * � �	 �, ��� *���,

**	 <, �" � �	 *�	 �, ��� *���,

��



3 ��������
� ���� �����

�A����0� &	��	
��	
を使って、様々な状況に現われる臨界現象を記述しようとするのが
&	
 	��'�
1���� � �! *以下 &'と略す,である。&'は様々な局面に登場するが、ここ
では必要なことだけをまとめておこう。;�"<

�4� �������	��の言葉で書くことにする。����	! �����7�! B
、" 4 �	 � � � 	  を導入する。

$�B

 4 / 	 )$�B


 4 / *���,

	����
は �種類の項、>�
���� ��� *5����,と ���������
��	! *:����,から構成される。
それぞれをI*B
	B
	,、9 *B,と書くと、	����
は具体的には次のようになる。

� 4

�
��2��CI*B
	B
	, C

�
��2��C�9 *B
, C

�
��2��C�9

	*B
	, *��",

���������
��	! 9 の項を詳しく書くと�
��2�C��)C�9 *B
, *��/,

&	��	
��	
は全体として��*�, ��	���が /であって、C�、)C�はそれぞれ !���、�������0�
�

�	��の ��*�, ��	��� が ��であったので、���������
��	! 2 は ��*�, ��	��� *�6�, を持
つ。B
の ��*�, ��	���を �
とすると、このことは

9 *6��B
, 4 69 *B
,	 6 � 4 *���,

とならなければならないことを意味する。
いままで述べた理論は �4� ������������な理論である。ここで繰り込み群の考えを
使って、�
��	で理論は 7+� ���
�に到達すると前提する。繰り込み群の 7+� ���
�で理
論は ��
���	!不変となる。つまり、上の 	����
の繰り込み群の �
��	 7+� ���
�が �4�

�-:�となると考える。
特に、�次元 �4� ������������な理論には、
�
���
��	!�1	���
 ������があり、

これが非摂動的にも成り立つと考えると ���������
��	! 2 は繰り込みを受けない。した
がって、��
���	!不変な理論は ���������
��	!によって特徴付けされる。一方、5����
は繰り込みの影響を受けて複雑に変化するが、�
��	では 7+� ���
�が実現されるような
形に落ち着くと考える。
&'の ����	! ��
�は次のようになることが知られている。*<	 <, ��
�は

4;B�	 � � � 	B�<

���9 *B,
*���,

ここで、4;B�	 � � � 	B�<は B�	 � � � 	B�で作られるすべての多項式を表す。例を �つ示すとわ
かりやすい。

9 4 B� *Bの -乗, であるとき、"�	B	B�	 � � � 	B���#

&'の **	 <, ��
�は常に ���0�	!である。つまり、�だけである。
ただし、&'が離散群で割られた *������! 化された,ときには、状況は変わって *<	 <,、

**	 <,ともに 
�
����0�	!になる。

��



次に &'の ��
��	! ��	���について述べる。9 *B, 4 B@��のときの &'の �
��	 7+� 

���
�で表される �-:�の ��
��	! ��	��� <@ は

<@ 4
�0

0 C �
*���,

であることが知られている。<@ ( �よりこれは�
�	! � �!と考えることができる。正
確には %�� �!	� �
0	��	
�を持った =��� �
�	! � �!である。

4 ��!�����
�� �! �1� �����	��!����� ������

��
���	! ������ *G	 )G,を持った ����	���を &	��	
��	
に加え変形することを考える。
;��< このとき GC )Gと �の大小関係により、結果は大きく異なる。

� GC )G � �のとき
この ����	���は ����!	0	
�と呼ばれる。この ����	���を &	��	
��	
に加えるときの
係数は繰り込み群により �
��	にいくと小さくなり、結果としてこの項は理論には影
響しなくなる。

� GC )G ( �のとき
この ����	���は ��!�0	
�と呼ばれる。この ����	���の係数は �
��	で大きくなり、理
論を支配する。このために �
��	での理論は加えた ����	���で決まってしまう。

最も興味あるのは GC )G 4 �のときである。このとき ����	���は 	���
	!と呼ばれる。
この ����	���による ��
���	! ������の  ����	���
について考えたい。全体を通して、
主に !��������� �������な場合を考えているので G 4 )G 4 �の場合に集中しよう。
古典論において *�	 �,の������を持った	���
	! ����	���であっても、量子論において

は摂動の効果を受けてそうでなくなることがある。そのような ����	���は ��
���	! ������

の変形には不向き、つまり理論を ��
���	!不変に保たない。そこで摂動の効果をいれて
も	���
	! ����	���のままであるような ����	���を、特に ����!� 	���
	! ����	���と呼
んで、����!� 	���
	! ����	���による ��
���	! ������の  ����	���
を考える。����!�
	���
	! ����	���は ����	! ��
� *<	 <,、**	 <,から、次の	�を使って作ることができる
ことが知られている。

� � � *<	 <, 6 G 4 )G 4 �
� 6 3 4 )3 4 �

まず、
Y�*�	 )�, �

�
�2 /�$ *2, � �*�	 )�, *���,

により Y�を定義する。Y�は *G 4 �	 )G 4 �
� 	 3 4 /	 )3 4 �,である。

さらに、
B	���
*�	 )�, �

�
�)2 )/�$ *)2, � Y�*�	 )�, *���,

このとき、B	���
*�	 )�,は *G 4 )G 4 �	 3 4 )3 4 /,であり、����!� 	���
	! ����	���

である。

��



� � � **	 <, 6 G 4 )G 4 �
� 6 3 4 ��	 )3 4 �

まず、
Y�*�	 )�, �

�
�)2 )/�$ *)2, � �*�	 )�, *���,

により Y�を定義する。Y�は *G 4 �
� 	
)G 4 �	 3 4 ��	 )3 4 /,である。

さらに、
B	����
*�	 )�, �

�
�2 /�

$ *2, � Y�*�	 )�, *���,

このとき、B	����
*�	 )�,は *G 4 )G 4 �	 3 4 )3 4 /,であり、����!� 	���
	! ����	���

である。

6��  ����� ��	��� �� �7� �*8�

�4� �-:�の ����!� 	���
	! ����	���による  ����	���
は理論の � �!�空間を作
る。特に !��	!には � �!�空間は

B	���
  ����	���
 ' B	����
  ����	���


となる。
さて、�4� �-:�が -. �	���� ��	��をもつ 
�
�!�
�	� ���	�� �!として実現されて
いるとき、これらの  ����	���
は何に対応しているかは興味深い。それを知るために、
���	�� �!では *<	 <,、**	 <,は �	��
�� ��� に対応していたことを思い出すと、図 �

のようにまとめることができる。

� )/ �
��������� ��� ��������
� ���� �����

-. ���	�� �!と &'*の �
��	 7+� ���
�,はともに、�4� �-:�として表現されるの
であった。この �つの � �!の間の関係をこの ������
では考えたい。;�/< 特に、本文中
に出てくる具体的な例に沿ってこの関係をまとめておく。
-. �	���� ��	��上の ���	�� �!は ��
��	! ���	�� < 4 � * E���!�+  ��
���
,

であった。一方、���������
��	! B@��を持った &'の �
��	�7+� ���
�は =��� �
�	!

� �! *##@ ,と呼ばれるもので、��
��	! ��	���は < ( �であり、-. ���	�� �!とは
直接関係しないように思える。
�つの理論の対応は �
�	! � �!の ��
��� ��� ��� ������を作ることにより得られ

る。つまり、�個の�
�	! � �! *++@�	++@� 	 � � � 	++@,を用意して ��
��� ��� ���

������を作る。その理論の @# ��
���は

/ 4
��


��

�' � � � ' �' /
 ' � � � ' � *���,

である。ここで、/
は �番目の�
�	! � �!の @# ��
���を表している。この ��
���理
論の ��
��	! ��	���は

< 4
��


��

<
 4
��


��

�0


0
 C �
*��",

��



N=2 SCFT

CY manifold

 (1,1) form
harmonic

harmonic
 (n-1,1) form

(c,c) field

(a,c) fieldΦ(-1,1) deformation

Φ(1.1) deformation

CY kahler 
 deformation

CY complex
 deformation

CY non-linear 
   sigma model

図 �Q それぞれの理論での ����	���間の対応。

である。この ��
��	! ��	���が � に等しいときには -. ���	�� �!と ��
���理論の間
には何らかの関係を期待することができる。
実際に、�つの理論の間の対応を見る前にもう�つだけ述べておく必要がある。-. ���	�

� �!ははじめから ��	������ �����������を持っているが、++@ の ��
���理論が
��	������ �����������を持つためには、さらに'�H ���K�����
をする必要があった。
したがって、正確には

-. ���	�� �! �	 ;++@� ' � � � '++@ <�&	�
��?������
という対応関係を期待するべきである。ここで、L*�, ���K��� *有限離散群によって ������! 

化,されても ��
��	! ��	���など !��	!な性質には影響が無いことに注意するべきである。
#�
�	! � �!の ��
��� ��� ���は &' � �!として表すことができる。ここでは ���

�������
��	!を 9 と書いて議論するが、実際には具体的な形

9 *B�	 � � � 	B�, 4
��


��

B@���

 *��/,

を前提していることを忘れてはいけない。

� 4

�
��2��I*B	B	, C

�
��2��C�9 *B, C <�<� *���,

&'のところでも述べたように 5����は理論が �������
���	!になるように調節される
ものなので、ここでは小さいと考えて第 �近似で無視する。そうすると理論の分配関数 U

��



は
? 4

�
$B�$B� � � �$B� �+�;"*

�
��2��C�9 *B, C <�<�,< *���,

となる。&'の ���������
��	!には

9 *6��B
, 4 69 *B
, *���,

が要求されていた。B� �4 /であるような �	���を持ってきて

M��� 4 B� 	 M
��

 4

B��



B��
�

*" �4 �, *���,

のように変数変換すると、

? 4

�
;�M�< � � � ;�M�< > �


	
��3��8 A�B �	��A������A
��C�C *���,

となる。ここで @I� *���,より

9 *B�	 � � � 	B�, 49 *M��� 	 � � � 	 M
M��� 	 � � �, 4 M�9
�*�	 M�	 � � � 	 M�, *���,

である。>は変数変換の W	����	
を表しており、具体的には

> � M

�

���
����

� *���,

である。ここで、もし
��


�� �
� � 4 /であれば W	����	
 >は ��
��	
�になり、M� 積分を
実行すると次の  �!�	関数が現われる。

�*9 �*�	 � � � 	 M�,, 4 / *���,

����	! �����7�! の ����
�� ����
�
�を �	���� ��	��の座標とみなすと、この @I� *���,

は ���! �����から �	���� ��	��への 	�が9 � 4 /の 	
���! 上に制限されることを意
味している。
9 � 4 /という	
���! を B座標であらわすと、単純に9 4 /という	
���! である

ように思える。しかし座標変換 @I� *���,は �対 �の座標変換ではなかったことを考慮し
なければならない。例えば M
 	 ���
M
という Mを変えない変換に対して B座標は

*B�	 � � � 	B�, �	 *���
��B�	 � � � 	 ���
��B
	 � � �, *��",

のように一般に 
�
����0�	!な変換となる。これは9 � 4 /という M座標で表される	
���! 

は、B座標では @I� *��",のような � �
��7�	���
を必要としていることを意味する。
以上は B� �4 /という �	���での話であったが、すべてのBが /になる点以外では上の議

論を適用して同じ結論を得ることができる。�	���をつなぎ合わせることで結局���! �����

から �	���� ��	��への	�は

9 *B
, 4 / �
 2-=��� *8�	 8�	 � � � 	 8�,
に制限される。ここで 8
は正の整数で共通の整数 �を使って、8
 4 �
�と書ける。さらに、
条件

��

��

�
 � � 4 / *��/,

�"



が満足されている。この条件は �	���� ��	��が -.���であることと同じである。
注意１

@I� *��",の操作は L*�, ���K�����
に対応する操作である。したがって前に述べた -.

���	�� �!と �*�, ���K���� ��
���理論の対応がここに現われている。
注意２

���������
��	!が @I� *��/,のようであると仮定されれば ��
��	! ��	���が等しいことと、
条件

��

�� �
 � � 4 /から

� 4
��


��

�0


0
 C �
	

��

��

�

0
 C �
4 � *���,

となる。また、-.の次元を比較することにより  4 � � �でなければいけない。

5 �
��-
��� ������

はじめに ����
�� ����
�について考え ;��6 �"<、それを �����化することを考える。特
に �4�の ������������な理論には非繰り込み定理が仮定されるので古典的な ����
��

����
�に対して考察された結果の �����化を考えればよいことがわかる。
また、この論文で &���0�!!� ������というときは	����に ����!�した ��	0���を考えた

ときの &��0�!!� � �というより、下のようにして ���	�� �!を構成して現われた理論
を指すことにする。&���0�!!� ������の ��
��	! ��	���は全体の ��
��	! ��	���を /にする
ために利用されている。

 �� '��	����	�) ����
�� #���.���� ������

はじめに 
�
����0�	!な ��	������ ����� ;��、 �!	��
 Bの �	�>����
 上での ���	�

� �!を書くと、

� 4
�

�.-��

�
��J

�
��� ;���;��*�,���

����
� C ��B*�,< *���,

��� E ���! ����� �����、N E ���! ����� ��	!	� ���0	����、
� E ���の  �����
	
�、*	 ) E ���! ����� �
 ����、�	 � E ��	������ �
 ����

 �!	��
 Bが &�
�	�  �!	��
 �	�>����
 *B*�, 4 �!
� �, であるとする。 ここで、�は

��	������ 座標の �つであり、�" 4 �となる。;�" 4 /、*� �4 �,であるとき、	����
の
� �	��は分離できて

�" 4
�

�.-��

�
��J

�
��� ;����������3��< *���,

この 	����
に、次の ����
��	! ���を加えて得られる 	����
は &���0�!!� 	����
と呼ば
れる。

��?� 4
�

�.-��
�

�
��J

�
����." *���,

�/



&���0�!� 	����
全体を *���!�+, �!	
�座標 *2,で書いておく。

�% 4 �" C ��?� 4
�

�.-��

�
��2

�
��� ;����������3��C ��."< *���,

2の関数 Nを使って、次の2��!変換を定義しよう。

��� 	 ������ 	 D�	 D�� �N *���,

この変換のもとで ��?� *@I� *���,,は不変である。ところが �" *@I� *���,,は

�

D
C3 4 / *���,

のときのみ不変となる。（実際には不変というより、�の運動方程式に影響するような変化
はないというべき。）
	����
が @I� *���,のようであることがわかったので、運動方程式や @# ��
���がわか

る。ここからは簡単のために最終的な結果は ��
���	! �	��� *��� 4 ���,を使って書き、
-�� 4 �とおいてしまう。はじめに運動方程式は

���
�� 4

�

�
�D�." *���,

@# ��
���は / �� 4 ���
)

D
D)��

�%で決定される。実際に @I� *���,を使って計算すると次のよ
うになる。

/�� 4
�

�
�������

��� �

�
������� 3

�
*������ ������

��, C
�

�
����

." *��",

運動方程式を使って、@# ��
���を書き直すと、

/33 4 ��
�
����� 3

�
��� 	 )/ �33 4 ��

�
)��)��� 3

�
)� )�� 	 /3�3 4 / *�"/,

となる。
��
��	! ��	���や H=@について述べておく。��
���	! �	���では @I� *���,は次のよ
うに簡単な形になる。

�% 4
�

�.

�
��2 ;��)��C

�

�
�."< *�"�,

さらに、もし ���� *� 4 /,であれば、この 	����
は ����な ����
�� ����
�の ���	�� �!

と全く同じである。したがってH=@は ����な場合と同じになる。得られたH=@を使って
@# ��
���同士のH=@をとることによって ��
��	! ��	���は

< 4 � C �3� *�"�,

であることがわかる。
� �4 /のときには &���0�!!� ����
��	! ���は ������ ���	
��で 
�
����0�	!な寄与をもっ

ており、H=@などは ����の場合とは異なっている。ここでは、� �4 /の場合にも ��
��	!

��	���は @I� *�"�,のままであり、����	��� ��"の ������は ��
�*C3,のように ����の

ときと同じであるということだけ注意しておく。直観的には、�	�近傍を見るだけなら
ほとんど ����
��	! ���は /であり、� 4 /のときの結果を使うことができる。そのため、

��



��
��	! ��	���や ������のように !��	!な性質のみで決定される量は ����のときと同じだ
と思うことができるといえるかもしれない。
以上議論してきたことはすべて古典的な議論であった。興味ある �4� ������������

な場合には非繰り込み定理により &���0�!!� ����
��	!は守られるので、上の古典的議論を
参考にして �����化していくことを考える。その前に、&���0�!!� ������における ����	���

について考察しておく。

������ ��	��

&���0�!!� ����
��	!を持った理論が、����な理論と異なる重要な点は -:�にみられる
��	�������	��� 	���
�を考えることで明らかになる。
簡単に言うと、&���0�!!� ������では ����	��� �*"� に対応する ��	�� Bは
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と書かれる。��は �の平均場。*�� 4
�
��

	 ��
� �J�*J,、�
��������	�� 	����+�	���
を

使っている。, @I� *�"�,を見ると、��;�< ( �!
� のとき �� 	 � *���� �����
,において

��	�� B は /になることがわかる。しかし、そのような ��	��に対応する �������は ����

������には存在していない。つまり、����	��� �*"� 自身が存在していないことになる。こ
のように、&���0�!!� ������では物理的な ����	���は

��;�< � �3
�

*�"�,

という���
 を満たさなければならないことが知られている。この���
 は ������� ���
 

と呼ばれる。

 �� �7� ������#���.���� ������

����
��な &���0�!!� ������を参考にして、�4� ������&���0�!!� ������を考えてみる。は
じめに @I� *���,のそれぞれの ���は、�������
���	! �	���においてどのような �����

化を持っているかを考える。初めに >�
���� ���の �����化を考える。
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となる。ここで <�<�は ���!�+ ��
K��	��を表す。次に @I� *���,の � �	��の �����化を
考えるのが正直であるが、この項は �������
���	! �	���においては �!��	!な効果しか持
たないと考えられる。
結局、全体の �4� ������&���0�!!� 	����
は
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となる。この 	����
は �4� &���0�!!� ������の 	����
である。また、ここで Dは実数であ
ると仮定しておく。	����
が書けたので、@# ��
���や ����������
�などを決定すること
ができる。��	0���
�や 0��!���
で微分する方法や �4� ���	!�1で �����変換を求めて
から交換子で @# ��
���を定義する方法など様々な方法が考えられる。しかし、ここでは
厳密ではないが非常に簡単な方法をとることにする。
@I� *�"�,の初めの項は ���� ������の 	����
であるので、当然@# ��
���などにも ����

������の部分が含まれる。また、�� 4 ��
�
*�� "5 ,のように ����
部分を書きなおし、�

についての運動方程式を求めると次のようになる。
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この式の右辺と @I� *�"�,の �行目を比べると、
��	!�1	���
までで同じである。これよ
り、@# ��
���は ���� ������からの寄与と �からなる、いわゆる ����0��
� ���から
作られることが予想できる。�による ����0��
� ���として何を使うかは ����
��な
&���0�!!� ������と同じものを用いるのが自然である。したがって、@# ��
���としては
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�
3���� �

�
*�5 ,� C

�

�
*=��=� � �=� � =�, *�//,

を用いる。@# ��
���が構成されると、����������
�や��*�, �����
�の ����0��
� ���

も �4� �-%を満たすようにして決定することができる。その結果は次のようになる。

/�$ 4 ��
�
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> 4 =�=� C
3�
�
*��� � ���, *�/�,

����
��なときと全く同様な議論から � 4 /のときの H=@を使うと、��
��	! ��	���は
< 4 �*�C3�,となることがわかる。また、������� ���
 も @I� *�"�,のまま変わらない。
最後に、Dと 3との間の関係についてコメントする。@I� *�"�,の �行目に注目すると、

	����
が ��
���	!不変であるためには =� )=��."�などの項は ������ *�6�,でなければな
らない。実際にここで求めた @# ��
���を使ってこれを要請すると

3 4 �
�
�

D
*�/�,

という関係が得られる。
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