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第1章 導入

ゲージ理論と弦理論の双対性の探究は、1970年代から現在まで長い間続けられてきた。70年代
に ’tHooft が U(N) ヤン・ミルズ理論が、gYM → 0, N →∞, gYMN : fixed の極限で λ, 1

N の 2
つの parameter で記述される理論となることを発見する [1]。λ が feynmann diagram の loop 展
開係数となり、 1

N は feynman diagram の genus 展開係数となる。この genus 展開から、’tHooft
は large N field theory と string theory との間の対応を予想した。この双対性が存在するのなら
ば、片方の理論を調べることでもう片方の理論に対する知識が得られる。従って、field theory を
探究することにも、string theory を探究することにも非常に有用なものとなる。

1997年に、Maldacena によりAdS/CFT 対応 [2]が提唱された。これは、AdS×X 上の string
theory と AdS の境界上の field theory の双対性を予想したものである。これは、’tHooft が予
想した string/field theory duality の具体形と見ることができる。この AdS/CFT 対応は近年盛
んに研究されてきた。特に、このAdS/CFT 対応で最も基本的なモデルはRR-flux F5 の入った
AdS5×S5 上のType IIB superstringと 4次元 N = 4 SU(N)超対称ヤン・ミルズ理論 (SYM)の
対応である。AdS5×S5 上の背景には RR-fluxが入っているため、 stringをNSR定式化で扱うこ
とは難しいが、Green-Schwarz 定式化では作用が書けている。しかし、この作用は light-cone ゲー
ジに止めても free theory にはならないため、量子化することは難しい。その結果、AdS/CFT の
研究は string 側が supergravity 近似となるような領域で主に行なわれてきており、string mode
を含んだ場合の研究はあまり進んでいない。また、この supergravity 近似の parameter 領域では
CFT 側は λ が大きくなるため、field theory 側は非摂動領域となる。
そのような中で 2001 年に、Type IIB の maximally supersymmetric な pp-wave 背景上の

string は量子化できることが見付かった。つまり、pp-wave 上の string に対して、AdS × S の
場合と同様に Green-Schwarz 作用を書くことができるが、その作用を light-cone ゲージに止め
ると free theory になるため、量子化することができる。さらに、この pp-wave はAdS5 × S5 の
Penrose limitにより得られることが分かった。AdS/CFT 対応に基づくとこの AdS 側のPenrose
極限は CFT 側ではあるセクターだけを見るような極限 (BMN 極限)に対応する。この極限は、
gYM : fixed, N →∞, J →∞, N

J2 : fixed というものである。ここでの J とは R対称性のある方
向の角運動量である。そこで、AdS5 × S5 の極限としてBerenstein, Maldacena, Nastase により
pp-wave 上の string 理論とCFT のそのセクターの対応が提唱された。特に、対称性の generator
の対応の極限を考えることで、P− = µ(∆− J), P+ = ∆+J

2µR2 の対応を提唱している。
BMN が具体的に示した対応は、free string theory と planar level の CFT の対応である。彼
らは、この level での string state とCFT の operator のmapping を提案して、CFT 側はBMN
極限で新しい定数 λ′ = λ

J2 が摂動展開係数となることを予想した。実際に、λ′ を展開係数とし
てCFT 側の計算を行い、string 側の spectrum と CFT operator の planar 近似での anomalous
dimension は一致することを確かめている。この段階では、string は free であり field theory は
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planar 近似であるが、full theory としては string には相互作用を考慮に入れなくてはならない
し、field theory には non-planar diagram の寄与を考えなくてはならない。実際、BMN 極限で
non-planar diagram の寄与は無視できず、結果に効いてくることが分かる。genus 展開係数は
g2
2 = J2

N である。CFT 側の genus 展開は string 側でも genus 展開、つまり string interaction に
対応して欲しいが、実際この係数を string 側の言葉で書くと g2

2 = gsµα
′p+ となり string の結合

定数 gs に比例している。興味深いことに、この係数 g2 と λ′ とは独立に定められるので、ともに
摂動展開が適用できる小さい領域におくことができる。つまり、string theory 側も field theory
側もともに摂動領域となり、展開できる。従って、双方の計算を遂行することができる。

BMN 対応を full theory に拡張する試みはいくつかのグループにより行われており、いくつ
かの異なる予想が立てられている。種々の検証が行われる中で、最も妥当だと思われるものが、
Gross, Mikhailov, Roibanらによるものである。BMNは stringと CFTの両側で対称性 operator
P− = µ(∆ − J) と同定したのであるが、Gross, Mikhailov, Roiban らはこの関係が full theory
の場合にもそのまま成り立つと予想したのである。これはごく自然な予想である。これを検証す
るために、CFT 側では non-planar level を含めた相関関数の計算が行なわれている。string 側
では light-cone string field theory を構築して、その interaction Hamiltonian を用いてmatrix
element の計算が行われている。
この pp-wave に関する一連の研究により、初めて string mode と dual な field theory の対応
の関係を見ることができた。
この論文の構成は以下の通りである。まず、第 2章では large N field theory とAdS5/CFT4 対
応について簡単にまとめておく。第 3章では pp-wave geometry についてその性質を見る。第 4章
では pp-wave 上のType IIB superstring が量子化できることを見る。第 5章ではBMN の提唱し
た対応について見る。第 6章ではCFT 側の相関関数の計算を行い、anomalous dimension を求め
る。第 7章では pp-wave 上の light-cone string field theory を構築して、light-cone Hamiltonian
の interaction term のmatrix element を計算する。第 8章では、BMN 対応を interacting string
の場合へ拡張した場合について考察をする。第 9章では、現在までで分かったことをまとめる。
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第2章 AdS/CFT 対応 とCFT

1997年にMaldacena によって、AdS上の string theory とその boundary上の 4次元Conformal
field theory との間の双対性が予想された。これは、AdS/CFT 対応 [2, 3, 4, 5, 6] と呼ばれる。
AdS/CFT 対応は Large N field theory と string theory の間の双対性の具体例として注目を浴び
ている。また、bulk の理論と boundaryの理論の間の関係、つまり holography[7, 8] という観点
からも大きな注目を浴びている。この章では、AdS/CFT 対応の最も simple な AdS5/CFT4 対
応について簡単に記述する。そして、4次元の CFT の性質について短くまとめておく。

2.1 AdS/CFT 対応

AdS/CFT 双対性は、D3-brane が N 枚重なっている系を 2つの異なる見方をすることによ
り予想される。D3-brane であるので、bulk theory は Type IIB superstring である。この系に
はD3-brane に端点を持つ open string と bulk を伝播している Type IIB closed string が存在す
る。bulk は 9 + 1 次元であり、D3-brane はその中の 3 + 1 次元に拡がっている。この系は low
energy E ≤ 1√

α′ では、string のmassless モードだけが励起される。bulk のmassless mode は
Type IIB supergravity の field component であり、その effective Lagrangian Sbulk は Type IIB
supergravity の Lagrangian に α′ correction を加えたものとなる。一方、brane 上の massless
mode はD = 4 N = 4 U(N) 超対称Yang-Mills 理論の component であり、effective Lagrangian
Sbrane はその理論のLagrangianにα′ correctionを加えたものである。全系の effective Lagrangian
S は上記の Sbulk + Sbrane に bulk と brane 間の相互作用項 Sinteraction を加えたものである。

S = Sbulk + Sbrane + Sinteraction (2.1)

さてここで、low energy limit をとると、Sinteraction は消え、Sbulk は free gravity theory になり、
そして、Sbrane は α′ correction が消えて N = 4 U(N) SYM となる。つまり、bulk の gravity
theory と brane 上の SYM 理論は decouple する。
ここで、もう少し詳しく low energy 極限を考えておこう。low energy 極限は考えている energy

scale と dimensionless parameter を止めて α′ をゼロに持っていくことで、考えることができる。
dimensionless parameter とは gs や N である。α′ → 0 によって、Sinteraction は消え、Sbulk と
Sbrane の α′ correction term も消える。従って、上で述べた通り decouple した 2つの理論、bulk
の free gravity と brane 上のN = 4 U(N) SYM が残る。
今度は、この系を違う視点に立って見てみよう。Type IIB supergravity には、D3-brane を表
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わしていると考えられる 3-brane 解が存在する。この解は、

ds2 = f−1/2(−dt2 + dx2
1 + dx2

2 + dx2
3) + f1/2(dr2 + r2dΩ2

5), (2.2)

F5 = (1 + ∗)dt ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ df−1, (2.3)

f = 1 +
R4

r4
, R4 = 4πgsα′2N. (2.4)

ここで、(t, x1, x2, x3) が brane の world volume 方向の座標である。r = 0 に brane が存在する
と考えることができる。この解は実際、half BPS であり、16個の supersymmetryを保つ。また、∫
S5 F5 = N であり、RR-charge を持つ。これらの性質は D3-brane と一致する。ここで注意す
べきことは、gtt が空間依存性の factor f−1/2 を持つことである。このため、redshift の効果で r

の位置にいる観測者が観測するエネルギーEc は、r が∞ の位置にいる観測者が観測するエネル
ギー E と比べて、

E = f−1/4E1, (2.5)

となる。この見方で、無限遠にいる観測者の観点での low energy 極限を考えよう。low energy で
残る励起としては、まず bulk を伝播するmassless モードがある。その他に、(2.5) により r = 0
の近傍を伝播しているモードは例え stringの励起モードであっても low energyになり得る。実際、
string の励起モードは E1 ∼ 1√

α′ だが (2.5) により観測者には E ∼ Ec
r√
α′ ∼ r

α′ と見える。先程
の open string の見方のときにも行ったように、low energy 極限を energy scale と dimensionless
parameter を止めてα′ をゼロにすることで考える。energy scale E を有限の値で止めるためには、
α′ → 0 としたとき r

α′ が有限になるような r→ 0 を考えなくてはならない。この r での string 励
起モードは low energy モードとして観測者に見えているわけである。このような r の領域では、
α′ → 0 で時空の geometry が、

ds2 = α′
[

U2

√
4πgsN

(−dt2 + dx2
1 + dx2

2 + dx2
3) +

√
4πgsN

(
dU2

U2
+ dΩ2

5

)]
, (2.6)

となっている。ここで、U = r
α′ であり、上記の議論からこの座標 U が適切なものであること

は明らかである。(2.6) は AdS5 × S5 である。よって、今の見方でも low energy 極限で 2つの
decouple した理論が得られた。1つは bulk を伝播するType IIB supergravity であり、もう 1つ
はAdS5 × S5 (2.6) を伝播するType IIB superstring である。
ここまでで、同一の系の 2つの異なった見方を述べた。どちらの見方をしても、この系は low

energy 極限では 2つの decouple した理論になることが分かった。open string の立場に立った場
合には、bulk のType IIB supergravity と brane 上のN = 4 U(N) SYM に分離し、3-brane 解
の観点では bulk のType IIB supergravity とAdS5×S5 上のType IIB superstringに分かれた。
bulk の Type IIB supergravity は両者の見方で一致するので、これを同一のものと考えられる。
残った方の理論も 2つの見方の間で一致すると予想するのも妥当である。つまり、4次元のN = 4
SU(N) SYM と AdS5 × S5 上の Type IIB superstring が同等の理論であると予想できる。これ
が AdS/CFT 対応である。ここで、U(N) でなくて SU(N) としたのは、U(N) の中の U(1) は
brane 全体の位置を平行移動する自由度だからである。
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2.2 4次元のConformal Field Theory

AdS/CFT 対応の field theory 側の理論は N = 4 SYM であった。この理論は dimensionful
parameter を含まず、古典的に conformal 不変性を持つ。実際には β = 0 よりこの理論は量子的
にも conformal 不変性を持っている。この節では、conformal 対称性と conformal field theory に
ついて簡単にまとめておく。

2.2.1 Conformal 対称性

多様体 (M,g) から自分自身への写像のうち、g を任意のスケール因子を除いて不変に保つよう
な写像の成す群が conformal 群である。Minkowski 時空の conformal 群は 2次元多様体かそれ以
外で異なる性質を持つ。

Minkowski 時空の conformal 群はその定義から Poincare 群をその部分群として含むのは明ら
かである。Poincare 代数は、並進 Pµ, 回転Lµν からなる。群の次元は

D(D+1)
2 である。conformal

代数はこの Poincare 代数に dilation D と special conformal Kµ を加えたものである。dilation
変換は scale 変換のことであり、

xµ = λxµ, (2.7)

の変換であり、1つの parameter で指定される。special conformal 変換は、

xµ =
xµ + aµ

1 + 2xνaν + a2x2
, (2.8)

であり、D 個 の parameter で指定される。よって、Minkowski 時空の conformal 群の次元は
(D+1)(D+2)

2 である。ここで代数の交換関係を書き下しておこう。

[Lµν , P ρ] = −i(ηµρP ν − ηνρPµ), [Lµν ,Kρ] = −i(ηµρKν − ηνρKµ), (2.9)

[Lµν , Lρσ ] = iηµρLνσ ± 3terms, [Pµ,Kν ] = 2iMµν − 2iηµνD, (2.10)

[D,Pµ] = −iPµ, [D,Kµ] = iKµ, (2.11)

この conformal 対称性を field theory として実現するためには、dimensionful parameter を持
たない理論を考えればよい。このような field theory は classical なレベルではPoincare 対称性の
他に dilation 変換に対しても不変である。Poincare + dilation に対して不変性であれば、special
conformal 変換に対しても不変であることが示せる。従って、この理論は classical には confomal
対称性を持つことが分かる。しかし dilation 変換に対する不変性は量子化すると一般には壊れて
しまう。これは、renormalization によって scale parameter が理論に持ちこまれるためである。
このことをエネルギー運動量 tensor の言葉で書いておこう。dilation 不変性はエネルギー運動量
tensor T µν が traceless であることで表わせる。これは作用の計量による変分 λgµν ∂

∂gµν を考える
ことで得られる。古典的には dilation 不変でも、量子効果を入れると、T µν はベータ関数 β に比
例するようになる。従って、β がゼロでなければ、量子的には dilation は破れていることになる。
一般には古典的な conformal 対称性は量子的には壊れていると書いたが、AdS5/CFT4 対応で
表われる field theory はN = 4 SYM であり、この理論は β = 0 で量子化しても conformal 不変
性が壊れない。そこで、conformal field theory の性質を簡単に見ていくことにする。
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2.2.2 CFT の性質

conformal 対称性の場での表現を考えよう。dilation operator D の固有値−i∆ を持つ場を考え
る。代数 (2.9)- (2.11) から Pµ の作用でこの∆ は 1だけ大きくなり、Kµ の作用で∆ は 1だけ小
さくなる。ユニタリな場の理論では、∆ に lower bound が課されるのでそれぞれの conformal 群
の既約表現に対して最小の∆ を持つ場 φ(x) が存在する。つまり、そのような場は x = 0 でKµ

の作用によって消える。このような場のことを primary field と呼ぶ。primary field に対する各
generator の作用は、

[Pµ, φ(x)] = i∂µφ(x), [Lµν , φ(x)] = [i(xµ∂ν − xν∂µ) + Σµν ]φ(x), (2.12)

[D,φ(x)] = i(−∆ + xµ∂µ)φ(x), [Kµ, φ(x)] = [i(x2∂µ − 2xµxν∂ν + 2xµ∆)− 2xνΣµν ]φ(x),
(2.13)

である。ここで、Σµν は Lorentz 代数 Lµν の φ の属する有限次元表現である。
次に primary operator の相関関数を見てみよう。相関関数の形は conformal 対称性により強く
制限される。特に、2点関数の形は operator の normalization を決めれば完全に決まってしまう。
また、3点関数の形も係数を除いて決まってしまう。このことを見てみよう。ここでは簡単のため
に Lorentz scalar である primary field を考える。このような field は conformal 変換 x′ = x′(x)
で、

φ′(x′) =
∣∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣∣−∆/D

φ(x), (2.14)

と変換する。ここで
∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣ は Jacobian である。従って、2点関数は、

〈φ1(x′1)φ2(x′2)〉 =
∣∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣∣−∆1/D

x=x1

∣∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣∣−∆2/D

x=x2

〈φ1(x1)φ2(x2)〉, (2.15)

という変換性を持つ。x′として並進変換と回転変換を用いると、Jacobianは1であり、〈φ1(x1)φ2(x2)〉 =
f(|x1 − x2|) が従う。dilation 変換をもってくると f(|x1 − x2|) = λ∆1+∆2f(λ|x1 − x2|) が要請さ
れるので、f(|x1 − x2|) = C12

|x1−x2|∆1+∆2
となる。最後に special conformal 変換を考えることで、

C12

|x1 − x2|∆1+∆2
=

C12(γ1γ2)(∆1+∆2)/2

γ∆1
1 γ∆2

2 |x1 − x2|∆1+∆2
, (2.16)

が要請される。ただし、γi = 1 + a · xi + a2x2
i である。これは∆1 = ∆2 のときのみ満たされる。

つまり、2つの場の conformal dimension が異なる場合は 2点関数は消えてしまう。場の基底を 2
点関数が規格直交化されるように持ってくれば、

〈φi(0)φj(x)〉 =
δij
|x|2∆i

, (2.17)

となる。3点関数も同様にして conformal 対称性から、

〈φi(x1)φj(x2)φk(x3)〉 =
cijk

|x1 − x2|∆1+∆2−∆3|x1 − x3|∆1+∆3−∆2|x2 − x3|∆2+∆3−∆1
, (2.18)
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となる。ここで cijk は未定の係数である。4点関数以上になると、4つの座標点 x1, x2, x3, x4 か
ら conformal 不変量 harmonic ratio が作れるので、4点以上の相関関数はこの harmonic ratio の
任意の関数でありうる。
ここでは scalar場にしかふれなかったが、Lorentz群の他の表現に属する場に対しても conformal
対称性により同様にして 2点関数と 3点関数に対する表式が得られる。
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第3章 pp-wave 背景

この章では、pp-wave 幾何に関する基本的な性質を見る。特に、Penrose 極限で得られる pp-wave
について詳しく見ていく。この章の最後には、次章以降で扱うことになるType IIB supergravity
のmaximally supersymmetric な pp-wave 背景の対称性についてまとめておく。

3.1 pp-wave

D 次元擬リーマン多様体 (M,g) を考えよう。signature は almost minus とする。計量 g が、

ds2 = −2dx+dx− +H(x+, xi)dx+2 +
D−2∑
i=1

dxi
2
, (3.1)

の形をしている場合、この幾何を pp-wave と呼ぶ。この計量の Ricci tensor で消えない成分は、

R++ = −1
2

D−2∑
i

∂i∂iH, (3.2)

だけである。flux がない場合は、Einstein 方程式は、R++ = 0 となるが、この方程式の解の一つ
として重力波解、

H =
f(x+)
|y|D−4

, (3.3)

が存在する。この background は漸近的に flat な空間である。今後この文章で扱うものは、Type
IIB supergravity の background であり、そこには flux が存在する。

3.2 ペンローズ極限

Penroseは任意の space time は plane wave geometryを持つことを示した [9]。この plane wave
space time はヌル測地線の近傍だけをみるある極限をとることで現れる。このPenroseの議論は
超重力理論に拡張できる [10, 11]。ここではこの超重力に拡張された議論を述べる。

supergravity には p-form potential Ap や dilaton φ が存在しているので、D次元の擬リーマン
多様体 (M,g,Ap, φ)を考える。conjugate pointsを含まないヌル測地線の近傍で計量 gが次の形
となるような座標 (U, V, Y i)(i = 1, . . . ,D − 2) を取ることができる。

ds2 = dV (−2dU + α(U, V, Y )dV +
D−2∑
i=1

βi(U, V, Y )dY i) +
D−2∑
i,j=1

Cij(U, V, Y )dY idY j (3.4)
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ベクトル場X = ∂
∂U は ∇XX = 0 であり、Xが生成する流れは測地線である。これらの測地線は

U をアファインパラメータとする V, Y i一定のヌル測地線である。Ap → Ap + dΛp−1の gauge自
由度を使って、 (

∂

∂U
, iAp

)
= 0 (3.5)

と gauge固定をする。componentで書けば、

AUi1...ip−1 = AUV i1...ip−2 = 0.

ここで次の一般座標変換をする。

U = u, V = Ω2v, Y i = Ωyi (3.6)

この座標系では 3.4は

ds2 = Ω2{dv(−2du+ Ω2α(u,Ω2v,Ωy)dv+ Ω
∑

βi(u,Ω2v,Ωy)dyi) +
∑

Cij(u,Ω2v,Ωy)dyidyj}
(3.7)

次に
gΩ = Ω−2g, AΩ = Ω−pA, FΩ = Ω−pF, ΦΩ = Φ (3.8)

と再定義する。ここで、ペンローズ極限

ḡ ≡ lim
Ω→0

gΩ, Āp ≡ lim
Ω→0

AΩ, F̄p ≡ lim
Ω→0

FΩ, Φ̄ ≡ lim
Ω→0

ΦΩ (3.9)

をとると、
ḡ = −2dudv + Cij(u)dyidyj (3.10)

を得る。ただし、Cij(u) = Cij(u, 0, 0)。この極限で Āp では dyi1 ∧ · · · ∧ dyip の形の項が残り、
dv ∧ dyi1 ∧ · · · ∧ dyip−1 の形の項は消える。

Āp = Āi1...ip(u)dy
i1 ∧ · · · ∧ dyip (3.11)

F̄p = Ā′
i1...ip(u)dv ∧ dy

i1 ∧ · · · ∧ dyip .

(3.10),(3.12)より F̄p+1 ∧ ∗F̄p+1 = 0 であり、F̄p+1はヌルである。

Brinkman座標 今後用いるのは、Rosen座標 (u, v, yi)ではなく、Brinkman座標 (x+, x−, xi)
である。Rosen座標から Brinkman座標への座標変換は

u = x+, v = x− +
1
2

∑
i,j

Mij(x+)xixj, yi =
∑
j

Qij(x
+)xj (3.12)

ここでQij は可逆な逆行列、M
i
j ≡ Q′i

jCklQ
l
j = (QtCQ)ij であり、Qij は{

Qt(x+)C(x+)Q(x+) = 1
M = M t

(3.13)
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を見たす。(3.13)の解Qが存在することは次のように示される。
Cij(x+)は実対称行列なので、Qt0CQ0 = 1なるQ0(x+)が存在する。直交行列O(x+)をQ0の右
からかけても、(Q0O)tC(Q0O) = 1は満たされる。M0 ≡ Q′

0CQ0を対称部分 S0と反対称部分A0

にM0 = S0 + A0と分解する。そして、Q = Q0OとおいてM = Q′tCQが対称行列となるよう
に直交行列O(x+)を決めればよい。実際、

M = O′tQt0CQ0O +OtQ′t
0CQ0O = O′tO +OtM0O = O′tO +OtS0O +OtA0O

なので、O′ = −(OtA0)tとなるようにO(x+)をとればM は対称になる。この方程式はO(x+)の
線型一階微分方程式なので解ける。

(3.10),(3.12)より、

ds2 = −2dx+dx− +
8∑

i,j=1

Aij(x+)xixjdx+2 +
8∑
i=1

dxi
2
. (3.14)

nnn ただし、Aij(x+) = −(
∑

k CklQ
′k
i )′Qlj である。ゲージ場 (3.12)は、

F̄p+1 = Ā′
i1...ipQ

i1
j1

(x+) . . . Qipjpdx
+ ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp (3.15)

となる。

3.3 pp-wave背景の性質

前節で、Penrose limit で現れる幾何は、(3.14) の形の pp-wave であることを見た。この空間の
Ricci tensor は、R++ = −1

2Aii(x
+) である。この空間は、(3.3) と違って漸近的 flat ではない。

また、
∑

iAii �= 0 の時は、Einstein 方程式を満たすためには、flux が入らなければならない。こ
れからは (3.14) の形の pp-wave の性質を見ていく。まず、この空間を伝播する点粒子を考える。
次にこの空間の持つ対称性を見る [12]。

3.3.1 点粒子の伝播

それでは、まず pp-wave 空間上で点粒子がどのように振舞うのかを見てみる。bosonic な点粒
子の作用は、

S =
1
2

∫
dτ

(
e−1gµν

dXµ

dτ

dXν

dτ
− em2

)
, (3.16)

light-cone ゲージ x+ = τ をとって、作用から x+, x−, e を取り除くと、

S =
1
2

∫
dτ

[
p+(ẋi2 +Aij(x+)xixj)− m2

p+

]
, (3.17)

xi に対する運動方程式は、
d2xi

dτ2
−Aijxj = 0. (3.18)
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ハミルトニアンは、

−p− = H =
pi

2

2p+
− p+

2
Aijx

ixj +
m2

2p+
, (3.19)

Aij の x+ 依存性がなければ、この系は調和振動子であることが分かる。ただし、Aij の固有値が
負ならば振動数ω2 は正となるが、Aij の固有値が正のモードに対してはw2 は負となる。つまり、
Aij の固有値が負のモードは xi = 0 の周りで振動するが、Aij の固有値が正のモードは xi = 0
から離れていく。Aij に x+ 依存性がある場合は、時間依存の振動数を持った調和振動子の系と
なる。
以降では、Aij は x+ 依存性を持たない constant だとする。まず、背景に flux が入っておら
ず、Aij が真空の Einstein 方程式の解の場合を考えよう。このとき、Aii はゼロでなければなら
ない。従って、Aij は正負両方の固有値を持つ。つまり、xi = 0 から負の固有値を持った方向に
離れた点粒子は xi = 0 の周りで振動し、正の固有値を持った方向に離れた点粒子は xi = 0 から
離れていく。次に背景に constant flux が入っている場合を考える。このときは、Aii は負になる。
その中でも、Aij の固有値は全て負となるような場合を考えよう。この場合は、xi = 0 からどの
方向に離れても xi = 0 の周りで振動する。つまり、この場合には粒子は重力ポテンシャルから抜
け出すことができない。特に、Aij = −µ2δij としよう。実際、D = 10 ではこの背景に self-dual
constant 5-form flux F5 を入れることで、maximally supersymmetric なType IIB supergravity
解となる。このmaximally susy の背景を伝播する点粒子の系は、8つの振動数 ω = µ の調和振
動子となる。これを量子化すると、その spectrum は

p− =
D−2∑
i=1

µ(ni +
1
2
), (3.20)

となる。

3.3.2 背景の持つ対称性

Aij を定数として、

ds2 = −2dx+dx− +Aijx
ixjdx+2 + dxi

2 (3.21)

F = µdx+ ∧ (dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + dx5 ∧ dx6 ∧ dx7 ∧ dx8) (3.22)

の背景が持つ対称性を考えよう。vielbeinを次のようにとる。
e+̂ = ∂+ + 1

2

∑8
i,j=1Aijx

ixj∂−
e−̂ = ∂−
êi = ∂i

(3.23)

双対基底は、 
e+̂ = dx+

e−̂ = dx− − 1
2

∑8
i,j=1Aijx

ixjdx+

eî = dxi
(3.24)
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となる。Lorentz添字の上げ下げには ηα̂β̂, ηα̂β̂ を用いる。

η+̂−̂ = η−̂+̂ = −1, ηij = 1 (これ以外は 0.) (3.25)

η+̂−̂ = η−̂+̂ = −1, ηij = 1 (これ以外は 0.) (3.26)

スピン接続は
ω−̂i = −

∑
j

Aijx
jdx+ (これ以外は 0) (3.27)

backgroundの持つ対称性変換とは、その変換によって background が変化を受けないものである。
bosonic対称性は等長変換群であり、Killing vectorがその generatorである。fermionicな対称性
は gravitino の変換がゼロになるという条件である killing spinor equation から求まる。equation
の解 Killing spinor の個数だけ fermionic 対称性がある。

Killing Spinor Equation さてそれでは、Killing spinor方程式を解くことで pp-wave back-
ground の fermionic な対称性を調べる。1

(∇µ + Ωµ)ξ = 0. (3.28)

ただし、

∇µ = ∂µ +
1
4
ωµ̂ν̂µ Γµ̂ν̂ , Ωµ = − i

480
Fν1ν2ν3ν4ν5Γ

ν1ν2ν3ν4ν5Γµ. (3.29)

これらを成分ごとに書き下すと、∇µは直ちに、

∇− = ∂µ, ∇I = ∂I , ∇+ = ∂+ −
1
2

∑
I,J

AIJx
JΓ−̂I . (3.30)

Ωµ は、

Ωµ = − i
4
µ(Γ+1234Γµ + Γ+5678Γµ). (3.31)

ここで、

Γ+1234 = e+µ̂1
e1µ̂2

e2µ̂3
e3µ̂4

e4µ̂5
Γµ̂1µ̂2µ̂3µ̂4µ̂5 = Γ+̂Π, Γ+5678 = Γ+̂Π′, (3.32)

Γ+ = −Γ−̂ +
1
2
AIJx

IxJΓ+̂, Γ− = −Γ+̂, (3.33)

に気を付けて、さらに (A.12) と (A.15) を用いると、

Ω+ =
i

4
µΓ+̂(Π + Π′)Γ−̂, Ω− = 0, (3.34)

Ωi =
i

2
µΓ+̂ΓiΠ, Ωi′ =

i

2
µΓ+̂Γi

′
Π′. (3.35)

(3.28) で µ = − のときは、∂−ξ = 0。従って、ξ は x− に依存しない。µ = I のときには、

∂Iξ = −ΩIξ. (3.36)
1以下では、Γ matrix を 32次元の表式で書いていくが、16次元の表式に直すことは容易である。Γ 行列の notation

と有用な関係式は付録 Aにまとめてある。
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Γ+̂Γ+̂ から ΩIΩJ = 0 が従うので、上式にΩJ をかけると、∂I∂Jξ = 0。よって、ξ は xI に関し
て高々1次である。そこで、

ξ = χ+
∑
I

xIεI , (3.37)

とおく。ここで、χ, εはx+依存の chiral spinorである。(3.37)を (3.36)に代入すると、εI = −ΩIχ

を得る2。よって、
ξ = χ(x+)− xIΩIχ(x+), (3.38)

となる。最後に、(3.28) で µ = + の場合に上式を代入すると、

χ′−xIΩIχ
′+

1
2
AIJx

JΓ+̂Iχ−1
2
AIJx

JΓ+̂IxKΩKχ+
i

4
µΓ+̂(Π+Π′)Γ−̂− i

4
µΓ+̂(Π+Π′)Γ−̂xIΩIχ = 0.

(3.39)
ただし、′ は x+ での微分である。第４項は、(A.12) から消える。左から Γ+̂ をかけて (A.12) を
使うと、第一項のみ消えずに残り、Γ+̂χ′ = 0。従って、第２項はゼロとおいて良い。第５項は

i

4
µΓ+̂(Π + Π′)Γ−̂χ =

i

4
µ(−2− Γ−̂Γ+̂)(Π + Π′)χ = − i

2
µ(Π + Π′)χ. (3.40)

ただし、最後の等式では (A.15) を使った。第６項は、

i

4
µΓ+̂(Π + Π′)Γ−̂xIΩIχ = − i

4
µ(−2− Γ−̂Γ+̂)(Π + Π′)xIΩIχ =

i

2
µ(Π + Π′)xIΩIχ. (3.41)

最後の等式では、ΩI は 6つの Γ 行列の積であり ΩIχ は positive chirality spinor なので (A.15)
を用いた。さらに、ΩI に (3.35) を代入して、χ が positive chirarity spinor であることを使うと
第６項は、

µ2

2
xIΓ+̂ΓIχ, (3.42)

と変形できる。以上をまとめると、(3.39) は[
∂+ −

iµ

2
(Π + Π′)

]
χ =

[
1
2
AIJx

JΓI +
µ2

2
xIΓI

]
Γ+̂χ. (3.43)

左辺は xI 依存性がなく、右辺は xI 依存なので両辺は別々にゼロでなくてはならない。左辺は
定数係数の線型一階常微分方程式なので、一つの初期条件に対して一つの解がある。初期条件を
χ(0) = χ0 とすると、

χ(x+) = exp(
iµ

2
x+(Π + Π′))χ0. (3.44)

この解の内、右辺をゼロとするものだけが解である。特に、x+ = 0 で初期条件 χ0 は右辺を満た
さなければならないが、逆に初期条件が右辺を満たせば Γ+̂χ′ = 0 より任意の時刻 x+ で右辺は
満たされる。よって、右辺=0 とする初期条件の数だけKilling spinor 解が存在する。Γ+̂ の作用
により chiral spinor の半分の複素 8成分は消える。よって、任意のAIJ に対して 16個の超対称
性が存在する。特に、AIJ を右辺の括弧の中が消えるように取れば、任意の初期条件にが右辺を
満たすので、32個の超対称性を全てを保つmax susy の background となることが分かる。この
ようなAIJ はAIJ = −µδIJ だけである。

2上式以外に ΩIx
JεJ = 0 も出てくるがこれは上式により自動的に見たされている。
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Maximally Supersymmetric な pp-wave 背景の対称性

それでは、maximally supersymmetricな背景 Aij = −µ2δij の持つ対称性を書いておく。まず、
bosonic な対称性を生成する killing vector は、

P− = −∂+, P+ = −∂−, P I = cos(µx+)∂I − µxI sin(µx+)∂−, (3.45)

J+I =
1
µ

(
sin(µx+)∂I + µxI cos(µx+)∂−

)
, (3.46)

J ij = xi∂j − xj∂i, J i
′j′ = xi

′
∂j′ − xj

′
∂i′ , (3.47)

これらの生成子の交換関係は、Lie 括弧積

[X,Y ] = (Xµ(∂µY ν)− Y µ(∂mXν))∂ν , (3.48)

から計算できる。これを計算すると、

[P−, P I ] = µ2J+I , (3.49)

[P−, J+I ] = −P I , [P I , J+J ] = −δIJP+, (3.50)

[P i, Jjk] = δijP
k − δikP j , [P i

′
, Jj

′k′ ] = δi′j′P
k′ − δi′k′P j

′
, (3.51)

[J+i, Jjk] = δijJ
+k − δikJ+j , [J+i′ , Jj

′k′ ] = δi′j′J
+k′ − δi′k′J+j′ , (3.52)

[J ij , Jkl] = δjkJ
il − δjlJ ik + δilJ

jk − δikJjl, [J i
′j′ , Jk

′l′ ] = δj′k′J
i′l′ ± 3terms, (3.53)

となる。32個の fermionic 生成子は negative chirality を持った複素 spinor Qα である。fermionic
対称性と bosonic 対称性の交換関係は3、

[P+, Qα] = − iµ
2
Qβ(Π + Π′)βα (3.54)

[P i, Qα] = − iµ
2
Qβ(ΠΓiΓ+)βα [P i

′
, Qα] = − iµ

2
Qβ(Π′Γi

′
Γ+)βα (3.55)

[J+i, Qα] = −1
2
Qβ(ΓiΓ+)βα [J+i′ , Qα] = −1

2
Qβ(Γi

′
Γ+)βα (3.56)

[J ij , Qα] =
1
2
Qβ(Γij)βα [J i

′j′ , Qα] =
1
2
Qβ(Γi

′j′)βα (3.57)

Q̄ に対しては上式の complex conjugate を取ったものが成り立つ。fermionic 生成子同士の反交
換関係は、

{Qα, Q̄β} = −2iγ̄µαβP
µ−2µ(γ̄iΠ)αβJ+i−2µ(γ̄i

′
Π′)αβJ+i′+µ(γ̄+γijΠ)αβJ ij+µ(γ̄+γi

′j′Π′)αβJ i
′j′ ,

(3.58)
以上が、背景の持つ対称性の交換関係である。後にこの背景は、AdS5 × S5 の Penrose 極限と
して得られることを見るが、この交換関係はAdS5 × S5 の対称性の contraction からも得られる
[15]。

3fermionic な生成子を含む交換関係については、[13, 14] を参照のこと
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第4章 RR-flux の入ったpp-wave 上のType

IIB Superstring

前章でType IIB supergravity のmax susy な背景としてRR-flux の入った pp-wave 解が存在す
ることが分かった。この background は後で述べるように、AdS5 × S5 solution の Penrose limit
として得られることが分かり、string theory の exact な背景であることが期待される。この章で
は、この背景の中を伝播する superstring の作用を構築し、それが light-cone gauge で厳密に量
子化できることを見る [16, 17]。

4.1 RR-flux の入った pp-wave 背景上でのType IIB Superstring

Green-Schwarz 作用

考える背景は次のものである。

ds2 = −2dx+dx− − µ2
∑8

I=1 x
I2dx+2 +

∑8
I=1 dx

I2

F = µdx+ ∧ (dx1 ∧ · · · ∧ dx4 + dx5 ∧ · · · ∧ dx8)
(4.1)

(4.1)上の superstringを考えよう。RR-fluxが入っているので、fermion vertex operatorの問題が
あり、NSR定式化では今のところ上手に扱えない。そこで、Green-Schwarz定式化を用いる。こ
の手法は space time の超対称性を使って actionを構築する1。対称性は前章で求めたように (3.49)
から (3.58) の交換関係を持つ。以下では、簡単のため µ = 1とするが、必要な際はすぐに µを復
活できる。到達したい作用は次の性質をもつ。また、α′ = 1 とおく。

4.1.1 Cartan 1-Form によるGreen-Schwarz 作用の記述

pp-wave 上の superstring のGreen-Schwarz 作用は、以下の 4つの条件を見たすものであって
欲しい。

1. bosonic部分が (4.1)を target空間とする σ modelとなっている。

2. 背景 (4.1)が持つ対称性 (3.49)- (3.58) をグローバル対称性として持っている。

3. fermionicなローカル対称性 κ対称性を持っている。

4. flat space limit (µ→ 0) で flat spaceのGS作用となる。

1ここでの方法は、[18] で AdS5 × S5 の場合に用いられているものと同じである。
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背景の持つ超対称性により fermionicな dynamical variable の数は決まっている。その数を実現す
るために条件 (3)の κ対称性は必要とされる。(1)から (4)の条件を満たすために、coset superspace
上のCartan 1-formを用いる2。coset superspaceは、対称性群Gの stability subgroup Hの左剰
余類がなす多様体G/Hである。ここで、Hは部分代数 J+I , J ij , J i

′j′ から作られる部分群である。
G/H は 10個の evenな座標 xµ、16個の grassman odd な複素Majonara-Weyl spinor (chirality
は正)の座標 θαで parameterizeされる。代表元を G(xµ, θα, θ̄α) (∈ G)とする3。Cartan 1-form
はG/H 上の Lie algebra valued 1-form として次のように定義される。

G−1dG = LµPµ + LαQ̄α + L̄αQα +
1
2
LµνJµν (LA = dXMLAM ) (4.2)

ただし、XM = (xµ, θα, θ̄α)、Aは Lie代数の基底の index。また、考えている pp-wave 背景には
J−I , J i′j はないため、上の表式の中でL+I , Li

′j は存在しないことに注意する。(4.2) に d を作用
させると、d2 = 0 より、

d(G−1dG) = −(G−1dG) ∧ (G−1dG), (4.3)

両辺の Lie 代数の成分の比較によって、次の Maurer-Cartan 方程式を得る。

dLµ = −LµνLν − 2iL̄γ̄µL, (4.4)

dLα = −1
4
Lµν(γµν)αβLβ +

i

2
Lµ(Πγ+γ̄µ)αβLβ (4.5)

dL̄α = −1
4
Lµν(γµν)αβL̄β −

i

2
Lµ(Πγ+γ̄µ)αβ L̄

β (4.6)

ただし、dLµν に関する式は以降で使わないので、ここでは書いていない。1-form の交換に際し
ての符号変換は、LB を bosonicなCartan 1-form、 LF を fermionicなCartan 1-formとして、

LB1LB2 = −LB2LB1, LBLF = −LFLB, LF1LF2 = LF2LF1 (4.7)

の convention を取る。parameter µ は Lµ → µLµ, Lµν → Lµν , Lα → √µLα, xµ → µxµ, θα →
√
µθと rescalingすることで、復活させられる。

dynamical variableは world sheet (τ, σ)から coset superspace(xµ, θα, θ̄α)への写像 (xµ(τ, σ),
θα(τ, σ), θ̄α(τ, σ))と world sheet上の計量 g(τ, σ) である。これらの写像による superspace上の
量の world sheetへの引き戻しを用いて、条件 (1)-(4)を満たす world sheet上の作用を作る。条
件 (1), (2) から作用の運動項を与える部分 Lkin は決まってしまう。しかし、この term だけでは
(3) は満たされない。これを満たすためには、topological な term Wess-Zumino 項 LWZ が必要
となる。この topological term は、superspace 上の G 不変な closed 3-form H から作られる。
closed 3-formは局所的にはH = dB と表される。このB のworldsheet への引き戻しがLWZ であ
る4。HはG の作用に対して不変だが、B はG の作用に対して、δB = dAと total derivative だ
け変化する。従って、worldsheet Lagrangian もG 変換で total derivative だけ変化するが、total
derivative なので作用はG 不変となる。Lkin とLWZ の間の relative な normalization は条件 (3)
κ 対称性が満たされるように決められる。

2詳しくは、[19] を参照
3記号 G の乱用に注意。
4以下では、superspace 上の 2-form B も LWZ と書くことにする。
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それではまず、flat space上の GS作用を Cartan 1-formの言葉で書いておこう。flat spaceの
対称性は super Poincare G0で、bosonic部分 Pµ0 , L

µν
0 は 55次元、fermionic部分はQ0α, Q̄0αの

32次元である。invariant subgroup H0はLµν0 で、superspaceは座標 (xµ0 , θ
α
0 , θ̄

α
0 )で parameterize

される。代表元を
G(x, θ) = exp(xµPµ + θα0 Q̄0α + θ̄α0Q0α), (4.8)

とすると、Cartan 1-formG−1dG = LA0 TA (TAは super Poincareの generator) は、

Lµ0 = dxµ0 − iθ̄0γ̄µdθ − iθγ̄µdθ̄, L0 = dθ (4.9)

flat space上のGS作用は、
L0 = L0 kin + cL0WZ, (4.10)

ただし、cは実数定数で、κ対称性を持つよう決定される。ここで、L0kin, L0WZは、flat superspace
上の Cartan 1-formを用いて、

L0kin = −1
2
√
ggabLµ0bL

ν
0a, L0WZ = d−1H0 (4.11)

ここで、H0は closed 3-formで
H0 = iLµ0L0γ̄

µL0 + h.c. (4.12)

L0kin, L0WZはそれぞれG0(super Poincare)の作用に対して不変である。また、bosonicのquadratic
な部分は、L0kinから出てくるが、target spaceを flat space timeとする σ modelの形をしてい
る。従って、条件 (1, 2)を満たしている。また、κ対称性を保つためには、L0kin, L0WZの両方が
必要で、定数 c = 1が必要となる。
L0µ (Lµ) は群 G0 (G)の作用に対して、部分群H0 (H) の tangent vectorとして、L0a (La) は
H0 (H) の tangent spinor として変換する。従って、部分群H0 (H) の不変量をL0µ (Lµ) とL0a

(La) とから構成すれば、その量はG0 (G) の不変量となっている。このようにして、L0kin, L0WZ

は作られている。pp-waveの場合も、flat spaceの場合と同様にCartan 1-form に関して 2次の項
Lkinと closed 3-form LWZ(Cartan 1-form に関して 3次の項)とを作ればよい。pp-wave の場合
も条件 (1), (2)により Lkinは決定される。

Lkin =
1
2
√
ggabLµbL

µ
a (4.13)

これは flat space の L0kin で Cartan 1-formを pp-waveの Cartan 1-form に変えただけである。
Wess-Zumino term LWZは closed 3-formから作られるが、Lµ, Lαからできる G 不変な closed
3-form は、

H = Hq + (Hq)† (4.14)

Hq = iLµLγ̄µL (4.15)

である。この 3-formが実際 closedであることを計算してみよう。

dHq = iLµν
(
−LνLγµL− 1

4
Lρ(γµν)αβLβ(γ̄ρ)αγLγ −

1
4
LρLα(γ̄ρ)αβ(γµν)βγLγ

)
(4.16)

+2L̄γ̄µLLγ̄µL+
1
2
LµLρ(Πγ+γ̄ρ)αβLβ(γ̄µ)αγLγ −

1
2
LµLα(ḡµ)αβLρ(Πγ+γ̄ρ)βγL

γ
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一行目は、(4.7)と

(γ̄µ)αβ = (γ̄µ)βα, γ̄µγνρ = γ̄µνρ + ηµν γ̄ρ − ηµργ̄n, (γ̄µνρ)αβ = −(γ̄µνρ)βα (4.17)

を用いると消える。2L̄γ̄µLLγ̄µL は (4.7)と

γ̄µα(β γ̄
µ
εδ) = 0 (4.18)

によって消える。残りは、

1
2
LµLρ(Πγ+γ̄ρ)αβLβ(γ̄µ)αγLγ −

1
2
LµLα(ḡµ)αβLρ(Πγ+γ̄ρ)βγL

γ = LµLνL(γ̄µΠγ+γ̄ν)L (4.19)

だが、この項も (4.7)と

(γ̄iΠ)αβ = −(γ̄iΠ)βα, (Πγ+γ̄ij)αβ = −(Πγ+γ̄ij)βα, (Πγ+γ̄i
′j′)αβ = −(Πγ+γ̄i

′j′)βα (4.20)

によって消える。よって、
dHq = 0 (4.21)

が示された。Hは closed 3-form であることが分かったので、局所的には 2-form LWZ を用いて、
H = dLWZと書ける。以上の結果をまとめておこう。GS Lagrangianは

L = Lkin + LWZ (4.22)

Lkin =
1
2
√
ggabLµbL

µ
a , LWZ = d−1H (4.23)

H = Hq + (Hq)†, Hq = iLµLγ̄µL. (4.24)

ただし flat space の場合と同様、Lkin と LWZ の相対的な normalization は κ 対称性を保つよう
に決められている。

4.1.2 局所対称性

前節では、superspaceの parameterizationに依らない形で、GS 作用を求めた。ここでは、su-
perspace の parameterization に依らない形でGS 作用の局所対称性を調べておく。flat space の
場合と同様に、局所対称性には fermionic な κ 対称性と bosonic な worldsheet の一般座標変換,
Weyl 対称性がある。

κ対称性

world sheet上の場の変分 δXM (τ, σ), δgab(τ, σ) とする。この変分に対して、

δ̂x
µ ≡ δXMLµM , δ̂x

µν ≡ δXMLµνM , δ̂θ
α ≡ δXMLαM , δ̂θ̄α ≡ δXM L̄αM , (4.25)

を定義する。この量を用いて、κ対称性は、

δ̂x
µ

= 0, δ̂θ = 2Lµaγ
µκa, (4.26)
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δ(
√
ggab) = −8i

√
g(Laκ̄b + Lbκ̄a − 1

2
gabLcκ̄

c) + h.c., (4.27)

と定義される。ただし、(κ(τ, σ)a)α は chirality 負の SO(9, 1) Majonara-Weyl spinorで world
sheet vectorである。また、κ̄ = κ†であり、self dual constraints

εab
√
g
κb = −κ̄a, εab

√
g

= −κa (4.28)

を満たす。

Bosonicな局所対称性

前節で (4.22)が、fermionicな局所対称性 κ対称性を持つことを見たが、(4.22)は bosonicな局
所対称性としてworldsheet上の一般座標変換 (diffeomorphism)とWeyl対称性を持つ。一般座標
変換は、

τ ′ = τ ′(τ, σ), σ′ = σ′(τ, σ)に対して、 g′ab(τ ′, σ′) =
∂σ′a

∂σc
∂σ′b

∂σd
gcd(τ, σ),

X ′M (τ ′, σ′) = XM (τ, σ), (4.29)

である。実際にこの対称性を持つことは、GS 作用が 2次元場の理論として一般共変な形で書か
れていることから明かである。
Weyl対称性は、

g′ab(τ, σ) = exp(2ω(τ, σ))gab(τ, σ)

X ′M (τ, σ) = XM (τ, σ) (4.30)

である。これは、作用が dimensionful parameter を含まないことから従う。

4.2 Explicit な GS action

前節で coset superspaceの parametrizationに依らないGS superstringの作用が求まった。具
体的な話を進めるには 2次元world sheet上の場の理論としてのもっと具体的な形の作用が必要で
ある。そのため、coset superspaceの parameterizationを決めて、作用 (4.22) を座標表示する。

4.2.1 Coset SuperspaceのParameterization

cosetspaceの parameterizationを

G(x, θ) = g(x)g(θ), g(θ) = exp(θQ̄+ θ̄Q) (4.31)

とする。bosonic部分の parametrization g(x) は後で決める。この parameterization で Cartan
1-formを求めよう。そのために、

θt ≡ tθ, Gt(x, θ) ≡ G(x, tθ) (4.32)
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G−1
t (x, θ)dGt(x, θ) ≡ LAt (x, θ)TA (4.33)

を定義する。LAt は
LAt=1 = LA (4.34)

Lµt=0 = eµ, Lµνt=0 = ωµν , Lt=0 = 0 (4.35)

を満たす。ここで、eµ, ωµν はそれぞれ (4.1)の vielbeinとスピン接続である。
さて、(4.33)の両辺を tで微分すると、

左辺 = −(θQ̄+ θ̄Q)LAt T
A + LAt T

A(θQ̄+ θ̄Q) + dθ̄Q+ dθQ̄ = [LAt T
A, (θQ̄+ θ̄Q)] + dθ̄Q+ dθQ̄

= (dθα +
1
4
Lµνt (γµναβθβ)−

i

2
Lµt ((Πγ

+γ̄µ)αβ θ̄β)Q̄α

+(dθ̄a +
1
4
Lµt ν(γ

µνα
β θ̄

β) +
i

2
Lµt (Πγ

+γ̄µ)αβ θ̄β)Qα

−(2iL̄tγµθ + 2iLtγµθ̄)Pµ + (2θγ̄iΠL̄t − 2θ̄γ̄iΠLt)J+i

−(θγ̄+γijΠ− θ̄γ̄+γijΠ)J ij − (θγ̄+γi
′j′Π′ − θ̄γ̄+γi

′j′Π′)J i
′j′ (4.36)

右辺 = ∂tL
A
t T

A (4.37)

両辺の Lie代数の係数比較によって、方程式

∂tLt = dθ +
1
4
Lµνt γ

µνθ − i

2
Lµt Πγ

+γ̄µθ, (4.38)

∂tL
µ
t = −2iL̄tγµθ − 2iLtγµθ̄, (4.39)

∂tL
−i
t = 2θγ̄iΠL̄t − 2θ̄γ̄iΠLt, (4.40)

∂tL
−i′
t = 2θγ̄i

′
Π′L̄t − 2θ̄γ̄i

′
Π′Lt, (4.41)

∂tL
ij
t = −2θγ̄+γijΠ + 2θ̄γ̄+γijΠ, (4.42)

∂tL
i′j′
t = −2θγ̄+γi

′j′Π′ + 2θ̄γ̄+γi
′j′Π′, (4.43)

を得る。この方程式は初期条件 (4.35)のもとで直接解くことができ、Cartan 1-formの explicitな
形を得られる。しかし、κ対称性のゲージ固定条件を用いることで、より簡単に我々が必要な範
囲でのCartan 1-formを得ることができる。次節で後者の方法でCartan 1-formを求める。

WZ項の 2次元の形

ここで、GS Lagrangian のWZ項 LWZを 2次元の形で書きなおしておこう。まず、次の量を
定義する。

LWZ(t) ≡ d−1(Hq(t) + h.c.) (4.44)

Hq(t) ≡ iLµt LtγµLt (4.45)

この定義から、
LWZ = LWZ(1) (4.46)
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である。また、(4.35)より、
Hq(0) = 0 (4.47)

となる。
ここで、

Hq = Hq(0) +
∫ 1

0
dtHq(t) (4.48)

と書ける。(4.38)-(4.43)より、

∂tHq(t) = −2id(Lµt θγ̄
µLt), (4.49)

が分かるので、(4.48), (4.44) より、

LWZ = −2i
∫ 1

0
dtLµt θγ

µLt + h.c. (4.50)

よって、(4.22) より、全作用は、

L =
∫
dσ2

(
1
2
√
ggabLµbL

µ
a − 2i

∫ 1

0
dtεabLµta(θγ̄

µLtb + θ̄γ̄µL̄tb

)
, (4.51)

となる。

4.2.2 κ対称性のゲージ固定とCartan 1-Form

GS Lagrangian (4.22) は、局所対称性として、world sheet上の一般座標変換 (4.29)、Weyl対
称性 (4.30)、κ対称性を持っている。これらのゲージ自由度のうち、まず fermionic対称性 κ対
称性のゲージ固定を考えよう。この κ対称性は flat spaceの場合と同様に fermionicな light-cone
ゲージで固定できる。
fermionic light-coneゲージは、

γ̄+θ = 0, γ̄+θ̄ = 0 (4.52)

である。このゲージ固定により、それぞれ 16成分ずつあった θ, θ̄は 8成分ずつに減る。これによ
り、spacetimeの超対称性により要請される fermionic座標の dynamical variableの数が達成され
る。
さて、ゲージ固定 (4.52)によって、狭められた superspace上では、(4.38)-(4.43)を解くことが容
易になる。まず、(4.35)のスピン接続に対して、

ωij = 0, ωi
′j′ = 0 (4.53)

となるように、coset spaceの bosonic部分を parameterizeする。(4.39)で µ = +のとき、(4.52)
により ∂tL

+
t = 0。初期条件 (4.35)を考慮して、

L+
t = e+. (4.54)

(4.38)に γ̄+をかけると (4.52)より ∂tγ̄
+Lt = 0。初期条件より、

γ̄+Lt = 0. (4.55)
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(4.39)が µ = I のとき、θ(θ̄)と L̄t(Lt)の間に 1 = −(γ+γ̄− + γ−γ̄+)/2をはさむと (4.52), (4.55)
より ∂tL

I
t = 0。初期条件とより、

LIt = eI . (4.56)

(4.42, 4.43)は、(4.52)より、∂tL
ij
t = ∂tL

i′j′
t = 0となる。(4.53)とより、

Lijt = 0, Li
′j′
t = 0. (4.57)

(4.38)は (4.52, 4.54, 4.57)より、∂tLt = dθ − ie+Πθとなる。初期条件とより、

Lt = t(dθ − ie+Πθ). (4.58)

(4.39)で µ = −のときは、(4.58)より、∂tL−
t = −2it(θ̄γ̄−dθ + θγ̄−dθ̄)− 4te+θ̄γ̄−Πθとなる。初

期条件とより、
L−
t = e− − it2(θ̄γ̄−dθ + θγ̄−dθ̄)− 2t2e+θ̄γ̄−Πθ. (4.59)

以上 (4.54- 4.59)で t = 1とおけば、

L+ = e+, LI = eI , (4.60)

L− = e− − i(θ̄γ̄−dθ + θγ̄−dθ̄)− 2e+θ̄γ̄−Πθ, (4.61)

L = dθ − ie+Πθ, (4.62)

を得る。

4.2.3 κ対称性がゲージ固定されたGS作用

前節までに得たことから、explicitなGS作用が書き下せる。その前に、coset spaceの bosonic
部分の parameterization g(x)をまだ決めていなかったので、決めておく必要がある。前節で得た
Cartan 1-formを用いるためには、(4.53)を満たすような parameterization を採用する必要があ
る。3.3.2節で用いたスピン接続 (3.27)はこの条件を満たしている。そこで、初期条件 (4.35)と
3.3.2節で求めた eµ, ωµν (3.23, 3.27)とが一致するように決めよう。それには

g(x) = exp(−x+P−) exp(−x−P+ + xIP I) (4.63)

とすればよい。ここで、再び vielbeinとスピン接続を書き下しておく。

e+ = dx+, e− = dx− +
1
2
xI

2
dx+, eI = dxI , (4.64)

ω−̂i = µxidx+ (これ以外は 0), (4.65)

まず、WZ項を計算する。(4.54)-(4.59),(4.64),(4.65)を (4.45)に代入すると、

∂tHq(t) = −2id

(
−tdx+ ∧ (θγ̄−dθ) + t

∑
I

dxI ∧ (θγ̄Idθ)− it
∑
I

dxI ∧ (dx+θγ̄IΠθ)

)
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ここで、後ろの 2項に 1 = (γ+γ̄− + γ−γ̄+)/2をはさむと、これらの項は (4.52)よりそれぞれ消
える。従って、

∂tHq(t) = 2itd(dx+ ∧ θγ̄−dθ). (4.66)

(4.50)に代入して、t積分をすると、

LWZ = iεab∂ax
+θγ̄−∂bθ + h.c. (4.67)

kinetic部分 Lkinは、(4.60)-(4.62) を (4.51)に代入して、

Lkin =
1
2
√
ggab

(
−2∂ax+∂bx

− − xI2∂ax+∂bx
+ + ∂ax

I∂bx
I
)

i
√
ggab∂ax

+
(
θ̄γ̄−∂bθ + θγ̄−∂bθ̄ − 2i∂bx+θ̄γ̄−Πθ

)
. (4.68)

以上で、κ対称性がゲージ固定されたGS Lagrangian L = Lkin + LWZが求まった。さて、求め
た Lagrangianを boson部分と fermion部分に分けて書き直しておこう。

L = LB + LF (4.69)

LB ≡ 1
2
√
ggabGµν(x)∂axµ∂bxν (4.70)

LF ≡ i
√
ggab∂ax

+(θ̄γ̄−∂bθ + θγ̄−∂bθ̄ − 2i∂bx+θ̄γ̄−Πθ)

+ iεab∂ax
+(θγ̄−∂bθ + θ̄γ̄−∂bθ̄) (4.71)

ただし、Gµν(x)は (4.1)の計量である。期待していたとおり、boson部分は (4.1)を target space
とする 2次元 σ model の形をしている。

4.2.4 Bosonic対称性のゲージ固定

(4.69), (4.70), (4.71) にはまだ、bosonicな局所対称性一般座標変換とWeyl対称性が残ってい
る。その対称性をゲージ固定しよう。この場合も flat spaceと同様、(bosonic) light-coneゲージ
で固定できる。そのため、まず、conformalゲージ

√
ggab = ηab, η00 = 1, η11 = −1. (4.72)

をとる。このゲージでは (4.29)はまだ完全には止まっておらず、(τ − σ)′ = f(τ − σ), (τ + σ)′ =
h(τ + σ)の conformal対称性が残っている。また、Virasoro条件 Tab = 0も課さなくてはならな
い。ここで、Tabは energy momentum tensorで、

T ab ≡ 2
√
g

δL
δgab

= T̄ab −
1
2
gabg

cdT̄cd. (4.73)

ただし、

T̄ab ≡ (−2∂ax+∂bx
− − xI2∂ax+∂bx

+ + ∂ax
I∂bx

I) + 2i∂ax+(θ̄γ̄−∂bθ + θγ̄−∂bθ̄ − 2i∂bx+θ̄γ̄−Πθ).
(4.74)
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light-coneゲージでは、残ったゲージ自由度 conformal対称性と Virasoro条件を用いて、古典的
に x+(τ, σ), x−(τ, σ)を解いてしまう。残った bosonicな dynamical variableは transverse方向の
座標 xI(τ, σ)だけである。この手法では、現れる場は全て物理的であり、ゴースト場や auxilialy
fieldは現れない。そのため、量子化で得られる Hilbert空間に物理状態を選び出す constraintを
ほとんど置かなくてよい。それでは、具体的に light-coneゲージをとってみよう。
conformalゲージの作用を x−関して変分すると、運動方程式

(∂2
0 − ∂2

1)x+ = 0 (4.75)

を得る。この方程式の一般解は x+(τ, σ) = f̃(τ − σ) + h̃(τ + σ)である。一方、conformal対称
性は、

τ ′(τ, σ) = f(τ − σ) + h(τ + σ),

σ′(τ, σ) = −f(τ − σ) + h(τ + σ).

従って、conformal変換によって、τ と x+(τ, σ)を比例した形にできる。つまり、

x+(τ, σ) = p+τ, (4.76)

と light-coneゲージにできる。σ 方向の parameterization は 0 ≤ σ ≤ 2π である。(4.76)を (4.73)
に代入して、成分ごとに書き下すと、

T00 = T11 = +
1
2
(−2ẋ−p+ − p+2

xI
2
+ (ẋI)2) +

1
2
x′I2

+ i(θ̄γ̄−θ̇ + θγ̄− ˙̄θ − 2ip+θ̄γ̄−Πθ) = 0, (4.77)

T01 = T10 = +(−p+x′− + ẋIx′I) + i(θ̄γ̄−θ′ + θγ̄−θ̄′) = 0. (4.78)

ただし、θ →
√
p+θ と再定義しておいた。light-cone ゲージでは x− は、Virasoro条件 (4.77),

(4.78)を x− について解くことによって決まる。
さて、light-coneゲージで固定されたGS作用は、5

Llc =
1
2π

∫ 2π

0
(LBlc + LFlc) , (4.79)

LBlc =
1
2
∂ax

I∂axI − 1
2
p+2

xI
2
, (4.80)

LFlc = +i(θ̄γ̄−∂0θ + θγ̄−∂0θ̄ + θγ̄−∂1θ + θ̄γ̄−∂1θ̄) + 2p+θ̄γ̄−Πθ. (4.81)

この作用は、worldsheet上の場で 2次の項しかでておらず厳密に解け、よって厳密に量子化する
ことができる。後のために、θ, θ̄を worldsheet上のMajonara spinorの形に組み直しておく。

θ1 =
1√
2
(θ + θ̄), θ2 =

1√
2i

(θ − θ̄). (4.82)

5α′ を復活させるには、p+ → α′p+ として、(4.79) の 1
2π
を 1

2πα′ にする。µ を復活させるには、(4.80), (4.81) の
質量項に µ をかければよい。
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θ1† = θ1, θ2† = θ2である。この座標で、LFlcを書き直すと、

LFlc = i(θ1γ̄−∂+θ
1 + θ2γ̄−∂−θ2 + 2p+θ1γ̄−Πθ2) (4.83)

ただし、∂+ = ∂0 + ∂1, ∂− = ∂0 − ∂1で worldsheet上の微分演算子である。共役運動量は、

PI ≡
δLlc

δẋI
= ẋI , S1 ≡ δLlc

δθ̇1
= iθ1γ̄−, S2 ≡ δLlc

δθ̇2
= iθ2γ̄−. (4.84)

Hamiltonianは、

Hlc = PI ẋI + S1θ̇1 + S2θ̇2 − Llc (4.85)

=
1
2
(PI I + x′I2 + p+2

xI
2
)− i(θ1γ̄−θ′1 − θ2γ̄−θ′2)− 2ip+θ1γ̄−Πθ2 (4.86)

P− は、

P− =
1
p+

∫ 2π

0
Hlc, (4.87)

である。さて、Virasoro条件 (4.77), (4.78)は x−(τ, σ)を他の dynamical variableで表すのに使
われることを見た。しかし、closed stringを考えているので、constraint(4.78)を worldsheet上
で stringに沿って 1周積分すると、p+x′−の項は落ちて、∫

dσ
(
PIx

′I + i(θ1γ̄−θ′1 + θ2γ̄−θ′2)
)

= 0, (4.88)

というx−に依らない constraintを得る。この constraintの起源は、conformal対称性を light-cone
gauge(4.76)に止めても、closed stringの始点を変える σ方向への overallの並進対称性は残って
いることにある。(4.88)は量子化して得た Hilbert空間に課される physical state conditionであ
る。light-coneゲージでは、この条件が唯一の physical state conditionである。

4.3 pp-wave上のSuperstringの量子化

前節で得た light-coneゲージの GS Lagrangianは worldsheet上の free theory になっており、
厳密に量子化することができる。ここでは、まず (4.79), (4.80), (4.83) から得られる運動方程式
を解く。それから正準量子化を行い、状態空間を構築する。

4.3.1 古典解

(4.79)から従う運動方程式は、
∂+∂−xI +m2xI

2
= 0. (4.89)

∂+θ
1 −mΠθ2 = 0, ∂−θ2 +mΠθ1 = 0. (4.90)

ただし、m = 2πµα′p+ である6。closed stringの境界条件は、

xI(τ, σ + 1) = xI(τ, σ), θ(τ, σ + 1) = θ(τ, σ). (4.91)
6ここでは、string の worldsheet 上の長さを 0 ≤ σ ≤ 1 ととった。そのため、質量m は上記の値となる。
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(4.89)の一般解はただちに書けて、

xI(τ, σ) = cos(mτ)xI0 +m−1 sin(mτ)pI0 + i
∑
n �=0

1
ωn

(ϕ1
n(τ, σ)α1I

n + ϕ2
n(τ, σ)α2I

n ). (4.92)

ここで、

ϕ1
n(τ, σ) = exp(−i(ωn − knσ)), ϕ2

n(τ, σ) = exp(−i(ωnτ + knσ)). (4.93)

kn = 2πn, ωn =

{ √
k2
n +m2 (n > 0)

−
√
k2
n +m2 (n < 0).

(4.94)

正準運動量 PI は、

PI(τ, σ) = −m sin(mτ)xI0 + cos(mτ)pI0 +
∑
n �=0

(ϕ1
nα

1I
n + ϕ2

nα
2I
n ). (4.95)

次に fermion部分に移ろう。(4.90)の第 1式を ∂−で微分して、第 2式を代入すると、xI の運動
方程式 (4.89)と同様の方程式が θ1に対して得られる。同様にして、θ2に対しても (4.89)と同様
の方程式が得られる。これらを (4.91)のもとで解き、(4.90)を考慮すると、

θ1(τ, σ) = cos(mτ)θ1
0 + sin(mτ)Πθ2

0 +
∑
n �=0

cn

(
ϕ1
n(τ, σ)θ1

n + i
ωn − kn
m

ϕ2
n(τ, σ)Πθ2

n

)
, (4.96)

θ2(τ, σ) = cos(mτ)θ2
0 − sin(mτ)Πθ1

0 +
∑
n �=0

cn

(
ϕ2
n(τ, σ)θ2

n − i
ωn − kn
m

ϕ1
n(τ, σ)Πθ1

n

)
. (4.97)

ただし、

cn =
1√

1 + (ωn−kn
m )2

, (4.98)

であり、この係数は後の交換関係がきれいな形になるようにとられたものである。共役運動量は、

SI(τ, σ) = −iγ̄−θI(τ, σ) I = 1, 2. (4.99)

であり、これは第 2類拘束条件をなす。量子化するためには、Diracの処方により、この拘束系に
対するDirac括弧を導入し、それを用いて量子化しなければならない。Dirac括弧は、

[pI0, x
J
0 ]D = δIJ , [αII

m , α
J J
n ]D =

i

2
ωmδm+nδ

IJ δIJ , (4.100)

{θIαm , θJ βn }D =
i

4
(γ+)αβδIJ δm+n,0. (4.101)

4.3.2 量子化と状態空間

量子化は、dynamical variable xI(τ, σ), θI(τ, σ)を operator x̂I(τ, σ), θ̂I(τ, σ)として、前節で
得たDirac括弧 [., .]D, {., .}D をそれぞれ i[., .], i{., .}とすれば得られる。

[p̂I0, x̂
J
0 ] = −iδIJ , [α̂II

m , α̂
J J
n ] =

1
2
ωmδm+nδ

IJ δIJ , (4.102)
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{θ̂Iαm , θ̂J βn } =
1
4
(γ+)αβδIJ δm+n,0. (4.103)

Hamiltonian(4.86)は fermionの運動方程式 (4.90)を用いると、

P− =
1

2πα′p+

∫ 1

0
dσ

(
1
2
(P2

I + x′I2 +m2xI
2
) + i(θ1γ̄−θ̇1 + θ2γ̄−θ̇2)

)
(4.104)

これに ocsillator展開した式 (4.92), (4.96), (4.97) を代入すると、

(2πα′)P− = E0 + E1 + E2, (4.105)

E0 =
1

2p+
(pI0

2
+m2xI0

2
) +

2im
p+

θ1
0γ̄

−Πθ2
0, (4.106)

EI =
1
p+

∑
n �=0

(αcII−nα
J J
n + ωnθ

I
−nγ̄

−θIn), I = 1, 2. (4.107)

E0 はゼロモードからの寄与であり、E1, E2 は stringの振動モードからの寄与である。ここで
注意すべき点は、massiveな worldsheet理論であったため、ゼロモードも調和振動子型の寄与を
Hamiltonianに与えることである。このため、ゼロモードの energy spectrumも離散的になる。
状態空間の energy spectrumが見易い形になるように、次の operator aI0, a

cII
n , θ0, ηIn で書き直

そう。

aI0 =
1√
2m

(pI0 − imxI0), aI0
†

=
1√
2m

(pI0 + imxI0), (4.108)

αII
n =

√
ωn
2
aIIn , αII

−n =
√
ωn
2
aIIn

†
, (n = 1, 2, . . . ) (4.109)

θ0 =
1√
2
(θ1

0 − iθ2
0), θ†0 =

1√
2
(θ1

0 + iθ2
0), (4.110)

θIn =
1√
2
ηIn , θI−n =

1√
2
ηIn

†
, (n = 1, 2, . . . ) (4.111)

(4.112)

すると、(4.102), (4.103)は、

[aI0, a
J
0
†
] = δIJ , [aIIm , a

J J
n

†
] = δmnδ

IJ δIJ , (4.113)

{θα0 , θ
β
0

†} =
1
4
(γ+)αβ , {ηIαm , ηJ βn

†} =
1
2
(γ+)αβδmnδIJ . (4.114)

以降、ā = a†, θ̄ = θ†という表式を使う。
この operatorを使って、Hamiltonianを表示すると、

E0 = 2πα′µE0, E0 = āI0a
I
0 + 4 + 2θ̄0γ̄−Πθ0, (4.115)

EI =
1
p+

∞∑
n=1

ωn(āIIn a
II
n + η̄In γ̄

−ηIn). (4.116)
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ここで、E0の+4 = 1
2 ·8は、bosonicなゼロモード aI0, ā

I
0を normal orderingにする際に出てくる。

1
2p+

(pI0
2
+m2xI0

2
) = µāI0a

I
0 +

i

2
[pI0, x

I
0] = µāI0a

I
0 +

1
2
· 8.

fermionicなゼロモード θ0, θ̄0の積の順序は、

2iµθ1
0 γ̄

−Πθ2
0 = 2θ̄0γ̄−Πθ0 − θ1

0γ̄
−Πθ1

0 − θ2
0γ̄

−Πθ2
0. (4.117)

ここで、(γ̄−Π)αβ = (γ̄−Π)βαを使うと、

θ1
0γ̄

−Πθ1
0 =

1
2
{θ1

0
α
, θ1

0
β}(γ̄−Π)αβ =

1
8
Tr(γ+γ̄−Π) = 0. (4.118)

同様に、θ2
0γ̄

−Πθ2
0 = 0。よって、fermionのゼロモードからの normal ordering constantへの寄与

はない。string modeの normal ordering constantは、bosonic modeからは、

1
p+

∑
n �=0

αII
−nα

II
n =

1
p+

∞∑
n=1

ωnā
II
n a

II
n +

1
p+

∞∑
n=1

ωn
2
. (4.119)

fermionic modeからは、

1
p+

∑
n �=0

ωnθ
I
−nγ̄

−θIn =
1
p+

∞∑
n=1

ωnη̄
I
n γ̄

−ηIn −
1
p+

∞∑
n=1

ωn
2
. (4.120)

従って、string modeの constantは相殺する。これは、bosonicモードと fermionicモードの自由
度の数が同じことからの帰結である。

ここで、この量子化で得る状態空間について考えよう。まず、p+は全ての生成消滅演算子と可
換であるので、状態は任意実数の label p+を持つ。生成消滅演算子に関して、Fock vacuumは、

aI0|0, p+〉, θ0|0, p+〉, acIIn |0, p+〉, ηIn |0, p+〉, n = 1, 2, 3, . . . , (4.121)

と取るのが自然である。しかし、vacuumの取り方については不定性があり、後に詳しく述べる。
一般の状態は Fock vacuum |0, p+〉 に生成演算子 āI0, θ̄0, ā

′cII
n , η̄In をかけていくとできる。先にも

述べたが、ゼロモード āI0, θ̄0 も (4.115)により離散的な spectrumを与える。
さて、physical stateはこの空間に physical state condition (4.88) を課したものである。つまり、
(4.88)の左辺をAと置くと、

A|Φphys〉 = 0, (4.122)

A = N1 −N2, (4.123)

ここで、

NI =
∞∑
n=1

kn(āIIn a
II
n + η̄In γ̄

−ηIn) = 2π
∞∑
n=1

nNI
n (no sum for I). (4.124)

NI
n は worldsheet上で I の方向に進む、n番目の励起状態の占有数である。つまり、この条件は
右方向に進む波と左方向に進む波との間の level matching conditionである。
占有数NI

n を用いて、energy spectrum を書き直しておく。

P− = µ
∑
I=1,2

∞∑
n=0

NI
n

√
1 +

n2

(µα′p+)2
. (4.125)
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4.3.3 ゲージ固定後の対称性の実現

flat spaceの場合、light-coneゲージに固定してしまうと、manifestな Lorentz対称性を破って
しまう。今の場合も同様に light-coneゲージの作用 (4.79), (4.80), (4.81)はmanifestには global
対称性 (3.49)-(3.57)を持っていない。そこで、global対称性の生成子をNoether chargeとして作
り、その交換関係が (3.49)-(3.57)を満たすことを確認しなければならない。
generatorは 2種類に分類できる。一つは P+, P I , J+I , J ij , J i

′j′ , Q+, Q̄+ であり、これらは
kinematical generatorと呼ばれる。もう一つは、P+, Q−, Q̄− であり、dynamical generatorと
呼ばれる。kinematical generatorは string interaction を入れた際にも、freeなときの形を維持
し、correctionを受けずに quadraticなままでいる。dynamical generatorは correctionを受ける
generatorである。ただし、Q+, Q−は、

Q+ ≡ 1
2
γ̄−γ+Q, Q− ≡ 1

2
γ̄+γ−Q, (4.126)

で定義される。
generatorをworldsheet上の dynamical variableで書くと、

P+ = p+, P I =
∫
dσ(cos(µx+)PI + µ sin(µx+)xIp+), (4.127)

J+I =
∫
dσ(µ−1 sin(µx+)PI − cos(µx+)xIp+), (4.128)

J ij =
∫
dσ(xiPi − xjPi − iθ̄γ̄−γijθ), J i

′j′ =
∫
dσ(xi

′Pj′ − xj′Pi′ − iθ̄γ̄−γi′j′θ). (4.129)

Q+ = 2
√
p+

∫
dσγ̄−eiµx

+Πθ, Q̄+ = 2
√
p+

∫
dσγ̄−e−iµx

+Πθ̄. (4.130)

dynamical generatorは、P−は (4.87) に書いてある。Q−, Q̄−は、

Q− =
∫
dσ(2PI γ̄Iθ − 2x′I γ̄I θ̄ + 2ip+xI γ̄IΠθ), (4.131)

Q̄− =
∫
dσ(2PI γ̄I θ̄ − 2x′I γ̄Iθ − 2ip+xI γ̄IΠθ̄), (4.132)

である。これらの generatorは、交換関係 (3.49)- (3.57)を満たす。
さらに、(4.127)- (4.132) を ocsillator表示しておこう。kinematical generatorのうち、

P+ = p+, P I = pI0, J+I = −ixI0p+, (4.133)

Q+ = 2
√
p+γ̄−θ̄0, Q̄+ = 2

√
p+γ̄−θ0. (4.134)

は、ゼロモードだけに依っている。

JIJ = JIJ0 +
∑
I=1,2

∞∑
n=1

(āIIn a
IJ
n − āIJn aIIn +

1
2
η̄In γ̄

−γIJηIn), (4.135)

JIJ0 = āI0a
J
0 − āJ0aI0 +

1
2

∑
I=1,2

θI0 γ̄
−γIJθI0 , (4.136)
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は、string modeも含んでいる。dynamical generator は√
p+Q−1 = 2pI0γ̄

Iθ1
0 − 2mxI0γ̄

IΠθ2
0 +

∞∑
n=1

(2
√
ωncnā

1I
n γ̄

Iη1
n +

im√
ωncn

ā2I
n γ̄

IΠη2
n + h.c.), (4.137)

√
p+Q−2 = 2pI0γ̄

Iθ2
0 + 2mxI0γ̄

IΠθ1
0 +

∞∑
n=1

(2
√
ωncnā

2I
n γ̄

Iη2
n −

im√
ωncn

ā1I
n γ̄

IΠη1
n + h.c.). (4.138)

P−は、(4.105), (4.115), (4.116)に与えられている。

ゼロモードの ‘真空’について

Fock vacuumの選び方に関して、fermionicなゼロモードの vacuumの選び方には不定性があ
る。これは、fermionicゼロモードの生成消滅演算子の取り方の不定性に由来する。この演算子を
(4.110)と取ると、vacuumの定義は (4.121)であった。この vacuumは、H|0〉 = 4µのエネルギー
を持つ。生成消滅演算子を変えれば異なる真空が選ばれることを見よう。
まず、

θR =
1 + Π√

2
θ0, θL =

1−Π√
2
θ0, (4.139)

を定義する。この operatorを使って反交換関係を書き直すと、

{θαR, θ̄
β
R} =

1
4
((1 + Π)γ+)αβ , {θαL, θ̄

β
L} =

1
4
((1−Π)γ+)αβ , {θαR, θ̄

β
L} = 0. (4.140)

また、Hamiltonianのゼロモード部分は、

E0 = µE0, E0 = āI0a
I
0 + θ̄Lγ̄

−θL − θ̄Rγ̄−θR + 4. (4.141)

(4.121)は、
θR|0〉 = θL|0〉 = 0, (4.142)

で定義される。fermionゼロモードの energy spectrumは、nR, nLをそれぞれ θ̄R, θ̄Lの excitation
数として、

E0(nR, nL) = 4− nR + nL (4.143)

となる。excitation数 nR, nLはそれぞれ 0から 4の値をとる。これは、(4.139)により、θR(θ̄R),
θL(θ̄L)の独立な成分はそれぞれ複素で 4つずつだからである。従って fermionic ゼロモードは
0, µ, . . . , 8µのエネルギー状態からなる。
真空を

θ̄R|0〉 = θL|0〉 = 0 (4.144)

と取ればこの真空のエネルギーは 0であり、他のゼロモードのエネルギーは、

E0(n̄R, nL) = n̄R + nL, (4.145)

となり、再び 0から 8µまでの energy spectrumを与える。
他にも、

θ̄R|0〉 = θ̄L|0〉 = 0, E0(n̄R, n̄L) = 4 + n̄R − n̄L, (4.146)
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θR|0〉 = θ̄L|0〉 = 0, E0(nR, n̄L) = 8− nR − n̄L, (4.147)

等と真空を取ることができる。いずれの場合も fermionicゼロモードの 0, µ, . . . , 8µの energy spec-
trumを与える。実際これらの真空の取り方は単なる状態の labelの問題であり、どの’真空’を選
んでも系の記述は同等である。
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第5章 BMN対応

この章では、まず AdS5 × S5 の Penrose 極限としてmax susy pp-wave が得られることを見る。
そして、pp-wave 上の弦理論とCFT の間の双対性について BMN の行った予想を説明する。

5.1 AdS5×S5から得られるMaximally Supersymmetric pp-wave解

AdS5 × S5の座標としてグローバル座標をとる。

ds2 = R2
(
− cosh2 ρdt2 + dρ2 + sinh2 ρdΩ2

3 + cos2 θdψ2 + dθ2 + sin2 θdΩ′2
3

)
. (5.1)

ただし、R = (4πgsNα′2)
1
4。ここで、ρ = 0, θ = 0で ψに沿って進むヌル測地線にの周りでのペ

ンローズ極限を考える。x̃+ = t+ψ
2 , x̃− = t− ψとおいて、

x̃+ = µx+ x̃− =
x−

µR2
ρ =

r

R
, θ =

y

R
(5.2)

とおく。極限
N →∞, gs : fixed (5.3)

により、次の pp-wave backgroundを得る [20]。

ds2 = −2dx+dx− − µ2(r2 + y2)dx+2 + dr2 + dΩ2
3 + dy2 + dΩ′2

3

= −2dx+dx− − µ2
8∑
I=1

xI
2
dx+2 +

8∑
I=1

dxI
2
, (5.4)

F = µdx+ ∧ (dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + dx5 ∧ dx6 ∧ dx7 ∧ dx8).

ただし、2つのR4をまとめて 1つのR8 (xI , I = 1, . . . 8)とした。

5.2 BMN Proposal

AdS/CFT dualityによりAdS5×S5上の type IIB superstringと 4次元N = 4 SYMとは dual
な理論であると予想される。pp-wave geometry (5.4)が (5.1)の極限から得られることから、(5.4)
上の type IIB superstringとN = 4 SYMとの間には何らかの関係があることが考えられる。これ
を見るためには、対称性を比べてみるのが便利である。AdS5×S5の bosonicな isometryはAdS5

の SO(4, 2)と S5 の SO(6)の直積である。これは、SYM側では、4次元の共形対称性 SO(4, 2)
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とN = 4 の R対称性 SU(4) ∼ SO(6)に対応する。特に、AdS側のエネルギー E = i∂tはCFT
側の conformal dimension ∆に対応し、AdS 側の角運動量 J = −i∂ψ は CFT側の R chargeに
対応する。この角運動量 J は SO(6)の内の一つの generatorである。座標変換 (5.2)と (5.4)の
isometry を考慮すると、

P− = i∂x+ = iµ∂x̃+ = iµ(∂t + ∂ψ) = µ(∆− J), (5.5)

P+ = i∂x− = i
1

µR2
∂x̃− = i

1
2µR2

(∂t − ∂ψ) =
(∆ + J)
2µR2

. (5.6)

極限 (5.3)で有限の P+, P−を与えるのは、J ∼ N 1
2 のときである。前章で、pp-wave background

(5.4)上の superstringは厳密に量子化できて、P+, P−が有限の spectrum(4.125) を得た。(5.6)
より、

µα′P+ =
∆ + J

2(g2
YMN)1/2

∼ J

(g2
YMN)1/2

, (5.7)

となるので、string spectrum を (5.5) を用いて CFT 側の parameter で書き直すと、

P−

µ
= ∆− J =

∑
I=1,2

∞∑
n=0

NI
n

√
1 + λ′2n2, λ′ ≡ g2

YMN

J2
, (5.8)

となる。Berenstein, Maldacena, Nastaseは対称性のgeneratorの対応 (5.5), (5.6)に基き、pp-wave
上の superstringの状態に対応するCFT側の operatorを提案した [21]。

5.2.1 BPS状態の対応

AdS5/CFT4対応では、AdS側の supergravityモードはCFT側のBPSな single trace operator
に対応していた。従って、pp-wave 上の supergravity モードは CFT 側の BPS な single trace
operatorに対応しているはずである。
まず、P− = 0の状態 |0, p+〉に対応する operatorを考える。∆− J = 0の single trace operator
は Tr[ZJ ]だけである。ここで、Z = φ5 + iφ6であり、Jは 56平面の回転 generatorとする。この
operatorは chiral(BPS) primaryであり、supersymmetryによって、その conformal dimensionは
守られている。従って、∆は全ての λ′に対して∆ = J である。この operatorの normalizationを

OJ ≡ 2J/2√
JNJ

TrZJ , (5.9)

と定める。これは、〈ŌJOJ〉free,planar = 1となるように決めた。他の supergravity modeに対応
する operatorは J個の Z の中に∆ − J = 1の operatorを挿入して、symmetric traceをとった
ものである。∆ − J = 1の operatorとしては、bosonicなモードとして、φi (i = 1, 2, 3, 4) と
DiZ = ∂iZ + [Ai, Z]がある。ここで、φiの iは SO(6) vectorの 5, 6成分以外を走り、DiZ の i

は 4次元空間の coordinate indexを走る。fermionic モードとしては、gaugino ψの 16成分のう
ち、J = 1

2 の 8成分がある。
supergravity modeは、light-cone vacuumにゼロモードの生成演算子をかけてできる状態で
ある。AdS5 × S5のときと同様に、これらの状態は 1つの supermultiletをなす。従って、(5.9)
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以外の supergravity modeに対応する operator は、(5.9) を (5.4) が持つ対称性で変換すること
で得られる。ここで、(5.9)が chiral primaryであるので、変換に用いるのは SO(6), conformal,
supersymmetryの lowering operatorである。例えば、OJ+1にSO(6)の適当な lowering operator
をかけると、

2(J+1)/2

√
J

J−1∑
l=0

1√
JNJ+1

Tr[Z lφZJ−l] =
2(J+1)/2

√
NJ+1

Tr[φZJ ] (5.10)

を得る。ここで、φ = φ1+iφ2√
2
である。ここで、traceの cyclicity を用いて、φを一番前に持ってき

た。この operator は pp-wave 側の āφ0 |0, p+〉 に対応する。ただし、āφ0 = ā5
0 + iā6

0である。O
J+2

に SO(6)の lowering operator と supersymmetry の lowering operator を作用させれば、

2(J+2)/2

√
JNJ+2

J∑
l=0

Tr[φZ lψJ= 1
2
ZJ−l] (5.11)

を得る。これは、θ̄0ā
φ
0 |0, p+〉 に対応する。これらの operator は全てBPSであり、conformal di-

mension は任意の λ に対して free theory のときの値を保持する。pp-wave 側の energy spectrum
(4.125) と比較すると、関係 (5.5) を満たしている。このようにして、pp-wave側の supergravity
mode とCFT側の operator との正確な対応を得る。ここで、pp-wave側の creation operatorと
CFT側の挿入する場の対応をまとめて書いておく。一番右は、挿入場を作るために用いる対称性
である。

pp-wave側の生成演算子 CFT側の挿入場
āi0 ↔ DiZ conformal対称性 の lowering operator
āi

′
0 ↔ φi

′−4 SO(6) の lowering operator
θ̄0 ↔ ψJ= 1

2
supersymmetry の lowering operator

(5.12)

5.2.2 String Mode との対応

BMNは pp-wave側の string mode のCFT側の対応物として次の proposal をした。
string creation opratorは、CFT側ではゼロモードと同じ∆− J = 1の場をOJ に挿入するこ
とに相当する。ただし、挿入した場の位置の足しあげの際、各項には位置依存の位相 e

2πinl
J がか

かる。ここで、nは string creation operator のmode number(今後、場Zに沿った ’momentum’
とも呼ぶ)、lは挿入場の traceの中での位置である。

分かり易くするため、具体例を考えよう。まず、string creation operator が 1つだけかかった
状態を考える。ā8

nをかけたとする。ā
8
n|0, p+〉に対応する operator は、

2(J+1)/2

√
J

J∑
l=0

1√
JNJ+1

e
2πinl

J Tr[Z lφ4Zj−l], (5.13)

と予想される。しかし、この operator は trace の cyclicity により消える。これは、string 側では
(4.122) により、 ā8

n|0, p+〉 は物理状態に入っていないことと consistent である。物理状態を考え
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るには少くとも 2つ以上の creation operatorが必要である。そこで、ā7−nā8
n|0, p+〉 をとる。この

状態に対応する operator は、

2(J+2)/2

√
JNJ+2

J∑
l=0

e
2πinl

J Tr[φ3Z lφ4ZJ − l]. (5.14)

と予想される。Z に沿ったmomentum がゼロでない場合は trace の cyclicity を用いることによ
り、operator は消えてしまう。string側の level matching condition (4.122) は CFT 側ではこの
ようにして、実現されている。
さて、supergravity modeに対応する operator (n = 0)は、BPSであったので、conformal dimen-
sion は free theory の値が interacting theory でも保持された。しかし、string mode に対応する
operator はBPSではなく、conformal dimensionは保持されない。特に、n = 0の場合は任意の J

の値に対して、conformal dimensionは interactionによる変更を受けないが、n �= 0の operatorに
関しては一般の Jに対しては、その conformal dimensionへの correction (anomalous dimension)
が発散してしまい、spectrum から decouple する。しかし、今考えている極限 J ∼

√
N →∞ で

は operator は almost BPSになり、conformal dimension への correction は受けるが、それは有
限となる。

BMNの予想の正当性を確かめるために、関係 P− = ∆ − J を満たすことを示したい。従っ
て、CFT側で BMN operator の anomalous dimension を計算する。実際、BMN operator の
anomalous dimension を摂動論で計算すると、coupling constant λ′ = λ

J2 での摂動展開となる。
従って、λ′が小さい領域では摂動計算で anomalous dimension が計算できる。このことを次に
見ていく。この節の最後に supergravity mode の場合に (5.12) を書いたように、string mode と
CFT operator の対応を書いておく。

string mode CFT側の挿入場
āin ↔ e

2πinl
J DiZ

āi
′
n ↔ e

2πinl
J φi

′

θ̄n ↔ e
2πinl

J ψJ= 1
2

(5.15)
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第6章 N = 4 Super Yang-Mills 理論のBMN

極限

この章では、N = 4 SYM の BMN 極限について考察する。まず、BMN の予想を確かめるため
に planar, 1-loop レベルでの 2点関数の計算を行い、anomalous dimension を求める。さらに、
non-planar に BMN 対応を拡張することを念頭に置いて、torus レベルでの 2点関数の計算を
行う。

6.1 N = 4 Super Yang-Mills 理論

重力を含まない理論では、粒子のスピンの大きさの最大値は 1である。従って、massless 粒子
の spectrum の議論から、最大の supersymmetryの個数は 16である。4次元では N = 4の理
論が最大の超対称性を持った理論である。ここでは、ゲージ対称性として U(N)を持った 4次元
N = 4 SYM 理論を考える。この理論は、10次元 N = 1 SYM理論の dimensional reduction か
ら得ることが出きる。
この理論の古典作用には、dimensionful な parameter は存在しない。従って、古典的には con-

formal 対称性を持つ。さらに、量子化しても β function は消えるので、量子論的にも coupling
constantの全領域で conformal対称性は保たれる。この conformal対称性によりN = 4の超対称性
は、2倍に拡大されて、32個の超対称性を持つ理論となる。よって、グローバル対称性は、bosonic
なものが 4次元の Minkowski 空間の conformal 対称性 SO(4, 2) と R対称性 SU(4) ∼ SO(6)
であり、fermionic なものが N = 4超対称性と conformal 超対称性である。これらが作る群は
SU(2, 2|4)である。
この理論の作用は、どのグローバル対称性をmanifest にするかで様々な表わし方がある。全て
の対称性が見易い形になっている作用は、今のところ分かっていない。BMN operator の中で我々
が主に見ていくものは、R 対称性の部分群 SO(4) の index を持ったものである。従って、まずR
対称性 SO(6) がmanifest になっている作用を記述する。理論に現れる component は、gauge場
Aaµ(x), scalar場 φai (x), spinor場ψaα(x)である。Aaµは U(N) adjoint (index a), SO(6) singletで
あり、φai (x)は U(N) adjoint, SO(6) vector (index i)で、ψaα(x)は U(N) adjoint, SO(6) spinor
(index α) である。

Lorentz signature の作用は、

S =
1

g2
YM

∫
dx4Tr

(
−1

2
F 2
µν + (Dµφ)2 + ψ̄iγµDµψ + ψ̄Γi[φi, ψ] +

1
2
[φi, φj ]2

)
.

ここで、
Aµ(x) = Aaµ(x)T

a, φi(x) = φai (x)T
a, ψα(x) = ψaα(x)T a,
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Dµ = ∂µ − i[Aµ, ], Fµν = ∂µAµ − ∂nAµ − i[Aµ, Aν ]. (6.1)

flat metricは almost minus ηµν = (+−−−)にとる。T aはリー代数の fundamental representation
であり、

[T a, T b] = ifabcT c, Tr(T aT b) =
1
2
δab. (6.2)

共変ゲージに固定した作用は、

Sgf =
1

g2
YM

∫
dx4Tr

(
−1

2
F 2
µν + (Dµφ)2 + ψ̄iγµDµψ

+ ψ̄Γi[φi, ψ] +
1
2
[φi, φj ]2 + ∂µc̄Dµc− ξ(∂µAµ)2

)
. (6.3)

以下では、feynman ゲージ ξ = 1で計算する。また、計算上の便宜のため、Euclid 化しておく。
t→ −it, A0 → iA0 とすると、

iSgf = −
∫
dx4

(
1
2
F 2
µν + (Dµφ

i)2 + ψ̄iγµDµφ+ ∂µc̄∆µc−
1
2
[φi, φj ]2 − ψ̄Γi[f i, ψ] + ξ(∂µAµ)2

)
(6.4)

≡ −SE, (6.5)

feynman rule を得るため展開しておこう。

SE =
∫
dx4Tr

(
(∂µAν)2 + (∂µφi)2 + ψ̄iγµ∂µψ + ∂µc̄∂µc (6.6)

− 1
2
[φi, φj ]2 − [Aµ, φi]2 −

1
2
[Am, Aν ]2 (6.7)

− 2i∂µφi[Aµ, φi]− 2i∂µAν [Aµ, Aν ]− ψ̄Γi[φi, ψ] + ψ̄γµ[Aµ, ψ]− i∂µc̄[Aµ, c]
)
.

(6.8)

feynman rule は付録 B にのせておく。

6.2 BMN limit と N = 4 SYM

AdS/CFT 対応に基づき、BMN limit

N →∞ J√
N

: fixed, ∆− J : fixed, g2
YM : fixed. (6.9)

での N = 4 SYM と pp-wave 上の string theory の間の双対性に関する予想を前章で見た。そ
こで、N = 4 SYM が BMN limit でどのように振舞うのかを述べておく。まず、Large N field
theory となっており、’tHooft coupling λ は、 λ→∞ になっている。従って、strong coupling
であり、一見すると摂動計算は不可能に見える。また、genus 展開 parameter 1

N は BMN limit
で 1

N → 0 となり、higher genus は効いてこないように見える。しかし、これはどちらも間違い
である。実際には、coupling constant は λ, 1

N ではなく、loop 展開も genus 展開も摂動領域に
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することができる。loop 展開の parameter は λ′ ≡ g2Y MN

J2 であり、genus 展開の parameter は

g2
2 ≡

(
J2

N

)
である。field theory 側で genus 展開が意味をなすということは、field theory 側か

ら string theory 側の interaction についての情報を得ることが出来ると予想できる。前の章で、
pp-wave 上の string の worldsheet action を得てそれを量子化したが、それは、曲った時空上の
free な string の第一量子化である。string の dynamics を得るためには string interaction を考え
なければならない。string interaction は string theory 側の genus 展開で見ることができるが、こ
の genus 展開を dual なCFT 側で見ることできるかもしれない。これは非常に興味深いことであ
る。まずこの章では、SYMのBMN limitを見ていく。具体的には、BMN operator の anomalous
dimension を摂動的に計算して、planar level でこれが string spectrum と一致することを見る。
次に、torus level での anomalous dimension を計算する。この近似ではもはや BMN operator
は dilation operator の固有状態ではなくなっていて、他の operator とmixing を起こしている。
anomalous dimension を求めるためには、このmixing を operator の再定義によって解いてやら
なければならないことをみる。string interaction に関しては、後の章で述べる。

6.3 Planar Level での Anomalous Dimension

この節では、BMN operator の anomalous dimesion を 1-loop, planar の近似で求める [21]。つ
まり、λ′に関しては最低次とその次の次数まで、γ2に関しては最低次までの近似である。
operator O(x) の anomalous dimension を計算するには、conjugate な operator O との 2点関数
から求めるのが簡単である。confomal 対称性から 2点関数の形は、

〈0|O(x)Ō(0)|0〉 =
1

|x|2∆O
, (6.10)

と決まる。ここで、∆O はO(x)の quantum な conformal dimension である。O(x)の classical
な conformal dimension を ∆O0 とすると、

∆O = ∆O0 + δ∆O, (6.11)

となり、δ∆O が anomalous dimension である。実際は、(6.10) の量子補正は発散する。1-loop
level では、

〈O(x)Ō(0)〉 =
1

|x|2∆O0
(1 + δ∆O log(xΛ)−2 + finite.) (6.12)

となる。log Λ2 と finite term は reguralization scheme による。これから用いる dimensional
regularization では、log Λ2 は 1

ε の形で現れる。

6.3.1 Wave Function Renormalization

まず、propagator に対する量子補正を計算しておく。考える operator はZ, φiからできている
ので、それらの propagator を考える。まず、〈Z(x)Z̄(0)〉 を計算する。1-loop level で 考慮すべき
feynman diagram は、gluon を交換するもの、fermion loop、そして 4点 vertex による diagram
の 3種類ある。ここで、diagramは 2重線であるので、6.1の (a), (c) のように上向きと下向きの
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(a) (b) (c)

図 6.1: propagator への 1-loop 量子補正: (a) gluon exchange, (b) fermion loop, (c) 4点 vertex
からの寄与

ものがあることに注意が必要である。
regularization は dimensional regularizationを行う。ω = 2− εとして、d = 2ω次元で計算す
る。gluon exchange からの寄与は、

g2
YMλ

1
2p2

∫
dk2ω

(2π)2ω
4(p(p+ k) + p2 + (p + k)2 + (p+ k)p)

2k22(k + p)2
1

2p2
× 2

= g2
YMλ

1
2(p2)2

∫
dk2ω

(2π)2ω
(k + 2p)2

k2(k + p)2
.

(6.13)

fermion loop からの寄与は、

g2
YMλ

1
2p2

∫
dk2ω

(2π)2ω

(
(−1)tr

−γ · k
2k2

Γ+
56

−γ · (k + p)
2(k + p)2

Γ−
56

+ (−1)tr
−γ · k
2k2

(−Γ−
56)
−γ · (−(k + p))

2(k + p)2
(−Γ+

56)
)

1
2p2

= 8g2
Y Mλ

1
2(p2)2

∫
dx2ω

(2π)2ω
k(k + p)
k2(k + p)2

.

(6.14)

4点 vertex の diagram からの寄与は、

g2
YMλ

1
2p2

∫
dk2ω

(2π)2ω
1

2k2
(−2 · 4− 2 · 2 + 2− 2 · 4) 1

2p2
× 2

= −9g2
YMλ

1
2(p2)2

∫
dk2ω

(2π)2ω
1
k2

(6.15)

(6.13), (6.14), (6.15) を合わせて、

g2
YMλ

2(p2)2

(∫
dk2ω

(2π)2ω
(k + 2p)2

k2(k + p)2
+ 8

∫
dk2ω

(2π)2ω
k(k + p)
k2(k + p)2

− 9
∫

dk2ω

(2π)2ω
1
k2

)
= −2

g2
YMλ

p2

1
(4π)2−ε

Γ(ε)Γ(1− ε)2
Γ(2− 2ε)

1
(p2)ε

(6.16)

→ −2λ(
1
ε

+ 2 + log 4π − γ + log
1
p2

)
g2
YM

2p2
(ε→ 0) (6.17)

42



フーリエ変換 (C.13) を用いると、

〈0|Z(x)Z̄(0)|0〉 = g2
YM∆(x)(1 − λΓ(2− ω)Γ(ω − 1)

8πω(2ω − 3)
(x2)2−ω) (6.18)

ここで、∆(x) は 2ω次元での free propagator であり、(C.14) である。φi(x)に対する propagator
の 1-loop 計算も同様にして行うと、Z(x)の結果と一致する。

6.3.2 BMN Operator の Planar, 1-LoopでのAnomalous Dimension

それでは、BMN operator の planar, 1-loop での anomalous dimension を計算してみよう。こ
こでは最も簡単な BMN operator OJ12,m =

∑J
l=0 e

2πilm
J Tr[φ1Z lφ2ZJ−l] を見る。OJ12,m と ŌJ12,n

の 2点関数 〈0|OJ12,m(x)ŌJ12,n(0)|0〉 を求める。1-loop で BMN operator 同士がmixing を起こし
ているかどうかを確かめるためにも、m �= n の場合も計算する。従って、考えるべき diagram
は、φ と Z の間の interaction、2つのZ の間の interaction、propagator への補正の 3種類であ
る。これらを順に考えていこう。

φ1Z
1 · · · k

Z̄φ1 Z̄

φ2

(a)

· · ·· · ·

φ2

Z

k + 1

· · ·

φ1Z

· · ·

Z̄φ1

(b)

Z

φ2 Z̄

φ2

k − 1· · · k1

φ1Z
1 · · · k

Z̄φ1

φ2 Z

k + 1

· · ·· · ·

Z̄φ2

(c)

φ1Z
1 · · ·

Z̄φ1

· · ·· · ·

Z φ2

kk − 1

φ2Z̄

(d)

φ1Z
1 · · · k

Z̄φ1

φ2 Z

k + 1

· · ·· · ·

Z̄φ2

(e)

φ1Z
1 · · ·

Z̄φ1

· · ·· · ·

Z φ2

k

Z̄ φ2

k − 1

(f)

図 6.2: φとZ の間の相互作用: ’momentum’ 依存の diagram(上段) と依存しない diagram (下段)

以下では、diagram の結果は見易くするため、D(x) を省略して書く。ここで、

D(x) =
1

8π2

(
N

2

)J+2

∆J+2(x) (6.19)

まず、φ とZ の間の interactionを見る。このタイプの diagramはさらに 2種類に分けられる。ひ
とつは φ とZ の位置を変えるもので、もうひとつは変えないものである。位置を変える diagram
は、図 6.2 (a), (b) であり、vertex Tr[ZφiZ̄φi] からくる。O(x)の中で loop に関与しない φ を
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Tr の cyclicity を用いて、一番左に持ってきておく。まず、φ1 が loop に加わる場合を考える。図
6.2 (a),(b) からの寄与は、

(a) : λe
i2π(m−n)k

J
− i2πn

J (log x2Λ2 + finite.) (6.20)

(b) : λe
i2π(m−n)k

J
+ i2πn

J (log x2Λ2 + finite.). (6.21)

ただし、k = 0, J のときは、φ1 と φ2 が隣接するので、k = 0 では (b) は消え、k = J では (a)
は消える。0 から J まで k について足し上げると、これらは合計して、

λJ(e
i2πm

J + e
i2πm

J )(log x2Λ2 + finite.) (n = m)
0 (n �= m)

(6.22)

φ2 が loop に加わる場合は、φ1 の場合と比べて、phase が逆符号になることだけが変わる。従っ
て、φ1, φ2 合わせた寄与は (6.22) を 2倍したものである。
φの位置を変えない diagram は、図 6.2 (c), (d), (e), (f) であり、これらの寄与は、4点 vertex か
らは、

(c) : −λe
i2π(m−n)k

J (log x2Λ2 + finite.), (6.23)

gluon exchange からは、
(d) : λe

i2π(m−n)k
J (log x2Λ2 + finite.), (6.24)

となり、2つの寄与は打ち消しあう。(e), (f) も打ち消し合う。これは、φ2 が loop に入る場合も
同様である。従って、図 6.2 (c) - (f) からの寄与はm,n に依らず、0である。

φ1Z
1

Z̄φ1

(g)

k· · ·
Z Z

· · ·

φ2

Z̄ Z̄ φ2

· · · ··

φ1Z
1

Z̄φ1

· · ·

φ2Z̄ Z̄

Z Z φ2

k· · ·

· · · ··

(h)

図 6.3: ZZ同士の相互作用

次に、Z同士の interaction の diagram 図 6.3 を考える。これらの diagram からの寄与は、今
度は打ち消し合わずに強めあい、

(g) + (h) : λe
i2π(m−n)k

J (log x2Λ2 + finite.). (6.25)

k を固定したとき、隣接する Zの組は J-2 通りある。ただし、k = 0, J のときは φ 同士が隣接し
ているため、隣接するZ の組は J − 1 通りである。このことを考慮して、k について足し合わせ
ると、

((J − 2)(J − 1) + 2(J − 1))λ(log x2Λ2 + finite.) (n = m)
(−(J − 2) + 2(J − 1))λ(log x2Λ2 + finite.) (n �= m).

(6.26)
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· · ·· · ·

Z̄

Z

φ1 φ2

φ2φ1 φ2

· · ·

φ2

· · ·

φ1Z̄

φ1Z

· · ·· · ·

Z̄

Z

φ1

φ2φ1

φ2

· · ·· · ·

Z̄

Z

φ2

φ1φ2

φ1

· · ·

φ1 φ2Z̄

φ2φ1Z

· · · · · ·

φ2 φ1Z̄

φ1φ2Z

· · ·

図 6.4: φ1 と φ2 の相互作用

φ同士が相互作用する diagram は図 6.4 であり、これらの寄与は、

(−1) + (+2) + (+1)λ(log x2Λ2 + finite.). (6.27)

最後に、propagator への補正の diagram 図 6.5 である。これらの寄与は、(6.17) より、

· · · · · ·

図 6.5: propagator への補正

−λe
i2π(m−n)k

J (log x2Λ2 + finite.). (6.28)

O(x)の場の数は J + 2 個であることを考慮しつつ、k についての和をとると、

−(J + 2)(J + 1)(log x2Λ2 + finite.) (n = m)
−(J + 2)(log x2Λ2 + finite.) (n �= m).

(6.29)

以上の結果 (6.22), (6.26), (6.27), (6.29) を足し合わせて、planar, 1-loop まででの 2点関数が求
まる。

〈0|OJ12,m(x)ŌJ12,n(0)|0〉 = δmn∆J+2

(
1 +

λ

2π2
(cos(2πm

J )− 1) log(x2Λ2)
)
. (6.30)

よって、J � 1 の BMN limit では、anomalous dimension は、

δ∆OJ
12,m

=
λ

J2
m2. (6.31)

string theory 側の spectrum と一致する。前に述べたように、摂動展開の展開係数は λ′ = λ
J2 と

なっている。従って、λ′ � 1 で摂動展開は意味をなすであろう。上記 2点関数は添字m, n に関し
て対角化されており、planar, 1-loop level ではBMN operator 同士はmixing を起こしていない。

planar level での λ′ に関する higher order の計算もなされており、string spectrum との一致
が確認されている。[22] では 2-loop の計算が行われている。さらに、[23] では λ′ の all order で
string spectrum を完全に再現することが確かめられている。

45



6.4 Torus Level での計算

それでは、genus 展開を torus level まで含めてみよう [24, 25]。ここでは、話を見易く単純に
するために、次の operator を考えることにする。

OJn =
1√

JNJ+2

J∑
l=0

e
i2πnl

J Tr[φZ lψZJ−l] (6.32)

φ =
φ1 + iφ2

√
2

ψ =
φ3 + iφ4

√
2

(6.33)

複素 scalar 場 φ,ψ,Z はN = 1の言葉でN = 4 を書いたときにでてくる 3つの chiral superfield
の lowest component である。

6.4.1 Tree Level, Torus Level の計算

まず、BMN limitでの higher genusの diagramの様子を探るために、BPS operator O(x) (5.9)
の 2点関数を計算してみる。planar level では、

〈OJ(x)ŌJ (0)〉free, planar =
1

(4π2x2)J
. (6.34)

torus diagram は、torus 上には書けるが sphere 上には書けないような diagram である。
そのような diagram を考えるために、まず periodic square で考えよう。single trace operator
を 円で表わし、Oは白色、Ō は灰色で円の中を塗りつぶして表わす。torus diagram は図 6.6 上
段のように、J 個の propagator を 3つあるいは 4つの束に分けたものであることが分かる。より
見易い形に図 6.6 下段のように diagram を書くことができる。3つあるいは 4つの束への分け方
の場合の数は、 (

J

3

)
+
(
J

4

)
=
(
J + 1

4

)
∼ J4

4!
(J � 1) (6.35)

そして、縮約の仕方は cyclic permutationの数J だけある。各々のdiagramの寄与は free diagram
の diagram の寄与よりに 1

N2 を掛けたものである。これらを合わせると、

〈OJ(x)ŌJ(0)〉free, torus =
J4

4!N2

1
(4π2x2)J

(6.36)

よって、genus counting parameter は g2
2 = J4

N2 であることが分かる。つまり、個々の diagram
の寄与は 1

N2 の factor で抑えられるが、それらの個数が J4 の order だけあるので、BMN limit
J ∼

√
N → ∞ では全体として有限の寄与を与えるのである。それでは、free SYM で BMN

operator OJn の 2点関数の torus diagram の計算をしよう。planar level では、

〈OJm(x)ŌJn(x)〉free, planar =
δmn

(4π2x2)J+2
(6.37)

torus を考える場合、O の場合とほとんど同じであるが、J を J + 2 にして、diagram の prop-
agator のうち、1 つを φ の propagator に他の 1 つを ψ の propagator に変え、残りは Z の
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TrZJ

TrZ̄J

TrZJ

TrZ̄J

TrZ̄J

TrZJ

図 6.6: tree level の torus diagram

propagator のままにした diagram を考えればよい。φ と ψ の propagator がどこにあるかによっ
て、relative phase が掛かってくる。diagram の記法として、図 6.7 を用いる。φ が常に一番左
にくるようにしておく。あとは、ψ をどこに置くかを決めればよい。ψ が J1 にあり、φ との間
に L1 個の Z が挟まれているときには、e

2πiL1(m−n)
J の phase がかかる。ψ が J5 にあり、J5 の

中で φ の図 6.7でみて右から L5 番目にあるときには、e
−2πiL5(m−n)

J がかかる。J2 の左から L2

番目にある場合には、e2πi
(J1+L2)m−(J1+J4+J3+L2)n

J がかかる。J3 の左から L3番目にあるときは、
e2πi

(J1+J2+L3)m−(J1+J4+L3)n
J がかかり、J4の左からL4番目にある場合は、e2πi

(J1+J2+J3+L4)m−(J1+L4)n
J

の phase がかかる。これらの phase factor をそれぞれ 1 ≤ Li ≤ Ji で和をとり、さらに全てを足
し合わせて、最後に J1 + J2 + J3 + J4 + J5 = J + 1, J1, J5 ≥ 0, J2, J3, J4 ≥ 1 の条件付きで、Ji
の和をとる。

〈OJm(x)ŌJn(0)〉 =
∑

J1+···+J5=J+1
J1,J5≥0

J2,J3,J−4≥1

( J1∑
L1=1

e2πi
(m−n)L1

J +
J5∑

L5=1

e2πi
−(m−n)L5

J +
J2∑

L2=1

e2πi
J1m−(J1+J4+J3)n+(m−n)L2

J

+
J3∑

L3=1

e2πi
(m−n)J1+J2m−J4n+(m−n)L3

J +
J4∑

L4=1

e2πi
(m−n)J1+J2m+J3m+(m−n)L4

J

)
× 1
JN2

1
(4πx2)J+2

(6.38)
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J1 J3J2 J4 J5

図 6.7: BMN operator の free, torus diagram

ji = Ji
J , Li = Li

J とおき、J ∼
√
N , Ji が大きいとして和を積分にすると、 1

JN2
1

(4πx2)J+2 の前の
係数は、

J5Amn ≡ J5

∫ 1

0
dj1 · · · dj5δ(j1 + · · · j5 − 1)(∫ j1

0
dl1e

2πi(m−n)l1 +
∫ j5

0
dl5e

−2πi(m−n)l5 + e2π((m−n)j1−nj4−nJ3)

∫ j2

0
dl2e

2πi(m−n)l2

+ e2πi((m−n)j1+mj2−nj4)
∫ j3

0
dl3e

2πi(m−n)l3 + e2πi((m−n)j1+mj2+mj3)

∫ j4

0
dl4e

2πi(m−n)l4

)
(6.39)

まず、j5 積分を δ 関数を用いて行い、∫
0≤j1+···+j4≤1

0≤ji≤1

dj1 · · · dj4 =
∫ 1

0
dj1

∫ 1−j1

0
dj2

∫ 1−j1−j2

0
dj3

∫ 1−j1−j2−j3

0
dj4 (6.40)

を用いて計算すると、

Amn =



1
24 , (m = n = 0),
1
60 −

1
24π2m2 + 7

16π4m4 , (m = n �= 0),
1

48π2m2 + 35
128π4m4 , (m = −n �= 0),

0, (m = 0, n �= 0 or n = 0,m �= 0),
1

4π2(m−n)2

(
1
3 + 1

π2m2 + 1
π2n2 − 3

2π2mn −
1

2π2(m−n)2

)
, (others),

(6.41)

以上から、free SYM, torus level での 2点関数は、

〈OJm(x)ŌJn(0)〉free, torus =
g2
2Amn

(4π2x2)J+2
, (6.42)

と求まった。ここで分かるように、BMN operator でも genus counting constant は g2
2 = J4

N2 と
なることには変わりがない。また、planar, 1-loop では BMN operator 同士はmixing を起こし
ていなかったが、tourus diagram では free theory の段階ですでにBMN operator 同士でmixing
を起こしていることが分かる。
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6.5 Torus, 1-Loop での Anomalous Dimension

さてこの節では、torus,1-loop での BMN operator の 2点関数を計算する。実は計算をより単
純にしてくれる次の事実が存在する。BMN operator の 2点関数では、1-loop では genus 展開
の all order で、4点 vertex の D-term, gluon exchange そして self energy の寄与は打ち消しあ
う。これは、chiral primary operator の 2点関数が 1-loop レベルでは量子補正を受けないことを
示す議論 [26] を少し拡張したものである。従って、4点 vertex の F-term だけを考えればよい。
Euclidean の作用では F-term の形は、

VF = 4g2
YMTr([Z, φ][φ̄, Z̄] + [Z,ψ][ψ̄, Z̄] + [φ,ψ][ψ̄, φ̄]). (6.43)

4点 vertex による 1-loop, torus diagram には interaction point を経由する loop が 2つある。ひ
とつは、O(x) から出て interaction point y を経て O(x)に戻るもの、もうひとつは Ō(0) から出
て interaction point を経由して Ō(x) に戻るものである。これらの loop の torus の 2つの cycle
への巻き付き方によって、diagram は分類できる。2つの loop が cycle へ巻き付かない、1つだけ
が巻き付く、2つが同じ cycle へ巻き付く、2つが異なる cycle へ巻き付く場合の 4通りがある。最
後の種類の diagram はF-term vertex によっては実現できない。他のものは存在して、それぞれ、
6.8 に挙げるような形をしている。この形に由来して 1番目のものを nearest neighbor diagram,

J1 J2 J3 J4 J4J3J2J1 J2 J3J1

図 6.8: 1-loop, torus diagram 左から、巻き付きがない diagram, 1つだけ巻き付く diagram, 2つ
が同じ cycle に巻き付く diagram

2番目のものを semi-nearest neighbor diagram, 3番目のものを non-nearest neighbor diagram
と呼ぶ。これらを順に評価していこう。

6.5.1 Nearest Neighbor Diagram

この diagram は interaction point につながる propagator が同じ束の中に入っているものであ
る。相互作用する場は隣接している。従って、φ, ψ が相互作用する場合これらを入れ替えても
relative factor は出ないので、operator の中では φ と ψ に関して対称になる。一方、F-term で
φ と ψ をつなげる vertex は φ とψ に対して反対称で入っているので、φ, ψ 間で相互作用してい
る diagram は消える。Z と φ の間で相互作用している場合を考えよう。vertex は、6.9である。
考えている diagram (図 6.8 の一番左のもの) の相互作用 vertex が図 6.9 のどれであるかによっ
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φ Z

Z̄ φ̄

φ

φ̄ Z̄ φ̄ Z̄

φZZ φ

Z̄ φ̄

Z

4g2
YM

図 6.9: F-term vertex

て、diagram から 4つの diagram が得られる。これら 4つの diagram を合わせた全体の寄与は、
free diagram (vertex を取り除き、左側の propagator を φ の propagator としたもの) に factor

λ′(−4)(1 − e 2πin
J )(1− e

−2πim
J )

log (Λ2x2)
32π2

∼ −eiπ
(n−m)

J
λ′nm
2J2

log(Λ2x2) (J ∼
√
N →∞)

(6.44)
を掛けたものである。残りの ψ ,Z 間の相互作用による diagram からの寄与は、O の φ と ψ の
位置間の位相の関係から、(6.44) からの寄与の複素共役を取ったものである。従って、nearest
neighbor diagram からの寄与を足し合わせると

−λ′g2
2Amnmn

log(Λ2x2)
(4π2x2)J+2

. (6.45)

6.5.2 Semi-Nearest Neighbor Diagram

この diagram ではある propagator の束の左端の propagator とその隣の束の右端の propagator
が vertex につながっている。このとき、相互作用する場はOか Ōのどちらか一方の中で隣接し
ている。従って、nearest neighbor のときと同じように、φ, ψ は operator の中では対称になり、
F-term の反対称性により、φ, ψ が相互作用する diagram の寄与はゼロになる。また、ψ, Z 間の
相互作用からの寄与が、φ, Z 間の相互作用の複素共役になることも nearest neighbor のときと同
様である。よって、φ, Z 間の相互作用だけを考えればよい。
まず、trace の cyclic permutation を用いて相互作用に関与する propagator を左端に持ってく
る。6.10 の左側のように J1 の左端と J2の右端が相互作用する場合と、右側のように J1の左端

J4J3J2J1
(a)

J1 J2 J3 J4
(b)

図 6.10: Semi nearest neighbor diagram

と J2 の右端が相互作用する場合の 2通りがある。まず、(a) を考える。nearest neighbor のとき
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と同様に、(a) の diagram で 4つの diagram を表わしているとする。位置が定まっていないのは
ψ だけであり、位相に注意して ψ の位置を足し上げればよい。
ψ が J1 の束のK1 にいるときの relative phaseは、4つの diagram からの寄与を足し合わせて、

(1− e−2πin
J )e2πi

(m−n)K1
J (e2πi

m(J3+J4)
J − 1). (6.46)

ψ が J2 の束のK2 にあるときは、

(1− e−2πin
J )e2πi

m(J1+K2)−n(J1+J4+J3+K2)
J (e2πi

m(J3+J4)
J − 1). (6.47)

ψ が J3 の束のK3 にいるときには、

(1− e−2πin
J )e2πi

mK3−n(J1+J4+K3)
J (1− e2πi

m(J1+J2)
J ). (6.48)

ψ が J4 の束のK4 にあるときは、

(1− e−2πin
J )e2πi

m(J3+K4)−n(J1+K4)
J (1− e2πi

m(J1+J2)
J ). (6.49)

これで全ての phase が求まったので、free SYM での 2点関数の torus diagram のときのよう
に、J → ∞ で ji = Ji

J , ki = Ki
J とおいて、Ki に関する和を

∫ ji
0 dki に、Ji に関する和を∫ 1

0 dj1 · · · dj4δ(j1 + · · · + j4 − 1) で置き換えて計算する。計算は、まず Ji の束に由来する項をそ
れぞれ ki で積分して、それらを足し合わせて、j1, j2, j3, j4 の積分をすればよい。結果は、

−i(1− e−2πin
J )

(
3(m−2n)(2m−n)(m2−mn+n2)

m2n2 + 2(m− n)2π2
)

12(m− n)3π3
, (6.50)

となる。
diagram (b) からの寄与は、(a) で m ↔ n としたものである。ψ, Z が相互作用する diagram
からの寄与も合わせて、Semi-nearest neighbor diagram からの寄与は、

−λ′g2
2Amn(m− n)2

log(Λ2x2)
(4π2x2)J+2

. (6.51)

この Semi-nearest neighbor diagram の数は nearest neighbor diagram と比べて、factor O( 1
J ) だ

け少ないが、vertex を経由する loop のうち 1つが、cycle に巻き付きO(J) 個の場を飛び越す。
そのため、O(|1 − e2πi 1

J |) = O( 1
J ) の factor が Nearest neighbor に比べて 1つ少ない。つまり、

Nearest neighbor はこの factor により、O( 1
J2 ) で suppress されるが、Semi-nearest neighbor に

はO( 1
J ) しか掛からない。よって、結果的にNearest neighbor と Semi-nearest neighbor は同じ

オーダーの寄与を与える。

6.5.3 Non-Nearest Neighbor Diagram

最後に、Non-nearest neighbor diagram を考える。図 6.8 の一番右側に示されているように、
この diagram は同じ propagator の束の両端が相互作用に関わる。この diagram は propagator
を 4つの束ではなくで 3つの束に分けなくては描くことができない。φと ψ が相互作用に関わる

51



diagram は、ψ が固定されるので、束の中での ψ の位置の足し合わせがなく、diagram の数が φ

と Z の相互作用の場合に比べて factor O( 1
J ) 少ない。従って、無視してよい。ψ と Z の相互作

用による寄与は、前と同様 φ と Z によるものの複素共役である。
図 6.8のように vertex に関わる propagator を J1 の両端に持ってくる。そして、ψ の位置に関
する足し合わせをする。
ψ が J1 の k 番目にあるときの 4つの diagram の phase factor の和は、

e−2πi
(m−n)K1

J (1− e−2πi
n(J2+J3+1)

J )(e2πi
m(J2+J3+1)

J − 1) (6.52)

ψ が J2 のK2 番目にいるときには、

e2πi
(m−n)K2−nJ3

J (1− e−2πi
nJ1

J )(e2πi
mJ1

J − 1) (6.53)

ψ が J3 のK3 番目にいるときには、

e2πi
m(K3+J2)−nK3

J (1− e−2πi
nJ1

J )(e2πi
mJ1

J − 1) (6.54)

以上を前と同様に J →∞ として積分する。ψ と Z の相互作用から得られる寄与も合わせて、2
点関数への補正

−λ′g2
2

Bmn
4π2

log(Λ2x2)
(4π2x2)J+2

, (6.55)

Bmn =


0, n = 0 or m = 0,
1
3 + 5

2π2m2 , m = n �= 0,
− 15

8π2m2 , m = −n �= 0,
3

2π2mn
+ 1

2π2(m−n)2
, others.

(6.56)

を得る。
Non-nearest neighbor diagram では 4つではなく 3つに propagator を分けるため、diagram
の数は Semi-nearest neighbor よりも factor O( 1

J ) だけ少ない。しかし、vertexを経由する loop
が 2つとも torus の cycle に巻き付き、相互作用している場がO(x), Ō(0) のどちらの operator
の中でもO(J) の飛び越えをする。従って、diagram が前述の factor で suppress されない。よっ
て、Non-nearest neighbor diagram 全体としての寄与は、Nearest, Semi-nearest neighbor と同
じオーダーである。
最後に、今までに得た 1-loop, torus レベルまでの 2点関数をまとめておく。

〈ŌJm(0)OJn(x)〉 =
(

(δmn + g2
2Amn)(1 − (m2 −mn+ n2)λ′ log Λ2x2)− g2

2λ
′Bmn
4π2

log Λ2x2

)
1

(4π2x2)J+2
.

(6.57)

6.6 Single Trace Operatorと Double Trace Operatorの間のMix-

ing

ここまでの計算より、torus level ではBMN operator 同士は operator mixing を起こしており、
anomalous dimension を得るにはこのmixing を解く必要があることが分かった。さらに、BMN
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operator は double trace operator ともmixing を起こしており [27]、このmixing も解かなけれ
ばならない [28, 29, 30]。この節ではこのmixing を見る。BMN operator OJm(x)とmixing を起こ
す可能性のある double trace operator は : OJ1

p OJ−J1 : (x), : OφOψ : (x) だが、後者とはmixing
を起こさない (appendix 参照)ので前者だけを考える。

OJpy(x) ≡: OJ1
p OJ−J1 : (x) (y = J1

J ), (6.58)

と書くことにする。OJm とOJpy の間のmixing は、この後すぐに見るようにオーダーが g2 である。
このことから、これらの operator の間のmixing を解いた際のO(gk2 ) の補正はBMN operator の
anomalous dimensionにはO(gk+1

2 )で効いてくる。従って、1-loop, torusレベルλ′g2
2 のanomalous

dimensionを得るためには、BMN operatorと double trace operator の間のmixingは、オーダー
g2 のレベルで解けば十分である。つまり、ouble trace operatorが関わる 2点関数は 1-loop, planar
レベルまで求めればよい。一方、BMN operator あるいは double trace operator 同士のmixing
は、O(g2

2) である。このことから、まず BMN operator と double trace operator の間のmixing
をO(g2) で解いてしまい、その後に BMN operator 同士のmixing をO(g2

2) で解くことにする。
1-loop, planar レベルまでの 2点関数を実際に計算すると、

〈ŌJm(0)OJn(x)〉 = δmn(1− λ′m2 log(Λ2x2)), (6.59)

〈ŌJm(0)OJpy(x)〉 = g2Cm,py(1− λ′(amk + bmk) log(Λ2x2)). (6.60)

〈ŌJpy(0)OJqz(x)〉 = δpqδyz(1− λ′k2 log(Λ2x2)) (6.61)

ただし、

Cm,py =
√

1− y
Jy

sin2(mπy)
π2(m− k)2 , k =

p

y
, amk = k2, bmk = m(m− k). (6.62)

である。実は、single trace operator と double trace operator の間の 2点関数は single trace
operator の 3点関数 [30, 31, 32] から求めることができる。これらの定数は 3点関数の言葉で書
かれたものである。
さて、2点関数が対角化されるように operator を再定義しよう。ここで、対称性について注意
しておかなければならない。R対称性 SO(6) の vector 表現のスカラー場 φi(x) (i = 1, · · · , 4) を
挿入した BMN operator は、SO(6) の部分群 SO(4) の表現を成す。特に今考えている operator
OJn(x) は SO(4) の部分群 SU(2) の 2⊗ 2 = 1⊕ 3 表現に含まれている。具体的には、

O±J
m ≡ 1√

2
(OJm ±OJ−m), (6.63)

は、O+J
m が 3表現に含まれ、O−J

m は 1表現である。conformal 対称性とR 対称性は可換なので、
R対称性の異なる表現に属する operator は一般的には異なる conformal dimensionを持つ。従っ
て、O+J

m とO−J
m は別々に扱われる必要がある。このO±J

m を用いて、eqrefss2, (6.60), (6.61) を
書き直しておく。

〈Ō±J
m (0)O±J

n (x)〉 = δmn(1− λ′m2 log(Λ2x2)), 〈Ō±J
m (0)O∓J

n (x)〉 = 0, (6.64)

〈Ō±J
m (0)O±J

py (x)〉 = g2C
±
m,py

(
1− λ′(a±mk + b±mk) log(Λ2x2)

)
, 〈Ō±J

m (0)O∓J
py (x)〉 = 0, (6.65)

〈Ō±J
py (0)O±J

qz (x)〉 = δpqδyz(1− λ′k2 log(Λ2x2)), 〈Ō±J
py (0)O∓J

qz (x)〉 = 0. (6.66)
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表記の簡約のため、double trace operator の index (p, y) を i と書くことにする。また、operator
O±J
m , O±J

i をまとめて、OA (A = (±,m), (±, i)) と書くことにする。
対角化された operator をO′±J

m , O′±J
i とする。

O′
A = OBSBA. (6.67)

planar では operator mixing は起こらなかったので、これらは、g2 = 0 でそれぞれO±J
m , O±J

i に
なるようにとる。これらの operator の 2点関数は、

〈Ō′
A(0)O′

B(x)〉 =
N

(4π2x2)J+2
δAB

(
1− λ′γA log Λ2x2

)
, (6.68)

の形をしている。N は normalization factor であり、λ′γA が anomalous dimension である。
まず、このmixing を g2 の level で解いてしまうと、

O′′±J
m = O±J

m + g2

∞∑
p=0

J∑
J1=0

C±
m,py

a±mk + b±mk −m2

m2 − k2
O±J
py (6.69)

O′′±J
py = O±J

py − g2
∞∑
m=0

C±
m,py

a±mk + b±mk − k2

m2 − k2
O±J
m (6.70)

これらの operator O′′
A は、O(g2) のオーダーで対角化されている。

6.7 1-Loop, Torus Level での Anomalous Dimension

前節でO(g2)でBMN operator と double trace operatorの間のmixingを解いた。この節では、
O′′
m をさらにO(g2

2)まで対角化する。そして、その対角化された operatorの anomalous dimension
を得る。
まず、O′′

A の 2点関数が必要である。まず、O′′
m とO′′

i の間の 2点関数は、O(g3
2) である。O′′

A

はO(g2) で対角化されたのだから、この量はO(g2
2) の値を持つ可能性があるが、今の場合は Om

同士あるいはOi 同士のmixing が O(g2
2) であったことために、O(g3

2) の値となる。従って、O′′
m

あるいはO′′
i の組を独立に扱ってしまってよい。ここでは、O′′

m だけを考える。
O′′
m 同士のO(λ′g2

2) までの 2点関数は、(6.57), (6.65), (6.66), (6.69) から、

〈Ō′′±J
m (0)O′′±J

n (x)〉 =δmn
(
1− λ′m2 log(Λ2x2)

)
(6.71)

+ g2
2

(
(Mmn ±Mm,−n)− λ′

(
mn(Mmn ∓Mm,−n) +

1
4π2

(Dmn ±Dmn)
)

log(Λ2x2)
)
.

(6.72)

ここで、

Mmn = M1
mn +M2

mn, Dmn = D1
mn +D2

mn, (6.73)

M1
mn = Amn, D1

mn = Bmn + 4π2(m− n)2Amn, (6.74)
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M2
mn =


− 1

40 + 1
12π2n2 − 49

128π4n4 , (n = m �= 0),
− 1

96π2n2 − 35
256π4n4 , (n = −m �= 0),

− 1
8π2(m−n)2 + 3

16π4(m−n)4 + 1
8π4(m−n)2(m+n)2 −

3
16π4m2n2 − 3

16π4mn(m−n)2 , (n �= m),

(6.75)

D2
mn =

{
−1

4 −
45

32π2n2 , (n = m or n = −m),
−1

2 −
3

4π2n2 − 3
4π2m2 + 3

8π2(n−m)2 + 3
8π2(n+m)2 , (n �= m).

(6.76)

対角化するには、
O′±J
m = O′′±J

m + g2
2

∑
n

TmnO′′±J
n , (6.77)

とする。ただし、

Tmm = −Mmm

2
, Tm,−m = −Mm,−m

2
, Tmn = −mMmn

m+ n
+

Dmn

4π2(m2 − n2)
. (6.78)

この operator の anomalous dimension は、

∆±
m − J − 2 = λ′

(
m2 +

g2
2

4π2
(

1
12

+
35

32π2m2
)
)
. (6.79)

興味深いことに、SU(2) の異なる既約表現に属する operator の anomalous dimension が一致す
ることが分かった。次節でもっと広い class の operator に関してもこの anomalous dimension の
一致が起こることを見る。
以上で、O(g2

2) までで dilation operator の固有状態であるO′
A が得られた。ただし、後に分か

るように基底O′
A は string 側の状態に対応する基底ではない。これは、string 側の基底は g2 �= 0

ではH の固有状態ではないことから明らかであろう。

6.8 より広いClass のBMN Operator の2点関数とそのAnomalous

Dimension

前節までに見てきた BMN operator は、その impurity operator φi (i = 1, 2, 3, 4) が R 対称
性に起因する SO(4) のベクトル表現に属するものであった。ただし、φ1, φ2 等を複素場に組み、
その holomorphic な場 φ, ψ のみを impurity として入れてきた。前節で見たように、SO(4) を
SO(2)×SO(2) の表現に分解したときに、このような場は片方のSO(2) に対してだけ non-trivial
な表現を成す。しかし、BMN operator には anti-holomorphic 場 φ̄, ψ̄ を impurity として加え
たものも含まれている。この節では、より一般の two impurity BMN operator の 2 点関数と
anomalous dimension についてまとめておく [28]。具体的には、任意の φi を impurityとして含む
two impurity BMN operator を考える。これらの operator は SO(4) の 4×4 表現に属している。
従って、この節では φi (i = 1, 2, 3, 4) を複素 notation で表わすのをやめて、実数場の notation の
ままで表わす。
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6.8.1 SO(4) の既約表現による分解

まず、operator の表示法の notation を書いておく。single trace operator に対しては、

OJ =
1√
JNJ

TrZJ , (6.80)

OJi =
1√
NJ+1

Tr[ψiZJ ], (6.81)

OJij,m =
2J+2

√
JNJ+2

 J∑
p=0

e2πipm/JTr[φiZpφjZJ−p]− δijTr[Z̄ZJ+1]

 , (6.82)

double trace operator に対しては、

T J,yij =: Oy·Ji O
(1−y)·J
j :, (6.83)

T J,yij,p =: Oy·Jij,pO(1−y)·J . (6.84)

suffix ij を持つ場は、SO(4)の4×4に属している。前節でも書いたように、anomalous dimension
は SO(4) の既約表現ごとで違う値を受ける可能性があるので、これらの operator を traceless 対
称表現 9, 反対称表現 6, singlet 1 に分解しておこう。

9表現 : OJ(ij),m =
1
2
(OJij,m +OJji,m)− 1

4
δij

4∑
k=1

OJkk,m, (6.85)

6表現 : OJ[ij],m =
1
2
(OJij,m −OJji,m), (6.86)

1表現 : OJ1,m =
1
2

4∑
k=1

OJkk,m. (6.87)

ここでは、OJij,m に関してだけ書いたが、他の operator に対しても同様に分解しておく。元の
operator の性質Oij,m = −Oji,m からこれらの operator に対しては、

OJ(ij),−m = OJ(ji),m, OJ[ij],−m = −OJ[ji],m, OJ1,−m = OJ1,m, (6.88)

が成り立っている。

6.8.2 g2
2λ

′ までの 2点関数

前節では、SO(4)の既約表現によって operator を分類したが、この章では表記の便宜のため1に
対称 traceless と反対称 operator に関する 2点関数は元の operator の形で書いておく。つまり、
OJij,m, T J,yij,p , T

J,y
ij (i �= j) の間の 2点関数を書いておく。singlet 表現の operator に関しては再定

義された operator の間の 2点関数を書いておく。

1実際には、計算の上でも元の operator で計算した方が簡単である。
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6.8.3 9 表現Operator と 6 表現のOperator の 2点関数

まず、対称 traceless と反対称表現の operator の 2点関数をまとめておく。

〈ŌJij,m,OJij,n〉 =δmn
(
1− λ′m2 ln(Λ2x2)

)
+ g2

2

(
M1
mn − λ′(mnM1

mn +
1

4π2
D1
mn) ln(Λ2x2)

)
+O(g4

2), (6.89)

〈T̄ J,yij T
J,z
ij 〉 = δyz +O(g2

2), (6.90)

〈T̄ J,yij,pT
J,z
ij,q 〉 = δpqδyz

(
1− λ′ p

2

y2
ln(Λ2x2)

)
+O(g2

2), (6.91)

〈T̄ J,yij,pT
J,z
ij 〉 = O(g2

2), (6.92)

〈ŌJij,mT
J,y
ij,p 〉 = g2Cm,py

(
1− λ′(p

2

y2
−mp

y
+m2) ln(Λ2x2)

)
+O(g3

2), (6.93)

〈ŌJij,mT
J,y
ij 〉 = g2Cm,y

(
1− λ′m2 ln(Λ2x2)

)
+O(g3

2). (6.94)

ただし、Cm,py は (6.62) であり、Cm,y は、

Cm,y = δm0
y√
J
− 1√

Jπ2

sin2(πmy)
m2

, (6.95)

である。前と同様にこれらのmixing を O(g2
2) までで解くために、operator の再定義をしよう。

まず、O(g2) までの精度でmixing を起こさないように再定義された operator O′′, T ′′ は、

O′′J
ij,m = OJij,m −

∑
p,y

g2Cm,py
p

p+ ny
T J,yij,p , (6.96)

T ′′J,y
ij,p = T J,yij,p −

∑
m

g2Cm,py
my

p+my
OJij,m, (6.97)

T ′′J,y
ij = T J,yij −

∑
m

g2Cm,yOJij,m, (6.98)

これらの operator の線形結合をとって、O(g2
2) でmixing を起こさないようにした single trace

operator O′ は、

O′J
ij,m = O′′J

ij,m + g2
2

∑
n

TmnO′′J
ij,n, (6.99)

である。ただし、ここで mixing を起こさないといっても m �= n の operator の間ではなく、
|m| �= |n| の operator の間でmixing を起こさないという意味である。つまり、m = −n の場合
にはまだmixing を起こす。これは前で述べたように、dilation operator の本当の固有 operator
はOJij,m に対応するものではなく、OJ(ij),m, OJ[ij],m に対応するものだからである。このことから、
O′J
ij,m は、

〈Ō′J
ij,mO′J

ij,n〉 = δmn −
(
δmn

γ9
m + γ6

m

2
+ δm,−n

γ9
m − γ6

m

2

)
ln(Λ2x2), (6.100)
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となるように取られている。γ9
m, γ6

m はそれぞれ O′J
(ij),m、O′J

[ij],mの anomalous dimension であ
る。ここで、

〈Ō′J
ij,mOJij,−m〉 =

γ9
m − γ6

m

2
ln(Λ2x2) = g2

2λ
′
(

2n2Mm,−m −
1

4π2
Dm,−m

)
ln(Λ2x2) = 0, (6.101)

となる。よって前節で述べたように、γ9
m = γ6

m となり、異なる既約表現に属する operator の間
で anomalous dimension が縮退していることが分かる。実は、後で分かるように γ1

m もこれらの
値と一致しており、3つの表現の anomalous dimension は一致することが分かる。この現象は、
supersymmetry に起因するものである。

anomalous dimension は前節で求めたとおり、

γ9
m = γ6

m = J + 2 + λ′
(
m2 +

g2
2

4π2

(
1
12

+
35

32π2m2

))
, (6.102)

となる。

6.8.4 1 表現Operator の 2点関数

これらの operator の 2点関数は、

〈ŌJ1,mOJ1,n〉 =(δmn + δm,−n)
(
1− λ′m2 ln(Λ2x2)

)
(6.103)

+ g2
2

(
M1
mn +M1

m,−n − λ′mn(M1
mn −M1

m,−n ln(Λ2x2))
)

+O(g4
2), (6.104)

〈T̄ J,y1,p T
J,z
1,q 〉 = δyz(δpq + δp,−q)

(
1− λ′ p

2

y2
ln(Λ2x2)

)
O(g2

2), (6.105)

〈T̄ j,y1 T
J,z
1 〉 = δyzδy,1−z +O(g2

2), (6.106)

〈T̄ J,y1,p ŌJ1,mg2Cm,py
(

1− λ′ p
y
m ln(Λ2x2)

)
+ g2C−m,py

(
1 + λ′

p

y
m ln(Λ2x2)

)
+O(g3

2), (6.107)

〈T̄ J,y1 OJ1,m〉 = 2g2Cm,y +O(g3
2), (6.108)

T̄ J,y1 T J,z1p 〉 = O(g2
2), (6.109)

今までと同様に g2 レベルでmixing を解くと、

O′′J
1,m = OJ1,m −

∑
p,y

g2Cm,py
m

p
y +m

T J,y1,p , (6.110)

T ′′J,y
1,p = T J,y1,p −

∑
m

g2Cm,py

p
y

p
y +m

OJ1,m, (6.111)

T ′′J,y
1 = T J,y1 . (6.112)

g2
2 order まででmixing が解かれた single trace operator は、

O′J
1,m = O′′J

1,m + g2
2

∑
n

T ′
mnO′′J

1,n, (6.113)
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となる。ただし、

T ′
mm = −M

′
mm

2
, T ′

m,−m = −
M ′
m,−m
2

, T ′
mn = −mM

′
mn

m+ n
, (6.114)

である。この operator の 2点関数は、

〈Ō′′J
1,mO′′J

1,n〉 = (δmn + δm,−n)
(

1 + λ′
(
m2 +

g2
2

4π2

(
1
12

+
35

32π2m2

))
ln(Λ2x2)

)
. (6.115)

ここでの δm,−nは (6.88)OJ1,m = OJ1,−mからくるものである。先にふれたように、O1のanomalous
dimension は 9, 6 表現の operator と一致することが分かる。
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第7章 Light-Cone String Field Theory

この章では、string interaction を direct に考えるために pp-wave 上の Light-cone string field
theory を構築しよう。方法は、Green, Schwarz, Brink による flat space の場合 [33] とほとんど
同じである。そこでまず、flat space の場合の構成を振り返る。その後、pp-wave へその方法を
適用する。

7.1 第一量子化から第二量子化へ

前の章で、RR-fluxの入った maximally supersymmetricな pp-wave 上の free stringは、light-
cone gauge で worldsheet 上の作用が free theory となり、容易に第一量子化できることを見た。
もちろん、free string の第一量子化であるのでこの段階では、string 同士の相互作用の情報は入っ
ていない。そこで、第二量子化の形式に移り、string 同士の相互作用を考慮することにする。
第一量子化の Hilbert 空間を H1 とする。これは、string が一つのみある状態である。string
がm 個ある状態は、m 個のH1 の直積であり、これをHm とする。full string theory のHilbert
空間は、H = |vacuum〉 ⊕ H1 ⊕ H2 · · · である。string field theory での dynamical variable は
波動汎関数 string field である。light-cone でゲージ固定されているので、時間発展 parameter
は、τ = x+ である。以下の formalism では、string field のmomentum 表示を用いる。つまり、
string field は τ , p+, pI(σ), λα(σ) の関数である。H1 に作用する第一量子化の言葉で書かれた
global 対称性の生成子は、string field を用いて書き直すことによって、H に作用する生成子に
することができる。この生成子は free theory のものであり、string field に関して、quadratic で
ある。従って、これらの生成子は string の数を変えない。つまり、Hm からHm への写像を与え
る。我々の目的は、この free theory の operator に interaction term を摂動的に加えることであ
る。その際、coupling constant の order by order で global 対称性の代数の交換関係を壊さない
ようにしなくてはならない。そのため interaction term に強い条件が課せられる。実際、この条
件から interaction term は一意に決まる。そのことを以下で見ていく。

7.2 Flat Space での Light-Cone String Field Theory

pp-wave 上の light-cone string field theory は、flat space の場合の手法をそのまま適用できる。
従って、まず flat space での light-cone string field theory を見ていく [33, 34]。
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7.2.1 Flat Space でのGS superstring の第一量子化

ではまず、flat space でのGreen-Schwarz superstring についてまとめておく。flat space が持
つ対称性は 10次元の superpoincare 群である。string の worldsheet 上の長さを

−π|α| ≤ σ ≤ π|α|, (7.1)

で parameterize する。ただし、
α ≡ 2p+, (7.2)

である。ここで、p+ は正負どちらの値も取れる。正の場合は入射する string 、負の場合は出射
する string を表わす。closed string なので、

xI(τ, σ − πα) = xI(τ, σ + πα), (7.3)

θα(τ, σ − πα) = θα(τ, σ + πα). (7.4)

まず、bosonic sector を見る。座標 xI とその共役運動量 pI = ẋI

4π のmode 展開は、

xI(0, σ) = xI + i
∑
n �=0

(αIne
−inσ/|α| + α̃Ine

−inσ/|α|) (7.5)

= xI +
∞∑
n=1

√
2
n

(
x1I
n cos

nσ

|α| + x2I
n sin

nσ

|α|

)
, (7.6)

pI(0, σ) =
1

2π|α|

(
pI +

∞∑
n=1

√
2n

(
p1I
n cos

nσ

|α|p
2I
n sin

nσ

|α|

))
. (7.7)

ここで、

x1I
n ≡

i√
n

(α1I
n − α1I

−n), n > 0, (7.8)

x2I
n ≡ −

1√
n

(α2I
n + α2I

−n), n > 0, (7.9)

p1I
n ≡

1
2
√
n

(α1I
n + α1I

−n), n > 0, (7.10)

p2I
n ≡

i

2
√
n

(α2I
n − α2I

−n), n > 0, (7.11)

α1I
n ≡

√
1
2
(αIn + α̃In), (7.12)

α2I
n ≡

√
1
2
(αIn − α̃In). (7.13)

以下では、表記の簡単のため transverse space time の index I は省略する。
operator の交換関係は、

[x(σ), p(σ′)] = iδ(σ − σ′), (7.14)

[x(σ), x(σ′)] = [p(σ), p(σ′)] = 0. (7.15)
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これから、

[xIm, p
J
n ] = iδIJ δmn, (7.16)

[xIm, x
I
n] = [pIm, p

J
n ] = 0, (I = 1, 2). (7.17)

(7.18)

次に fermionic 座標に移ろう。mode 展開は、

θα(0, σ) = θα +
√

2
∞∑
n=1

(
θ1α
n cos

nσ

|α| + θ2α
n sin

nσ

|α|

)
, (7.19)

λα(0, σ) =
1

2π|α|

(
λα +

√
2

∞∑
n=1

(
λ1α
n cos

nσ

|α| + λ2α
n sin

nσ

|α|

))
. (7.20)

ただし、

θ1
n =

1
α

(Q1
n +Q2

−n) (n > 1), (7.21)

θ2
n =

1
α

(Q2
n −Q1

−n) (n > 1), (7.22)

λ1
n =

1
2
(Q2

n +Q1
−n) (n > 1), (7.23)

λ2
n =

1
2
(−Q1

n +Q2
−n (n > 1), (7.24)

交換関係は、

{θ(σ), λ(σ′)} = δ(σ − σ′), (7.25)

{θ(σ), θ(σ′)} = {λ(σ), λ(σ′)} = 0. (7.26)

より、

{Q1
m, Q

1
n} = {Q2

m, Q
2
n} = αδm+n,0, (7.27)

{Q1
m, Q

2
n} = 0, (7.28)

Hamiltonian は、

H =
∫ 2π|α|

0
dσ

(
2πe(α)(p(σ))2 +

e(α)
8π

(x′(σ))2 + 2πλ′(σ)λ(σ) − 1
8π
θ′(σ)θ(σ)

)
≡
∫ 2π|α|

0
h(σ).

(7.29)

physical state condition は、string の原点 s = 0 の parameterization の任意性からくるものだけ
である。σ 方向の overall の並進の生成子は、

t =
∫ π|α|

−π|α|
dσ(θ′(σ)λ(σ) + ix′(σ) · p(σ)) =

i

|α| (Ñ −N). (7.30)
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ただし、

N =
∞∑
n=1

(α−nαn +
n

α
Q−nQn), Ñ =

∞∑
n=1

(α̃−nα̃n +
n

α
Q̃−nQ̃n). (7.31)

よって、physical state condition は、
N − Ñ = 0, (7.32)

である。系の対称性は、次のようにworldsheet 上の場で実現されている。kinematical generator
P I , JIJ , JI+, Q+I は、

P I =
∫ 2π|α|

0
dσpI(σ) = pI , JI+ =

∫ 2π|α|

0
dσ

(
e(α)
π

xi(σ) − x+pi(σ)
)

= xIp+ − pIx+,

(7.33)

JIJ =
1

2π|α|

∫ 2π|α|

0
dσ

(
xi(σ)pi(σ)− xj(σ)pi(σ)− 1

2
iθ(σ)γIJλ(σ)

)
, (7.34)

Q+1 =
∫ 2π|α|

0
dσ

e(α)
2
√

2π
θ(σ) =

1
2
αθ ≡ q+1, Q+2 =

∫ 2π|α|

0
dσ
√

2λ(σ) =
√

2λ ≡ q+2, (7.35)

dynamical generator H,Q−I , J+−, JI− は、

J+− = x+H +
1
2
{α, ∂

∂α
} − i

4

∫ 2π|α|

0
dσ[θ(σ), λ(σ)], (7.36)

JI− = 2ipI ∂
∂α + 1

2

∫ 2π|α|

0
dσ

(
{xI(σ), h(σ)} + πie(α)(λγ · p(σ)γIθ(σ)− θ(σ)γIγ · p(σ)λ(σ))

)
,

(7.37)

Q−1 =
∫ 2π|α|

0
dσ

(
γ · p(σ)θ(σ) + ie(α)γ · x′(σ)λ(σ)

)
, (7.38)

Q−2 =
∫ 2π|α|

0
dσ

(
4πe(α)γ · p(σ)λ(σ)− i

4π
γ · x′(σ)θ(σ)

)
. (7.39)

H は、(7.29) に書いてある。
さて、ここまでのことを第二量子化の言葉で書き直そう。まず、dynamical variable は string

field Φ[τ, α, p(σ), λ(σ)] である。ここでは、運動量表示を用いる。同時刻 (τ) 交換関係は、[
Φ[τ, α1, p1(σ), λ1(σ)],Φ[τ, α2, p2(σ), λ2(σ)]

]
=

1
α1
δ(α1 + α2)∆8[p1(σ) + p2(σ)]∆8[λ1(σ) + λ2(σ)].

(7.40)

第一量子化の生成子Gは、それぞれ

G2 =
1
2

∫
dαD8p(σ)D8λ(σ)αΦ[−α,−p(σ),−λ(σ)]GΦ[α, p(σ), λ(σ)], (7.41)

とすることで、第二量子化の生成子となる。ここで、suffix の 2は、string field に関して 2次の形
をしていることを示すためにつけた。後に explicit に汎関数積分を行う際、string field を number
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basis component で展開しておくと便利である。その準備として、bosonic variable と fermionic
variable それぞれの number basis からmomentum basis への変換関数、つまり調和振動子の波
動関数を求めておく必要がある。

bosonic な場合は、

[â, â†] = 1, p̂ =
1
2
(â+ â†), (7.42)

|p〉 =
∞∑
n=0

|n〉ψn(p) = (const.) exp(−1
4p

2 + pâ† − 1
2 â

†â†)|0〉. (7.43)

であり、ψn(p) は普通の調和振動子の波動関数である。fermionic variable の場合は、

{Q̂I , Q̂J †} = αδIJ (I = 1, 2), λ̂1 = 1
2(Q̂2 + Q̂1†), λ̂2 = 1

2(−Q̂1 + Q̂2†). (7.44)

この operator に対して、

λ̂1|λ1λ2〉 = λ1|λ1λ2〉, λ̂2|λ1λ2〉 = λ2|λ1λ2〉, (7.45)

なる状態は、

|λ1λ2〉 = (const.) exp
[

2
α

(λ1λ2 + λ2Q̂1† − λ1Q̂2† + 1
2Q̂

1†Q̂2†)
]
|0〉

=
(
χ00 + 1√

α
χ10Q̂

1† + 1√
α
χ01Q̂

2† + 1
αχ11Q̂

1†Q̂2†
)
|0〉, (7.46)

χ00 = 1 +
2
α
λ1λ2, χ10 =

2√
α
λ2, (7.47)

χ01 = − 2√
α
λ1, χ11 = 1− 2

α
λ1λ2. (7.48)

これらを用いて、string field を number basis で展開すると、

Φ[p(σ), λ(σ)] = Φ(p, λ; p1
1, p

1
2, · · · ; p2

1, p
2
2 · · · ;λ1

1, λ
1
2, · · · ;λ2

1, λ
2
2, · · · )

=
∑

{n1
k,n

2
l ,m

1
s ,m

2
s}
φ{n1

k,n
2
l ,m

1
s ,m

2
s}(p, λ)

∏
k

ψn1
k
(p1
k)
∏
l

ψn2
l
ψ(p2

l )
∏
s

χm1
s,m

2
s
(λ1
s, λ

2
s).

(7.49)

7.2.2 Interaction Term

ここまでで、free theory の第二量子化された形は得られた。この free theory を、interacting
theory にしよう。まず、Hamiltonian は、

H = H2 + κH3 +O(κ2), (7.50)

となる。ここで、κ は coupling constant である。Hamiltonian に interaction term が加わること
によって、superpoincare代数は閉じなくなってしまう。superpoincare代数をκの order by order
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で実現するために、他の生成子にも interaction term を加えなければならない。interaction term
をつけ加えなくてはならない生成子は、dynamical generator であり、kinematical generator は
free theory のままでよい。ここでは、O(κ) までを考える。
以下では、O(κ) の interaction term を super poincare 代数が実現するように決定する。この
方法は次の 2段階からなる。まず初めに、kinematical generator と dynamical generator との間
の交換関係から、interaction term のおおまかな形を決定する。そして、dynamical generator 同
士の交換関係から interaction term の形を決定する。

3 1

2

2

I

I σ = πα1

σ = −πα1

σ = −π(α1 + α2)

σ = π(α1 + α2)

τ = 0

3

2

1

I

図 7.1: 相互作用点での各 string の parameterization.σ = πα1 と σ = −πα1 は同一視され、
σ = π(α1 + α2) と σ = −π(α1 + α2) は同一視される。I が相互作用点である。

type II stringの interactionはexchange型のものである。interactionの際の stringのparametriza-
tion は、

σ1 = σ, −πα1 ≤ σ ≤ πα1, (7.51)

σ2 =

{
σ − πα1, πα1 ≤ σ ≤ π(α1 + α2),
σ + πα1, −π(α1 + α2) ≤ σ ≤ −πα1,

(7.52)

σ3 = −σ, −π(α1 + α2) ≤ σ ≤ π(α1 + α2). (7.53)

それぞれの string の座標は上の範囲でのみ値を持ち、それ以外の範囲では 0 とする。つまり、

pr(σ) = Θrpr(σr), (7.54)

λr(σ) = Θrλr(σr). (7.55)

ここで、1

pr(σr) =
1

2π|α|

(
p(r) +

∞∑
n=1

√
2n

(
p1(r)
n cos

nσr
|αr|

+ p2(r)
n sin

nσr
|αr|

))
, (7.56)

λr(σr) =
1

2π|αr|

(
λ(r) +

√
2

∞∑
n=1

(
λ1(r)
n cos

nσ

|αr|
+ λ2(r)

n sin
nσ

|αr|

))
, (7.57)

Θ1 = θ(πα1 − |σ|), (7.58)

Θ2 = θ(|σ| − πα1), (7.59)

Θ3 = 1, (7.60)

1ここでの θ はステップ関数であり、fermionic 座標の θ(σ) ではない。
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7.2.3 Vertex Operator の決定

ではまず、kinematical generator と dynamical generator の間の交換関係から情報を得よう。
H3, Q−I

3 は全ての kinematical generator と交換するのでこれらについて考える。
まず、H3 について考察しよう。P+ と H3 は交換するので、δ(

∑3
r=1 αr) が H3 に含まれる。

そして、H3 は全ての kinematical generator と交換する。P I , Q+2 と交換することは、H3 に
∆8(

∑3
r=1 pr(σ)), ∆8(

∑3
r=1 λr(σ)) を含むことで実現できる。従って、

H3 =
∫
dµ3G(αr, pr(σ), x′r(σ), λr(σ))Φ(1)Φ(2)Φ(3), (7.61)

ここで、

dµ3 =

(
3∏
r=1

dαrD
8pr(σ)D8λr(σ)

)
δ(
∑

αr)∆8[
∑

pr(σ)]∆8[
∑

λr(σ)], (7.62)

という形に決まる。ただし、G は
∑
α,

∑
p(σ),

∑
λ(σ) と交換する。kinematical generator JI+,

Q+1 と交換するためには、

e(α)
∂

∂p(σ)
, e(α)

∂

∂λ(σ)
(7.63)

も保存しなくてはならない。しかし、これらは、∑
r

er(αr)
∂

∂pr(σ)
∆8[

∑
pr(σ)] = 0,

∑
r

er(αr)
∂

∂λr(σ)
∆8[

∑
λr(σ)] = 0, (7.64)

から、G が
∑
er

∂
∂pr(σ) ,

∑
er

∂
∂λr(σ) と交換するならば、(7.61) も JI+, Q+1 と交換することが分

かる。
Q+I も P+ と全ての kinematical generator と交換する。従って、H3 に対するここまでの議論
は、Q+I の interaction term Q−I

3 に対しても成り立つ。G が他の関数G−I に変わるだけである。
さて、これらの operator を explicit に表わすために ocsillator 表示 (7.49)を用いて、汎関数積
分を実行してしまおう。汎関数の delta 関数は、各フーリエ・モードの delta 関数の無限積で定義
される。

∆8

[
3∑
r=1

pr(σ)

]
= δ8

(
3∑
r=1

p(r)

) ∞∏
m=1

[
δ8

(
3∑
r=1

∞∑
n=1

A(r)
mnp

1(r)
n +

1√
2
BmP

)

×δ8
(

3∑
r=1

∞∑
n=1

n

mβr
A(r)
mnp

2(r)
n

)]
, (7.65)

∆8

[
3∑
r=1

λr(σ)

]
= δ8

(
3∑
r=1

λ(r)

) ∞∏
m=1

[
δ8

(
3∑
r=1

∞∑
n=1

√
m

n
A(r)
mnλ

1(r)
n −

√
m

2
BmΛ

)

×δ8
(

3∑
r=1

∞∑
n=1

1
βr

√
n

m
A(r)
mnλ

2(r)
n

)]
. (7.66)

66



ただし、

A(1)
mn = (−1)m

2
πα1

√
n

m

∫ πα1

0
dσ cos

nσ

α1
cos

mσ

α3
, (7.67)

A(2)
mn = (−1)m

2
πα2

√
n

m

∫ π(α1+α2)

πα1

dσ cos
n(σ − πα1)

α2
cos

mσ

α3
, (7.68)

A(3)
mn = δmn, (7.69)

Bm = −(−1)m
2

πα1α2
√
m

∫ πα1

0
dσ cos

mσ

α3
, (7.70)

βr =
αr
α3
, (7.71)

P = α1p
(2) − α2p

(1), (7.72)

Λ = α1λ
(2) − α2λ

(1). (7.73)

実際には、A(1)
mn, A

(2)
mn, Bm には (−1)m の factorは現われない。しかし、r = 3の stringがphysical

state condition t = 0 を満たしているときにはこの factor をつけ加えることができる。今後の簡
単のためにこの factor を加えた上記の形を用いる。(7.61) に (7.49) と上記のデルタ関数を代入す
る。そして、デルタ関数を用いて r = 3 string の variable (p1(3)

n , p1(3)
n , λ1(3)

n , λ2(3)
n ) に関して積分

してしまう。

H3 =
∫
dµ0

3

∑
{n(1),n(2),n(3)}

C
(
{n(1), n(2), n(3)}

) 3∏
r=1

φ{n(r)}(αr, p
(r), λ(r)). (7.74)

ただし、{n(r)} は、{ n1(r)
k , n2(r)

l , m1(r)
s , m2(r)

s } を表わしている。n1(r)
k , n2(r)

l , m1(r)
s , m2(r)

s はそ
れぞれ α

1(r)
k , α2(r)

l , Q1(r)
s , Q2(r)

s の励起数である。dµ0
3 は、

dµ0
3 =

(
3∏
r=1

dαrdp
(r)dλ(r)

)
δ(
∑

αr)δ8(
∑

p(r))δ8(
∑

λ(r)). (7.75)

C
(
{n(1), n(2), n(3)}

)
は、

C
(
{n(1)n, n(2), n(3)}

)
=
∫ (

2∏
r=1

∞∏
n=1

d8p1(r)
n d8p2(r)

n d8λ1(r)
n d8λ2(r)

n

)
G(αr, p1(r)

n , p2(r)
n , λ1(r)

n , λ2(r)
n )

×
3∏
r=1

∏
k

ψ
n

1(r)
k

(p1(r)
k )

∏
l

ψ
n

2(r)
l

(p2(r)
l )

∏
s

χ
m

1(r)
s ,m

2(r)
s

(λ1(r)
s , λ2(r)

s ).

(7.76)

ここで、r = 3 string の variable の値は、デルタ関数 (7.65), (7.66) に従う値を取るとする。さ
て、ここで次のH3 の元 を定義する。

|H3〉 =
∑

{n(1),n(2),n(3)}
C
(
{n(1), n(2), n(3)}

)
|{n(1), n(2), n(3)}〉. (7.77)
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この vetex 状態は、

|H3〉 =
∫ (

2∏
r=1

∞∏
n=1

d8p1(r)
n d8p2(r)

n d8λ1(r)
n d8λ2(r)

n

)
G(αr, p1(r)

n , p2(r)
n , λ1(r)

n , λ2(r)
n )

× exp
[ 3∑
r=1

∞∑
k=1

(
−1

4
(p1(r)
k )2 − 1

2k
(α1(r)

−k )2 +
1√
k
p
1(r)
k α

1(r)
−k −

1
4
(p2(r)
k )2 − 1

2k
(α2(r)

−k )2 +
1√
k
p
2(r)
k α

2(r)
−k

)]

× exp
[ 3∑
r=1

∞∑
k=1

2
αr

(λ1(r)
k λ

2(r)
k + λ

2(r)
k Q

1(r)
−k − λ

1(r)
k Q

2(r)
−k +

1
2
Q

1(r)
−k Q

2(r)
−k )

]
|0〉. (7.78)

ここで explicit に計算するために、G を operator にして積分の外に出してしまい、残りの部分を
|V 〉 と定義する。

|H3〉 = Gop|V 〉. (7.79)

Q−I
3 に対しても同様に、

|Q−I
3 〉 = G−I

op |V 〉, (7.80)

と出きる。つまり、|V 〉 は、これらの interaction vertex に共通である。|V 〉 の形をまとめると、
bosonic 部分は、∫ (

2∏
r=1

∞∏
n=1

d8p1(r)
n d8p2(r)

n

)
exp

[
−

2∑
r,s=1

∞∑
m,n=1

p1(r)
m M1rs

mnp
1(s)
n +

2∑
r=1

∞∑
m=1

V 1r
m p1(r)

m (7.81)

−
2∑

r,s=1

∞∑
m,n=1

p2(r)M2rs
mnp

2(s)
n +

2∑
r=1

∞∑
m=1

V 2r
m p2(r)

m + C0

]
, (7.82)

M1rs
mn =

1
4

(
δrsδmn +

∞∑
k=1

A
(r)
kmA

(s)
kn

)
=

1
4

(
1 +A(1)TA(1) A(1)TA(2)

A(2)TA(1) 1 +A(2)TA(2)

)
, (7.83)

V 1r
m =

1√
m
α

1(r)
−m −

1
2
√

2
P

∞∑
k=1

BkA
(r)
km −

1√
m

∞∑
k=1

α
1(3)
−k A

(r)
km (7.84)

=

C− 1
2α1(1)† − 1

2
√

2
PA(1)TB − C− 1

2A(1)Tα1(3)†

C− 1
2α1(2)† − 1

2
√

2
PA(2)TB − C− 1

2A(2)Tα1(3)†

 , (7.85)

M2rs
mn =

1
4

1 + 1
β2
1
CA(1)TC−2A(1)C 1

β1β2
CA(1)TC−2A(2)C

1
β2β1

CA(2)TC−2A(1)C 1 + 1
β2
2
CA(2)TC−2A(2)C

 , (7.86)

V 2r
m =

(
C− 1

2α2(1)† − 1
β1
CA(1)TC−1α2(3)†

C− 1
2α2(2)† − 1

β2
CA(2)TC−1α2(3)†

)
, (7.87)
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C0 = −
3∑
r=1

2∑
I=1

∞∑
k=1

1
2k

(αIr
−k)

2 − 1
8

∞∑
k=1

B2
kP

2 −
∞∑
k=1

1√
2k

PBkα
1(3)
−k . (7.88)

ただし、
Cmn = mδmn. (7.89)

fermionic 部分も同様にガウス積分の形に書ける。これらのガウス積分をしてしまうと、

|V 〉 = EαEQ|0〉. (7.90)

ここで、

Eα = exp
[
1
2

3∑
r,s=1

∞∑
m,n=1

(α1(r)
−m N̄

rs
mnα

1(s)
−n + α

2(r)
−m N̄

rs
mnα

2(s)
−n ) +

√
2P

3∑
r=1

∞∑
m=1

N̄ r
mα

1(r)
−m + 2KP

2

]
,

(7.91)

EQ = exp
[ 3∑
r,s=1

∞∑
m,n=1

1
αr
Q

2(r)
−m(CN̄ rs)mnQ

1(s)
−n −

√
2Λ

3∑
r=1

∞∑
m=1

1
αr

(N̄ rC)mQ
2(r)
−m

]
. (7.92)

N̄ rs
mn = (C−1)mnδrs −

2√
mn

(A(r)TΓ−1A(s))mn, (7.93)

N̄ r
m = − 1√

m
(A(r)TΓ−1B)m, (7.94)

K = −1
4
BTΓ−1B. (7.95)

Neumann 係数 N̄ やK には、無限次元行列 Γ の逆行列が入っており、このままの形では implicit
な形である。Vertex operator の explicit な形を求めるには、Neumann 係数やK を explicit に
表わす必要がある。
ガウス積分の際に出てくる汎関数 determinant は bosonic 積分と fermionic 積分の間で打ち消
しあう。

7.2.4 Neumann 係数のExplicit な形

この節では、Neumann 行列 N̄ rs
mn, N̄

r
m とK の explicit な形を求める [34, 35]。

まず、(7.67),(7.68),(7.70) の積分を実行しておこう。

A(1)
mn = − 2

π

√
mn(−1)m+nβ1 sin(mπβ1)

n2 −m2β2
1

, (7.96)

A(2)
mn = − 2

π

√
mn(−1)m

β2 sin(mπβ1)
n2 −m2β2

2

, (7.97)

Bm = − 2
π

α3

α1α2
m− 3

2 (−1)m sin(mπβ1). (7.98)
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N̄ rs
mn と N̄ r

m の間には次の関係式が成り立つ。証明は、付録にある。

N̄ rs
mn = − mnα

nαr +mαs
N̄ r
mN̄

s
n. (7.99)

従って、Neumann 係数に関しては N̄ r
m を求めればよい。

さて、係数 A(r), B に関して、次の関係式が成り立つを示そう。

∞∑
p=1

√
pf̄ (3)
p Bp = − 2τ0

α1α2
, (7.100)

∞∑
p=1

√
pf̄ (3)
p A(r)

pm =
α3

αr

√
mf̄ (r)

m , (7.101)

3∑
r=1

∞∑
p=1

√
p

αr
A(r)
mpf̄

(r)
p = −Bm. (7.102)

ただし、

f̄ (r)
m = fm

(
−αr+1

αr

)
e

mτ0
αr , (7.103)

fm(γ) =
1
m!

Γ(mγ)
Γ(mγ + 1−m)

, (7.104)

τ0 =
3∑
r=1

αr log |αr|, (7.105)

であり、ここで α4 は α1 を表わすとする。
上記の式より、(7.101) は、

∞∑
p=1

√
pf̄ (3)
p A(r)

pm = − 2
π

√
m(−1)mβ1

∞∑
p=1

(−1)p
p

p!
Γ(−pβ1) sin(pπβ1)

(m2 − p2β2
1)Γ(1− pβ − p)e

pτ0
α3 (7.106)

= 2
√
m(−1)mβ1

∞∑
p=1

(−1)p
p

p!
1

m2 − p2β2
1

1
Γ(1 + pβ1)Γ(1− p− pβ1)

e
pτ0
α3 . (7.107)

最後の式変形では公式Γ(z)Γ(1−z) = z
sin(πz) を使った。上式の分数の極の位置について見てみよう。

Γ(z)の極は z = 0,−1,−2,−3, /dotsにあり、 1
Γ(z) には極はない。従って、

1
Γ(1+pβ1)Γ(1+pβ2)

1
m2−p2β2

1

の極は、β = m
β1
< 0 に一位の極があるだけである。m は正の整数であるので、β = −m

β1
は極で

ないことに注意する。また、−1 < β1 < 0 にも注意する。このことから、Γ(z) の z = −n での留
数が (−1)n

n! であることを用いて、上の表式を複素積分で書き直せる。

2
√
m(−1)mβ1

∫
C

dp

2πi
Γ(−p) p

m2 − p2β2
1

1
Γ(1 + pβ1)Γ(1− p− pβ1)

e
pτ0
α3 . (7.108)

積分経路 C は図 7.2 (a) である。
被積分関数は、|p| → ∞ で p−5/2 と振舞うので、積分経路 図 7.2 (b) を考えることにより、結局
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C

p

(a)

0 1 2 3 4m/β1

(b)

p

図 7.2: 積分路

(7.108)は p = m
β1
での留数の値をとる。よって、

∞∑
p=1

√
pf̄ (3)
p A(1)

pm = − 1
β1

√
m(−1)mΓ(−mβ1)

Γ(1 +m)Γ(1−m−m/β1)
emτ0/β1α3 =

√
m

β1
f̄ (1)
m . (7.109)

最後の等式では、Γ(z)Γ(−z) = − π
z sinπz を用いた。これで、(7.101) で r = 1 としたものが示せ

た。(7.100), (7.101), (7.102) の他の式も同様に無限級数をガンマ関数の留数積分に直すことで証
明できる。

(7.101) にA
(r)
nm をかけて、m と r の和をとる。行列で書くと、

(f̄ (3)TC
1
2 Γ)n =

∑
r

1
βr

(f̄ (r)TC
1
2A(r)T )n. (7.110)

この式の右から Γ−1 をかけ、T をとって、(7.102) を使うと、

(Γ−1B)m = − 1
α3

√
mf̄ (3)

m . (7.111)

この式の左からA(r)T をかけると、(7.94) と比較することで、

N̄ r
m =

1
αr
f̄ (r)
m , (7.112)

を得る。K は (7.111) の左からBT をかけることにより、

K = − τ0
2α
. (7.113)

以上で、vertex 状態の explicit な形を得た。

7.2.5 Prefactor の決定

前節で kinematical constraint から共通の vetex operator |V 〉 が求まった。interaction term の
完全な形は、

|H3〉 = Gop|V 〉, (7.114)
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|QI−
3 〉 = GI−

op |V 〉, (7.115)

である。この節では prefactor Gop, GI−
op を kinematical constraint と dynamical constraint を用

いて決定する。
interaction termを 7.61の形で書きたいので、ここでのGop, GI−

op は、operator p(σ), λ(σ)等の
関数として求めたい。string の相互作用は σ = ±πα1 で局所的に起こる。従って、このGop, GI−

op

は σ = ±πα1 の量 p(±πα1), λ(±πα1) 等で構成されているはずである。しかし、実は operator
p(σ), λ(σ) 等は |V 〉 に掛かったとき、σ = ±πα1 で singular になるので、

|πα1 − σ| → 0, (7.116)

の極限をとって上手く Gop, GI−
op を定義してやらなくてはならない。一方、運動量表示ではな

く、oscillator 表示を用いると Gop, GI−
op は困難なく well-defined に定義できる。よって、まず

oscillator 表示でこれらの operator を求める。
prefactor Gは生成演算子、消滅演算子の両方から成っているだろう。|V 〉はEαEQ|0〉 と求まっ
ているが、このEα, EQ は生成演算子だけから成っていた。そこで、G を交換関係を使ってE の
右側に移動することで次の形にすることができる。

GopEαEQ|0〉 = EαEQK|0〉. (7.117)

ここで、K は生成演算子だけから成っている。従って、K はEα, Eβ と交換する。このように書
き直すことによって、G を求める代わりにK を求めることにする。
前にも述べたように interaction term が kinematical constraint を満たすためには、|V 〉 だけ
でなく prefactor も local 対称性を保たなくてはならない。つまり、[

3∑
r=1

pr(σ),K

]
=

[
3∑
r=1

erxr(σ),K

]
= 0, (7.118)[

3∑
r=1

λr(σ),K

]
=

[
3∑
r=1

erθr(σ),K

]
= 0. (7.119)

まず、(7.118), (7.119) を満たす oscillator に関して 1次の operator を見付けよう2。これが pref-
actor の構成要素となる。string の cosine mode に対しては、

X1 = P +
3∑
r=1

∞∑
n=1

F 1r
n α

1(r)
−n . (7.120)

string の sine mode に対しては、

X2 =
3∑
r=1

∞∑
n=1

F 2r
n α

1(r)
−n . (7.121)

2この文章には書かないが、supergravity の interaction term を今と同様の方法で構成する場合は、� を用いて
prefactor を構成する。(7.120), (7.121) などは � を string に拡張したものである。
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さて、(7.118), (7.119) でK をX1 に置き換えよう。(7.119) は trivial に満たされる。(7.118) は
フーリエ変換をして、∑

r

(A(r)C
1
2F 1r)m = 0,

∑
r

(A(r)C− 1
2F 1r)m −

α√
2
Bm = 0, (7.122)

となる。これらの式の解は (7.102) と
∑

r
1
αr
A(r)C3/2N̄ r = 0 より、

F 1r
n = − α

αr
√

2
(CN̄ r)m, (7.123)

である。X2 の場合も同様に、(7.118) から、∑
r

(A(r)C
1
2F 2r)m = 0,

∑
r

1
αr

(A(r)C
3
2F 2r)m = 0. (7.124)

第一式の解は先と同じものである。しかし、この解を第二式に代入すると発散してしまう。この
ことは一見問題に思えるが、実はこの発散は continuum basis では δ(σ − πα1) − δ(σ + πα1) と
表わされる。interaction point では σ = πα1 と σ = −πα1 は同一視されるので、この発散は打ち
消しあう。よって、この発散は問題ではなく

F 2r = F 1r. (7.125)

は (7.124) の両方の式の解である。
次に fermionic mode に移ろう。ここでも、supergravity mode の場合からの類推で、

Y = Λ +
3∑
r=1

∞∑
n=1

(G1r
n Q

1(r)
−n +G2r

n Q
2(r)
−n ), (7.126)

とする。前と同様に、(7.118), (7.119)3 のK の代わりに Y を入れると、今度は (7.118) が trivial
に満たされ、(7.119) からは、∑

r

(A(r)C
1
2G1r)m = 0,

∑
r

αr(A(r)C− 1
2G1r)m −

α√
2
Bm = 0, (7.127)∑

r

(A(r)C
1
2G2r)m = 0,

∑
r

αr(A(r)C− 1
2G2r)m = 0. (7.128)

(7.127) は (7.122) と同じ式であり、従って解は G1r = F 1r である。G2r に関しては G2r
m =

α−2
r (C2N̄ r)m が解となるが、実はこの項は prefactor の中には入ってこない。従って、G2r = 0
としておく。
ここまでで、(7.118), (7.119) を満たす演算子 X1, X2, Y を得た。これらの任意の関数は再び
(7.118), (7.119) を満たす。4従って、これらの演算子を用いて prefactor を探す。以降では、QI−

ではなく、Q−, Q̄− basis で話を進める。そこで、

X = X1 +X2, X̃ = X1 −X2, (7.129)
3ここでは、Y は fermionic な量なので (7.119) の交換子 [, ] は反交換子 {, } に置き換えられる。
4関数が Y に関して奇の場合には (7.119) の交換子は反交換子となる。
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を定義しておく。以下の計算ではX, Y と Q2 の交換関係やQ2 が |V 〉 に作用したものをX, Y
の言葉で書き直した関係式が有用になる。そこで、それらの式を書き下しておく。[

Q−ȧ
2r , X̃

I
]

= 0,
{∑

rQ
−ȧ
2r , Y

b
}

=

√
1
2
η(γ ·X)ȧb, (7.130)

(
∑

rQ
−ȧ
2r )|V 〉δ17 = −

√
2η̄
α

(γ ·XY )ȧ|V 〉δ17. (7.131)

supergravity mode の interaction term はH3 は pI に関して二次であり、Q3 は pI に関して一
次であった。そこで、string の場合にも同様であるとする。つまり、H3 はX に関して二次であ
り、Q はX に関して一次とおこう。

|H3〉 = X̃IXJvIJ(Y )EαEQ|0〉δ17, (7.132)

|Q−ȧ
3 〉 = X̃IsIȧ(Y )EαEQ|0〉δ17, (7.133)

|Q̃−ȧ
3 〉 = XI s̃Iȧ(Y )EαEQ|0〉δ17. (7.134)

ただし、δ17 = δ8(
∑3

r=1 pr)δ
8(
∑3

r=1 λr)δ(
∑3

r=1 αr) である。ここまでで、kinematical constraint
だけから上記の形が得られた。ここからは、dynamical constraint を用いて、vIJ(Y ), sIȧ(Y ),
s̃Iȧ(Y ) の形を求める。dynamical generator 同士の交換関係のうち vIJ , s−, s̃− を決めるのに使
われるものは、Q−, Q̃− 同士の交換関係である。

{Q−ȧ, Q−ḃ} = 2Hδȧḃ, (7.135)

{Q̄−ȧ, Q̄−ḃ} = 2Hδȧḃ, (7.136)

{Q−ȧ, Q̄−ḃ} = 0. (7.137)

(7.135), (7.136) はそれぞれO(κ) の項に対しては、∑
r

q−ȧr |Q−ḃ
3 〉+

∑
r

q−ḃr |Q−ȧ
3 〉 = 2|H3〉δȧḃ, (7.138)∑

r

q̃−ȧr |Q̃−ḃ
3 〉+

∑
r

q̃−ḃr |Q̃−ȧ
3 〉 = 2|H3〉δȧḃ, (7.139)

の式を与える。ここで、q−r , q̃−r は第一量子化での string (r) の生成子である。(7.130), (7.131) を
用いると (7.138), (7.139) はそれぞれ、

vIJδȧḃ =
i√
2α
γJȧaD

asIḃ + (ȧ↔ ḃ), vIJδȧḃ = − i√
2α
γIȧaD̄

as̃Jḃ + (ȧ↔ ḃ), (7.140)

を与える。ただし、

Da ≡ ηY a +
1
2
αη̄

∂

∂Y a
, (7.141)

である。ここで η = eiπ/4 である。これらの解は、

vIJ = wIJ + yIJ , (7.142)

sIȧ = − i√
2
(ηsIȧ1 + η̄sIȧ2 ), (7.143)

s̃Iȧ =
i√
2
(η̄sIȧ1 + ηsIȧ2 ), (7.144)
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である。ただし、

wIJ = δIJ +
(
α′

α

)2 1
4!
tIJabcdY

aY bY cY d +
(
α′

α

)4 1
8!
δIJεabcdefghY

a · · · Y h, (7.145)

yIJ = −iα
′

α

1
2!
γIJab Y

aY b − i
(
α′

α

)3 1
2 · 6!γ

IJ
ab ε

ab
cdefghY

c · · ·Y h, (7.146)

sI1ȧ =
√

2α′γIaȧY
a +
√

2α′
(
α′

α

)2 1
6!
uIabcȧε

abc
defghY

d · · ·Y h, (7.147)

sI2ȧ = −
√

2α′α
′

α

1
3!
uIabcȧY

aY bY c +
√

2α′
(
α′

α

)3 1
7!
γIaȧε

a
bcdefghY

b · · ·Y h, (7.148)

である。ここで、uIabcȧ, t
IJ
abcd はそれぞれ (A.18), (A.19) である。上の解は残りの式 (7.137) も満

たしている。
さて、ここまでで prefactor が oscillator 表示で求まった。この形を contunuum basis 表示で
表わしたい。この節の最初に述べたように、continuum basis 表示では prefactor はナイーヴには
σ = ±πα1 の量の関数であるが、これらの量は singular である。この singularity を上手く取り除
くために、G は適切な量の極限 σ → ±πα1 として定義されなくてはならない。そのために、次を
満たす量X(σ), X̃(σ), Y (σ) が欲しい。

lim
σ→πα1

X(σ)Eα|0〉 = XEα|0〉, (7.149)

lim
σ→πα1

X̃(σ)Eα|0〉 = X̃Eα|0〉, (7.150)

lim
σ→πα1

Y (σ)EQ|0〉 = Y EQ|0〉. (7.151)

これらは実際に求められて、

X(σ) = −2π
√
−α(πα1 − σ)

1
2

[
p(1)(σ)− 1

4π
x(1)′(σ) + p(1)(−σ)− 1

4π
x(1)′(−σ)

]
, (7.152)

X̃(σ) = −2π
√
−α(πα1 − σ)

1
2

[
p(1)(σ) +

1
4π
x(1)′(σ) + p(1)(−σ) +

1
4π
x(1)′(−σ)

]
, (7.153)

Y (σ) = −2π
√
−α(πα1 − σ)

1
2

[
λ(1)(σ) + λ(1)(−σ)

]
. (7.154)

各 operator に掛かっている (πα1−σ)
1
2 の factor は、X(σ)Eα|0〉 の際に出てくる singurality を打

ち消すためのものである。これらから、prefactor の continuum basis 表示が求まり、interaction
vertex は string field の言葉で、

H3 = lim
σ→πα1

∫
dµ3X̃

I(σ)XJ (σ)vIJ (Y (σ))Φ(1)Φ(2)Φ(3), (7.155)

Q−ȧ
3 = lim

σ→πα1

∫
dµ3X

I(σ)sIȧ(Y (σ))Φ(1)Φ(2)Φ(3), (7.156)

Q̃−ȧ = lim
σ→πα1

∫
dµ3X̃I(σ)s̃Iȧ(Y (σ))Φ(1)Φ(2)Φ(3), (7.157)

と書ける。最終的な形はこの continuum basis 表示の方が綺麗だが、実用上の計算では oscillator
表示の方が扱い易い。また、前に述べたように continuum basis 表示の prefactor は生成演算子、
消滅演算子の両方から成っていることが分かる。
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7.3 pp-wave 上の Light-Cone String Field Theory

ここからは、pp-wave 上の light-cone string field thoery を考える。第一量子化から第二量子
化への移行は、flat space の場合とほぼ同じ方法で行なうことができる [36, 37, 38, 39]。

flat space の対称性と pp-wave の対称性は大きく異なっている。代数の数からして、fermionic
なものはどちらも 32個であるが、bosonic なものは flat space は 55個であり、pp-wave は 30 個
であり、違いがある。pp-wave には、J+−, J−I , J ij′ に相当する 25個の代数がないのである。そ
れにも関わらず、light-cone string field theory を構築する際に、flat space での議論をほとんど
そのまま pp-wave の場合にも適用することができる。このことを以下で見ていこう。

7.3.1 Free Theory

第一量子化の notation を以下で便利なものにするため、前のものと少し変える。そこで、簡単
にまとめておく。
まず、α = 2p+ として、string のworldsheet 上の長さを、

−π|α| ≤ σ ≤ π|α|, (7.158)

とする。bosonic sector の作用は、

Sb =
e(α)
8π

∫ π|α|

−π|α|
dσδIJ (∂+x

I∂−xJ − µ2xIxJ), (7.159)

ここで、∂± = ∂τ ± ∂σ である。x(τ, σ), p(τ, σ) = 1
4π ẋ(τ, σ) をモード展開すると、

x(σ) = x0 +
√

2
∞∑
n=1

(
xn cos

nσ

|α| + x−n sin
nσ

|α|

)
, (7.160)

p(0, σ) =
1

2π|α|

(
p0 +

√
2

∞∑
n=1

(pn cos
nσ

|α| + p−n sin
nσ

|α| )
)
. (7.161)

ここで、

xn =
i√
ωn

(an − a†n), pn =
√
ωn
2

(an + a†n), ωn =
√
n2 + (αµ)2. (7.162)

正準交換関係は、
[x(σ), p(σ′)] = iδ(σ − σ′) (7.163)

より、

[am, a†n] = δmn, (7.164)

[xm, pn] = iδmn. (7.165)

76



fermionic sector は、

Sf =
1
8π

∫
dτ

∫ 2π|α|

0
dσ

[
i(θ̄∂τθ + θ∂σ θ̄)− θ∂σθ + θ̄∂σ θ̄ − 2µθ̄Πθ

]
. (7.166)

θ と共役運動量 iλ = i 1
4π θ̄ をmode 展開すると、

θ(0, σ) = θ0 +
√

2
∞∑
n=1

(
θn cos

nσ

|α| + θ−n sin
nσ

|α|

)
, (7.167)

λ(0, σ) =
1

2π|α|

[
λ0 +

√
2

∞∑
n=1

(
λn cos

nσ

|α| + λ−n sin
nσ

|α|

)]
. (7.168)

正準交換関係
{θ(σ), λ(σ′)} = δ(σ − σ′), (7.169)

より、
{θm, λn} = δmn, (7.170)

が従う。
kinematical generator は、P+, P I , J+I , J ij , J i

′j′, Q+, Q̄+ である。dynamical generator は
H, Q−, Q̄− である。flat space の場合と同様に、kinematical generator は interaction term を加
えなくてよい generatorであり、dynamical generator は interaction termを加えるべき generator
である。

flat space の場合は、H3, Q+I
3 は全ての kinematical generator と交換した。pp-wave の場合

は、代数の交換関係は flat space の場合よりも複雑になっている。例えば、H と P I は交換しな
い。しかし、H と P I の交換関係の右辺は、kinematical generator J+I である。両辺での摂動
parameter の次数を比較すると、H3 は P I と交換することが分かる。同様にして、H3 は全ての
kinematical generator と交換することが分かる。従って、flat space のときと同様の kinematical
constraint がH3 に課せられる。

7.3.2 Kinematical Constraint

それではまず、kinematical constraint を考える。すぐ前で説明したように、この constraint は
free theory の場合と同様である。つまり、

3∑
r=1

pr(σ) = 0,
3∑
r=1

e(αr)xr(σ) = 0, (7.171)

3∑
r=1

λr(σ) = 0,
3∑
r=1

e(αr)θr(σ) = 0. (7.172)

従って、interaction term は flat space の場合と同様に、

H3 =
∫
dµ3h3(αr, pr(σ), x′r(σ), λr(σ))Φ(1)Φ(2)Φ(3), (7.173)
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である。ここで、

Φ(r) = Φ[τ, αr, pr(σ), λr(σ)], (7.174)

dµ3 =

(
3∏
r=1

dαrD
8pr(σ)D8λr(σ)

)
δ (
∑
αr)∆8 [

∑
pr(σ)] ∆8 [

∑
λr(σ)] . (7.175)

flat space の場合と同様に、explicit に計算するために oscillator 表示を用いる。デルタ汎関数も
前と同様に、各 fourier mode5 のデルタ関数の無限積と定義して、

∆

[
3∑
r=1

pr(σ)

]
=

∞∏
n=−∞

δ

(
3∑
r=1

∞∑
n=−∞

X(r)
mnp

(r)
n

)
. (7.176)

ここで、X(r)
mn は flat space の場合の A(r), B, C を用いて次のように表わされる。

r = 1, 2 の場合は、

X(r)
mn =



(C
1
2A(r)C− 1

2 )mn m,n > 0,
α3
αr

(C− 1
2A(r)C

1
2 )mn m,n < 0,

− 1√
2
εrsαs(C

1
2B)m n = 0 and m > 0,

1 m = n = 0,
0 otherwise.

(7.177)

ただし、εrs は ε12 = 1 の 2× 2 反対称行列である。r = 3 の場合は、

X(3)
mn = δmn. (7.178)

pp-wave では、ゼロモードもmassive になり調和振動子となるので、m = 0 として string mode
と同様に扱われている。

flat space の場合と同様に、H3 の状態 |H3〉, |V 〉 を定義して、

|H3〉 = h3|V 〉, (7.179)

|V 〉 =
∫
dµ3

∑
{n(1),n(2),n(3)}

3∏
r=1

[ ∞∏
k=−∞

ψnk
(p(r)
k )

∞∏
s=1

χ̃
m

(r)
l m

(r)
−l

(λ(r)
l , λ

(r)
−l )

]
|{n(1), n(2), n(3)}〉.

(7.180)
|Q−

3 〉, |Q̄−
3 〉 は h3 をそれぞれ q3, q̄3 変えたものである。bosonicEa 部分と fermionic 部分Eb に分

けておく。
|V 〉 = EaEb|0〉. (7.181)

bosonic sector は、

Ea =
∫ (

3∏
r=1

∞∏
n=−∞

dp(r)
n

(
2
πωrn

))
∆

[
3∑
r=1

pr(σ)

]
(7.182)

× exp

[
3∑
r=1

∞∑
n=−∞

(
− 1
ωrn
p(r)
n

2
+

2√
ωrn
p(r)
n a(r)

n

† − 1
2
a(r)
n

†
a(r)
n

†
)]

. (7.183)

5flat space の場合と同様 cosine mode と sine mode に分ける
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ガウス積分を行うと、

Ea = exp

1
2

3∑
r,s=1

∞∑
m,n=−∞

a(r)
m

†
N̄ rs
mna

(s)
n

†
 , (7.184)

ここで、

N̄ rs
mn = δrsδmn − 2(C

1
2

(r)X
(r)TΓ−1

a X(s)C
1
2

(s))mn, (7.185)

(Γa)mn =
3∑
r=1

(X(r)C(r)X
(r)T )mn, (7.186)

(C(r))mn = wrnδmn, (7.187)

である。flat な場合と同様、Neumann 係数 N̄ rs
mn には無限次元行列 Γ+ の逆行列が出てくる。そ

のため、ここで得た vertex operator はまだ explicit な形をしていない。完全に explicit な形を得
るためには、Neumann 係数の explicit な形を求めなくてはならない。

fermionic 部分もガウス積分することにより、

Eb = exp

 3∑
r,s=1

∞∑
m,n=1

b
(r)
−m

†
Qrsmnb

(s)
n

† −
√

2Λ
3∑
r=1

∞∑
m=1

Qrmb
(r)
−m

†
E0

b |0〉, (7.188)

となる。ここで、E0
b はゼロモードだけから成る部分である。また、|0〉 は |0〉1 ⊗ |0〉2 ⊗ |0〉3 だ

が、|0〉(r) はH
(r)
2 の固有値がゼロつまり b

(r)
0

†
によって消される真空ではない。この真空は θ

(r)
0

で消される真空である。よって、H(r)
2 |0〉(r) = 4µe(αr) である。この真空は前にも書いたように、

µ→ 0 で flat space の真空に一致する真空である。Qrs, Qr, E0
b の形は付録E.2.1 にのせておく。

7.3.3 pp-wave Neumann 係数の性質: Factorization とLarge µ での振舞い

ここでは、前節で求めた pp-wave Neumann 係数の性質を見ておこう [40, 38, 41]。ここで見る
性質を用いて、次節で Neumann 係数の explicit な形を exact に求める。
上記の Γa は和公式を用いると、block diagonal な形であることが分かる。

(Γa)mn =


(C

1
2 Γ+C

1
2 )mn, m, n > 0,

−2µα3, m = n = 0,
(C

1
2 Γ−C

1
2 )−m,−n, m, n < 0.

(7.189)

ここで、

Γ+ =
3∑
r=1

A(r)U(r)A
(r)T , Γ− =

3∑
r=1

A
(r)
− U−1

(r)A
(r)
−

T
, (7.190)

U(r) = C−1(C(r) − µαr), U−1
(r) = C−1(C(r) + µαr), A

(r)
− =

α3

αr
C−1A(r)C. (7.191)

これを用いて、Neumann係数を書き直しておく。m,n > 0の場合には non-vanishing component
は、

N̄ rs
mn = δrsδmn − 2

[
(CrC−1)

1
2A(r)TΓ−1

+ A(s)(CsC−1)
1
2

]
mn

, m, n > 0, r, s ∈ {1, 2, 3},
(7.192)
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N̄ rs
m0 = N̄ sr

0m =
√

2µαsεstαt
[
(CrC−1)

1
2A(r)TY

]
m
, m > 0, r, s, t ∈ {1, 2}, (7.193)

N̄3r
m0 = N̄ r3

0m =
√

2mαrεrsαs
[
(C3C

−1)
1
2Y

]
m
, m > 0, r, s ∈ {1, 2}, (7.194)

N̄ rs
00 = δrs +

√
αrαs
α3

− µ√αrαsεrtεsuαtαuk, r, s, t, u ∈ {1, 2}, (7.195)

N̄ r3
00 = N̄3r

00 = −
√∣∣∣∣αrα3

∣∣∣∣, r, s ∈ {1, 2}. (7.196)

ただし、
Y = Γ−1

+ B, k = BTΓ−1
+ B. (7.197)

である。negative integer の component で non-vanishing なものは、

N̄ rs
−m,−n = −(U(r)N̄

rsU(s))mn, m, n > 0, (7.198)

だけである6。

Neumann 係数のFactorization

さて、flat space のNeumann 係数は (7.99) のように factorize されていた。さらに、N r
m に関

しては (7.112) と exiplicit な形が求まっていた。このことと (7.113) とから、vertex の explicit
な形が得られていた。これらの flat space での結果を、pp-wave の場合、つまり µ �= 0 の場合に
拡張したい。ここではまず、pp-wave の場合に一般化された (7.99) を求めよう [40, 38]。そこで、
Γ̃+ =

∑∞
r=1A

(r)U−1
(r)A

(r)T を定義して、Γ+C
−1Γ̃+を考える。(E.9), (E.16) を用いると、

Γ+C
−1Γ̃+ = U3C

−1Γ̃+ + Γ+C
−1U−1

3 − α1α2

2
BBT . (7.199)

また、(7.191), (E.16) から Γ̃+ = Γ+ +µαBBT が分かる。これを上式に代入して、左右両側から
Γ−1

+ をかけると、

C−1 +
1
2
α1α2Y Y

T + µαZY T = Γ−1
+ U3C

−1 + C−1U−1
3 Γ−1

+ . (7.200)

ただし、Z = (1−Γ−1
+ U3)C−1B である。この式からZ を消去したい。そこで、(7.200)右からB

をかけると、Z(1 +µαk) = C−1U−1
3 − α1α2k

2 Y となるので、このZ を (7.200) に代入して、C を
左右からかけると、

{Γ−1
+ , C3} = C +

α1α2

2(1 + µαk)
CU−1

3 Y Y TCU−1
3 (7.201)

を得る。この式から、(7.99) 一般化である次の関係式が得られる。

N̄ rs
mn = − mnα

1 + µαk

N̄ r
mN̄

s
n

αsωrm + αrωsn
. (7.202)

ここで、
N̄ r
m = −

[
(C−1Cr)

1
2U−1

r A(r)TY
]
. (7.203)

6Γ+ は well-defined な量であるが、Γ− は発散してしまい ill-defined な量である。しかし、well-defined な関係式
Γ−1
− = U(3)(1− Γ−1

+ U(3)) が導ける。これにより、m, n < 0 の Neumann 係数がm, n > 0 のものと関係づけられる。
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Large µ 領域でのNeumann 係数の振舞い

string 理論とゲージ理論側との双対性を調べるためには、large µα′p+ 領域での Neumann 係
数の振舞いが知りたい。そこで、Neumann 係数に出てくる量の large µ での振舞いを調べよう
[40]。ここで、気を付けなくてはならないことは、無限次元行列の積には無限級数が表われるが、
この無限級数と large µ limit は一般には可換ではないことである。これを見るために、次の簡単
な例を見てみる。

∞∑
p=1

1
p2

1
1 + λp2

=
1
6

(
π2 + 3λ− 3π

√
λ coth

π√
λ

)
∼ π2

6
− π

2

√
λ+O(λ), (7.204)

ここでは、有限の λ についてまず和を計算して、それから λ→ 0 の limit をとったが、もし和を
とる前に summand の limit をとってしまうと、

√
λ の項は出てこず、λ のべきの項しか出てこ

ない。これと同様の現象が我々の扱う無限次元の行列やベクトルに対しても生じるため、最後に
large µ limit をとるように気を付けなくてはならない。まず、Γ−1

+ から考えよう。leading term
は、(7.201) の第一項であり、

Γ−1
+ =

1
2
CC−1

3 +R. (7.205)

この第一項は、1
2CC

−1
3 → − C

2µα3
+ C3

4(µα3)3
+ · · · と展開される。R の leading term はO(µ−4) で

ある。上の表式を (7.205) に代入することでR に対する式

{R,C3} =
1
2

α1α2

1 + µαk
CU−1

r Y Y TCU−1
3 , (7.206)

が得られる。ここで、large µ で、

R→ aR
π

(µα3)4

(
α1 2
α3

)2

C3BBTC3 + · · · , (7.207)

を仮定する。
同様にして、k の subleading term に対して、

k → − 1
µα
− ak

1
π(µα1α2)2

+ · · · , (7.208)

と仮定する。Y に対しても subleading term に対して、

Y → 1
µα3

[
−1

2
C +

(
1
4
− x

)
C3

(µα3)2
+ · · ·

]
B, (7.209)

を仮定する。(7.207), (7.208) を (7.206) に代入して leading term を比べることで、

aRak =
1
64
, (7.210)

を得る。
これらの定数 aR, aK , x はここまででは未知の定数だが、特に x は P− の string state の間の
matrix element に現れてくるため、重要である。後に Γ−1

+ , Y , k 等の explicit な形を求めるが、
それによって、これらの定数は aR = 1

16 , ak = 1
4 , x = 1

16 と求まる。
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7.3.4 Prefactor の決定

さて、prefactor の決定をしよう [39, 36]。prefactor は pp-wave の場合も flat space の場合と同
様の手法で決定できる。まず、prefactor は kinetic constraint を壊すことがないようなものでなく
てはならない。この条件から、prefactor を構成する要素K, Y を決定する。これらは、oscillator
に関して linear である。そして、dynamical constraint を課すことでK, Y の言葉で prefactor が
決定される。

Building Block K, Y の構成

それでは、まずK を決定する。

K ≡
3∑
r=1

∞∑
m=−∞

Fm(r)a
(r)
m

†
= K0 +K+ +K−, (7.211)

K0 ≡
3∑
r=1

F0(r)a
(r)
m

†
, K+ ≡

3∑
r=1

∞∑
m=1

Fm(r)a
(r)
m

†
, K− ≡

3∑
r=1

∞∑
m=1

F−m(r)a
(r)
−m

†
. (7.212)

K に対する kinematical constraint は、

[
3∑
r=1

pr(σr),K] = [
3∑
r=1

e(αr)xr(σr),K] = 0. (7.213)

この式をフーリエ・モード に分解すると、

3∑
r=1

X(r)C1/2
r F(r) =

3∑
r=1

αrX
(r)C−1/2

r F(r) = 0. (7.214)

X(r) の形から、上式は non-negative モードと negative モードに分離する。また、ゼロ・モード
はすぐに解けて、

F0(1) = −
√

2
α′
√
µα1α2, F0(2) =

√
2
α′
√
µα2α1, F0(3) = 0. (7.215)

positive モードに対する式は、(7.215) を (7.214) に代入して、

3∑
r=1

[A(r)C−1/2C1/2
r F(r)] =

1√
α′µαB, (7.216)

3∑
r=1

µαr[A(r)C−1/2C−1/2
r F(r)] =

1√
α′µαB. (7.217)

(7.216) から (7.217) を引いて、

3∑
r=1

A(r)C1/2C−1/2
r UrF(r) = 0. (7.218)
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これから、(E.15)より、

F(r) =
1
αr

[C1/2
r C1/2U−1

r A(r)TV, (7.219)

を得る。ただし、V は任意のベクトルである。この V はこの式を (7.217) に代入することで得ら
れる。結局 F(r) は、

F(r) =
1√
α′

α

αr
C1/2
r C1/2U−1

r A(r)T Γ̃−1
+ B (7.220)

= − 1√
α′

1
1 + µαk

α

αr
CN̄ r. (7.221)

以上で non-negative モードの K0 + K+ が求まったが、これは µ → 0 で flat space のX になる
ことが簡単に分かる。
次に、negative モードに移ろう。(7.214) は、

3∑
r=1

1
αr

[A(r)C1/2C1/2
r F(r)]−m = 0, (7.222)

3∑
r=1

[A(r)C1/2C
−1/2
(r) F(r)]−m = 0. (7.223)

(7.223) を (7.218) と見比べることにより、

F−m(r) ∼ UmrFm(r) (Umrは Urのmm成分) (7.224)

と予想できるが、これを (7.222) に代入すると発散してしまう。しかし、この operator K− を
worldsheet 上の場の形で表わすと、この発散は δ(σ − πα1)− δ(σ + πα1) の形によるものである
ことが分かる。σ = πα1 と σ = −πα1 は相互作用点であり、同一視される点である。従って、こ
の発散は打ち消し合い、問題を起こさない。この現象は、flat space の場合に起こっているもの
と同様のものである。よって、F−m(r) は

F−m(r) = iUmrFm(r), (7.225)

である。ここで normalization factor i は、operator K− を worldsheet の場で表わした際に望ま
しい形が得られるようにとられた。
それでは、fermionic な building block Y に移ろう。Y に課される kinematical constraint は、

{
3∑
r=1

λr(σ),Y} = {
3∑
r=1

e(αr)θr(σ),Y} = 0. (7.226)

flatspace の場合と同様に、negative モードの oscillator は prefactor に入ってこない。従って、以
下では non-negative モードだけを考えればよい。Y は、

Y =
3∑
r=1

G0(r)λ
(r)
0 +

3∑
r=1

∞∑
m=1

Gm(r)b
(r)
m

†
. (7.227)
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ただし、G0(3) は
∑3

r=1 λ
(r)
0 |E0

b 〉 = 0 を用いて、ゼロとした。(7.226) をフーリエ展開して、

3∑
r=1

1√
|αr|

[A(r)CC−1/2
r PrG(r)]m = 0, (7.228)

−[C1/2B]m
2∑

r,s=1

εrsαrαsG0(r) +
3∑
r=1

e(αr)
√
|αr|[C1/2A(r)C−1/2

r P−1
r G(r)]m = 0. (7.229)

ゼロ・モードは簡単に解けて、

G0(1) = −
√

2
α′α2, G0(2) =

√
2
α′α1. (7.230)

positive モードに関して考えよう。(7.228) から (E.15) を用いて、G(r) = e(αr)√
|αr|

P−1
r C

−1/2
r A(r)TW

と書ける。ここで、W は任意のベクトルである。(7.229) に上のゼロ・モードを代入して、

3∑
r=1

e(αr)
√
|αr|[A(r)C−1/2

r P−1
r G(r)]m =

α√
α′Bm. (7.231)

W はこの式に代入することにより求まり、

Gm(r) =
αe(αr)√
α′|αr|

[P−1
r C1/2

r A(r)T Υ̃−1B]m. (7.232)

ここで、

Υ̃ ≡
3∑
r=1

A(r)P−2
r A(r)T , Υ̃−1 = Γ−1 − 1

2
µα

1 + µαk
(Γ−1B)(Γ−1B)T (1 + Π). (7.233)

よって、G(r) は bosonic mode の F(r) を用いて、

G(r) = (1 +
1
2
µαk(1 −Π))

√
|αr|P−1

r UrC
−1/2F(r), (7.234)

と書ける。

K, Y のContinuum Basis 表示

以上で、prefactor を構成する要素K, Y が求まった。ここでは、K, Y は kinematical constraint
を用いて定義され、ocsillator basis で表示されている。これらのK, Y をworldsheet 上の場で表
わそう。flat space の場合と同じように、次の量を定義する。

∂X(σ) = 4π
√
−α
α′ (πα1 − σ)1/2(x′1(σ) + x′1(−σ)), (7.235)

P (σ) = −2π
√
−σ(πα1 − σ)1/2(p1(σ) + p1(−σ)). (7.236)
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ここで、limσ→πα1 P (σ)|V 〉 を考える。p(σ) を ocsillator 表示して計算すると、

P |V 〉 ≡ lim
σ→πα1

P (σ)|V 〉

= −2
√
−α

α1

√
α′ lim

ε→0
σ1/2

3∑
r=1

∞∑
m=0

[ ∞∑
n=0

(−1)n
√
ωn(1) cos(nε/α1)N̄1r

nm

]
a(r)
m

†|V 〉. (7.237)

実際に ε をゼロにもっていくと、大括弧の中は large n の項の和が発散するようになる。その発散
と ε1/2 が打ち消しあい、有限の結果を与えるわけである。そこで、N̄1r

nm を large n で近似して、

N̄1r
n0 ∼ −

√
2µαrεrsαsN̄1

n, N̄1r
nm ∼ −

α

αr

1
1 + µαk

(n−1/2C1/2N̄1)n(CN̄ r)m m > 0. (7.238)

これを (7.237) で使うと、

P |V 〉 = f(µ)(K0 +K+)|V 〉, f(µ) = −2
√
−α
α1

lim
ε→0

ε1/2
∞∑
n=1

(−1)n
√
n cos(nε/α1)N̄1

n. (7.239)

これから、P とK0 +K+ は normalization f(µ) 以外は一致している。よって、continuum basis
での表示が得られた。µ = 0 では f(0) = 1 であり、continuum basis と oscillator basis の表示は
normalization を含めて一致する。これは、flat space の場合に見た通りである。
同様にして、negative モードに対しても

1
4π
∂X|V 〉 ≡ lim

σ→πα1

1
4π
∂X(σ)|V 〉

=
2i
√
−α

α1

√
α′ lim

ε→0
ε1/2

3∑
r=1

∞∑
m=1

[ ∞∑
n=1

(−1)n
n

√
ωn(1)

cos(nε/α1)N̄ rs
−n,−m

]
a

(r)
−m

†
|V 〉. (7.240)

ここで、large n でのNeumann係数の positive モードと negative モードの間の関係式 N̄1r−n,−m ∼
−N̄1r

nmUmr を用いると、
∂X|V 〉 = f(µ)K−|V 〉. (7.241)

ここで、P と K0 + K+ の関係と共通の normalization factor f(µ) が出てくるように、K− の
normalization factor i は決めたのであった。

fermionic モードの場合も、

Y (σ) = −2π

√
−2σ
α′ (πα1 − σ)1/2(λ1(σ) + λ1(−σ)), (7.242)

を定義して、

Y |V 〉 ≡ lim
σ→πα1

Y (σ)|V 〉

= −
√

2
α′

√
−2α
α1

lim
ε→0

ε1/2
∞∑
n=1

(−1)n cos(nε/α1)

[
√

2ΛQ1
n +

3∑
r=1

∞∑
m=1

Q1r
nmb

(r)
m

†
]
|V 〉. (7.243)
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large n での fermionic なNeumann 係数の振舞いは、

Q1
n ∼

1
√
α1

1
1 + µαk

(1 +
1
2
µαk(1 + Π))[n−1/2CN̄1]n, (7.244)

Q1r
nm ∼

α′

α1

1
1 + µαk

(1 +
1
2
µαk(1 + Π))[n−1/2CN̄1]nGm(r). (7.245)

よって、

Y |V 〉 = f(µ)
1

1 + µαk
(1 +

1
2
µαk(1 + Π))Y|V 〉, (7.246)

が分かる。bosonic 係数の場合と同じ normalization f(µ) 以外に、µ 依存の spinor に働くmatrix
が normalization に入ってくる。これらの factor は µ → 0 で 1 となる。つまり、µ = 0 では
Y |V 〉 = Y|V 〉 となり、flat space の場合の結果と一致する。bosonic 係数と fermionic 係数に
共通の normalization factor f(µ) は、後で述べる interaction term の overall normalization 等
に簡単に吸収できるため重要でない。しかし、bosonic 係数と fermionic 係数の間の relative な
normalization の違い 1

1+µαk (1 + 1
2µαk(1 + Π)) は重要である。

Dynamical Constraint によるPrefactor の決定

dynmical constraint を課すことによって、prefactor を求める。ここで、supercharge Q−, Q̄−

の線形結合 √
2ηQ ≡ Q− + iQ̄−,

√
2η̄Q̃ ≡ Q− − iQ̄− (7.247)

を定義しておく。ただし、η = eiπ/4 である。この supercharge で dynamical generator 同士の代
数の交換関係を書くと、

{Qȧ, Q̃ḃ} = 0, {Qȧ, Qḃ} = {Q̃ȧ, Q̃ḃ} = 2δȧḃH + iµ
(
(γijΠ)ȧḃJ

ij + (γi′j′Π)ȧḃJ
i′j′
)
. (7.248)

ここで、kinematical generator J ij, J i
′j′ は interaction term による correction を受けないの

で O(κ) の項には入ってこない。従って、interaction term が従う交換関係、つまり dynamical
constraint は flat space の場合と同じものになる。これを書き下すと、

3∑
r=1

Q
(r)
2ȧ |Q3ḃ〉+

3∑
r=1

Q
(r)

2ḃ
|Q3ȧ〉 = 2|H3〉δȧḃ, (7.249)

3∑
r=1

Q̃
(r)
2ȧ |Q̃3ḃ〉+

3∑
r=1

Q̃
(r)

2ḃ
|Q̃3ȧ〉 = 2|H3〉δȧḃ, (7.250)

3∑
r=1

Q
(r)
2ȧ |Q̃3ḃ〉+

3∑
r=1

Q̃
(r)

2ḃ
|Q3ȧ〉 = 0. (7.251)

以下の計算では、Q2 とK, Y の交換関係やQ2 の |V 〉 への作用をK, Y の言葉で書き直す関係式
が有用であるので書き下しておこう。

2η√
α′

3∑
r=1

[Q(r), K̃]|V 〉 = 2η̄√
α′

3∑
r=1

[Q̃(r),K]|V 〉 = µγ(1 + Π)Y|V 〉, (7.252)
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2η√
α′

3∑
r=1

{Q(r),Y}K̃I |V 〉 = iγJ (1 +
1
2
µαk(1−Π))KJ K̃I |V 〉 − iµ α

α′ γ
I(1−Π)|V 〉, (7.253)

2η̄√
α′

3∑
r=1

{Q̃(r),Y}KI |V 〉 = −iγJ(1 +
1
2
µαk(1 −Π))K̃JKI |V 〉+ iµ

α

α′γ
I(1−Π)|V 〉. (7.254)

2η√
α′

3∑
r=1

Q(r)|V 〉 = −α
′

α
Kγ(1 + 1

2µαk(1 + Π))Y|V 〉, (7.255)

2η̄√
α′

3∑
r=1

Q̃(r)|V 〉 = −α
′

α
K̃γ(1 + 1

2µαk(1 + Π))Y|V 〉, (7.256)

さて、prefactor の形として flat space からの類推で次の仮定をする。

|H3〉 =
(
(1 + µαk)K̃IKJ − µ α

α′ δ
IJ
)
vIJ(Y )|V 〉, (7.257)

|Q3ȧ〉 = (1 + µαk)1/2K̃IsIȧ(Y )|V 〉, (7.258)

|Q̃3ȧ〉 = (1 + µαk)1/2KI s̃Iȧ(Y )|V 〉, (7.259)

ただし、(7.243) の Y から factor f(µ) を取り除いたものを改めて Y と再定義した。

Y ≡ 1
1 + µαk

(1 +
1
2
µαk(1 + Π))Y. (7.260)

また、
K̃ ≡ K0 +K+ −K−, (7.261)

である。(7.249), (7.250) にこれらの仮定を代入して、(7.252), (7.253), (7.254), (7.255) を用いて
計算すると、vIJ , sIȧ, s̃

I
da に対して、

δȧḃv
IJ = i

α′3/2

2α
γJa(ȧD

asI
ḃ)
, δȧḃv

IJ = −iα
′3/2

2α
γIa(ȧD̄

as̃J
ḃ)
. (7.262)

−δȧḃv
IJ = i

α′3/2

2α
γIa(α

(
Da + i[ΠD̄]a

)
sI
ḃ)
, −δȧḃv

IJ = −iα
′3/2

2α
γIa(ȧ

(
D̄a − i[ΠD]a

)
s̃I
ḃ)
, (7.263)

という式を得る。Da, D̄a は flat space のときと同様、Da ≡ ηY a + η̄ αα′
∂
∂Ya

, D̄a ≡ η̄Y a + η αα′
∂
∂Ya

である。(7.262) は K̃IKJ に比例する項から (7.263) は µδIJ に比例する項から得られる。(7.262)
は flat space のときの式と同じである。従って、(7.262) の解は flat space と同じであり、

vIJ = wIJ + yIJ , sIda = − 2
α′

i√
2
(ηsI1ȧ + η̄sI2ȧ), s̃Iȧ =

2
α′

i√
2
(η̄sI1ȧ + ηsI2ȧ). (7.264)

これらの解は、pp-wave に特有の式 (7.263) も満たしている。
最後に、この解が (7.251) を満たすことを確かめることは、(7.257), (7.258), (7.259) の仮定の
正当性を確かめるためにも重要だが、これは実際に満たされている。(7.251) からも flat space の
場合と同様の式と pp-wave のみに表われる式が出てくる。
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以上で prefactor が求まった。よって、dynamical generator のO(κ) の interaction term が求
まった。しかし、ここで気を付けなくてはならないのは、ここまでではこの interaction term の
overall normalization は求まっていないということである。また、摂動展開係数 κ についてもふ
れていなかった。normalization factor は gs, µ, α′, αr の関数であり、κ は gs, µ, α′ の関数であ
る。従って、これらの factor をまとめて κ と書くことにする。これを決定するのは、flat space
の場合よりも厄介である。なぜならば、pp-wave には J−I の generator がないからである。この
normalization factor は、supergravity での計算結果と small µ 領域で比較するか、CFT の計算
結果と large µ 領域で比較するかして漸近的な振舞いを決定できる。

7.4 Interaction Vertex のMatrix Element

この章では、CFT 側との双対性を視野に入れて、前節で得たH3 の string state 間のmatrix
element を求める。前節では、H3 をまず 3-string state の状態として |H3〉を oscillator basisで求
めた。flat spaceの場合と同様にこの |H3〉から汎関数表示を得ることができる。しかし、flat space
の節で述べたように実際の計算では 3-string state の状態として表わされている oscillator 表示の
方が扱いやすい。従って、この章では |H3〉を用いて、matrix elementを計算していく [37, 42, 39]。

3つの string state |ψ1〉, |ψ2〉, ψ3〉 の間のH3 のmatrix element は、

〈ψ3|H3|ψ1〉|ψ2〉 = 〈ψ3|〈ψ2|〈ψ1|H3〉, (7.265)

となる。

7.4.1 Bosonic State の間のMatrix Element

ここでは、bosonic excitation のみを持つ状態の間の matrix element を考える。ここでは、
CFT 側と比較するために two impurity state を考える。この章で用いてきた string field theory
の oscillator basis と BMN の oscillator basis は、次で移り合う。

aBMN
n =

1√
2
(a|n| + ie(n)a−|n|), aBMN

0 = a0, (7.266)

以下では、記号の簡略化のために
αn ≡ aBMN

n , (7.267)

と書く。他の量も BMN basis に直しておこう。Neumann 係数は、

Ñ rs
mn =


1
2N̄

rs
|m||n|(1 + UrmUsn), m, n �= 0,

1√
2
N̄ rs

|m|0, m �= 0,

N̄ rs
00 , m = n = 0,

(7.268)

prefactor を構成するK, K̃ は、

K =
3∑
r=1

∑
n∈�
Kn(r)α

(r)
n

†
, K̃ =

3∑
r=1

∑
n∈�
K̃n(r)α

(r)
n

†
, (7.269)
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ただし、

Kn(r) =

{
F0(r), n = 0

1√
2
F|n|(r)(1− Urn), n �= 0

, K̃n(r) =

{
F0(r), n = 0

1√
2
F|n|(r)(1 + Urn), n �= 0

. (7.270)

考える string state は、

|v〉r, |0i〉r ≡ α(r)i
0

†
|v〉, |nij〉r ≡ α(r)i

n

†
α

(r)j
−n

†
, (7.271)

である。気を付けなくてならないのは、BMN 状態は b†0 の真空 |v〉 に BMN basis oscillator を
かけて作られており、string field theory は θ†0 の真空 |0〉 を用いていることである。これらの
vacuum は、

r〈v| = r〈0|
(αr

2

)2
8∏
a=5

θ
(r)a
0 , r = 1, 2, 3〈v| = r〈0|

(α3

2

)2
4∏

a=1

θ
(3)a
0 . (7.272)

で関係づく。
さて、今はbosonic excitationのみの string stateのmatrix elementを考えているので、fermionic

oscillator からの寄与は vacuumに含まれているゼロ・モードからのみ受ける。1〈v|2〈v|3〈v|には 12
個の fermionicゼロ・モードが含まれているが、これらのうち 8個は |V 〉の中のE0b と contract す
る。残りの 4個を prefactorの中のゼロ・モードと contractしなくてはならない。従って、prefactor
の内効いてくるのは vIJ の中の Y 4 の項だけである。このことを考慮して fermionic モードから
の寄与を計算してしまうと、

−
(α3

2

)4
(1 + µαk)−2ΠIJ , (7.273)

となる。ただし、ΠIJ ≡ tIJ5678 = diag(14,−14) である。
次に、まだ決まっていなかった normalization を考えよう。前節の最後で κ を normalization

factor と摂動展開係数をまとめたものとして再定義した。これは、supergravity との比較により
small µ 領域でCFT との比較により large µ 領域での漸近的振舞いが決定される。この両方の漸
近的振舞いを満たすには、

κ = gs
π7α′3

α2
(1 + µαk)2, (7.274)

とすればよい。そこで、この式が µ の全領域で正しいと予想できる。以上から、bosonic state 間
のmatrix element を計算する際には、interaction vertex は、

κ|H3〉 = −πgsα′µ2(1 + µαk)K̃IKJΠIJEa|0〉δ (
∑
αr) , (7.275)

となる。ここで、|V 〉の中に含まれるbosonicゼロ・モードのガウス積分の際に出てきたdeterminant(
2
α′

2µ
π3

α1α2
α3

)2
も含めておいた。(7.275) を Neumann 係数の factorization の関係式 (7.202) を用

いて、次のように書き直すとmatrix element の計算の見通しがよくなる。

κ|H3〉 =
1
2
g2β(β + 1)

3∑
r=1

∑
n∈�

ωnr
αr

α(r)I
n

†
α

(r)J
−n ΠIJEa〉|α3|δ(

∑
αr). (7.276)
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ここで、prefactor の 2つの生成消滅演算子の内、一つが消滅演算子になっていることに注意しよ
う。また、gs = g2

4πµ2α2
3
を用いて gs を書き直しておいた。(7.276) が実際に (7.275) に等しいこと

を見るには、この消滅演算子 α
(r)J
−n をEa の右側に移動すればよい。

matrix element を計算すると、

κ〈n1,2|H3|01〉|02〉 =
1
2
g2β(β + 1)

(
ωn3

α3
Ñ31
m0Ñ

32
m0 × 2 +

ω01

α1
Ñ31
m0Ñ

32
m0 +

ω02

α2
Ñ32
m0Ñ

31
m0

)
|α3|δ(

∑
αr)

= −g2µα1α2(−β(β + 1))3/2
[
CU−1

3 C3

]
n

(N̄3
|n|)

2|α3|δ(
∑
αr), (7.277)

κ〈n1,2|H3|m1,2〉|v〉 = g2
β + 1
4α2

3

(α1ωn3 + α3ωm1)(N̄13
|m||n|)

2(1− U2
m1U

2
n3)|α3|δ(

∑
αr), (7.278)

CFT 側のmatrix element と比較するために、large µ で展開しておこう。

κ〈n12|H3|01〉|02〉 = −µg2λ′
√
−β(β + 1)

sin2(nπβ)
2π2

[
1− 1

4
(3− 16x)n2λ′ +O(λ′2)

]
|α3|δ(

∑
α),

(7.279)

κ〈n1,2|H3|m1,2〉|v〉 =
[
µg2λ

′(β + 1)
sin2(nπβ)

2π2
+O(λ′2)

]
|α3|δ(

∑
α). (7.280)

7.5 pp-wave Nuemann 係数

この節では pp-wave Neumann 係数に対するより扱い易い形を得る [43]。ここで得られる形は
基本的な関数の無限和を含んでいるが、その級数は任意の有限の µ に対して収束する。この形か
ら、large µ 漸近展開が求められ、まだ求まっていなかった定数 aR, ak, x が決められる。
前節まで分かっていることは次のことである。まず、µ = 0 つまり flat space のときの explicit
な形は分かっている。また、一般の µ の場合の factorization (7.202) も得られている。そして、
large µ での漸近的な振舞いも予想されている。factorization の関係があるので、我々が知るべ
きなのは Ym, k である。
ここで µ の役割に関しておさらいしておく。µ はそれ自体では物理的な意味を持たない量で
あった。この量は、一般座標変換で好きな値に設定できるからである。意味を持つのは α′p+µ で
ある。今まで large µ といってきたのは、つまりは large α′p+µ のことである。そこで、この節
では α3 = p+

(3)α
′ = −1 とする。このように設定すると、Γ+, Y , k 等は µ, α1 = −β1 の関数であ

る。以下では、y = α1 と書く。
以降の道筋を簡単に書いておこう。まず、前節までに得られた無限次元の行列に関する関係式
を用いて、Y ,k に対する微分方程式を導く。その微分方程式と flat space での知識と large µ で
の leading term から Y , k を求めることができる。そして、得られた形から large µ での振舞い
を求め、subleading term の定数を求める。
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7.5.1 Y , k の µ = 0 での値

ここで、Y , k の flat space µ = 0 での値を flat space の結果を用いて書いておく。µ = 0 では
Ym = −N̄3pp-wave

m = −√mN̄3flat
m , k = −1

4K であるので、(7.112), (7.113)より、

Y (µ = 0, y) =
√
mΓ(my)

m!Γ(my + 1−m)
e−mτ0 =

Γ(1 +my)Γ(1 +m(1− y))
2Γ(1 +m)

e−mτ0Bm, (7.281)

k(µ = 0, y) = −2(
ln y

1− y +
ln(1− y)

y
), (7.282)

となる。

7.5.2 Y , k に対する微分方程式

以下では、′ は µ 微分を表わすことにする。まず、Γ+ を µ で微分すると、(E.16) を用いて、

Γ′
+ = µN − 1

2
αBBT , (7.283)

ただし、

N =
3∑
r=1

α2
rA

(r)C−1C−1
r A(r)T . (7.284)

0 = ∂
∂µ(Γ+Γ−1

+ ) = Γ′
+Γ−1

+ + Γ+Γ−1
+

′
なので、

Y ′ =
1
2
kαY − µΓ−1

+ NY, (7.285)

が導かれる。ここで appendix で示しているように、前節までに示した関係式を用いて、NY は
(E.32) NY = g1C

−2
3 B + g2B の形に書くことができる。(7.285) でNY をこの形に置きかえて、

左からBT をかけると、

k′ =
1
2
αk2 − µg2k − µg1k2, (7.286)

が得られる。g1, g2 は µ, α, k, k1 で書かれる scalar 量であり、appendix (E.33), (E.34) に書い
てある通りである。ki も appendix (E.31) に書いてあるように、ki = BTC−i

3 Y である。i = 2 の
k2 は explicit に計算できていないが、(7.286) の右辺に含まれている。従って、(7.286) だけでは
k の微分方程式としてあまり意味をなさない。k2 等の計算できていない量を含んでいない方程式
を導きたいのである。そこで、(7.285) を別の形に変形しよう。[C−1

3 , {Γ−1
+ , C−1

3 }] = [C−2
3 ,Γ−1

+ ]
に (7.201) を用いると、

[C−2
3 ,Γ−1

+ ]B = −1
2

α

1 + µαk

[
(k − µk1)(C−1

3 − µC−2
3 )− (k1 − µk2)(1− µC−1

3 )
]
Y, (7.287)

よって、

Γ−1
+ C−2

3 B =
1
2

α

1 + µαk

[
(k2µ− k1) + (k − µ2k2)C−1

3 + ( 2
α + kµ+ k1µ

2)C−2
3

]
Y, (7.288)
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が導ける。これを (7.285) の Γ−1
+ NY の中の項7に用いると、

Y ′ = (F0 + F1C
−1
3 + F2C

−2
3 )Y, (7.289)

となる。ここで、

F0 = 1
2αk − µg2 + 1

2µg1
α

1 + µαk
(k1 − µk2), (7.290)

F1 = −1
2µg1

α

1 + µαk
(k − µ2k2), (7.291)

F2 = −µg1 + 1
2µ

2g1
α

1 + µαk
(k − µk1), (7.292)

である。この関数 F0, F1, F2 の中に (7.286) を k2 について解いたものを代入すると、F0 =
α
2

1
1+µαk (k + µk′), F1 = −µF0, F0 = −µ となる。よって、Y , k に関する微分方程式

∂Ym
∂µ

=
[
1
2
∂F

∂µ

(
1− µ

ωm

)
− µ

ωm

]
Ym, (7.293)

が得られた。ただし、ここで ωm ≡ ω3m =
√
m2 + µ2 であり、また、

F (µ, y) = ln[1 + (µy(1− y)k(µ, y))], (7.294)

である。

7.5.3 微分方程式の解

(7.293) の形式解は直ちに書けて、

Ym(µ, y) =
m

ωm
exp

[
1
2

∫ µ

0

∂F

∂µ

(
1− µ

ωm

)
dµ

]
Ym(0, y). (7.295)

ここで、Ym(0, y) は flat space のNeumann 係数なのですでに explicit な形を知っており (7.281)
に書いてある。(7.295) で µ→∞ とすると、Y の漸近展開 (7.209) の leading term より、

exp
[
1
2

∫ ∞

0

∂F

∂µ

(
1− µ

ωm

)
dµ

]
=

Bm
2Ym(0, y)

. (7.296)

両辺の log をとり左辺を部分積分すると、∫ ∞

0
(m2 + µ2)−3/2F (µ, y)dµ = G(m, y), (7.297)

ここで、(7.281)より、

G(m, y) =
2τ0
m

+
2
m2

ln
(

Γ(1 +m)
Γ(1 + zy)Γ(1 + z(1− y))

)
, (7.298)

7NY はここでも (E.32) の形に書きかえておく。
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である。ここで、G(m, y) はm を複素数としたとき右半平面で正則である。また、この右半平面
では |z| → ∞ のとき 1

z2 に比例してG(z, y) → 0 となる。従って、G(m, y) のm = 1, 2, 3, .., か
ら右半平面への拡張は一意である。このことから、G(m, y) から F (µ, y) への逆積分変換が存在
する。appendix で説明している積分変換を用いると、F (µ, y) = −iµ2

π

∫ π
0 dθG(−iµ cos θ, y) cos θ

となる。(7.298) を代入すると、

F (µ, y) = 2µτ0 +
2i
π

∫ π

0

dθ

cos θ
ln
[

Γ(1− iµ cos θ)
Γ(1− iµy cos θ)Γ(1− iµ(1− y) cos θ)

]
. (7.299)

これを µ に関して微分すると、

∂F (µ, y)
∂µ

= 2τ0 +
2
π

∫ π

0
dθ [ψ(1 − iµ cos θ)− yψ(1 − iµy cos θ)− (1− y)ψ(1 − iµ(1− y) cos θ)] ,

(7.300)
ここで ψ はポリガンマ関数であり、ψ = (ln Γ)′ である。ψ(1 + z) = −γ + z

∑∞
n=1

1
n(z+n) と∫ π

0
dθ

a+b cos θ = π√
a2−b2 を用いると、

∂F (µ, y)
∂µ

= 2τ0 + 2
∞∑
n=1

3∑
r=1

αr
ωrn

, (7.301)

が得られる。(7.294) より F (0, y) = 0 なので、上式を積分すると、

F (µ, y) = 2τ0µ+ 2
∞∑
n=1

3∑
r=1

ln
(
ωrn + µαr

n

)
= 2τ0µ− 2 ln det(U1U2U3). (7.302)

ここで、tr ln = ln det を用いた。detUr は発散するが、det(U1U2U3) は
∑3

r=1 αr = 0 により収
束する。そこで、各 detUr を次の形に正則化しておく。

(detUr)reg = e−φ(µαr), (7.303)

φ(x) =
∞∑
n=1

[
ln

(√
n2 + x2 + x

n

)
− x

n

]
=

∞∑
n=1

[
arc sinh

x

n
− x

n

]
. (7.304)

これを用いると、
∑3

r=1 αr = 0 なので、

F (µ, y) = 2τ0µ− 2 ln
3∏
r=1

det(Ur)reg = 2τ0µ+ 2
3∑
r=1

φ(µαr), (7.305)

と書ける。よって、Ym(µ, y) は、

Ym(µ, y) = exp

[
(µ− ωm)τ0 +

3∑
r=1

(φr − φmr)
]

m

2ωm
Bm. (7.306)

ただし、

φr = φ(µαr), φmr =
∞∑
n=1

[
ln
(
ωrn + ωnαr

n

)
− ωmαr

n

]
. (7.307)

以上で、F , Y を µ の全領域で収束する級数の形で表わせた。
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7.5.4 Large µ での漸近的振舞い

それでは、ここまでで得た Y , F の形から Γ−1
+ , k, Y の漸近展開に表われる定数 aR, ak, x を

求めよう。まず、(7.294)に (7.208) を代入すると、

F (µ, y) = − ln
(
πµy(1− y)

ak

)
+ · · · , (7.308)

よって、∂F
∂µ の leading term は− 1

µ となる。これと (7.209) を (7.293) に代入すると、

x =
1
16
, (7.309)

が得られる。
次に ak を考える。まず、F (µ, y) から leading term を取り除いた

F̃ (µ, y) = F (µ, y) + ln
(
πµy(1− y)

ak

)
, (7.310)

を定義する。(7.297) より、∫ ∞

0
(m2 + µ2)−3/2F̃ (µ, y)dµ = G(m, y) +

1
m2

ln
(
mπy(1− y)

2ak

)
. (7.311)

m = λn, µ = λν とリスケールする。すると、∫ ∞

0
(n2 + ν2)−3/2F̃ (λν, y)dν = λ2

[
G(λn, y) +

1
λ2n2

ln
(
λnπy(1− y)

2ak

)]
, (7.312)

λ→∞ で左辺はゼロとなる。右辺はG(m, y) の表式 (7.298) を代入して、stirling の公式を用い
ると、 1

n2 ln(4ak) となる。従って、

ak =
1
4
, (7.313)

と求まる。(7.210) より、

ar =
1
16
, (7.314)

も求まる。
さて、subleading term の定数は求まったが、より話を先に進めよう。まず、φ(x) の 2階微分
を行うと、

φ′′(x) = −x
∞∑
n=1

1
(x2 + n2)3/2

≈ −1
x

+
1

2x2
, (7.315)

ここで、≈ は e−2πµ|αr | に比例する項を無視することを示す。 1
µ の power に関しては全て order

の項を残している。無視した e−2πµ|αr | の項は、dual な CFT 側では non-perturbative な効果を
表わしていると考えられる。2回 µ で積分すると、

φ(x) ≈ −(x+ 1
2) lnx+ c1x+ c2. (7.316)
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c1, c2 は積分定数である。c1 は
∑3

r=1 αr = 0 により、F (µ, y) の中では効いてこない。F (µ, y) を
上記の量で書くと、

F (µ, y) ≈ −ln[µy(1− y)] + 2c2, (7.317)

(7.308) と ak = 1
4 より、c2 = 1

2 ln(4π) と求まる。従って、

F (µ, y) ≈ − ln[4πµy(1− y)]. (7.318)

となる。ここで注意すべきことは、この式は µ の power に関しては all order であることである。
省いているのは指数的に小さい e−2πµ|αr | に比例する項だけである。従って、(7.318) は (7.308) よ
りも強い条件である。(7.294), (7.318) から、

k(µ, y) ≈ 1
µy(1− y) −

1
4πµ2y2(1− y)2 , (7.319)

と求まる。
Ym(µ, y) に関しても φmr を (7.315) のような展開を求めることで、≈ のレベルで漸近的振舞い
が求められる。しかし、(7.295) を

Ym(µ, y) =
m

ωm
exp

[
1
2

∫ ∞

0

∂F

∂µ

(
1− µ

ωm

)
dµ−

∫ ∞

µ

∂F

∂µ

(
1− µ

ωm

)
dµ

]
Ym(0, y), (7.320)

と分離することでも求められる。第 1項は (7.296) であり、第２項は ∂F
∂µ ≈ −

1
µ を代入することで

計算できる。そして、

Ym(µ, y) ≈
√
µ+ ωm

2µ
m

2ωm
Bm, (7.321)

と求まる。
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第8章 g2 �= 0 へのBMN 対応の拡張

BMN が提唱した state-operator mapping は、string theory 側が free 理論で CFT 側が planar
近似のときには正確に成立することが分かった。しかし AdS/CFT 対応の極限として得られる
双対性は、free string と planar CFT との間だけの双対性ではなく、full string theory つまり
interacting string theory と non-planarも含めたCFT の間の双対性であることが期待される。そ
こで、この広い意味の BMN 対応についてこれから見ていく。

interacting string に対する BMN 対応の拡張はいくつかのグループにより異なった見解が述べ
られている。ここでは、Gross, Mikhailov, Roiban [29] らによるものを採用する。これは、BMN
対応の g2 �= 0 への自然な拡張と思われる。彼らの主張は、g2 �= 0 の場合にも (5.5), (5.6) の対応
は成り立っているというものである。特に、(5.5) を書き直しておく。

P−(gs)
µ

= ∆− J. (8.1)

string側の operator P−
µ とCFT側の operator ∆−J の間の等価性を確かめるには、それぞれの演

算子が作用する空間の間の写像を求め、その対応関係のもとで演算子のmatrix elementが一致する
ことを見ればよい。もちろん、それぞれのHilbert空間には内積が定義されており、これらの空間の
間の写像はその構造を壊さないようなものでなくてはならない。このmatrix elementの一致は、固
有値の一致と同じことである。この観点から、free stringとplanar CFTでどのようにこの対応がつ
いていたのかをおさらいしておく。まず、string側ではHilbert空間はH = vacuum⊕H1⊕H2⊕· · ·
であった。ここで、H1 は一つの string のみがある状態で第一量子化のHilbert 空間である。Hm
はm 個の string がある状態でH1 のm 個の直積である。H1 は 4章で oscillator 表示されている
が、それぞれの状態は直交していた。また、Hm の状態とHn (m �= n) の状態は直交している。
そして、oscillator 表示された各状態は、P−

µ の固有状態である。一方、CFT 側のHilbert 空間は
single trace operator である BMN operator とそれらの積で作られるmulti trace operator から
成っている。内積は free (λ′ = 0) SYM の 2点関数から位置依存の factor を取り除いた係数であ
る。この 2点関数の係数は g2 = 0 では BMN operator 同士で直交していた。また、single trace
operator とmulti trace operator の間でもこの近似では直交していた。multi trace operator 同士
でも同様である。そして、これらの operator は∆−J の固有 operator であった。これら 2つの空
間の間の対応は、H1 の状態と single trace BMN operator が対応し、H2 の状態と double trace
BMN operator が対応するといったものだった。具体的な対応関係は前の章で書いた通りである。
そして、実際にこれらの対応のもとで string側 の状態のmass P−

µ とCFT 側の状態の conformal
dimension と角運動量の差 ∆ − J の固有値が一致することを見た。ここからは、g2 �= 0 の場合
の対応について考えていく。
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8.1 g2 �= 0 の場合の対応

前に述べたように、free theory での state operator mapping は単純な対応であった。しかし、
この対応は、interacting theory では成り立たなくなる。そのことを見るために、内積を考えよ
う。interacting theory の場合にも、内積を string 側では string state の間の内積、CFT 側では
λ′ = 0 SYM の 2点関数の係数とするのが自然である。string 側の内積は interacting string にし
ても、その構成法から内積は free string の場合と変わりがない。つまり、異なる oscillator がか
かった string state は直交している。一方、CFT 側では non-planar level では、BMN operator
同士でmixing を起こす。このmixingは、trace の数が同じ operator の間だけでなく、trace の数
が異なる operator の間でも起きる。例えば、single trace BMN operator 同士の間でもmixing は
起こり、single trace BMN oeprator と double trace BMN oeprator の間でも起きる。このため、
2点関数の係数はもはや直交していない。従って、free theory では string state とBMN operator
の単純な対応が成立していたが、interacting theory ではこの対応を変更する必要がある。以下で
は、string state は動かさずに CFT の operator を再定義して string state に対応する operator
を求める。

string state 基底に対応する CFT operator の基底は次の 2つの条件を満たすものでなくては
ならない。まず、内積は規格直交化されている必要がある。さらに、string 側の P−

µ の matrix
element とCFT 側の∆− J のmatrix element が一致していなければならない。規格直交化の条
件によっては operator の基底は一意には決まらずに、ユニタリ変換の不定性がある。この不定性
はmatrix element の一致の条件によって止められる。
それでは、具体的にどのようにして string state に対応する basis を探してくるのかを考えよ
う。まず、operator の 2点関数は、

|x|dA+dB 〈OA(0)ŌB(x)〉 = GAB − ΓAB log(Λ2x2), (8.2)

ここで、dA, dB は free theory の conformal dimension である。GAB は free SYM λ′ = 0 での 2
点関数の係数であり、この値がOA とOB の内積である。ΓAB は anomalous dimension matrix
である。OA, OB が生成する状態 |OA〉, |OB〉 でこの内積を表わせば、

〈OA|OB〉 = GAB , (8.3)

となる。さて、dilation operator ∆ のmatrix element の anomalous 部分は、

〈OA|(∆ − J)anomalous|ŌB〉 = ΓAB, (8.4)

となり、anomalous dimension matrix と一致する。
string state |sA〉 に対応する新しい基底を ÕA とする。ÕA はOA の線型変換である。この基
底は内積に対して正規直交基底である必要がある。さらに、これらの基底の間の (8.1) の右辺の
matrix element は対応する string state の間の (8.1) の左辺のmatrix element と一致していなく
てはならない。これらのことを式にして書いておこう1。

|sA〉 ↔ |ÕA〉 = UAB |OB〉, δAB = 〈sA|sB〉 = 〈ÕA|ÕB〉 = (UGU †)AB = δAB . (8.5)
1(8.6) は anomalous 部分に対する式である。
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1
µ
〈sA|P−|sB〉 = 〈ÕA|(∆ − J)|ÕB〉 = (UΓU †)AB, (8.6)

上式が g2 の order by order で満たされるように U を決定していけばよい。次節では、この手続
きを two inpurity を持つ single trace operator と double trace operator に対して行なう。

8.2 State Operator Mapping

それでは、実際に string state に対応する基底を見付け、BMN duality の dictionary に新たな
内容を加えよう。CFT の operator として次のものを考える。

OJ12,n =
1√

JNJ+2

J∑
l=0

e2πiln/JTr[φ1Z
lφ2Z

J−l], (8.7)

T J,y12,p =: Oy·J12,pO(1−y)·J :, (8.8)

T J,y12 =: Oy·J1 O
(1−y)·J
2 : . (8.9)

これら two inpurity を持つ operator は今まで主に考察してきたものであり、これらの 2点関数は
g2
2λ

′ の精度まで求められている2。つまり、この精度までのG と Γ は得られている。以下では、
g2 の order by order で基底を求めていくので、G, Γ を g2 で展開しておこう。

G = 1 + g2G
(1) + g2

2G
(2) +O(g3

2), (8.10)

Γ = Γ(0) + g2Γ(1) + g2
2Γ

(2) +O(g3
2). (8.11)

ここで、

G(1) =

 0 Cn,qz Cn,z

Cpq,m 0 0
Cy,m 0 0

 , G(2) =

M1
n,m 0 0
0 ? ?
0 ? ?

 , (8.12)

Γ(0)

λ′
=

n
2δnm 0 0
0 p2

y2
δpqδyz 0

0 0 0

 ,
Γ(1)

λ′
=

 0 Γ(1)
n,qz Γ(1)

n,z

Γ(1)
py,m 0 0

Γ(1)
y,m 0 0

 , (8.13)

Γ(2)

λ′
=

nmM1
nm + 1

4π2D
1
nm 0 0

0 ? ?
0 ? ?

 . (8.14)

ここで、OJ12,n, T
J,y
12,p, T

J,y
12 に対応して行列を3×3の形に書いた。添字は、n,mがOJ12,n, (p, y), (q, z)

が T J,y12,p, y, z が T
J,y
12 のものである。? の部分はまだ計算できていない。さて変換行列も g2 で展

開しておく。
U = 1 + g2U

(1) + g2
2U

(2) +O(g3
2). (8.15)

この変換行列を使って定義された新しい基底の下での dilation operator のmatrix element は、

Γ̃ = UΓU † = Γ̃(0) + g2Γ̃(1) + g2
2Γ̃

(2) +O(g3
2), (8.16)

2ただし、double trace operator 同士の 2点関数は、g2λ
′ までしか分かっていない。
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となる。ただし、
Γ̃(0) = Γ(0), Γ̃(1) = Γ(1) + U (1)Γ(0) + Γ(0)U (1)† (8.17)

Γ̃(2) = Γ(2) + U (1)Γ(1) + Γ(1)U (1)† + U (1)Γ(0)U (1)† + U (2)Γ(0) + Γ(0)U (2)†. (8.18)

我々はすでに SFT の章で SFT 側の interaction Hamiltonian のmatrix element を g2 のレベル
で計算している。従って、g2 のレベルでは (8.5), (8.6) を用いて完全に基底を決定することがで
きる。これは、(8.5), (8.6) を用いて U (1) を見付けることができることを意味する。実際にこの
行列を求めると、

U (1) = −1
2
G(1), (8.19)

となる3。前に述べたようにUGU † = 1 の条件ではU は一意には決まらず、ユニタリ変換分の不
定性が残る。そこで、(8.6) を用いてこの不定性を止めたわけである。(8.19) は、実対称行列であ
ることに注意しよう。実際、UGU † = 1 を満たす行列で実対称なものは (8.19) に一意に決まって
しまう。

(8.19) の下で、matrix element は

Γ̃(1) =

 0 Γ̃(1)
n,qz Γ̃(1)

n,z

Γ̃(1)
py,m 0 0

Γ̃(1)
y,m 0 0

 ,
Γ̃(1)
n,py = Γ̃(1)

py,n = λ′
√

1−y√
Jy

sin2(πny)
2π2 ,

Γ̃(1)
n,y = Γ̃(1)

y,n = −λ′ 1√
J

sin2(πny)
2π2 ,

(8.20)

となる。ここで SFT の計算に用いた string state |n12〉, |01〉, |v〉 をまとめて |s′A〉 と書くと、こ
の状態間の内積は、〈s′A|s′B〉 = p+

Aδ(p
+
A − p

+
B) = JAδJAJB

と規格化されていた。従って、(8.5) の
ように規格化された string state |sA〉 とは、|sA〉 = 1√

JA
|s′A〉 だけ normalization の違いがある。

従って、SFT の計算 (7.280), (7.279) をそれぞれ Γ̃(1)
py,n, Γ̃(1)

y,n と比べるときには、SFT 側の結果
に 1√

J3y(1−y) をかけなければならない
4。このことを考慮すると両側の量は実際に一致しており、

O(g2) レベルで (8.6) が満たされていることが分かる。
上記の結果、g2 レベルでは (8.5), (8.6) を満たす operator-state mapping が得られた。しかし、
ここで示されたことは BMN duality の検証にはなっていない。なぜならば、両側での 3点関数
が一致するように基底を取ることは常に可能だからである。BMN duality (g2 �= 0) の検証は、よ
り higher order に進むか、ここで確立した state-operator map を用いて (8.1) 以外の operator が
string と CFT の両側で一致するかどうかを調べることでなされる。

SFT 側の計算からは λ′ に関しては exact な量が得られるので、その結果からCFT 側の λ′ 展
開の higher order に対する予想を得ることができる。実際、(7.277), (7.278) は λ′ の all order の
結果なので、これは Γ̃(1) に λ′ の higher order を含めたものに対する予想となっている。
次に g2

2 レベルに移ろう。g
2
2 レベルでは SFT 側のmatrix element はまだ求めていなかった。

従って、U (2) に対しては orthonormal の条件 (8.5) までしか今のところは決定できず、ユニタ
リ変換の不定性を取り除くことはできない。Γ̃(2) を得るためには、一般には O(g2

2) の基底の変
換 U (2) が必要であるので、いまのところ O(g2

2) レベルでの話はできないかに見える。しかし、
実は O(g2) までの基底で、O(g2

2) の matrix element Γ̃(2) のある成分は計算することができる。

3この行列が (8.5) を満たすことは簡単に分かる。(8.6) を満たすことはすぐ後で見る。
4string 側の量 β と CFT 側の量 y には β = −y の関係がある。
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もちろん Γ̃(2) の完全な形を得るためには U (2) の完全な形が必要だが、Γ̃(2) の中の部分的な成
分は O(g2) までの基底と O(g2

2) の (8.5) から計算できるのである。まず、O(g2
2) の (8.5) は、

G(2) +U (1)G(1) +G(1)U (1)† +U (1)U (1)† + U (2) + U (2)† = 0 である。これに (8.19) を代入するこ
とで、

U (2) + U (2)† =
3
4
(G(1))2 −G(2). (8.21)

一方、Γ̃(2) は (8.18) に (8.19) を代入して、

Γ̃(2) = Γ(2) − 1
2
G(1)Γ(1) − 1

2
Γ(1)G(1) +

1
4
G(1)Γ(0)G(1) + U (2)Γ(0) + Γ(0)U (2). (8.22)

U (2)Γ(0) の n,m 成分はm2(U (2))nm であり、Γ(0)U (2)† の n,m 成分は n2(U (2)†)nm である。こ
れらを合わせて、(8.22) の n,m 成分の最後の 2項はm2(U (2))nm + n2(U (2)†)nm となる。ここで
n = m または n = −m とすると、(8.21) を用いることでこの 2項を求めることができる。従っ
て、U (2) を完全に決定することなく、Γ̃(2) の n, n 成分と n,−n 成分は決まる。これらを計算す
ると、

Γ̃(2)
nn =

λ′

16π2

(
1
3

+
5

2π2n2

)
=

λ′

16π2
Bnn, (8.23)

Γ̃(2)
n,−n = − 15λ′

128π4n2
=

λ′

16π2
Bn,−n, (8.24)

これから、m = ±n の SFT 側の量に対して、

1
µ
〈n12|P−|m12〉|g22 = Γ̃(2)

nm, (8.25)

の予測が得られる。この予想を SFT 側で確認することはBMN duality (g2 �= 0) に対する非自明
な検証となる。この量を実際に SFT 側で計算するには interaction term の中のO(g2

2) の contact
term のmatrix element を計算することが必要である。

8.3 SFT でのContact Term からの寄与の計算

SFT 側で g2
2 の order の計算をするためには、interaction term の中の contact term の計算を

する必要がある。まず、この contact term について簡単に述べておく。dynamical generator は、

P− = P−
0 + κP−

1 + κ2P−
2 + · · · , Q− = Q0 + κQ1 + κ2Q2 + · · · , (8.26)

と展開される。すでに、P−
1 , Q1 は 7 章で求めた。g2

2 ∝ κ2 の計算を行うためには、P−
2 を求める

必要がある。これらは、dynamical constraint より、

P−
2 =

1
2
{Q−

1 , Q̄
−
1 }+ {Q−

0 , Q̄
−
2 }+ {Q−

2 , Q̄
−
0 }, (8.27)

の関係にある。つまり、まだ求まっていないQ2 の形が必要となる。しかし、我々がこれから計
算したいのは前節の最後の議論からも分かるように single string state 同士のmatrix element で
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ある。Q2 は string field に関して 4次、つまり 4点相互作用の項であるので single string 同士の
O(g2

2) のmatrix element には効いてこない。よって、(8.27) の第１項のみを考えればよい。

〈n12|κ2P−
2 |m12〉 = 〈n12|

κ2

2
{Q−

ȧ , Q̄
−
ḃ
}|m12〉. (8.28)

2つのQ の間に中間状態となる 2-impurity 状態を挟んで計算すると、

〈n12|
κ2

2
{Q−

ȧ , Q̄
−
ḃ
}|m12〉 =

µg2
2λ

′

16π2
δȧḃBnm, (8.29)

となる [44]。特に、m = n, m = −n のときは CFT 側からの予想 (8.23), (8.24) に一致している
ことが分かる。前節でも述べたように、これは g2 �= 0 での BMN duality に対する非自明な検証
である。注意すべきことは、2つのQ1 の間にはさむ中間状態を 2-impurity state に限ったとい
うことである。これは、CFT 側の計算方法に対応する計算なのである。CFT 側では、まず λ を
∞ に持っていってしまい、BMN operator 以外を decouple させておいてから、BMN operator
同士の相関関数だけを計算した。SFT 側ではこれは中間状態を 2-impurity state に限ることに対
応する。

CFT 側の固有値の SFT による再現

さてここで、CFT operator に対して得られたO(g2
2) の固有値 (6.79) を SFT 側の計算で再現

しておこう。固有値はO(g2
s) で図 8.1 の補正を受ける。左側の diagram は P−

1 が 2つ入ったもの

3

1

2

P−
1 P−

1

T

3

1

2

P−
2

図 8.1: O(g2
2) のmass renormalization に効いてくる string の diagram

であり、右側は P−
2 が 1つ入ったものである。

1
2

∫ ∞

0
〈n12|κP−

1 e
T (P−

0 −E0
nκP−

1 |m12〉+
κ2

2
〈m12|{Q−

1 , Q̄
−
1 }|n12〉, (8.30)

第１項が左図で、第２項が右図に対応する。これは、量子力学の摂動論の 2次のエネルギーの計
算に似ている。この系は、gs = 0 でm = ±n で縮退しているので縮退した系に対する摂動論が
必要である5。つまり、m = ±n に対するmatrix element が必要となる。第２項はすでに計算し

5O(gs) では single string 同士の matrix element はゼロであったので縮退は解けていない。
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てあるので、第１項を計算しよう。m = n の場合は、

∑
i∈two impurity

|〈n12|κP−
1 |i〉|2

En − Ei
=
µg2

2λ
′

4

∑
p,y

(n − p
y )

4

n2 − p2

y2

C2
n,py +

∑
y

n2C2
n,y

 |α3|δ(
∑
α) (8.31)

=
µg2

2λ
′

4

(∑
p,y

(n2 − p2

y2
)C2

n,py + n2
∑
y

C2
n,y

)
|α3|δ(

∑
α) (8.32)

= −µg
2
2λ

′

16π2
Bn,−n|α3|δ(

∑
α). (8.33)

m = −n の場合も同様に、∑
i∈two impurity

〈n12|κP−
1 |i〉〈i|κP−

1 | − n12〉
En − Ei

= −µg
2
2λ

′

16π2
Bn,−n|α3|δ(

∑
α), (8.34)

となる。ただし、|i〉 は前節で述べたように 〈i|j〉 = δij の normalization を持つとする。よって、
前節の (8.29) と合わせると n, n 成分と−n,−n 成分は、

µg2
2λ

′

16π2
(Bnn −Bn,−n) =

µg2
2λ

′

4π2

(
1
12

+
35

32π2n2

)
, (8.35)

となり、n,−n成分はゼロとなる。従って、縮退は解けておらず、固有値のO(g2
s)の補正はCFT側の

計算と一致することが分かる。縮退が解けないことはCFTのときも述べたように、supersymmetry
によるものである。
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第9章 結論

この文章では pp-wave 上の string theory とN = 4 SU(N) SYM の部分的なセクターの双対性
について見てきた。CFT 側は 2つの dimensionless parameter λ′ = g2YMN

J2 , g2 = J2

N で記述され
る。λ′ は loop 展開のパラメータで、g2 は genus 展開のパラメータである。string 側の言葉で書
くと、λ′ = 1

(µα′p+)2
, g2 = 4πgs(µα′p+)2 となる。これらの parameter は同時に小さくとることが

でき、そこでは string も gauge theory も共に摂動展開でき、計算を遂行することができる。ま
た、2つの理論の operator 間の関係式として重要なものが、P−/µ = ∆− J である。
g2 = 0 の場合には、string stateと CFT の operator の間の対応は single (multi) string state
と single (multi) trace BMN operator といった単純なものであった。実際に、CFT 側の摂動計算
により string のスペクトラムが再現されることを見た。しかし、g2 �= 0 ではCFT 側で operator
mixing が起こるために、この対応は補正される必要がある。CFT の 2点関数と SFT の P− の
matrix element を比較することで、two impurity single, double trace operator に関してこの対
応をO(g2

2) まで確立した。上の手続きの中で、このBMN duality に対する non-trivial な検証も
なされた。この文章では扱っていないが、P− 以外の他の operator のmatrix element を計算し
てみることも検証のために重要である。また、multi trace BMN operator の 2点関数のO(g2

2) の
計算をすることも重要である [46]。
本文章ではふれていないが、pp-wave string に対して、string bit formalism によるアプローチ
もなされている [47, 48]。この formalism から string-CFT 間の state-operator mapping に対し
て1、

ÕJ = e−g2Σ/2OJ , (9.2)

という予想が得られる [49]。この基底では bit model の supersymmetry 代数がO(g2) レベルで
止まり、higher order の補正が出てこないのである。この基底変換は g2 に関して all order であ
る。この変換は g2

2 まででは、本文で求めたものに一致している。bit model と SFT の関係を調
べることも興味深い問題である。

CFT の計算では、λ′ 展開は λ 展開での large N , large J limit であるとして行った。しかし、
これが正しいという根拠はどこにもない。本来、λ 展開は small λ でのみ可能なはずである。こ
の点はまだよく理解されていない。また、λ を∞ に持っていくことにより BMN operator 以外
を decouple させてから、two impurity BMN operator が張る空間の中だけで∆−J を計算した。
そのため、この CFT の計算に対応する計算法として SFT では中間状態としては two impurity
state のみを考えた。この計算では、双方の計算は BMN duality と無矛盾であることが分かった

1ただし、
ΣOJ

12,n =
�

p,y

Cn,pyT J,y
12,p +
�

y

Cn,yT J,y
12 , (9.1)

である。

103



わけである。しかし、より理解を深めるためには λ を有限として全ての operator の空間で∆− J
を計算して、それから λ → ∞, J → ∞ をとって non-BMN operator を decouple させるといっ
た計算法が望まれる。

pp-wave 上の stringに関しては他にも様々な方向での研究がなされている。例えば、AdS/CFT
の様々なバリエーションを考えることによって、様々な pp-wave 背景を考えることができる。例
えば、orbifold の特異点に存在するD3 braneを考えることで、CFT 側はN = 2 の quiver gauge
theoryになり、string側はAdS5×S5/Zk 上の string theoryになる。このPenrose limitを考える
ことで、Zk で割られた pp-wave背景と quiver gauge theoryのBMN対応が得られる [50, 51, 52]。
また、pp-wave 上のD-brane を考えることもまた多く研究されている。
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付 録A Notation

µ̂, ν̂, γ̂=0,· · · , 9 SO(9, 1) vector indices,
µ, ν, ρ= 0,· · · , 9 coordinate indices,
I, J , K= 1,· · · , 8 SO(8) vector or coordinate indices,
i, j, k=1,· · · , 4 SO(4) vector or coordinate indices,
i′, j′, k′=5,· · · , 8 SO(4)′ vector or coordinate indices,
α, β, ε=1,· · · , 16 SO(9, 1) chiral spinor indices,

a, b = 0,1 worldsheet coordinate indices.

ただし、混同の恐れがない場合は vector index のˆは書かない。

SO(9, 1) ガンマ行列 SO(9, 1) のガンマ行列は、

{Γµ̂,Γµ̂} = 2ηµ̂ν̂ (A.1)

ηµν は almost plus とする。SO(8) のガンマ行列 γI を用いて、次のように書いておく。

Γµ̂ =

(
0 γµ̂

γ̄µ̂ 0

)
, (A.2)

γµ̂γ̄ν̂ + γν̂ γ̄µ̂ = 2ηµ̂ν̂ , γµ̂ = (γµ̂)αβ , γ̄µ̂ = (γ̄µ̂)αβ , (A.3)

γµ̂ = (1, γI , γ9), γ̄µ̂ = (−1, γI , γ9). (A.4)

Gµ̂ に対してMajonara 表現となるような gI を使う。従って、C = Γ0 であり gµ̂ は実対称であ
る。Γ+̂, Γ−̂ は、

Γ+̂ =
Γ0 + Γ9

√
2

, Γ−̂ =
Γ0 − Γ9

√
2

. (A.5)

γ+̂, γ−̂ 等も同様に定義する。
Γ11 は、

Γ11 ≡ Γ0 · · ·Γ9 =

(
1 0
0 −1

)
(A.6)

Γ, γ の反対称積は、

Γµ̂ν̂ =
1
2
(Γµ̂Γν̂ − Γν̂Γµ̂), Γµ̂ν̂ρ̂ =

1
6
(Γµ̂Γν̂Γρ̂ ± 5terms), (A.7)

(γµ̂ν̂)αβ =
1
2
(γµ̂γν̂ − γν̂ γ̄µ̂)αβ, (γ̄µ̂ν̂)αβ =

1
2
(γ̄µ̂γν̂ − γ̄ν̂γµ̂)αβ , (A.8)

(γµ̂ν̂ρ̂)αβ =
1
6
(γµ̂γ̄ν̂γρ̂)αβ ± 5terms, (γ̄µ̂ν̂ρ̂)αβ =

1
6
(γ̄µ̂γν̂ γ̄ρ̂)αβ ± 5terms, (A.9)
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とする。
32次元の表式で、

Π ≡ Γ1Γ2Γ3Γ4, Π′ ≡ Γ5Γ6Γ7Γ8, (A.10)

と定義する。記号の簡略化のため 16次元の表式の場合も同じ記号を使って、

Πµ̂
ν̂ ≡ (γ1γ̄2γ3γ̄4)µ̂ν̂ , (Π′)µ̂ν̂ ≡ (γ5γ̄6γ7γ̄8)µ̂ν̂ , (A.11)

としておく。
以下では、有用な関係式をまとめておく。

(Γ+̂)2 = (Γ−̂)2 = 0, γ+̂γ̄+̂ = γ−̂γ̄−̂ = 0. (A.12)

32成分のΠ に対しても 16成分の Π に対しても、

Π2 = 1, (Π′)2 = 1. (A.13)

ξ+ を positive chirality1 の spinor とすると、

Γ+̂(Π + Π′)ξ+ = 0, Γ−̂(Π−Π′)ξ+ = 0. (A.14)

この式は、16成分の表式では、

γ̄+̂(Π + Π′) = 0, γ̄−̂(Π−Π′) = 0, (A.15)

となる。ξ− を negative chirality spinor とすると、

(Π + Π′)Γ−̂ξ− = 0, (Π−Π′)Γ+̂ξ− = 0, (A.16)

(Π−Π′)γ−̂ = 0, (Π−Π′)γ+̂ = 0, (A.17)

となる。
SFT で出てくる SO(8) spinor の量を書いておく。

uIabcȧ = −γIJ[abγ
J
c]ȧ, (A.18)

tIJabcd = γIK[ab γ
JK
cd] , (A.19)

1positive chirality は Γ11ξ = +ξ で、negative chirality は Γ11η = −η。
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付 録B N = 4 SYM のFeynman Rule

propagator:

scalar 〈0|(φi)i′ j′(−p)(φj)k
′
l′(p)|0〉free = (φi)i′

j′
i′

j′
l′

k′
(φj)k′

l′ = g2
YMδijδ

i′
l′ δ

k′
j′

1
2p2

complex 〈0|Z(−p)Z̄(p)|0〉free =
i′

j′
l′

k′
Z Z̄> = g2

YMδ
i′
l′ δ

k′
j′

1
2p2

gauge 〈0|Aµ(−p)Aν(p)|0〉free = →
←

i′

j′
l′

k′
Aµ Aν = g2

YMδ
i′
l′ δ

k′
j′

1
2p2

fermion 〈0|ψ(−p)ψ̄(p)|0〉free =
→pi′

j′
l′

k′
ψ ψ̄> = g2

YMδ
i′
l′ δ

k′
j′
−γ · p
2p2

ghost 〈0|c(−p)c̄(p)|0〉free =
i′

j′
l′

k′
c c̄> = g2

YMδ
i′
l′ δ

k′
j′

1
2p2

interaction vertex:

φ4の項

+1

φi φj

φiφj

−1

φi φi

φjφj

φ2Z2 の項

+4

Z̄ φi

Zφi

−2

Z̄ Z

φiφi

−2

Z Z̄

φiφi

Z4 の項

−2

Z̄ Z

Z̄Z

+2

Z̄ Z̄

ZZ

A2
µφ

i2 の項

+2

φi Aµ

φiAµ

−2

Aµ Aµ

φiφi

A2
µZ

2 の項

+4

Z̄ Aµ

ZAµ

−2

Aµ Aµ

Z̄Z

−2

Aµ Aµ

ZZ̄

A4
µ の項

+1

Aµ Aν

AµAν

−1

Aµ Aµ

AνAν

Aµφ
2 の項

−2i

φi ∂µφi

Aµ

+2i

∂µφi
φi

Aµ

AµZ
2 の項

−2i

Z ∂µZ̄

Aµ

+2i

∂µZ Z̄

Aµ

−2i

Z̄ ∂µZ

Aµ

+2i

∂µZ̄ Z

Aµ
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A3
µ の項

−2i

Aµ Aν

∂µAν

+2i

Aν Aµ

∂µAν

ψ2φ の項

+Γi

ψ̄ ψ

φi

−Γi

ψ ψ̄

φi

ψ2Z の項

+Γ−
56

ψ̄ ψ

Z

−Γ−
56

ψ ψ̄

Z

+Γ+
56

ψ̄ ψ

Z̄

−Γ+
56

ψ ψ̄

Z̄

ψ2Aµ の項

−γµ

ψ̄ ψ

Aµ

+γµ

ψ ψ̄

Aµ

cc̄Aµ の項

+i

∂µ c̄ c

Aµ

−i

c ∂µ c̄

Aµ

ただし、vertex の各点には 1
g2Y M

の factor がかかっているが、それは省略した。また、

Γ±
56 ≡

Γ5 ± Γ6

√
2

. (B.1)

vertexの見方は、

(φ)i′
j′

(φ)j′
k′

(φ)k′
l′

(φ)l′
i′

i′

i′
j′ j′

k′

k′
l′l′

である。
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付 録C SYMのLoop計算での有用な公式

dimensional regularization での notation と有用な公式をまとめておく。

[d2ωk] =
d2ωk

(2π)2ω
, ω ≡ 2− ε. (C.1)

dimensional regularization による loop 計算の公式∫
[d2ωk]

1
(k2 + 2p · k +m2)s

=
Γ(s− ω)
(4π)ωΓ(s)

(m2 − p2)ω−s, (C.2)

∫
[d2ωk]

kµ
(k2 + 2p · k +m2)s

= −pµ
Γ(s− ω)
(4π)ωΓ(s)

(m2 − p2)ω−s, (C.3)

∫
[d2ωk]

kµkν
(k2 + 2p · k +m2)s

=
1

(4π)ωΓ(s)
(m2 − p2)ω−s

×
(
pµpνΓ(s− ω) +

1
2
ηµνΓ(s− ω − 1)(m2 − p2)

)
.

(C.4)

Feynman パラメータの公式
1
ab

=
∫ 1

0
dx

1
ax+ b(1− x)2 , (C.5)

1
aαbβ

=
Γ(α+ β)

Γ(α) + Γ(β)

∫ 1

0
dx

xα−1(1− x)β−1

(ax+ b(1− x))α+β
. (C.6)

オイラーの Γ関数, B関数

Γ(a) =
∫ ∞

0
dttae−t, (C.7)

B(a, b) =
∫ 1

0
dxxa−1(1− x)b−1 =

Γ(a)Γ(b)
Γ(a+ b)

. (C.8)

Γ関数に関する公式
Γ(a+ 1) = aΓ(a), Γ(n+ 1) = n!. (C.9)

Γの極 (a = 0) の周りでの展開

Γ(ε) =
1
ε
− γ +O(ε). (C.10)
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これらの公式を使って、1-loop 計算のいくつかを行っておく。∫
[d2ωp]

1
k2(k + p)2

=
∫ 1

0
dx

∫
[d2ωp]

1
(k2 + (1− x)p · k + (1− x)p2)2

=
Γ(2− ω)

(4π)ω

∫ 1

0
dxxω−2(1− x)ω−2(p2)ω−2 =

Γ(2− ω)Γ(ω − 1)2

(4π)ωΓ(2ω − 2)
1

(p2)2−ω
,

(C.11)∫
[d2ωp]

kµ
k2(k + p)2

= −1
2

Γ(2− ω)Γ(ω − 1)2

(4π)ωΓ(2ω − 2)
pµ

(p2)2−ω
. (C.12)

2ω次元位置空間での propagator の表示は次の Fourier 変換を用いて得られる。∫
[d2ωp]

eipx

(p2)s
=

Γ(ω − s)
4sπωΓ(s)

1
(x2)ω−s

. (C.13)

s = 1 とおけば、propagator が求まる。

∆(x) ≡ Γ(ω − 1)
4πω(x2)ω−1

. (C.14)

位置空間での loop 計算の積分公式も (C.2), (C.6) 等を用いて、(
Γ(ω − 1)

4πω

)2

(x2)2ω−2

∫
d2ωy

(y2)2ω−2[(y − x)2]2ω−2
=

1
16πω

Γ(ω − 1)2Γ(3ω − 4)
Γ(2ω − 2)2

Γ(2− ω)2

Γ(4− 2ω)
(x2)2−ω

=
1

8π2

(
1
ε

+ γ + 1 + log π + log x2 +O(ε)
)
,

(C.15)

(
Γ(ω − 1)

4πω

)2

(x2
1)
ω−1(x2

2)
ω−1

∫
d2ωy

(y2)2ω−2[(y − x1)2]ω−1[(y − x2)2]ω−1

=
1

16π2

(
1
ε

+ γ + 2 + log π + log
x2

1x
2
2

(x2 − x1)2
+O(ε)

)
. (C.16)
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付 録D CFT でのMatrix Element と 和公式

ここでは文中に出てくる CFT のMatrix element をまとめて書いておく。また、BMN operator
の基底変換の際に必要な 3点関数係数に対する和公式を計算しておく。

D.1 Matrix Element

m �= 0, n �= 0, |m| �= |n| とする。
single trace operator 同士の量に関する係数として、

M1
nn =

1
60
− 1

24π2m2
+

7
16π4m4

, (D.1)

M1
n,−n =

1
48π2m2

+
35

128π4m4
, (D.2)

M1
nm =

1
4π2(m− n)2

(
1
3

+
1

π2m2
+

1
π2n2

− 3
2π2mn

− 1
2π2(m− n)2

)
, (D.3)

D1
nn = D1

n,−n =
1
3

+
5

2π2n2
, (D.4)

D1
nm =

1
3

+
1

π2n2
+

1
π2m2

, (D.5)

single trace operator と double trace operator との間の量の係数、つまり 3点関数に関する係数
として、

Cn,py = Cpy,n =
y3/2√1− y√

Jπ2

sin2(πny)
(p− ny)2 , (D.6)

Cn,y = Cy,n = − 1√
Jπ2

sin2(πny)
n2

, (D.7)

Γ(1)
n,py = Γ(1)

py,n =
(
p2

y2
− pn

y
+ n2

)
Cn,py, (D.8)

Γ(1)
n,y = Γ(1)

n,y = n2Cn,y. (D.9)
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D.2 和公式

さて、3点関数係数 Cn,py, Cn,y の p, y や y に関する足し上げの公式は、

∑
p,y

Cn,pyCpy,m =
J

Jπ4

∫ 1

0
dyy3(1− y) sin2(πny) sin2(πmy)

∞∑
p=−∞

1
(p − ny)2(p−my)2

=

{
1
30 −

1
12π2n2 + 1

2π4n4 , n = m,
1

6π2(n−m)2
+ 1

4π4n2m2 + 1
π4nm(n−m)2

− 1
4π4(n−m)4

, n �= m,
(D.10)

∑
p,y

p

y
Cn,pyCpy,m =

{
n
(

1
30 −

1
12π2n2 + 7

8π4n4

)
, n = m,

(n+m)
(

1
12π2(n−m)2

+ 1
4π4n2m2 + 1

8π4nm(n−m)2
− 1

8π4(n−m)4

)
, n �= m,

(D.11)

∑
p,y

p2

y2
Cn,pyCpy,m =

{
n2

(
1
30 + 3

2π4n4

)
, n = m,

1
4π2(n−m)2

(
n2+m2

3 + n6+m6−2nm(n4+m4)+n3m3

π2n2m2(n−m)2

)
, n �= m,

(D.12)

∑
y

Cn,yCy,m =
J

Jπ4

∫ 1

0
dy

sin2(πny)
n2

sin2(πmy)
m2

=

{
3

8π4n4 , |n| = |m|,
1

4π4n2m2 , |n| �= |m|,
(D.13)
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付 録E Neumann 係数を計算する際の有用な
関係式

Neumann 行列は、無限次元の行列である。この行列は、無限次元の行列 A(r), ベクトル B を
用いて表わされる。一般に無限次元行列の積には無限級数が表われるため、explicit に求めるこ
とは難しい。この章では、本文では扱っていない計算を行なっておく。まず flat space の場合の
Neumann 係数に関する計算をして、その後に pp-wave の Neumann 係数に関する計算をしてお
く。flat space の場合の計算は pp-wave の場合の計算の際にも有用である。

E.1 Flat Space Neumann 係数に関する計算

まず、A(r) や B に関する関係式を導いておく。ここでは無限級数をフーリエ級数を用いて書
き直しすことにより関係式が得られる。さらに得られた関係式を用いて、flat space のNeumann
係数の factorization 関係式、つまり N̄ rs

m n と N̄ r
m の間の関係式 (7.99) を導く。

E.1.1 有用な行列の積の公式

A(r)TCA(s) = −α3

αr
Cδrs, r, s = 1, 2, (E.1)

A(r)TCB = 0, r = 1, 2, (E.2)

BTCB =
2

α1α2
, (E.3)

これらの関係式は、次の公式を使って直ちに得られる。

∞∑
p=1

sin2(pπβ)
n2 − p2γ2

=
π
[
cos nπγ − cos

(
nπ
γ [1 + 2β]

)]
4nγ sin nπ

γ

, (E.4)

∞∑
p=1

sin2(pπβ)
p2

= −1
2
π2β(β + 1), (E.5)
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∞∑
p=1

p2 sin2(pπβ)
(m2 − p2γ2

1)(n2 − p2γ2
2)

=
1

(m2γ2
2 − n2γ2

1)

{mπ [cos(mπγ1 [1 + 2β]
)
− cos mπγ1

]
4γ1 sin mπ

γ1

−
nπ

[
cos

(
nπ
γ2

[1 + 2b]
)
− cos nπγ2

]
4γ2 sin nπ

γ2

}
,

ただし、m2γ2
2 �= n2γ2

1 , (E.6)

∞∑
p=1

p2 sin2(pπβ)
(m2 − p2β2)2

= − π2

4β3
. (E.7)

これらの公式は、フーリエ展開

∞∑
n=−∞

(−1)n
einy

n+ α
=

π

sinπα
e−iαy, −π < y < π, (E.8)

から得られる。同様にして、

A(r)TC−1A(s) = −αr
α3
C−1δrs, r, s = 1, 2, (E.9)

(Γ−1C−1A(r)) = (C−1A(r)) +
αr
α3

(Γ−1A(r)C−1), r = 1, 2, (E.10)

も、上のフーリエ展開から得られる公式

∞∑
p=1

sin2(pπβ)
(m2 − p2γ2

1)(n2 − p2γ2
2)

= 0, ただし、m2γ2
2 �= n2γ2

1 , (E.11)

∞∑
p=1

sin2(pπβ)
(m2 − p2β2)2

= − π2

4m2β
. (E.12)

を使うことで導ける。このようにして、次の関係式も導ける。

BTC−1B =
2π2

3α2
3

, (E.13)

BT C3

C2 − λ2
B =

1
π

(
α3

α1α2

)2 cos πλ(1 + 2β1)− cos πλ
λ sinπλ

, (E.14)

3∑
r=1

1
αr
A(r)CA(r)T = 0, (E.15)

3∑
r=1

αrA
(r)C−1A(r)T =

α

2
BBT , (E.16)
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E.1.2 Flat Space Neumann 係数のFactorization 関係式

それでは、flat spaceのNeumann係数 N̄ rs
mn と N̄ r

m の間の関係式 (7.99)を導こう。(E.9), (E.16)
を用いると、

ΓC−1Γ = C−1Γ + ΓC−1 − α1α2

2
BBT . (E.17)

左右から Γ−1 をかけると、

C−1 = C−1Γ−1 − Γ−1C−1 +
α1α2

2
(Γ−1B)(Γ−1B)T , (E.18)

(E.10) の transpose をとったものに上の式を使い、右からA(s) をかけると、

α1α2

2
(A(r)TΓ−1B)(A(s)TΓ−1B)T = A(r)TΓ−1C−1A(s) +

αr
α3
C−1A(r)TΓ−1A(s), (E.19)

右辺第一項に再び (E.10) を使うと、

α

2
(A(r)TΓ−1B)(A(s)TΓ−1B)T = −αrC−1δrs +

(αr
m

+
αs
n

)
A(r)TΓ−1A(s). (E.20)

よって、
N̄ rs
mn = − mnα

αrn+ αsm
N̄ r
mN̄

s
n, (E.21)

が導けた。

E.2 pp-wave のNeumann 係数に関すること

E.2.1 Fermionic Neumann 係数

fermionic Neumann 係数は、

Qrsmn = e(αr)
√
|αs
αr
|[P−1

r UrC
1/2N̄ rsC−1/2UsP

−1
s ]mn, (E.22)

Qrm =
e(αr)√
|αr|

(q − µαk)−1(1 + 1
2µαk(1 + Π))[PrC1/2

r C1/2N̄ r]m, (E.23)

E0
b =

8∏
a=1

[
3∑
r=1

λ
(r)a
0 ]. (E.24)

E.2.2 (7.285) に現れるNY の計算

それでは、本文で用いたNY の関係式を示しておこう。まず、Γ+CA
(r) に (E.1) を用いると、

Γ+CA
(r) =

1
αr
A(r)Cr + C3A

(r), r = 1, 2. (E.25)
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この式の左から Γ−1
+ をかけると、

Γ−1
+ C3A

(r) = CA(r) − 1
αr

Γ−1
+ A(r)Cr, r = 1, 2. (E.26)

左からBT をかけて (E.2) を用いると、

Y TCU−1
3 A(r) = − 1

αr
Y TA(r)U−1

r C, r = 1, 2, (E.27)

を得る。(7.201) の右から A(r) をかけて、(E.26), (E.27) を用いると、

Γ−1
+ A(r)Cr − αrC3Γ−1

+ A(r) = −1
2

α

1 + µαk
CU−1

3 Y Y TA(r)U−1
r C, r = 1, 2, (E.28)

となる。この式と (7.201) を合わせることで、

Γ−1
+ A(r)Cr − αrC3Γ−1

+ A(r) = Cδr,3 −
1
2

α

1 + µαk
CU−1

3 Y Y TA(r)U−1
r C, r = 1, 2, 3, (E.29)

を得る。この式の左からBTC−1
3 を右から αrC

−1C−1
r A(r)T をかけて、r についての和をとると、(

1− µ

2
α

1 + µαk
(k − µk1)

)
Y TN =

1
2

(
αk1 +

αk

2
α

1 + µαk
(k − µk1)

)
BT +BTC−2

3 , (E.30)

ただし、k1 = BTC−1
3 Y である。本文でBTC−2

3 Y も現れるので合わせて、

ki = BTC−i
3 Y, (E.31)

と定義しておく。この式の transpose をとるとNY は、

NY = g1C
−2
3 B + g2B, (E.32)

となる。ただし、

g1 =
2(1 + µαk)

2 + µαk + µ2αk1
, (E.33)

g2 =
α

2
αk2 + µαkk1 + 2k1

2 + µαk + µ2αk1
, (E.34)

である。

E.2.3 積分変換

本文で次の積分変換を用いて、F (µ, y) を求めた。ここで、その積分変換について書いておく。

定理 g(z) が z の右半平面で正則であるとする。また、右半平面では |z| → ∞ で g(z) は power
low で 0 になるとする。その時、∫ ∞

0
(z2 + x2)−3/2f(x)dx = g(z), Re(z) > 0, (E.35)

の逆変換は、

f(x) = −ix
2

π

∫ π

0
g(−ix cos θ) cos θdθ, (E.36)

で与えられる。
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