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Abstract

２次元の場の理論に N=2の supersymmetryを課したとき、non-trivialな相互作用をもつ最も簡単な模
型は target spaceが Kähler 多様体になる non-linear σmodel である。この論文では、この模型につい
てWilson的繰りこみ群による解析を行った。これによって今まで知られていた摂動論や Large N 展開
では扱うことの難しかった場合も扱えるようなり、一般的な Einstein Kähler多様体の、半径の逆数に対
応するパラメーターに対して β 関数を求め、理論の漸近的自由性を示した。また、global対称性の異な
る２つの多様体をつなぐ繰りこみ群の flowを得ることにも成功した。さらに３次元の場合にも拡張し、
non-trivialな相転移点が得られる例をみつけた。
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1 Introduction

４次元の場の理論にN=1の supersymmetryを入れることは、統一理論の階層問題が解けるなど、様々
な利点がある。このような４次元 N=1の理論は２次元に dimensional reductionすると、N=2の理論に
なりこの２つの理論はよく似た性質を示す一方、２次元の方が繰りこみ可能性などから扱いやすいこと

が多い。

この論文ではこの２次元N=2の supersymmetryをもつ、non-linear σ model（NLσM）について考え
る。この２次元N=2のNLσMとは理論に supersymmetryを課したとき non-trivialな相互作用のある最
も簡単な模型となっていて、そのとき、scalar場で張られる空間（target space）はKähler多様体となっ
ている。この modelについては既に摂動論や Large N 展開によってよく調べられている [1][2][3]。しか
し、摂動論では coupling constantが大きい場合は扱えず、また Large N 展開では N の小さいところが

扱えないという欠点もある。そこでこのmodelに対する新しいアプローチとして、この論文ではWilson
的繰りこみ群の方法を用いて解析した。この方法では理論に課す対称性を決めたとき、その対称性の下

で許されるすべての相互作用項を含む actionに対して厳密な繰りこみ群方程式を得ることができる。こ
の解析を行った結果、摂動論では扱うのが難しい繰りこみ不可能な理論を扱うことができたり、同じ非摂

動論的解析である Large N 展開より良い近似解が得られたりすることがわかった。

この論文の構成は次の通りである。まず、２章でWilson的繰りこみ群方程式の導出と、そのとき使
える近似法について述べる。３章では、４章の２次元 N=2の理論の解析に対する準備として、２次元
real scalar場の NLσMについて繰りこみ群方程式の具体形を求める。４章では、目的である２次元N=2
の NLσMについて、繰りこみ群方程式を求める。特に §4.4で CPN−1modelや QN−2modelについて、
coupling constantの β 関数を求め、他の方法で知られている結果と比較を行う。また、§4.5ではその繰
りこみ群方程式から、一般的な Einstein Kähler多様体の場合について β関数を得ることに成功した。５

章では新しいモデルをつくり、CPNmodelと QNmodelをつなぐような繰りこみ群の流れを得る。最後
に６章では摂動論的に繰りこみ不可能な理論である、３次元の NLσMについての議論を行う。
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2 Wilson的繰りこみ群と近似法

ここではWilson的繰りこみ群方程式 (Wegner-Houghton equation)を一般的な actionを使って導出す
る [4] [5] [6]。独立な場 Ωi で作られる D次元 Euclidean QFTを考える。理論はあるエネルギースケー
ル Λ以上の運動量の自由度が繰り込まれていて、さらに繰り込んだ Schwinger関数の生成汎関数 Z[J]は
カットオフ Λに依らないと仮定する。　つまり

d

dΛ
Z[J ] = 0 (2.1)

である。

　一般に生成汎関数 Z[J]は経路積分で、

Z[J ] =
∫

[dΩ]Λexp
[
−S [Ω; Λ] +

∫
dDxJiΩi

]
(2.2)

と表現できる。

ここで、最も一般的な作用 S [Ω; Λ]は Ωi=Ω (p; Λ)を使って、

S [Ω; Λ] =
∑
n

1
n!

∫
p1

· · ·
∫
pn

δ̂(D)(p1 + p2 + · · · + pn)gi1,i2,···,in(p1, · · · , pn; Λ)Ωi1(p1; Λ) · · ·Ωin(pn; Λ)

(2.3)
この gi1,i2,···,in(p1, · · · , pn; Λ)は coupling constantであり微分を含む相互作用の時はあらわに運動量 p

をふくむ。また、場 Ωのフーリエ変換は、

Ω(x) ≡
∫
p

Ω(p)e−ipx (2.4)

で定義した。さらに、記号として ∫
p

=
∫

dDp

(2π)D
(2.5)

δ̂(D) = (2π)Dδ(D) (2.6)

を使う。この運動量 pの積分領域は、大きさが 0 < p < Λまでの球対称な領域である。
このカットオフ Λ で定義されている場の中で、エネルギースケール Λ(δt) = Λe−δt から Λ までの運動

量（運動量空間の球殻部分に値をもつため Shell momentumと呼ぶ）を持つ場 (Ωs)の汎関数積分を行う。

Z[J ] =
∫

[dΩ]Λ(δt)

∫
[dΩs]e−S[Ω+Ωs;Λ] (2.7)

=
∫

[dΩ]Λ(δt)

∫
[dΩs]e

−
�
S[Ω;Λ]|+ δS

δΩi
Ωi

s+ 1
2Ωi

s
δ2S

δΩiδΩj Ωj
s+O(Ω3

s)
�

(2.8)

=
∫

[dΩ]Λ(δt)e
−
�
S[Ω;Λ]|+ 1

2

�
p′ tr ln

�
δ2S

δΩiδΩj

�
− 1

2

�
p′
�

q′
δS

δΩi(p′)

�
δ2S

δΩi(p′)δΩj (q′)

�−1
δS

δΩj (q′)

�
(2.9)

ここで p′, q′は Shell momentumであり、
∫
p′ ∼ (δt)となるので (δt)3以上になる、Ω3

s 以上の項は無視で

きる。

生成汎関数はカットオフに依らないことから、この式（2.9）がカットオフ Λ(δt)で定義されている生
成汎関数;

Z[J ] =
∫

[dΩ]Λ(δt)e
−S[Ω;Λ(δt)] (2.10)
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と等しいとおけるので、ここから指数部分を比較し actionのエネルギースケールに対する微分方程式
を求める。ここで S [Ω; Λ(δt)] は場も coupling constant もエネルギースケール Λ(δt) で定義されている
作用；

S[Ω; Λ(δt)] =
∑
n

1
n!

∫
p1

· · ·
∫
pn

δ̂(p1 + · · · + pn)g (Λ(δt)) Ωi1 · · ·Ωin (2.11)

である。

すると式 (2.9)の指数部分第１項目；

S[Ω; Λ]| =
∑
n

1
n!

∫
p1

· · ·
∫
pn

δ̂(p1 + · · ·　＋ pn)g(p1, · · · , pn; Λ)Ωi1 · · ·Ωin (2.12)

と式 (2.10)の差

S [Ω; Λ(δt)] − S[Ω; Λ]| =
∑
n

1
n!

∫
p1

· · ·
∫
pn

δ̂(p1 + · · · + pn) [g (Λ(δt)) − g(Λ)] Ωi1 · · ·Ωin (2.13)

=−δt
∑
n

1
n!

∫
p1

· · ·
∫
pn

δ̂(p1 + · · · + pn)
[
Λ
∂

∂Λ
g(Λ)

]
Ωi1(p1) · · ·Ωin(pn)

=
1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
− 1

2

∫
p′

∫
q′

δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)
(2.14)

より Λ ∂
∂Λg(Λ)がわかる。この

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
(2.15)

1
2

∫
p′

∫
q′

δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)
(2.16)

の各項は、ダイアグラムでかくと＜図１＞＜図２＞のように、それぞれ場 Ωsを内線とした、１ループダ
イアグラムとダンベル型ダイアグラムになっている。

図 1: ループダイアグラム
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図 2: ダンベル型ダイアグラム

ここで、２重線は高い運動量を持つ Ωs の場であり、１本線は外線となる低い運動量を持つ Ωの場を
表す。

また、coupling constant が運動量にあらわに依っている時は、

Λ
∂

∂Λ
g(Λ) = Λ

d

dΛ
g(Λ) −

∑
i

pµi
∂

∂pµi
g(Λ) (2.17)

となる。しかし、実際にはエネルギースケールを変化させると、このようなループ補正による couplingの
変化だけでなく、場の次元が anomalousな次元によって rescaleされることによって、coupling constant
の次元も変化をうける。具体的にはエネルギースケール Λ(t)での coupling constantは、

[g (Λ(t))] = (Λe−t)dim[g]ĝ (2.18)

とかける。ここで、エネルギースケールを Λ(t) に変化させたときの、coupling constant g の次元は
dim [g] = [理論が定義されている次元（D）− (場の canonical+anomalous な次元)]である。ĝ は無次元
化した coupling constant。
するとこの次元の変化も考慮に入れたとき Λ d

dΛg(Λ)は

Λ
d

dΛ
g = Λ

∂

∂Λ
g − [D − (場の canonical+ anomalousな次元)] g +

∑
i

pµi
∂

∂pµi
g(Λ) (2.19)

となる。

さらにこの rescaling part、

[D − (場の canonical + anomalousな次元)] g (2.20)

の部分は場も coupling constantも無次元化した action;

Ŝ =
∑
n

1
n!

∫
p1

· · ·
∫
pn

δ̂(p1 + · · · + pn)ĝΩ̂i1 · · · Ω̂in (2.21)

を使って [
D −

∑
Ωi

∫
p

Ω̂i(p)
(
dΩi + γΩi + p̂µ

∂

∂p̂µ

)
δ

δΩ̂i(p)

]
Ŝ (2.22)

と書ける。これと式（2.14）を使って actionに対する微分方程式

Λ
d

dΛ
S =

−1
δt

[S [Ω; Λ(δt)] − S [Ω; Λ] |] −
[
D −

∑
Ωi

∫
p

Ω̂i(p)
(
dΩi + γΩi + p̂µ

∂

∂p̂µ

)
δ

δΩ̂i(p)

]
Ŝ

≡ −d
dt
Ŝ (2.23)
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を得る。さらに式（2.14）、

−1
δt

[S [Ω; Λ(δt)] − S [Ω; Λ] |] =
−1
δt

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
+

1
δt

1
2

∫
p′

∫
q′

δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)
(2.24)

を使うことで、最終的に無次元化した actionに対するWilson的繰りこみ群方程式

d

dt
S[Ω; t] =

1
δt

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
− 1
δt

1
2

∫
p′

∫
q′

δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)

+

[
D −

∑
Ωi

∫
p

Ω̂i(p)
(
dΩi + γΩi + p̂µ

∂

∂p̂µ

)
δ

δΩ̂i(p)

]
Ŝ (2.25)

を得る。

ここからはこの式を使って様々な多様体の変形を見る。ただし、ここで注意することはこの式から得

られる coupling constantの t依存性の式と β 関数の関係は

d

dt
g = −Λ

∂

∂Λ
g (2.26)

= −β(g) (2.27)

と逆符号で得られることである。

同じく、式（2.22）で導入した anomalous な次元も、

Λ → Λ − δtΛ (2.28)

としたとき

Ω → (1 + δη)Ω (2.29)

γ ≡ ∂η

∂t
(2.30)

と定義しているので、普通の定義とは逆符号になっていることに注意する。また、このanomalous dimension(γΩ)
とはプロパゲーターの係数（Z factor）のエネルギースケール依存性を示すものであり、はじめの action
の中でそれぞれの場 (Ω)の運動項の係数を１に規格化しておくことで、式 (2.25)から計算することがで
きる。

最後に、一般論として求めたWilson的繰りこみ群方程式を解くための近似法について議論する [7]。例
として、理論は real scalar場のみの理論と仮定しよう。すると actionを微分の次数で展開すると Lorentz
invarianceを保つために、

S[ϕ] =
∫
dDx

[
V (ϕ, t) +

1
2
(∂µϕ)2K(ϕ, t) + (∂µϕ)4H1(ϕ, t) + (�ϕ)2H2(ϕ, t) + · · ·

]
(2.31)

と展開できる。
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これを繰りこみ群方程式、

d

dt
S[ϕ; t] =

1
δt

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δϕiδϕj

)
− 1
δt

1
2

∫
p′

∫
q′

δS

δϕi(p′)

(
δ2S

δϕi(p′)δϕj(q′)

)−1
δS

δϕj(q′)

+

⎡
⎣D −

∑
ϕi

∫
p

ϕ̂i(p)
(
dϕi + γϕi + p̂µ

∂

∂p̂µ

)
δ

δϕ̂i(p)

⎤
⎦ Ŝ (2.32)

に代入して、右辺第一項、第二項も微分の次数のべきで展開し、それぞれの独立な微分相互作用項の係数

比較をすることで係数関数（K[ϕ],H1[ϕ]など）に対する非線形微分方程式を得る。しかし、このままで
は無限個の微分方程式の組が得られこのままでは解けないので、もとの actionの展開を適当な微分の次
数までとり、右辺もその次数までみるという近似法を使う。この微分の次数で展開することをDerivative
expansion といい、よく知られている Local potential approximation(LPA) [4] とはこの展開の lowest
orderである V [ϕ]までの相互作用までで近似したもののことである。
この論文では、最終的に２次元N=2の non-linear σmodelの繰りこみ群方程式をDerivative expansion

で２次までの近似 (∂2)をとって考える。このとき、supersymmetryによりDerivative expansionの lowest
order、V [ϕ]にあたる、微分を含まない相互作用はあらわれない。よって以下、scalar場のみの理論を考
えるときも、Derivative expansion(∂2)の近似をとるが、action(S[ϕ])には V [ϕ]のような微分を含まない
相互作用項はないものとする。
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3 2次元 real scalar 場のみの理論

3.1 Riemann Normal Coordinate(RNC)

この章では２章で得たWilson的繰りこみ群方程式、

d

dt
S[Ω; t] =

1
δt

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
− 1
δt

1
2

∫
p′

∫
q′

δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)

+

[
D −

∑
Ωi

∫
p

Ω̂i(p)
(
dΩi + γΩi + p̂µ

∂

∂p̂µ

)
δ

δΩ̂i(p)

]
Ŝ (3.1)

を、２次元 real scalar場の non-linear σ model、

L =
1
2
gij∂µϕ

i∂µϕj (3.2)

に用いて、このメトリックの β関数を求める。ここで、近似として derivative expansion(∂2)までの近似
を使うので実際には、このはじめのラグランジアンに微分の入らない相互作用項 V [ϕ]をいれておかなけ
ればならないが、この論文の目的はそのような相互作用のない、２次元 N=2の理論について調べること
なので、そのための準備としてのこの章でも V [ϕ]はないものと仮定する。
繰りこみ群方程式を求めるためには、１ループdiagramからの寄与にあたる、右辺第１項の

∫
p′ tr ln( δ2S

δΩiδΩj )
の部分を計算しなければならない。しかし、このまま計算すると target spaceの共変性が破れることが知ら
れているので、共変性を保つように計算するためのテクニックとして、Riemann normal coordinate(RNC)
でラグランジアンを展開するという方法をとる。

　そこで、このセクションでは RNCの reviewをおこなう [8] [9] [10] 。
target spaceのある点 ϕiから ϕi + πiまで測地線を引き、その測地線の長さを sとする。RNC変換と

は、この始点 ϕi での長さ sの tangent vector ξiと ϕi + πi を同一視するという座標変換である。

　詳しくかく。

ϕ

ϕ+π

ϕ+ξ

λ (t)

(t=0)

(t=1)

図 3: Riemann normal coordinateの定義

ϕi、ϕi + πi を通る測地線を λi(t)とすると、λは測地線方程式

λ̈i + Γijkλ̇j λ̇k = 0 (3.3)
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を満たす。ここで dotはアフィンパラメーター (ｔ)による微分を示す。λi(t)を t=0、つまり ϕi のまわ

りで展開する。

λi(t)=λi(0) + λ̇i(0)t+
1
2!
λ̈i(0)t2 +

1
3!
d3λi

dt3
t3 + · · · (3.4)

測地線方程式（3.3）を使うことで、

λi(t)=ϕi + ξit− 1
2!

Γij1j2ξ
j1ξj2t2 − 1

3!
Γij1j2j3ξ

j1ξj2ξj3t3 + · · · (3.5)

を得る。ここで、

Γij1j2j3 = ∂j1Γ
i
j2j3 − Γnj1j2Γ

i
nj3 − Γnj1j2Γ

i
j3n (3.6)

とした。また、ξは、

ξi ≡ λ̇i(0). (3.7)

つまり、ξ は測地線の点 ϕでの tangent vectorである。
λi(1)=ϕi + πi なので、

λi(1) = ϕi + πi (3.8)

= ϕi + ξi − 1
2!

Γij1j2ξ
j1ξj2 − 1

3!
Γij1j2j3ξ

j1ξj2ξj3 + · · · (3.9)

より、もとの座標系（π座標系）から normal coordinate（ξ座標系）への変換式

πi = ξi − 1
2!

Γij1j2ξ
j1ξj2 − 1

3!
Γij1j2j3ξ

j1ξj2ξj3 + · · · (3.10)

を得る。

• ξ 座標系の性質

ここで ξ 座標系の性質をみてみる。まず、測地線上の任意の２つの点 ϕi + πi と ϕi + π
′i に対し、

それぞれ式（3.4）の展開を行い得られる ξiと ξ
′iは、

ξ
′i =

s′

s
ξi (3.11)

の関係がある。つまり、ξ 座標系での測地線はまっすぐで、ζ(t) = aitと書ける。よってこの ξ 座

標系の測地線 ζi を式（3.4）のように t=0のまわりで展開すると、

Γ̄i(j1j2···jn) = 0 (3.12)

∂(j1∂j2 · · · Γ̄jn−1jn) = 0 (3.13)

という性質をもつ。ここで、ξ 座標系での量を Γ̄(j1···jn) のように barをつけて記述し、また（　）
の中の添え字は対称になっているとする。

さらに、このことから ξ座標系での Riemann tensorは、

R̄ijkl = ∂kΓ̄ijl − ∂lΓ̄ijk + Γ̄njlΓ̄ink − Γ̄njkΓ̄inl (3.14)

= ∂kΓ̄ijl − ∂lΓ̄ijk (3.15)
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となる。すると、

R̄ijkl + R̄ilkj = ∂kΓ̄ijl − ∂lΓ̄ijk + ∂kΓ̄ilj − ∂jΓ̄ilk (3.16)

= 2∂kΓ̄ijl − (∂lΓ̄ijk + ∂jΓ̄ilk) (3.17)

式（3.13）から

∂kΓ̄ijl + ∂lΓ̄ijk + ∂jΓ̄ilk = 0 (3.18)

なので、

R̄ijkl + R̄ilkj = 3∂kΓ̄ijl (3.19)

∴ ∂kΓ̄ijl =
1
3
(R̄ijkl + R̄ilkj). (3.20)

を得る。

また、Γ̄ijk|ϕ=0より、一般の２階共変対称テンソル T̄klに対して ξ座標系では、

∂

∂ξi1
T̄kl = DiT̄kl (3.21)

∂

∂ξi1
∂

∂ξi2
T̄kl = D(i1Di2)T̄kl −

1
3
(R̄j (i1|k|i2)T̄jl + R̄j (i1|l|i2)T̄kj) (3.22)

と、テンソルの偏微分がすべてテンソル量で書ける。ここで、添え字 (i1|k|i2)は i1, i2に対しての

み対称とする。　

• π座標系でのテンソルとと ξ 座標系でのテンソルの関係

座標ϕ+πでの２階対称テンソルを、ϕのまわりで展開すると、もともとの座標系（π座標系）では、

Tkl(ϕ+ π) = Tkl|ϕ +
∂

∂πi
Tkl|ϕπi +

1
2!

∂

∂πi
∂

∂πj
Tkl|ϕπiπj + · · · (3.23)

となる。この２階共変テンソルを ξ座標系に座標変換すると、

Tkl(ϕ+ π) → T̄kl(ϕ+ ξ)

=
∂πk

′

∂ξk
∂πl

′

∂ξl
Tk′l′(ϕ+ π)

= (δk
′
k − Γk

′
k1kξ

k1 − 1
2
Γk

′
(kk1k2)ξ

k1ξk2 + · · ·)(δl′l − Γl
′
l1lξ

l1 − 1
2
Γl

′
(ll1l2)ξ

l1ξl2 + · · ·)

×(Tk′l′ |ϕ + ∂iTk′l′ |ϕ(ξi − 1
2
Γijkξjξk + · · ·) +

1
2!
∂i∂jTk′l′ |ϕξiξj + · · ·) (3.24)

と変換し、適当に添え字をつけかえて整理すると、

T̄kl(ϕ+ π) = Tkl|ϕ + (∂iTkl − Γk
′
ikTk′l − Γl

′
ilTkl′)ξi

+[
1
2
∂i1∂i2Tkl −

1
2
Γj i1i2∂jTkl − Γk

′
i1k∂i2Tk′l − Γl

′
i1l∂i2Tkl′ + Γk

′
i1kΓ

l′
i2lTk′l′

−1
2
Γk

′
(ki1i2)Tk′l − 1

2
Γl

′
(li1i2)Tkl′ ]ξi1ξi2 · · · (3.25)
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となり、これが

T̄kl(ϕ+ ξ) = T̄kl|ϕ +
∂

∂ξi
T̄kl|ϕξi +

1
2!

∂

∂ξi1
∂

∂ξi2
T̄kl|ϕξi1ξi2 (3.26)

と一致する。よって、ξ１次の項から、

∂

∂ξi
T̄kl|ϕ = (∂iTkl − Γk

′
ikTk′l − Γl

′
ilTkl′)|ϕ (3.27)

= DiTkl|ϕ. (3.28)

さらに、ξ２次の項を比較することから

∂

∂ξi1
∂

∂ξi2
T̄kl|ϕ = D(i1Di2)Tkl|ϕ − 1

3
Rj (i1|k|i2)Tjl|ϕ − 1

3
Rj (i1|l|i2)Tkj |ϕ (3.29)

を得る。

ここまでの事を、non-linear σmodelの１ループ計算に用いる。
non-linear σmodelのラグランジアン

L =
1
2
gij∂µϕ

i∂µϕj (3.30)

の場 ϕを background とそのゆらぎ部分 ϕ+ ϕsにわけ、ラグランジアンは一般座標変換不変性をもって

いるので、ϕs を normal coordinateに座標変換してから展開する。

gij [ϕ+ ϕs]∂µ(ϕ+ ϕs)i∂µ(ϕ+ ϕs)j (3.31)
NC−→ ḡij [ϕ+ ξ]∂µ(ϕi + ξi − 1

2
Γ̄ik1k2ξ

k1ξk2 + · · ·)∂µ(ϕj + ξj − 1
2
Γ̄j l1l2ξ

l1ξl2 + · · ·).
(3.32)

• ḡij [ϕ+ ξ]の展開 (ξ ２次まで)

ḡij [ϕ+ ξ] = ḡij [ϕ] + (∂mḡij)ξm +
1
2
(∂m∂nḡij)ξmξn

= ḡij [ϕ] + (Dmḡij)ξm +
1
2

[
1
2
D(mDn)ḡij − 1

3
(R̄imjn + R̄injm)

]
ξmξn

= ḡij [ϕ] − 1
3
R̄imjn[ϕ]ξmξn. (3.33)

• ∂µ(ϕi + ξi − 1
2 Γ̄ik1k2ξk1ξk2)をまとめる。

∂µ(ϕi + ξi − 1
2
Γ̄ik1k2ξ

k1ξk2) = ∂µϕ
i + ∂µξ

i − 1
2
∂µϕ

l∂lΓ̄ik1k2 [ϕ]ξk1ξk2 − 1
2
Γ̄ik1k2 [ϕ]∂µ(ξk1ξk2)

= ∂µϕ
i +Dµξ

i − 1
2
∂µϕ

l 1
3
(R̄ik1lk2 [ϕ] + R̄ik2lk1 [ϕ])ξk1ξk2

= ∂µϕ
i +Dµξ

i − 1
3
∂µϕ

lR̄ik1lk2 [ϕ]ξk1ξk2 . (3.34)

これらを式 (3.32)に代入すると、ξ２次までの展開式は

ḡij [ϕ+ ξ]∂µ(ϕi + ξi − 1
2
Γ̄ik1k2ξ

k1ξk2)∂µ(ϕj + ξj − 1
2
Γ̄j l1l2ξ

l1ξl2) (3.35)

= ḡij [ϕ]∂µϕi∂µϕj + 2ḡij[ϕ]∂µϕiDµξj + ḡij [ϕ]Dµξ
iDµξj + R̄ik1k2jξ

k1ξk2∂µϕ
i∂µϕj (3.36)

これはすべてテンソル量でかかれているので、もとの座標系に戻って

= gij [ϕ]∂µϕi∂µϕj + 2gij[ϕ]∂µϕiDµξj + gij [ϕ]Dµξ
iDµξj +Rik1k2jξ

k1ξk2∂µϕ
i∂µϕj (3.37)

とラグランジアンを展開できる。
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3.2 繰りこみ群方程式

前のセクションで normal coordinateに座標変換して展開したラグランジアンを用いて、non-linear σ
modelのWilson的繰りこみ群方程式、

d

dt
S[Ω; t] =

1
δt

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
− 1
δt

1
2

∫
p′

∫
q′

δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)

+

[
D −

∑
Ωi

∫
p

Ω̂i(p)
(
dΩi + γΩi + p̂µ

∂

∂p̂µ

)
δ

δΩ̂i(p)

]
Ŝ (3.38)

を計算しよう。

• １ループ補正部分
式（3.37）で得た展開式を使って１ループ補正部分にあたる、

1
δt

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
(3.39)

を計算しよう。この式はもともと、２章の導出で、カットオフ Λ で定義されている場の中で、エ
ネルギースケール Λ(δt) = Λe−δt から Λ までの運動量を持つ場 (Ωs)の汎関数積分を行ったことで
得た。今の場合、

Z[J ] =
∫

[dϕ]Λ(δt)

∫
[dϕs]e−S[ϕ+ϕs;Λ] (3.40)

=
∫

[dϕ]Λ(δt)

∫
[dϕs]e

−
�
S[ϕ;Λ]|+ δS

δϕi
ϕi

s+
1
2ϕ

i
s

δ2S

δϕiδϕj ϕ
j
s

�
(3.41)

である。この ϕs を ξ に変換したことで、この式は

Z[J ] =
∫

[dϕ]Λ(δt)

∫
[dξ]e−

�
S[ϕ;Λ]|+ δS

δϕi ξ
i+ 1

2 ξ
i δ2S

δϕiδϕj ξ
j
�

(3.42)

となる。この式と前セクションで導出した、

S[ϕ+ ϕs] → S[ϕ+ ξ] (3.43)

=
1
2

∫
d2x

[
gij [ϕ]∂µϕi∂µϕj + 2gij [ϕ]∂µϕiDµξj

+gij[ϕ]Dµξ
iDµξj +Rik1k2jξ

k1ξk2∂µϕ
i∂µϕj

]
(3.44)

から、

1
2

∫
ξi(p′)

δ2S

δϕi(p′)δϕj(q′)
ξj(q′)=

∫
d2x

1
2
(
gij [ϕ]Dµξ

iDµξj +Rk1ijk2ξ
iξj∂µϕ

k1∂µϕk2
)
(3.45)

=
1
2
＜ i,−q′|M̂ |j, p′＞ (3.46)

とおく。ここで、状態 |k, p′＞は、

内積 ＜ k, p′|l, q′＞ = δklδ̂(q′ − p′) (3.47)

完全系
∑
k

|k, p＞＜ k, p| = 1 (3.48)
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とで定義できる状態である。すると、オペレーター M̂ の行列 (kl)成分は、

＜ k|M̂ |l＞= p̂µgklp̂
µ + galΓakb(∂µϕ)b(−ip̂µ) + ip̂µgkaΓalb(∂µϕ)b

+gabΓakcΓbld(∂µϕ)c(∂µϕ)d +Raklb(∂µϕ)a(∂µϕ)b (3.49)

となり、第一項を運動項と相互作用項に

gkl[ϕ] = δkl +Gkl[ϕ] (3.50)

とわけて、

＜ k|M̂ |l＞= p̂µδklp̂
µ + p̂µGklp̂

µ + galΓakb(∂µϕ)b(−ip̂µ) + ip̂µgkaΓalb(∂µϕ)b

+gabΓakcΓbld(∂µϕ)c(∂µϕ)d +Raklb(∂µϕ)a(∂µϕ)b (3.51)

を得る。オペレーターの運動項の部分をM0、相互作用部分を

V1 = p̂µGklp̂
µ (3.52)

V2 = galΓakb(∂µϕ)b(−ip̂µ) (3.53)

V3 = ip̂µgkaΓalb(∂µϕ)b (3.54)

V4 = gabΓakcΓbld(∂µϕ)c(∂µϕ)d (3.55)

V5 = Raklb(∂µϕ)a(∂µϕ)b (3.56)

とおく。これを使って、１ループ補正 tr ln(M) = tr ln[M0(1 +M0V )] = tr lnM0 + tr ln(1 +M0V )
として計算する。ここで tr lnM0は運動量積分すると、運動量空間の体積（定数）がでるだけなの

で無視する。今、近似として外線微分２次までの相互作用項を考えることにすると、この近似で求

めたい scalar場の微分２次の相互作用項をだすのは、tr ln(1 +M0V )の lnを展開したときに、V
が次の場合である。(詳しい計算は Appendix Aにある complex scalar場の理論の計算と同様にで
きる)

– V1 のみのとき

∫
p′

1
p′2

∫
d2x

1
4
ga1a2,kg

a2a3ga3a4,lg
a4a1(∂µϕ)k(∂µϕ)l (3.57)

– V2 ２回と残りは V1 のとき

∫
p′

1
p′2

∫
d2x

1
4
Γa3

a1kΓ
a1
a3l(∂µϕ)k(∂µϕ)l (3.58)

– V3 ２回と残りは V1 のとき

∫
p′

1
p′2

∫
d2x

1
4
Γa3

a1kΓ
a1
a3l(∂µϕ)k(∂µϕ)l (3.59)
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– V2 と V3 が１回ずつと残りは V1 のとき

∫
p′

1
p′2

∫
d2x− 1

2
ga2mΓma1kΓ

a2
a4lg

a4a1(∂µϕ)k(∂µϕ)l (3.60)

– V2 １回と残りは V1 のときと、V3 １回と残りは V1 のとき

∫
p′

1
p′2

∫
d2xΓa1a2k(g

a2a1),l(∂µϕ)k(∂µϕ)l (3.61)

– V4 １回と残りは V1 のとき

∫
p′

1
p′2

∫
d2xgmnΓma1kΓ

n
a2lg

a1a2(∂µϕ)k(∂µϕ)l (3.62)

– V5 １回と残りは V1 のとき

∫
p′

1
p′2

∫
d2xRka1a2lg

a1a2(∂µϕ)k(∂µϕ)l (3.63)

以上をまとめて、gkl(∂µϕ)k(∂µϕ)l に対する１ループ補正は、

∫
p′
tr ln(1 +M0V ) ∼

∫
p′

1
p′2

∫
d2xRka1a2lg

a1a2(∂µϕ)k(∂µϕ)l (3.64)

=
∫
p′

1
p′2

∫
d2x(−1)Rkl(∂µϕ)k(∂µϕ)l (3.65)

(∵ Rij ≡ glmRlimj) (3.66)

と得られる。

• ダンベル型ダイアグラム
次に、式（2.25）の第２項、

1
δt

1
2

∫
p′

∫
q′

δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)
(3.67)

の部分を考える。

まず、 δS
δΩi(p′) の部分は、今、actionに微分が２次入っているので、少なくとも、１次は外線の微分

が残る。よって、外線微分２次までの近似を使っている今は、残りの
(

δ2S
δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1

部分から

は、外線運動量の微分はでてはいけない。

そのようなダイアグラムで考えられるのは、図４のようにかける。

しかし実際にこのダイアグラムを計算すると、

　 ∼
∫
p′
gik(k1)(q1µϕ(q1))i

p
′µδklp

′ν

p′2 glj(k2)(q2νϕ(q2))j δ̂(k1 − p′ + q1)δ̂(k2 + p′ + q2) (3.68)
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図 4: 微分最低次のダンベル型ダイアグラム

となり、既に外線微分２次が入っているので、今の近似のオーダーでは δ 関数の中の外線運動量

（k1, k2, q1, q2）はゼロとする。すると、この積分は

∼
∫
p′

p
′µp

′ν

p′4 δ̂(p′) (3.69)

となり、p′は Λ(δt)から Λまでの運動量しか持たない Shell momentumなので、ゼロになる。

つまり、derivative expansion（∂2）の近似では、ダンベル型ダイアグラムの寄与はない。このこと

はこの先、complex scalar場の理論でも同じことが言える。

• 　 rescaling part

最後に式（2.25）の rescaling partを考える。２次元では scalar場の canonicalな次元 (dϕ)はゼロ
なので、

⎡
⎣2 −

∑
ϕi

∫
p

ϕ̂i(p)
(
γϕi + p̂µ

∂

∂p̂µ

)
δ

δϕ̂i(p)

⎤
⎦ Ŝ = −γ

∫
d2x

1
2
(∂µϕ)i(∂µϕ)j

[
ϕkgij,k + 2gij

]
(3.70)

以上をまとめて、２次元 non-linear σmodelの actionが従うWilson 的繰りこみ群方程式は、

d

dt

∫
d2x

1
2
gij(∂µϕ)i(∂µϕ)j =− 1

4π

∫
d2x(∂µϕ)i(∂µϕ)jRij − γ

∫
d2x

1
2
(∂µϕ)i(∂µϕ)j

[
ϕkgij,k + 2gij

]
(3.71)

となり、(∂µϕ)i(∂µϕ)j の係数を比較することで、メトリック gij の β 関数、

∴ d

dt
gij = − 1

2π
Rij − γ

[
ϕkgij,k + 2gij

]
(3.72)

= −β(gij) (3.73)

を得る。
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4 2次元N=2の場合

4.1 2次元 complex scalar 場のみの理論

前章で行った real scalar場の理論を target spaceが Kähler多様体であると仮定した complex scalar
場の理論にして考え直してみる。この complex scalar場の理論は次のセクションでみるように、２次元
N=2の理論の scalar partになっている。
ラグランジアン

L = gij̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ (4.1)

から始めよう。

このときのWilson的繰りこみ群方程式、

d

dt
S[Ω; t] =

1
δt

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
− 1
δt

1
2

∫
p′

∫
q′

δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)

+

[
D −

∑
Ωi

∫
p

Ω̂i(p)
(
dΩi + γΩi + p̂µ

∂

∂p̂µ

)
δ

δΩ̂i(p)

]
Ŝ (4.2)

を計算し、メトリック gij̄ の β 関数をだそう。

まず、１ループ補正部分にあたる、右辺第１項は、Appendix Aの計算から、

1
δt

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
=

1
δt

1
2

∫
p′

1
p′2

∫
d2x(−2)Rij̄∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (4.3)

= − 1
2π

∫
d2xRij̄∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (4.4)

となる。

次にダンベル型 diagramにあたる右辺第２項は、real scalar場の理論と同じく、derivative expansion
（∂2）の近似ではゼロになる。

最後に rescaling partは、２次元では scalar場の canonicalな次元 (dϕ)がゼロであることから、⎡
⎣2 −

∑
ϕi

∫
p

ϕ̂i(p)
(
γϕi + p̂µ

∂

∂p̂µ

)
δ

δϕ̂i(p)
−
∑
ϕ∗ī

∫
p

ϕ̂∗ī(p)
(
γϕ∗ī + p̂µ

∂

∂p̂µ

)
δ

δϕ̂∗ī(p)

⎤
⎦ Ŝ (4.5)

= −γ
∫
d2x

[
ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄

]
∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (4.6)

となる。以上をまとめてWilson的繰りこみ群方程式は、

d

dt

∫
d2xgij̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ = − 1

2π

∫
d2xRij̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ − γ

∫
d2x

[
ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄

]
∂µϕ

i∂µϕ∗j̄(4.7)

と得られる。

さらに、この式の ∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ の係数比較をすることで、メトリックの β 関数、

d

dt
gij̄ = − 1

2π
Rij̄ − γ

[
ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄

]
(4.8)

= −β(gij̄) (4.9)

β(gij̄) =
1
2π
Rij̄ + γ

[
ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄

]
(4.10)
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を得る。

この式から実際に様々なモデルに対してどのようなことをみることができるかは、supersymmetryを
入れた理論での β 関数がこれと同じ式になることを §4.3で示した後、§4.4、§4.5でみる。

4.2 Supersymmetric Non-linear σmodel(SNLσM)

前のセクションで考えた scalar場の理論にN=2の supersymmetryを課した supersymmetric non-linear
σ model(SNLσM)のラグランジアンの導出を行う [11]。
出発点は一般な Kählerポテンシャルを用いて、ラグランジアンが

L =
∫
d2θd2θ̄K(Φ,Φ†) (4.11)

とかけることである。

ここで Φ はカイラル超場、Φ†は反カイラル超場である。このカイラル超場、反カイラル超場は成分場
を用いてかくと

Φi(y)=ϕi(y) +
√

2θψi(y) + θθF i(y) (4.12)

=ϕi(x) + iθσµθ̄∂µϕ
i(x) +

1
4
θθθ̄θ̄�ϕi(x) +

√
2θψi(x) − i√

2
θθ∂µψ

i(x)σµθ̄ + θθF i(x) (4.13)

yµ=xµ + iθσµθ̄ (4.14)

Φ†̄i(y∗)=ϕ∗ī(y∗) +
√

2θ̄ψ̄ī(y∗) + θ̄θ̄F̄ ī(y∗) (4.15)

=ϕ∗ī(x) − iθσµθ̄∂µϕ
∗ī(x) +

1
4
θθθ̄θ̄�ϕ∗ī(x) +

√
2θ̄ψ̄ī(x) +

i√
2
θ̄θ̄θσµ∂µψ̄

ī + θ̄θ̄F̄ ī(x)

(4.16)

y∗µ=xµ − iθσµθ̄ (4.17)

と書ける。

そこで、これらを、

Φi(x) = ϕi(x) + δΦi(x) (4.18)

Φ†̄i(x) = ϕ∗ī(x) + δΦ†̄i(x) (4.19)

とスカラー場のまわりで展開する。すると、actionは、

S =
∫
d2x

∫
d2θ

∫
d2θ̄K(ϕ(x) + δΦ(x), ϕ∗(x) + δΦ†) (4.20)

=
∫
d2x

∫
d2θ

∫
d2θ̄

[
K(ϕ,ϕ∗) + δΦnK,n+ δΦdagn̄K,n̄ +

1
2
δΦnδΦmK,nm

+
1
2
δΦ†n̄δΦ†m̄K,n̄m̄ + δΦnδΦ†m̄K,nm̄ +

1
2
δΦnδΦmδΦ†l̄K,nml̄

+
1
2
δΦnδΦ†m̄δΦ†l̄K,nm̄l̄ +

1
4
δΦnδΦmδΦ†k̄Φ†l̄K,nmk̄l̄

]
(4.21)
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となる。ここで、

K,n =
∂K

∂ϕn
(4.22)

K,n̄ =
∂K

∂ϕn̄
(4.23)

を表す。Grassmann数の積分を、 ∫
d2θ

1
2
θ2 = 1 (4.24)∫

d2θ̄
1
2
θ̄2 = 1 (4.25)

で定義すると、式（4.21）で残るのは、

S =
∫
d2x

1
4

[
−K,n�ϕ

n −K,n̄�ϕ
n̄ + 4K,m̄n(F̄ m̄Fn +

i

2
ψ̄m̄∂µσ

µψn + +
i

2
ψm∂µσ̄

µψ̄n̄ +
1
2
∂µϕ

∗m̄∂µϕn)

−2K,nml̄F̄
l̄ψnψm − 2K,nm̄l̄F̄

nψm̄ψl̄ +K,nml̄ψ̄
l̄iσµ(ψn∂µϕm + ψm∂µϕ

n)

+K,nm̄l̄ψ
niσ̄µ(ψ̄m̄∂µϕ∗l̄ + ψ̄∗m̄∂µϕ∗l̄) +K,nmk̄l̄(ψ̄

k̄ψ̄l̄)(ψnψm)

−K,nm∂
µϕn∂µϕ

m −K,n̄m̄∂
µϕ∗n̄∂µϕ∗m̄]

(4.26)

となる。この scalar場の部分に部分積分を行って、

S =
∫
d2x

[
gnm̄

(
∂µϕn∂µϕ

∗m̄ +
i

2
ψ̄m̄σµ(Dµψ)n +

i

2
ψnσ̄µ(Dµψ̄)m̄ + F̄ m̄Fn

)

−1
2
K,nml̄F̄

l̄ψnψm − 1
2
K,nm̄l̄F

nψ̄m̄ψ̄l̄ +
1
4
K,nmk̄l̄(ψ̄

k̄ψ̄l̄)(ψnψm)
]
. (4.27)

ただしここで、

gnm̄ ≡ K,nm̄ (4.28)

(Dµψ)n ≡ ∂µψ
n + Γnlm(∂µϕ)lψm (4.29)

(Dµψ̄)n̄ ≡ ∂µψ̄
n̄ + Γn̄ l̄m̄(∂µϕ)∗l̄ψ̄m̄ (4.30)

Γnlm ≡ gnk̄K,mk̄l (4.31)

Γn̄ l̄m̄ ≡ gn̄kK,m̄kl̄ (4.32)

を使った [12]。
この actionから補助場 F, F̄ についての運動方程式から、

gm̄nF
n =

1
2
K,klm̄ψ

kψl (4.33)

Fn =
1
2
Γnlmψlψm (4.34)

同様に

F̄ n̄ =
1
2
Γn̄ l̄m̄ψ̄

l̄ψ̄m̄ (4.35)

と補助場を消去すると、最終的に成分場で書いたラングランジアン、

L = gij̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ + igij̄ψ̄

j̄ σ̄µ(Dµψ)i +
1
4
Rij̄kl̄ψ

iψkψ̄j̄ψ̄l̄ (4.36)

を得る。
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4.3 SNLσMのWilson的繰りこみ群方程式

それでは §4.1で求めた scalar場のみの理論に補正を加える形で、SNLσMの繰りこみ群方程式を求め
よう。

２章で一般論として求めたWilson的繰りこみ群方程式

d

dt
S[Ω; t] =

1
δt

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
− 1
δt

1
2

∫
p′

∫
q′

δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)

+

[
D −

∑
Ωi

∫
p

Ω̂i(p)(dΩi + γΩi + p̂µ
∂

∂p̂µ
)

δ

δΩ̂i(p)

]
Ŝ (4.37)

は、理論に boson と fermionが入っている場合、２章と同じ方法で導出すると

d

dt
S[Ω; t] =

1
δt

1
2

∫
p′
str ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
− 1
δt

1
2

∫
p′

∫
q′

(−1)F
δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)

+

[
D −

∑
Ωi

∫
p

Ω̂i(p)(dΩi + γΩi + p̂µ
∂

∂p̂µ
)

δ

δΩ̂i(p)

]
Ŝ (4.38)

と修正される [13] [14]。ここで

str ln
(

δ2S

δΩiδΩj

)
= str lnMij̄

= str ln

(
MBB MBF

MFB MFF

)

= ln sdetM

= ln
detMBB

detNFF
= tr lnMBB − tr lnNFF (4.39)

NFF = MFF −MFBM
−1
BBMBF (4.40)

となる。

今 SNLσMのラグランジアン、

L = gij∗∂µϕ
i∂µϕ∗j + igij∗ ψ̄

j σ̄µ(Dµψ)i +
1
4
Rij∗kl∗ψ

iψkψ̄jψ̄l (4.41)

の場合を考えよう。ここでとる方法は、まず fermionを入れたことによってbosonic part [∼ (∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ ]
に対して新しく補正が加わるかどうかを調べ、fermionからの寄与も加えた bosonic partの繰りこみ群
方程式を求める。次にそのような bosonic partをだすKähler potentialをもとめることで、fermion part
の繰りこみ群方程式も求めるという方法をとる。

ではまず、fermion partが入ったことで１ループ補正部分から bosonic partへの補正がどうなるかを
見よう。

scalar場、fermion場をそれぞれ

ϕ→ ϕ+ ϕs (4.42)

ψ → ψ + ψs (4.43)
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と、低エネルギー部分 (backgroud field)とそのゆらぎ部分にわけ、ラグランジアンを展開する。すると、
上の行列M で書くと、展開の２次の部分は

L[ϕ+ ϕs, ϕ
∗ + ϕ∗

s, ψ + ψs, ψ̄ + ψ̄s]

∼ (ϕ∗l̄
s 　ϕ

l
s　ψ̄

l̄
s)

⎛
⎜⎝

MB(l̄)B(k) MB(l̄)B(k̄) MB(l̄)F (k)

MB(l)B(k) MB(l)B(k̄) MB(l)F (k)

MF (l̄)B(k) MF (l̄)B(k̄) MF (l̄)F (k)

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

ϕks

ϕ∗k̄
s

ψks

⎞
⎟⎠ (4.44)

となる。行列M の具体形を考えよう。

MBB の部分は §4.1で計算した式（4.4）にラグランジアンの fermionが入っている部分からの寄与が
ある。しかし今、外線に fermionが入らない bosonic partへの補正を考えているので、その部分をのみ
を見るために background fermion(ψ)=0とおく。すると新たに加わった fermion部分からの寄与は消え、
結果、tr lnMBB は §4.1の計算結果、式（4.4）と同じである。
次にMF (l̄)B(k) を考えよう。この行列要素の具体形は、

MF (l̄)B(k) =
δ2S

δψ̄l̄(q′)δϕk(p′)

≡ ＜l̄,−q′|M̂ |k, p′＞ (4.45)

M̂kl̄ = igil̄,kσ
µ∂µψ

i + igml̄,nkσ
µ∂µϕ

mψn + igkl̄,nσ
µ(−ip̂µ)ψn (4.46)

となる。ここで、background fermion(ψ) = 0とすると、

MF (l̄)B(k) = 0 (4.47)

を得る。同様に、backgroud fermionをゼロとすることで、式（4.44）のすべてのMFB,MBF = 0とな
る。これによって、式（4.40）の

tr lnNFF = tr lnMFF (4.48)

となる。

それでは、tr lnMFF 考えよう。ここでも、background fermion(ψ)をゼロとすることで、ラグランジ
アンの Riemann curvatureを係数とする部分は消える。よって、

MF (l̄)F (k) =
δ2S

δψ̄l̄(q′)δψk(p′)

≡ ＜l̄,−q′|M̂FF |k, p′＞ (4.49)

M̂FF = igkl̄σ
µ(−ip̂µ) + igkl̄,mσ

µ∂µϕ
m (4.50)

となる。オペレーター M̂ の第一項を

gkl̄[ϕ] = δkl̄ +Gkl̄[ϕ] (4.51)

と、運動項と相互作用項にわけ、§4.1で bosonic partについて行ったように、

M0 ≡ δkl̄σ
µp̂µ (4.52)

V1 ≡ Gkl̄σ
µp̂µ (4.53)

V2 ≡ igkl̄,mσ
µ∂µϕ

m (4.54)
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とおき、

tr lnMFF = tr lnM0 + tr ln(1 +M0VFF ) (4.55)

として計算する。ここで、tr lnM0 は、運動量積分をすると運動量 pの奇関数になっているのでゼロと

なる。

求めたい scalar場の２次までの微分の補正をだす可能性があるのは、V が次の場合である。

• V1 のみの場合 tr ln(1 +M0V1)の lnの展開第 n次は、

(−1)n
1
n

∫
p
′
1···p′n

tr

[
1

p
′
1µσ

µ
p

′
2µσ

µ 1
p

′
2µσ

µ
p

′
3µσ

µ · · · 1
p′
nµσ

µ
p

′
1µσ

µ

]
G(K1) · · ·G(kn)

δ̂(p
′
2 − p

′
1 + k1)(p

′
3 − p

′
2 + k2) · · · (p′

1 − p
′
n + kn) (4.56)

となる。するとこれは、分子分母の p′ が次々キャンセルし、その結果この場合 scalar場の外線微
分はでない。

• V2 が１回と残りは V1 の場合

tr ln(1 +M0V1)の lnの展開第 n次は、

(−1)n
1
n

∫
p
′
1···p′n

tr

[
1

p
′
1µσ

µ
qµσ

µ 1
p

′
2µσ

µ
p

′
3µσ

µ · · · 1
p′
nµσ

µ
p

′
1µσ

µ

]
gkl̄,i(k)ϕ

i(q)G(K1) · · ·G(kn−1)

δ̂(p
′
2 − p

′
1 + k + q)(p

′
3 − p

′
2 + k1) · · · (p′

1 − p
′
n + kn−1) (4.57)

となり、これは運動量積分すると pの奇関数になるのでゼロ。

• V2 が２回と残りは V1 の場合

V2 に (∂µϕ)i が入っているので、これを２回いれたとき、(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ となる項はでない。

以上より、tr lnMFF から bosonic partに対する補正はないことがわかった。
次に、ダンベル型ダイアグラムによる寄与、

1
δt

1
2

∫
p′

∫
q′

(−1)F
δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)
(4.58)

の部分を考える。上の式の場 Ωと書いた部分がすべて scalar場の場合は §4.1の complex scalar場の理論
と同じ議論から、この部分の寄与は今の近似ではゼロとなる。場 Ωが fermion場の場合、 δS

δψi は外線と

して ψ̄を、逆に δS
δψ̄i は外線として ψを残す。よって、今求めたい bosonic partへの寄与はない。

以上より、fermionを入れたことで、もともとのラグランジアンの scalar part [gij̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗j̄)] に対
する補正は bosonのみの理論と同じで１ループ補正部分のみからあらわれ、それは、

− 1
2π
Rij̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ (4.59)

であることがわかった。次に、この補正が supersymmetryを保つように、このような bosonic partをだ
す Kählarポテンシャルの形を考えてみる。すると、Kählar 多様体の性質、

Rij̄ = −∂j̄∂i[ln det gkl̄] (4.60)

gij̄ = ∂j̄∂i[K(Φ,Φ†)] (4.61)
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から、１ループ補正部分のケーラーポテンシャルは、

∆K1 =
1
2π

ln det gkl̄ (4.62)

とわかる。

これを成分場で書いてみよう。１ループ補正を加えたラグランジアンは、

L1 = L + ∆L1 (4.63)

=
∫
dθ2dθ̄2[K(Φ,Φ†) + ∆K1(Φ,Φ†)] (4.64)

=
∫
dθ2dθ̄2[K(Φ,Φ†) +

1
2π

ln detK,kl̄(Φ,Φ
†)] (4.65)

となるので、§4.2と同じ方法で展開すると、

S1 =
∫
d2x

1
4
[−(K + ∆K1),n�ϕn − (K + ∆K1),n̄�ϕn̄

+4(K + ∆K1),m̄n(F̄ m̄Fn +
i

2
ψ̄m̄σµ∂µψ

n +
i

2
ψmσ̄µ∂µψ̄

n̄ +
1
2
∂µϕ

∗m̄∂µϕn)

−2(K + ∆K1),nml̄F̄
l̄ψnψm − 2(K + ∆K1),nm̄l̄F̄

nψm̄ψl̄

+(K + ∆K1),nml̄ψ̄
l̄iσµ(ψn∂µϕm + ψm∂µϕ

n) + (K + ∆K1),nm̄l̄ψ
niσ̄µ(ψ̄m̄∂µϕ∗l̄ + ψ̄∗m̄∂µϕ∗l̄)

+(K + ∆K1),nmk̄l̄(ψ̄
k̄ψ̄l̄)(ψnψm) − (K + ∆K1),nm∂µϕn∂µϕm − (K + ∆K1),n̄m̄∂µϕ∗n̄∂µϕ∗m̄

]
(4.66)

となる。すると、式（4.28）から式（4.32）までと、

−Rij̄ = (∆K1),ij̄ (4.67)

∂kRij̄ = ∇kRij̄ + ΓnikRnj̄ (4.68)

と使って、

S1 =
∫
d2xL (4.69)

=
∫
d2x

[
(gij̄ −

1
2π
Rij̄)(∂µϕ

n∂µϕ∗j̄ + iψ̄j̄σµDµψ
n)

+
i

4π
[(∇lRkm̄)ψ̄m̄σµψk∂µϕl + (∇l̄Rkm̄)ψkσ̄µψ̄m̄∂µϕ∗l̄]

+(gij̄ −
1
2π
Rij̄)F̄

j̄F i − 1
2
(gnl̄ −

1
2π
Rnl̄),mF̄

l̄ψnψm

−1
2
(gnm̄ − 1

2π
Rnm̄),l̄F̄

nψm̄ψl̄ + (gnk̄ −
1
2π
Rnk̄),ml̄(ψ̄

k̄ψ̄l̄)(ψnψm)
]

(4.70)

を得る。

ここまでをまとめると、SNLσMの actionが従う繰りこみ群方程式は、

d

dt
S =

d

dt

∫
d2x

[
gij̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ + igij̄ψ̄

j̄σµ(Dµψ)i + gij̄F̄
j̄F i − 1

2
gnl̄,mF̄

l̄ψnψm

−1
2
gnm̄l̄F̄

nψm̄ψl̄ + gnk̄ml̄(ψ̄
k̄ψ̄l̄)(ψnψm)

]
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=
1
2π

∫
d2x

[
Rij̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ + iRij̄ψ̄

j̄σµ(Dµψ)i

+
i

2
[(∇lRkm̄)ψ̄m̄σµψk∂µϕl + (∇l̄Rkm̄)ψkσ̄µψ̄m̄∂µϕ∗l̄]

+Rij̄F̄
j̄F i − 1

2
Rnl̄,mF̄

l̄ψnψm − 1
2
Rnm̄l̄F̄

nψm̄ψl̄ +Rnk̄ml̄(ψ̄
k̄ψ̄l̄)(ψnψm)

]

+

[
D −

∑
Ωi

∫
p

Ω̂i(p)(dΩi + γΩi + p̂µ
∂

∂p̂µ
)

δ

δΩ̂i(p)

]
Ŝ (4.71)

となった。

各項の係数を比較しよう。

1. ∂µϕ∂µϕ∗ の係数。
繰りこみ群方程式の bosonic partから、rescaling partを §4.1と同じように計算して

d

dt

∫
gij̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ = − 1

2π

∫
d2xRij̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄

−γ
∫
d2x

[
ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄

]
∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (4.72)

となるので、メトリックの β 関数

d

dt
gij̄ = − 1

2π
Rij̄ − γ

[
ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄

]
(4.73)

≡ −β(gij̄) (4.74)

を得る。

2. ψ̄j̄σµ(Dµψ)i の係数
fermionic partの actionを１ループ補正項の形にあわせて、

gij̄ψ̄
j̄σµ(Dµψ)i =

1
2

[
gij̄ ψ̄

j̄σµ(Dµψ)i + gij̄ψ
iσ̄µ(Dµψ̄)j̄

]
(4.75)

と対称な形にしておこう。すると、

d

dt

∫
d2xgij̄ψ̄

j̄σµ(Dµψ)i=− 1
2π

∫
d2xRij̄ ψ̄

j̄σµ(Dµψ)i + (∇lRkm̄)ψ̄m̄σµψk∂µϕl

−γ
[
ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄

]
ψ̄j̄σµ∂µψ

i

−γ
[
ϕkgij̄,kl + ϕ∗k̄gij̄,k̄l + 3gij̄,l

]
ψ̄j̄σµψi∂µϕ

l

(4.76)

となり、gij̄ , gij̄,lの β 関数、

d

dt
gij̄ = − 1

2π
Rij̄ − γ

[
ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄

]
(4.77)

≡ −β(gij̄) (4.78)
d

dt
gij̄,l = − 1

2π
Rij̄,l

−γ
[
ϕkgij̄,kl + ϕ∗k̄gij̄,k̄l + 3gij̄,l

]
(4.79)

≡ −β(gij̄,l) (4.80)
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を得る。この式（4.77）は、bosonic partから得られた式（4.8）と同じであり、式（4.79）は式（4.77）
の両辺を場 ϕl で微分したものになっている。

同様に gij̄ψ
iσ̄µ(Dµψ̄)j̄ から得られる gij̄,l̄ の β 関数は

d

dt
gij̄,l̄ = − 1

2π
Rij̄,l̄ − γ

[
ϕkgij̄,kl̄ + ϕ∗k̄gij̄,k̄l + 3gij̄,l̄

]
(4.81)

≡ −β(gij̄,l̄) (4.82)

となり、これは式（4.77）の両辺を ϕ∗l̄ で微分したものになる。

このように各相互作用項の係数を比較して得られる β 関数はすべて式（4.77）から得られるものと同
じになるので、独立な式は式（4.77）のみである。よって、次のセクションから target spaceのエネル
ギースケールよる変化をみるとき、メトリックの β 関数である、式（4.77）のみを考える。

4.4 応用例；CP N−1modelとQN−2model

ここまで得られたメトリックに対する β関数によって、CPN−1、QN−2モデルについて実際に多様体

がどのように変化するように見えるのか調べよう。

前のセクションで得られた繰りこみ群方程式、

d

dt

∫
gij̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ = − 1

2π

∫
d2xRij̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄

−γ
∫
d2x[ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄]∂µϕ

i∂µϕ∗j̄　 (4.83)

を使う。

1. CPN−1model;SU(N)/[SU(N − 1) ⊗ U(1)]
このモデルのケーラーポテンシャルは、もともと SU(N)対称性を持つ理論のケーラーポテンシャル

K(Φ,Φ†) = c(t) ln(|Φ1|2 + |Φ2|2 + · · · + |ΦN |2) (4.84)

に対して、

Φi ∼ aΦi (4.85)

という constraintを課す。ここで aは複素数の定数。すると、一般に第 ΦN 成分が１になるような

�Φ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Φ1

...
ΦN−1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (4.86)

という座標系をとることができ、これによって globalに SU(N)の対称性をを持つ CPN−1modelの
ケーラーポテンシャル、

K(Φ,Φ†) = c(t) ln(1 + ΦΦ†) (4.87)

が与えられる。ここの、Φi,Φī† は、i=1, · · · ,N-1。
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＜メトリックとリッチテンソルの導出＞ (詳しい計算は Appendix B)
すると、このケーラーポテンシャルから、

gij̄ ≡ K,ij̄ (4.88)

= c(t)
[

δij̄
1 + ϕ∗ϕ

− ϕ∗
iϕj̄

(1 + ϕ∗ϕ)2

]
(4.89)

Rij̄ = −∂j̄∂i(ln det gkl̄) (4.90)

=
N

c(t)
gij̄ (4.91)

を得る。　このメトリックとリッチテンソルに ∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ をつけることで、もともとのラグランジア

ンと、１ループ補正部分のラグランジアンを得ることができる。しかし、繰りこみ群方程式（2.25）
に代入するときは運動項の係数を１にしておかないと正しい anomalous dimensionを出すことがで
きないので、場 ϕ,ϕ∗ を

√
cϕ → ϕ̃ (4.92)

√
cϕ∗ → ϕ̃∗ (4.93)

と rescaleする。（ここからは ϕ̃を ϕと書く。）さらに、摂動論との対応を見やすくするため、パラ

メーター c(t)を coupling constantλを使って

c(t) =
1
λ2

(4.94)

とおきなおす。

すると、メトリックとリッチテンソルは、

gij̄ =
δij̄

1 + λ2ϕ∗ϕ
− λ2ϕ∗

iϕj̄
(1 + λ2ϕ∗ϕ)2

(4.95)

Rij̄ = Nλ2gij̄　 (4.96)

となる。これを式（4.83）に入れ、δij̄ に比例する項に注目すると、

−2λλ̇
(1 + λ2ϕ∗ϕ)2

= −Nλ
2

2π
1

1 + λ2ϕ∗ϕ
− 2γ

1
(1 + λ2ϕ∗ϕ)2

(4.97)

となるので、両辺、(1 + λ2ϕ∗ϕ)2 をかけて、定数項と ϕ∗ϕの項の係数を比較すると

γ = −Nλ
2

4π
(4.98)

λ̇ =
Nλ3

4π
(4.99)

= −β(λ) (4.100)

β(λ) = −Nλ
3

4π
(4.101)

を得る。また、式（4.83）の ϕ∗
iϕj̄ に比例する項からもこれらと同じ結果を得る。

つまり、この理論は高エネルギーで coupling constantが小さくなる、漸近的自由な理論となって
いる。この結果は、摂動論的１ループの計算にインスタントンの効果を加えることで計算された、
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図 5: N=1としたときの β 関数

Morozovらの結果 [1] [2]と一致する。また、Nλ2を有限にするようにN → ∞とすることで、非摂
動論的解析の LargeN 展開の結果 [3] の結果と一致させることもできる。さらに、今の近似法は有限
な N に対して使うことができるので、LargeN 展開 leadingではみることのできない、CPNmodel
の β 関数、

β(λ) = − (N + 1)λ3

4π
(4.102)

= −N(1 + 1
N )λ3

4π
(4.103)

の 1
N のような寄与もみることができることから、同じ非摂動論的解析でも LargeN 展開よりは精度

の良い近似法であるといえる。

2. QN−2model;SO(N)/[SO(N − 2) ⊗ U(1)]
このモデルのケーラーポテンシャルは、CPN−1modelにさらに Φ2=0という constraintをつけるこ
とによって得られる。

＜証明＞ CPN−1 のときと同じ、SU(N)対称性を持つ理論のケーラーポテンシャル

K(Φ,Φ†) = c(t) ln(|Φ1|2 + |Φ2|2 + · · · + |ΦN |2) (4.104)

からはじめる。場 Φの座標の取り方を

�Φ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Φ1

...
ΦN−2

ΦN−1

ΦN

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(4.105)

≡

⎛
⎜⎝

�Φ
ΦN−1

ΦN

⎞
⎟⎠ (4.106)

と取る。すると constraintΦ2 = 0は、

(ΦN−1)2 + (ΦN )2 + �Φ2 = 0 (4.107)
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(ΦN + iΦN−1)(ΦN − iΦN−1) + �Φ2 = 0 (4.108)

ΦN − iΦN−1 =
−�Φ2

ΦN + iΦN−1
(4.109)

= −1
a
�Φ2 (4.110)

とできる。ここで、CPN−1 で ΦN = 1となる座標系を選んだように、ΦN + iΦN−1 = a（aは任意

の定数で複素数）となる座標を選んだ。

すると、ケーラーポテンシャルは、

K(Φ,Φ†) = c(t) ln(|Φ1|2 + · · · + |ΦN−2|2 + |ΦN−1|2 + |ΦN |2) (4.111)

= c(t) ln(|�Φ|2 +
1
2
[(Φ†N̄ − iΦ† ¯N−1)(ΦN − iΦN−1) + (Φ†N̄ + iΦ† ¯N−1)(ΦN + iΦN−1)])

= c(t) ln(|�Φ|2 +
1
2
|a|2 +

1
2|a|2

�Φ2�Φ†2) (4.112)

となる。|a|2 = 2とすれば QNmodelのケーラーポテンシャル、

K(Φ,Φ†) = c(t) ln(1 + ΦΦ† +
1
4
Φ2Φ†2) (4.113)

が与えられる。ただし、Φi,Φī† は、i=1, · · · ,N-2。(証明おわり)
＜メトリックとリッチテンソルの導出＞（詳しい計算は Appendix B）
するとこのケーラーポテンシャル (4.113)から、

gij̄ ≡ K,ij̄ (4.114)

= c(t)
[

δij̄

1 + ϕ∗ϕ+ 1
4ϕ

2ϕ∗2

+
ϕiϕ∗j̄(1 + ϕ∗ϕ) − (ϕ∗

iϕj̄ + 1
2ϕ

2ϕ∗
iϕ

∗j̄ + 1
2ϕ

∗2ϕiϕj̄)
(1 + ϕ∗ϕ+ 1

4ϕ
2ϕ∗2)2

]
(4.115)

Rij̄ = −∂j̄∂i ln det gkl̄ (4.116)

=
(N − 2)
c(t)

gij̄ (4.117)

を得る。これらを CPN−1modelのときと同じく運動項の係数を１にするため、場を rescaleし、パ
ラメーター c(t)を coupling constantλを使って

c(t) =
1
λ2

(4.118)

とおきなおすと、

gij̄ =
δij̄

1 + λ2ϕ∗ϕ+ λ4

4 ϕ
2ϕ∗2 +

λ2ϕiϕ∗j̄(1 + λ2ϕ∗ϕ) − (λ2ϕ∗
iϕj̄ + λ4

2 ϕ
2ϕ∗

iϕ
∗j̄ + λ4

2 ϕ
∗2ϕiϕj̄)

(1 + λ2ϕ∗ϕ+ λ4

4 ϕ
2ϕ∗2)2

(4.119)

Rij̄ = (N − 2)λ2gij̄ (4.120)
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これを式（4.83）に代入し、δij̄ に比例する項を比較すると、

γ = − (N − 2)λ2

4π
(4.121)

λ̇ =
(N − 2)λ3

4π
(4.122)

= −β(λ) (4.123)

β(λ) = − (N − 2)λ3

4π
(4.124)

を得る。

これも、CPN−1modelと同じく漸近自由な理論であり、このことは [2] [3]と一致する。

4.5 一般的なEinstein Kähler多様体

ここまでみた、CPN−1modelやQN−2modelは gij̄ ∼ Rij̄ という性質をもつ Einstein Kähler 多様体で
あった。ここでは、一般的なEinstein Kähler多様体に対して、カイラルスーパーフィールドの anomalous
dimensionや多様体の半径にあたるパラメーターの β 関数をもとめよう。

半径 aの Einstein Kähler多様体は、

Rij̄ =
h

a2
gij̄ (4.125)

という性質をもつ。

ここで、エルミート対称空間（G/H）の場合 hは、Gの adjoint 表現での２次のカシミア演算子の固
有値 C2(G)を使って、

h = C2(G) (4.126)

(4.127)

になることが知られていて [15]、それは以下の通りである。ただし、ここで、文献 [15]とは異なり規格
化を

tr(T aT b) =
1
2
δab (4.128)

ととった。

G/H 次元 h

SU(N)/[SU(N − 1) ⊗ U(1)] N-1 N
SU(N)/[SU(N −M) ⊗ U(M)] M(N-M) N
SO(N)/[SO(N − 2) ⊗ U(1)] N-2 N-2

Sp(N)/U(N) 1
2N(N + 1) N+1

SO(2N)/U(N) 1
2N(N + 1) N-1

E6/[SO(10) ⊗ U(1)] 16 12
E7/[E6 ⊗ U(1)] 27 18

すると σmodelのラグランジアン

L = gij̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ + igij̄ψ̄

j̄ σ̄µ(Dµψ)i +
1
4
Rij̄kl̄ψ

iψkψ̄j̄ψ̄l̄ (4.129)

φ,φ∗≈0−→ a2δij̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ + · · · (4.130)
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となるので、kinetic termの係数を１に規格化するために、場を aϕ→ ϕ̃と rescaleする。すると、

L = gij̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ + · · · (4.131)

= g̃ij̄∂µϕ̃
i∂µϕ̃∗j̄ + · · · (4.132)

とかける。

ただしここで、

g̃ij̄ |ϕ̃,ϕ̃∗=0 = δij̄ (4.133)

となる、半径１のときのメトリック。

１ループ補正部分のラグランジアンは

∆L1 = Rij̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ + · · · (4.134)

=
h

a2
gij̄∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ + · · · (4.135)

=
h

a2
g̃ij̄∂µϕ̃

i∂µϕ̃∗j̄ + · · · (4.136)

≡ R̃ij̄∂µϕ̃
i∂µϕ̃∗j̄ + · · · (4.137)

となる。

ここからは、前のセクションの結果を比べやすいように半径 aを coupling constant λを使って、

a =
1
λ

(4.138)

として計算を続ける。

rescaling partのラグランジアンは、

[ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄]∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ =[λϕ̃k

∂g̃ij̄
∂(λϕ̃k)

+ λϕ̃∗k̄ ∂g̃ij̄

∂(λϕ̃∗k̄)
+ 2g̃ij̄ ]∂µϕ̃

i∂µϕ̃∗j̄ (4.139)

= [ϕ̃k g̃ij̄,k + ϕ̃∗k̄ g̃ij̄,k̄ + 2g̃ij̄]∂µϕ̃
i∂µϕ̃∗j̄ (4.140)

以上のことをもともとの繰りこみ群方程式（4.83）に代入すると、∂µϕ̃i∂µϕ̃∗j̄ の係数から

∂

∂t
g̃ij̄(λϕ̃

∗, λϕ̃∗) = − 1
2π
R̃ij̄ − γ[ϕ̃kg̃ij̄,k + ϕ̃∗k̄g̃ij̄,k̄ + 2g̃ij̄ ] (4.141)

⇒ ∂(λϕ̃k)
∂t

∂g̃ij̄
∂(λϕ̃k)

+
∂(λϕ̃∗k̄)
∂t

∂g̃ij̄

∂(λϕ̃∗k̄)
= −hλ

2

2π
g̃ij̄ − γ[ϕ̃kg̃ij̄,k + ϕ̃∗k̄g̃ij̄,k̄ + 2g̃ij̄] (4.142)

⇒ λ̇

λ
ϕ̃k g̃ij̄,k +

λ̇

λ
ϕ̃∗k̄g̃ij̄,k̄ = −(

hλ2

2π
+ 2γ)g̃ij̄ − γ[ϕ̃kg̃ij̄,k + ϕ̃∗k̄g̃ij̄,k̄] (4.143)

となるので、この式の両辺 ϕ̃k g̃ij̄,k、ϕ̃∗k̄g̃ij̄,k̄、g̃ij̄ の係数をそれぞれ比べると、

γ = −hλ
2

4π
(4.144)

λ̇ = −λγ (4.145)

=
h

4π
λ3 (4.146)

β(λ) = − h

4π
λ3 (4.147)
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と、一般的な Einstein Kähler多様体に対して、カイラルスーパーフィールドの anomalous dimensionと
coupling constantの β 関数を求めることができる。

この β 関数から、β = 0となる fixed pointは λ = 0(半径 a → ∞)のときで、この時多様体は scalar
curvature(R)=0の flatな多様体になっている。また β関数のグラフの fixed pointの位置から non-trivial
な相転移点は現れず１つの相しかないことがわかる。
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5 異なる対称性を持つ多様体間の移り変わり

この章では、前の章でみたCPNmodelとQNmodelをつなぐ繰りこみ群の flowを導く。この２つの多様
体はどちらも Einstein Kähler多様体ではあるが、その空間の持つ対称性はCPN は globalに SU(N +1)
の対称性をもつのに対し、QN は SO(N + 2)の対称性をもつので、この flowは対称性の異なる多様体を
つなぐことになる。

出発点は、ケーラーポテンシャル

K(Φ,Φ†) = c(t) ln(1 + Φ†Φ + g(t)Φ2Φ†2) (5.1)

からはじめる。ここで Φ,Φ†は N成分とする。
このケーラーポテンシャルから得られる多様体のメトリックは、

gij̄ ≡K,ij̄ (5.2)

= c(t)
[

δij̄
1 + ϕ∗ϕ+ g(t)ϕ2ϕ∗2

+
4g(t)ϕiϕ∗j̄(1 + ϕ∗ϕ) − (ϕ∗

iϕj̄ + 2gϕ2ϕ∗
iϕ

∗j̄ + 2gϕ∗2ϕiϕj̄)
(1 + ϕ∗ϕ+ gϕ2ϕ∗2)

]
(5.3)

Ricci tensorは、QNmodelで求めた方法と同じように SO(N)群の generator行列で場 ϕ,ϕ∗の座標系
のとり方をうまくとることで detgij̄ を計算でき、（詳しくは Appendix B）

Rij̄ = (N + 1)
1
c(t)

gij̄

−
[

4gδij̄
1 + 4gϕϕ∗ + gϕ2ϕ∗2 +

16g2ϕiϕ∗j̄ϕϕ∗ − 16g2ϕ∗
iϕj̄ − 8g2(ϕ2ϕ∗

iϕ
∗j̄ + ϕ∗2ϕiϕj̄)

(1 + 4gϕϕ∗ + gϕ2ϕ∗2)2

]
(5.4)

ここで注目しておくことは、一般の g(t)に対して、これは Einstein Kähler 多様体になっていない。
anomalous dimensionをだすため、もとのラグランジアンの運動項の係数を 1にしておかなければな

らないので、場を √
cϕ→ ϕ̃ (5.5)

と rescaleして、さらに
1
c

= λ2 (5.6)

とおきなおす。（ここからは rescaleした場 ϕ̃を ϕと記述する。）

これらを、４章で求めた β 関数;

∂

∂t
gij̄ =

−1
2π

Rij̄ − γ[ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄ ] (5.7)

に代入し、δij̄ の項をみると、

−2λλ̇ϕ∗ϕ− (ġλ4 + 4gλ3λ̇)ϕ2ϕ∗2

(1 + λ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2)2

= − 1
2π

[
(N + 1)λ2 1

1 + λ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2 − 4gλ2

1 + 4gλ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2

]
− 2γ

1 − gλ4ϕ2ϕ∗2

(1 + λ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2)2

(5.8)
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この両辺に (1 + λ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2)2(1 + 4gλ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2)をかけて、それぞれの項の係数を比
較をする。

すると、定数項から、

0 = − 1
2π

[(N + 1)λ2 − 4gλ2] − 2γ (5.9)

γ =
−λ2

4π
[(N + 1) − 4g]. (5.10)

ϕ∗ϕの係数比較から、

−2λλ̇ = − 1
2π

[(N + 1)λ2(λ2 + 4gλ2) − 8gλ4] − 2γ · 4gλ2 (5.11)

= −λ4

2π
[(N + 1) − 8g(1− 2g)] (5.12)

λ̇ =
λ3

4π
[(N + 1) + 8g(2g − 1)] (5.13)

≡ −β(λ) (5.14)

より、

β(λ) = −λ3

4π
[(N + 1) + 8g(2g − 1)]. (5.15)

ϕ2ϕ∗2 の係数比較から

−(ġλ4 + 4gλ3λ̇) = − 1
2π

[(N + 1)λ2(2gλ4) − 4gλ2 · 2gλ4] (5.16)

= −λ6

2π
[2g(N + 1) − 8g2] (5.17)

λ̇に式（5.15）を代入してまとめると、

−ġλ4 = −λ6

2π
[8(−4g3 + g2)] (5.18)

ġ =
4λ2

π
g2(1 − 4g) (5.19)

≡ −β(g) (5.20)

より、

β(g) = −4λ2

π
g2(1 − 4g) (5.21)

が求まる。

すると、式（5.21）からこの β 関数がゼロとなるのは、

g = 0,
1
4

(5.22)

のところであり、

• g=0のとき

γ = −λ2

4π
(N + 1). (5.23)

β(λ) = −λ3

4π
(N + 1). (5.24)

これは４章の CPNmodelに一致。
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図 6: λ=const.としたときの β(g)
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図 7: 繰り込み群の流れ (矢印は赤外方向)

• g= 1
4 のとき

γ = −λ2

4π
N. (5.25)

β(λ) = −λ3

4π
N. (5.26)

これは QNmodelの結果に一致する。

以上よりパラメター gによって Einstein Kählerである CPNmodelと、対称性の異なる別の Einstein
Kähler多様体であるQNmodelとをつなぐ flowをえた。この式（5.15）、式 (5.21)の微分方程式をとき、
その flowの様子を図にすると図７のようになる。
この図から理論の紫外領域の fixed pointは λ = 0, g = 0の CPNmodel、赤外領域の fixed pointは

QNmodelになっていることがわかる。つまり、はじめの理論を g > 1
4 となるところからはじめると、赤

外側での fixed point、g = 1
4 となる QNmodelに固定され、g < 1

4 からはじめると、紫外側で g = 0とな
る CPNmodelに、赤外側で g = 1

4 となる QNmodelに固定される。
また、このことを対称性の観点からみる。CPNmodelが globalに SU(N + 1)の対称性を、QNmodel
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は SO(N + 2)の対称性を持っていることから、それぞれの独立な生成子の数は

CPN ; N(N + 2)個 (5.27)

QN ;
(N + 2)(N + 1)

2
個 (5.28)

である。するとその差をとると、

N(N + 2) − (N + 2)(N + 1)
2

=
1
2
(N + 2)(N − 1), (N ;自然数) (5.29)

となり、N = 1で CPNmodelとQNmodelは同じで、このとき両方とも S2となっている。N > 1では
CPNmodelの方が独立な生成子の数が多く、対称性が高い。つまり、図７で得られた結果は、紫外領域で
より対称性の高い CPN が fixed pointとなり、赤外領域ではより対称性が低い QNmodelが fixed point
となることを示す。また、一般的な gの値に対して Einstein Kähler多様体になっていなかった多様体が、
繰りこみ群変換をしていく最終的に Einstein Kähler多様体に固定されるという結果を得た。このことを
ケーラーポテンシャルの具体形を使わず示す、ということはこれからの課題の一つである。

35



6 ３次元の場合

6.1 一般的なEinstein Kähler多様体

今までの議論はすべて２次元の理論であったが、ここで coupling constantのmass dimensionが負に
なり摂動論では繰りこみ不可能な理論となる、３次元 N=2の NLσMの場合を考えよう。ラグランジア
ンの形は２次元の場合と同じ、

L = gij̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ + igij̄ψ̄

j̄ σ̄µ(Dµψ)i +
1
4
Rij̄kl̄ψ

iψkψ̄j̄ψ̄l̄ (6.1)

である。これを使ってWilson的繰りこみ群方程式、

d

dt
S[Ω; t] =

1
δt

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
− 1
δt

1
2

∫
p′

∫
q′

δS

δΩi(p′)

(
δ2S

δΩi(p′)δΩj(q′)

)−1
δS

δΩj(q′)

+

[
D −

∑
Ωi

∫
p

Ω̂i(p)(dΩi + γΩi + p̂µ
∂

∂p̂µ
)

δ

δΩ̂i(p)

]
Ŝ (6.2)

の具体形を求めよう。

まず、１ループ補正部分、

1
δt

1
2

∫
p′
tr ln

(
δ2S

δΩiδΩj

)
(6.3)

を考えよう。

このとき２次元のようにそのまま計算すると（Appendix A）共変性が破れる。そのためKähler normal
coordinate(KNC) [18]を使ってラグランジアンを展開し、１ループ補正部分を計算しよう。これは一般
的な D次元で使える方法である。
まず、２次元の場合と同じく scalar場のみの理論を考えよう。
Appendix Cで導出した、Kähler normal coordinate(KNC)を使ってラグランジアンを展開すると、式

（C.10）から ξ ２次までで

L = gij̄ |ϕ∂µϕi∂µϕ∗j̄ + gij̄ |ϕ(Dµξ
i∂µϕ∗j̄ + ∂µϕiDµξ

∗j) + gij∗ |ϕDµξ
iDµξ

∗j

+Rij∗kl∗ |ϕ
(
ξkξ∗l∂µϕi∂µϕ∗j − 1

2
ξiξk∂µϕ

∗j∂µϕ∗l − 1
2
ξ∗jξ∗l∂µϕi∂µϕk

)
(6.4)

となる。

この展開式を使って Appendix Aと同様に、１ループ補正部分にあたる、∫
p′
tr ln

δ2S

δΩj(q′ = −p′)δΩi(q′) =
∫
p′
tr lnMij(−p′, p′) (6.5)

を計算する。complex scalar場のフーリエ変換は、

ϕ(x) ≡
∫
p

ϕ(p)e−ipx (6.6)

ϕ∗(x) ≡
∫
p

ϕ∗(p)e−ipx (6.7)

で定義する。

36



ここで、

M(q′, p′) =

(
Mkl̄ Mk̄l̄

Mkl Mk̄l

)
(6.8)

と置く。具体的にこの行列成分をオペレーターで書くと、

Mkl̄ = p̂µg̃kl̄p̂
µ + g̃ij̄,kl̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ (6.9)

= ＜l̄|M̂1|k＞ (6.10)

Mk̄l̄ = −1
2
g̃ik̄,jl̄(∂µϕ)i(∂µϕ)j (6.11)

= ＜l̄|M̂2|k̄＞ (6.12)

Mkl = −1
2
g̃kī,lj̄(∂µϕ

∗)ī(∂µϕ∗)j̄ (6.13)

= ＜ l|M̂3|k＞ (6.14)

Mk̄l = p̂µg̃lk̄p̂
µ + g̃ij̄,lk̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ (6.15)

= ＜ l|M̂4|k̄＞ (6.16)

ここでもM2,M3は既に外線微分の次数がそれぞれ２次であり、M̂2をいれると必ず M̂3が入ってくる

ので今の近似では、これらは考えなくてよい。

すると、
∫
p′ tr lnMij(−p′, p′)は、対角成分のみを考えればよく、∫

p′
tr lnMij =

∫
p′
tr lnM1ij̄ +

∫
p′
tr lnM4̄ij (6.17)

と分解できる。

ここでも、M̂1, M̂4の第一項を、

p̂µg̃kl̄p̂
µ = p̂µδkl̄p̂

µ + p̂µG̃kl̄p̂
µ (6.18)

と運動項と相互作用項にわけ、∫
p′
tr lnM =

∫
p′
tr lnM0 +

∫
p′
tr ln(1 +M−1

0 V ) (6.19)

として、
∫
p′ tr ln(1 +M−1

0 V )を計算する。
まず、M̂1を考える。相互作用項は２つで、

V1 = p̂µG̃kl̄p̂
µ (6.20)

V2 = g̃ij̄,kl̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ (6.21)

外線微分２次の項をだすのは
∫
p′ tr ln(1 +M−1

0 V )の lnを展開したとき、V が V1 のみの場合と V2 が１

回と残りが V1 の場合。

• V1 のみの場合

AppendixAの場合わけ (a)と同様にして、

1
4

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
dDx(∂µ∂µG̃kl̄)g̃

kl̄ (6.22)

=
1
4

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
dDx

[
∂µϕ

i∂µϕj g̃kl̄,ig̃
km̄g̃ ¯mn,j g̃

nl̄

+∂µϕ∗ī∂µϕ∗j̄ g̃kl̄,̄ig̃
km̄g̃m̄n,j̄ g̃

nl̄ + 2∂µϕi∂µϕ∗j̄ g̃kl̄,ig̃
km̄g̃m̄n,j̄ g̃

nl̄
]

(6.23)
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今、g̃kl̄,i, g̃kl̄,̄iは KNCの性質からゼロ。よって、この寄与はない。

• V2 が１回と残りが V1 の場合

AppendixAの場合わけ (g)と同様にして∫
p′1

1
p

′2
1

∫
dDxg̃ij̄,kl̄g̃

kl̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ (6.24)

と計算できる。これは、一般的な座標系にもどすと、

−
∫
p′1

1
p

′2
1

∫
dDxRij̄∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (6.25)

となる。

次に M̂4 についてだが、これも M̂1 の場合と同様に計算でき、結果も同じ。よって、微分の次数２次を

だす１ループ補正項は、 ∫
p′
tr lnM ∼ −2

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
dDxRij̄∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (6.26)

次に、ダンベル型ダイアグラムによる寄与は２次元の場合とラグランジアンの形は同じなので derivative
expansionの微分の次数２次までの近似では現れない。また、fermion場を入れても scalar場に対する新
しい寄与が現れないということも、２次元の場合と同じ議論からわかる。

以上より、SNLσMの bosonic partに対する１ループ補正とダンベル型ダイアグラムによる補正は、
derivative expansionで微分の次数が２次までの近似をとる限り任意の D次元で、∫

p′
tr lnM ∼ −2

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
dDxRij̄∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (6.27)

= ΩD(−2δt)
∫
dDxRij̄∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (6.28)

ここで、ΩD は (D − 1)次元の立体角を (2π)D で割った、

ΩD =
2

Γ(D/2)(4π)D/2
(6.29)

である。

これを使って３次元の場合のループ補正部分は、

1
δt

1
2

∫
p′
tr ln(

δ2S

δΩiδΩj
) ∼ − 1

2π2

∫
d3xRij̄(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ (6.30)

とできる。

また、rescaling partは D=3と、scalar場の次元 dϕ = 1
2 を使って、⎡

⎣3 −
∑
ϕi

∫
p

ϕ̂i(p)
(

1
2

+ γϕi + p̂µ
∂

∂p̂µ

)
δ

δϕ̂i(p)
−
∑
ϕ∗ī

∫
p

ϕ̂∗ī(p)
(

1
2

+ γϕ∗ī + p̂µ
∂

∂p̂µ

)
δ

δϕ̂∗ī(p)

⎤
⎦ Ŝ

=
∫
d3x

[
−γ[ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄](∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ − 1

2
[ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄](∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄

]
(6.31)
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となる。以上をまとめて３次元 NLσMの繰りこみ群方程式は、

d

dt
S =

∫
d3x

[
− 1

2π2
Rij̄ − γ[ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄] −

1
2
[ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄]

]
(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ (6.32)

となり、(∂µϕ)i(∂µϕ∗)j̄ の係数を比較することで、時空が３次元の時の target spaceのメトリックに対
して

d

dt
gij̄ = − 1

2π2
Rij̄ − γ[ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄] −

1
2
[ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄] (6.33)

= −β(gij̄) (6.34)

と β 関数を得る。

これを §4.5で考えた一般的な Einstein Kähler 多様体について考えよう。このとき、式（4.137）から、

R̃ij̄ = hλ2g̃ij̄ (6.35)

なので、式（4.143）までの議論と同様にして、

λ̇

λ
ϕ̃kg̃ij̄,k +

λ̇

λ
ϕ̃∗k̄g̃ij̄,k̄ = −(

hλ2

2π
+ 2γ)g̃ij̄ − (γ +

1
2
)[ϕ̃k g̃ij̄,k + ϕ̃∗k̄g̃ij̄,k̄] (6.36)

を得る。この式の両辺 ϕ̃kg̃ij̄,k、ϕ̃∗k̄g̃ij̄,k̄、g̃ij̄ の係数をそれぞれ比べると、

γ = −hλ
2

4π
(6.37)

λ̇ = −λ(γ +
1
2
) (6.38)

=
h

4π
λ3 − 1

2
λ (6.39)

β(λ) = − h

4π
λ3 +

1
2
λ (6.40)

となり、これを図にすると、図８のようになる。このことから、３次元の場合２次元にはみられなかっ

1 2 3 4 5 6 7

-1

-0.5

0.5

β(λ)

λ

図 8: h=1のときの β 関数

た、non-trivialな相転移点が存在する。今まで知られている結果から、λの大きい方では２次元と同じ、
global対称性の破れによる NG bosonが massを獲得するような相で、λが小さい方では NG bosonが
masslessのまま存在するような相になっていると考えられるが、これを示すのはこれからの研究課題で
ある。
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6.2 ４つの相をもつ例

ここでは、５章で考えたケーラーポテンシャル

K(Φ,Φ†) = c(t) ln(1 + Φ†Φ + g(t)Φ2Φ†2) (6.41)

を考えよう。ここで Φ,Φ† は N成分とする。このとき２次元ではパラメーター gの値によって２つの相

が存在していた。これを３次元時空の場合に行うと、前のセクションでみたようにパラメーター λにも

non-trivialな fixed pointがあるので、４つの相が存在することがわかる。
５章と同じく、このケーラーポテンシャルから得られる多様体のメトリックは、

gij̄ = c(t)
[

δij̄
1 + ϕ∗ϕ+ g(t)ϕ2ϕ∗2

+
4g(t)ϕiϕ∗j̄(1 + ϕ∗ϕ) − (ϕ∗

iϕj̄ + 2gϕ2ϕ∗
iϕ

∗j̄ + 2gϕ∗2ϕiϕj̄)
(1 + ϕ∗ϕ+ gϕ2ϕ∗2)

]

(6.42)

Ricci tensorは、

Rij̄ = (N + 1)
1
c(t)

gij̄

−
[

4gδij̄
1 + 4gϕϕ∗ + gϕ2ϕ∗2 +

16g2ϕiϕ∗j̄ϕϕ∗ − 16g2ϕ∗
iϕj̄ − 8g2(ϕ2ϕ∗

iϕ
∗j̄ + ϕ∗2ϕiϕj̄)

(1 + 4gϕϕ∗ + gϕ2ϕ∗2)2

]

(6.43)

である。

これを、

1
c(t)

= λ2 (6.44)

λϕ → ϕ̃ (6.45)

と rescaleして（ここから ϕ̃を ϕと書く）前のセクションで得た、時空が３次元の時の、target spaceの
メトリックに対する β 関数、

d

dt
gij̄ = − 1

2π2
Rij̄ − γ[ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄ + 2gij̄] −

1
2
[ϕkgij̄,k + ϕ∗k̄gij̄,k̄] (6.46)

= −β(gij̄) (6.47)

に代入することで、δij̄ の項の係数比較から、

−2λλ̇ϕ∗ϕ− (ġλ4 + 4gλ3λ̇)ϕ2ϕ∗2

(1 + λ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2)2

= − 1
2π

[
(N + 1)λ2 1

1 + λ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2 − 4gλ2

1 + 4gλ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2

]

−2γ
1 − gλ4ϕ2ϕ∗2

(1 + λ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2)2
+

λ2ϕ∗ϕ+ 2gλ4ϕ2ϕ∗2

(1 + λ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2)2
(6.48)

を得る。この両辺に (1 + λ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2)2(1 + 4gλ2ϕ∗ϕ+ gλ4ϕ2ϕ∗2)をかけて、それぞれの相互作
用項の係数を比較をする。
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すると、定数項から、

0 = − 1
2π

[(N + 1)λ2 − 4gλ2] − 2γ (6.49)

γ =
−λ2

4π
[(N + 1) − 4g]. (6.50)

ϕ∗ϕの係数比較から、

−2λλ̇ = − 1
2π

[(N + 1)λ2(λ2 + 4gλ2) − 8gλ4] − 2γ · 4gλ2 + λ2 (6.51)

= −λ4

2π
[(N + 1) − 8g(1 − 2g)] + λ2 (6.52)

λ̇ =
λ3

4π
[(N + 1) + 8g(2g − 1)] − λ

2
(6.53)

≡ −β(λ)　 (6.54)

より、

β(λ) = −λ3

4π
[(N + 1) + 8g(2g − 1)] +

λ

2
. (6.55)

ϕ2ϕ∗2 の係数比較から

−(ġλ4 + 4gλ3λ̇) = − 1
2π

[(N + 1)λ2(2gλ4) − 4gλ2 · 2gλ4] + 2gλ4 (6.56)

= −λ6

2π
[2g(N + 1) − 8g2] + 2gλ4 (6.57)

λ̇に式（6.54）を代入してまとめると、

−ġλ4 = −λ6

2π
[8(−4g3 + g2)] (6.58)

ġ =
4λ2

π
g2(1 − 4g) (6.59)

≡ −β(g) (6.60)

より、

β(g) = −4λ2

π
g2(1 − 4g) (6.61)

が求まる。

この式（6.55）、（6.61）の β 関数がゼロとなる点をつなぐと＜図９＞のようになる。この図は、λ,gの
値によって、理論が４つの相をもつことを示す。それぞれの相がどのような状態であるかは、これからの

研究課題である。
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図 9: N=1の場合（相図）

7 まとめ

この論文は、主に２次元N=2のNLσMを使い、Wilson的繰りこみ群によってその effective theoryの
target spaceがどのように変化していくのかを調べた。それによる主な成果は次の通りである。

• §4.5

一般的な Einstein Kähler 多様体について、その半径の逆数に対応する coupling constantの β 関

数を求め、理論の漸近的自由性を示した。

• ５章
途中、Einstein Kähler 多様体ではない多様体を経由して、CPNmodelと QNmodelをつなぐよう
な繰りこみ群の flowを得た。このとき fixed pointは紫外側と赤外側と２つの点があり、どちらの
fixed pointも多様体が対称性の高い Einstein Kähler 多様体になっていることがわかった。また、
紫外側がより対称性の高い CPNmodelに、赤外側が CPN より対称性の低い QNmodelになって
いることも示すことができた。

• ６章
５章まで２次元でおこなっていたことを、摂動論では繰りこみ不可能な理論である３次元 NLσM
に拡張し、繰りこみ群方程式を得た。これを target spaceが一般的な Einstein Kähler多様体の場
合に使うことで、２次元の理論にはみられなかった non-trivialな相転移点があることがわかった。

これからの課題としては、

• ３章の real scalar場のみの理論で、微分を含まない相互作用項 V [ϕ]をいれた時どのような結果が
得られるか、ということを調べる。

• ５章で示した Einstein Kähler 多様体ではない多様体が Einstein Kähler 多様体に flowするという
結果から、このことがmodelによらず一般的に示せるのではないか、という仮定を示す。
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• ６章での得られた相転移点で実際理論にどのような変化が見られるのか調べる。

• ３次元の場合の、２つ以上fixed pointのある場合それぞれのfixed pointで実現されている conformal
field theoryについて調べる。

などがあげられる。
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A 繰りこみ群方程式の詳しい計算

ここでは、４章の Kähler metric の繰りこみ群方程式導出の詳しい計算を書く。
Action;

S =
∫
d2xgij̄∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (A.1)

を使ってまず、１ループ補正部分にあたる、∫
p′
tr ln

δ2S

δΩj(q′ = −p′)δΩi(q′) =
∫
p′
tr lnMij(−p′, p′) (A.2)

を計算する。complex scalar場のフーリエ変換は、

ϕ(x) ≡
∫
p

ϕ(p)e−ipx (A.3)

ϕ∗(x) ≡
∫
p

ϕ∗(p)e−ipx (A.4)

で定義する。

ここで、

M(q′, p′) =

(
Mkl̄ Mk̄l̄

Mkl Mk̄l

)
(A.5)

と置く。具体的にこの行列成分を書くと、

Mkl̄ ≡ δ2S

δϕ∗l̄(q′)δϕk(p′)
(A.6)

=
∫

(−p′ · q′)gkl̄ − (p′ · q)gkj̄,l̄ϕ∗j̄(q) − (p · q′)gil̄,kϕi(p) − (p · q)gij̄,kl̄ϕi(p)ϕ∗j̄(q)

(A.7)

であり、これを

≡ < l̄,−q′|M̂1|k, p′ > (A.8)

とオペレーター M̂1の行列成分とみなす。同様に

Mk̄l̄ ≡ δ2S

δϕ∗l̄(q′)δϕ∗k̄(p′)
(A.9)

=
∫
gil̄,k̄j(−p · p′)ϕi(p) + gil̄,k̄(−p · q′)ϕi(p) + gij̄,k̄l̄(−p · q)ϕiϕ∗j̄ (A.10)

≡ < l̄,−q′|M̂2|k̄, p′ > (A.11)

Mkl ≡ δ2S

δϕl(q′)δϕk(p′)
(A.12)

≡ < l,−q′|M̂3|k, p′ > (A.13)

Mk̄l ≡ δ2S

δϕl(q′)δϕ∗k̄(p′)
(A.14)

≡ < l,−q′|M̂4|k̄, p′ > (A.15)
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と M̂2, M̂3, M̂4定義する。また、状態｜k, p1＞は、

内積 (A.16)

＜ k, p｜̄l, q＞ =＜l̄, p｜k, q＞ = δ̂(q − p)δkl̄ (A.17)

完全系 (A.18)∑
k,l̄

[｜k＞δl̄k＜l̄｜+｜̄l＞δl̄k＜ k｜] = 1 (A.19)

で定義する。

オペレーター M̂1 · · · M̂4の具体形は、

(M̂1)kl̄ = p̂µgkl̄p̂
µ + p̂µgil̄,k(i∂µϕ

i) − gkj̄,l̄(i∂µϕ
∗j̄)p̂µ + gij̄,kl̄∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (A.20)

(M̂2)k̄l̄ = −gil̄,k̄j∂µϕi∂µϕj − gil̄,k̄j̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ − gil̄,k̄(∂µ∂

µϕi) + gij̄,k̄l̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ (A.21)

(M̂3)kl = −gj̄l,ki∂µϕi∂µϕ∗j̄ − gj̄l,kī∂µϕ
∗ī∂µϕ∗j̄ − gj̄l,k(∂µ∂

µϕ∗j̄) + gij̄,kl∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ (A.22)

(M̂4)k̄l = p̂µgk̄lp̂
µ + p̂µglj̄,k(i∂µϕ

∗j̄) − gik̄,l(i∂µϕ
i)p̂µ + gij̄,k̄l∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (A.23)

ここで、M̂2, M̂3は外線の微分の次数がそれぞれ２次であることで注意する。

M̂1, M̂4の第一項を

p̂gkl̄p̂ = p̂µp̂
µ + p̂µGkl̄p̂

µ (A.24)

と、運動項と相互作用項にわけ、

M(q′, p′) =

(
p̂µp̂

µ 0
0 p̂µp̂

µ

)
+

(
Mkl̄ − p̂µp̂

µ Mk̄l̄

Mkl Mk̄l − p̂µp̂
µ

)
(A.25)

=
(
M0

)
+
(
V
)

(A.26)

と運動項と相互作用項にわけ、tr lnM = tr lnM0+tr ln(1+M−1
0 V )として計算する。ここで tr lnM0は

運動量積分すると積分する運動量空間の体積（定数）がでるだけなのでこれは無視して、tr ln(1+M−1
0 V )

の部分だけ考える。

今、M̂2、M̂3は外線微分の次数がそれぞれ２次であり、M̂2をいれると必ず M̂3が入ってくるので今の

近似では、これらは考えなくてよい。

すると、
∫
p′ tr lnMij(−p′, p′)は、対角成分のみを考えればよく、∫

p′
tr lnMij =

∫
p′
tr lnM1ij̄ +

∫
p′
tr lnM4̄ij (A.27)

と分解できる。
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1. M̂1を使った時

相互作用部分のオペレーターを

V1 = p̂µGkl̄p̂
µ (A.28)

V2 = p̂µgil̄,k(i∂µϕ
i) (A.29)

V3 = −gkj̄,l̄(i∂µϕ∗j̄)p̂µ (A.30)

V4 = gij̄,kl̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ (A.31)

と置く。

外線微分２次を持つループ補正をだすのは、tr ln(1 +M−1
0 V )で lnの展開 n次で、Vが次の７つの

場合である。

(a) Vが V1のみのとき

ln展開第 n次は、

(−1)n−1 1
n

∫
p′1···p′n

(p′1 · p′2) · · · (p′n · p′1)
p

′2
1 · · · p′2

n

G(k1) · · ·G(kn)

δ̂(k1 + p′2 − p′1)δ̂(k2 + p′3 − p′2) · · · δ̂(kn + p′1 − p′n) (A.32)

p′2から p′n 積分で δ関数を次々使うと

p′n = p′1 + kn ≡ p′1 − k̂n−1

p′n−1 = p′1 + kn−1 + kn ≡ p′1 − k̂n−2

...

p′2 = p′1 + k2 + · · · + kn ≡ p′1 − k̂1 (A.33)

ここで、

k̂1 = k1 (A.34)

k̂2 = k1 + k2 (A.35)
... (A.36)

k̂n−1 = k1 + · · · + kn−1 (A.37)

k̂n = k1 + · · · + kn = 0(∵最後に残る運動量保存則から)　 (A.38)

とおいた。すると、式（A.33）は

(−1)n−1 1
n

∫
p′1

∏n
i (p

′
1 − k̂i)(p′1 − k̂i+1)∏
i(p1 − k̂i)2

G(k1) · · ·G(kn)δ̂(k1 + · · · + kn)

(A.39)

外線運動量（k1, · · · , kn）が２次までになるように分子分母を展開して

=
∫
p′

⎡
⎣1 +

∑
i k̂i(k̂i+1 − k̂i)

p
′2
1

+
1
p′1

1
2

∑
i<j

[(k̂i + k̂i+1)(k̂j + k̂j+1) − 4k̂ik̂j ]

⎤
⎦G(k1) · · ·G(kn)

δ̂(k1 + · · · + kn)

46



第一項は微分相互作用ではないので今は必要ない。

=
∫
p′

1
p2
1

⎡
⎣∑

i

k̂iki+1 +
1
2
[
∑
i<j

ki+1k̂j +
∑
j<i

k̂jki+1]

⎤
⎦G(k1) · · ·G(kn)δ̂(k1 + · · · + kn)

=
∫ ′

p

1
p′2

⎡
⎣∑

i

k̂iki+1 +
1
2
[
∑
i

ki+1

∑
j

k̂j −
∑
i

k̂iki+1]

⎤
⎦G(k1) · · ·G(kn)δ̂(k1 + · · · + kn)

=
∫
p′1

(
1
2
)
∑
i

k̂iki+1G(k1) · · ·G(kn)δ̂(k1 + · · · + kn)

= (−1)n−1 1
n

∫
p′1

1
p

′2
1

(−1
4
)
∑
i

(ki)2G(k1) · · ·G(kn)δ̂(k1 + · · · + kn)

= (−1)n−1

∫
p′1

1
p

′2
1

1
4

∫
dDx(∂µ∂µG)Gn−1 (A.40)

となるので、ｎについて無限級数和をとると、

1
4

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2x(∂µ∂µGkl̄)g

kl̄ (A.41)

=
1
4

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2x

[
∂µϕ

i∂µϕjgkl̄,ig
km̄g ¯mn,jg

nl̄

+∂µϕ∗ī∂µϕ∗j̄gkl̄,̄ig
km̄gm̄n,j̄g

nl̄ + 2∂µϕi∂µϕ∗j̄gkl̄,ig
km̄gm̄n,j̄g

nl̄
]

(A.42)

を得る。ここで、途中、p′積分は球対称な積分領域をもつので、対称性から p
′µp

′ν = 1
2g
µνp

′2 と

できることを使った。

(b) V2が２回と残りは V1 のとき

(V2 が３回以上入ると外線微分の次数が３次以上になるので２次まで考えればよい）V2 が２回入

るという条件のもとで、ln(1+M−1
0 V )を展開すると、

tr ln(1 +M−1
0 V )

= −1
2
tr
[
(M−1

0 V2)(1 − (M−1
0 V1) + (M−1

0 V1)2 − · · ·)(M−1
0 V2)(1 − (M−1

0 V1) + (M−1
0 V1)2 − · · ·)]

(A.43)

となり、(1 − (M−1
0 V1) + (M−1

0 V1)2 − · · ·)の部分は g−1 になることを使うと、V2 が２回入ると

き、ln(1+M−1
0 V )は、

1
2

∫
p′1

p
′µ
1 p

′µ
1

(p′2
1 )2

∫
d2xgil̄,kg

km̄gjm̄,ng
nl̄∂µϕ

i∂µϕj　 (A.44)

=
1
4

∫
p′1

1
(p′2

1 )

∫
d2xgil̄,kg

km̄gjm̄,ng
nl̄∂µϕ

i∂µϕj　 (A.45)

を得る。
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(c) V3が２回と残りは V1 のとき

(b)の場合と全く同じ議論から、すぐに

1
2

∫
p′1

p
′µ
1 p

′µ
1

(p′2
1 )2

∫
d2xgkj̄,l̄g

km̄gnī,m̄g
nl̄∂µϕ

∗ī∂µϕ∗j̄ (A.46)

=
1
4

∫
p′1

1
(p′2

1 )

∫
d2xgkj̄,l̄g

km̄gnī,m̄g
nl̄∂µϕ

∗ī∂µϕ∗j̄ (A.47)

を得る。

(d) V2, V3 が１回ずつ入り、残りは V1のとき

(b),(c)と比べて V2 ↔ V3 の自由度があるので、

−1
2

∫
p′1

1
(p′2

1 )

∫
d2xgik̄,lg

lm̄gnj̄m̄g
nk̄∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (A.48)

となる。

(e) V2が１回と残りは V1 のとき

tr ln(1+M−1
0 V )の展開第ｎ次は、

(−1)n−1 1
n
n

∫
p′1···p′n

(p′1 · q)(p′2 · p′3) · · · (p′n · p′1)
p

′2
1 · · · p′2

n

gil̄,k(k) ·G(k1) · · ·G(kn−1)ϕi(q)

δ̂(p′2 − p′1 + q + k)δ̂(p′3 − p′2 + k1) · · · δ̂(p′1 − p′n + kn−1) (A.49)

p′2から p′n 積分で δ関数を次々使うと

p′n = p′1 + kn−1

p′n−1 = p′1 + kn−2 + kn−1

...

p′2 = p′1 + k1 + · · · + kn−1 (A.50)

となるので、これを代入し、分子分母を外線運動量２次まで展開すると

= (−1)n−1

∫
p′1

(
p′1 · q
p

′2
1

− (p′1 · q)[p′1(k1 + · · · + kn−1)]
p

′4
1

)
gil̄,k(k) ·G(k1) · · ·G(kn−1)ϕi(q)

δ̂(q + k + k1 + · · · + kn−1) (A.51)

第１項は p’に関して奇関数なので運動量積分で消えるから、残るのは

= (−1)n−1 1
2

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2xgil̄,k∂µϕ

i∂µ(Gn−1) (A.52)

となるので、nについて無限級数和をとって、

1
2

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2xgil̄,k(∂µg

kl̄)(∂µϕi) (A.53)

= −1
2

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2x

[
∂µϕ

i∂µϕjgil̄,kg
km̄gm̄n,jg

nl̄ + ∂µϕ
i∂µϕ∗j̄gil̄,kg

km̄gm̄n,j̄g
nl̄
]
(A.54)
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を得る。

(f) V3が１回と残りは V1 のとき

方針としては (e)と同じように行う。

(−1)n−1 1
n
n(−1)

∫
p′1···p′n

(p′2 · q)(p′2 · p′3) · · · (p′n · p′1)
p

′2
1 · · · p′2

n

gkj̄,l̄(k) ·G(k1) · · ·G(kn−1)ϕ∗j̄(q)

δ̂(p′2 − p′1 + q + k)δ̂(p′3 − p′2 + k1) · · · δ̂(p′1 − p′n + kn−1) (A.55)

= (−1)n−1(−1)
∫
p′1

(
p′1 · q
p

′2
1

− (p′1 · q)[p′1(k1 + · · · + kn−1)]
p

′4
1

+
q(k1 + · · · + kn−1)

p
′2
1

)

gkj̄,l̄(k) ·G(k1) · · ·G(kn−1)ϕ∗j̄(q)δ̂(q + k + k1 + · · · + kn−1) (A.56)

第１項は p’に関して奇関数なので運動量積分で消えるから、残るのは

= (−1)n−1 1
2

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2xgkj̄,l̄∂µϕ

∗j̄∂µ(Gn−1) (A.57)

となるので、nについて無限級数和をとって、

1
2

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2xgkj̄,l̄(∂µg

kl̄)(∂µϕ∗j̄) (A.58)

= −1
2

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2x

[
∂µϕ

∗ī∂µϕ∗j̄gkī,l̄g
km̄gm̄n,j̄g

nl̄ + ∂µϕ
i∂µϕ∗j̄gkj̄,l̄g

km̄gm̄n,ig
nl̄
]
(A.59)

を得る。

(g) V4が１回と残りは V1 のとき

tr ln(1+M−1
0 V )の展開第ｎ次は、

(−1)n−1 1
n
n

∫
p′1

1
p

′2
1

gij̄,kl̄(k) ·G(k1) · · ·G(kn−1)(−p · q)ϕi(p)ϕ∗j̄(q)

となるので、ｎについて無限級数和をとって、∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2xgij̄,kl̄g

kl̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ (A.60)

を得る。

以上をまとめて、M̂1からでる外線微分２次の寄与は、∫
p′
tr lnM1ij̄ =

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2x

[
∂µϕ

i∂µϕ∗j̄(gij̄,kl̄g
kl̄ − gkl̄,ig

km̄gnm̄,j̄g
nl̄)
]

(A.61)

= − 1
2π

(δt)
∫
d2x∂µϕ

i∂µϕ∗j̄Rij̄ (A.62)

となる。ここで、もとのラグランジアンになかった微分２次の項、

(∂µϕ)2, (∂µϕ∗)2
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のような項は計算途中では現れたが最終的にはキャンセルした。

2. M̂4を使った時

M̂1のときと同じく、相互作用部分のオペレーターを

V1 = p̂Gk̄lp̂ (A.63)

V2 = p̂glj̄,k(i∂µϕ
∗j̄) (A.64)

V3 = −gik̄,l(i∂µϕi)p̂µ (A.65)

V4 = gij̄,k̄l∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ (A.66)

と置く。

外線微分２次をだす場合わけも計算方法も M̂1のときと同じ。

結果を書くと

(a) Vが V1のみのとき

1
4

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2x(∂µ∂µGlk̄)g

lk̄ (A.67)

=
1
4

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2x

[
∂µϕ

i∂µϕjglk̄,ig
lm̄g ¯mn,jg

nk̄

+∂µϕ∗ī∂µϕ∗j̄glk̄,̄ig
lm̄gm̄n,j̄g

nk̄ + 2∂µϕi∂µϕ∗j̄glk̄,ig
lm̄gm̄n,j̄g

nk̄
]

(A.68)

(b) V2が２回と残りは V1 のとき

1
4

∫
p′1

1
(p′2

1 )

∫
d2xglj̄,k̄g

lm̄gnī,m̄g
nk̄∂µϕ

∗ī∂µϕ∗j̄ (A.69)

(c) V3が２回と残りは V1 のとき

1
4

∫
p′1

1
(p′2

1 )

∫
d2xgik̄,lg

lm̄gjm̄,ng
nk̄∂µϕ

i∂µϕj (A.70)

(d) V2, V3 が１回ずつ入り、残りは V1のとき

−1
2

∫
p′1

1
(p′2

1 )

∫
d2xgik̄,lg

lm̄gnj̄m̄g
nk̄∂µϕ

i∂µϕ∗j̄ (A.71)

(e) V2が１回と残りは V1 のとき
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−1
2

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2x

[
∂µϕ

∗ī∂µϕ∗j̄gk̄l,̄ig
lm̄gm̄n,j̄g

nk̄ + ∂µϕ
i∂µϕ∗j̄gik̄,lg

lm̄gm̄n,j̄g
nk̄
]

(A.72)

(f) V3が１回と残りは V1 のとき

1
2

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2x

[
∂µϕ

i∂µϕjgik̄,lg
lm̄gm̄n,jg

nk̄ + ∂µϕ
i∂µϕ∗j̄gik̄,lg

lm̄gm̄n,j̄g
nk̄
]

(A.73)

(g) V4が１回と残りは V1 のとき

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2xgij̄,lk̄g

lk̄∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ (A.74)

以上をまとめて、M̂4からでる外線微分２次の寄与は、M̂1と同じ∫
p′
tr lnM4ij̄ =

∫
p′1

1
p

′2
1

∫
d2x∂µϕ

i∂µϕ∗j̄
[
gij̄,kl̄g

kl̄ − gkl̄,ig
km̄gnm̄,j̄g

nl̄
]

(A.75)

= − 1
2π

(δt)
∫
d2x∂µϕ

i∂µϕ∗j̄Rij̄ (A.76)

となる。

1,2,の結果から、

∫
p′
tr lnMij =

∫
p′
tr lnM1ij̄ +

∫
p′
tr lnM4̄ij (A.77)

= − 1
π

(δt)
∫
d2x∂µϕ

i∂µϕ∗j̄Rij̄ (A.78)

となる。
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B CPN−1, QN−2model のmetric & Ricci tensor の導出（詳しい
計算)

ここでは、４章で使った CPN−1modelとQN−2modelのメトリック＆リッチテンソルの導出を詳しく
書く。

1. CPN−1model
ケーラーポテンシャル、

K(Φ,Φ†) = c(t) ln(1 + ΦΦ†) (B.1)

からはじめる。すると、メトリックは定義からただちに

gij̄ ≡ K,ij̄ (B.2)

= c(t)
[

δij̄
1 + ϕ∗ϕ

− ϕ∗
iϕj̄

(1 + ϕ∗ϕ)2

]
(B.3)

と得られる。ここで

K,i≡ δK

δϕi
(B.4)

とする。

　次にリッチテンソルを求める。ケーラー多様体の場合、リッチテンソルは、次の式で与えること

ができる。[12]

Rij̄ = −∂j̄∂i(ln det gkl̄) (B.5)

すると、今の場合、

ln det gkl̄ = tr ln gkl̄ (B.6)

= tr

[
− ln(1 + ϕ∗ϕ) + ln(δkl̄ −

ϕ∗
kϕl

1 + ϕ∗ϕ
)
]

(B.7)

=
[
−(N − 1) ln(1 + ϕ∗ϕ) + ln(1 − ϕ∗ϕ

1 + ϕ∗ϕ
)
]

(B.8)

= −N ln(1 + ϕ∗ϕ) (B.9)

=
−N
c(t)

K (B.10)

となるので、

Rij̄ = −∂j̄∂i(ln det gkl̄) (B.11)

=
N

c(t)
gij̄ (B.12)

を得る。

　このメトリックとリッチテンソルに ∂µϕ
i∂µϕ∗j̄ をつけることで、もともとのラグランジアンと、

１ループ補正部分のラグランジアンを得ることができる。しかし、繰りこみ群方程式（2.25）に代入
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するときは運動項の係数を１にしておかないと正しい anomalous dimensionを出すことができない
ので、場 ϕ,ϕ∗ を

√
cϕ → ϕ̃ (B.13)

√
cϕ∗ → ϕ̃∗ (B.14)

(B.15)

と rescaleする。（ここからは ϕ̃を ϕと書く。）さらに、摂動論との対応を見やすくするため、パラ

メーター c(t)を coupling constantλを使って

c(t) =
1
λ2

(B.16)

とおきなおす。

すると、メトリックとリッチテンソルは、

gij̄ =
δij̄

1 + λ2ϕ∗ϕ
− λ2ϕ∗

iϕj̄
(1 + λ2ϕ∗ϕ)2

(B.17)

Rij̄ = Nλ2gij̄ (B.18)

となり、これを本文では式（4.96）として与えた。
　最後にコメントとして、始めに導入していたパラメーター c(t)は、半径の２乗になっていること
をみる。まず、上の式から分かるように、scalar curvatureを計算すると、

R ≡ Rij̄g
ij̄ (B.19)

=
N

c(t)
(B.20)

となる。さらに、CPN はN=１のとき S2であり、CPN はその拡張と思えば、半径 aの SN の scalar
curvatureが

R　 ∼ 1
a2

(B.21)

と書けるので、[16]
c ∼ a2 (B.22)

になっていることがわかる。

2. QN−2model

ケーラーポテンシャル

K(Φ,Φ†) = c(t) ln(1 + ΦΦ† +
1
4
Φ2Φ†2) (B.23)

からはじめる。

メトリックは定義から

gij̄ ≡ K,ij̄ (B.24)

= c(t)
[

δij̄

1 + ϕ∗ϕ+ 1
4ϕ

2ϕ∗2

+
ϕiϕ∗j̄(1 + ϕ∗ϕ) − (ϕ∗

iϕj̄ + 1
2ϕ

2ϕ∗
iϕ

∗j̄ + 1
2ϕ

∗2ϕiϕj̄)
(1 + ϕ∗ϕ+ 1

4ϕ
2ϕ∗2)2

]
(B.25)
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とだせる。

次にリッチテンソルをだす。そのためには、ln det gij̄ をだす必要がある。そのためのトリックとし
て、ϕiϕ∗ī の座標を SO(N − 2)C 群で回転させ、適当な座標変換をする。

�Φi =

⎛
⎜⎜⎝

Φ1

...
ΦN−2

⎞
⎟⎟⎠ (B.26)

hi
j−→

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Φ
′1

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (B.27)

�Φ∗ī (hi
j)

∗
−→

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Φ
′∗1

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (B.28)

この座標系では１成分しかないのでメトリックの行列式はすぐ計算でき、

det gk′ l̄′ = (
1

1 + ϕ∗ϕ+ 1
4ϕ

2ϕ∗2 )N−2 (B.29)

となる。

すると、もとの一般的な座標系での行列式は SO(N − 2)C 群の generatorである hkk′ の detは１であ
ることを使って、

det gk′ l̄′ ≡ det
δ2K

δϕ′kδϕ′∗l̄ (B.30)

= det[hkk′(h
l̄
l̄′ )gkl̄] (B.31)

= det gkl̄ (B.32)

より、式（B.29）と同じであることから、最終的にリッチテンソル

Rij̄ = −∂j̄∂i ln det gkl̄ (B.33)

= (N − 2)∂j̄∂i ln(1 + ϕ∗ϕ+
1
4
ϕ2ϕ∗2) (B.34)

=
(N − 2)
c(t)

∂j̄∂iK (B.35)

=
(N − 2)
c(t)

gij̄ (B.36)

を得る。

最後に CPN−1modelのときと同じく運動項の係数を１にするため、場を rescaleし、パラメーター
c(t)を coupling constantλを使って

c(t) =
1
λ2

(B.37)
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とおきなおすと、

gij̄ =
δij̄

1 + λ2ϕ∗ϕ+ λ4

4 ϕ
2ϕ∗2 +

λ2ϕiϕ∗j̄(1 + λ2ϕ∗ϕ) − (λ2ϕ∗
iϕj̄ + λ4

2 ϕ
2ϕ∗

iϕ
∗j̄ + λ4

2 ϕ
∗2ϕiϕj̄)

(1 + λ2ϕ∗ϕ+ λ4

4 ϕ
2ϕ∗2)2

(B.38)

Rij̄ = (N − 2)λ2gij̄ (B.39)

となり、これを本文の式（4.120）として与えた。
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C Kähler normal coordinate(KNC)

ここでは、Kähler normal coordinateの主な性質についてまとめる。Kähler多様体では、§3.1のRiemann
多様体で行ったような多様体上の測地線方程式を展開することで得られる座標変換の式は holomorphic
な座標変換を与えないので、その座標変換で移った座標系（Kähler多様体でのRNC）はラグランジアン
の展開をするのに便利な座標系といえない (詳しくは文献 [17][18])。しかし、下の式（C.5）のような変
換をすることで、

K,j̄i1···iN (ω, ω∗) = 0 (C.1)

つまり、

∂i3···iN Γj i1i2(ω, ω
∗)|0 = 0 (C.2)

という性質をもつ座標系をとることができる。ここで添え字‘ ０ ’は KNCの原点 ωi = 0を示す。この
ような性質を持つ座標系を Kähler normal coordinate(KNC)という。
すると、この KNCでは、

K(ω, ω∗)=K|0 + F (ω) + F ∗(ω∗) + gij̄ |0ωiω∗j̄ +
∑
M,N

1
M !N !

K,i1···iM j̄1···j̄N |0ωi1 · · ·ωiMω∗j̄1 · · ·ω∗j̄N

=K|0 + F (ω) + F ∗(ω∗) + gij̄ |0ωiω∗j̄ +
1
4
Rij̄kl̄|ωiωkω∗j̄ω∗l̄ +O(ω3) (C.3)

とケーラーポテンシャルを展開できるので、この式からケーラーメトリックを KNCで展開、

gij̄(ω, ω
∗) = gij̄ | +Rij̄kl̄|ωkω∗l̄ +O(ω3) (C.4)

を得る。

一方で一般的な座標系 ziは次のような holomorphicな座標変換で KNCへ移ることができる。

ωi = zi +
∞∑
n=2

1
n!

[gij̄K,j̄i1···in(z, z∗)]|0zi1 · · · zin　 (C.5)

ただしここでの添え字‘ ０ ’は一般的な座標系の原点 zi = 0を示す。
ここまでのことを、NLσM のラグランジアンの場を background field(ϕ) とそのゆらぎ (π) にわけ、

background fieldのまわりでの展開を行うため、

z → π (C.6)

ω → ξ (C.7)

とする。ここで、それぞれの座標系での原点を ϕととり、ξ は多様体の点 ϕでの接ベクトルある。する

と、Riemann多様体の場合と同じく、ラグランジアンの運動項に現れる、時空の微分を求めると

∂µ(ϕi + πi) NC−→ ∂µ(ϕi + π̄i) (C.8)

= ∂µ(ϕi + ξi − 1
2
Γ̄ik1k2ξ

k1ξk2)

= ∂µϕ
i + ∂µξ

i − 1
2
∂µϕ

∗l̄∂l̄Γ̄
i
k1k2 [ϕ]ξk1k2 − 1

2
Γ̄ik1k2 [ϕ]∂µ(ξk1ξk2)

= ∂µϕ
i +Dµξ

i − 1
2
∂µϕ

∗l̄R̄ik1 l̄k2 [ϕ]ξk1ξk2 (C.9)
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となる。ここで、１行目は、ゆらぎ部分の一般座標系での座標 πiを normal coordinateでの座標 π̄iへ座

標変換し、次の行で normal coordinateでの座標 π̄i をその接ベクトルで展開している。

以上、式（C.4）と式（C.9）まとめて、NLσMのラグランジアンの場を background(ϕ)とそのゆらぎ
(π)にわけ、繰りこみ群方程式の１ループ補正部分に必要な、ゆらぎ部分の２次までの展開では、

L = gij̄ |ϕ∂µϕi∂µϕ∗j̄ + gij̄ |ϕ(Dµξ
i∂µϕ∗j̄ + ∂µϕiDµξ

∗j) + gij∗ |ϕDµξ
iDµξ

∗j

+Rij∗kl∗ |ϕ
(
ξkξ∗l∂µϕi∂µϕ∗j − 1

2
ξiξk∂µϕ

∗j∂µϕ∗l − 1
2
ξ∗jξ∗l∂µϕi∂µϕk

)
　 (C.10)

となる。
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