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概 要

7-brane background での Ｍ理論による BPS (p, q)-string の記述の仕方を考える. 1

7-brane, (p, q)-string はもともと type IIB 理論で生じるものである. type IIB 理論を Ｍ理

論と関係付けるためには Ｍ理論の 11次元時空を 少なくとも局所的に 9次元時空×T 2 に

しなければならない. type IIB 理論の SUSY を半分たもつ 7-brane 解は Ｍ理論 の立場か

らみると 11次元時空のうち torus T 2 を含む空間 4次元分の metric が hyperkähler metric

になっているものである. 一方, type IIB 理論の (p, q)-string は Ｍ理論 の立場からみると

M2-braneが torus T 2 の (p, q)-cycleに巻き付いたものである. さらに SUSYをたもつ BPS

state であるためには M2-brane は 11次元時空に holomorphic に埋め込まれていなければ

ならない. この論文では hyperkähler metric の complex structure をうまく選ぶことによっ

て, 7-brane background で BPS (p, q)-string を表す M2-brane を記述できることを示した.

また, これに関連した 7-brane, (p, q)-string についての最近の話題もいくつか紹介する.

1 これは笹倉氏との共同研究 [1]に基づいています.
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第1章 はじめに

近年の ‘ストリング理論’において brane（膜） の理論は いろいろな方面から注目され

てきている. ‘ストリング理論’ の間の duality を 調べる上で brane は重要な役割を果た

してきた. brane の理論は, Ｍ理論により超弦理論を統一的に扱えるという考え方の証拠

の 1つにもなっている. さらにD0-brane や D(−1)-brane を基本的なものとして Ｍ理論や

超弦理論の非摂動的定義を与えようとする試み (Matrix theory [2], IKKT model [3] 等)が

1996年の終りごろからなされてきている. また, 1997年は 4次元の 超対称Yang-Mills理

論 (SYM), 超対称QCD(SQCD) をＭ理論の M5-brane 上の場の理論としてとらえ, SYM,

SQCD の Seiberg-Witten 理論で知られている curve を M5-brane の configuration とみな

し, SQCD の duality を より幾何学的に解釈しようという試み (‘MQCD’) が いろいろなさ

れた ([4],[5]等). また, 4次元だけでなく 3次元, 5次元, 6 次元の gauge理論を brane 上の

場の理論として理解しようということもいろいろなされてきた ([6],[7],[8]等). さらに, bulk

と decouple した brane 上の ‘ストリング理論’ (iia,iib,(e),(o),i,ha,hb,m,f -theory 等と呼ば

れる.) も考えられている ([9],[10],[11]等).

‘MQCD’ において, 適当な M5-brane の configuration でよく記述されている gauge群

は SU(N), SO(N), Sp(N) つまり古典群と（その直積）であり, 例外群 E6, E7, E8, G2, F4

を同様に M5-brane の configuration として考えるのは困難である. しかし, [33]は type

IIB理論 の 7-brane background で (p, q)-stringと ‘3-string junction’を考えることにより,

7-brane 上の 8次元の理論で E6, E7, E8 の gauge symmetry が enhance されることを直観

的に説明できる可能性を示唆した. そこでは 7-braneどうしが近づく極限で (p, q)-stringあ

るいは ‘3-string junction’ が massless になり, ‘gauge boson’ として振る舞うと考える. す

ると,これをＭ理論でみればM2-braneが ‘7-brane’の間をとんで, ‘7-brane’どうしが近づく

極限でE6, E7, E8 の gauge symmetryが enhance されると思われる. この gauge symmetry

は M5-brane 上のものではないので ‘MQCD’とは違うが, このアプローチが正しいとすれ

ば ‘MQCD’で例外群を実現するための手掛りになるかもしれない. この論文ではその準備

という意味もあって 7-brane background での BPS (p, q)-string の記述の仕方を議論する

(第 3章),[1]. 実際, うまく complex structure を選ぶことによって 7-brane background で

の BPS (p, q)-string を表す M2-brane を記述できることを示した. しかし [33]が type IIB
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理論の描像で仮定していたことをＭ理論でみることによって ‘証明’ するには至らなかった

(第 5章).

この論文の構成を述べる. 第 2章では第 3章のための準備としてSUSYをたもつためには

M2-braneを holomorphicに埋めこまねばならないことを示す. 1 この結果は非常に有効で

ある. 一旦, 適当な complex structure を選んでしまえば後は SUSYをたもつ M2-brane を

表すのに適当な holomorphic な関係式を与えればよいことになるからである. 第 3章では,

7-brane background での BPS (p, q)-string を表す M2-brane を記述できる適当な complex

structure を選ぶ. そこでは 7-brane background を Ｍ理論でみると 4次元分の metric が

hyperkählerになっていることが効いてくる. hyperkähler だと complex structureを選ぶ自

由度があるからである. ところで type IIB 理論 の 7-brane は もともとＦ理論で議論され

たものだった. それを第 4章で紹介する. Ｆ理論の描像では 7-brane 上の gauge symmetry

が elliptic fibration の singular fiber の型として理解される. 2 しかしこれは直観的ではな

い. これを直観的に理解しようとしたのが [33] である. 第 5 章では [33]およびそれに関連

した ‘3-string junction’ を紹介し, それらの Ｍ理論 での描像を考える. ‘3-string junction’

はもともと [40] で考えられたもののようであるが最近それが (少なくとも漸近的に) BPS

state であることが示された [28],[29]. これは今後いろいろ応用されるかもしれない. 3 付

録ではこの論文で用いる convention, notation 等と第 3章で用いる SUGRA の間の関係を

述べた. 特に断わらない限りこの論文では一貫して 付録 の convention, notation に従って

いる.

1 ‘MQCD’の場合は SUSYをたもつために M5-brane の 2次元分を holomorphicに埋めこまねばならな
い.

2 第 4章で紹介したのはＦ理論を用いたアプローチのごく 1部にすぎない. gauge symmetry と elliptic
fibration の singular fiber の型の関係は代数幾何を用いて徹底的に調べられているようである ([12]等).

3 ‘3-string junction’は 5次元のゲージ理論を論じている [7]でも出てくる. そこでは ‘3-string junction’は
(p, q) 5-brane からなる web にくっつくものである. また ‘3-string junction’ が 3つの D3-brane にくっつ
く状況を考えて, 4次元 N=4 SU(3) SYM に応用するということも考えられている [13].
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第2章 M2-braneのsupersymmetric

な configuration

ここでは, Ｍ理論 (11D SUGRA) のある supersymmetric な background でM2-brane

(supermembrane) が supersymmetry を残すように埋め込む条件について考える [16],[30].

2.1 M2-brane (supermembrane)

supermembrane action を考えよう. それは背景時空が 11D SUGRA になっているとき

SM2 = TM2

∫
d3σ(−1

2

√−hhijEi
aEj

bηab +
1

2

√−h+
1

3!
εijkEi

AEj
BEk

CACBA) (2.1.1)

で与えられる [14],[15]. ここで TM2 = (2π)−2l−3
p は M2-brane tension, σi (i = 1, 2, 3) は

supermembraneの world volumeの座標, hij は supermembraneの world volumeの metric

（補助場）, Ei
A = ∂iZ

MEM
A で ZM = (Xµ,Θα) (µ = 0, · · · , 10, α = 1, · · · , 32) は (super)

spacetime への supermembrane のうめこみを指定する world volume 上の場 , EM
A は

(super) spacetime の supervielbein , ACBA は (super) spacetime の (super) 3-form 場 .

この supermembrane action は local な fermionic な変換である κ-変換:

δκZ
MEM

a = 0 , δκZ
MEM

α = (1 + Γ)α
βκ

β ;

Γ =
−1

3!
√−hε

ijkEi
aEj

bEk
cΓabc (2.1.2)

に対する不変性をもつ [14]. ここで κ = κ(σ) は 任意の 11D Majorana spinor.

(2.1.1) の hij に対する運動方程式は:

hij = Ei
aEj

bηab (2.1.3)

となり, hij が on-shell で induced metric を表すことがわかる. これを使うと Γ2 = 1 とな

るので,

P± :=
1

2
(1 ± Γ) ;

P 2
± = P± , P+P− = 0 , P+ + P− = 1 (2.1.4)
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となり, P± = P±(σ)は projection operatorになることに注意しておこう. このため κ-変換

(2.1.2)によりΘ(σ) の on-shellの自由度をちょうど半分にすることができ, supersymmetric

になれるのである. 1

次に global SUSY 変換を

δεΘ = ε , δεX
µ = iε̄ΓµΘ (2.1.5)

で定義する. ここで εは σi によらない 11D Majorana spinorで 11D SUGRAの covariantly

constant spinor . 11D spacetimeが flat: EM
A =


 δµ

a −i(Γa)βγθ
γ

0 δβ
α


の場合はこの global

SUSY 変換 に対して supermembrane action (2.1.1)は 不変である.

2.2 supersymmetric configuration

2.2.1 holomorphic な埋め込み

以下では 11D SUGRA の bosonic な background で Θ = 0 場合を考える. このとき

(2.1.3),(2.1.2) は

hij = ∂iX
µ∂jX

νgµν ;

δκΘ = 2P+κ , δκX
µ = 0 ;

Γ =
−1

3!
√−hε

ijk∂iX
µ∂jX

ν∂kX
ρΓµνρ (2.2.1)

となる.

Xµ(σ), Θ = 0 が supersymmetic な configuration になる条件を求めよう. global SUSY

変換 (2.1.5) のもとで δεX
µ = 0 であるが δεΘ = ε により Θ �= 0 になってしまう. しかし

supermembrane には κ-symmetry があるので, さらに κ-変換 をすることによって Θ = 0

にすることができれば, それは supersymmetic な configuration である. つまり, 考えてい

る supersymmetric な背景時空に存在しているある covariantly constant spinor ε に対し,

ある spinor κ(σ) が存在して

δεΘ + δκΘ = ε+ 2P+(σ)κ(σ) = 0 (2.2.2)

1 Xµの on-shellの自由度は（worldvolume general covariance から 3個減るので）実 11− 3 = 8個, Θの
on-shell の自由度は運動方程式で半分, κ-symmetryで半分になるので実 32 · 1

2 · 1
2 = 8個となる.これは直観

的な議論であり supersymmetric であることを示すには 11D SUGRAとの consistencyなどさらに詳しい解
析が必要である [15],[14].
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が成り立つようにできればよい. P+ は (2.1.4) をみたす projection operator になっている

ことから, この条件は P−(σ)ε = 0 つまり,

(
1 +

1

3!
√−hε

ijk∂iX
µ∂jX

ν∂kX
ρΓµνρ

)
ε = 0 (2.2.3)

になる. これをみたすような membrane の configuration Xµ(σ) は ε で生成される SUSY

変換 に対する対称性をもつ.

簡単のため, 11D 背景時空は M11 = R × M10 (Rは時間方向) になっているとしよう.

そして, membrane は static gauge : X0(σ) = σ0 をとることにする. このとき (2.2.3) は
(

1 +
1

2
√−hε

ij∂iX
µ∂jX

νΓµνΓ0

)
ε = 0 (2.2.4)

となる. またM10 は Kähler 多様体 であるとする. この Kähler metric を用いるとΓ 行列

は次のようになる:

{ΓI ,ΓJ̄} = 2gIJ̄ , {ΓI ,ΓJ} = 0 , ΓĪ = (ΓI)
† , I, J = 1, · · · , 5 . (2.2.5)

したがって, ΓI を消滅演算子, ΓĪ を生成演算子 とみなし,

ΓI |Ω〉 = 0 , I = 1, · · · , 5 (2.2.6)

をみたす ‘Fock vacuum’ |Ω〉 を用いて Clifford 代数の 複素 25 = 32 次元表現をつくる

ことができる. supersymmetric な 11D 背景時空としてM10 が Ricci-flat Kähler 多様体

になっているとしたとき, この SO(10)の複素 32次元 spinor表現において Fock vacuum

|Ω〉 は covariantly constant spinor ε′ になっている [41]. 2 ここで ε′ := |Ω〉 は Majorana

spinor ではなく 複素 spinor であることに注意しよう. また, completely filled state |Ω̄〉 =

Γ1̄Γ2̄Γ3̄Γ4̄Γ5̄|Ω〉 , (ΓĪ |Ω̄〉 = 0 , Ī = 1̄, · · · , 5̄) によってあらわされる spinor ε̄′ (:= |Ω̄〉) も
covariantly constant spinor である.

P−(σ)ε′ = 0（つまり (2.2.4) で εのかわりに ε′ としたもの）3 の条件を調べよう. まず,

(2.2.4)は membraneの各点ごとに localに成り立つ式であることに注意して,ある点におい

て考える. まず spacetime の座標変換からその点で gIJ̄ = 1
2
δIJ にできる. この座標 (zk, z̄k)

で zk = xk + iyk とかくと (2.2.5) より {Γxk ,Γyl} = 0, {Γxk ,Γxl} = 2δkl なので, (2.2.6):

Γziε′ = 0 は ΓxkΓykε′ = iε′ になる. よって, Γx1Γy1Γx2Γy2Γx3Γy3Γx4Γy4Γx5Γy5ε′ = iε′ とな

2 一般に Kähler 多様体のときは holonomy が U(5) (§A.1.4) なので diagonalな U(1) で |Ω〉 が変換され
る可能性があるが, Ricci-flat Kähler 多様体のときは holonomyが SU(5) (§A.1.4) なので U(1) charge はゼ
ロである.

3 ここでは ε をMajorana spinor, ε′ を complex spinorとして使い分けている.
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り, Γ0Γ1Γ2Γ3Γ4Γ5Γ6Γ7Γ8Γ9Γ10 = +1の conventionをとっている (A.1.23)ので Γ0ε
′ = −iε′

が成り立ち P−(σ)ε′ = 0 は
(

1 − i
1

2
√−hε

ij∂iX
µ∂jX

νΓµν

)
ε′ = 0 (2.2.7)

となる. ε′, Γz̄iz̄jε′ は独立なのでそれぞれの係数をみてこの条件は

1

2
εij∂iX

z̄k

∂jX
z̄l

= 0 ;
1

2
iεij∂iX

zk

∂jX
z̄k

=
√−h . (2.2.8)

となる. ここで, static gauge をとっていることと 11D 背景時空はM11 = R ×M10 であ

ることに注意すれば, hij の運動方程式4 から h00 = −1, h0i = hi0 = 0 になる. さらに残

りの membrane の worldvolume の 2次元分は worldvolume の座標変換から少なくとも局

所的には hij = g(σ1, σ2)δij とすることができる. このときの worldvolume の 2次元分 の

complex structure を u = σ1 + iσ2 ととることにする. 結局, (2.2.8) と hij の 運動方程式

から

∂[1X
z̄k

∂2]X
z̄l

= 0 , i∂[1X
zk

∂2]X
z̄k

= 2h11 ;

h11 = h22 = ∂1X
zk

∂1X
z̄k

= ∂2X
zk

∂2X
z̄k

, 0 = h12 =
1

2
∂(1X

zk

∂2)X
z̄k

. (2.2.9)

が条件式になる. まず, 第 2,3,4式 から ∂1X
zk
∂1X

z̄k
= i∂1X

zk
∂2X

z̄k
, したがって

∂1X
zk
∂1X

z̄k
∂2X

z̄l
= i∂2X

z̄l
∂1X

zk
∂2X

z̄k
. ここで 第 1式 を使うと

∂1X
z̄l
∂1X

zk
∂2X

z̄k
= i∂2X

z̄l
∂1X

zk
∂2X

z̄k
. 第 2式より Im(∂1X

zk
∂2X

z̄k
) �= 0 5 とすると

∂1X
zk
∂2X

z̄kで割ることができて,

(∂1 − i∂2)X
z̄k

= 0 i.e., ∂uX
z̄k

= 0 . (2.2.10)

逆にこのとき (2.2.9)をみたす.

つまり X z̄k
は anti-holomorphic, したがってXzk

は holomorphic : Xzk
= Xzk

(u) でな

ければならない. 逆に Xzk はM10 の complex structure {zk}に対し holomorphic : Xzk
=

Xzk
(u) ならば, それは covariantly constant spinor: ε′ の超対称性を保つ configuration に

なっている. また, もうひとつの covariantly constant spinor: ε̄′ を保つ configuration は

同様にして Γ0ε̄
′ = +iε̄′ より, anti-holomorphic : Xzk

= Xzk
(ū) である. Γ0ε

′ = −iε′ な
ら holomorphic の方, Γ0ε̄

′ = +iε̄′ なら anti-holomorphic の方,というのは 超対称性を保つ

membrane configuration が背景時空の向きと相関していることをあらわしている. 6

4 (2.2.1)の第１式のこと.
5 これは h �= 0つまりmembraneがつぶれていないという条件.
6 (§2.2.2)では holomorphic の方を ε′,anti-holomorphic の方を ε̄′と表記する.

8



2.2.2 unbroken SUSY の数

次に, いくつかの例で破れずに残る SUSY の数を調べよう.

{zk} (k = 1, · · · , 5) に対し ε′ = (ε1, · · · , ε5) を

Γzkε′ = 0, εk = + ;

Γz̄kε′ = 0, εk = − (2.2.11)

をみたす 複素 spinor であるとする. このとき ε′ = (+,+,+,+,+) は (z1, z2, z3, z4, z5) と

いう complex structure に対する ‘Fock vacuum’. ε′ = (+,−,−,+,+) は (z1, z̄2, z̄3, z4, z5)

という complex structure に対する ‘Fock vacuum’, etc. また membrane configuration は

Xz(u) =const. のときのみ z と z̄ の両方に対して holomorphicであることに注意しよう.ま

た, ε = 1
2
(ε′ − Γ0Cε

′∗) とおくと ε は Majorana spinor になるが, P±(Γ0C) = (Γ0C)P ∗
± が成

り立つので P−(σ)ε′ = 0を満たせば P−(σ)ε = P− 1
2
(ε′−Γ0Cε

′∗) = 1
2
(P−ε′−Γ0C(P−ε′)∗) = 0

となる. したがって Majorana 条件 (A.1.29)をさらに課すことができる.

(1) flat background M10 = R
10 の場合.

z1 = x1 + ix2, z2 = x3 + ix4, z3 = x5 + ix6, z4 = x7 + ix8, z5 = x9 + ix10 とと

れて, covariantly constant spinor は ε′ = (ε1, · · · , ε5), εk = ± (k = 1, · · · , 5) つまり,

25 = 32 個ある. 11D N=1 SUGRA を考えているのでMajorana 条件 をつけて 実 32

個 の SUSY がある.

(1.1) Xz1
, Xz2

, Xz3
, Xz4

: const. Xz5
= Xz5

(u) (Xz5
= Xz5

(ū)) のmembrane configura-

tion の場合.

残る SUSY は ε′ = (ε1, ε2, ε3, ε4,+), (ε̄′ = (ε1, ε2, ε3, ε4,−)), εk = ± (k = 1, 2, 3, 4),

ε1ε2ε3ε4 = + の方向 . 最後の拘束条件は Γ0ε
′ = −iε′ (Γ0ε̄

′ = +iε̄′) からくる.

holomorphicと anti-holomorphicあわせ,さらにMajorana条件をつけて実24−1·2 =

16個. つまり, 1
2

SUSY がのこる. このとき Γz5ε′ = 1
2
(Γ9ε

′ + iΓ10ε
′) = 0, (Γz5 ε̄′ =

1
2
(Γ9ε

′ − iΓ10ε̄
′) = 0),Γ0ε

′ = −iε′,Γ0ε̄
′ = +iε̄′ なので, Majorana spinor に projection

して (ε = 1
2
(ε′ − Γ0Cε

′∗)) Γ0Γ9Γ10ε = ε を満たす ε の方向が SUSY を残す Killing

spinor.

(1.2) Xz1
, Xz2

, Xz3
: const. Xz4

= Xz4
(u), Xz5

= Xz5
(u), (Xz4

= Xz4
(ū), Xz5

= Xz5
(ū))

の membrane configuration の場合.

残る SUSY は ε′ = (ε1, ε2, ε3,+,+), (ε̄′ = (ε1, ε2, ε3,−,−)), εk = ± (k = 1, 2, 3),

ε1ε2ε3 = +(−) の方向 . 上と同様に 実 23−1 · 2 = 8個 . つまり, 1
4

SUSY がのこる.

このとき Γ0Γ7Γ8ε = ε , Γ0Γ9Γ10ε = ε を満たす ε の方向が SUSY を残す Killing

spinor.
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(1.3) Xz1
, Xz2

: const. Xz3
= Xz3

(u), Xz4
= Xz4

(u), Xz5
= Xz5

(u), (Xz3
= Xz3

(ū), Xz4
=

Xz4
(ū), Xz5

= Xz5
(ū)) の membrane configuration の場合.

残る SUSYは ε′ = (ε1, ε2,+,+,+), (ε̄′ = (ε1, ε2,−,−,−)), εk = ± (k = 1, 2), ε1ε2 =

+ の方向 で, 実 22−1 · 2 = 4個 . つまり, 1
8

SUSY がのこる. このとき Γ0Γ5Γ6ε =

ε , Γ0Γ7Γ8ε = ε , Γ0Γ9Γ10ε = ε を満たす ε の方向が SUSY を残す Killing spinor.

(1.4) Xz1
: const. Xz2

= Xz2
(u), Xz3

= Xz3
(u), Xz4

= Xz4
(u), Xz5

= Xz5
(u), (Xz2

=

Xz2
(ū), Xz3

= Xz3
(ū), Xz4

= Xz4
(ū), Xz5

= Xz5
(ū)) の membrane configurationの

場合.

残る SUSY は ε′ = (ε1,+,+,+,+), (ε̄′ = (ε1,−,−,−,−)), ε1 = +(−) の方向 で,実

21−1 · 2 = 2個 . つまり, 1
16

SUSY がのこる. このとき Γ0Γ3Γ4ε = ε , Γ0Γ5Γ6ε =

ε , Γ0Γ7Γ8ε = ε , Γ0Γ9Γ10ε = ε を満たす ε の方向が SUSY を残す Killing spinor.

(1.5) Xz1
= Xz1

(u), Xz2
= Xz2

(u), Xz3
= Xz3

(u), Xz4
= Xz4

(u), Xz5
= Xz5

(u), (Xz1
=

Xz1
(ū), Xz2

= Xz2
(ū), Xz3

= Xz3
(ū), Xz4

= Xz4
(ū), Xz5

= Xz5
(ū)) の membrane

configuration の場合.

残る SUSY は ε′ = (+,+,+,+,+), (ε′ = (−,−,−,−,−)) の方向 で, 実 2個. つま

り, 1
16

SUSYがのこる. このとき上と同様に Γ0Γ1Γ2ε = ε , Γ0Γ3Γ4ε = ε , Γ0Γ5Γ6ε =

ε , Γ0Γ7Γ8ε = ε , Γ0Γ9Γ10ε = ε を満たす ε の方向が SUSY を残す Killing spinor.

特に (1.4) と (1.5) の場合の 残る SUSY が同じであることに注意しよう. 実際,

Γ0Γ3Γ4ε = ε , Γ0Γ5Γ6ε = ε , Γ0Γ7Γ8ε = ε , Γ0Γ9Γ10ε = ε を満たせば

Γ0Γ1Γ2Γ3Γ4Γ5Γ6Γ7Γ8Γ9Γ10 = 1 より Γ0Γ1Γ2ε = ε も満たしている.

(2) M10 = R
6× K3 (hyperkähler) の場合.

R
6 の座標から z1 = x1 + ix2, z2 = x3 + ix4, z3 = x5 + ix6, と複素座標を定め,

K3 (hyperkähler) の複素座標を z4, z5 とする. covariantly constant spinor は ε′ =

(ε1, ε2, ε3,+,+), ε̄′ = (ε1, ε2, ε3,−,−) εk = ± (k = 1, 2, 3) つまり, 23 · 2 = 16 個ある.

11D N=1 SUGRA を考えているのでMajorana 条件 をつけて 実 16個 の SUSY が

ある.

(2.1) Xz1
, Xz2

, Xz3
, Xz4

: const. Xz5
= Xz5

(u) (Xz5
= Xz5

(ū)) の membrane configura-

tion の場合.

残る SUSY は ε′ = (ε1, ε2, ε3,+,+), (ε̄′ = (ε1, ε2, ε3,−,−)), εk = ± (k = 1, 2, 3),

ε1ε2ε3 = +(−) の方向 . 実 23−1 · 2 = 8個. このとき Γ0Γ7Γ8ε = ε , Γ0Γ9Γ10ε = ε を

満たす ε の方向が SUSY を残す Killing spinor.

(2.2) Xz1
, Xz2

, Xz3
: const. Xz4

= Xz4
(u), Xz5

= Xz5
(u), (Xz4

= Xz4
(ū), Xz5

= Xz5
(ū))

の membrane configuration の場合.
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残る SUSY は ε′ = (ε1, ε2, ε3,+,+), (ε̄′ = (ε1, ε2, ε3,−,−)), εk = ± (k = 1, 2, 3),

ε1ε2ε3 = +(−) の方向 . 実 23−1 · 2 = 8個. このとき Γ0Γ7Γ8ε = ε , Γ0Γ9Γ10ε = ε を

満たす ε の方向が SUSY を残す Killing spinor.

以下, flat background の場合と同様. (2.1)と (2.2)の場合で残る SUSY が同じになっ

ていることに注意しよう. これは K3 (hyperkähler) により, もともと 1
2

SUSY になっ

ているため, (2.1)は (2.2)の特別な場合とみなせるからである.

(3) M10 = R
4 × CY3 の場合.

R
6 の座標から z1 = x1 + ix2, z2 = x3 + ix4, と複素座標を定め, K3 の複素座標

を z3, z4, z5 とする. covariantly constant spinor は ε′ = (ε1, ε2,+,+,+), ε̄′ =

(ε1, ε2,−,−,−) εk = ± (k = 1, 2) つまり, 22 · 2 = 8 個ある. 11D N=1 SUGRA を考え

ているのでMajorana 条件 をつけて 実 8個 の SUSY がある.

(3.1) Xz1
, Xz2

, Xz3
, Xz4

: const. Xz5
= Xz5

(u) (Xz5
= Xz5

(ū)) の membrane configura-

tion の場合.

(3.2) Xz1
, Xz2

, Xz3
: const. Xz4

= Xz4
(u), Xz5

= Xz5
(u), (Xz4

= Xz4
(ū), Xz5

= Xz5
(ū))

の membrane configuration の場合.

(3.3) Xz1
, Xz2

: const. Xz3
= Xz3

(u), Xz4
= Xz4

(u), Xz5
= Xz5

(u), (Xz3
= Xz3

(ū), Xz4
=

Xz4
(ū), Xz5

= Xz5
(ū)) の membrane configuration の場合.

ともに残る SUSY は ε′ = (ε1, ε2,+,+,+), (ε̄′ = (ε1, ε2,−,−,−)), εk = ± (k =

1, 2), ε1ε2 = + の方向 で, 実 22−1 · 2 = 4個 . このとき Γ0Γ5Γ6ε = ε , Γ0Γ7Γ8ε =

ε , Γ0Γ9Γ10ε = ε を満たす ε の方向が SUSY を残す Killing spinor. これは CY3 に

より, もともと 1
4

SUSY になっているため, (3.1),(3.2)は (3.3)の特別な場合とみな

せるからである.

以下, flat background の場合と同様.
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第3章 Ｍ理論からみた type IIB 理論の

7-brane と (p, q)-string

3.1 7-brane解

ここでは SUSY を半分残す 7-brane解を構成する [18].

3.1.1 7-brane解の構成

type IIB SUGRA で (Einstein) metric gµν , dilaton ϕ, axion χ だけを考えよう. つまり

2-form 場, (self-dual) 4-form 場, fermion がない場合を考える. このとき type IIB SUGRA

の action (A.2.15) のうち:

S =
1

2κ2

∫
d10x

√−g(R − 1

2
gµν ∂µλ∂νλ̄

λ2
2

) , λ = χ+ ie−ϕ = λ1 + iλ2 (3.1.1)

で記述される.

この action から求まる運動方程式は:

−∂ν(
√−ggµν∂µλ) + 2

√−ggµν ∂µλ∂νλ

λ− λ̄
= 0 ;

Rµν − 1

2
gµνR+

∂µλ∂ν λ̄+ ∂νλ∂µλ̄

(λ− λ̄)2
− gµν

∂σλ∂
σλ̄

(λ− λ̄)2
= 0. (3.1.2)

次にこの運動方程式の 7-brane 解, つまり 1+7 次元分ひろがった解を求めるために次の

ような ansatz を置く:

ds2
IIB(E) = e−

1
2
ϕds2

IIB(str) = −(dx0)2 + (dx1)2 + . . .+ (dx7)2 + eΦdzdz̄ ;

λ = λ(z, z̄) ; Φ = Φ(z, z̄) , z = x8 + ix9). (3.1.3)

ここで 7-brane は x0, · · ·x7 方向にひろがっているとした.

この ansatz のもとで 運動方程式 は:

∂∂̄λ− 2
∂λ∂̄λ

λ− λ̄
= 0 ;
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−∂∂̄Φ +
∂λ∂̄λ̄+ ∂̄λ∂λ̄

(λ− λ̄)2
= 0 ;

∂λ∂λ̄ = 0. (3.1.4)

となる.

∂̄λ = 0 i.e., λ = λ(z): holomorphic とすると 第 1,3 式の解になっている. このとき 第 2

式は

∂∂̄Φ =
∂λ∂̄λ̄

(λ− λ̄)2
= ∂∂̄ log λ2 . (3.1.5)

となるので Φ は次のように求まる.

Φ = log λ2 + F (z) + F̄ (z̄) = −ϕ+ F + F̄ (3.1.6)

ここで F (z) は ある holomorphic function（あとでこの形を決める (§3.2.3)）.

まとめると type IIB 理論の 7-brane 解は:

ds2
IIB(str) = e

1
2
ϕ(−(dx0)2 + (dx1)2 + . . .+ (dx7)2) + e−

1
2
ϕ+F+F̄dzdz̄ ;

λ = λ(z) (= χ+ ie−ϕ = λ1 + iλ2) (3.1.7)

となる.

3.1.2 1
2 SUSY

このとき SUSY が半分のこることを示そう [18].

type IIB SUGRA の SUSY 変換は metric と λ 以外が ゼロのとき Einstein metric で

δελ̃ = iΓµε∗Pµ

δεψµ = Dµε (3.1.8)

のようになる [34]. ここで λ̃ は dilatino, ψµ は gravitino, ε は 10D Weyl spinor (したがっ

て complex spinor). そして,

Pµ =
1

λ− λ∗
λ∗ − i

λ+ i
∂µλ

Dµε = (∂µ +
1

4
ω̂ab

µ Γab − 1

2
iQµ)ε

Qµ =
1

2

−i
λ− λ∗

(
λ− i

λ∗ − i
∂µλ

∗ +
λ∗ + i

λ+ i
∂µλ

)
(3.1.9)

である. 今の場合のように gravitinoがゼロのとき ω̂ab
µ = ωµ

abつまり普通の spin connection

(A.1.14) になる.

13



(3.1.7) から λ が holomorophic であることを使うと

δελ̃ = i(Γ8 + iΓ9)ε∗∂λ (3.1.10)

よって (Γ8 − iΓ9)ε = 0 を満たせば δελ̃ = 0 となる. （ただし ここで Γ 行列は実行列に

とっている. そして, ここでの Majorana 条件は ε = ε∗ である. 実際, (A.1.26) のようにと

ればそうなっている.）

(3.1.3) から Einstein metric での vielbein は eµ
a =


 18 0

0 e
1
2
Φ · 12


 ととることができ,

さらに ε = ε1 + iε2 (ε1, ε2: real(Majorana) spinor) とおくと δελ̃ = 0 の条件は （λ が定数

でないとき)

Γ8Γ9ε1 = ε2 , Γ8Γ9ε2 = −ε1 (3.1.11)

となる.

また spin connection ωµ
ab のゼロでない成分は

ω8
ab =

1

2
δ
[a
8 δ

b]
9 ∂9Φ , ω9

ab = −1

2
δ
[a
8 δ

b]
9 ∂8Φ (3.1.12)

となり (3.1.6) より λ の holomorphy を使うと

ωµ
ab =

i

2
δ
[a
8 δ

b]
9

(
1

λ− λ∗
∂µ(λ+ λ∗) + ∂µ(F − F̄ )

)
(3.1.13)

となる. さらに (3.1.11)を満たす ε に対して

Dµε = (∂µ + iAµ)ε ,

Aµ =
1

4i

(
1

λ− λ∗
∂µ(λ+ λ∗) + ∂µ(F − F̄ ) − 1

λ− λ∗

(
λ− i

λ∗ − i
∂µλ

∗ +
λ∗ + i

λ+ i
∂µλ

))

(3.1.14)

が成り立つので1

ε = f(z, z̄)ε0 , ε0 = ε01 + iε02 ,

Γ8Γ9ε01 = ε02 , Γ8Γ9ε02 = −ε01 ,

f(z, z̄) = exp(−i
∫
Aµdx

µ) (3.1.15)

を満たす ε に対して, δελ̃ = 0, δεψµ = 0 となり SUSY を保つ.

このとき 残る SUSY の数は 実 16 個, つまり 1
2

SUSY になっている.

1 weak coupling limit: λ→ i∞ では Aµ のなかの λ を含む項は打ち消しあう.
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3.2 7-brane の Ｍ理論 による記述

(§3.1)で構成した 7-brane解 を Ｍ理論 でみよう [1].

3.2.1 type IIB 理論の 7-brane から Ｍ理論での ‘7-brane’ へ

この type IIB 理論の 7-brane解 を x7 方向に S1 compact化する (“半径”RB (dimen-

sionless): x7 = lsRBx
¯
7, x

¯
7 ∼ x

¯
7 + 2π).

ds2
IIB(str) = e

1
2
ϕ(−(dx0)2 + (dx1)2 + . . .+ (dx6)2 + l2sR

2
B(dx

¯
7)2) + e−

1
2
ϕ+F+F̄dzdz̄ ,

λ = λ(z) (= χ+ ie−ϕ = λ1 + iλ2). (3.2.1)

x7方向に T-dual 変換し (A.2.31), type IIA 6-brane にすると:

ds2
IIA(str) = e

1
2
ϕ(−(dx0)2 + (dx1)2 + . . .+ (dx6)2) + e−

1
2
ϕl2sR

−2
B (dx

¯
7)2 + e−

1
2
ϕ+F+F̄dzdz̄ ,

φ =
3

4
ϕ− logRB ,

C1 = χdx
¯
7. (3.2.2)

さらにこれを 11D SUGRAに変換すると (A.2.2) (11D方向をx10とする. x10 ∼ x10+2π):

ds2
11D = R

2
3
B(−(dx0)2 + (dx1)2 + . . .+ (dx6)2 + ds2

4) ,

ds2
4 = e−ϕ+F+F̄dzdz̄ + eϕl2pR

−2
B |dx10 + λdx

¯
7|2. (3.2.3)

これはＭ理論を T 2 compact化したことになっている (このとき torus の面積は : AM =

(2π)2l2pR
− 4

3
B ). z = x8 + ix9, v = x10 + λx

¯
7 という complex structure を選ぶと,

ds2
4 = e−ϕ+F+F̄dzdz̄ + eϕl2pR

−2
B |dv − v − v̄

λ− λ̄
∂λdz|2. (3.2.4)

3.2.2 別の complex structure

以下, ls = lp = 1 とする.

ds2
4 の Kähler form は:

K =
i

2

(
e−ϕ+F+F̄dz ∧ dz̄ + eϕR−2

B (dv − v − v̄

λ− λ̄
∂λdz) ∧ (dv − v − v̄

λ− λ̄
∂λdz)

)
(3.2.5)

であり dK = 0 を満たすので ds2
4 は Kähler metric になっている. また (A.1.35)より

Rj̄k = −∂j̄∂k log det g .を計算するとゼロになっているのでこれはRicci-flat Kählerになっ
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ている.したがって, SU(2) holonomy をもつ.これは 1
2

SUSYをたもつことから期待され

ることである.

一方, 複素 2次元 Ricci-flat Kähler多様体にはいたるところでゼロでない holomorphic

2-form が存在する (§A.1.4). 今の場合それは

Ω = R−1
B eF+iθdz ∧ dv (3.2.6)

である [17]. 2

ここで, 2K ∧K = Ω ∧ Ω̄ = volume form となるように規格化した. また θ はある実数

定数である.つまり Ω には phase factor の不定性があることに注意しよう.

実 4次元（複素 2次元）では Ricci-flat Kähler多様体は hyperkähler多様体なので別の

complex structure を選ぶこともできる (§A.1.4). 上で得た (v, z) による complex structure

を用いて holomorphic に埋め込むという方法では (p, q)-string をあらわす M2-brane を記

述できない. それは後でみるようにこの M2-brane を記述するためには x10 と x
¯
7 が別の複

素座標で表されていなければならないからである. そこで,

X = f(z, z̄) + iR−1
B x10 , Y = g(z, z̄) + iR−1

B x
¯
7 (3.2.7)

というかたちの座標変換を求めよう. さらにこれがよい複素座標であるためにはこの複素

座標に関して Ricci-flat Kähler になっていなければならない. したがって (3.2.7)のかたち

で K ′ = Re(Ω) をKähler form とする3 という条件を課してもとめると,

dX = Im(λeF+iθdz) + iR−1
B dx10, dY = − Im(eF+iθdz) + iR−1

B dx
¯
7. (3.2.8)

となり, このとき metric は:

ds2
4 = λ−1

2 (|dX |2 + |λ|2|dY |2 + λ1(dXdȲ + dY dX̄)). (3.2.9)

と表される. そしてこの metric は Kähler, Ricci-flatであることが確かめられるので hy-

perkähler metric になっている. つまり (3.2.8) の座標変換でうまく別の complex structure

を選ぶことができた.

x10, x
¯
7 が 2π 周期をもつことを考慮して,さらに holomorphic 変換: s = expRBX, t =

expRBY をすると,

ds2
4 =

1

R2
Bλ2

( |ds|2
|s|2 + |λ|2 |dt|

2

|t|2 + λ1(
dsdt̄

st̄
+
dtds̄

ts̄
)
)

(3.2.10)

となる. 4

2 後でみるように eF の具体的なかたち (3.2.16)をみると eF と dz ∧ dv の SL(2,Z)変換性がほとんど打
ち消しあって up to phase factorで Ω が不変であることがわかる.

3 Ω は holomorphic 2-form だったので dΩ = 0 である.よって dK ′ = 0である.
4 この s, t は flat backgroundのときはよい座標になっているが,後でみるように SL(2,Z)変換を考慮し

たときこのままでは精確な書き方ではない. (§3.3.2)を参照のこと.
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3.2.3 7-brane 解の具体的な形

type IIB 7-brane 解 の λ(z) のかたちは, λ が SL(2,Z) 変換で同一視される5 ことを考

えて次のようにきめる [17],[18].

j(λ(z)) =
P (z)

Q(z)
(3.2.11)

ここで P (z), Q(z) は 互いに素な z の多項式. j(λ(z))は (§A.1.5)で定義されている.

このとき一般に max(deg(P (z)),deg(Q(z)))=N 個 D7-brane がある. それをみるために

D7-brane 6 は axion χ の magnetic charge Q7 をもつことに注意しよう. それは

Q7 =
∫
D7−brane を囲む path

dχ (3.2.12)

で求められる. 今の場合 χは z のみによるので (3.2.11)で決まるλ(z)の特異点がD7-brane

でありその z座標が D7-brane の位置を表すと考えられる. (3.2.11)では up to SL(2,Z) 7

で λ(z) の z依存性が決まっていた. (§A.1.5)の j(τ) の性質をみると log 特異性をもつと

ころが D7-brane だと解釈できる. 8 したがって (§A.1.5)より, (3.2.11)の右辺→ ∞のと
ころが D7-brane である. z ∼ D7-braneの位置 での漸近形は, j(λ(z)) ∼ 23e−2πiλ(z) なの

で Q7 は

Q7 =
∮
D7−brane を囲む path

dλ =
∮

j∼∞
−1

2πi
d log j(λ(z)) =

∮
P/Q∼∞

−1

2πi
d log

P (z)

Q(z)
(3.2.13)

と表せる.

1. deg(P (z)) ≤ deg(Q(z)) のとき

j → ∞となるのはQ(z)の零点.したがって (3.2.13)より zが有限のところに deg(Q(z))

個のD7-braneがある. また z → ∞ で j →定数.つまり無限遠で λは定数となる.

2. deg(P (z)) > deg(Q(z)) のとき

zが有限のところで j → ∞となるのはQ(z)の零点. (3.2.13)より zが有限のところに

deg(Q(z))個のD7-braneがある. また z → ∞ で j → ∞, よって (3.2.13)より無限遠

に deg(P (z))−deg(Q(z))個のD7-braneがある.
5 type IIB string 理論には SL(2,Z) symmetryがあると考えられている.その低エネルギー有効理論であ

る type IIB SUGRA には実際 SL(2,R) symmetryがあった (§A.2.3). charge の量子化を考えると SL(2,Z)
になる. Ｆ理論を考えると λ(z) は torus の moduli τ と同一視されるものである. そして, torus の moduli

τ は τ 	→ aτ+b
cτ+d ,

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z). において τ ′ ∼ τ で同一視される (第 4章). 今の場合のＭ理論の描

像ではＦ理論を S1(×T 2) compact化したものになっているのでこの λ(z) は x10, x
¯
7 方向にのびた torus の

moduli と同一視される.実際Ｍ理論のmetric (3.2.3)をみればそうなっていた.
6 7-braneはそれがつくる monodromyによって [p, q] 7-braneと区別してよばれたりする. ここではそれ

ら RR-charge Q7を持つものを総称して D7-brane とよんでいる.
7 より精確には (3.2.11)だけで決まるのは up to PSL(2,Z)である.
8 Z2,Z3 特異性をもつところは ‘orbifold’ singularityである.これについては (§4.2)を参照のこと.
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つまり, 一般にmax(deg(P (z)),deg(Q(z)))=N 個 D7-brane がある.

以下では deg(P (z)) ≤ deg(Q(z))とする. 9

{zi}, i = 1, · · · , N に 7-brane があるとき,

Q(z) =
N∏

i=1

(z − zi). (3.2.14)

とかけて, このとき z → zi で j(λ) → ∞ であり, Im(λ) → ∞ となっている.漸近形は,

(3.2.13)より

λ(z) ∼ 1

2πi
log(z − zi) , z ∼ zi . (3.2.15)

この形から, metric (3.2.4) が SL(2,Z)不変で regular であるためには [17],

eF (z)dz = η(λ)2
N∏

i=1

(z − zi)
− 1

12dz . (3.2.16)

実際, SL(2,Z)変換 (§A.2.3):

λ 	→

 a b

c d


 · λ :=

aλ+ b

cλ+ d
,


 a b

c d


 ∈ SL(2,Z). (3.2.17)

のもとで (§A.1.5)より

|η
(
aλ+ b

cλ+ d

)
|4 = |cλ+ d|2|η(λ)|4 . (3.2.18)

またこの SL(2,Z)変換のもとで

e−ϕ(= Imλ) 	→ 1

|cλ+ d|2 e
−ϕ (3.2.19)

と変換されるので, metric (3.2.4)の第 1項 e−ϕ|eF (z)dz|2 は SL(2,Z)不変. このとき torus

上の座標 v = x10 + λx
¯
7 も変換される:

(dx
¯
7, dx10) 	→ (dx

¯
7, dx10)


 a b

c d




−1

(3.2.20)

これから, metric (3.2.4)の第 2項も SL(2,Z)不変であることがわかる. また, 7-braneのあ

る場所 {zi} の近くでは (3.2.15),(A.1.5)より

η(λ(z))2 ∼ const.(z − zi)
1
12 (3.2.21)

なので (3.2.16)のように (z − zi)
− 1

12 をかけておけばmetric (3.2.4)は regular になる.

9 deg(P (z)) > deg(Q(z)) のときは z-plane に ∞ を付け加えてリーマン球とし SL(2,C) 変換をして
D7-brane をすべて有限のところにもってきておく.
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ここでこの metric の z ∼ ∞ での振る舞いを調べておこう [17]. z ∼ ∞ では前に注意し
たように λ は定数になるのでmetric (3.2.4)の第 1項のみに注目することにする. これは

(3.1.3),(3.1.6)より 10次元 type IIB 7-brane解の transverse方向 (x8, x9方向) の Einstein

metric になっている:

ds2
trans = e−ϕ|η(λ(z))

N∏
i=1

(z − zi)
− 1

12dz|2 . (3.2.22)

z ∼ ∞では
ds2

trans ∼ const.|z− N
12dz|2 = const.′|dz̃|2 (3.2.23)

ここで z̃ = z1− N
12 (N < 0) とおいた. つまり transverse方向 (x8, x9方向)は漸近的に flat

で 欠損角 N 2π
12
を持つことがわかる. N = 12の場合は z ∼ ∞ で z̃ = log z とおいて

ds2
trans ∼ const.|z−1dz|2 = const.′|dz̃|2 (3.2.24)

となり漸近的にシリンダー的になる. N < 12 のときは z̃ = z1− N
12 で (3.2.23)となるが欠

損角が 2π を越えてしまい ‘compact’ になるが実は compactなのは N = 24 だけが許され

る. N = 24 のときは z̃ = z−1 となり, x10, x
¯
7方向もあわせると局所的に S2 × T 2 となる.

これは K3 になっている. 10 いずれにせよ ‘欠損角 δ’ は 7-brane の数 N により δ = N 2π
12

と表されることに注意しよう. 11

また (3.2.8)の座標変換は

dX = Im

(
eiθλ(z)η(λ(z))2

N∏
i=1

(z − zi)
− 1

12dz

)
+ iR−1

B dx10 ,

dY = − Im

(
eiθη(λ(z))2

N∏
i=1

(z − zi)
− 1

12dz

)
+ iR−1

B dx
¯
7 (3.2.25)

となる.

3.3 7-brane background でのBPS (p, q)-string のＭ理論

による記述

(§3.2)の backgroundでBPS (p, q)-string (M2-brane)を考えよう [1].

10 (§4.2)ではこの場合を考える.
11 このとき (3.1.1),(3.1.3) より 単位 worldvolume 当たりの 7-brane(s) のエネルギー E は E =
1

2κ2
i
2

∫
dzdz̄ ∂λ∂̄λ̄

λ2
2

= 2
κ2 δ と表される. N に比例するのはこの積分が z-plane が fundamental region 何

枚でおおわれているかということに帰着するからである.
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3.3.1 (p, q)-string と M2-brane

type IIB の (p, q)-string 12 は Ｍ理論 の 描像 では torus の (p, q)-cycle 13 にまきつい

た M2-brane である [37]. 14 よってそれは

qdx10 − pdx
¯
7 = 0 (3.3.1)

であらわされる. ところでこれが BPS stateつまり supersymmetricな configurationになる

ためには第2章でみたようにM2-braneがholomorphicに埋め込まれていなければならない.

それは今の場合 background の複素座標 X, Y (3.2.25)に対し X と Y の間に holomorphic

に一つ関係をつけることによって実現できる.今すでに X, Y の虚部に (3.3.1)という関係

がついてしまっているので実部に対しても:

RB Im
(
eiθhp,q(z)dz

)
= 0 , hp,q(z) = (p+ qλ)η(λ(z))2

N∏
i=1

(z − zi)
− 1

12 (3.3.2)

という関係がついていなければならない. 複素座標X, Y で書けば

RB(qdX − pdY ) = 0 (3.3.3)

つまり 7-brane background での BPS (p, q)-string は Ｍ理論では (3.3.1)と (3.3.2), あるい

は (3.3.3)によって記述される. 15

(3.3.2)は type IIB 理論の描像で (3.2.22)に string tension の重みをかけた “metric”

[19],[33],[32]:

ds2
p,q = (l2sT(p,q)dstrans)

2 = (2π)−2|hp,qdz|2 (3.3.4)

の geodesic を与えている. 16 実際, dz̃ = (2π)−1hp,q(z)dz とすると, ds2
p,q = dz̃d¯̃z : flat な

ので, (3.3.2)は Im(eiθdz̃) = 0 : 直線 i.e., geodesic となる. したがって (3.3.2)は type IIB

理論の描像と consistent になっている.

12 (p, q)-string は NSNS 2-form charge= p, RR 2-form charge = q をもつ string である. これは F-string
p個, D-string q個の bound state だと考えられている.

13 ここでいう (p, q)-cycle とは x10 に pだけ進んだとき x
¯
7 に q だけ進むような torus にまきついた loop

のことである.
14 これは (p, q)-string tensionの公式: T(p,q) = (2π)−1l−2

s

√
(p+ qχ)2 + q2e−2ϕ(string metricで) と M2-

brane を (p, q)-cycle に巻き付けてぴんとのばしたとき（このときM2-brane は最小面積 (BPS state) にな
る）の ‘string’ tension の形: TM2(p,q) =

√
(p+ qλ1)2 + q2λ2

2(2πlp)TM2 が一致することからわかる.
15 ここで微分の形で書いたのはあとで議論するように (3.3.2) global には SL(2,Z) 変換をうけるからであ
る.また, RB をわざわざつけておいたのはあとで type IIB の decompactification limit を議論するためであ
る.

16 type IIB 理論の描像では (3.3.4)の geodesic として 7-brane background での BPS (p, q)-stringが記述
されていた [19],[33],[32].
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Kähler form を (p, q)-cycle にまきついたM2-brane (3.3.3)上に引き戻すと,

K ′|p,q = l2p
1

λ2

|p+ qλ|2 1

p2

i

2
dX ∧ dX̄ = l2p

1

λ2

|p+ qλ|2 1

q2

i

2
dY ∧ dȲ (3.3.5)

ここで lp を復活させた. (2π)−2l−3
p ·∫ K ′|p,q が (p, q)-cycleにまきついたM2-braneの energy

をあたえる. 17

z = 0に D7-braneがある background で (p, q)-stringが z = 0をとおる場合を考えよう.

z ∼ 0 での漸近形は,

λ(z) ∼ 1

2πi
log z (3.3.6)

より,

RB Im(eiθhp,q(z)dz) ∼ RB Im
(
eiθ(p+

q

2πi
log z)

∏
zi �=0

(−zi)
− 1

12dz
)

(3.3.7)

なので, z-plane 上 z = 0 から z ∼ 0 まで積分して, 18

Im
(
eiθ′
(
q

2πi
z log z + (p− q

2πi
)z
))

= 0 (3.3.8)

であらわされる. 19 (3.3.5),(3.3.8)より z = 0 から |z| = r までの (p, q)-cycle にまきつい

た M2-brane の energy を計算すると:

∼ −(2π)−2l−1
p r log r , q �= 0 ;

∼ (2π)−1l−1
p r , q = 0 (3.3.9)

となる. 特に q �= 0 のときのほうが q = 0 よりも ∼ − log r � 1 だけ energy costが大き

くなることに注意しよう. これは q �= 0 のときのほうがD7-brane に ‘くっつきにくい’ こ

とを表している. type IIB 理論では D7-brane つまり [1,0] 7-brane には F-string つまり

(1, 0)-string はくっつくが (p, q)-string (q �= 0) はくっつかない,としている. type IIB 理論

では [1,0] 7-brane は (1, 0)-string がくっつく ‘膜’である. 今の Ｍ理論の描像では上の結果

からは (p, q)-string( q �= 0)は ‘くっつきにくい’ が有限 energyでくっつけるように思える.

しかし今のＭ理論の描像では 7-brane は ‘膜’ というよりも 11次元時空の曲がりである. そ

う思うと M2-brane は ‘7-brane’上にあっても端をもてない. 20 ところが [1,0] 7-brane上

17 M2-brane tension は TM2 = (2π)−2l−3
p だった.

18 今 D7-brane つまり [1,0] 7-braneを考えているので z = 0 から積分した. つまり z = 0 を [1,0] 7-brane
とする SL(2,Z) conventionをとりそれを基準にして (p, q)-string をみている.これに関する事情については
(§3.3.2)を参照のこと.

19 q �= 0 と q = 0 では z-plane上 z = 0 でほとんど直交する方向に M2-brane がのびていることに注意し
よう.

20 M5-brane上ではM2-braneは端をもつことができた.それはM5-brane worldvolume上に (anti-self-dual)
2-formが存在できたからである [27].
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で torus の moduli λ は → i∞ になっているつまり torus の x10 方向はつぶれてしまっ

ている. (1, 0)-string を表す M2-brane はこのつぶれる方向の cycle にまきついているので

[1,0] 7-brane上で端をもたずに ‘くっつく’ ことができる. しかし (p, q)-string (q �= 0)を表

す M2-brane はつぶれない方向の cycleにまきついているので端をもたずに ‘くっつつく’

ことができない.にもかかわらず, [1,0] 7-brane上つまり z = 0 を通っているので, くっつ

かずに通り過ぎているという感じである.

3.3.2 SL(2, Z)変換性

j は τ の fundamental region から Cへの１対１写像なので (3.2.11)によって決まる

λ(z) を z の連続関数にするためにはmax(deg(P (z)),deg(Q(z)))まい fundamental region

(∼= (Cの上半面)/SL(2,Z)) をはりあわせなければならない. はりあわせたとき隣あった

fundamental region は一般にCの上半面でみて別の fundamental region である. したがっ

て常に１つの fundamental region で考えようとすると λ(z) は SL(2,Z)変換をうけること

になる (図 3.1). さらに fundamental region には, i∞に log 特異性, i に Z2 特異性, e
2πi
3 に

Z3 特異性がある (§A.1.5). i∞ の log 特異性 が 7-brane によるものである [18]. 結局,はり

あわせたのち z-plane上に SL(2,Z)変換を与える cut が入っていることになる. 21

SL(2,Z) を生成する

T =


 1 1

0 1


 , S =


 0 −1

1 0


 (3.3.10)

に対し, T の cut を横切るとき eF (3.2.16)は η と (z − zi)
− 1

12 の phase がうちけしあっ

て不変. しかし, S の cut を横切るときには, eF (3.2.16)は λ の変換以外に余分な phase

factor −i (= e−
πi
2 ) がかかる.

T に conjugate な monodromy:

Mp,q = gp,qTg
−1
p,q =


 1 + pq p2

−q2 1 − pq


 , gp,q =


 p r

−q −s


 ∈ SL(2,Z) (3.3.11)

をもつ log 特異性をもつ点が [p, q] 7-brane である [33]. 22 23 したがって, fundamental

21 このように cutのある z-plane（背景時空）になるのは 7-brane があるためである.これは局所的なもの
として扱えた Dp-brane (p < 7) のときとは異なる性質である. D7-brane の場合は transverse方向が 2次元
しかないということが効いてくるためである.

22 Mp,q = M−p,−q に注意しよう. また

(
p

−q

)
が Mp,q の唯一の固有ベクトルでありその固有値は 1 で

ある. これは, ±(p, q)-string が [p, q] 7-brane にくっつくことができることに対応している.
23 [p, q] 7-braneのまわりをまわるだけなら変換 T をひきおこすだけであるがmonodromyを考えるときに
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region をはりあわせるときうまく Z2,Z3 特異性をなくすようにできれば (図 3.2), 24 cut

は T に conjugateな変換をひきおこすものだけにできる. この T に conjugateな変換Mp,q

をひきおこす cut を横切ると eF (3.2.16)の λ の変換以外の余分な phase factor は cancel

して (3.2.25)は (3.2.20)と同じ線形な変換:

(dY, dX) 	→ (dY, dX)M−1
p,q (3.3.12)

を受ける.

Z2,Z3 特異性が残る場合, そのままでは Z2,Z3 特異性がつくる cutを横切るとき (3.2.25)

は (3.2.20)と同じ線形な変換を受けない.つまり non-holomorphic な変換を受ける. ところ

が holomorphic 2-form Ω (3.2.6)を定義するときに θ の不定性があったので,

T : θ 	→ θ′ = θ, S : θ 	→ θ′ = θ +
π

2
(3.3.13)

のように変換させると (3.2.25)は SL(2,Z)変換のもとで

(dY, dX) 	→ (dY ′, dX ′) = (dY, dX)


 a b

c d




−1

(3.3.14)

のように線形な holomorphic変換をうける.

つまり cut を横切るとき (3.3.13)の変換をしてやることにより,もとの (X, Y )座標に対

し up to holomorphic変換 (3.3.14)で座標系を張ることができる. (v, z) 	→ (X, Y ) の座標

変換を (3.2.25)かつ (3.3.13)で定義すれば, complex structure もうまく定義できたことに

なる. そしてこの座標変換を定義するときには z-plane上にある基点を定めてその基点か

ら z-plane上ある path にそって (3.2.25)を積分することにより (X, Y ) が決まる.そして積

分路が z-plane上の cut を横切るときには (3.3.14)の変換を施すというふうにする. そうす

ると z-plane上でもとに戻ってきたとき (X, Y ) が違う場合がある.つまり (v, z) 	→ (X, Y )

の座標変換には z-plane上の path dependence がある. これは z-plane上に cut が入った

ことから予期されることである.

さて (p, q)-string を表す M2-brane の式 (3.3.3) を思い出すとM2-brane が cut を横切る

とき (3.3.14) からその charge が


 p

−q


 	→


 p′

−q′


 =


 a b

c d




 p

−q


 (3.3.15)

は z-plane上にある基点を定め, それを始点と終点とする loopにそって [p, q] 7-braneのまわりをまわらなけ
ればならない.そのとき cutを横切ると一般にmonodromyは T に conjugate なものになる.

24 そのためには少なくとも fundamental region を 2と 3の最小公倍数の 6枚はりあわせなければならない.
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のように変換されるはずであることがわかる.

type IIB 理論の描像で 7-brane background での type IIB の (p, q)-string は 7-brane が

つくる cut を横切るとき (3.3.15) と同じ変換を受ける [19],[33],[32]ので, ここでＭ理論の

描像から得られた変換則 (3.3.15)は type IIB の (p, q)-string の描像と consistentである.

3.3.3 type IIB decompactification limit

上で得られた結果はもともと type IIBの x7 方向を ‘半径’ RB にS1 compact化して得ら

れたものだった.したがって type IIB の decompactification limit は RB → ∞ である. 25

(p, q)-string を表す M2-brane を座標変換の定義の積分路の基点 z0 = 0 の近くで考えよ

う. (3.3.2)より ∫ z

0
RB Im

(
eiθhp,q(z)dz

)
= c . (3.3.16)

cは有限の定数で固定しておく.（今,１つの M2-brane を考えているので）

RB → ∞ を考えたいので積分変数の変換: z̃ = RBz を行うと
∫ z̃

0
Im
(
eiθhp,q(z̃/RB)dz̃

)
= c . (3.3.17)

また (3.2.11)は z̃ が有界で z = 0 に 7-brane がないとすれば

j(λ) =
P (z̃/RB)

Q(z̃/RB)
→ const. , (RB → ∞). (3.3.18)

よって今考えている極限で λ ∼ λ0 = 定数 とみなせる. このとき (3.3.17)は

Im

(
eiθη(λ0)

2
N∏

i=1

(−zi)
− 1

12 (p+ qλ0)z̃

)
∼ c . (3.3.19)

これは z̃-plane上で直線を表す. とくにその傾きが (p, q)-chargeで決まっていることに注

意しよう. またもともと任意に選べた θ を変えることによりこの直線は z̃-plane上で回転

する.

z = 0 に 7-brane があるとすれば（つまり 7-brane の近くでは）一般には λ ∼ λ0 = 定

数 とみなせないので, (3.3.16)をRB → ∞ できちんと評価しなければならない.

25 このとき torus の面積 AM は (§3.2.1)より AM = (2π)2l2pR
− 4

3
B → 0 である.
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Re 
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T

図 3.1: fundamental region (図A.1) の境界を連続的に横切るとき T, S の変換をすること

により fundamental region内に戻すことが出来る. (図中の Q は e
2πi
3 .)

S

T T

T
T

T
TS

S

図 3.2: 図 3.1の fundamental regionを 6枚はりあわせて, Z2,Z3 特異性をなくしたもの

[42]. ◦ は monodromy T をもつ D7-brane を表す. × は T に conjugate なmonodromy を

もつ 7-brane を表す. そして up to P = −1 で, non-trivial なmonodromy をもつ特異点は

この 6 点のみになる. 後でみるように (§4.1.3) ×の 2つはくっついた極限でO7-plane に

なる.
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第4章 type IIB 理論の 7-brane と

Ｆ理論

D7-brane解は type IIB 理論 に現れたものだった. type IIB string理論 には SL(2,Z)

対称性があると思われている. 一方 torus T 2 の moduli τ は SL(2,Z)変換で同一視される

ものである. すると 10次元の type IIB string理論には torus がのっているような気もして

くる. それで type IIB理論に torusをつけくわえて 12次元の理論 として統一的に考えよ

うとするのが Ｆ理論 である [20]. 第 3章では type IIB 理論の 7-brane をＭ理論でみたが,

そのとき type IIB理論を一度 S1 compact化してＭ理論を T 2 compact化しなければなら

なかった. (これは Ｍ理論 と type IIB 理論 を関係付けるとき いつも必要なことである.)

しかしＦ理論を考えれば 10次元の type IIB 理論 から出発できてより自然である. この章

では type IIB 理論 の 7-brane と Ｆ理論 に関する話題を紹介する. 1

4.1 weak coupling limit

ここでは Ｆ理論 on CYn+1 がある極限で type IIB orientifold on CYn になることをみ

る [22]. その際, D7-braneとO7-planeがでてくる.

4.1.1 type IIB 理論の Z2 symmetryとorientifold

type IIB string 理論には (−)FL , Ω の Z2 symmetry がある. FL は left moving の

spacetime fermion number, Ω は world sheet parity. これらの Z2 のもとで type IIB

SUGRA にでてくる boson場 は次のような変換を受ける:

(−)FL : (χ,B
(2)
2 , C+

4 ) 	→ (−χ,−B(2)
2 ,−C+

4 ) ;

Ω : (χ,B
(1)
2 , C+

4 ) 	→ (−χ,−B(1)
2 ,−C+

4 ) . (4.1.1)

1 Ｆ理論の入門的な reviewには [25]がある.
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またこれを続けて作用させると

(−)FL · Ω : (B
(1)
2 , B

(2)
2 ) 	→ (−B(1)

2 ,−B(2)
2 ) (4.1.2)

となり, これは type IIB の SL(2,Z)変換 (A.2.17)で P =


 −1 0

0 −1


 を作用させたもの

に等しいことに注意しておこう.

type IIB 理論を次の σ という Z2 symmetryをもつ CYn : Mn に compact化すること

を考える.

σ : Mn 上の holomorphic n-formの符号を変える.

さらにMn は σ の fixed pointの codimC = 1 であるとする.このとき type IIB on Mn ×
R

9−2n,1 を考えたときもともとある対称性 (−)FL,ΩとMn の対称性 σ で割ることができて

type IIB on Mn × R
9−2n,1/(−)FL · Ω · σ (4.1.3)

という orientifold 2 を考えることができる. 今 Z2 で割ったので SUSY は半分になってい

る. このとき

Mn × R
9−2n,1 の σ の fixed point = O7-plane

である. また O7-planeは RR-charge −4をもつ. 3 (今の場合 χ のmagnetic charge.) よっ

て今の O7-plane は monodromy −T−4 をもつ. (−は P = (−)FL · Ω からくる.)

4.1.2 Ｆ理論 on CYn+1

elliptically fibered 4 CYn+1: Mn+1 (base Bn) を考える. �u : Bnの座標 とする. この

とき

F on Mn+1 × R
9−2n,1 = type IIB on Bn × R

9−2n,1

τ(�u) = λ(�u) (4.1.4)

となる.（これは Ｆ理論の ‘定義’ のようなものである.）

以下では Weierstrass form の elliptic fibration を考える:

Mn+1 : y2 = x3 + f(�u)x+ g(�u) (4.1.5)

2 Ω を含む群でわる orbifold を orientifold という.
3 一般に Op-planeは RR-charge ∓2p−5 をもつ. − は SO(m)を enhanceする方, + は Sp(m

2 )を enhance
する方である. [43],[44]

4 elliptically fibered というのは fiber が torus であるということ.
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ここで f(�u), g(�u), x, y はそれぞれ L⊗4, L⊗6, L⊗2, L⊗3 の section とする. (Lは Bn上のある

line bundle.) �u を一つ決めると一般に torus が一つ決まる. この torus のmoduli を τ(�u)

とする. τ は

j(τ) = 4
(24f )3

4f 3 + 27g2
= 4

(24f )3

∆
(4.1.6)

をみたす. 5 これは j-不変量 とよばれるものである. ここで ∆ は判別式:

∆ = 4f 3 + 27g2 (4.1.7)

で, 特に (4.1.5)で定まる fiber は ∆ = 0 のところでのみ特異になる.

∆(�u) = 0 となる Bn の点の集合は Bn の codimC = 1 である. つまり全空間では 7次元

分のひろがりをもつ. したがって, これは type IIBの 7-braneと解釈できる. 実際, (3.2.11)

と同様に (4.1.6)から一般に T に conjugate な monodromy をもつ. 6

4.1.3 weak coupling limit

まず, weak coupling limit をとるのに便利な parametrization をする:

f = −3h2 + cη ,

g = −2h3 + chη + c2ψ . (4.1.8)

ここで h, η, ψはそれぞれ L⊗2, L⊗4, L⊗6の sectionとする. また cは定数. この parametriza-

tion はどんな f, g に対してもとれるが一意的ではない.

このとき, 判別式 ∆ は:

∆ = c2(η2(4cη − 9h2) + 54h(cη − 2h2)ψ + 27c2ψ2) (4.1.9)

そして λ(�u) は (4.1.4),(4.1.6)より

j(λ(�u)) = 4
(24(cη(�u) − 3h(�u)2))3

∆(�u)
(4.1.10)

で up to SL(2,Z)で λ(�u) が決まる.

ここで c ∼ 0 (c �= 0), |cη| � |h|2, |c2ψ| � |h|3 となるとき (つまり (4.1.8) でほとんど第

1項のかたちに parametrize される場合), weak coupling limit とよぶことにする [22]. この

とき

∆(�u) � (−9c2)h(�u)2(η(�u)2 + 12h(�u)ψ(�u)) (4.1.11)

5 左辺の j は (A.1.38) で定義されるもの.
6 今の場合, Bn で ∆(�u) = 0 に直交する実 2 次元の面を考えそこで ∆(�u) = 0 の点 (7-braneの位置) のま

わりをまわる path を考えて monodromy を定義する.
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となり, また |h(�u)| ∼ |c| 12 となる領域 (図 4.1 の斜線部分)を除いて

j(λ(�u)) � 12 · 243 h(�u)4

c2(η(�u)2 + 12h(�u)ψ(�u))
(4.1.12)

なので j(λ(�u)) ∼ ∞ したがって (up to SL(2,Z)で) λ(�u) ∼ i∞ (§A.1.5) となってこれは

type IIB のweak coupling limitを表す. 以下ではこの weak coupling limitで考える.

h(�u) = 0 となる Bn の点の集合は codimC = 1 なので h �= 0 の領域は連結している. そ

こで |h(�u)| � |c| 12 となる領域で λ(�u) ∼ i∞ となる SL(2,Z) conventionをとることにし,

この領域に monodromy の基点をとることにする (図 4.1). すると |h(�u)| ∼ |c| 12 となる領域
を通らない contour では j(λ(�u)) はつねに大なのでmonodromy は ±T n になる (§A.1.5).

fiber が特異になるところを調べよう. それは ∆ = 0 となるところなので η(�u)2 +

12h(�u)ψ(�u) = 0 と h(�u) = 0となる Bn の点の集合である.

1. η(�u)2 + 12h(�u)ψ(�u) = 0 となる Bnの点の集合

η(�u)2 + 12h(�u)ψ(�u) ∼ 0 では |h(�u)| � |c| 12 なので一般に（つまり１位の零点のとき）
monodromyは T になる. したがってこれは D7-brane を表す (§3.2.3).

2. h(�u) = 0 となる Bn の点の集合

h(�u) = 0 となる点のちかくでは (4.1.10)より j ∼ const. 1
h(�u)2

となり j−1 は一般に２位

の零点をもつ. 実際は厳密に２位の零点ではなくすこし split している. 7 それぞれ

の点のまわりのmonodromyは T に conjugateなものである. つまりそれぞれの点は

[p, q] 7-brane, [r, s] 7-brane をあらわす. この ‘2つ’ の点のまわりの monodromy を調

べよう. まずこの ‘2つ’の点のまわりをまわる contourを変形して |h(�u)| ∼ |c| 12 となる
ところを通らないようにする. このとき (4.1.12)より j ∼ const.h4 なので monodromy

は ±T−4 になる (§A.1.5). 8 また (§3.2.3)よりこの ‘2つ’ の点がくっつく極限では

Q7 = −4 つまり O7-plane と同じ charge をもつものになる. また Mp,q ·Mr,s = ±T−4

を満たさなければならない. 9 この一般解は

Mp,q =


 1 − p p2

−1 1 + p


 , Mr,s =


 −1 − p (p+ 2)2

−1 3 + p


 (4.1.13)

であり, このとき Mp,q ·Mr,s = −T−4 となる. そしてMp,q ·Mr,s = +T−4 の方は解を

もたない. したがって ‘2つ’ の点のまわりの monodromy −T−4 は T−4 の部分 (つま
7 ある h(�u) の零点のちかくにある２つの (4.1.9)の零点.
8 (4.1.6)だけからは monodromy は up to PSL(2,Z) しか決まらない. τ は P = −1 の monodromy変

換で不変なためである. したがって一般に ± の不定性がある. しかし今の Weierstrass form のとき１位の零
点の場合は一般に Kodaira 分類 から ( −T ではなく) T に conjugate な monodromy をもつことが知られ
ている (§A.1.6).

9 Mp,q は (3.3.11) で定義されている.
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り RR-charge Q7 = −4 の部分)だけでなく P = −1 の部分 (つまり (−)FL · Ω の部分)

も含めて (§4.1.1) の O7-plane の monodromyと 一致する. つまり [±p,±1] 7-brane

と ±[±(p + 2),±1] 7-brane が h(�u) = 0 となる点のちかくにあってそれがくっつく極

限で O7-plane になるということである.

 T

|h| ~ |c|
2

monodromy -T
-4

|h|  >>|c|
2

monodromy  

図 4.1: ◦ は D7-brane, 四角 は 2つで O7-plane, × は monodromy の基点 を表す. 斜線部

分は |h(�u)| ∼ |c| 12 となる領域.

以上より weak coupling limitで η(�u)2 + 12h(�u)ψ(�u) = 0 は D7-brane, h(�u) = 0 は

O7-plane を表すことがわかった.

次に

Mn : ξ2 = h(�u) (4.1.14)

を考えよう. (h(�u) は L⊗2 の section より ξ はL の section.) Mnには

σ : ξ 	→ −ξ (4.1.15)

の Z2 symmetry がある. σ の fixed pointが ξ = 0, i.e., h(�u) = 0で Bnの codimC = 1の

点の集合を表す. h(�u) �= 0 ではMn上 σ で移り変わる点 (�u, ξ =
√
h(�u)) がある. つまり

Mn は h(�u) = 0で分岐する Bn の double coverを表している. そしてMn/σ � Bn. した
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がって

F on Mn+1 × R
9−2n,1 weak coupling−→ type IIB on Mn × R

9−2n,1/(−)FL · Ω · σ (4.1.16)

となる.

今まで L はある Bn 上の line bundle としてきた. しかしMn+1 が CYn+1 となる条件つ

まり first Chern classがゼロとなる条件10 より Lのfirst Chern classに制限がつく. 実はこ

の条件と上で決めたMn が CYn となる条件が同じもの,すなわちともに c1(Bn)−c1(L) = 0

となる. 11 つまり上で示した weak coupling limit はMn+1 とMn がともに Calabi-Yau

になる条件と consistent になっている.

簡単な例として Mn+1 として CP1 上の elliptic fibration である K3 を考えみよう. ま

ず (4.1.5)より:

M2 : y2 = x3 + f(z)x+ g(z) (4.1.17)

この場合はM2が Calabi-Yauになる条件から f(z)は8次の多項式, g(z)は12次の多項式と

いう条件がでてくる. よって h(z), η(z), ψ(z)は4,8,12次の多項式である. η(z)2+12h(z)ψ(z)

は 16次の多項式なので D7-brane は 16個ある.

h(z) = α
4∏

i=1

(z − zi) (4.1.18)

(α は定数)と表すと z = zi (i = 1, · · · , 4) に O7-plane がある. そして (4.1.14)は

M1 : ξ2 = α
4∏

i=1

(z − zi) (4.1.19)

となる. これは torus T 2 を表す式である. よって (4.1.16) は

F on elliptically fibered K3×R
7,1 weak coupling−→ type IIB on T 2×R

7,1/(−)FL ·Ω ·σ (4.1.20)

となる.

以上 weak coupling limit を議論したが Ｆ理論が有効になるのは非摂動効果を調べると

きなので 次節では strong coupling のうちで簡単な constant coupling の場合を議論する.

10 Kähler多様体で first Chern class がゼロなら (uniqueに) Ricci-flat Kähler metric をもつことができる
(Yau)[47],[41].

11 Mn+1 が CYn+1 となる条件は c1(Bn)+ c1(L)(3+2− 6) = 0. ここで 3,2は y, x が L⊗3, L⊗2 の section
であることからくる. −6 は constraint (4.1.5) が L⊗6 の sectionであることからくる. 同様にMn が CYn

となる条件は (4.1.14) から c1(Bn) + c1(L)(1 − 2) = 0 となる.[22]
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4.2 constant coupling

ここではCP1上の elliptic fibration であるK3の場合 (4.1.17)だけを考える. 12

まずmoduliの数を調べよう. f(z) は 8次の多項式, g(z)は 12次の多項式なので係数の

パラメーターの数はそれぞれ 9,13個ある. ところが CP1 の SL(2,C)変換の自由度から 3

個減り, またスケーリング:

f 	→ α′4f, g 	→ α′6g, x 	→ α′2x, y 	→ α′3y, α′ ∈ C \ {0} (4.2.1)

で (4.1.17)は不変なのでさらに 1個減って, 結局 complex structure の変形の自由度は全

部で複素 18個ある. その他に base CP1 の面積を表すパラメーター (Kähler moduli)が実

1個ある. （Ｆ理論では fiber の torus の Kähler moduli はダイナミカルではない. また

B
(1)
2 , B

(2)
2 の compact な方向による moduli は monodromy SL(2,Z) 不変でないためゼロ

に凍結される.[20]）

4.2.1 constant coupling

λ が定数になる場合 (constant coupling) を考える [21],[23].

λ が定数になるためには

j(λ) = 4
(24f (z))3

4f(z)3 + 27g(z)2
(4.2.2)

が定数にでなければならない. つまり f(z)3/g(z)2 が定数であるという条件になる. f(z)

は 8次の多項式, g(z) は 12次の多項式なので一般に

f(z) = αφ(z)2 , g(z) = φ(z)3 (4.2.3)

(α は定数, φ(z) は 4次の多項式)と表される. さらにスケーリング (4.2.1)の自由度を用い

ると

φ(z) =
4∏

i=1

(z − zi) (4.2.4)

とできる. そして (4.2.2)は

j(λ) = 4
(24α)3

4α3 + 27
(4.2.5)

となる. この式をよく眺めてみよう.

12 f(z)は 8次の多項式, g(z)は 12次の多項式なので判別式 ∆ は 24次の多項式. したがって 24個零点が
ある. これは今の K3の場合 24個 ‘7-brane’があることに対応する (§3.2.3).
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(I) α �= ∞, �= 0 の場合.

これは λ が fundamental region の generic な位置にある場合である. moduliパラメー

ターは α と 非調和比 (z1−z2)(z3−z4)
(z1−z3)(z2−z4)

の複素 2個. 13 特に 4α3 + 27 → 0 で j → ∞ で

あるが これは (§4.1.3) で c, η, ψ → 0 とした場合にあたる.

(II) α = ∞ の場合.

j = 243 なので λ = i となる. これは g(z) = 0 としたことに相当する. そして一旦

g(z) = 0 としてしまうと f(z) は任意の 8次の多項式で j = 243 となる. したがって

moduliパラメーターの数は 9 − 3 − 1 = 5, 14 つまり複素 5個.

(III) α = 0 の場合.

j = 0 なので λ = e
2πi
3 となる. これは f(z) = 0 としたことに相当する. そして一旦

f(z) = 0 としてしまうと g(z) は任意の 12次の多項式で j = 0 となる. したがって

moduli パラメーターの数は 13 − 3 − 1 = 9, つまり複素 9個.

の 3つの branch があることがわかる. 15

ここで少し注意を述べておこう. 今調べている constant couplingの場合 (I)(II)(III)は後

でみるようにいくつかの ‘7-brane’ が重なっていてその ‘7-brane’ がある位置でも j, した

がって λ は有限な定数 (‘strong coupling’)である. これは ‘7-brane’ がある位置で λ→ i∞
となっていた (§3.2.3) の一般論と異なる. しかし ‘7-brane’ がある位置では判別式 ∆ = 0

なので fiber は特異になっている. (というより一般に判別式 ∆ = 0 となる位置を ‘7-brane’

がある位置であると解釈する.) 実際 後でみるように その ‘7-brane’ がある位置のまわり

の monodromy は non-trivial になっている.

4.2.2 orbifold limit と gauge enhancement

ここで (§4.2.1)の branch (I),(II),(III) についてZn orbifold limit と gauge enhancement

を調べる.

C/Zn の欠損角は (1 − 1
n
)2π であり, 一方 (3.2.22) より 7-brane 1つ があることによる

欠損角は 1
12

2π であることに注意しておこう.

また singular fiber の A-D-E型 に対応した A-D-E群 の gauge symmetry が enhanceさ

れると考えられている [35],[24].

13 z1, z2, z3, z4 のうち 3つは SL(2,C) で固定される. 非調和比は SL(2,Z) 変換で不変なものである.
14 SL(2,C)変換で 3個, スケーリングで 1個減る.
15 いずれの branch でも, もちろん その他に base CP1 のKähler moduli が実 1個ある.
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branch(I)

(§4.2.1)の branch(I) を調べよう [21]. (4.1.7),(4.2.3),(4.2.4)から判別式は

∆(z) = (4α3 + 27)
4∏

i=1

(z − zi)
6 (4.2.6)

となるのでこれは ‘7-brane’ が各 zi に 6つずつ重なっている. ‘7-brane’ がある位置 zi で

fiberは特異になっているはずなのでそれを調べよう. z ∼ zi では (4.2.4)は φ(z) ∼ c′(z−zi)

(c′ は定数.) なので (4.1.17)は

y2 = x3 + αc′2(z − zi)
2x+ c′3(z − zi)

3 (4.2.7)

となる. ここで

ỹ = c′−
3
2 (z − zi)

− 3
2 y , x̃ = c′−1(z − zi)

−1x (4.2.8)

とおくと

ỹ2 = x̃3 + αx̃+ 1 (4.2.9)

で z を定数と見なす限り j-不変量 は (4.2.5)と同じものを与える. しかし z が zi のまわり

を 1回まわるとき つまり (z − zi) → (z − zi)e
2πi のとき

x̃→ x̃ , ỹ → −ỹ (4.2.10)

となりもとに戻らない. 2回まわるともとに戻る. したがって monodromy は 2 乗すると 1

になる non-trivial なもの,つまり P =


 −1 0

0 −1


 である. このmonodromy P は λ に

は trivialに作用するので λ は fundamental regionのどんな値でもよいのである.

一方, base の metric (3.2.22)より zi で欠損角 6 · 1
12

2π = 1
2
2π をもつ orbifold C/Z2 の構

造をもつ. base の 位相 はもともと CP1 だったので結局 base は今の場合 T 2/Z2 となり

Z2 の fixed point が zi (i = 1, 2, 3, 4) である (図 4.2).

K3 全体でみると zi のまわりの monodromy P は fiber にも作用するので今の場合

K3 → T 4/Z2 (4.2.11)

という orbifold limit になっていることがわかる.

type IIB 理論の描像では baseの Z2 の fixed point zi (i = 1, 2, 3, 4) が O7-plane の位置

に対応している. しかし今の場合 monodromy は P なので RR-charge がゼロになってい

る. (§4.1)を思い出すと今の場合, 各 fixed point zi に重なった 6個 の 7-brane のうち, 4つ

が RR-charge +1 をもつ D7-brane であり, 違う [p, q]-charge をもつ残りの 2つの 7-brane
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Z   fixed point

Re

Im

10

tau2

図 4.2: 一般の τ を持つ torus は 原点のまわりの π 回転に対して対称性を持つ. その fixed

pointは 4つある.

がくっついて RR-charge −4 をもつ O7-plane となっている, と考えられる. このとき zi

では O7-plane に 4個の D7-brane が重なっているので SO(8) (= D4) の gauge symmetry

が enhance していると思われるが, 実際 (4.2.7)は z = zi で D4 型の特異性を持っている

(§A.1.6)のでそう考えると consistent である.

まとめると branch(I)では K3 → T 4/Z2 となっており, gauge symmetry は (SO(8))4 で

ある.

branch(II)

(§4.2.1)の branch(II) を調べよう [23]. スケーリングして

f(z) =
8∏

i=1

(z − zi) (4.2.12)

とかくと (4.1.7)から判別式は

∆(z) = 4
8∏

i=1

(z − zi)
3 (4.2.13)

となり各 zi に 3つずつ 7-brane が重なっている. よって base の metric (3.2.22)から一般

には zi で欠損角 3 · 1
12

2π = 1
4
2π となるが これは C/Zn に対応していない. z ∼ zi では

y2 = x3 + c′(z − zi)x (4.2.14)
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(c′ は定数.) となり A1 型 の特異性をもつ (§A.1.6). したがって gauge symmetry SU(2) を

もつと考えられる. monodromy は S−1 =


 0 1

−1 0


 であり, 4乗すると 1である. 予期さ

れるように λ = i には trivial に作用する.

C/Zn に対応するためには zi のうちいくつかが一致していなければならない. zi のうち

2つが一致するとき C/Z2, 3つが一致するとき C/Z4 に対応していてそれ以外はない. また

zi が全部で 8個であることを考えると zi のすべてが C/Zn に対応するためには (2,2,2,2)

あるいは (2,3,3)個一致しなければならない.

(2,2,2,2)個一致のときは C/Z2 特異点が 4つで各 zi に 2 · 3 = 6個の 7-brane が重なって

いる場合であり z ∼ ziで

y2 = x3 + c′(z − zi)
2x (4.2.15)

(c′ は定数.) となりD4 型の特異性をもつ (§A.1.6). つまり branch(I) に帰着する. つまり

branch(II) はここで branch(I) とつながっていることがわかる.

(2,3,3)個一致のとき, C/Z2 特異点が 1つ, C/Z4 特異点が 2つある. これは baseが τb = i

の T 2 を Z4 で割ったものになっていることに対応する. 実際, τb = i の T 2 は Z4 の fixed

point 2つと Z2 の fixed point 2つを持つ (図 4.3). そして Z4 で割るとき Z2 の fixed point

2つは同一視されるので T 2/Z4 では 1点である. C/Z4 特異点はその点の近くで

y2 = x3 + c′(z − zi)
3x (4.2.16)

(c′ は定数.) となり fiberは E7 型の特異性をもつ (§A.1.6). monodromyはS =


 0 −1

1 0




であり, 4乗すると 1である. 予期されるように λ = i には trivial に作用する. C/Z2 特

異点は (4.2.2)より fiber は D4 型の特異性をもち, monodromy は P = S2. よって fiber

にも Z4 が作用しているので K3 全体では K3 → T 4/Z4 である. また gauge symmetry

は E7 × E7 × SO(8) である. この場合 base の 3点だけで 7-brane が重なっているので

SL(2,C) で固定され complex structure の moduliパラメーターは ない.

branch(III)

(§4.2.1) の branch(III) を調べよう [23]. スケーリングして

g(z) =
12∏
i=1

(z − zi) (4.2.17)

とかくと (4.1.7)から判別式は

∆(z) = 27
12∏
i=1

(z − zi)
2 (4.2.18)
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2Z   fixed point

Z   fixed point

図 4.3: τ = i の torus は 原点のまわりの π
2
回転に対して対称性を持つ. その Z4 fixed

pointは 2 つ, Z2 fixed pointは 2 つある.

となり各 zi に 2つずつ 7-brane が重なっている. よって base の metric (3.2.22)から一般

には zi で欠損角 2 · 1
12

2π = 1
6
2π となるがこれは C/Zn に対応していない. z ∼ zi では

y2 = x3 + c′(z − zi) (4.2.19)

(c′ は定数.) となり fiber の II 型の特異性をもつ (§A.1.6). したがって gauge symmetry

U(1) をもつと考えられる. monodromy は (ST )−1 =


 1 1

−1 0


 であり, 6乗すると 1 で

ある. 予期されるように λ = e
2πi
3 には trivial に作用する.

C/Zn に対応するためには zi のうちいくつかが一致していなければならない. zi のうち

3つが一致するとき C/Z2, 4つが一致するとき C/Z3, 5つが一致するとき C/Z6 に対応し

ていてそれ以外はない. また zi が全部で 12個であることを考えると zi のすべてが C/Zn

に対応するためには (3,3,3,3)あるいは (3,4,5)あるいは (4,4,4)個一致しなければならない.

(3,3,3,3)個一致のときは C/Z2 特異点が 4つで各 zi に 3 · 2 = 6個の 7-brane が重なって

いる場合であり z ∼ zi で

y2 = x3 + c′(z − zi)
3 (4.2.20)

(c′ は定数.) となりD4 型の特異性をもつ (§A.1.6). つまり branch(I) に帰着する. つまり

branch(III) はここで branch(I) とつながっていることがわかる.

(3,4,5)個一致のときは C/Z2 特異点, C/Z3 特異点, C/Z6 特異点が 1つずつある. これは

base が τb = e
2πi
3 の T 2 を Z6 で割ったものになっていることに対応する. 実際, τb = e

2πi
3
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の T 2 は Z6 の fixed point 1つ, Z3 の fixed point 2つ, Z2 の fixed point 3つ を持つ (図

4.4). そして Z6 で割るとき Z3 の fixed point 2つ, Z2 の fixed point 3つはそれぞれ同一視

されるので T 2/Z6 ではそれぞれ 1点である. C/Z6 特異点はその点の近くで

y2 = x3 + c′(z − zi)
5 (4.2.21)

(c′は定数.) となりfiberは E8型の特異性をもつ (§A.1.6). monodromyはST =


 0 −1

1 1




であり, 6乗すると 1 である. 予期されるように λ = e
2πi
3 には trivial に作用する. C/Z3 特

異点はその点の近くで

y2 = x3 + c′(z − zi)
4 (4.2.22)

(c′ は定数.) となり fiber は E6 型の特異性をもつ (§A.1.6). monodromy は (ST )2 =
 −1 −1

1 0


 である. C/Z2 特異点は (4.2.20)より fiber は D4 型の特異性をもつ. mon-

odromyは P = (ST )3. よって fiberにも Z6 が作用しているので K3全体では K3 → T 4/Z6

である. また gauge symmetry は E8 × E6 × SO(8) である. この場合 base の 3点 だけで

7-brane が重なっているので SL(2,C) で固定され complex structure の moduliパラメー

ターは ない.

Im

Re
1

tau

0

3

6

2

Z   fixed point

Z   fixed point

Z   fixed point

図 4.4: τ = e
2πi
3 の torus は 原点のまわりの π

3
回転に対して対称性を持つ. その Z6 fixed

pointは 1 つ, Z3 fixed pointは 2 つ, Z2 fixed pointは 3 つ,ある.

(4,4,4)個一致のときは C/Z3 特異点が 3つ ある. これは baseが τb = e
2πi
3 の T 2 を Z3

で 割ったものになっていることに対応する. 実際, τb = e
2πi
3 の T 2 は Z6 の fixed point 1
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つ, Z3 の fixed point 2つ, Z2 の fixed point 3つ を持つ. そして Z3 で割るとき Z2 の fixed

point 3つは同一視されるので T 2/Z3 では Z2 の fixed point は 1点である. しかし Z2 は

Z3 の部分群ではないので Z2 の fixed pointは T 2/Z3 の特異点ではない. 結局 τb = e
2πi
3 の

T 2 での Z6 の fixed point 1つ, Z3 の fixed point 2つ が T 2/Z3 で C/Z3 特異点 3つ にな

る. C/Z3 特異点では (4.2.22)より fiber は E6 型の特異性をもつ. monodromy は (ST )2.

よって fiber にも Z3 が作用しているので K3 全体では K3 → T 4/Z3 である. また gauge

symmetry は E6 ×E6 ×E6 である. この場合 base の 3点 だけで 7-brane が重なっている

ので SL(2,C) で固定され complex structure の moduliパラメーターは ない.

まとめ

branch(I)ではすべての点 (moduli space上複素 2次元 (+実 1次元)分)で Z2 orbifold に

なったが, branch(II)(III)ではmoduliの特別な点 (moduli space上複素 0次元 (+実 1次元)

分)でしか Zn orbifold にならない. また branch(II)(III)ともに branch(I)と moduli space

上複素 1次元分のところでつながっている. (図 4.5)

特に orbifold になる場合, 次のようになる:

branch K3 λ base τb gauge symmetry

(I) T 4/Z2 H∗内 T 2/Z2 H∗内 (SO(8))4

(III) T 4/Z3 e
2πi
3 T 2/Z3 e

2πi
3 (E6)

3

(II) T 4/Z4 i T 2/Z4 i E7 ×E7 × SO(8)

(III) T 4/Z6 e
2πi
3 T 2/Z6 e

2πi
3 E8 ×E6 × SO(8)

ここで H∗ は fundamental region (� (Cの上半面)/SL(2,Z)). τb は base の Zn で割る

前の T 2 の moduli.
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(III)

(II)

2 dim

(I)

18 dim

9 dim

elliptically fibered K3

5 dim

T / Z

T / Z

T / Z

T / Z

2

6

4

3
4

4

4

4

1 dim

1 dim

図 4.5: elliptically fibered K3 の moduli space の様子. 図中の次元は複素次元を表す. その

他に base の Kähler moduli 実 1 次元分がある. 一般に coupling は定数ではなく, 全体と

して moduli space は複素 18次元 (+実 1次元)分ある. その中に constant coupling になる

部分 (I)(II)(III) がある.
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第5章 3-string junction

type IIB string理論には fundamental string (F-string, NS1-brane, (1, 0)-string)とその端

が ‘くっつく’ D-string (D1-brane, (0, 1)-string)の他にSL(2,Z) symmetryから (p, q)-string

が存在する.

Dp-brane (p �= 1)は F-string の端が ‘くっつく膜’ である という描像は直観的に理解で

きるが, D1-brane では ‘くっつく’ 方も 1-brane であり しかも SL(2,Z) symmetry で互い

に移り変わるものということを考えると 単に ‘くっつく’ というだけではないような気が

してくる. 直観的に ある頂点から string状のものが 3方向にのびたものができるような気

がする. それが ‘3-string junction’ などとよばれるものである.

ここでは, この ‘3-string junction’ が BPS stateになっていることを示し, それが (§4.2.1)

で調べた gauge enhancement の直観的理解 (特に例外群) に応用できそうだということを

述べる. また ‘3-string junction’ を Ｍ理論 の立場でみるとなめらかな M2-brane の ‘pants

diagram’ になることを示し, 7-brane backgroundではどうなるかということを考える.

5.1 3-string junction in flat background

まず flat background で 3-string junction を考えよう [40],[28],[29],[30],[31].

5.1.1 ‘string network’

3-string junction

F-string は BNS
2 と couple しているので単に端をもつと charge の保存則が満たされな

い. しかし Dp-brane の上では端をもつことができる. Dp-brane に F-string の端がくっ

ついたときそれは Dp-brane の worldvolume 上のゲージ場 A1 に coupleすることができ

charge の保存則を満たすようにできる. 1 F-string の端はDp-brane の worldvolume上の

A1 のソースになり, その charge は 端をDp-brane の worldvolume上 Sp−1 で囲むことに

1 F-string が端をもつとき その端が ゲージ場 A1 と couple することにより (つまり
∫

∂(F−string)
A1 .),

BNS
2 のゲージ変換に対する不変性が保たれる [26].
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より測ることができる [27]. 実際, type IIB SUGRA の action (A.2.18), F-string の action,

Dp-brane の action から BNS
2 に関係する項を抜き出すと2

1

(2π)5l4sg
2
str

∫
bulk

1

2
dBNS

2 ∧∗(10)dB
NS
2 +

∫
F−string

BNS
2 +

−1

(2π)p−2lp−3
s gstr

∫
Dp−brane

BNS
2 ∧∗(p+1)dA1

(5.1.1)

ここで gstr = eϕ は定数とした. 3 これから BNS
2 に対する運動方程式は:

1

(2π)5l4sg
2
str

d ∗(10) dB
NS
2 = δ8(F) +

1

(2π)p−2lp−3
s gstr

∗(p+1) dA1 ∧ δ9−p(Dp) (5.1.2)

となる. 4 これを Dp-brane 上にある F-string の端 を囲む S8 で積分すると

0 = 1 +
1

(2π)p−2lp−3
s gstr

∫
Sp−1

∗(p+1)dA1 (5.1.3)

となる. ここで Sp−1 は worldvolume上 F-string の端 を囲む ‘球面’ である. 5

ところが F-stringの端の 1つが ‘D-string’にくっつく状況を考えると ‘D-string’の world-

volume は空間 1次元 しかないのでその charge は worldvolume上 不連続になる. つまり

worldvolume上の A1 の場の強さ: F2 = dA1 が不連続になる. (5.1.3)より

F 01+ − F 01− = −(2π)−1l−2
s gstr (5.1.4)

となるからである [28]. (F 01+, F 01− は worldvolume上の F-string の端をはさむ両側の A1

の場の強さ.) これは D-string に F-string の端の 1つがくっつくと もはや D-string のま

まではいられないことを示している. 実際このとき ‘D-string’ の action の中の

−1

(2π)−1l−2
s gstr

∫
D−string

BNS
2 ∧ ∗(2)dA1 =

1

(2π)−1l−2
s gstr

∫
D−string

d2σF 01BNS
01 (5.1.5)

の BNS
01 (= BNS

µν ∂0X
µ∂1X

ν) の係数が (5.1.4) から worldvolume上 不連続になる. いいか

えれば F-string ((1,0)-string) の端が D-string ((0,1)-string)にくっつくとそのくっついた

端より先は (1,1)-string になっているということになる. type IIB の SL(2,Z) symmetry

を考慮するとくっついた端である ‘頂点’ を中心に考えたほうが自然で, その ‘頂点’ から 3

方向 に string状 のものがのびていると考えることにしよう. これが 3-string junction で

ある (図 5.1).
2 Dp-braneの actionの BNS

2 に関係する項は
Born-Infeld action: − 1

(2π)plp+1
s

∫
dp+1σe−ϕ

√− det(gij + 2πl2sFij). ここで gij = gµν∂iX
µ∂jX

ν (induced

metric) であり, F2 = dA1 −BNS
2 (ゲージ不変な組合せ) である [43],[44]. これを 2次の項まで展開する.

3 簡単のため C = 2πχ = 0, C2 = 0, C+
4 = 0 としている. また bosonic part だけを考えている.

4 δ8(F) (δ9−p(Dp))はF-string (Dp-brane)の worldvolumeのところで値を持つ transverse 8-form ((9−p)-
form) delta function を表す.

5 F-string が (Dp-brane上ではなく) 単に端をもつと (5.1.3) の右辺第 2項がない. よってこの (5.1.3) を
満たすことができない. これは charge の保存から単に端をもつことができないためである.
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3-string junctionから (pi, qi)-string (i=1,2,3)がのびているとき頂点での charge保存則は

3∑
i=1

pi = 0 ,
3∑

i=1

qi = 0 (5.1.6)

と表される. また 3-string junction が static であるためには 3つの (pi, qi)-string からの

tension が釣り合っていなければならない. (pi, qi)-string が頂点からのびている方向の単位

ベクトルを n̂i とすると釣合いの条件は:

3∑
i=1

T(pi,qi)n̂i = 0 , T(p,q) = (2π)−1l−2
s

√
(p+ qχ)2 + q2e−2ϕ (5.1.7)

となる. ここで T(p,q) は string metric でみた tension とした.

(p , q )

(p  ,q  )

(p  ,q  )

1

3

1

22

3

図 5.1: 3-string junction. 頂点から 3方向 に (pi, qi)-string (i=1,2,3)がのびている.

SUSY

flat background で この 3-string junction が SUSY をたもつ つまり BPS state である

ことを示そう [29]. (5.1.7)から 各 n̂i は同じ 2次元平面上にあり, この 2 次元平面を x8, x9

方向にとる.

p+ qλ = |p+ qλ|eiθ(p,q,λ) = 2πl2sT(p,q)e
iθ(p,q,λ) (5.1.8)

とすると (5.1.6)より
3∑

i=1

T(pi,qi)e
iθ(pi,qi,λ) = 0 (5.1.9)

を満たすので (5.1.7)のためには

n̂9
i = cos θ(pi, qi, λ) , n̂8

i = sin θ(pi, qi, λ) (5.1.10)
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とすればよいことがわかる. ここで θ を x9 軸からの角度にとった. p + qλ によって

(pi, qi)-string が頂点からのびる方向が決まることに注意しよう.

このとき破れずに残っている SUSY を調べよう. そのためにまず (p, q)-string 1つだけ

がのびているときの Killing spinor を 調べよう. (p, q)-string が x1方向にのびているとき

の type IIB SUGRA の解はEinstein metric のもとで [37] 6 :

ds2
IIB(E) = A

− 3
4

q (−(dx0)2 + (dx1)2) + A
1
4
q ((dx2)2 + · · ·+ (dx9)2) , Aq = 1 +

αq

3r6
,

αq = ∆
1
2
q · 3 · 25π2l6s , ∆q = eϕ0(p+ qχ0)

2 + e−ϕ0q2 , r =
√

(x2)2 + · · · + (x9)2 ;

λ =
pχ0 + q|λ0|2 + ipe−ϕ0A

1
2
q

p+ qχ0 − iqe−ϕ0A
1
2
q

;

B
(1)
01 = ∆

− 1
2

q A−1
q eϕ0(p + qχ0) , B

(2)
01 = ∆

− 1
2

q A−1
q eϕ0(pχ0 + q|λ0|2) (5.1.11)

(ここで λ0, χ0, ϕ0 はそれぞれ λ, χ, ϕ の r → ∞ での値.)となる. これがどの方向の Killing

spinorを持つかを調べるためにこの configurationのもとでの dilatino λ̃のSUSY変換 [34]:

δελ̃ = iΓµε∗Pµ − i

24
ΓµνρGµνρε ,

G3 = (1 − |B|2)− 1
2 (F3 − BF ∗

3 ) , B = −λ− i

λ + i
, F3 = dB

(1)
2 + idB

(2)
2 (5.1.12)

(Pµ は (3.1.9)で与えられるもの.)が消える方向の Killing spinor の条件を調べればよい. 7

δελ̃ = 0 は:

eiθ(p,q,λ)

(
1 + iλ∗

1 − iλ

) 1
2

A
− 3

4
q ε∗ − Γ0Γ1ε = 0 (5.1.13)

(θ(p, q, λ)は (5.1.8)で与えられるもの)となり漸近的に (つまり r → ∞で)

ε̃ = eiθ(p,q,λ0)Γ0Γ1ε̃
∗ , ε̃ =

(
1 − iλ0

1 + iλ∗0

) 1
4

ε (5.1.14)

となる. つまり, この (p, q)-string 解は 1
2

SUSY を残す BPS state になっている.

ここで χ0 = 0 または e−ϕ0 � 1 (weak coupling) のとき ε̃ と ε は同一視できることに

注意しておこう. 以下では同一視することにして 10D Weyl spinor (complex spinor) ε を

ε = ε1 + iε2 (ε1, ε2: real(Majorana) spinor)とおく. 8

6 この論文の convention (§A.2.3)は, [37]で B
(2)
2 → −B(2)

2 , q → −q としたものである.
7 (§3.1.2)と同様に gravitino δεψµ = 0 の条件は δελ̃ = 0 の条件で決まる spinor の constant spinor にか

かる scalar関数部分に対する微分方程式を与える. しかし, r → ∞ ではこの条件は効いてこない,つまり定
数倍になる.

8 F-string ((1,0)-string), D-string ((0,1)-string) に対する Killing spinor の条件は (§2.2.2)で求めた M2-
brane に対する Killing spinor の条件から duality を用いて求めることができる [42]. これは (5.1.14)の特別

44



これから特に F-string ((1,0)-string) に対する Killing spinor の条件は

Γ0Γ1ε1 = ε1 , Γ0Γ1ε2 = −ε2 (5.1.15)

であり, D-string ((0,1)-string) に対する Killing spinor の条件は

Γ0Γ1ε1 = ε2 (5.1.16)

であることがわかる.

次に 3-string junction の場合を考えよう. 上で暗に仮定してきた 3-string junction の

configuration は ある頂点から 3方向に (pi, qi)-string (i=1,2,3)がまっすぐにのびていると

したものだった. しかし 3-string junction の configuration は type IIB SUGRA の解とし

てはまだ得られていない. そこで頂点から離れたところだけを考えることにし, 漸近的にそ

れぞれの場所で (pi, qi)-string の 1つ （近くにあるもの） だけがあるとみなしてよいとし

よう. そして λ はある定数だとみなす. そうすると残る SUSY は (5.1.14)と (5.1.7)より

ε = eiθ(pi,qi,λ)Γ0(Γ9 cos θ(pi, qi, λ) + Γ8 sin θ(pi, qi, λ))ε∗ , i = 1, 2, 3 (5.1.17)

を満たす方向ということになる.

適当に SL(2,Z)変換を行うことにより (pi, qi)-string のどれか 1つを F-string ((1,0)-

string) にしたとすると (5.1.15) (で x1 方向を x9 方向によみなおしたもの)が要求され, こ

れを用いてほかの (pi, qi)-stringに対して (5.1.17)を解くとD-string ((0,1)-string)に対する

条件 (5.1.16) (で x1 方向を x8 方向によみなおしたもの)が出てくる.

逆に F-string と D-string に対するKilling spinorの条件をあわせたもの:

Γ0Γ9ε1 = ε1 , Γ0Γ9ε2 = −ε2 , Γ0Γ8ε1 = ε2 (5.1.18)

を満たす Killing spinorは (この式は (pi, qi)によらないので) (pi, qi)-string (i=1,2,3)からな

る 3-string junctionがたもつ SUSYの条件 (5.1.17)を満たすことになる. これから 3-string

junction は (上で述べた近似のもとで) 1
4

SUSY をたもつ BPS state であることがわかる.

‘string network’

上で述べたことから 3-string junction が x8-x9 面内にいくつあってもそれぞれの頂点で

charge保存則 (5.1.6) と 釣合いの条件 (5.1.7) を満たしていればそれは (5.1.18) を満たす

方向の SUSYをたもっている. これが ‘string network’ である.

な場合になっている. 実は [34]の SUSY変換 のパラメーター ε を ε̃ =
(

1−iλ
1+iλ∗

) 1
4
ε で再定義することによ

り λ→ aλ+b
cλ+d の SL(2,Z)変換のもとで ε̃→

(
cλ+d
cλ∗+d

)− 1
4
ε̃ と変換することが知られている [38],[39]. この変

換則のもとで (5.1.14)の第 1式は SL(2,Z)不変である [29].
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さらに charge保存則と釣合いの条件をみたす 3-string junction で張られた ‘string net-

work’ (空間 2次元面にひろがっている) が 平行にいくつあっても (そしてそれぞれが違っ

た構成になっていても) 上で述べた近似のもとで 1
4

SUSYをたもつ BPS state であること

がわかる (図 5.2).

図 5.2: string network. それぞれの 3-string junction では charge の保存則 (5.1.6) と 釣合

いの条件 (5.1.7)をみたす. また string network が平行にいくつあっても同じ SUSY をた

もつ.

5.1.2 ‘pants diagram’

今度は 3-string junctionをＭ理論の立場でみてみよう. ここでは flat backgroundで考え

る. type IIB理論とＭ理論を関係づけるためにＭ理論を torusに compact化しておく. つま

りＭ理論を R
8,1×T 2で考える. T 2を x10, x

¯
7方向にとっておく (x10 ∼ x10+2π, x

¯
7 ∼ x

¯
7+2π).

まず, type IIB の (p, q)-string は Ｍ理論 の 描像 では torus の (p, q)-cycle にまきついた

M2-braneであることから (3.3.1) より

qx10 − px
¯
7 = const. (5.1.19)

で表される. これが BPS state つまり supersymmetricな configuration になるためには第

2章でみたように M2-brane が holomorphic に埋め込まれていなければならない. 今の場

合 (§5.1.1)に対応した状況を考えたいのでM2-brane ののびている残りの方向を x8-x9 面

内にとる. 今 flat background を考えようとしているがこれは形式的には 7-brane がない場
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合と思える, つまり (3.1.6)で特に

Φ = −ϕ+ F + F̄ = 0 , ϕ = const., F = const. (5.1.20)

の場合を考えていることになる. z = x8 + ix9 とし F を実数にとると9 F = ϕ
2
なので

(3.2.8)は

X = Im(λe
ϕ
2
+iθz) + iR−1

B x10, Y = − Im(e
ϕ
2
+iθz) + iR−1

B x
¯
7 (5.1.21)

となる. すると holomorphic に埋め込むためには (5.1.19)から

RB(qX − pY ) = const. (5.1.22)

でなければならないことがわかる. この実部をみると

Im((p+ qλ)e
ϕ
2
+iθRBz) = const. (5.1.23)

となりこれは (§3.3.3)で考えた type IIB decompactification limitにちょうど対応している.

また (§5.1.1)に対応した座標の取り方をするには (1,0)-string が x9 方向にのびていればい

いのでこれは θ = π
2
ととったものに対応する. また今の場合 flat なので λ は global に定

数である. つまり SL(2,Z)変換を受けるような cut はない. （だから上で (3.2.25)を積分

した形で表しておいた.） したがって x10 ∼ x10 + 2π, x
¯
7 ∼ x

¯
7 + 2π を考慮するとさらに

holomorphic変換した

s = expRBX , t = expRBY (5.1.24)

という複素座標がよい座標になっている. そして (5.1.22)から (p, q)-string を表す M2-

brane は

sqt−p = const. (5.1.25)

で表される.

いったん complex structure を決めてしまうと (§2.2.2)でみたように

f(s, t) = 0 (5.1.26)

(ここで f は任意の関数.) という holomorphic な関係式を与えると, それは今の場合 1
4

SUSYをたもつ ある M2-brane の configurationを表している. あとは 3-string junctionに

対応する f(s, t) をみつければよい.

c1s
−q1tp1 + c2s

q2t−p2 = 1 (5.1.27)

9 F の虚部は θ の再定義で吸収できる.
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(c1, c2 はゼロでない定数.) を考えてみよう [30]. これを書き直すと,

sq1−q2t−p1+p2 − c1s
−q2tp2 − c2s

q1t−p1 = 0 (5.1.28)

あるいは

(sq1t−p1 − c1)(s
−q2tp2 − c2) = c1c2 (5.1.29)

となる. 今 p1q2 − p2q1 < 0 とする. (こうなっていないときは 1と 2のラベルを付け替え

る.) そして s = ua, t = ub とおく. このとき (5.1.29)より

sq1t−p1 ∼ c1 , a ∼ p1 , b ∼ q1 , u → ∞ ;

sq2t−p2 ∼ c−1
2 , a ∼ p2 , b ∼ q2 , u→ ∞ (5.1.30)

となり, また (5.1.28)より

s−q1−q2tp1+p2 ∼ −c2
c1
, a ∼ −p1 − p2 , b ∼ −q1 − q2 , u → 0 (5.1.31)

となる. つまりそれぞれの方向の極限をとると (5.1.27)は (5.1.25) よりそれぞれ (p1, q1)-

string, (p2, q2)-string, (−p1 − p2,−q1 − q2)-string を表す M2-brane の式になっている. こ

れは (5.1.27)が 3-string junction を表す M2-brane の式になっていることを示している.

これからわかるように Ｍ理論 で 3-string junction をみるとそれはなめらかな 1つの

complex curve で表され type IIB 理論でみたときの頂点のような特異点はない. Ｍ理論 で

は 3-string junction は M2-brane の ‘pants diagram’ で表されるのである.

図 5.3: pants diagram. 左の ‘pants diagram’ は 3つ の足が無限にのびていると思うと 右

の 3つ 穴の開いた球 S2 に holomorphic に等しくなる [31].

次に ‘pants diagram’ を M2-brane の空間方向の 2次元分 (その座標を (§2.2.1)と同様に

σ = σ1 + iσ2 とする)から (s, t) への holomorphic写像として考えてみよう [31],[42]. そ

うすると ‘pants diagram’ は 3つ穴の開いた S2 ∼= CP1 とみなすことができる. そこで

holomorphic写像:

log s =
3∑

i=1

pi log(σ − σi) , log t =
3∑

i=1

qi log(σ − σi) (5.1.32)
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を考えるとこれは (pi, qi)-string (i = 1, 2, 3)からなる 3-string junction を表す. 実際 σ が

σi のまわりを 1回まわると log s, log t はそれぞれ 2πipi, 2πiqi だけ増える. これはその近

くでM2-brane が (pi, qi)-cycle に巻き付いていることを表している. また

3∑
i=1

pi =
∮

1

2πi
d log s(σ) = 0 ,

3∑
i=1

qi =
∮

1

2πi
d log t(σ) = 0 (5.1.33)

(積分路は σ1, σ2, σ3 をすべて囲むようにとる)は chargeの保存則を表している. また σ3 = 0

の場合 (5.1.32)は

σ1

σ1 − σ2

s
q1

p2q1−p1q2 t
−p1

p2q1−p1q2 +
−σ2

σ1 − σ2

s
−q2

p2q1−p1q2 t
p2

p2q1−p1q2 = 1 (5.1.34)

となり特に p2q1 − p1q2 = −1 のとき (5.1.27)の形になっている.

5.2 3-string junction in 7-brane background

[32]は (§4.2.2)の 7-brane background (で少し deform したもの) のもとで (p, q)-string

を考えることにより (§4.2.2)の gauge enhancement を理解できることを示唆した. [33]は

3-string junction を考えることによりそれをより直観的に理解できる可能性を示そうとし

ている. しかしかなり仮定を置いたものでありまだ数学的にきちんと整理されていない. そ

れは大雑把な議論であるが E6, E7, E8 という例外群の gauge enhancement を直観的に理

解できる可能性としては魅力的である. また (§3.3)で求めた複素座標 X, Y を用いればそ

れをＭ理論の描像から M2-brane の configuration としてみることができそうである. ここ

ではそのあたりのことを議論する.

5.2.1 type IIB 理論の描像

まず, 7-brane background で 3-string junction があるとき破れずに残る SUSY の数を調

べよう. (3.1.11),(5.1.18)より, 1
4

SUSY が残る. これは 7-brane background で (r, s)-string

だけがある場合に破れずに残る SUSY の数と同じであることに注意しよう. (3.1.11) と

(5.1.18)の条件は独立ではないからである. これはＭ理論でみたとき (§2.2.2)の (2)の (2.1)

と (2.2)の場合で 破れずに残る SUSY はともに 8個 つまり 1
4

SUSY だったことに対応し

ている. 10

さて, (§3.3)でみたように [p, q] 7-brane backgroundでは [p, q] 7-braneの transverse方

向に [p, q] 7-braneから T に conjugateな SL(2,Z)変換 Mp,q をひきおこす cut が入る.

10 7-brane background は hyperkähler だった (§3.2.2).
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(r, s)-string がその cut を横切ると SL(2,Z)変換を受けてその cut より先は (r′, s′)-string

になる: 
 r′

−s′


 = Mp,q ·


 r

−s


 =


 r

−s


+ (qr − ps)


 p

−q


 (5.2.1)

では cutを横切った (r, s)-string ((r′, s′)-string)を少しずつ動かしてその cutをつくる [p, q]

7-braneを横切ろうとすると何が起こるだろうか? 直観的に [p, q] 7-braneのところで string

がひっかかりそうである. (5.2.1)は引っ張ると [p, q] 7-braneから ±(p, q)-stringが |qr−ps|
個のびてきて 3-string junction が |qr − ps|個 できることを意味していると考えることも
できる (図 5.4). 11

[p,q] 7-brane

?

(r’,s’)-string

(r,s)-string (r,s)-string

(r’,s’)-string

(p,q)-string

cut cut

[p,q] 7-brane

図 5.4: cutを横切る stringを 動かして [p, q] 7-brane を横切ると±(p, q)-stringが |qr−ps|
個のびてきて自然に 3-string junction が生じる!?

これは Hanany-Witten 効果の U-duality 版になっていることからも予想されることで

ある. 実際 Hanany-Witten [6] の configurationは:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

NS5 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
D5 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
D3 ◦ ◦ ◦ ◦

ここでのびている方向を ◦ で表した.

Hanany-Witten 効果は NS5-brane とD5-brane の x6方向の位置を入れ替えるとその間

に D3-brane が生じるというものだった.

x1, x2 方向に T-dual をとると

11 qr − ps = 0 のときはひっかからずに単に通過すると思われる.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

NS5 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
D3 ◦ ◦ ◦ ◦
D1 ◦ ◦

S-dual をとると

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D5 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
D3 ◦ ◦ ◦ ◦
F1 ◦ ◦

x7, x8 方向に T-dual をとると

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

D7 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
D1 ◦ ◦
F1 ◦ ◦

さらに x6方向と x8方向を入れ替え, SL(2,Z)変換すれば今考えているconfigurationに一致

する. Hanany-Witten効果は今の場合 D7-braneとD-stringの位置を入れ替えればその間に

F-stringが生じるということになる. SL(2,Z)変換すれば上の [p, q] 7-braneと (r, s)-string

の関係になる. また Hanany-Witten の s-rule: NS5-brane と D5-brane をつなぐ D3-brane

は 1枚しか許されない (supersymmetricではない)[6] 12 は今の場合生じる (p, q)-stringは

1つだけということになる. つまり qr−ps = ±1のときしかこの過程で 3-string junctionは

生じないということになる. 13 F-string ((1,0)-string) が D-string ((0,1)-string) の上にし

か端をもてない (つまり, F-string ((±1,0)-string)を含む 3-string junction は必ず D-string

((0,1)-string)を含む )ということを仮定すれば この 3-string junction は qr − ps = ±1

を 満たしている. (± は string の向きによる.) この 3-string junction に SL(2,Z)変

換:


 p r

−q −s


 をすることにより, 一般に ±(p, q)-string と (r, s)-string のなす 3-string

junction に対して qr − ps = ±1 であるということになる.

12 s-ruleは [6]では conjecture に近かったが, T-dual をとった type IIA 理論 あるいは Ｍ理論 の言葉で [5]
等で示されている.

13 ‘D-string’ と ‘D7-brane’ の場合に単純に s-rule を当てはめていいかどうか疑問である. D-string ((0,1)-
string)に D7-brane ([1,0] 7-brane)からのびた F-string ((1,0)-string)がくっつくとくっついた先からは もは
やD-stringではなく (1,1)-stringであり,しかも (§5.1.1)でみたようにこの D-string, (1,1)-stringはF-string
がくっついた頂点のところで曲がるので Hanany-Witten の configuration と精確には対応していないからで
ある.
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[33]は, qr−ps = ±1を満たす ±(p, q)-stringと (r, s)-stringのなす（残りの 1つの string

は charge の保存則が成り立つように決める）3-string junction だけが 7-brane を横切ると

きに生じると仮定して, (§4.2.2) の SO(8), E6, E7, E8 の gauge symmetry が生じると思

われる場合を議論している. それを簡単に紹介する. 14

[p,q] 7-brane

(r’,s’)-string

(r,s)-string (r,s)-string

(r’,s’)-string

(p,q)-string

cut cut

[p,q] 7-brane

図 5.5: [p, q] 7-brane の作る cut を横切る (r, s)-string ((r′, s′)-string)は qr− ps = ±1 を満

たすときだけ (r, s)-string, (r′, s′)-string, (p, q)-stringのつくる 3-string junction と同等に

なる. つまり互いに移り変わる.[33]

(§4.2.2) の D4, E6, E7, E8 の 特異 fiber が生じるのはそれぞれ 6, 8, 9, 10 個の 7-brane

が重なった場合である. z-plane上のその点の近くの 特異 fiber を表す式を deform するこ

とにより 重なった 7-brane は互いに離れていくが そのとき次のような monodromy をも

つ 7-brane になる [32],[33]: 15

特異型 [1,0] 7-braneの数 [3,1] 7-braneの数 [1,1] 7-braneの数 全体のmonodromy

D4 4 1 1 T 4BC = −1

E6 5 1 2 T 5BC2 = (ST )2

E7 6 1 2 T 6BC2 = S

E8 7 1 2 T 6BC2T = ST

ここで [1,0] 7-braneはmonodromy T , [3,1] 7-brane は monodromy B =


 4 9

−1 −2


,

14 この議論は今のところあまり厳密なものではない. しかし (§4.2.2)での fiberの特異型が gauge symmetry
になるということの直観的理解の可能性を与えてくれているように思える.

15 原理的には y2 = x3 + f(z)x+ g(z) の f(z), g(z) を deform して (A.1.47)から計算できる.
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[1,1] 7-braneはmonodromy C =


 2 1

−1 0


を生じる. 16 全体の monodromy は (§4.2.2)

のものと等しい.

つまりいずれの場合も 3種類の 7-braneにわかれる. いずれの場合も [3,1] 7-braneは 1つ

なのでそれにくっつく (3,1)-stringか ら U(1)が生じる. [1,1] 7-braneよりそれにくっつく

(1,1)-string から D4 のときは U(1), E6, E7, E8 のときは U(2) が生じる. [1,0] 7-brane よ

りそれにくっつく (1,0)-string から D4, E6, E7, E8のときそれぞれU(4), U(5), U(6), U(7)

が生じる. これを manifest subgroup とよぼう. この manifest subgroup の表現で, 期待さ

れる gauge symmetry を 次のように分解できる [33]. ただし, U(1)部分はあまり考えない

ことにする.

SO(8) ⊃ SU(4) × U(1)

28 → adj0 + 10 + −2 + +2

E6 ⊃ SU(5) × SU(2) × U(1)

78 → (adj, 1)0 + (1, 1)0 + (1, adj)0

+ ( , )−3 + ( , )3 + ( , 1)−6 + ( , 1)6

E7 ⊃ SU(6) × SU(2) × U(1)

133 → (adj, 1)0 + (1, 1)0 + (1, adj)0

+ ( , )−1 + ( , )1 + ( , 1)−2 + ( , 1)2 + (1, )−3 + (1, )3

E8 ⊃ SU(7) × SU(2) × U(1)

248 → (adj, 1)0 + (1, 1)0 + (1, adj)0

+ ( , )2 + ( , )−2 + ( , 1)4 + ( , 1)−4 + ( , )6 + ( , )−6 + ( , 1)8 + ( , 1)−8

(5.2.2)

このうち manifest subgroup の adjoint表現 はいつものように cut を横切らない string

によって表される [26]. 他の反対称表現や基本表現の入ったものは cut を横切る string に

よって [32], あるいは 3-string junction によって [33]表されると考えられ, それぞれに対

応していると思われる状態を前に述べた選択則 qr − ps = ±1 にしたがってつくること

ができる (図 5.6), [33]. 17 実際 (§5.1)でみたように 3-string junction は少なくとも flat

background で 漸近的に BPS state になっていたので 7-brane がくっついた極限で何らか

16 この論文の convention は [33]の [p, q], (r, s) において q, s 	→ −q,−r としたもの.
17 双基本表現,対称表現に対応している状態は実現できないと思われている [33].
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の意味で gauge bosonを表すように思える. しかしこれはまだ conjectureの段階であり詳

しい解析, 定式化はなされていない. 18

5.2.2 Ｍ理論の描像

7-brane backgroundで cutを横切る (r, s)-stringが [p, q] 7-braneを横切るときに 3-string

junction が生じる様子をＭ理論でみるとどうなるだろうか?

原理的には (3.3.3)から RB(sdX−rdY ) = 0で表されているはずである. つまり, z-plane

上 基点 z0 を定めて, ∫ z

z0

RB(sdX − rdY ) = c (cは定数.) (5.2.3)

により ‘(r, s)’-string が表されるが, この定数 c を変えることにより ‘(r, s)’-string の位置が

変わり, ある定数 c で [p, q] 7-brane を横切ると思われる. ここで charge (r, s) は cut を横

切ると (5.2.1) にしたがって変換されることに注意しよう. 基点 z0 から z までの積分路で

cut を横切れば
∫ z

cut
RB(s′dX ′ − r′dY ′) +

∫ cut

z0

RB(sdX − rdY ) = c (5.2.4)

のように表される (3.3.14),(3.3.15). 19

定数 c を連続的に変えていって M2-brane の configuration （特に z 依存性）がどうな

るか調べればよいのだが, 座標変換 (3.2.25)が複雑な形をしているのでそれは容易ではな

い. 以下では speculation 的な議論をする. z-plane上 [p, q] 7-brane から離れたところを

M2-brane が 通るとき（cut を横切っているかどうかにかかわらず）M2-brane は シリン

ダーの形をしている. z を固定すると M2-brane はつぶれていない torus のある 1-cycle

に巻き付いているからである. 20 定数 c を連続的に変えていって ‘(r, s)’-string を表す

M2-brane が [p, q] 7-brane のところに来たとき [p, q] 7-brane からは cut が出ているため,

qr−ps = 0のときは単に通過するが, qr−ps �= 0のときはM2-brane は [p, q] 7-brane のと

ころで ‘ひっかかる’ と思われる. [p, q] 7-brane のところでは torus の (p, q)-cycle がつぶ

18 (5.2.2)の SO(8)と全く同様の分解が SO(2m)に対して成り立つので SO(2m) (= Dm) への一般化はほ
ぼ自明である. また, SU(N) (= AN−1) は普通の D-braneでよく知られたことである [26]. とすると, この
アプローチ（もし正しければ）で理解できる gauge群は少なくとも A-D-E群 (simply-laced)である. 他の単
純群 (non-simply-laced)は同様のアプローチではなかなかうまくできない. 一方, elliptically fibered K3 の
singular fiber の分類 (§A.1.6)から A-D-E型の特異性しかあらわれない. したがってこのアプローチがもし
正しければ gauge群として A-D-E群 しか現れないと思われる.

19 この意味で (3.3.3)では微分の形で書いた.
20 cut を横切っていても s′dX ′ − r′dY ′ = sdX − rdY ((3.3.14),(3.3.15))より M2-brane は連続的につな
がってる.
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れる. 21 したがって (p, q)-cycle に巻き付いた M2-brane は ‘ひっかかって’ [p, q] 7-brane

のところから (端をもたずに) のびることができる (図 5.7). この状況が type IIB理論の図

5.5 に対応すると思われる.

では [33]の選択則 qr − ps = ±1 (§5.2.1) を今のＭ理論でみるとどうなるだろうか ?

qr − ps �= ±1, 0 のとき type IIB 理論では 図 5.4 のように [p, q] 7-brane から 複数個

±(p, q)-string がのびると単純には考えられるが, それが禁止されるというのが [33]の選択

則である. 22 Ｍ理論で 図 5.4 に対応するものは シリンダーの形ではなく ‘穴’のあいた

M2-brane (図 5.8) になるがそれが禁止されることになる. つまり定数 c を連続的に変えて

いって ‘(r, s)’-stringを表す M2-brane が [p, q] 7-braneのところにきたとき qr−ps �= ±1, 0

であっても 図 5.8 のようにはならず 図 5.7の下の図 のようにしかならないということを

[33]の選択則は いっていると思われる. 図 5.8 と 図 5.7の下の図 の M2-brane は 位相が

違うが 図 5.7の上の図と下の図 の M2-brane は 位相が同じ （シリンダーの形） なので,

[33]の選択則 は Ｍ理論では 定数 c を連続的に変えていくとき 位相が変わらないと言い換

えられるのかもしれない.

21 7-brane のところで (up to SL(2,Z) で) λ→ i∞ だった.
22 qr − ps = 0 のときはひっかからずに単に通過するとしている.
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(-1,0)

(1,0)

(-2,-1)(1,0)

(1,0)

(1,0)

(1,0) (-2,-1)

(1,1)

(0,1)

(1,0)

図 5.6: 矢印つきの実線は (反対称,基本)表現を表す ‘BPS state’. (−2,−1) 等は string の

(r, s)-charge を表す. また ◦ は [1,0] 7-brane, × は [3,1] 7-brane,四角は [1,1] 7-brane を表

す. 点線は 7-brane から生じる cut. この cut を横切ると (p, q)-charge が変わる (5.2.1). 上

の図と下の図は 7-brane の位置を動かすことによって互いに移り変わる (図 5.5). 下の図を

みると直観的に (反対称,基本)表現 を表しているように思える. この上下 2つの図以外に

もさらに 7-brane を横切って移り変わる 同じ (反対称,基本)表現 を表す ‘BPS state’ が

ある.
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[p,q] 7-brane

cut

M2-brane

cut
M2-brane

[p,q] 7-brane

図 5.7: 定数 c を連続的に変えていって ‘(r, s)’-string を表すM2-brane が [p, q] 7-brane の

ところに来ると, 下の図のようにM2-brane は qr− ps �= 0 のとき [p, q] 7-brane に ‘ひっか

かる’ と考えられる. これが type IIB 理論の 図 5.5 を Ｍ理論でみたものに対応していると

思われる.

[p,q] 7-brane

M2-brane

cut

図 5.8: type IIB 理論の 図 5.4 を Ｍ理論でみたとき対応する M2-brane の形 (|qr− ps| = 3

の場合). [33]の選択則によれば 図 5.7 の上の図から連続変形によってこのような形になる

ことはない!?
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第6章 まとめ

type IIB の 7-brane 解は Ｍ理論でみると 4次元分が hyperkähler metric になっている.

したがって, いろいろな complex structure の選び方がある. 一方, type IIB の (p, q)-string

は Ｍ理論でみると torus の (p, q)-cycle に巻き付いた M2-brane である. それが BPS state

であるためには holomorphicに埋め込まれていなければならない (第 2章)ので, (p, q)-cycle

に巻き付いたことを表すためには, torus の座標が 2つの複素 (holomorphic) 座標で表され

ていなければならない. 実際 (3.2.25)で決まる X, Y を用いて (3.3.3): RB(qdX− pdY ) = 0

で BPS (p, q)-string を表すM2-brane を記述できる. その際 7-brane によってできる cut

を横切ると (3.3.14)の線形な holomorphic 変換を受けることに注意する必要がある. また

このように線形にできたのは background の hyperkähler の holomorphic 2-form Ω (3.2.6)

の選び方に phase factor eiθ の任意性があったからである.

type IIB の 7-brane は Ｆ理論 on elliptically fibered K3 としてみるほうが Ｍ理論でみ

るよりも自然である (第 4章). elliptically fibered K3 の singular fiber の 特異型 (A-D-E

型)に対応した gauge symmetry が enhance されると考えられているが, それを直観的に

理解しようとする試みがある (§5.2.1), [33]. そこでは 特に例外群 E6, E7, E8 を実現するた

めに ‘3-string junction’ (§5.1.1) が必要だった. ‘3-string junction’ は flat background で

は漸近的に BPS state となっていた. それをＭ理論でみた ‘pants diagram’ (§5.1.2)は flat

background では holomorphy によって容易につくることができた. 7-brane background で

‘(r, s)’-string を表す M2-brane は (5.2.3) で表されるが, その定数 c を連続的に変えていっ

たとき M2-brane が [p, q] 7-brane のところに来たとき qr− ps �= 0 なら ‘ひっかかる’ と思

われる (図 5.7). また [33]の選択則はこの過程で 図 5.8 のようになることを禁止している

と解釈できる. 7-brane の近くで M2-brane の形がどうなるかということは本当は (5.2.3)

をきちんと調べないとわからないが, 表式が複雑なのでこれは困難である.

最後にこの論文で紹介しなかった他の 7-brane 解についてコメントしておく. それは

circularly symmetric solution とよばれる T -dual変換で D8-brane になるものである [39].

1 この解は形式的には (3.1.7)の形をしているがそのままでは λの SL(2,Z)変換で metric

が不変な形になっていない.

1 この T-dual変換 は massive IIA SUGRA に関係したもので, (§A.2.5) とは違うものである.
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付 録A

A.1 定義 , 公式 , convention , notation 等

ここではこの論文で用いる定義 , 公式 , convention , notation 等をまとめておく.

A.1.1 form,擬Riemann多様体 等

添字の反対称化 , 対称化 の記号（ [ ], ( ) ）は次のように定める :

[µ1 · · ·µn] =
∑

σ∈Sn

signσ{µσ(1) · · ·µσ(n)}; (µ1 · · ·µn) =
∑

σ∈Sn

{µσ(1) · · ·µσ(n)}. (A.1.1)

また 反対称化 , 対称化 に参加しない添字が途中にある場合は | | で囲む.

D次元時空（t個負計量の擬 Riemann多様体）を考える. 一般に n-form, およびその

Hodge dual は次のように定める. 1

An =
1

n!
Aµ1···µndx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµn (A.1.2)

∗An =
1

(D − n)!

1

n!
Aµ1···µnε

µ1···µn
ν1···νD−n

dxν1 ∧ · · · ∧ dxνD−n (A.1.3)

ここで

εµ1···µD :=
1√

(−)tg
εµ1···µD ; g := detgµν (A.1.4)

εµ1···µD は D階反対称記号で ±1 の値をとるもの. εµ1···µD が D階反対称テンソル. このと

き, 次の式が成り立つ.

∗(∗An) = (−1)t+n(D−n)An; An ∧ ∗Bn = Bn ∧ ∗An. (A.1.5)

さらに,

An ∧ ∗An = (−1)t 1

n!
A2

n

√
(−)tg dDx (A.1.6)

ここで, A2
n = Aµ1···µnAµ1···µn とかいた.

1 form等の基本的なことがらについては [45]の付録 Eの conventionにしたがった.
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内部積 iv (v = vµ∂µ)は次のように定める.

ivAn =
1

(n− 1)!
vµAµµ1···µn−1dx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµn−1 (A.1.7)

このとき, 次の式が成り立つ.

iv(∗An) = ∗(An ∧ v) (v = gµνv
µdxν). (A.1.8)

以下,符号が (− + · · ·+) のものを考える: ηab = diag(−1,+1, · · · ,+1), ε01···D−1 = +1.

veilbein eµ
a と metric とは次の関係がある.

gµν = ηabeµ
aeν

b; ηab = gµνeµ
aeν

b (A.1.9)

spin connection ωa
b を使って curvature は次のように定める.

dωa
b + ωa

c ∧ ωc
b =

1

2
Ra

bcde
c ∧ ed (ea = eµ

adxµ). (A.1.10)

さらに,

metricity : gµν;ρ = ∂ρgµν −Γλ
ρµgλν −Γλ

ρνgλµ = 0 , no torsion : T µ
νρ =

1

2
(Γµ

νρ −Γµ
ρν) = 0.

(A.1.11)

を要求して, Christoffel symbol :

Γµ
νρ =

1

2
gµλ(∂νgλρ + ∂ρgλν − ∂λgνρ) (A.1.12)

となる. いいかえると,

metricity : ωab = −ωba , no torsion : T a = dea + ωa
b ∧ eb = 0 (A.1.13)

となり, spin connection : ωa
b = ωµ

a
bdx

µ は次のようにあらわせる.

ωµ
ab =

1

2
eν[a(∂µeν

b] − ∂νeµ
b]) +

1

2
eρ[ae|λ|b]eµ

c∂λeρc (A.1.14)

Riemann tensor は:

Rλ
ρµν = ∂[µΓλ

ν]ρ + Γλ
σ[µΓσ

ν]ρ , Ra
bµν = ∂[µων]

a
b
+ ω[µ

acων]cb (A.1.15)

となる. または Ricci tensor, scalar curvature は次のように定める.

Rµν = eρ
aeµ

bRa
bρν ; R = gµνRµν . (A.1.16)

以下, いろいろな公式をかく.
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Weyl変換: g′µν = eγgµν に対し

R(g′) = e−γ
(
R(g) − (D − 1)∇2γ − 1

4
(D − 1)(D − 2)(∇γ)2

)
. (A.1.17)

内部方向 {i} に dimensional reduction するとき:

ds2
D = gµνdx

µdxν +Gij(dx
i + Aµ

idxµ)(dxj + Aν
jdxν) . (A.1.18)

このとき scalar curvature は 次のようになる:

R(g(D)) = R(g) − 1√−g∂µ

(√−ggµν∂νδ
)

+
1

4
gµν∂µGij∂νG

ij − 1

4
GijFµν

iF µνj (A.1.19)

ここで, δ = log detGij , F
i
2 = dAi

1.

特に xD−1 方向 (space like direction, Killing vector : k = kµ∂µ = ∂D−1)に dimensional

reduction するとき:

ds2
D = gµνdx

µdxν + k2(dxD−1 + Aµdx
µ)2 . (A.1.20)

Hodge dual に関して次の関係が成り立つ: 2

∗(D)Bn = (∗(D−1)Bn) ∧ k(dxD−1 + A1) . (A.1.21)

さらに, (A.1.7)を用いると

∗(D)(Bn∧dxD−1) = (−)D−n−1k−1∗(D−1)Bn−(∗(D−1)(Bn∧A1))∧k(dxD−1 +A1) . (A.1.22)

ただし, ε01···D−2D−1
(D) = ε01···D−2

(D−1) とした.

A.1.2 Γ 行列について

11次元 の Γ 行列 Γa (a = 0, 1, · · · , 10) はClifford 代数:

{Γa,Γb} = 2ηab , Γ†
a = Γ0ΓaΓ0, Γ10 = Γ0Γ1Γ2Γ3Γ4Γ5Γ6Γ7Γ8Γ9 (A.1.23)

を満たすものとする. さらに

ΓT
a = −CΓaC

−1 , CT = −C , C∗ = C , C†C = 1 (A.1.24)

を満たすようにできて,このとき

Γ∗
a = (CΓ0)Γa(CΓ0)

−1 , C−1 = −C (A.1.25)

2 ∗(n) は n 次元metricでの Hodge dual を表す.
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となる. 実際, 例えば

Γ0 = −iσ2 ⊗ 116 ,

Γi = σ1 ⊗ γi (i = 1 · · · 8) ,

Γ9 = σ3 ⊗ 116 ,

Γ10 = σ1 ⊗ γ9 . (A.1.26)

ととることができる. ここで

γ1 = σ3 ⊗ 12 ⊗ 12 ⊗ 12

γ2 = σ1 ⊗ 12 ⊗ 12 ⊗ 12

γ3 = σ2 ⊗ σ3 ⊗ 12 ⊗ σ2

γ4 = σ2 ⊗ σ1 ⊗ 12 ⊗ σ2

γ5 = σ2 ⊗ σ2 ⊗ σ3 ⊗ 12

γ6 = σ2 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ 12

γ7 = σ2 ⊗ 12 ⊗ σ2 ⊗ σ3

γ8 = σ2 ⊗ 12 ⊗ σ2 ⊗ σ1

γ9 = σ2 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ⊗ σ2

σ1 =


 0 1

1 0


 , σ2 =


 0 −i
i 0


 , σ3 =


 1 0

0 −1


 . (A.1.27)

この表示のとき C = Γ0 ととれて Γ0 は 実反対称行列, Γa (a = 1, · · · , 10) は 実対称行列

になっている.

SO(10, 1) の 32 次元 spinor表現の 32 成分 spinor θ について

θ̄ := θ†Γ0 (A.1.28)

と定め, Majorana 条件を

θ : Majorana spinor ⇔ θ̄ = θTC (⇔ θ = −Γ0Cθ
∗) (A.1.29)

で定義する.

A.1.3 complex structure

実D次元多様体 M を考える. Dは偶数とする. p ∈ M の接ベクトル空間 TP (M) か

ら TP (M) への写像 Jp で J2
p = −1 が成り立つとき p に Jp を対応させる対応 J のこと
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を概複素構造 (almost complex structure)といい, J をそなえた多様体を概複素多様体とい

う. J は１階共変１階反変テンソル場である.つまり Jµ
ν という添字をもつ. この J に対

し Nijenhuis tensor を

Nρ
µν = Jλ

µ∂[λJ
ρ
ν] − Jλ

ν∂[λJ
ρ
µ] (A.1.30)

とするとき恒等的に Nρ
µν = 0 ならこの J を complex structureと よび,この概複素多様

体は複素多様体である.

D/2次元複素多様体の局所 (holomorphic)座標系 {zk} を適当に選べば標準形

Jk
l = iδk

l , J k̄
l̄ = −iδk̄

l̄ , Jk
l̄ = J k̄

l = 0 . (A.1.31)

にできる. J は covariantly constant ∇J = 0 である. この J の形は holomorphicな座標変

換で変わらないことに注意しよう.

また complex structure J の形は non-holomorphic な座標変換では変わってしまうので

実D次元多様体の局所座標 {xµ} からD/2次元複素多様体の局所 (holomorphic)座標 {zk}
を定義するしかたによる.

D/2次元複素多様体に局所 (holomorphic)座標系 {zk} を決めたとき (A.1.31)となる J

は複素構造 (complex structure)に付属した概複素構造 (almost complex structure)である

という. 局所 (holomorphic)座標系 {zk} を決めることによりD/2次元複素多様体に複素

構造 (complex structure)が入ったといったりする.

正確な定義,言葉遣いは適当な数学の本 ([49],[50]等)を参照のこと.

A.1.4 Kähler, hyperkähler, K3, Calabi-Yau

ここで, Kähler 多様体, hyperkähler 多様体, Calabi-Yau 多様体等 の定義とその性質に

ついて 簡単に述べる.

1. Kähler 多様体

D次元Riemann 多様体Mが D/2次元複素多様体 のときその複素座標を {zk} (k =

1, · · · , D/2) として metric g が

ds2 = gij̄dz
idz̄j (A.1.32)

となるとき, gij̄ (= gj̄i = ḡjī) を hermitian metric という.

hermitian metric gij̄ に対し (1,1)-form Kを :

K =
i

2
gij̄dz

i ∧ dz̄j (A.1.33)
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としたときこれが closed form dK = 0 になっていればこのM はKähler 多様体であ

る. そして gij̄ を Kähler metric, K を Kähler form とよぶ. また, Kähler 多様体は

D/2次元複素多様体なので complex structure J を もつ. J を {zk}(k = 1, · · · , D/2)

に付属したもの (A.1.31)であるとしたとき (A.1.33)は

K =
1

2
gkj̄J

k
idz

i ∧ dz̄j (A.1.34)

ともかける.

Kähler 多様体のときに成り立つ公式をいくつか挙げておく.

Γi
jk = gil̄∂jgkl̄ , Γī

j̄k̄ = g l̄i∂j̄glk̄ ;

Ri
jk̄l = ∂k̄Γ

i
jl , Rī

j̄kl̄ = ∂kΓ
ī
j̄l̄ ;

Rij̄kl̄ = Rkj̄il̄ = Ril̄kj̄ ;

Rj̄k = Rkj̄ = −∂kΓ
ī
j̄ī = −∂j̄∂k log det g . (A.1.35)

他の成分はゼロになる.

2. Ricci-flat Kähler 多様体, Calabi-Yau多様体

Kähler 多様体M が Rj̄k = 0 のときMを Ricci-flat Kähler 多様体 という. Ricci-flat

Kähler 多様体 は dimH(0,0) = dimH(D/2,0) = 1, dimH(i,0) = 0 (i = 1, · · · , D/2 − 1)

であることが知られている.よって,複素D/2次元 Ricci-flat Kähler 多様体はいたると

ころゼロでない holomorphic D/2-form を定数倍を除いて唯１つもつことに注意しよ

う. compact な Ricci-flat Kähler 多様体 を Calabi-Yau 多様体 という. 複素D/2次元

Calabi-Yau多様体をCYD/2と書くこともある.

3. hyperkähler 多様体

hyperkähler 多様体は,実D (= 4m)次元 Riemann 多様体で次の性質を満たす３つの

接ベクトル束の自己同型写像 J1, J2, J3 をもつものである:

JiJj = −δij + εijkJk , ∇Ji = 0 , (i, j, k = 1, 2, 3). (A.1.36)

hyperkähler 多様体の実座標を {xµ} (µ = 1, · · · , D(= 4m))としたとき

K1 =
1

8
gρ[νJ

ρ
1 µ]dx

µ ∧ dxν , K2 =
1

8
gρ[νJ

ρ
2 µ]dx

µ ∧ dxν , K3 =
1

8
gρ[νJ

ρ
3 µ]dx

µ ∧ dxν

(A.1.37)

により定まる �ω = (K1, K2, K3) を hyperkähler form という. また J1, J2, J3 が co-

variantly constant であることから d�ω = 0 となる. また q = a1J1 + a2J2 + a3J3

(ai (i = 1, 2, 3) は実定数)とおくと a2
1 + a2

2 + a2
3 = 1 ならば q2 = −1, ∇q = 0 である.

つまり, S2 の分だけ complex structureを選ぶ自由度がある.
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4. ホロノミー (holonomy)

D次元 Riemann 多様体M の ホロノミー HM を Levi-Civita 接続 をもつ 接ベクト

ル束 の ホロノミーとする. ここで Levi-Civita 接続とは (A.1.12)あるいは (A.1.14)で

定まる 接続 のこと. また 接続 をもつ ベクトル束 π : E → M のホロノミー（群）と

はM の ある点 p (∈ M) を始点とする閉ループに沿って 接続 に従ってベクトル束

の fiber Ep のベクトルを平行移動させてM のもとの点 p (∈ M) に戻ったとき一般

にベクトルは線形変換を受けるが, そのときに生成される一般線形群 GL(Ep) の部分

群のことである.

一般の Riemann 多様体 M なら HM は O(D) であるが M が 向き付け可能なら

SO(D) である. また

1. HM ⊆ U(D/2) でありかつそのときのみM は Kähler 多様体.

2. HM ⊆ SU(D/2) でありかつそのときのみM は Ricci-flat Kähler 多様体.

3. HM ⊆ Sp(D/4) でありかつそのときのみM は hyperkähler 多様体.

ということが知られている. SU(D/2) ⊂ U(D/2)なので hyperkähler多様体は Kähler

多様体である. また D > 4 なら Sp(D/4) ⊂ SU(D/2) なので hyperkähler 多様体 は

つねに Ricci-flat Kähler 多様体であるが, D = 4 なら Sp(1) = SU(2) なので, D = 4

のとき Ricci-flat Kähler 多様体 は hyperkähler 多様体 であることに注意しよう. 複

素 2次元で SU(2)ホロノミーをもつ compact なKähler 多様体を K3 とよぶ. （多様

体ではなく orbifold 3 になっている場合も含めてK3とよぶこともある.）

ここで述べたことの数学的に厳密な定義などは, 適当な数学の本 ([49],[48],[50]等)か,

[41],[46],[47](およびその references)を参照のこと.

A.1.5 j, η 関数

j(τ) :=
(θ2(τ)

8 + θ3(τ)
8 + θ4(τ)

8)3

η(τ)24
(A.1.38)

ここで4

η(τ) := e
πiτ
12

∞∏
n=1

(1 − e2nπiτ ) ;

3 orbifold とはそれぞれの patch が R
n
/Gi に diffeomorphic な開被覆 {Ui} をもつ空間である. ここで Gi

は discreteな群 (trivial であってもよい).
4 J(τ) := 1

243 j(τ) は楕円モジュラ関数, θi(τ) は Jacobi のテータ関数, η(τ) は Dedekind のエータ関数と
よばれたりする.
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θ2(τ) := 2e
πiτ
4

∞∏
n=1

(1 − e2nπiτ )
∞∏

n=1

(1 + e2nπiτ )2 ;

θ3(τ) :=
∞∏

n=1

(1 − e2nπiτ )
∞∏

n=1

(1 + e2(n−
1
2
)πiτ )2 ;

θ4(τ) :=
∞∏

n=1

(1 − e2nπiτ )
∞∏

n=1

(1 − e2(n−
1
2
)πiτ )2 . (A.1.39)

このとき

j

(
aτ + b

cτ + d

)
= j(τ),


 a b

c d


 ∈ SL(2,Z) ;

j(i) = 243 ; j(e
2πi
3 ) = 0 ; j(i∞) = ∞. (A.1.40)

が成り立つ. 特に j は SL(2,Z)不変性をもつ.

j は fundamental region : (Cの上半面)/SL(2,Z) から Cへの １対１の holomorphic

map になっている.

j(τ) = z としたとき τ を fundamental region に限ると,

j(τ) ∼ 23e−2πiτ i.e., τ(z) ∼ −1

2πi
log z (z ∼ ∞);

τ(z) ∼ i+ const.(z − 243)
1
2 + · · · (z ∼ 243);

τ(z) ∼ e
2πi
3 + const.z

1
3 + · · · (z ∼ 0) (A.1.41)

という漸近形をもつ. つまり fundamental region で τ ∼ i∞ に log 特異性 , τ ∼ i に Z2 特

異性, τ ∼ e
2πi
3 に Z3 特異性 があり 他のところは正則になっている (図A.2).

η 関数の SL(2,Z) 変換性は次のようになる:

η(τ + 1) = e
πi
12η(τ) ;

η(−1/τ) = (−iτ) 1
2η(τ) ;

η

(
aτ + b

cτ + d

)
= ε(cτ + d)

1
2 η(τ), ε24 = 1,


 a b

c d


 ∈ SL(2,Z). (A.1.42)

A.1.6 singular fiber の分類

Weierstrass form:

y2 = x3 + f(z)x+ g(z) (A.1.43)

の elliptic fibrationを考える. f(z), g(z) は z の多項式. 判別式は

∆ = 4f 3 + 27g2 (A.1.44)
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となり, ∆ = 0 で fiber は特異になる. fiber の torus の moduli を τ とする. τ は

j(τ) = 4
(24f )3

4f 3 + 27g2
= 4

(24f )3

∆
(A.1.45)

をみたす.

(A.1.43)は z を 1つ固定すると torusを表す式が 1つ定まる. その torus上には 2つの独

立な 1-cycle (β, α)があるがそれを symplectic基底にとっておく. つまりα ·β = −β ·α = 1

(·は交点数を表す.)とする. そのとき

τ =

∮
β ω∮
α ω

, ω =
dx

y
(A.1.46)

が成り立つ [51]. monodromy は z-plane上で z がある点のまわりを回ったとき, (β, α) 	→
(β ′, α′) が受ける線形変換のことなので


 ∮

β′ ω∮
α′ ω


 =


 a b

c d




 ∮

β ω∮
α ω


 (A.1.47)

で計算できる. このとき τ は SL(2,Z) 変換を受けて

τ ′ =
aτ + b

cτ + d
(A.1.48)

となる. τ は monodromy P =
( −1 0

0 −1

)
で不変であることに注意しよう. これは torus

T 2 の Z2 不変性に対応している.

singular fiber は次のように分類される (Kodaira)[24],[52]. ただし ord(f) は零点の位数

を表す. f ≡ 0 は ord(f)= ∞, f(0) �= 0 は ord(f)= 0. H∗ は fundamental region (� (Cの

上半面)/SL(2,Z)). τ は monodromyで不変なもの. monodromy は共役類のある基底を定

めたときの代表元.
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fiber型 特異型 τ monodromy ord(f) ord(g) ord(∆)

I0 - H∗内


 1 0

0 1


 ≥ 0 ≥ 0 0

I∗0 D4 H∗内


 −1 0

0 −1


 ≥ 1 ≥ 1 6

I1 - ∞

 1 1

0 1


 0 0 1

Im Am−1 ∞

 1 m

0 1


 0 0 m

2 ≥ 3

I∗m Dm+4 ∞

 −1 −m

0 −1




≥ 2 3
m+ 6

II - e
2πi
3


 1 1

−1 0


 ≥ 1 1 2

II∗ E8 e
2πi
3


 0 −1

1 1


 ≥ 4 5 10

III A1 i


 0 1

−1 0


 1 ≥ 2 3

III∗ E7 i


 0 −1

1 0


 3 ≥ 5 9

IV A2 e
2πi
3


 0 1

−1 −1


 ≥ 2 2 4

IV ∗ E6 e
2πi
3


 −1 −1

1 0


 ≥ 3 4 8

A.1.7 反対称テンソル場の conventionについて

Ｍ理論, type IIA string理論, type IIB string理論を考えるとき反対称テンソル場 Aµ1···µn

は (長さ)−n の次元 ((mass)n の次元) を持つものとする. また 反対称テンソル場 Aµ1···µn

を それに couple する brane (M2, M5, NS1, Dp -brane) が charge 1 を持つような規格化 :

S = · · ·1 · ∫braneAn · · · を「物理的規格化」とよぶことにする. このとき flux quantization

:
∮
dAn = 2πm (m ∈ Z) が成り立つ [42]. また反対称テンソル場 An の場の強さ Fn+1 は特

に断わらない限り Fn+1 = dAn で定義する.
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A.2 11D SUGRA, 10D IIA IIB SUGRA, 9D SUGRA

の間の関係

ここでは, (§3.2)で使う T-duality 変換を SUGRA (の bosonic part)で議論する [36]. な

お特に断わらない限り (§A.1)の conventionに基づいて書いているので他の論文と比較す

るときは係数,符号などに注意する必要がある. また「物理的規格化」をしたRR場は記号

Cを用いて書いている. また, ここで出てくる係数については [42]を参照のこと.

A.2.1 11D SUGRA から 10D type IIA SUGRAへ

Ｍ理論 の低エネルギー有効作用である 11D SUGRA (の bosonic part) の action を考え

よう. 11D SUGRA の boson場は metric gµν, 3-form field A3 からなる. この action は物

理的な規格化のもとで,

S11D =
∫
d11x

√−g 1

2κ2
11

R +
∫ 1

g2
M2 · 2

dA3 ∧ ∗dA3 +
∫ −1

(2π)23!
A3 ∧ dA3 ∧ dA3 (A.2.1)

で与えられる [42]. 第 3項は Chern-Simons term である.

ここで 2κ2
11 = (2π)8l9p, g

2
M2 = (2π)4l3p; lpは長さの次元をもつ定数.

これを x10 方向に dimensional reduction (x10 ∼ x10 + 2π) して5 10D type IIA SUGRA

action を求めよう [35],[36]. このとき次のような parametrization をする:

ds2
11D = e−

2
3
φgA

µνdx
µdxν + l2pe

4
3
φ(dx10 + Cµdx

µ)2; A3 = C3 +
1

2π
B2 ∧ dx10. (A.2.2)

逆変換は

eφ = l
− 3

2
p g

(11)3
4

1010 ; Cµνρ = Aµνρ ; Bµν = 2πAµν10 ; Cµ = g
(11)−1
1010 g

(11)
µ10 ;

gµν = l−1
p g

(11)1
2

1010 g
(11)
µν − l−3

p g
(11)1

2
1010 g

(11)
µ10 g

(11)
ν10 . (A.2.3)

ここで µ, ν = 0, 1, · · ·9 .

11D方向 (x10 方向)の半径は 11D metric (M metric)でみるとR11
M = g

(11)1
2

1010 = e
2
3
φlp, 10D

metric (type IIA string metric) でみると R11
IIA = e

1
3
φR11

M = eφls . ここで ls = lp = const.

とした.

5 ここでの conventionは compact化していない方向については xµに長さの次元を持たせてある. compact
化する方向（今の場合 x10 方向）についてはその座標（今の場合 x10）は無次元にしている. そして ds2 が
(長さ)2 の次元を持っているとしている.ただし,もちろん c = h̄ = 1 である. 以下でも同様の convention を
用いている.
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(A.1.17),(A.1.19)より
∫
d11x

√
−g(11)R(g(11)) = 2πlp

∫
d10x

√−ge−2φ(R+4(∇φ)2)+2πl3p

∫
1

2
dC1∧∗dC1 (A.2.4)

また (A.1.21),(A.1.22)より

dA3∧∗(11)dA3 =

(
l−1
p e−2φdB2

2π
∧ ∗(10)

dB2

2π
+ lp(dC3 + C1 ∧ dB2

2π
) ∧ ∗(10)(dC3 + C1 ∧ dB2

2π
)

)
∧dx10

(A.2.5)

となることを用いて 10D type IIA SUGRA action の bosonic part が次のように求まる:

SIIA =
∫
d10x

√−g
(

1

(2π)7l8s
e−2φ(R + 4(∇φ)2)

)

+
∫ (

1

(2π)5l4s
e−2φ 1

2
H3 ∧ ∗H3 +

1

(2π)7l6s

1

2
F2 ∧ ∗F2 +

1

(2π)3l2s

1

2
F ′

4 ∧ ∗F ′
4

)

+
∫ −1

(2π)2

1

2
F4 ∧ F4 ∧ B2 (A.2.6)

ここで

H3 := dB2 ; F2 := dC1 ; F4 := dC3 ; F ′
4 := F4 +

1

2π
C1 ∧H3 . (A.2.7)

A.2.2 10D type IIA SUGRA から 9D SUGRAへ

10D type IIA SUGRAの actionをさらに 9D SUGRAの actionに dimensional reduction

しよう [36]. Killing vector は k = kµ∂µ = ∂9 , k
µkµ = k2 とし

ds2
IIA = gµνdx

µdxν + l2sk
2(dx9 + A(2)

µ dxµ)2 ;

B̂2 = B2 − B1 ∧ (dx9 +
1

2
A

(2)
1 ) ; eφ̂ = eφk

1
2 ;

Ĉ3 = C3 +
1

2π
(B

(2)
2 +

1

2
B1 ∧A(1)

1 ) ∧ dx9 ; Ĉ1 = A
(1)
1 + �(dx9 + A

(2)
1 ) (A.2.8)

と parametrization をする.ここでは 10D の場には hat をつけることにする. 逆変換は

gµν = ĝA
µν −

ĝA
µ9ĝ

A
ν9

ĝA
99

; k = l−1
s ĝ

A 1
2

99 ; eφ = eφ̂l
1
2
s ĝ

A− 1
4

99 ; A(2)
µ = ĝA

µ9ĝ
A−1
99 ;

� = Ĉ9 ; A(1)
µ = Ĉµ − Ĉ9ĝ

A
µ9ĝ

A−1
99 ; Cµνρ = Ĉµνρ ; Bµ = −B̂µ9 ;

B(1)
µν = B̂µν +

1

2
B̂9[µĝ

A
ν]9ĝ

A−1
99 ; B(2)

µν = 2πĈµν9 − 1

2
B̂9[µ(Ĉν] − ĝA

ν]9ĝ
A−1
99 Ĉ9) . (A.2.9)

(A.2.6)に (A.2.8)を代入して 9D SUGRA action を求めよう.
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(A.1.19)を用いると
∫
d10x

√
−ĝe−2φ̂R̂ = 2πls

∫
d9x

√−ge−2φ
(
R− 2(∇ log k)2 − 4gµν∂µφ∂ν log k

)

+ 2πl3s

∫
e−2φk21

2
dA

(2)
1 ∧ ∗dA(2)

1 (A.2.10)

また
∫
d10x

√
−ĝe−2φ̂4(∇φ̂)2 = 2πls

∫
d9x

√−ge−2φ
(
4(∇φ)2 + (∇ log k)2 + 4gµν∂µφ∂ν log k

)
.

(A.2.11)

(A.1.21),(A.1.22)を用いて
∫
e−2φ̂Ĥ3 ∧ ∗(10)Ĥ3 = 2πls

∫
e−2φ

(
H ′(1)

3 ∧ ∗H ′(1)
3 + l−2

s k−2dB1 ∧ ∗dB1

)
∫
dÂ1 ∧ ∗(10)dÂ1 = 2π

∫ (
l−1
s k−1d� ∧ ∗d�+ lsk(dA

(1)
1 + �dA

(2)
1 ) ∧ ∗(dA(1)

1 + �dA
(2)
1 )

)
∫
F̂ ′

4 ∧ ∗(10)F̂
′
4 = 2π

∫ (
lskF

′
4 ∧ ∗F ′

4 + l−1
s k−1 1

(2π)2
(H ′(2)

3 − �H ′(1)
3 ) ∧ ∗(H ′(2)

3 − �H ′(1)
3 )

)

(A.2.12)

ここで

H ′(i)
3 = dB

(i)
2 +

1

2
εij(dA

(j)
1 ∧B1 + dB1 ∧ A(j)

1 ) ; i, j = 1, 2; ε12 = −ε21 = +1;

F ′
4 = dC3 +

1

2π
(A

(i)
1 ∧ dB(i)

2 − 1

2
εijB1 ∧ A(i)

1 ∧ dA(j)
1 ) (A.2.13)

とおいた.

以上より 9D SUGRA action の bosonic part が得られる:

S9D =
∫
d9x

√−g
(

1

(2π)6l7s
e−2φ(R + 4(∇φ)2 − (∇ log k)2)

)

+
∫ (

1

(2π)4l3s
e−2φ 1

2
H ′(1)

3 ∧ ∗H ′(1)
3 +

1

(2π)4l5s
e−2φk−2 1

2
dB1 ∧ ∗dB1

+
1

(2π)6l5s
e−2φk21

2
dA

(2)
1 ∧ ∗dA(2)

1 +
1

(2π)6l5s
k
1

2
(dA

(1)
1 + �dA

(2)
1 ) ∧ ∗(dA(1)

1 + �dA
(2)
1 )

+
1

(2π)6l7s
k−11

2
d� ∧ ∗d�+

1

(2π)2ls
k
1

2
F ′

4 ∧ ∗F ′
4

+
1

(2π)4l3s
k−11

2
(H ′(2)

3 − �H ′(1)
3 ) ∧ ∗(H ′(2)

3 − �H ′(1)
3 )

)

+
∫ −1

(2π)2

(
1

2
dC3 ∧ dC3 ∧ B1

+
1

2
dC3 ∧ (−εijdB(i)

2 ∧ B(j)
2 + dB

(i)
2 ∧ A(i)

1 ∧ B1 +
1

4
εijA

(i)
1 ∧A(j)

1 ∧ dB1 ∧B1)
)
.

(A.2.14)
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A.2.3 10D type IIB SUGRA

10D type IIB SUGRA の bosonic part の action は self dual 4form field C+
4 の部分を無

視すると次のようにかける [37].

SIIB =
1

2κ2

∫
d10x

√−g
(
R +

1

4
tr(∂µM∂µM−1)

)
+

l4N
2κ2

∫ 1

2
H3M∧ ∗HT

3 . (A.2.15)

ここで

M := eϕ


 |λ|2 χ

χ 1


 ; H3 := (dB

(1)
2 ,−dB(2)

2 ) ; λ := χ+ ie−ϕ. (A.2.16)

ただしこれは Einstein metric で書いたもので, 2κ2 = (2π)7l8N ; lN は長さの次元をもつ定

数 である. この action は SL(2,R) 変換:

λ 	→ aλ+ b

cλ+ d
; (B

(1)
2 ,−B(2)

2 ) 	→ (B
(1)
2 ,−B(2)

2 )Λ−1 ; M 	→ ΛMΛT ; Λ =


 a b

c d


 ∈ SL(2,R)

(A.2.17)

のもとで不変である.

Einstein metric と C+
4 は この SL(2,R) 変換 のもとで不変とする. このとき 10D type

IIB SUGRA には SL(2,R) symmetry がある.

Einstein metricをWeyl変換 (g(E)
µν = e−

1
2
ϕg(str)

µν )して string metricで書き直すと (A.1.17)

を用いて次の action が得られる:

Sstr
IIB =

1

(2π)7l8s

∫
d10x

√−ge−2ϕ
(
R+ 4(∇ϕ)2

)
+

1

(2π)5l4s

∫
1

2
e−2ϕdBNS

2 ∧ ∗dBNS
2

+
1

(2π)9l8s

∫
1

2
dC ∧ ∗dC +

1

(2π)5l4s

∫
1

2
(dC2 − C

2π
dBNS

2 ) ∧ ∗(dC2 − C

2π
dBNS

2 )

(A.2.18)

ここで物理的な規格化をした場を用いて書いた:

C = 2πχ ; BNS
2 =

1

2π
B

(1)
2 ; C2 =

1

2π
B

(2)
2 . (A.2.19)

また ls = lN = const. とした.

次に C+
4 を含む部分を考えよう. C+

4 は self-dualな場なのでここでは covariantな action

を考えるかわりに運動方程式を考える. C+
4 を含まない 10D type IIB SUGRA の運動方程

式 (の bosonic part) は (A.2.18) から求まるので C+
4 を含む運動方程式だけをみればよい.

それは C+
4 の物理的な規格化のもとで次のようになる [34],[36]:

F ′
5 = ∗F ′

5 ;
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∇µ

(
(
(
C

2π

)2

+ e−2ϕ)dBNS
2 − C

2π
dC2

)
µνρ

= (2π)2l4s
1

2

1

3!
F ′

νρµ1µ2µ3
(dC2)

µ1µ2µ3 ;

∇µ
(
dC2 − C

2π
dBNS

2

)
µνρ

= (2π)2l4s
1

2

1

3!
F ′

νρµ1µ2µ3
(dBNS

2 )µ1µ2µ3 ;

Rµν − 1

2
gµνR

= 4(∇µϕ∇νϕ− 1

2
gµν(∇ϕ)2) + e2ϕ(2π)2(−1

2
∇µC∇νC +

1

4
gµν(∇C)2)

+ (2π)2l4s

(
−1

2

1

2!
(dBNS

2 )µ1µ2µ(dBNS
2 )µ1µ2

ν +
1

4

1

3!
gµν(dB

NS
2 )2

)

+ e2ϕ(2π)2l4s

(
−1

2

1

2!
(dC2 − C

2π
dBNS

2 )µ1µ2µ(dC2 − C

2π
dBNS

2 )µ1µ2

ν
+

1

4

1

3!
gµν(dC2 − C

2π
dBNS

2 )2
)

+ e2ϕ
(
−(2π)6l8s

1

2

1

2

1

4!
F ′

µ1µ2µ3µ4µF
′µ1µ2µ3µ4

ν

)
. (A.2.20)

ここで self-dual な 場の強さ F ′
5 は次のような SL(2,R)不変な組合せで定義されるもので

ある:

F ′
5 = dC+

4 +
1

2

1

2π
(BNS

2 ∧ dC2 − C2 ∧ dBNS
2 ) (A.2.21)

(A.2.20) の 第 2,3,4 式の F ′
5 の前の

1
2
は F ′

5 の self-duality （第 1 式） から生じる.

A.2.4 10D type IIB SUGRA から 9D SUGRAへ

type IIB SUGRA action (A.2.18) を 9D SUGRA action に dimensional reduction しよ

う [36]. Killing vector は k′ = k′µ∂µ = ∂9, k
′µk′µ = k−2 とし

ds2
IIB = gµνdx

µdxν + l2sk
−2(dx9 + 2πBµdx

µ)2 ; χ̂ = � ; eϕ̂ = eφk−
1
2 ;

1

2π
B̂

(i)
2 = B

(i)
2 + εij(

1

2
B1 ∧A(j)

1 +
1

2π
dx9 ∧ A(j)

1 ) ; i, j = 1, 2, ε12 = −ε21 = +1(A.2.22)

と parametrization をする.ここでは 10D の場には hat をつけることにする. 逆変換は

gµν = ĝB
µν −

ĝB
µ9ĝ

B
ν9

ĝB
99

; � = χ̂ ; k = lsĝ
B− 1

2
99 ; Bµ =

1

2π
ĝB

µ9ĝ
B−1
99 ;

eφ = eϕ̂l
1
2
s ĝ

B− 1
4

99 ; A(i)
µ = −εijB̂(j)

µ9 ; B(i)
µν =

1

2π
(B̂(i)

µν −
1

2
ĝB−1
99 ĝB

9[µB̂
(i)
ν]9) . (A.2.23)

(A.2.18)に (A.2.22)を代入して 9D SUGRA action を求めよう.

(A.1.19)を用いると
∫
d10x

√
−ĝe−2ϕ̂R̂ = 2πls

∫
d9x

√−ge−2φ
(
R − 2(∇ log k)2 + 4gµν∂µφ∂ν log k

)

+ (2π)3l3s

∫
e−2φk−21

2
dB1 ∧ ∗dB1 (A.2.24)
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また
∫
d10x

√
−ĝe−2ϕ̂4(∇ϕ̂)2 = 2πls

∫
d9x

√−ge−2φ
(
4(∇φ)2 + (∇ log k)2 − 4gµν∂µφ∂ν log k

)
.

(A.2.25)

(A.1.21),(A.1.22),(A.2.19)を用いて

(2π)2
∫
e−2ϕdBNS

2 ∧ ∗(10)dB
NS
2 + (2π)2

∫
(dC2 − C

2π
dBNS

2 ) ∧ ∗(10)(dC2 − C

2π
dBNS

2 )

= 2πl−1
s

∫ (
k2e−2φdA

(2)
1 ∧ ∗dA(2)

1 + k(dA
(1)
1 + �dA

(2)
1 ) ∧ ∗(dA(1)

1 + �dA
(2)
1 )

)

+ (2π)3ls

∫ (
e−2φH ′(1)

3 ∧ ∗H ′(1)
3 + k−11

2
(H ′(2)

3 − �H ′(1)
3 ) ∧ ∗(H ′(2)

3 − �H ′(1)
3 )

)
;∫

dĈ ∧ ∗(10)dĈ = (2π)3ls

∫
d� ∧ ∗d� . (A.2.26)

ここで

H ′(i)
3 = dB

(i)
2 +

1

2
εij(dA

(j)
1 ∧B1 + dB1 ∧ A(j)

1 ) ; i, j = 1, 2; ε12 = −ε21 = +1 (A.2.27)

とおいた.

以上より (A.2.18)に (A.2.22)を代入した結果は :

SB
9D =

∫
d9x

√−g
(

1

(2π)6l7s
e−2φ(R + 4(∇φ)2 − (∇ log k)2)

)

+
∫ ( 1

(2π)4l3s
e−2φ 1

2
H ′(1)

3 ∧ ∗H ′(1)
3 +

1

(2π)4l5s
e−2φk−2 1

2
dB1 ∧ ∗dB1

+
1

(2π)6l5s
e−2φk21

2
dA

(2)
1 ∧ ∗dA(2)

1 +
1

(2π)6l5s
k
1

2
(dA

(1)
1 + �dA

(2)
1 ) ∧ ∗(dA(1)

1 + �dA
(2)
1 )

+
1

(2π)6l7s
k−11

2
d� ∧ ∗d�+

1

(2π)4l3s
k−11

2
(H ′(2)

3 − �H ′(1)
3 ) ∧ ∗(H ′(2)

3 − �H ′(1)
3 )

)
.(A.2.28)

これは type IIA action から求めた 9D SUGRA action の bosonic part (A.2.14) と C3, F
′
4

を含む項を除いて一致している. これはもともと type IIB action の bosonic part (A.2.18)

で Ĉ+
4 を無視していることに対応している. 実は Ĉ+

4 を含めた type IIB SUGRA の運動

方程式を dimensional reduction したものと 9D SUGRA の運動方程式を比べて Ĉ+
4 を C3

を含んだ parametrization を適当にすれば (A.2.22)のもとで type IIB SUGRA の運動方程

式を dimensional reduction したものと 9D SUGRA の運動方程式を一致させることがで

きる.

実際 (A.2.20)を dimensional reduction したものと 9D SUGRA action(A.2.14)から求ま

る運動方程式を比べて次のように Ĉ+
4 を parametrize すればよい:

Ĉ+
µνρ9 =

1

2π
Cµνρ − 1

4

1

(2π)2
(A

(i)
[µB

(i)
νρ] + εijA

(i)
[µ A

(j)
ν Bρ]) . (A.2.29)
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残りの Ĉ+
µνρσ 成分は (A.2.20) の第 1 式の self-duality から指定される.

逆変換は:

Cµνρ = 2πĈ+
µνρ9 +

1

(2π)2

1

2
εij
(
−1

2
B̂

(i)
9[µB̂

(j)
νρ] + B̂

(i)
9[µB̂

(j)
|9|ν ĝ

B
ρ]9ĝ

B−1
99

)
. (A.2.30)

A.2.5 T-duality 変換

１次元分 compact化すると type IIA SUGRAと type IIB SUGRAは互いにT-duality変

換で移り変わり,１つの 9D SUGRAで記述されるものになる. (A.2.9),(A.2.23),(A.2.19),(A.2.30)

を用いて x9 方向の T-duality 変換 が求まる [36]:

IIB→IIA

gA
99 = gB−1

99 l4s ; gA
µ9 = 2πl4sg

B−1
99 BNS

µ9 ; gA
µν = gB

µν − gB−1
99 gB

µ9g
B
ν9 + (2π)2l4sg

B−1
99 BNS

µ9 B
NS
ν9 ;

φ = ϕ− 1

2
log(gB

99l
−2
s ) ; C9 =

1

2π
C ; Cµ = −2πCµ9 + CBNS

µ9 ; Bµ9 = − 1

2π
gB

µ9g
B−1
99 ;

Bµν = BNS
µν − gB−1

99 gB
9[µB

NS
ν]9 ; Cµν9 =

1

2π
(Cµν − gB−1

99 gB
9[µCν]9) ;

Cµνρ = 2πC+
µνρ9 −

1

4
BNS

9[µ Cνρ] +
1

4
C9[µB

NS
νρ] +BNS

9[µ C|9|νgB
ρ]9g

B−1
99 , (A.2.31)

IIA→IIB

gB
99 = gA−1

99 l4s ; gB
µ9 = −2πl4sg

A−1
99 Bµ9 ; gB

µν = gA
µν − gA−1

99 gA
µ9g

A
ν9 + (2π)2l4sg

A−1
99 Bµ9Bν9 ;

ϕ = φ− 1

2
log(gA

99l
−2
s ) ; C = 2πC9 ; BNS

µ9 =
1

2π
gA

µ9g
A−1
99 ; Cµ9 =

−1

2π
(Cµ − C9g

A
µ9g

A−1
99 ) ;

BNS
µν = Bµν + gA−1

99 gA
9[µBν]9 ; Cµν = 2πCµν9 − B9[µ(Cν] − gA

ν]9g
A−1
99 C9) ;

C+
µνρ9 =

1

2π
Cµνρ − 1

4

1

2π
gA−1
99 gA

9[µCνρ]9 − 1

4

1

(2π)2
C[µBνρ] +

1

4

1

(2π)2
C9g

A−1
99 gA

9[µBνρ] . (A.2.32)

ここでは hat をはずした.

type IIA での x9 方向の半径を RA , type IIB での x9 方向の半径を RB とすると上の

関係 : gA
99g

B
99 = l4s は RARB = l2s を表している. また eφ = gA

str, e
ϕ = gB

str とすると上の

φ と ϕ の関係は gA2
str

RA =
gB2
str

RB を表している. さらにこの T-duality 変換 によって metric と

NSNS 2-form が混ざり合うことがわかる. RR n-form と RR (n+ 1)-form を dimensional

reduction したものは およそCµ1···µn ∼ 2πCµ1···µn9 の関係になっている.これは場の物理的

規格化を採用しているためである.
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図 A.1: fundamental region. 図中の Q が e
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図 A.2: j によって fundamental region は Cにうつる.
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