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第0節　序論

0.1 弦の導入

現在我々の世界を記述する基礎理論は原理的には 2つの理論から成っている.１つは物理法則に理論的枠
組み (あるいは入れ物としての”場”)を提供する相対性理論 (とりわけ我々の時空観を形成する共変性が重
要),もう１つはその枠組みの中で自然界 (あるいは我々の感覚的世界)がいかなる形で表現されるべきかを
記述する量子力学 (Hilbert空間とその上の作用素環を基礎にして,その spectral系列が我々の世界を記述す
るというもの)である.ここで点粒子の概念を導入することによって作用原理の形で結実した理論が場の量
子論 (QFT)である.さらに作用レヴェルで gauge対称性などの縛りを与えることにより,現象論レヴェルで
実験事実と矛盾しない結果が得られている (standard model).しかし高エネルギー物理における, parameter
の微調整問題,観測されている素粒子のmassや世代数の予言能力, gauge階層性や重力 (繰り込みの破綻)の
問題など,この理論には不満足な点が多々ある.そこで上の点粒子の概念を１次元的な弦の概念に置き換え
ることによって作用原理の形で結実する (はずの)理論が弦理論である [1, 2].この弦が振動して,そのmode
(spectral系列)を観測したものを我々の世界だと考える.弦が動くと 2次元の面 (world sheet)を形成し,そ
の背後では共形場の理論 (comformal field theory (CFT), Virasoro algebra)が展開される.さらに弦には開
いた弦 (開弦)と閉じた弦 (閉弦)を考えることができ, Dp-brane(弦理論に存在する p + 1次元の soliton解)
と組み合わせる事で前者は brane上 (boundary)の gauge理論2,後者は brane間 (bulk)の重力理論となる.
さらに以下では特に断りが無い限り理論内部に超対称性 (supersymmetry (SUSY))を取り込んだ超弦理論
(superstring theory)を考える.
まず world sheet 上に SUSY を導入する. この時 world sheet の reparametrization と local SUSY の

gauge固定に伴った BRST量子化の議論から,それぞれ bc-ghost(central charge=−26)と βγ-ghost(central
charge=11)が得られる3.故に全体の central charge=−15を cancelさせるためには, world sheetと結合す
る boson弦と fermion弦 (XM と ψM , M = 0, · · · , D − 1)の central chargeの和が 15にならなければいけ
ないのでD = 10と与えられる4.このような 10次元を targetとするような stringは critical stringと呼ば
れていて,このようにして不定計量 Hilbert空間に現れる ghostの取り除きから我々の世界の次元が理論的
に求められた事は重要である.ただし通常我々の手に負えるのは,摂動的弦理論だけなのだが実際に非摂動
的弦の効果を取り入れることによって,弦理論には更なる余剰次元の存在を予言する傍証が存在しているの
も事実である (M理論, F理論).この stringの非摂動的定式化 (真空構造の理解)が現在の素粒子理論の重
要な研究対象となっており,本修士論文では,まず摂動的弦から何が言えるのかを述べた後に弦理論の真空
構造の理解を得る為の第 1段階としての厳密に解ける toy model(位相的弦)の総合報告を行う.この節では,
その準備としての予備知識や notationについて述べることにする.

0.2 Braneの導入

まず原始的なレベルにおいて T -dual 変換とは string theory の解 XM (z, z̄) = XM (z) + XM (z̄) を
X

′M (z, z̄) = XM (z) − XM (z̄)に置き換える事によって定義されている.これによって理論は何の変更も受
けないのだが,ただ１つM 次元方向を compact化したとすると,その半径 Rが α′/Rへと変更5される事

2開弦の両端には gaugeの自由度があり,同じ brane上に開弦の両端が存在する時に masslessの spectrumが得られるので,開弦
の向きを考える事によって brane 1枚に対しては U(1) gauge理論, N 枚の重なった braneに対しては U(N)gauge理論が得られる.

3Conformal dimension(λ, 1−λ)の ghost系 (F, G)において,その OPEは F (z)G(ω) ∼ 1
z−ω

で与えられ, enregy-momentum

tensor は T = −λF · ∂G − (λ − 1)∂F · G と与えられる. 故にこの系の central charge は c = ∓2(6λ2 − 6λ + 1)（ただし, (F, G)
が Grassman の時には (−) 符号を取る）で与えられる. 今の場合 bc-ghost (Grassmann) は λ = 2 で, βγ-ghost は λ = 3

2
である.

4XM から与えられる central charge=D. ψM から与えられる central charge=D/2. また直ぐに分かるように SUSY がなけれ
ば D = 26 になり, N = 2 の SUSY があれば ghost の central charge は c = −26 + 11 + 11 = −4 となるので D = 2 が得られる.

5ここで α′ は歴史的な理由から Regge slope と呼ばれており (mass dimension= −2), これを用いて string tension τF
.
= 1

2πα′
が定義される. この parameter は mass dimension を持つために free parameter では無く, string theory には free parameter は
存在しない. この事は, quark-lepton 3 世代の standard model の parameter が 18 個 (ただし 1 個は Higgs の mass parameter)
もある事と比較して, string theory を考える大きな利点である.
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が分かる.ここで開弦を考えて {Xp+1, · · · , X8, X9}の compact化を行い T -dual変換をして dualな座標系
{X ′p+1, · · · , X ′8, X

′9}に移ると,この 9−p個の座標についての string boundary conditionがNeumann型か
らDirichlet型に変換される6.故にこの開弦の端は p+1次元の超平面に束縛され7,これをDp-braneという.
Dp-braneは Type II stringと相互作用して,その effective actionは, NS-NS sectorでは Dirac-Born-Infeld
action (Tp : Dp-brane tension, m,n : 0, 1, · · · , p)8:

S = −Tp

∫
dp+1ξe−φ

[
−det

(
G̃mn + B̃mn + 2πα′Fmn

)]1/2

(0.1)

によって, R-R sectorでは Chern-Siomns-like action (µp は p + 1 form charge)9:

S = iµp

∫
p+1

exp(2πα′F2 + B2) ∧
∑

q

Cq (0.2)

によって記述される.ここでφはdilatonと呼ばれる scalar fieldであるが effective theoryのpartition function
に対して e−〈φ〉χ(E) の寄与を与える為に10,これを用いて string coupling gs

.= e〈φ〉 が定義されている.さら
に stringの相互作用を考えると genus 1個につき g2

s の寄与を, boundary 1個につき gs の寄与が得られる

ので,
closed string coupling gcl

.= gs, open string coupling gop
.= g1/2

s (0.3)

が定義できる.これらを用いる事によって Polchinskiは, brane間の 1-loop amplitudeの計算から

Tp =
1

α′ p+1
2 gs

, µp = (2π)
7−2p

2 α′ 3−p
2 (0.4)

を得た.ところで braneを用いる事によって gauge理論を得る為の方法としては,上で述べたものとは異なっ
た方法も知られている.詳細については第 5節で geometric engineeringとして述べるが,そこではCalabi-Yau
compact化に伴った cycleへの braneの巻きつけを考える事になる.ここで, Hetero弦理論には braneが存
在しないことに注意しておく.

0.3 5つの anomaly freeな consistent theoryと duality

String theoryから得られる物理学の基礎理論は摂動論的レヴェル (10次元)で 5つ存在する事が分かって
いる.以下ではそれらのmassless spectrumを listする.
Type II(I) action

S =
1
4π

∫
d2z(

2
α′ ∂XM ∂̄XM + ψM∂ψM + ψ̃M∂ψ̃M ). (0.5)

• Type IIA (N = 2, closed string, vector theory)
spectrum: (8v(NS) ⊕ 8s(R)) ⊗ (8v(NS) ⊕ 8c(R))によって

boson ; NS-NS → 1(φ) ⊕ 28(BMN ) ⊕ 35(GMN ), R-R → 8v(CM ) ⊕ 56(CLMN )
fermion ; NS-R → 8s(λα) ⊕ 56s(ψα

M ) ⊕ 8c(λα̇) ⊕ 56c(ψα̇
M )

相互作用できる D-brane : 0, 2, 4, 6, 8-brane, 低エネルギー理論は IIA型超重力理論11

6∂z
.
= 1

2
(∂1 − i∂2), ∂z̄

.
= 1

2
(∂1 + i∂2), σ1

.
= σ, σ2

.
= iτ によって 0 = ∂1XM = −i∂2X

′M から分かる.
7この為に, Type IIの理論において world sheet上の supercharge Qα, Q̃α が独立には保存せず,その和のみが保存する事になる.

故に brane の存在は超対称性を半分に破る (N = 2 → N = 1) ので D-brane は BPS state を形成する. ただしこの boundary が特
別な条件 (special Lagrangian submanifold) を満たす時 SUSYは破れない.開弦の理論において topological twist を定義するため
には, この条件は必要十分条件となる. (5.2.2 節 Fact 5.4 参照)

8G̃mn(ξ)
.
= ∂XM

∂ξm
∂XN

∂ξn GMN (X (ξ)) : induced metric, B̃mn(ξ)
.
= ∂XM

∂ξm
∂XN

∂ξn BMN (X (ξ)) : induced B-field
9ただし exp のべき展開によって全体が (p + 1)-form になる所だけを拾う.

10χ(E): 2 次元曲面 E (g: genus, b: boudary) の Euler 数 (= 2 − 2g − b) (cf.Gauss-Bonnet の定理)
1111D N = 2 超重力理論からの reduction theory であり, この事が M (11D) 理論の idea を生み出す.

4



• Type IIB (N = 2, closed string, chiral theory)
spectrum: (8v(NS) ⊕ 8s(R)) ⊗ (8v(NS) ⊕ 8s(R))によって
　 boson ; NS-NS → 1(φ) ⊕ 28(BMN ) ⊕ 35(GMN ), R-R → 1(C) ⊕ 28(CMN ) ⊕ 35+(C(+)

KLMN )
　 fermion ; NS-R → 8c(λα̇) ⊕ 56s(ψα

M ) ⊕ 8c(λα̇) ⊕ 56s(ψα
M )

相互作用できる D-brane : −1, 1, 3, 5, 7, 9-brane, 低エネルギー理論は IIB型超重力理論
• Type I (N = 1, open-closed string, chiral theory)
　Type IIBの理論にworld sheet parity(Z2)の対称性を課す事により,超対称性がN = 1に落ちて開弦が定
義できて弦に向きが無くなる.向きの無い開弦の両端に貼り付ける事のできる gauge群 (Chan-Paton factor)
は SO(N)か Sp(N)に制限されるのだが gaugeと gravityの anomaly相殺の制限 (dimG = 496)から可能
な gauge群は SO(32)だけとなる.
spectrum: IIBの閉弦において world sheet parity (Z2)不変な spectrumとして NS-NS sectorから 1 ⊕ 35,
R-R sectorから 2812, NS-Rから 8c⊕56sが残る.これと上述のChan-Paton factorを持った開弦の spectrum
を合わせて

　 boson ; φ, CMN , GMN , Aa
M (a = 1 · · · 496)

　 fermion ; λα̇, ψα
M , χα̇a

相互作用できる D-brane : −1, 1, 3, 5, 7, 9-brane,低エネルギー理論は D = 10, N = 1超重力理論と N = 1
SuperYM理論
　純粋な超弦から得られるのは上の 3つだけだが, boson弦理論と貼り合わせることにより以下のような
Hetero弦理論が定義できる13.
Heterotic action

S =
1
4π

∫
d2z(

2
α′ ∂XM ∂̄XM + λA∂̄λA + ψ̃M∂ψ̃M ). (0.6)

以下,結果だけ述べる. SO(32)と E8 ⊗ E8 の違いは λA をそのまま用いるか,半分に分けて spectrumを考
えるかの違いである.
• Hetero SO(32) (N = 1, closed string, chiral theory)
• Hetero E8 ⊗ E8 (N = 1, closed string, chiral theory)
　これらの基本的な massless spectrumは Type Iとほとんど同じである (実際には bosonの spectrumで
CMN と BMN の違いがあり,以下の S-dual変換によりこの 2つが入れ替わる)が, Hetero弦理論には D-
brane及び開弦が存在しない事や, Type I弦には向きが無いが Hetero弦には向きがついている事などの違
いがある.
¦ Fundamental Duality
以下 5つの弦理論の間の 10次元レヴェルでよく知られている dualityについて結果だけまとめておく.た

だしこれらの関係はmassless spectrumの対応や低エネルギー有効理論における対応といった部分的な (弱
い)対応関係であるために,全体像はいまだに理解できているわけではない.それを踏まえた上で次のような
対応関係が得られている.

Hetero E8 ⊗ E8
S←→ I’

/Z2←− IIA S←→ M ?
l T l T l T

Hetero SO(32) S←→ I
/Z2←− IIB S←→ IIB’

ここで T と書いたのは T -dualityのことで, Sと書いたのは S-dualityのことである14.また I’などと書い
たのは dualityを記述するための中間状態として便宜上導入したものである.この中で IIB理論は S-dualの下
で self-dual構造を持っていることは著しい特徴であり,それに対して IIA理論の強結合理論 (dilaton coupling

1210 次元の spin の統計性から.
13Left-sector に boson 弦, right-sector に超弦を用いる. このとき left-sector の余剰 16 次元の 16 個の boson 弦を, それと等価
な 32 個の Majorana-Weyl fermion λA (A = 1, · · · , 32) で置き換える. また注意として GSO 射影と質量釣り合いの条件によって
質量 spectrum を調整しなければならない.

14T は Torus または Target の T , S は Strong-weak または SL(2, Z) の S をそれぞれ表している.
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が大きくなる)として 11次元理論であるM理論が定義されている (11次元方向の半径は, R = g
2/3
s

√
α′で与

えられる).ところで Type IIA, IIBを Calabi-Yau space (6D)上に compact化すると,以下で述べるmirror
対称性は T -dualityに他ならない事が分かる [3].

0.4 10 = 4 + 6 (なぜ Calabi-Yau多様体か ?)

摂動論レヴェルの string theoryは 10次元で consistentに定義されたわけだが,我々が知っている世界は
4次元である. (4次元の理論は,その他の次元の理論と比較しても豊かな構造を持っており時空の安定性の
側面からも 4次元の世界は必然の結果だと考えられる15.)そこで残りの 6次元の compact化を行ってこの
6次元は我々の認識できるサイズをはるかに超えて小さなスケールだと考える16(Kaluza-Kleinの思想).こ
の理論の出発点となるのは Candelasたちの 1985年の仕事である [4].考える弦は Hetero型として,まずは
次のもっともらしい仮定をおく.
(i)　X10 = M1,3×M6 (M6: compact化された空間）とした時, M1,3はmaximally symmetric spacetime
(i.e.一様かつ等方)17であるべし.
(ii)　 (i)の compact化によってM1,3 は unbroken N = 1 SUSYを持つべし.
(iii)　当然ながら以上の compact化によって現れる gauge階層性や fermionの spectrumなどは standard
modelを導かなければならない18.
詳細は第 1 節で述べるが, Hetero 型理論の低エネルギー有効理論である 10D, N = 1 の超重力理論の

background SUSYに対する仮定 (ii)から back groundの topologyが強力な制限を受ける.特にB-場を 0に
することによって back ground topologyは covariantly constant spinor ∇iη = 0 (i = 1, · · · , 6 : M6の添え

字)の存在が必要条件として証明される.そのことからM6は Ricci-flat kähler 多様体となる事が証明され,
この多様体のことを Calabi-Yau多様体という.ところで covariantly constant spinorの話が出て来たつい
でに,これが存在する (もちろん Ricci-flat)多様体については SUSY以前の段階で,以下のような結果がよ
く引用される19[6]. (Berger’s table)

実次元 Holonomy群 Geometry ](C.C.S)

4k SU(2k) Calabi-Yau (2, 0)
4k + 2 SU(2k + 1) Calabi-Yau (1, 1)

4k Sp(k) HyperKähler (k + 1, 0)
7 G2 Exceptional 1
8 Spin(7) Exceptional (1, 0)

ここで mirror 多様体について一般的に述べておく [7]. 複素次元 m の Calabi-Yau 多様体 M に対して,
cohomology群の間に次のような同相関係を満たす Calabi-Yau多様体 M̃ の事をM の mirror多様体とい
う20；

Hq(M, Ωp(M)) ' Hq(M̃, Ωm−p(M̃)).

15第 4.2.1 節で述べるが topological string theory における target Calabi-Yau 多様体の次元に関して, ある理由から複素 3 次元
は critical dimension と呼ばれている.

16D-brane 解が認識されるようになってから, ここで述べる事とは別のシナリオである brane world の idea が提示されているが,
これらの話は両立可能なシナリオであり以下ではとりあえず素朴な形で, なぜ物理学者が Calabi-Yau 多様体を考えるのかを述べる.

17この時M1,3 の Riemann curvatureは,この空間の metric gµν(µ, ν : 0, · · · , 3)を用いて Rµνρσ = κ(gµρgνσ − gµσgνρ) (κ >
0 : de Sitter, κ < 0 : anti-de Sitter, κ = 0 : flat Minkowski) と書ける.

18ただし,以下の節ではこの仮定は考えない.理由は摂動レヴェルの弦理論では真空が縮退してしまっており,現時点で我々の世界を
記述する理論を一意的 (そもそも一意的に理論が決まることなど, この先も不可能だと思われるが) に得ることが不可能だからである.

19](C.C.S) は covariantly constant spinor をWeyl 分解した時の (left,right) chiral spinor の数の事. この表で唯一の奇数次元
の多様体として G2 多様体が現れている事は, 8 元体との関連 [5] や M 理論への応用とともに興味深い理論がある. また holonomy
群については 1.1.2 節で述べる.

20これを mirror 多様体であることの必要条件だとして, 物理的には CFT ((C, A) 環と (C, C) 環) の分配関数のレヴェルで一致す
ることが要請されるのが普通である (第 1, 第 2 節参照).
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ここで Ωp(M)はM 上の holomorphic p-formの germの層を表している.この関係を Hodge数によって表
すと

bp,q(M) = bm−p,q(M̃)

となる.ただし,あらゆる Calabi-Yau多様体に対してそのmirror多様体が存在するわけではない.本修士論
文で述べるのは m = 3 についてであって,更なる詳細については第 1節で述べる.

0.5 2D, N = 2 Non-linear σ-model

次に world sheetの立場から,弦の有効理論 (non-linear σ-model)により上述の仮定 (i)と (ii)を実現させ
る事を考える.まず次の事が知られている [2].
Fact 0.1

4Dで N = 1 SUSYが存在⇒ world sheet上でN = 2 SUSYが存在.

4Dで N = 2 SUSYが存在⇒ world sheet上でN = (2, 2) SUSYが存在. (0.7)

事実 4DでN = 1 (N = 2) SUSYを与える弦理論のworld sheet上では, (2, 0) ((2, 2))の SUSY代数を構成
できる事が知られている.従って, compact化された空間M6 を記述する world sheet上の弦の有効理論と
してN = (2, 2)の non-linear σ-modelを考える.以下では一般の次元でこのmodelを定義する.このmodel
は world sheet Σg から実 2m次元Kähler多様体M へのmap φ : Σg → M として以下のように定義され

る21.

L = 2t

∫
Σg

d2z

(
1
2
Gij∂zx

i∂z̄x
j + iGIJ̄ψI

−Dzψ
J̄
− + iGĪJψĪ

+Dz̄ψ
J
+ + RIĪJJ̄ψI

+ψĪ
+ψJ

−ψJ̄
−

)
, (0.8)

(i, j = 1 · · · 2m, I, J = 1 · · ·m, Ī, J̄ = 1 · · ·m). ここで Gij は多様体 M の metric で, t は coupling
parameter であり, D は pullback derivative で target space M の vector V i に対して DαV i .= ∂αV i +
∂αxjΓi

jkV k, (α = z, z̄)である.また fermionについては,

Spin Field Bundle

Left ψI
+ K1/2 ⊗ φ∗(T 1,0

M )
ψĪ

+ K1/2 ⊗ φ∗(T 0,1
M )

Right ψI
− K̄1/2 ⊗ φ∗(T 1,0

M )
ψĪ
− K̄1/2 ⊗ φ∗(T 0,1

M )

ここで, K とK1/2 はそれぞれ Σg 上の canonical bundleと spin bundleで, TM をM 上の tangent bundle
とすると TM = T 1,0

M + T 0,1
M である. Fermionの共変微分は,

Dzψ
I
− = ∂zψ

I
− + ∂zx

JΓI
JKψK

− − i

2
ωzψ

I
−, Dz̄ψ

I
+ = ∂z̄ψ

I
+ + ∂z̄x

JΓI
JKψK

+ +
i

2
ωz̄ψ

I
+

で与えられる.ここで ωα は spin connectionで, action (0.8)では効かない.
　 Action (0.8)は以下の SUSY変換の下で不変である. (ε−, ε̃− : K−1/2 の無限小の holomorphic section,
ε+, ε̃+ : K̄−1/2 の無限小の anti-holomorphic section)

δxI = iε−ψI
+ + iε+ψI

−, δxĪ = iε̃−ψĪ
+ + iε̃+ψĪ

−,

δψI
+ = −ε̃−∂zx

I − iε+ψJ
−ΓI

JKψK
+ , δψĪ

+ = −ε−∂zx
Ī − iε̃+ψJ̄

−ΓĪ
J̄K̄ψK̄

+ ,

δψI
− = −ε̃+∂z̄x

I − iε−ψJ
+ΓI

JKψK
− , δψĪ

− = −ε+∂z̄x
Ī − iε̃−ψJ̄

+ΓĪ
J̄K̄ψK̄

− . (0.9)

ところでこのmodelの β 関数はM の Ricci tensor (first Chern class)に比例するために次が成り立つ.

M : Calabi-Yau多様体
iff⇔ (0.8)はN = (2, 2) SCFTのmodel. (0.10)

21この model を定義するためには, 少なくとも target space に Kähler 構造が必要である事が知られている [8].
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0.6 本修士論文の構成とNotation

以下では本修士論文の構成について述べておく.この修士論文は大きく分けて 2つの部分からなる.前半
部分は第 1節から第 3節であって現在の弦理論の土壌となっている部分の総合報告であり,後半部分は第 4
節から第 7節までで位相的弦理論の総合報告を行う. (そこでは,主に [9, 10, 11]を参考にした.)まず第 1
節では 0.4節で述べた事をより詳しく紹介して,その目的は compact化された空間 (内部空間)としての 6
次元の幾何学を弦理論の立場から捉える事である.続いて第 2節では 2次元 SCFTの立場から Calabi-Yau
多様体を捉える事が目的となっている (0.5節).特に 2次元の world sheetから target空間へのmapによっ
て異次元の幾何学が結びつく様子について述べる.第 3節は弦理論とは独立に場の理論 (4次元の gauge理
論)だけで論ぜられる部分であり,所謂 Seiberg-Wittenの理論と Nekrasovの分配関数 (厳密解)について紹
介する.これらの理論は弦理論を用いた,より明晰な説明があって (Seiberg-Witten curveの出処など),その
一端を示すのが第 7節の目的である.続く第 4節では 0.5節の non-linear σ-modelに topological twistと
呼ばれる操作を行って理論の位相化を実行して,位相的弦理論の定義を自然な方法で行う.残りの 3つの節
は A-modelについての解説が全てである.特に第 5,第 6節は第 7節の準備に当てる.第 5節では geometric
engineeringと呼ばれている概念が K3曲面なる複素 2次元 Calabi-Yau多様体から得られる事を説明した
後,それを代数幾何学的に実現する為の toric多様体について述べる.そして第 6節では,位相的閉弦の厳密
解が Gopakumar-VafaによるM理論解釈 (BPS stateの数え上げ)から得られる事と,位相的開弦の厳密解
が 3次元 Chern-Simons理論から得られる事について述べる.最後に第 7節では第 6節で述べた 2つの厳密
解が和の取り方により実は同じものになるという幾何学的転移現象について説明した後,任意の local toric
Calabi-Yau多様体上の厳密解が組み合わせ論的 (Feynman diagram的)に導出される事を述べる.そして,
これと geometric engineeringを用いる事によって,第 3節で述べた N = 2 SYM理論の厳密解が得られる
事を直接的に計算して示す (pure SU(2)について).付録として Aでは (第 1節への手引きとして)複素多様
体について, Bでは (第 6,7節への手引きとして)表現論について基本的な事をまとめておいた.また本修士
論文の中で propositionに対して証明 (及び例証)を述べているが,それらの中には数学的な証明ではないも
のも含まれている事に注意しておく.本修士論文の各節の間の関係はおよそ以下の図 1のようになっている.
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図 1: 本修士論文の構成
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最後に本修士論文 (特に第 3節まで)で用いる基本的な notation等についてまとめておく.
• まずは添え字について. ((· · ·)内はその次元のmetricを表す. Minkowski metric ηMN = (−1, 1, · · · , 1).)
　 2D(hαβ): α, β, · · · (= 0, 1 = τ, σ = 1, 2 = z, z̄, (0.2節の脚注 5も参照))
　 10D(gMN ): M,N, · · · (= 0, · · · , 9), 4D(gµν): µ, ν, · · · (= 0, · · · , 3)
　実 compact空間 (Gij): i, j, · · · (= 1, · · · , 2m,m ∈ N)
　複素 compact空間 (GIJ̄): I, J, Ī, J̄ , · · · (= 1, · · · , m)
　 Dp-brane(G̃mn): m,n, · · · (= 0, · · · , p), internal(群 G): a, b, · · · (= 1, · · · , dim G)
　 spinor空間: 2Dと同じようにギリシャ文字を使う. (混同して使うことは無い.)

• Dirac代数はMajorana表現を取る. (ここではm = 3を考えてNieuwenhuizen[12]の notationに従う.特
に第 1節.)
　 {ΓM , ΓN} = 2gMN , (ΓM (M = 1, · · · , 9) : real, hermitian, Γ0 : real, anti-hermitian)
ここで ΓMをγµ, γi の tensor productで表現する.
　 Γµ = γµ⊗１, Γi = γ5 ⊗ γi, (γ5

.= γ5 .= iγ0γ1γ2γ3 = i
4!εµνρσγµνρσ)

そうすると, γµ : real, anti-hermitian (for µ = 0), hermitian (for µ = 1, 2, 3)
γi : imaginary,hermitian, (γ5 と同じ)

その他, γij .= 1
2γ[iγj], γijk .= 1

3!γ
[iγjγk] 　等を定義

多様体M6 上の spinorの chiral演算子: γ
.= i

6!G
1/2εijklmnγijklmn

γ5: imaginary, hermitian, (γ5)2 = 1, {γµ, γ5} = 0
γ: imaginary, hermitian, (γ)2 = 1, {γi, γ} = 0

• Covariant derivativeなど
for scalar: ∇Mφ = ∂Mφ

for spinor: ∇Mψ = (∂M + 1
4ωAB

M ΓAB)ψ, (A,B: local Lorentzの添え字, ωAB
M : spin connection)

for vector: ∇MV N = ∂MV N + ΓN
MKV K , (ΓN

MK : Levi-Civita connection (ΓN
MK = ΓN

KM ))
ΓK

LM = 1
2gKN (∂LgNM + ∂MgNL − ∂NgLM ), RM

NKL = (∂[KΓL] + Γ[KΓL])M
N

• M2m が Kähler多様体の時
non-zero connection; ΓI

JK = GIL̄∂JGKL̄, (ΓĪ
J̄K̄

= GĪL∂J̄GK̄L)
non-zero curvature; RK

LIJ̄
= −∂J̄(GKK̄∂IGJK̄), RIĪ = −∂I∂Ī ln detG

•第 3節ではWess-Baggerの notationに従う. (4次元の理論)

Pauli matrix: σ0 =

(
−1 0
0 −1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, σ4 .= −iσ0

Weyl表現: γµ =

(
0 iσµ

iσ̄µ 0

)
, σ̄µ = (−1,−σi)　など. (後はWess-Baggerの教科書 [13]を参照.)
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第1節　Calabi-Yau Geometry I

この節では,特に 6次元 (back ground)の真空解 (古典解)としての Calabi-Yau多様体について,基本的
なレヴェル (序論として)の議論を行う [4].

1.1 Heterotic Phenomenology

1.1.1 Covariantly Constant Spinor

当面は Hetero型の理論を考える.まず第 0.4節で述べた仮定 (i),(ii)を満足するような backgroundの古
典解を,その低エネルギー有効理論である 10D, N = 1の超重力理論と SuperYM理論の結合系を用いて
探究する. Backgroundの古典解が仮定 (ii)を満足するような unbroken SUSYを持つ為の必要十分条件は
次のようになる. |Ω〉 : SUSY vacuum

iff⇔ Q|Ω〉 = Q̄|Ω〉 = 0 (Q : supercharge)より, UB : bosonic field
operator → 〈Ω|[Q,UB ]|Ω〉 = 0で [Q, UB ]は fermionic field operatorとなり,それが真空期待値を持たな
いことから自明. 一方 UF : fermionic field operator → 〈Ω|{Q,UF }|Ω〉 = 0 で {Q,UF } は bosonic field
operator δUF となり, classical limitで δUF =0の条件が得られる. (UF = ψµ, ψi, λ, χa)

δψµ = ∇µε +
√

2
32

e2φ(γµγ5 ⊗ H)ε = 0, (1.1)

δψi = ∇iε +
√

2
32

e2φ(γiH − 12Hi)ε = 0, (1.2)

δλ =
√

2(γi∇iφ)ε +
1
8
e2φHε = 0, (1.3)

δχa = −1
4
eφF a

ijγ
ijε = 0, (εは無限小 fermionic field parameter). (1.4)

ここで Hijk は, SO(32) gauge 不変な Bij の field strength で, H
.= Hijkγijk, Hi

.= Hijkγjk であり1,
Chapline-MantonによってH = dB−ω3Y (ω3Y

.= tr(A∧F − 1
3A∧A∧A): YM Chern-Simon 3-form2 (tr

は SO(32)の vector表現について取る))と得られている.しかし, Hetero弦の低エネルギー有効理論では
local Lorentz不変性の要請からH = dB+ω3L−ω3Y (ω3L

.= tr(A∧R− 1
3A∧A∧A): Lorentz Chern-Simon

3-form3 (trは O(1, 9)の vector表現について取る))と修正されねばならない.この時

dH = trR ∧ R − trF ∧ F, trF ∧ F =
1
30

TrF ∧ F (1.5)

となる.第 2式で Trは SO(32)の adjoint表現について取っている4. Hetero弦の低エネルギー有効理論で
は, anomaly freeな gauge群として E8 × E8 も可能であるが,これに関しても全く同じ関係式が得られる.
ここで話を元に戻して (1.1) ∼ (1.4)を考える.以下 φ, H はM6の座標にしか依存せず, M6を境界の無い

compact多様体であると仮定する.
(1.1); ∇ν を作用させて tetrad posturate (∇µγν = 0)を用いると 0 = ∇µ∇νε +

√
2

32 e2φ(γνγ5 ⊗ H)∇µε =
∇µ∇νε+ e4φ

2(16)2 (γνγµ⊗H2)ε.故に 1
4Rµνρσγρσε = [∇µ,∇ν ]ε = e4φ

(16)2 (γµν ⊗H2)εとなる. M1,3をmaximally
symmetric spacetime と仮定したので Rµνρσ = κ(gµρgνσ − gµσgνρ) を用いることによって, 1

2κγµνε =
e4φ

(16)2 (γµν ⊗ H2)ε.ここで µ 6= ν に対して γµν は非退化なので,

H2ε = (16)2e−4φ 1
2
κε (1.6)

1H† = Hijk(γijk)† = Hijkγkji = −H, H†
i = Hijk(γjk)† = Hijkγkj = −Hi より H, Hi は anti-hermitian.

2trF ∧ F = dω3Y .
3trR ∧ R = dω3L.
4SO(N)の generatorは vector表現で Tab (= −Tba)とすると, adjoint表現では Tab,cd

.
= 1

2
(Tacδbd−Tbcδad−Tadδbc+Tbdδac)

で与えられる. これらを用いると TrF ∧ F = (N − 2)trF ∧ F が得られる.
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を得る.しかるにH は anti-hermitianなので固有値は必ず純虚数であり,故にH2の固有値は 0以下となる.

... κ ≤ 0. (1.7)

(1.3); 2乗の作用および (1.6)を用いることによって,

√
2

8
e2φ{γi∇iφ,H}ε = −2(∇iφ∇iφ + κ)ε. (1.8)

ここで, (1.8)の左辺は anti-hermitianなので固有値は純虚数.一方右辺は実固有値となっているので,

∇iφ∇iφ = −κ ≥ 0. (1.9)

ところで φはM6 の関数でありM6 を境界の無い compactな多様体であると考えているので, φはM6 の

どこかで必ず最大値,最小値を取る.故に (1.9)において右辺が定数である事から

∂iφ = 0, κ = 0 (1.10)

を得て, M1,3 は flat Minkowski空間となる事が分かる.故に (1.3)より次を得る.

Hε = 0. (1.11)

(1.2); (1.11)より

∇̃iε
.= ∇iε − βHiε = 0, (β .=

3
8

√
2e2φ). (1.12)

ここで ∇̃i は torsion入りの共変微分を与えている.
10次元 spinorの分解
ここで compact多様体M6 の topologyを議論するために 10次元 spinorの分解を考える.以上で扱った

εはMajorana-Weyl a-number spinorであり,この spinorは 4D a-number Weyl spinor ξ と 6D c-number
Weyl spinor ηを用いて 16 = (2, 4) ⊕ (2′, 4̄)と分解出来る. (0.4節の Berger’s tableも参照.)

εαΛ = ξαηΛ ∈ (2, 4).

以下では,このように 4次元 chiral分解された 6次元の c-number spinorを考える.
M6の topology
まず (1.12)より∇i(η†η) = 0となるので, ηの規格化を考慮して η†η = 1とする事が出来る.ここで,

Jj
i

.= −iη†γj
i γη (1.13)

を定義すると,これは Jj
i Jk

j = −δk
i を満たす

5ので,この J は概複素構造を与えている.またこの時 metric
Gij は hermitian metricとなる (Jk

i J l
jGkl = Gij).さらに (1.13)は複素構造を定義する.それには Nijenhuis

tensor Nk
ij = J l

i∇[lJ
k
j] − J l

j∇[lJ
k
i] = 0が必要十分条件で,これを示せばよい. (1.12)を使って∇iJkl を計算

すると,
∇iJkl = −4βHji[kJj

l] (1.14)

5(略証): まず Firtz 変換を用いて, Jj
i Jk

j = −(η†γj
i γη)(η†γk

j γη) = − 1
4

P

A(η†γj
i γγAγk

j γη)(η†γAη) に注意する. (係数
1/4 は 4 次元の spinor 空間から出ている. 16 = (2, 4) ⊕ (2′, 4̄)) ここで γA = I, γi, iγij , iγijk, γijkl, γijklm, iγijklmn である
((γA)2 = 1)). そこで, c-number spinor η と (γi)T = −γi に注意すると, A の和で残るのは γA = I, iγijk, γijkl だけとなる. さ
らに, Jj

i Jk
j = − 1

4
{(η†γj

i γk
j η)(η†η) + (η†γj

i γlmnγk
j γη)(η†γlmnγη) − (η†γj

i γlmγk
j γη)(η†γlmγη)} と変形しておく. 一方で Firtz

変換を用いて, Jj
i Jk

j = − 1
4

P

B(η†γj
i γBγk

j γη)(η†γBγη) のように展開する事もできて, 上と同様に考えると B の和で残るのは
γB = γ, iγijk, iγij だけとなる. そこで, これを上で変形した形と比較する事によって, γA = iγijk の和も消える事が分かる. 後は,
残った γA = I, γijkl を具体的に評価すれば良い.
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となって,これを用いることにより Nk
ij ∝ η†{H, γk

ij}η が示されるので (1.11)によって Nijenhuis tensorが
0.故にM6はエルミート計量を持つ複素多様体となる.さらに (1.11)を用いると, 0 = η†Hγiγη = 6η†Hiγη

が示される.これと (1.14)を用いると∇kJ l
k = −4βH

[k
jkJ l]j = 4iβη†H lγη = 0,すなわち

∇kJ l
k = 0 (1.15)

が示されて,このような多様体を semi-Kähler多様体という.
　以下では簡単の為, H = 0とした古典解を議論する.実際にはH 6= 0の議論も行われているが,それらの
議論の出発点も全て以下の古典解が基本となっている ([14, 15]など).
まず (1.12)よりM6 上に covariantly constant spinorが存在する.

∇iη = 0. (1.16)

この事と (1.13)より∇iJ
k

j = 0となるので, M6は Kähler多様体である.さらに (1.16)から Rijklγ
klη = 0

が分かる.これに γj を作用させると Rijγ
jη = 0を得て,さらに η†γk を作用させると

Rij = 0 (1.17)

を得る.このように covariantly constant spinorの存在からM6 が Calabi-Yau多様体であることが言える.
ここまでの議論は (1.5)を除けば, Hetero型に限らず Type IIの弦でもできる事に注意しておく.

1.1.2 Holonomy群, Yauの定理, Hodge diamond (一般論)

以下 Calabi-Yau多様体について考える時,その多様体は常に既約かつ単連結であると仮定する.
◦実 2m次元の単連結 compact多様体 K から出発する.この時多様体上の vectorを可縮な loopに沿って

一周した時,その vectorのずれを生成する群6を holonomy群と言い,一般的にこれはO(2m)に含まれて,さ
らに多様体に向き付けがあれば SO(2m)に簡約化される.ここで,この多様体上に複素構造が定義されてい
て,かつ複素構造が平行移動で不変な (∇iJ = 0) Kähler多様体の場合,この holonomy群は U(m)へと簡約
化される7.逆にこのような holonomy群に含まれる多様体はKähler多様体となる.さらに Ricci flatな多様
体,即ちK = CY m (Calabi-Yau m-fold)の場合,その holonomy群は spin connectionの U(1)部分が消え
てしまう為に holonomy群は SU(m)に簡約化される.逆に holonomy群が SU(m)に含まれるような多様体
は CY m となる.ところで Yauの定理から, CY m には Ricci flatなmetricが常に存在する事が分かる.
◦そこで Yauの定理について述べる [16, 17].複素m次元 compact Kähler多様体 K を考える.この時多

様体上の metric GIĪ を用いて Ricci tensor RIĪ = −∂I∂Ī ln detGが定義される.これを用いて Ricci form
Ric(ω) = iRIĪdzI ∧ dzĪ (ω: Käher form)が定義できて,これは cohomology同値なものを同一視すれば
2πC1(K) (first Chern class)に他ならない.この時,次の事がCalabiにより予想されYauによって示された.
Fact 1.1 (Yauの定理)

K: compact Käher多様体 C1(K) ≤ 0 ⇒ Kähler formの cohomology classを固定すると
Kähler-Einstein metricが唯 1つ存在.

ここでmetric GがKähler-Einstein metricであるとは, Ric(ω) = cωなる c (const)が存在するようなmetric
の事である. (c > 0, c = 0, c < 0はそれぞれ正曲率, Ricci flat,負曲率に対応する.)この定理から CY 3 には

Ricci flatな Kähler-Einstein metricが, cohomology同値を除いて一意的に存在する事が言える.
◦ここで Calabi-Yau多様体の定義に関して次の事実は有用である.

6この群はWilson Loop U = Pexp
R

γ ωdx, (P : 順序積, γ: loop, ω: spin connection) によって表現できる.
7K 上の 1-form A1(K) 3 ω = aidxi = aIdzI + aĪdzĪ , すなわち ai が holomorphic, anti-holomorphic な成分に分離.
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Fact 1.2
　複素m次元 Kähler多様体M について以下の条件は同値である.
(1) First Chern classが消えている.
(2) 多様体上に nowhere vanishing holomorphic m-formが唯 1つ存在する.
(3) Canonical bundle (KM = ∧mT ∗M)が自明である.
1.2.2 節では (1) と (2) を用いる事によって Calabi-Yau 多様体の例を与え, 5.2 節では (3) を用いて toric
Calabi-Yau多様体を議論する.
◦最後にCalabi-Yau多様体のHodge diamondについて述べる.まずKähler多様体上のBetti数は br(K) =∑
p+q=r bp,q(K)のように Hodge数で分解できる.ここで Poincaré dualityとして bp,q(K) = bq,p(K) (複素

共役性)と bp,q(K) = bm−p,m−q(K) (Hodge duality)が成り立つ.さらに Calabi-Yau多様体上には nowhere
vanishing holomorphic m-formが唯 1つ存在していることを用いて bp,q(K) = bm−p,q(K)が示される.
ここで K = CY 3 を考える.まずは既約性から b0,0 = 1, holomorphic 3-formが 1つだけ存在するので

b3,0 = 1,また単連結性から b1,0 = b0,1 = 0となる.これらを用いると以下の Hodge diamondが得られる.
b0 =
b1 =
b2 =
b3 =
b4 =
b5 =
b6 =

b0,0

b1,0 b0,1

b2,0 b1,1 b0,2

b3,0 b2,1 b1,2 b0,3

b3,1 b2,2 b1,3

b3,2 b2,3

b3,3

=⇒

1
0 0

0 b1,1 0
1 b2,1 b2,1 1

0 b1,1 0
0 0

1
この diamond から Euler 数は χ =

∑6
r=0(−1)rbr = 2(b1,1 − b2,1) となる. また 1.2.1 節で述べるが, この

Hodge diamondの b1,1はKähler 構造の変形の自由度に, b2,1は複素構造の変形の自由度にそれぞれ対応し

ており,この 2つの自由度を入れ替える対称性がmirror対称性である.

1.1.3 Heterotic Spectrum

話を戻して,まず SUSYを残す為の条件 (1.4)について考える [1, 4] ;

F a
ijγ

ijη = 0. (1.18)

その為に CY 3上の spinorについて述べておく. γiを書き換えて, α∗I .= 1
2 (γ2I−1 + iγ2I), αI

.= 1
2 (γ2I−1 −

iγ2I) とすると {γi, γj} = 2Gij より, {α∗I , α∗J} = {αI , αJ} = 0, {α∗I , αJ} = δI
J が成り立つ. そこで

α∗I , αI をそれぞれ生成,消滅演算子, Dirac spaceの真空を |Ω〉とすると SO(6)の 8次元 spinor表現が得ら
れる；

|Ω〉, |Ω̄I〉 = α∗I |Ω〉, |ΩI〉 = 1
2εIJKα∗Jα∗K |Ω〉, |Ω̄〉 = 1

6εIJKα∗Iα∗Jα∗K |Ω〉.

それぞれ SU(3)の 1, 3̄, 3, 1̄表現である.また {γ, α∗I} = 0より α∗I を 1つ作用させることで spinorの
chiralityが flipすることに注意しておく.そこで (1.18)をこの生成,消滅演算子で書き直すと (F a

IJα[IαJ] +
F a

ĪJ̄
α[ĪαJ̄] + F a

IJ̄
α[IαJ̄] + F a

ĪJ
α[ĪαJ])η = 0となる.ここで η は SU(4) (' SO(6))の 4表現なので, SU(4)

回転で η = (0, 0, 0, η0)とする事が出来て,これは η = a|Ω〉 + b|Ω̄〉 (a, b: 任意定数)と書けるので次を得る.

F a
ĪJ̄ = 0, F a

IJ = 0, GIJ̄F a
IJ̄ = 0. (1.19)

　さらに Type I型と Hetero型の理論の場合に特有の条件である (1.5)について議論する. (1.16)を導いた
時に議論したように,ここでもH = 0を仮定して

trR ∧ R =
1
30

TrF ∧ F (1.20)
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と簡単化する. (1.19), (1.20)を満足して, CY 3 の Ricci flat条件と矛盾しない background gauge field A

は, gauge群の部分群 SU(3)を多様体上の SU(3) spin connection ωと同一視して,

A =

(
0 0
0 ω

)
, (ω : spin connection) (1.21)

で与えると良い事が分かる.この時Hetero弦の gauge対称性 SO(32)または E8 ⊗E8は,次のような部分群
の対称性に破れる.
SO(32)の場合; この時,極大部分群 SU(3)⊗SO(26)⊗U(1)のように破れるが,現象論的に扱いにくいの
で,以下で考える群は全て E8 ⊗ E8 とする.
E8 ⊗ E8の場合; ここでは片方の E8 だけに注目する.その極大部分群は SU(3) ⊗ E6 (⊂ E8)で, E8 の

adjoint表現は 248 = (8, 1) ⊕ (3, 27) ⊕ (3, 27) ⊕ (1, 78)と既約分解される.ここで SU(3)の 2次の Casimir
を考えると8,その値は表現 (8, 1)と (3, 27), (3, 27)でそれぞれ 3 ⊕ 3表現の 3倍と 27倍になっているので,
上で与えた解は確かに (1.20)を満たしていることが分かる.
† Generation Counting
　超弦理論からmasslessの 10次元 Dirac方程式は, ΓMDMψ = γµDµψ + γiDiψ = 0である.よって ψが

M1,3上でmasslessである為には γiDiψ = 0でなければならない.即ち, M6上のDirac方程式の 0-modeの
数が 4Dでのmassless fermionの数になる.また, ψは 16次元のWeyl fermionなので γ5ψ = γψとなって,
4Dと 6Dの fermionの chiralityは一致する.よって, M1,3上の chiralityが leftと rightのmassless fermion
の数 nL, nR はM6 上のそれらと一致する.故に世代数 |nL − nR|は, M6 上の Dirac方程式の 0-modeの
数によって,即ち Dirac indexを計算する事によって得られる.具体的にはM6 = CY 3 の時, E8 の adjoint
表現の fermion ψ は部分群 SU(3) ⊗ E6 の表現 (8, 1) ⊕ (3, 27) ⊕ (3, 27) ⊕ (1, 78)に分解し, chiral fermion
は (3, 27) ⊕ (3, 27)表現で現れる.そこで (3, 27)表現の chiral fermionの 0-modeの数は, CY 3 上における

SU(3)の 3表現の Dirac indexとして与えられる.即ち indexD3 = nL
27 − nR

27.
　そこで, これを求める為に CY 3 上の spin complex (SO(6) ' SU(4)) を考える. まず, その上の Dirac
operator D4 とその adjoint D†

4 から指数 indexD4
.= dim(KerD4) − dim(KerD†

4)が定義できる.これを
SU(3) で分解して (4 ⊕ 4̄ = (1 ⊕ 3) ⊕ (1 ⊕ 3̄)), 指数定理を用いると χ(CY 3) = indexD4 − indexD4̄ =
(indexD3 + indexD1) − (indexD3̄ + indexD1) = 2indexD3 となるので上述と合わせて,

|nL
27 − nR

27| =
1
2
|χ(CY 3)| = |b1,1(CY 3) − b2,1(CY 3)| (1.22)

が得られる.故に世代数が CY 3 の topologyから決まる事が分かる.
† Heterotic Spectrum [2]

4Dにおけるmassless粒子の数は以下のようにして CY 3 の Hodge numberから決まってくる. (10次元
の Heterotic spectrumから出発する.)
GMN , BMN , φ; 弱い重力場展開 GMN = g0

MN + hMN (|h| ¿ 1 : fluctuation)を考える. φMN
.= hMN −

1
2hg0

MN (h .= hM
M ) として既約条件 ∂MφMN = 0 (添え字の上げ下げは g0

MN で行う)を課す. そうすると
Einstein方程式は ¤hMN = ¤4hMN + 46hMN = 0となる.故に 4Dのmassless particleが,

¤4hMN = 0, 46hMN = 0

によって与えられるので Kähler metricに関して 46hMN = 0(調和関数)を満たす hMN の数を考えるこ

とによって 4D の massless scalar の数が分かる. このような量は Hodge 数から以下のようにして分かる.
hIJ については (1,2)-form ωIJ̄K̄ を用いると hIJ = ωIK̄L̄εJMNGMK̄GNL̄ (ε : holomorphic 3-form).故に
46hIJ = 0と46ωIK̄L̄ = 0の解の数は等しい. hĪJ̄ も同様にして,

46hIJ = 0の解の数 = b2,1 = 46hĪJ̄ = 0の解の数.
8T を SU(Nc)の generatorとすると 2次の Casimir C は次で与えられる; TrT aT b = Cδab. (adjoint表現では C = Nc,基本

表現では C = 1/2.)
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∗ これは 4D, N = 1における b2,1 個の chiral multipletを与える.
hIJ̄ , BIJ̄ について見ると, 46hIJ̄ = 0の数 = 46BIJ̄ = 0の数 = b1,1 から,
∗ これは 4D, N = 1における b1,1 個の chiral multipletを与える.
∗ hµi, Bµi は (1,0)-formまたは (0,1)-formで, b1,0 = 0よりmassless vectorにならない.
∗ BIJ , BĪJ̄ は (2,0),(0,2)-formで, b2,0 = 0よりmassless scalarにならない.
∗ φ,Bµν ↔ a (axion)9は, b0,0 = 1で 1個の chiral multipletが得られる.
Gauge場 AM,a; 次に解 (1.21)の量子論的 fluctuationを考える.ここでは E8 の片方だけを考えて,その
極大部分群 SU(3) ⊗ E6で分解すると 248 = (8, 1) ⊕ (3, 27) ⊕ (3, 27) ⊕ (1, 78)となる.それぞれの表現の添
え字を X, Ixr, Īxr̄, Y とする.ここで 4Dで得られる massless particleを考える. (以下では, AI,a について

議論するが AĪ,a についても同様で,これらは複素対をなす.)
∗ AI,X は (1,0)-formで, b1,0 = 0よりmassless scalarにならない.
∗ AI,Ixr については hIJ の時と同様にして, AI,Ixr = ωIK̄L̄xr̄εIxrMNGMK̄GNL̄xr̄ と書けるので,これは E6

の 27表現で b2,1 個の chiral superfieldを与える.
∗ AI,Īxr̄ は (1,1)-formで, E6 の 27表現で b1,1 個の chiral superfieldを与える.
∗ Aµ,Y は E6 の adjoint gauge bosonを与える.
∗ AI,Y , Aµ,X , Aµ,Ixr, Aµ,Īxr̄ については Hodge数から求めることはできない.
Fermion; Fermionの zero modeの数は SUSYから決まる.例として ψI = hIKγKη, ψĪ = hĪK̄γK̄ η̄ (η :
covariantly constant spinor)など.

1.1.4 Yukawa coupling

ここでは現象論を考える上で (そして Calabi-Yau多様体の数理構造を考える上でも)重要になってくる
Yukawa couplingについて述べる [18, 1]. 4Dにおける通常の場の理論では, Yukawa termは以下で与えら
れる.

LY ukawa = g(A)(B)(C)φ(A)(x)χ̄(B)(x)χ(C)(x). (1.23)

ここで, g(A)(B)(C) の事を Yukawa couplingといい (A), (B), (C)は世代を表す添え字である. (φは scalar,
χはWeyl spinor.)
　以下では,これを 10次元 gauge E8相互作用項Lgauge = χ̄ΓMAMχ = χ̄ΓMAa

Mτaχ, (τa: E8の adjoint表
現の generator)のM6への compact化によって導く. M6における gauge couplingが, M1,3での Yukawa
coupling になるので, この部分に着目すれば良い. 即ち LY ukawa = χ̄ΓiAa

i τaχ. ここで, 10 次元 spinor χ

は SO(1, 3) ⊗ SO(6) (' SU(4))で 16 = (2, 4) ⊕ (2′, 4)に分解するが, M6 の CY 3 上への compact化に
よって spin connectionの U(1)部分が消えている為,それぞれの表現はさらに SU(3) ⊗ U(1)で分解され
る ((2, 4) = (2, 3) ⊕ (2, 1), (2′, 4) = (2′, 3) ⊕ (2′, 1)).以下,表現 (2,3)に着目すると Yukawa termで χに

ついては 3 ⊗ 3となっているので,これが singletを形成する為には gauge field Ai の添え字 iは 3表現部
分となる.また, SU(3) holonomy群を E8 に埋め込んだので E8 adjoint表現は SU(3) ⊗ E6 で分解されて

(8, 1) ⊕ (3, 27) ⊕ (3, 27) ⊕ (1, 78)となっており,その添え字を a = (α, r)と書くと

LY ukawa = (ΓI)JKA
(α,r)
I (x, y)χ̄(β,s)

J (x, y)χ(γ,t)
K (x, y)fαr,βs,γt,(

x ∈ M1,3, y ∈ CY 3, fαr,βs,γt : E8の structure constant
)
.

この時 E6の添え字 r, s, tは singletを形成しなければならない.そのような量が得られる 3重の tensor積は
13, 273, 273

, 1 · 27 · 27の 4つしか無い.そこで drstを singletへの projectionとすると fαr,βs,γt = drstεαβγ

と分離出来て,ここから (1.23)におけるYukawa couplingが得られる.以下 13, 1 ·27 ·27 についてはCY 3の

9d 次元で p-form field A の dual field を考える. 即ち, dA: (p + 1)-form field strength の Hodge dual によって → dA∗:
(d−p− 1)-form field strength より Aの dual field A∗ は (d−p− 2)-formとなる. massless theoryの little group SO(d−2)で
は,これらの fieldは同じ粒子状態を与える.特に d = 4を考えると, 2-form fieldと 0-form field(スカラー)が同じ粒子状態を与える.
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cohomologyから得られないので 273, 273
について述べる. 1.1.3節で論じたようにCY 3上の chiral fermion

と gauge fieldの 0-modeは, (2, 3)表現の調和関数 ωα
A,I(y) (A:以下で述べる non-trivial base)として現れ

る.そこで次のように 10次元の spinor χと gauge field Aを 4次元部分と 6次元部分に分解する.

χa
I (x, y) = χr

A(x)ωα
A,I(y), Aa

I (x, y) = φr
A(x)ωα

A,I(y).

ここで, χr
A(x)は 4D Weyl spinorで φr

A(x)は 4D scalarである. LY ukawa の 273, 273
部分について CY 3

上で積分して (ΓI)JK = εIJK に注意すると,結局次が得られる.

grst .= φr
A(x)χ̄s

B(x)χt
C(x)

∫
CY 3

d6yεIJKωα
A,I(y)ωβ

B,J(y)ωγ
C,K(y)εαβγ . (1.24)

273; 　この時 α = Īx であって, ωĪx

I は (1,1)-formとなるので Yukawa couplingは次で与えられる. ((1,1)-
Yukawa coupling)

gABC(273) =
∫

CY 3
ωA ∧ ωB ∧ ωC = ](NA, NB , NC), (A, B,C = 1, · · · , b1,1). (1.25)

これは ω → ω + dα の下で不変になっているので位相不変量を与え, intersection numberと呼ばれてい
る.それは Poincaré dualによって 4-cycle N に関する不変量に変換することによって,右辺のように 3つ
の 4-cycleの交点数を与えることができるからである.ところで量子効果を考慮すると Kähler構造の変形
に伴う instanton効果による補正を加える必要がある (c.f. Nekrasovの計算).これについては, 4.1.2節の
topological A-modelの相関関数 (Gromov-Witten invariant)のところで再び述べる.
273; この時 α = Ix であって10, Yukawa couplingは次の形で与えられる. ((2,1)-Yukawa coupling)

gABC(273) =
∫

CY 3
ΩIxJxKxωIx

A ∧ ωJx

B ∧ ωKx

C ∧ Ω (ΩIJK = εIJK , A,B,C = 1, · · · , b2,1). (1.26)

これは ω → ω + D̄α (D̄ : CY 3上の共変微分)の下で不変になっており (∵ D̄ω = D̄Ω = 0)準位相不変量を
与える (位相不変にはなっておらず複素構造の変形に依存している)が11, (1,1)-Yukawa couplingの場合と
違って量子論的な繰り込みを受けないことが知られている12.この量は classical differential formの周期計
算に帰着できて (c.f. Seiberg-Witten theory),それが厳密解を与える.これはちょうど topological B-model
の計算 (4.1.3節参照)に対応しており mirror多様体へmapすることによって (1,1)-Yukawa couplingに対
する instanton補正を厳密に求めることができる.

1.1.5 Type II Spectrum

1.1.3節との関連で, Type IIA,B理論をCY 3に compact化した時の spectrumについて述べる [2].これら
の理論はもともと 10次元でN = 2の SUSYを持っていたので, CY 3に compact化すると 4次元でN = 2
の SUSY を持つ理論になる. 4 次元, N = 2 の gauge 理論の spectrum には, vector multiplet と hyper
multipletが存在する (3.1節参照).以上を踏まえた上で spectrumを考える. (以下 bosonの spectrumにだ
け注目する.)
† Type IIA理論

BosonはNS-NS (GMN , φ,BMN )とR-R (CM , CLMN )から成る.これをM1,3×CY 3上で分解する. CY 3

上の (1,1)-formは, GIJ̄ , BIJ̄ , CµIJ̄ で与えられる.これらは 4Dで, 2つの real scalarと 1つの U(1)-vector
とみなせるので,次が得られる.

b1,1個の U(1) vector multiplet.
10ωIx

I は Heterotic spectrum のところでやったようにして holomorphic 3-form を用いて, (2,1)-form に書き換える事ができる
事に注意しておく.

11ここで, ωIx
I は T 1,0 に値を取る (0,1)-form ωIx となっているので, (1.25) と違って (1.26) の不変性の為には共変微分を考えな

ければならない.
121.2.1 節で述べるように, Kähler moduli は string scale に依存する ((1.28) 参照). 一方で complex moduli はこのような scale
には依存しない.
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一方 (2,1)-formを考えると, GIJ , GĪJ̄と, CIJK̄ , CĪJ̄Kで与えられて,これらは 4Dでは 2つの complex scalar
対を構成する.また (0,0), (3,0)-formである φ,Bµν(↔ a), CIJK , CIJK も 4Dでは, 2つの complex scalar対
を構成して,次が得られる.

b2,1 + 1個の hyper multiplet.

† Type IIB理論
Bosonは NS-NS (GMN , φ,BMN )と R-R (C,CMN , CKLMN )から成る. (ただし CKLMN は self dual条

件を満たす.) (2,1)-formは, GIJ , GĪJ̄ , CµIJK̄ (self-dualityから CµĪJ̄K は考えなくて良い)で与えられる.
これらは 4Dで, 2つの real scalarと 1つの U(1)-vectorとみなせるので,次が得られる.

b2,1個の U(1) vector multiplet.

(1,1)-formは, GIJ̄ , BIJ̄ , CIJ̄ , CµνIJ̄ ((2,2)-formである CIJK̄L̄ も, Hodge diamondによって (1,1)-formの
粒子状態として勘定されるべきだが,脚注 9によりこれは CµνIJ̄ と同じ粒子状態を与えるので考える必要は

ない.)で与えられる.これらは 4Dでは 2つの complex scalar対を構成する.また (0,0), (3,0)-formである
φ,Bµν(↔ a), C, Cµν(↔ c)も 4Dでは, 2つの complex scalar対を構成して,次が得られる.

b1,1 + 1個の hyper multiplet.

これらの事から 4Dの vectorと hyper multipletの数を見ると, Aと Bの理論で Hodge数 b1,1, b2,1 が入

れ替わっている事が分かる.これは Calabi-Yau多様体のmirror対称性そのものである13. 一方で Aと Bの
理論は T -dualityで結びついているのであったから, CY 3 の mirror対称性 (Hodge数の入れ替え)と CY 3

の T -duality(scale Rと 1/Rの入れ替え)には密接な関係がある事が分かる [3].

1.2 Calabi-Yau多様体

1.2.1 Kähler構造と複素構造

1.1.2節から, CY 3には 2つの nontrivialな cohomologyが存在する事が分かった.ここではm次元Calabi-
Yau多様体についての考察からこれらの正体を述べる [1].
Kähler構造;

1.1.3節のHeterotic spectrumの議論と同じように,複素構造を保ったmetric GIJ̄ の fluctuation δGIJ̄ を

考える14.ただし Ricci flat条件を破ってはならないものとすると, 1.1.3節でやったものと全く同じ計算に
よって δGIJ̄ は調和関数でなければならない事が分かる.故に,この Kähler構造の変形の自由度の数は b1,1

個となる事が分かる.
複素構造;
次に複素構造 J の変形 Jj

i → Jj
i + τ j

i を考える.この時,複素構造が存在しなければならないので,条件 (I)
J i

kJk
j = −δi

j と条件 (II) Nijenhuis tensor Nk
ij = 0が要請される.変形前に,多様体上には複素構造が存在する

ので計算には JI
J = iδI

J , J Ī
J̄

= −iδĪ
J̄
を用いると良い.すると (I)から τJ

I = τ J̄
Ī

= 0となり, τ Iを T 1,0に値を取

る (0,1)-formと考えると, (II)より ∂̄τ I = 0が成り立つ.また,座標系の無限少変換 zI → z̃I = zI + εvI(z, z̄)
の下で15複素構造は変化しないので (これは patchの変換とは無関係), τ I → τ I + ε∂̄vI は自明な変換とみ

なされる.まとめると τ I ∈ H1
∂̄
(CY m, T 1,0)となる事が言える.さらに CY m上の holomorphic m-form Ωを

用いて, contraction τI1,···,Im−1,Ī
.= ΩI1,···,Im−1,JτJ

Ī
を行う事により,複素構造の変形の自由度の数は bm−1,1

個となる事が分かる.

13この事を象徴的に述べると, 0.4 節で述べた CY 3 の mirror 多様体 gCY
3
を考えた時,

　 CY 3上に compact 化された IIA 理論 = gCY
3
上に compact 化された IIB 理論 となる.

14一方で GIJ , GĪJ̄ を変形させる事が, 以下の複素構造の変形となる.
15この時 Ji

j → ∂x̃i

∂xl
∂xk

∂x̃j Jk
l と変換する.
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CY 3 に戻って考えると b1,1 と b2,1 はそれぞれ Kähler構造と複素構造に関係している事が分かった.
さらにM = CY 3 の Kähler構造と複素構造のmoduli空間について述べておく [19].

Kähler moduli;
まず,反対称 tensorの B-場を導入して complexified Kähler form ω

.= J + iB = ωAeA を定義する.こ
こで, eA (A = 1, · · · , b1,1) は H1,1(M) の cohomology base で, ωA は Kähler form の変形 parameter で
ある.これを座標とする moduli空間を考える.ここで天下り的ではあるが, この Kähler moduli空間には
H1,1(M) 3 ρ, σの内積が次の形で入っている.

G(ρ, σ) .= −3
(

κ (ρ, σ, J)
κ (J, J, J)

− 3
2

κ (ρ, J, J) κ (σ, J, J)
κ2 (J, J, J)

)
, κ

.=
∫

M

ρ ∧ σ ∧ τ. (1.27)

ここで κは 1.1.4節で述べた intersection numberである. (1.27)を用いる事によって, Kähler moduli空間
のmetricが次のように定義できる.

GAB̄
.=

1
2
G(eA, eB) = − ∂

∂ωA

∂

∂ω̄B
lnκ (J, J, J). (1.28)

ここで, eA = 2∂J/∂ωA = 2∂J/∂ω̄Aである事を用いた.故にKähler moduli空間はKähler多様体であって,
かつそのKähler potentialは多様体M の volume form κ(J, J, J)から与えられる事が分かり,その為Kähler
moduliはKähler構造に依存する.この事と string theoryの無次元の展開 parameter α′/r2とから, Kähler
moduliが string scale α′ に依存する事が分かる.
Complex moduli;

3.1節で述べる Seiberg-Witten theoryの議論の背後には,本質的にN = 1 vector multipletのなす special
geometryの構造が存在している.そして以下で述べる complex moduli空間の構造は, special geometryと
呼ばれているものである.まずH2,1(M)の元 χr を,複素構造の変形 parameter ψr (r = 1, · · · , b2,1)を導入
して以下のように与える.

χr
.=

1
2
χrIJK̄dxI ∧ dxJ ∧ dx̄K , χrIJK̄

.= −1
2
ΩL̄

IJ

∂GL̄K̄

∂ψr
. (1.29)

この変形 parameter ψr を座標とする complex moduli空間のmetricは Grs̄ = −(
∫

M
χr ∧ χ̄s)/(

∫
M

Ω ∧ Ω̄)
となる事が知られている.ここでΩは holomorphic 3-formであるが,これの ψrによる変化を考える.それに
伴ってCY 3の座標は, xi → yi(x, ψ)のように変換される. Ωを一般的な形Ω = 1

3!f(y)εIJKdyI ∧dyJ ∧dyK

で定義して,これを ψr で微分すると ∂Ω/∂ψr = 1
3! (∂f(y)/∂ψr)εIJKdyI ∧ dyJ ∧ dyK + 1

2f(y)εIJKdyI ∧
dyJ ∧ (∂dyK/∂ψr)となる.特に第 2項は vectorの変形なので (1,0)-formと (0,1)-formの混ざったものにな
る.もう少し正確に評価すると,この (0,1)-formの部分は (1.29)で定義した形になることが分かるので結局
次が成り立つ.

∂Ω
∂ψr

= KrΩ + χr,

(
∂Ω̄
∂ψ̄s

= K̄sΩ̄ + χ̄s

)
. (1.30)

これを用いると直ちに分かるように,上に書いた complex moduliのmetricは次のようになる16.

Grs̄ = − ∂

∂ψr

∂

∂ψ̄s
ln

(
i

∫
M

Ω ∧ Ω̄
)

. (1.31)

ここで周期行列の理論を展開する [20].まずH3(M, Z)の symplectic base Ar, Br (r = 0, 1, · · · , b2,1)とそれ
らの dual base αr, β

r を考える.常に次のような baseが取れる17.∫
As

αr =
∫

M

αr ∧ βs = δs
r ,

∫
Br

βs =
∫

M

βs ∧ αr = −δs
r . (1.32)

16故に complex moduli 空間も Kähler 多様体となる.
17任意に 2 つの異なる symplectic base を取る. この 2 つの base は, symplectic 群

Sp(b2,1 + 1, Z) = {M ∈ GL(2b2,1 + 2, Z)|MtJM = J} によって移り変わる. ここで J =

„

0 Ib2,1+1

−Ib2,1+1 0

«

である.
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今,次のようにして (3,0)-form Ωの周期積分を定義する.

ψr .=
∫

Ar

Ω, Fr
.=

∫
Br

Ω. (1.33)

この時, 局所的に complex moduli 空間は座標 ψr によって parametrize できる事が知られており, 一般的
に全ての ψr が 0になる事は有り得ない事も示されるので,これを複素射影空間 IPb2,1 の座標として考える

事ができる. Dual base (1.32)を用いると, (1.33)より Ωは Ω = ψrαr − Fr(ψ)βr と展開できる.ここで
(1.30)が成り立つので,

∫
M

Ω ∧ ∂Ω/∂ψr = 0.これに上述の Ωの展開式を代入すると, (1.32)(1.33)を使っ
て Fr(ψ) − ψs∂Fs/∂ψr = 0が得られる.これから 2Fr = ∂(ψsFs)/∂ψr が得られるので,次のような Fr の

prepotentialと呼ばれる量 F が定義される.

F .=
1
2
ψrFr −→ Fr =

∂F
∂ψr

, F(λψ) = λ2F(ψ), (λ 6= 0). (1.34)

この prepotentialを用いる事により, (2,1)-Yukawa coupling (1.26)は, ∂r∂sFt = ∂r∂s∂tF に注意して次の
ように書ける. ((1.30)の上の議論を繰り返すと良い.)

grst(273) ∝
∫

M

∂3Ω
∂ψr∂ψs∂ψt

∧ Ω = − ∂3F
∂ψr∂ψs∂ψt

. (1.35)

実は Kähler moduli空間でも prepotentialが定義できて, (1,1)-Yukawa couplingに対して (1.35)と同じ形
を得る事ができる.そこで,これらを対応させる mapが mirror写像と言われるものとなる.また, (1.31)の
Kähler potentialは prepotentialを使って簡単に書き換える事ができる.

i

∫
M

Ω ∧ Ω̄ = −2Im(Frψ̄
r). (1.36)

以上のような構造は,第 3.1節の Seiberg-Witten theoryの厳密解の構成にとって本質的である.

1.2.2 代数幾何によるCalabi-Yau多様体の例

ここでは射影空間 IPn 3 (z0 : z1 : · · · : zn)の18複素部分多様体 (Kähler多様体の複素部分多様体はKähler
多様体になる事に注意)として代数的に CY 3 の構成を行う [21, 22].
　まず IPn上で d1, · · · , dk 次の斉次多項式 f1(z), · · · , fk(z) の共通零点として, projective algebraic variety
M

.= Y(n;d1,···,dk)を定義する.今 Jacobian ( ∂fi

∂zJ )の階数を, M の任意の点で rとすると,これは non-singular
な次元 d = n−rの多様体を定義する (以下 r = kの場合を考える).ここでCalabi-Yau多様体を定義するため
に, M の total Chern class C(M)について議論する.まず IPnの total Chern classを考えると,完全系列 0 →
C → H⊕(n+1) → T (IPn) → 0 (H: hyperplane line bundle)を得る.この時C∞分解H⊕(n+1) = T (IPn)⊕C
が得られ, Whitneyの和公式 C(E ⊕ F ) = C(E) ∧ C(F )を用いると C(T (IPn)) = C(H)n+1 = (1 + J)n+1

(J : IPn での積分が 1に規格化された IPn の Kähler form)となる事が分かる.さらにm次斉次多項式から

得られる normal bundle N がH⊕mによって与えられるので C(N) = 1 + mJ となる.よって再びWhitney
の和公式を用いる事により, M の total Chern classは次のようになる.

C(M) =
(1 + J)n+1

(1 + d1J) · · · (1 + dkJ)
. (1.37)

故に first Chern class C1(M) = [(n + 1) −
∑k

i=1 di]J を得る. この事から, 3 次元の projective variety
Y(k+3;d1,···,dk) の first Chern classが消えて CY 3 になる為の条件として次が得られる.

k∑
i=1

di = k + 4. (1.38)

18これは Fubini-Study metric

ds2 = 2
X ∂2 ln(1 +

P

|zI |2)

∂zJ∂z̄K
dzJdz̄K

を持つ Kähler 多様体である.
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IPn 上で 1次の斉次多項式を 0とする事によって得られる部分空間は,単に IPn−1 となって trivialなので,
di ≥ 2を考えると (1.38)より k = 1 ⇒ d1 = 5 → Y(4;5), k = 2 ⇒ d1 + d2 = 6 = 2 + 4 = 3 + 3 →
Y(5;2,4), Y(5;3,3), k = 3 ⇒ d1 + d2 + d3 = 7 = 2 + 2 + 3 → Y(6;2,2,3), k = 4 ⇒ d1 + d2 + d3 + d4 = 8 =
2 + 2 + 2 + 2 → Y(7;2,2,2,2) の 5つの代数的 Calabi-Yau 3foldが得られる.そこでこれらの多様体の位相的性
質を議論する.まずこれらの多様体は non-singularなものを考える限りは連結なので b0,0 = 1であり,単連結
性は仮定するので b0,1 = 0となる.また IPnのKähler formは uniqueに決まっているので（Fubini-Study),
b1,1 = 1となる.後は (I) Euler数 χまたは (II) Hodge数 b2,1が求まれば ((1.22)を参照),これらの多様体の
位相構造のうち基本的な部分は理解できる.どちらも直接求める事ができて,以下では quintic Calabi-Yau
多様体M = Y(4;5) について考える.
(I)　まずEuler数についてGauss-Bonnetの定理の拡張として χ(M) =

∫
M

C3(M)が成り立ち,この積分を計
算する為にMの全空間 IP4への liftingを考える.即ちM上の積分を IP4上の積分に置き換えて,積分領域の制
限を与えるデルタ関数的な formとしてMのnormal bundleのfirst Chern classを挿入すれば良い.具体的には
(1.37)を用いて C3(M) = −40J3, C1(N(M)) = 5J なので χ(M) = −40

∫
M

J3 = −40
∫
IP4 J3 ∧ 5J = −200

となり世代数 100, b2,1 = 101が得られる.
(II)　次に b2,1 を直接,複素構造の変形から導出する [1].一般に 5次の斉次多項式は∑

a+b+c+d+e=5 Nabcde(z0)a(z1)b(z2)c(z3)d(z4)e で表されるので,その係数Nabcde に対応する変形の自由度

がある.これを勘定すると 5H5 = 9C5 = 126 となって座標の取り方の自由度 (5変数の線形変換の自由度
5 × 5 = 25)を引くと,複素構造の変形の自由度 101が得られる.ただし,この方法ではもっと複雑な多様体
に対する自由度の countingが複雑すぎて計算できない事を注意しておく. (それに,一般的にはこのような
countingで記述できないような複素構造の変形の自由度もあり得る事が知られている.)
このようにして, χ(Y(4;5)) = −200, χ(Y(5;2,4)) = −176, χ(Y(5;3,3)) = −144, χ(Y(6;2,2,3)) = −144,

χ(Y(7;2,2,2,2)) = −128が得られる. (以下の Proposition 1.1を使うとすぐに求まる.)
次に別の例として complete intersection Calabi-Yau多様体 (CICY)について述べる [23].この多様体は

複数個の射影空間の直積空間上で代数多項式によって定義され,上で得た多様体の一般化となっている.ま
ず F 個の直積射影空間 X = ⊗F

a=1IP
na (na ≥ 2)を考えて, X 上で斉次多項式 fi(z), i = 1, · · · , kの共通零

点として代数多様体を定義する. ここで fi(z)の次数は,それぞれの IPna の座標 zA
a , A = 0, 1, · · · , na につ

いて dega(fi)とする.簡単の為に Jacobianの rankを kとすると,この non-singularな多様体の次元は

d =
F∑

a=1

na − k (1.39)

となる.ここで nowhere vanishing holomorphic d-formを以下のように定義する (Calabi-Yauの構成).まず
始めに (k + d)-formを µ

.=
∏F

a=1 µa, µa
.= εA0···Ani

zA0
a dzA1

a ∧ · · · dz
Ani
a で定義して, d-form Ω .=

∫
Γ

µ
f1···fk

を構成する.ここで Γ .= γ1 ⊗ γ2 ⊗ · · · ⊗ γk で, γi は f−1
i の極を周る 1-cycleである.この Ωは, scale変換

zA
a → λazA

a で不変ならば nowhere vanishing holomorphic d-formを与える.故に

k∑
i=1

dega(fi) = na + 1,
F∑

a=1

dega(fi) ≥ 2. (1.40)

ただし 2 番目の不等式は trivial な多項式を除く為に付け加えた. よって (1.39) (1.40) より k + d + F =∑F
a=1(na+1) =

∑k
i=1

∑F
a=1 dega(fi) ≥ 2kを得て, F +d ≥ k .これを使って, F = 2F−F ≤

∑F
a=1 na−F =

d + k − F ≤ 2d.故に F ≤ 2dの制限が得られる (ただし, IP1 の個数に制限は無い).今は d = 3を考えたい
ので結局 F ≤ 6 となる.ここで特に F = 1の場合に注目すると, (1.39), (1.40)から Calabi-Yau条件 (1.38)
が得られることに注意しておく.
この場合についても Euler数の計算をするために,上の (I)でやった議論の一般化を行う.
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Proposition 1.1 (複素 3次元 CICYの Euler数)
上のように定義された複素 3次元の CICY M の Euler数は以下で与えられる.

χ(M) =
1
3

∫
X

ch3(TM) ∧
k∏

i=1

C1(Ni). (1.41)

ここで ch3(TM) =
∑F

a=1(na + 1)J3
a −

∑k
i=1 C1(Ni)3, C1(Ni) =

∑F
a=1 dega(fi)Ja: 多項式 fi に対応する

normal bundleの first Chern class (Ja : IPna での積分が 1に規格化された IPna の Kähler form)である.
Proof. まず上 ((I))でやったようにM の Euler数は, Euler class C3(M)の X(= ⊗aIPna)への引き戻しと
して計算される. χ(M) =

∫
X

C3(M)∧
∏k

i=1 C1(Ni).ここで C1(Ni)については,この節 (1.2.2節)でやった
議論から上で定義した値になる事が分かるので,問題は C3(M)の値である.これを求める為に,一般論とし
て bundle E 上で Chern character ch(E)と total Chern class C(E)を考える;

ch(E) .= treJ =
∑

l

trJ l

l!
.=

∑
l

chl(E)
l!

,

C(E) .= det(1 + J) .=
∑

n

Cn(E).

ここで, J は E上の curvature 2-formである.対角化 J = diag(λ1, · · ·)を考える事により, Chern character
chl(E)とChern class Cn(E)の間の関係式を得る.即ち, C(X) = det(1+J) = 1+

∑
m λm +

∑
m>n λmλn +∑

m>n>r λmλnλr + · · ·によって,今必要な関係式として ch3(E) =
∑

m λ3
m = C1(E)3 − 3C1(E)C2(E) +

3C3(E)を得る.ここで E = TM とすると, C1(TM) = 0より C3(TM) = 1
3ch3(TM)を得る. ch3(TM)は,

bundleの直和空間に関する公式 ch(E ⊕ F ) = ch(E) + ch(F )を用いて,次のように計算できる.まずこれを
全空間X = ⊗F

a=1IP
na に対して適用すると19ch(TX) =

∑F
a=1[(na + 1)eJa − 1].よって TX = TM ⊕ N よ

り ch(TM) = ch(TX) − ch(N) =
∑F

a=1[(na + 1)eJa − 1] −
∑k

i=1 eC1(Ni) となるので20,これを展開すれば
(1.41)で定義された ch3(TM)が得られる.
• この定理から複素 3次元 CICYの Euler数は 0以下である事が分かる. ((1.40)を用いると ch3 からは

常に 0以下の係数が出てくる.)
　例を 1つだけ上げておく (Tian-Yau space).これは IP3 ⊗ IP3上に定義される 3次元多様体で, (1.39)より
3つの斉次多項式が必要となる. (1.40)よりこの 3つの多項式の次数の和は, IP3 ⊗ IP3 のそれぞれの座標に

ついて 4でなければならない.例として次のような多様体を考える.

 f1 f2 f3

IP3 1 3 0
IP3 1 0 3


この表は f1, f2, f3がそれぞれ IP3の座標については 1次,3次,0次,もう一方の IP3の座標については 1次,0
次,3次の斉次多項式であることを表す.これに (1.41)を用いると Tian-Yau spaceの Euler数は−18となる
ことが分かる.その他の例については [23]を参照.
　ここで任意の compact多様体M に自由に作用する離散群G ( ·↔ M 3 z, G 3 g 6= I ⇒ g(z) 6= z)が存在
すると,商空間K

.= M/Gは多様体となって Euler数は χ(K) = χ(M)/n(G) (n(G): 群Gの位数)で与えら
れる21.故に Tian-Yau spaceに対して自由な離散群 Z3で割り込むことによって,その空間の Euler数は−6
となり 3世代のmodelが得られる.ここで離散群での割り込みを実行したのだが,一般的にはこれによって
もともと単連結であった多様体が単連結でなくなる.この為にHeterotic compact化では topologicalな効果
が加わって (c.f. Aharonov-Bohm効果), gauge対称性 E6 ((1.19)の解)の破れが起こる事に注意しておく.

19IPn についてこの節の始めに述べたように H⊕(n+1) = T (IPn) ⊕ C が成り立つことに注意.
20Normal bundle N に関して, Chern class の 2 次以降が消えているので chk(N) = C1(N)k が成り立っている事に注意.
21Gauss-Bonnet の定理を用いて Euler 数を積分形で考えた時, 自由に作用する離散群で割り込む効果は積分領域の同一視として
達成される. 同一視される積分領域の数は群の位数の数だけ存在する.
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1.2.3 Mirror多様体

以上のようにして基本的な代数多様体からCalabi-Yau多様体の例が,かなり多く得られたのだが残念なが
らこのままだとmirror対称性の具体例を与えるものが得られない.歴史的にはまず, B.GreeneとM.Plesser
によって quintic CY 3 = Y(4;5)の Z5軌道体化からmirror多様体の familyが構成された.結果だけ引用する
と次のようになる [24, 25] ;
Z5 : zI 7→ (αr)NI zI , (zI = 0, · · · , 4), α5 = 1, r ≡ 0, 1, 2, 3, 4 (mod 5)による quintic CY 3の割り込みを

行う.

群 (N0, N1, N2, N3, N4) b2,1 b1,1

101 1
Z5; (0, 0, 0, 1, 4) 49 5
Z5; (0, 1, 2, 3, 4) (I) 21 1
Z2

5; (0, 1, 1, 4, 4) × (0, 1, 2, 3, 4) 21 17

Z5; (0, 1, 1, 4, 4) (II) 17 21
Z2

5; (0, 1, 3, 1, 0) × (0, 1, 1, 0, 3) 1 21
Z2

5; (0, 1, 4, 0, 0) × (0, 3, 0, 1, 1) 5 49
Z3

5; (0, 1, 2, 3, 4) × (0, 1, 1, 4, 4) × (0, 0, 0, 1, 4) 1 101

　この表から中間線を境にして,上下の多様体の Hodge数が入れ替わっている事が分かる.これだけでは良
く分からないので具体的に (I),(II)について述べる.基準となる多様体としては複素構造の変形の自由度を
除いて, Fermat多様体M (

∑4
i=0(z

i)5 = 0)を考えると良い.
(I);　これはM に自由に作用しているので, Euler数は χ = −200/5 = −40で b1,1の数は originalなKähler
formただ 1つなので b2,1 = 21を得る.
(II);　この場合は固定点集合が2つ存在しており (IP1における 5次の斉次式 (z1)5+(z2)5 = 0, (z3)5+(z4)5 =
0),この固定点の数は固定点集合の Euler数から計算できて χ = 2

∫
IP1 5J = 10個22となっており,まずはこ

れらの固定点を除いて Z5 で割る事にする.そうすると non-compact多様体が出来上がって, first Chern類
を 0に保ったまま compactにするために適切な line bundle (5次のHopf bundle: C1 = 0, χ = 5)を用いて,
それぞれの固定点で blow upを実行する.よってこの多様体の Euler数は χ = (−200 − 10)/5 + 5 · 10 = 8.
この blow upを 1点で実行するたびにKähler formの変形の自由度が 2(複素次元 1)ずつ増加する事が知ら
れているので, b1,1 = 1 + 2 · 10 = 21.従って b2,1 = 17が得られる.
　同様にして (ただし,その他については固定曲線が現れるので Hodge数の countingに注意する必要があ
る),上のような表を得る事が出来る.さらに詳しくは [26]を参照.

22直ぐに分かるが, この 10 個の固定点は (0, 1,−αr, 0, 0), (0, 0, 0, 1,−αr) の 10 個である.
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第2節　D = 2, N = 2の理論 (World Sheet Approach)

この節の目的は, world sheetの理論から Calabi-Yau多様体についての理解を得る事である [27, 25].

2.1 N = 2 SCFTの表現論とMirror対称性の発見

2.1.1 OPEとAlgebra

通常の CFT における energy-momentum tensor T (z) (以下 EM tensor と呼ぶ) は, conformal dimen-
sion(以下 Conf.dimと呼ぶ)が 2で次のような operator product expansion (OPE)の関係式

T (z)T (ω) =
c/2

(z − ω)4
+

2T (ω)
(z − ω)2

+
∂ωT (ω)
z − ω

+ · · · (2.1)

を満たす.ここで cは CFTの central chargeである. Mode展開 T (z) .=
∑

n∈Z
Ln

zn+2 によって, (2.1)と等価
な Virasoro代数

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n +
c

12
m(m2 − 1)δm+n (2.2)

が得られる.ここで supercurrent G(z) (Conf.dim=3
2 )を導入して, (2.1)を拡大すると N = 1の SCFTが

得られる. 2つの supercurrent G1 と G2 (ともに Conf.dim=3
2 )を導入すれば N = 2の SCFTが得られる.

N = 1との違いは 2つの supercurrentを入れ替える対称性に付随して, U(1) current J(z) (Comf.dim=1)
が存在することである1. J とG1,2とのOPEが対角化されるようにG± .= 1√

2
(G1 ± iG2)とすると,次のよ

うな OPEの関係式を満たす.

T (z)T (ω) =
c/2

(z − ω)4
+

2T (ω)
(z − ω)2

+
∂ωT (ω)
z − ω

+ · · · ,

T (z)G±(ω) =
3/2

(z − ω)2
G± +

∂ωG±

z − ω
+ · · · ,

T (z)J(ω) =
J(ω)

(z − ω)2
+

∂ωJ(ω)
z − ω

+ · · · ,

G+(z)G−(ω) =
2c/3

(z − ω)3
+

2J(ω)
(z − ω)2

+
2T (ω) + ∂ωJ(ω)

z − ω
+ · · · ,

J(z)G±(ω) = ±G±(ω)
z − ω

+ · · · ,

J(z)J(ω) =
c/3

(z − ω)2
+ · · · . (2.3)

ここでmode展開 J(z) .=
∑

n∈Z
Jn

zn+1 , G±(z) .=
∑

r
G±

r

zr+ 3
2

(NS-sectorでは r ∈ Z+1/2, R-sectorでは r ∈ Z)
によって, (2.3)と等価なN = 2の super Virasoro代数が得られる.

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n +
c

12
m(m2 − 1)δm+n,[

Lm, G±
r

]
= (

m

2
− r)G±

m+r, [Lm, Jn] = −nJm+n,{
G+

r , G−
s

}
= 2Lr+s + (r − s)Jr+s +

c

3
(r2 − 1

4
)δr+s,

(
(G+

r )† = G−
−r

)
,[

Jm, G±
r

]
= ±G±

m+r, [Jm, Jn] =
c

3
mδm+n. (2.4)

1この U(1) current を用いて EM tensor を T ′(z) = T (z) ∓ 1/2∂zJ(z) と定義し直すことで, N = (2, 2) の理論は第 4 節で述
べるような topological な理論に変わる. − を取った場合を chiral twist, + を取った場合を anti-chiral twist と言い, それぞれの
twist によって新しく得られた理論は A-model, B-model と呼ばれる. この twist で代数の元の Conf.dim が, h′ = h ± 1/2q (h: 元
の Conf.dim, q: U(1) charge) と変化するために, 例えば chiral twist を考えると supercurrent G+ と G− の Comf.dim がそれぞ
れ 3/2, 3/2 から 1, 2 に変化する. それぞれを z で積分することにより, scalar 的な supercharge (BRST charge Q), vector 的な
supercharge b が定義できる. これを用いて導かれる重要な事は, 新しい EM tensor T ′(z) が BRST-exact になるということである
[28](4.1 節参照).
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2.1.2 表現論

以下, Type (2,2) SCFTを取り扱う. N = 2の super Virasoro代数 {Ln, Gr, Jn}が (2.4)で与えられたの
で, Verma module |φ〉の上にそれらの表現論を構築する.
† NS Verma module VNS

　まずは NS sectorを考える. N = 2の super Virasoro代数の primary state |φ〉 ∈ VNS は

L0|φ〉 = h|φ〉, J0|φ〉 = q|φ〉, (2.5)

Ln|φ〉 = 0, G±
n−1/2|φ〉 = 0, Jn|φ〉 = 0, (∀n > 0) (2.6)

で定義される.さらに,次のように chiral条件を課す事により, primary stateを

G+
−1/2|φ〉 = 0 (chiral state), (2.7)

または

G−
−1/2|φ〉 = 0 (anti-chiral state) (2.8)

に制限出来る.
(G−

1/2)
† = G+

−1/2である事に着目すると, 〈NS|{G∓
1/2, G

±
−1/2}|NS〉 = 〈NS|(2L0∓J0)|NS〉 ≥ 0 (||NS〉|2 ≥

0).故に, Conf.dim= h, charge= qの任意の state |φ〉 ∈ VNS について, h ≥ ±q/2となり次が得られる.

h ≥ |q|/2 ≥ 0. (2.9)

Proposition 2.1

|φ〉 : chiral primary state
iff⇔ h = q/2 (≥ 0)

iff⇔ G−
1/2|φ〉 = G+

−1/2|φ〉 = 0. (2.10)

Proof. Chiral primary ⇒ h = q/2は明らか.
h = q/2 ⇔ 0 = 〈φ|{G−

1/2, G
+
−1/2}|φ〉 =| G−

1/2|φ〉 |
2 + | G+

−1/2|φ〉 |
2⇔ G−

1/2|φ〉 = G+
−1/2|φ〉 = 0.

後は G−
1/2|φ〉 = G+

−1/2|φ〉 = 0 ⇒ chiral primaryを示せばよい.
まず J0Jn|φ〉 = qJn|φ〉, L0Jn|φ〉 = (h− n)Jn|φ〉 より, Jn|φ〉 は charge= q, Conf.dim= h− nの stateであ
る.そこで (2.9)より, n > 0に対して q/2 = h > h − n ≥ |q|/2となるので, (2.6)の 3番目の式が成り立つ.
故に (2.6)の 3番目の式と G−

1/2|φ〉 = G+
−1/2|φ〉 = 0を用いると, [Jm, G±

r ] = ±G±
m+r から逐次的に (2.6)の

2番目の式を示すことができる.また, r > 0, s > 0について (2.4)から {G+
r , G−

s } = 2Lr+s + (r − s)Jr+sが

成立する.これを使うと, (2.6)の 2番目と 3番目が示されているので 1番目も示す事が出来る.
　故に chiral primary state で {G−

r , G+
−r} = 2L0 − 2rJ0 + c

3 (r2 − 1
4 ) の期待値をとると, (2r − 1)h ≤

c
24 (2r − 1)(2r + 1)が得られ次が分かる.

chiral primary ⇒ (q/2 =) h ≤ c/6. (2.11)

Proposition 2.2　 (cf. Hodge decomposition theorem)
Non-degenerateな NS Verma module VNS の任意の元 |φ〉, ((Conf.dim,charge) = (h, q))は

|φ〉 = |φ0〉 + G+
−1/2|φ1〉 + G−

1/2|φ2〉, (|φ0〉 : chiral primary state) (2.12)

と分解される.
Proof. まずは, |ψ1〉, |ψ2〉 ∈ VNS として内積

N(|ψ1〉, |ψ2〉)
.=| (|φ〉 − G+

−1/2|ψ1〉 − G−
1/2|ψ2〉) |2
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を考える. |ψ1〉, |ψ2〉をそれぞれ (h− 1/2, q − 1), (h + 1/2, q + 1)の stateに制限して VNS の submoduleを
考える.そのような submoduleは, non-degenerateな VNS では有限の空間で定義されているので,そこに必
ずN(|ψ1〉, |ψ2〉)をminimizeするような ψ1, ψ2 が存在する.それらを φ1, φ2 と置いて,

|φ0〉
.= |φ〉 − G+

−1/2|φ1〉 − G−
1/2|φ2〉

を考える.この |φ0〉の内積は, |φ0〉 → |φ0〉+G+
−1/2|ε1〉+G−

1/2|ε2〉で不変なので, 〈ε1|G−
1/2|φ0〉+〈ε2|G+

−1/2|φ0〉 =
0.故に (2.10)によって |φ0〉が chiral primary stateである事が分かる.
　さらに |φ〉が chiral stateならば, (2.12)を用いる事によって 0 = G+

−1/2|φ〉 = G+
−1/2G

−
1/2|φ2〉.これより

0 = 〈φ2|G+
−1/2G

−
1/2|φ2〉 =| G−

1/2|φ2〉 |2 となるので, (2.12)の分解は次のようになる.

|φ〉 : chiral ⇒ |φ〉 = |φ0〉 + G+
−1/2|φ1〉. (2.13)

† R Verma module VR

　 R sectorでの primary state |φ〉 ∈ VR は

L0|φ〉 = h|φ〉, J0|φ〉 = q|φ〉, (2.14)

Ln|φ〉 = 0, G±
n |φ〉 = 0, Jn|φ〉 = 0, (∀n > 0) (2.15)

で定義される. NS sectorとの重要な違いは G±
0 の存在で, primary stateに次のような条件

G±
0 |φ〉 = 0 (Ramond ground state) (2.16)

を課す事が出来る. (2.4)より, {G∓
n , G±

−n} = 2L0 ∓ 2nJ0 + c
3 (n2 − 1

4 )が成立する. n = 0としてこれの期
待値を考えと,任意の Conf.dim= hの state |φ〉 ∈ VR について

h ≥ c

24
(2.17)

が得られる.さらに Ramond ground stateを考えると, (2.16)より

Ramond ground state ⇔ h =
c

24
(2.18)

を得る.また Ramond ground stateについて, n 6= 0で期待値を取ると次を得る.

Ramond ground state ⇔ |q| ≤ c/6. (2.19)

† Chiral Ring
　ここでは chiral primary fieldsの operator algebraを議論する. Chiral primary field φ(z)は, 真空 |0〉 ∈
VNS から chiral primary state |φ〉 ∈ VNS へのmappingとして |φ〉 .= φ(z)|0〉で定義される.よって φ(z)に
は, |φ〉と同じ Conf.dim= hφ と charge= qφ が付与される. Chiral primary field φ(z)と χ(z)の積を OPE
を用いて次で定義する.

(φ · χ)(z) .= lim
ω→z

φ(ω)χ(z) ≈ lim
ω→z

(z − ω)hO−hφ−hχO(ω). (2.20)

OPEから単純に qO = qφ + qχ なので, (2.9)と (2.10)より hO ≥ 1
2 (qφ + qχ) = hφ + hχ である.もし O(z)

が chiral primary fieldならば,この不等号が saturateして (2.20)より積は non-singularになる.一方でも
し O(z)が chiral primary fieldでなければ積は 0.しかるに (2.11)より, non-degenerateな空間では chiral
primary stateは有限個なので積 (2.20)によって chiral primary operatorの有限環が定義され,これを chiral
ring C と呼ぶ. Anti-chiral primary stateについても, anti-chiral ring Aが同様にして定義される.ここで
left-, right-sectorを考えると,次のように実質的には 4つの環が定義される.

(C,C) , (C,A) , (A,C) , (A,A).

ただし本質的には,この内の 2つの環 (C,C)と (C,A)だけを考えるとよい.
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2.1.3 Spectral flowとMirror対称性

まず superchargeのmode展開の一般化を行う.

G±(z) .=
∑
n∈Z

G±
n±a

zn±a+ 3
2
, (複号同順, a ∈ [0, 1)) .

この時 z = 0の周りの U(1)回転 z → e2πizによって, G±(e2πiz) = −e∓2πiaG±(z)となり a = 0 (R-sector)
の時は半周期的, a = 1/2 (NS-sector)の時は周期的になっている.
Proposition 2.3

a ∈ [0, 1)を任意に選ぶ時,別の代数構造が与えられるが,それらはすべて isomorphic.
Proof. 以下のように,生成子 O = {Ln, G±

r , Jn}から新しい生成子 Oη = {L′
n, G′±

r , J ′
n}を定義しても,同じ

交換関係 (2.4)を満たす.

η
.= a − 1/2, L′

n
.= Ln + ηJn +

c

6
η2δn, J ′

n
.= Jn +

c

3
ηδn, G′±

r
.= G±

r±η. (2.21)

故に,このmapは isomorphic.
この isomorphismの unitary表現 Uη を考えて, Vη を Uη によりmapされた Verma moduleとすると,

Uη : VNS → Vη, Oη = UηOU−1
η .

この Uη を ηによる spectral flowという.今, Vη 3 |vη〉について

L0|vη〉 = hη|vη〉, J0|vη〉 = qη|vη〉

とすると, (2.21)を用いて

(hη + ηqη +
c

6
η2)|vη〉 = L′

0|vη〉 = UηL0U−1
η Uη|v0〉 = h|vη〉,

(qη +
c

3
η)|vη〉 = J ′

0|vη〉 = UηJ0U−1
η Uη|v0〉 = q|vη〉

となるので以下を得る.
hη = h − ηq +

c

6
η2, qη = q − c

3
η. (2.22)

† Spectral flowの表現
上の Uη は free boson φ (iφ(z)iφ(ω) = ln(z − ω) + · · ·)を用いて表現することができ,ここではそれにつ

いて述べる.まずN = 2の U(1) currentは J(z) = i
√

c
3∂zφ(z)と表現できる.事実 OPEから, (2.3)の最後

の式が直ちに確認できる. N = 2 super Virasoro代数の charge qを持つ任意の primary fieldは, Conf.dim
hχの neutral field χを使ってO(z) .= χ(z) exp

(
iq

√
3
cφ(z)

)
と書く事が出来る.この Conf.dimを計算する

と h = hχ + 1
2

(
q
√

3
c

)2

となる.ここで ηを parameterとする unitary表現 Uη を Uη = exp(−i
√

c
3ηφ)で定

義すると,

Oη(z) .= UηO(z)U−1
η = χ exp

(
i
(
q − c

3
η
) √

3
c
φ(z)

)

となって, Oη(z)の Conf.dimと chargeはそれぞれ hη = hχ + 1
2

(
q
√

3
c − η

√
c
3

)2

, qη = q − c
3ηとなる事が

分かる.故に (2.22)が確認できるので,ここで定義した Uη は spectral flowの表現を与える.一般的に left-,
right-sectorを考えると, φL(z), φR(z̄)を用いて spectral flowは次のように表現される.

Uη = exp
(
−i

√
c

3
η (φL(z) − φR(z̄))

)
= UL

η ⊗ UR
η . (2.23)

† Spectral flowと Poincaré多項式
　ここでは spectral flowによる U(1) chargeを追跡する事で mirrorの概念を抽出する.その為に,まずは
η = 1/2の flowを考える事によって次を得る.
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η=−1/2

η=1/2

η=1

η=−1

η=−1/2

η=1/2

図 2: Spectral flow

NS chiral primary state 1:1−→ R ground state 1:1−→ NS anti-chiral primary state
G−

1/2|φ〉 = G+
−1/2|φ〉 = 0. η = 1/2 G+

0 |φ〉 = G−
0 |φ〉 = 0. η = 1/2 G−

−1/2|φ〉 = G+
1/2|φ〉 = 0.

h = q/2 h = c/24 h = −q/2

即ち η = 1/2, η = 1の flowに着目すると,これはNS chiral primary stateをR ground stateへ,さらにNS
anti-chiral primary stateへと 1対１にmapしている事が分かる (図 2).
　 2D, N = (2, 2)の non-liner σ-modelを, 4D, N = 1の space-time SUSYを持つ弦理論に整合的に貼り合
わせが出来る事は 0.5節で既に述べた.ところで,その時 space-time SUSYとの整合性は non-linear σ-model
にN = (2, 2) SUSYの U(1) chargeが整数である事を要求する.即ち,

J0|φ〉 = q|φ〉, q = d ∈ Z. (2.24)

ここで NS anti-chiral primary stateの真空 (q = h = 0)を η = −1で flowさせると, q = c/3, h = c/6の
NS chiral primary stateに移るので,この状態に上の charge integralityを課すと考えるべき理論の central
chargeは c = 3dとなる2.この flowを,このような U(1) chargeに着目してさらに注意深く観察するとその
背後にMirror対称性が浮かび上がってくる.

(2.23)で与えた Uη = UL
η ⊗ UR

η を用いて次の flowを考える.

R
(I)
−→ NS (C,C)

(II)
−→ NS (A, C), ((I) : UL

−1/2 ⊗ UR
−1/2, (II): UL

1 ⊗１).

まず R-sectorにおける ground stateの U(1) chargeを数える Poincaré多項式を次で定義する.

f(t, t̄) .= Tr
R

tJ0 t̄J̄0 |G±
0 =Ḡ±

0 =0 . (2.25)

これは R-sectorの荷電対称性によって次の性質を持つ.

f(t, t̄) = f(
1
t
,
1
t̄
). (2.26)

次に NS-sectorにおける (C,C) ring, (A,C) ringの Poincaré多項式を次式で定義する.

P(C,C)(t, t̄)
.= Tr

NS
tJ0 t̄J̄0 |(C,C)=

d∑
p,q=0

bp,q
(C,C)t

pt̄q,

P(A,C)(t, t̄)
.= Tr

NS
tJ0 t̄J̄0 |(A,C)=

d∑
p,q=0

bp,q
(A,C)t

pt̄q. (2.27)

2後でこの d は target space の複素次元に identify される.
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ここで展開係数 bp,q
(C,C) (bp,q

(A,C))は, (C,C) ring ((A,C) ring)における charge (p, q)を持つ primary fieldの
個数であり,複素多様体上の Hodge数に対応する. 以下 (2.22)を用いて上の flow (I),(II)を追跡する.
(I); f(t, t̄) = (tt̄)−d/2P(C,C)(t, t̄)より (2.26)を用いて (tt̄)−d/2P(C,C)(t, t̄) = (tt̄)d/2P(C,C)( 1

t ,
1
t̄ ),故に

bp,q
(C,C) = bd−p,d−q

(C,C) , (cf. Poincaré duality). (2.28)

(II); P(C,C)(t, t̄) = tdP(A,C)(t, t̄), 故に

bp,q
(C,C) = bd−p,q

(A,C), (cf. mirror symmetry). (2.29)

† Chiral Ringと Cohomology Ring
0.5節で述べたようにN = (2, 2) SCFTはCalabi-Yau多様体と非常に相性が良く,この事から上の (2.29)

は Calabi-Yau多様体のmirror対という概念を提示する.まずは N = (2, 2)の Kähler多様体M 上の non-
linear σ-modelと話を繋げる.以下ではKähler多様体M 上の微分形式 (調和形式)を,このmodelのRamond
ground state (2.16)と 1対１の対応関係で結びつける [25, 29].
まず Ramond ground stateは 0-modeである事に着目する.この状態だけを考えるのであれば, σ-model

は field xi, ψi
α の空間依存性のある部分を除いて 0-modeだけで考える事ができ通常の量子力学系となる.

この 0-modeの正準交換関係は, left-sectorと right-sectorのそれぞれで次のようになる.

{xI , πJ} = δI
J , {xĪ , πJ̄} = δĪ

J̄ ,

{ψI
+, ψJ̄

+} = GIJ̄ (L-sector), {ψI
−, ψJ̄

−} = GIJ̄ (R-sector), その他 = 0. (2.30)

この 0-modeだけを考える量子化では, superchargeは left-sectorではQ+ ∼ G+
0 ∼ ψI

+πI , Q− ∼ G−
0 ∼ ψĪ

+πĪ

によって, right-sectorでは ψ+を ψ−に置き換える事によって得られる.ここで正準量子化により πi → Di

(Kähler多様体M 上の covariant derivative)となるので,これらは

G+
0 = ψI

+DI , 　 G−
0 = ψĪ

+DĪ (2.31)

となる. Fermionについては 2通りの量子化の仕方がある.

(1) ψI
+|0〉 = ψĪ

−|0〉 = 0, ψĪ
+, ψI

− が生成演算子 (2) ψI
+|0〉 = ψI

−|0〉 = 0, ψĪ
+, ψĪ

− が生成演算子

|Φ〉 =
∑

r,s bI1···Ir J̄1···Īs
ψI1
− · · ·ψIr

− ψJ̄1
+ · · ·ψJ̄s

+ |0〉 |Φ〉 =
∑

r,s bI1···Ir

J̄1···Īs
ψ−I1 · · ·ψ−Irψ

J̄1
+ · · ·ψJ̄s

+ |0〉

この Fock moduleの |Φ〉に,上述の G±
0 を作用させると次の対応関係が得られる

3.

G−
0 ←→ ∂̄, G+

0 ←→ ∂̄†. (2.32)

このようにして, (2.16)により4Ramond ground stateが Dolbeault cohomologyの元と 1対 1に対応する
事が分かる.より詳しくは, (1)とはH0,s

∂̄
(M,∧rT ∗M)の元が, (2)とはH0,s

∂̄
(M,∧rTM)の元が対応してい

る.この Ramond ground state |Φ〉の η = 1/2による spectral flowを考えると, right sectorにおける |Φ〉
の U(1) chargeの符号が (1)と (2)とでは逆になっている為に, (1)では (C,A) ringへ, (2)では (C,C) ring
へと flowする.この事と (2.29)から Calabi-Yau多様体M のmirror対という概念に導かれる.
Mirror conjecture5

Calabi-Yau多様体Mに対して, bp,q(M) = bd−p,q(M̃)を満たすようなmirror多様体M̃が存在する. (2.33)

以下その他の対応関係についてまとめておく.

3ここで ∂̄ と ∂̄† は, それぞれM 上の反正則微分とその adjoint である.
4(2.32) によってM 上では Laplace-Beltrami operator 4̄ = ∂̄∂̄† + ∂̄†∂̄ を考えるとよい.
5第 0 節で述べたように実際にはあらゆる Calabi-Yau 多様体に対して, その mirror 対が存在しているわけではない.
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Chiral Ring Cohomology Ring

b0,0 = 1 unique vacuum path connected

bd,0 = 1 unique chiral primary nowhere vanishing holomorphic d-form

bd,d = 1 unique chiral primary volume form

bp,q = bd−p,d−q charge conjugate symmetry Hodge dual

2.2 Landau-Ginzburg model

2.2.1 Landau-Ginzburg modelのChiral Ring

まず天下り的に Landau-Ginzburg modelを定義する.この modelは以下のように D = 2, N = (2, 2)の
superspaceでKähler potential (D-term)と super potential (F -term)を用いて以下の actionで定義される.

L =
∫

d2zd4θK(Φ, Φ̄) +
∫

d2zd2θ−W (Φ) +
∫

d2zd2θ+W (Φ̄). (2.34)

ここで Φは chiral superfield ΦI = ΦI(z, z̄, θ−, θ̄−), I = 1, 2, · · · ,mであり6,これは (2.7)に対応している.
またW (Φ)には次の scaling条件を課す7.　

ΦI = 0でisolated quasi-homogeneous singular
def⇐⇒

W (λω1Φ1, · · · , λωmΦm) = λDW (Φ1, · · · , Φm), C 3 λ 6= 0, ωI ∈ Z, D ∈ Z.

ここで赤外方向への scaling λ → ∞を考えた時, (2.35)でD = −1とすると F -termはこの scaling不変で8,
摂動論的に action (2.34)が固定点に flowして N = (2, 2)の SCFTになる事が知られている.よって, LG
modelはW (Φ)により分類される [30].また d2θ−は left-, right-sectorの U(1) charge (−1,−1)を持つので,
action (2.34)の chargeが 0である為にはW (Φ)は U(1) charge (1, 1)を持たなければならない.故に (2.35)
から ΦI の U(1) chargeは (ωI

D , ωI

D )と決まる.よって ΦI において left-, right-sectorの U(1) chargeは常に
等しく (qL − qR = 0), LG modelの任意の field operatorは ΦI , Φ̄I , D±ΦI , D±Φ̄I (±1の U(1) charge)の
productによって得られるので, LG modelでは条件 (2.24)が一般的な形 qL − qR ∈ Zで常に満たされてい
る.
　次に LG modelの contextで chiral ring RLG を定義する.運動方程式 ∂JW (Φ)による多項式環 C[Φ]の
商空間

RLG .= C[Φ]/[∂JW (Φ)] (2.35)

を考えると, ∂JW (Φ)により生成される空間は全て同一視されるのでRLG は有限環を定義する9.

2.2.2 Landau-Ginzburg modelと N = 2 Minimal model

まずN = 2 SCFTの有限次元 unitary表現論 (minimal model)について結果だけ述べておく.
Fact 2.1 (N = 2 minimal model)
　 Unitary表現論は central charge

c =
3k

k + 2
, (k = 0, 1, 2, · · ·), (0 ≤ c < 3)

6D+ΦI = D̄+ΦI = 0, (D±
.
= ∂

∂θ± + θ∓ ∂
∂z

, D̄±
.
= ∂

∂θ̄± + θ̄∓ ∂
∂z̄

) を満たしている.
7この条件から ∂JW (ΦI) = 0, ∀J の解は ΦI = 0 だけとなる.
8z → λz, θ → λ−1/2θより d2zd2θ → λd2zd2θ.今W (Φ) = Φnの時を考えると,上の事からΦの scaling ruleはΦ → λ−1/nΦ.

これに高次の摂動 Φm (m > n) をかけて, scaling すると W ′(Φ) = Φn + Φm → λ−1(Φn + λ1−m/nΦm) となる. Infrared limit
λ → ∞ によって, この高次摂動は irrelevant になる.

9µ
.
= dimRLG はW (Φ)の多重度を与える.ところで,この定義はW (Φ) = Φn の摂動として,上の脚注で述べた irrelevantな高

次の多項式によるものを除き, 低次摂動のW ′(Φ) = Φn + anΦn−1 + · · · + a1 を考える事を意味する. また場の再定義 Φ
.
= Φ′ + α

を考えると, Φ′n−1 の項の係数が nα + an となるので α = −an/n によって常に Φ′n−1 の項を消去できる事から, この trivial な
shift も除くという事も意味する. この時の多重度は n − 1 である.
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で与えられて,そのとき次のような有限個の primary state |φl,s〉, 0 ≤ l ≤ k,−l ≤ s ≤ l,が存在する.

NS : h =
l(l + 2) − s2

4(k + 2)
, q =

s

k + 2
.

R : h =
l(l + 2) − (s ± 1)2

4(k + 2)
+

1
s
, q =

s ± 1
k + 2

∓ 1
2
. (2.36)

ここで LG model (2.34)を考える. ΦI の U(1) chargeは qI = ωI/Dで left-, right-sectorで同数なので,
以前定義した Poincaré多項式は tt̄を tでまとめて表記すると,

P (t) .= Tr
RLG

(tJ0) =
m∏

I=1

1 − t1−ωI/D

1 − tωI/D
. (2.37)

この式の右辺の形は,まず分母はC[Φ]から単純に項を拾ってきた部分で,分子は ∂JW (Φ)が charge 1−ωJ/D

を持つので,この部分を全体から引かなければならない為に付け加わっている.まず chiral ringの多重度 µ

を求めると,

µ = P (t = 1) =
m∏

I=1

D − ωI

ωI
=

m∏
I=1

(
1
qI

− 1
)

. (2.38)

理論の central charge cは, NS-sectorの chiral ringの最大の U(1) charge qmaxと (2.11)によって関係づい
ている.この qmax は P (large t) = t

P

I(1−2ωI/D) から読み取れて,

qmax =
m∑

I=1

D − 2ωI

D
(2.39)

である.よって,

c = 3qmax =
m∑

I=1

3(D − 2ωI)
D

. (2.40)

ここで例としてW (Φ) = Φk+2 (D = −1, ω = −1
k+2 )の時を考えると (2.40)を用いて central charge c = 3k

k+2

が得られる.この時,有限環RLGの元はΦs, s = 0, 1, · · · , kで10, q = s
k+2 , h = s

2(k+2) である.これは, (2.36)
においてNS-sectorの |φs,s〉に対応する.この様にして, LG modelはN = 2のminimal modelの spectrum
を部分的にではあるが,正しく再現している事が分かる.そこでこの例で考えたmodelを kth minimal model
といってMMk で表す.
　逆に N = (2, 2)の SCFTから以下のように,多項式環 C[Φ]/[∂JW (Φ)]が構成できる.
Proposition 2.4 [27]

N = (2, 2)の SCFTの chiral ring R = (C,C), R̄ = (A,A)に対して11,
(i) ∀ chiral field Ψは Ψ = Ψ(Φ) (R 3 ΦI)と書ける. (Anti-chiral fieldについても同様.)
(ii) ∀ field Λは ΦI ∈ Rと Φ̄Ī ∈ R̄との operator productの多項式で書ける.
の 2条件が満足されている時, U(1) charge (1, 1)をもつ関数W (Φ)が存在して,有限環R = C[Φ]/[∂JW (Φ)]
が構成される.
Proof. まず簡単のために left-sectorについてだけ考える.定義より R = C[Φ]/J .ここで J は C[Φ]の元で
primaryではない chiral operatorの集合である.そこで J 3 ∀f を取って f |0〉 = |f〉を考えた時, (2.13)よ
り |f〉 = G+

−1/2|f1〉となるような,ある state |f1〉が存在する.そこで仮定 (ii)より, field f1 は ΦI ∈ Rと
Φ̄Ī ∈ R̄の多項式で得られ, D+Φ = 0である事から,

J = [D+Φ̄Ī ], D+Φ̄Ī(0) = lim
z→0

zG+(z)Φ̄Ī(0). (2.41)

10これは (2.38) を用いて求めた多重度 k + 1 と当然一致している.
11LG model では基本的には qL = qR の理論しか取り扱えないことに注意. ただし軌道体化によって, (C, A), (A, C) 環も扱える

[31]. (Landau-Ginzburg orbifold)
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ここで (2.41)第 2式の両辺を chiral fieldに対する仮定 (i)を用いて評価する12.まず左辺は chiral fieldな
ので (i) より HI(Φ) と書けて, h = hI + 1/2, q = −qI + 1 = −2hI + 1 より脚注を用いて D−Φ̄Ī(0) =
limλ→0 λ−2hI Hλ

I (Φ)と書ける.一方右辺の operator G+(z)は h = 3/2, q = 1を持つ chiral operatorなの
で再び (i)よりW (Φ)と書けて,脚注を用いることによって G+(0) = limλ→0 λ−1Wλ(Φ)と書ける.以上の
ことから limλ→0 λ−2hI Hλ

I (Φ) = limλ→0 Wλ(Φ)Φ̄Ī(0)の関係式が得られる.しかるに ΦI と Φ̄Ī の OPEは
ΦI(z)Φ̄Ī(z′) ∼ (z − z′)−2hI + · · ·なので,この関係式からHI(Φ) ∝ ∂IW (Φ)が帰結される.ここでW (Φ)は
その定義から明らかに charge (1, 1)を持ち,これが示すべきところのものであった13.

2.2.3 Calabi-Yau/Landau-Ginzburg Correspondence

Space-time SUSYとの整合条件 (2.24)即ち c = 3dを満足するような modelを, m個のMMk の tensor
productから構成する [32].すなわちW (Φ) =

∑m
I=1 ΦkI+2

I , (D = −1, ωI = −1
kI+2 )を考えて, (2.40)より c =∑m

I=1
3kI

kI+2 = 3dを得る.以下m = d+2で考えると,この条件から d =
∑d+2

I=1
kI+2−2

kI+2 = d+2−2
∑d+2

I=1
1

kI+2

となり,故に次の constraintが得られる.
d+2∑
I=1

ωI = −1. (2.42)

ところで LG modelの universality classは, infrared fixed point直上において super potential W (Φ)によっ
て決まるので考えるべき partition functionは

Z =
∫

DΦ1 · · · DΦd+2 exp
(

i

∫
d2zd2θ−W (Φ) + h.c.

)
(2.43)

である. W (Φ)の scaling不変性から,これら d + 2個の chiral superfield ΦI を weighted projective space
上の座標, すなわち WCP d+1 3 (Φ1 : · · · : Φd+2) ∼ (λω1Φ1 : · · · : λωd+2Φd+2) だと考える事ができる.
そこで今 ΦI 6= 0 として変数変換 ξ1

.= Φ−1/ω1
1 , ξI

.= ξωI
1 ΦI (I = 2, 3, · · · , d + 2) をすると, W (Φ) =∑

I Φ−1/ωI

I = ξ1 + ξ1ξ
−1/ω2
2 + · · · + ξ1ξ

−1/ωd+2
d+2 = ξ1W (1, ξ2, · · · , ξd+2)となる.ヤコビアンは (2.42)によっ

て J = det(∂ΦI

∂ξJ
) = −ω1ξ

−ω1−1
1 ξ−ω2

1 · · · ξ−ωd+2
1 = −ω1 となり定数なので, partition functionから落とすこ

とができて (2.43)で ξ1 積分を実行すると次が得られる.

Z =
∫

Dξ2 · · · Dξd+2δ (W (1, ξ2, · · · , ξd+2)) . (2.44)

よってWCP d+1の局所座標系 (ξ2, · · · , ξd+2)でのLG modelの fixed point直上における場の配位はW (Φ) =
0の d次元複素超平面に束縛されている.これはWCP d+1 3 (Φ1 : · · · : Φd+2)で見ると, D = −1次の斉次
代数方程式W (Φ) =

∑
I Φ−1/ωI

I = 0となり,条件 (2.42)から,この d次元複素超平面は Calabi-Yau多様体
になる14ので結局次のように言うことができる.

LG modelの d + 2個のMMk の tensor積で与えられる,整合条件 (2.24)を満足する理論の infrared
fixed point直上における chiral fieldの配位は,複素 d次元の Calabi-Yau多様体を構成している.

12この時, 次の事を用いる. Conf.dim= h, charge= q の nonlocal field FI1···In (z1, · · · , zn)
.
= ΦI1 (z1) · · ·ΦIn (zn) は scaling

field F λ
I1···In

(z1, · · · , zn) = FI1···In (λz1, · · · , λzn) を用いると, Conf.dim= h, charge= q の local operator としては Oq
h(0) =

limλ→0 λ−(h−q/2)F λ のように表す事が出来る.
13証明を完成させるには left,right を同時に扱わなければならない. その為には W (Φ) の定義で G+ を G+Ḡ+ で置き換えると
よい. ただしこのままだと G+ .

= G+
1 + G+

2 を考えると G+Ḡ+ には非対称な場が含まれてしまうので, ただしくは W (ΦI)
.
=

[G+Ḡ+]LRsymmetric = [G+
1 Ḡ+

1 + G+
2 Ḡ+

2 ] のようにすれば良い.

14一般に WCP n における D 次斉次多項式によって張られる超局面の Chern class は C =
Qn+1

I=1 (1+ωIJ)

1+DJ
= 1 + (

Pn+1
I=1 ωI −

D)J + · · ·, (J : Kähler form,分子はWCP n の Chern classを与え,分母は D 次同次多項式の normal bundleの Chern classを与
えている)となるので Calabi-Yau ↔ vanishing first chern class ↔ D =

Pn+1
I=1 ωI となる (1.2.2節も参照).今の場合は D = −1,

n = d + 1 に相当する.
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例として d = 3 (c = 9), (k1, · · · , k5) = (3, 3, 3, 3, 3)を考えると (2.42)を満足しており,この場合は quintic
3-fold Y(4,5) である.
　このような LG modelと Calabi-Yau多様体との対応関係として, 2D, N = 2超対称ゲージ理論を用い
た解析の結果があるのでそれを引用しておく [33].この理論は,以下のような 4D, N = 1超対称ゲージ理論
の 2Dへの reductionから得る事ができる. U(1) gaugeの vector superfieldとして V , matter fieldとして
chiral superfield P と SI , I = 1, 2, · · · , nを用い, U(1) gauge相互作用の他に後者の自己相互作用を記述す
る superpotential W = P · G(S1, · · · , Sn)を導入する (Gは n次斉次多項式). Gauge不変性を要請して P

と SI に U(1) gauge charge QP = −n, QSI
= 1を付与する.後々の為に 0 = ∂G

∂S1
= · · · = ∂G

∂Sn
の解 (特異

点)は SI = 0のみとする (smooth condition). Superpotentialを展開して 4Dから 2Dへの reductionをす
ると,次のような bosonic potentialが得られる.

U = |G|2 + |p|2
∑

I

∣∣∣∣ ∂G

∂sI

∣∣∣∣2 +
1

2e2
D2 + 2|σ|2

(∑
I

|sI |2 + n2|p|2
)

. (2.45)

ここで D = −e2(
∑

I |sI |2 − n|p|2 − r) で, p, sI は superfield P, SI の boson 成分である. また σ, σ̄ は

U(1) gauge fieldの余剰次元成分である. eは U(1) gauge couplingで rは Fayet-Iliopoulos定数である.こ
の potentialをminimizeするような場の配位を考えると,次の 2つの場合に分けられる.
　 r À 0の時, D2 = 0とする為には sI を全て 0にはできず,故に ∂G

∂sI
も全てが 0とはならないので, p = 0,

σ = 0などとなって結局次が得られる. ∑
I

|sI |2 = r, G(sI) = 0. (2.46)

最初の式は, U(1) gauge対称性と合わせて (s1, · · · , sn)が IPn−1の元となっていることを示しており, Feyet-
Iliopoulos定数 rは Kähler parameterとなっている.さらに第 2式により (s1, · · · , sn)が IPn−1の非特異超

曲面を形成していて,今の場合 first Chern classが消えていることが分かる.これは始めに superpotential
の total chargeが 0になるように P と S の chargeを与えていたからに他ならない.よってこの時, bosonic
fieldは CY n−2 を形成する.
　 r ¿ 0 の時, D2 = 0 とする為には p 6= 0 でなければならず故に ∂G

∂sI
=0 から sI は全て 0 となって,

|p| =
√

−r/nで固定される.この事から gauge対称性が U(1)から Zn に破れて sI = 0周りの fluctuation
を考えると, Landau-Ginzburg orbifold geometry Cn/Zn を得る.
　以上のように r = 0を境にして同じ理論に 2つの phase (Calabi-Yau phaseと Landau-Ginzburg phase)
が存在している事が分かる.ところが actionには,もともと非摂動項としての θ-termが存在しており,これ
が nonzeroの場合には r = 0で特異性は現れずに (特異性が解消されて),この 2つの phaseは連続的に移り
変わる事が示されている [33].この事は Calabi-Yau/Landau-Ginzburg correspondenceと呼ばれている.さ
らに,このmodelを用いる事によりmirror対称性の証明が具体的な形で実行されている [34].
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第3節　場の理論の厳密解 (下からのApproach)

この節は他の節とは基本的に独立している.ここでは 1994年に SeibergとWittenによって得られた 4次
元 N = 2 SYM理論の厳密解 (古典的微分形式の周期計算)[35, 36]と, 2002年に Nekrasovが示した厳密解
(instanton counting, Nekrasovの分配関数)[37]を最短ルートで紹介する. N = 2の理論を考える事は現実
的なmodelとしては対称性が強すぎるのだが, Type II理論を Calabi-Yau多様体に compact化すると自然
にこのmodelに行き着く.第 7節では A-model(第 6節)に geometric engineering(第 5節)を用いることに
より,以下で述べる厳密解が再現される事が示される.

3.1 Seiberg-Witten Theory

Notation は Wess-Bagger に従う [13]. ここでは特に単純な SU(2), no flavor の場合について得られた
Seiberg-Wittenの厳密解を紹介する [38].この議論は数学的な厳密性には欠けるが,その部分は深い物理的直
感によって補われており,その後の数理科学の発展に大きな影響を与えている.まずは一般的に議論を展開する.
4D, N = 2のmassless theoryの表現論を考える上で必要な代数は {Q1,2

α , Q̄1,2

β̇
} = 2σµ

αβ̇
Pµ, {Q1,2

α , Q1,2
β } =

{Q̄1,2
α̇ , Q̄1,2

β̇
} = 0であるが masslessを考えているのでローレンツ対称性を用いて, Pµ = (|P |, 0, 0, |P |)の

ような座標系を取ることができる.よって,この代数を使うと Q1,2
2 , Q̄1,2

2 は null stateを張るので考えなく
てよくなり, Q1,2

1 , Q̄1,2
1 をそれぞれ消滅・生成演算子として Fock module を作ることができる. Helicity

h = 0,−1/2 の真空をそれぞれ |0〉, | − 1/2〉 として次の 2 つの空間が定義される. (I) Vector multiplet
(Ψ); |0〉, Q̄1,2

1 |0〉, Q̄1
1Q̄

2
1|0〉,それぞれの stateの helicityと数は, (h, ]) = (0, 1), (1/2, 2), (1, 1)である.さら

に,これらの stateの CPT共役を付け加えることにより (逆の helicityの state h = 0,−1/2,−1が付け加わ
り), state (Aµ : vector, ψα, λα̇ : Weyl spinor, φ : complex scalar)が得られて,これを vector multiplet
という. (II) Hyper multiplet (Ξ); | − 1/2〉, Q̄1,2

1 | − 1/2〉, Q̄1
1Q̄

2
1| − 1/2〉,それぞれの stateの helicityと

数は, (h, ]) = (−1/2, 1), (0, 2), (1/2, 1)である.上と同様にして CPT共役を付け加えることにより, state
(ψq : Weyl spinor, q, q̃† : complex scalar, ψ̃†

q : Weyl spinor) が得られて,これを hyper multipletという.
表現論からは分からないが Lagrangianの構成によってそれぞれの stateは U(1)R対称性 (θ1,2 → e−iαθ1,2)
に伴う chargeと, 2つの superchargeを入れ替える対称性に付随した SU(2)I の量子数を持つ1.これらをま
とめると以下のように書ける.

Vector multiplet Ψ U(1)R Hyper multiplet Ξ U(1)R

Aµ 0 ψq −1 (1)
ψ λ 1 (−1) q q̃† 0

φ 2 (−2) ψ̃†
q 1 (−1)

SU(2)I 1/2 0 1/2 SU(2)I 1/2 0 1/2

今 gauge群が SU(Nc), Nf -flavorの理論を考えて2, まずは N = 2の理論が N = 1の理論を用いて記述
可能であることに注意すると3, N = 2の actionをN = 1の superspaceで表現することができる.

L = ImTr

∫
d4x

τ

16π

(∫
d2θWαWα + h.c. +

∫
d2θd2θ̄Φ†e−2gV Φ

)
, (τ .=

θ

2π
+

4πi

g2
). (3.1)

ここで第 1項は gauge term,第 2項は gauge interaction term (Kähler potential), g は gauge coupling, θ

は θ vacuumである.この式から補助場の項を取り出すと, Laux = 1
g2

∫
d4xTr( 1

2D2 − gφ†[D,φ] + F †F )が
1N = 1 の理論について述べると (以下の脚注等参照), U(1)R に関しては Wα(θ) → eiαWα(e−iαθ), Φ(θ) → e2iαΦ(e−iαθ)

の下で action は不変. SU(2)I に関しては対角化を考えることによって (θ1 → e−iαθ1, θ2 → eiαθ2), Wα(θ) →
eiαWα(e−iαθ), Φ(θ) → Φ(e−iαθ) の下で action は不変. 後は component field で書く事によってそれぞれの場の量子数が
分かる.

2以下ではWick 回転を行って計量をユークリッド計量だとして議論する.
3N = 2 の vector multiplet は N = 1 の chiral multiplet (Φ) 1 つと vector multiplte (V) 1 つから構成されており, N = 2

の hyper multiplet は N = 1 の chiral multiplet 2 つから構成されている. 特に以下の議論で重要なのは, 4D, N = 1 の chiral
multiplet が Kähler 構造を持ち [8], vector multiplet が special geometry の構造を持つ (1.2.1 節参照) という事実である.
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得られる.そこで運動方程式 D : D + g[φ†, φ] = 0, F : F = 0を用いて補助場を消去する事によって,
Laux = −

∫
d4 1

2Tr([φ†, φ])2 が得られるので, bosonic potentialとして V (φ) = 1
2Tr([φ†, φ])2 ≥ 0が得られ

て, unbroken SUSYである為には [φ†, φ] = 0とならなければいけない.そこで簡単の為にNc = 2の場合を
考えると,その解は φ = 1

2aσ3, (σ3 = diag(1,−1))により与えられる.ここで aは真空を類別する moduli
parameterとなって, aと−aは群のWeyl対称性によって gauge理論として等価なので, moduliを類別する
patrameterとして u

.= 1
2a2(= Trφ2)を定義しておく.しかるにN = 2の actionは, N = 2 gauge superfield

Ψa の正則関数 F(Ψa)(: prepotential)を用いて, Fa(Φ) .= ∂F
∂Φa , Fab(Φ) .= ∂2F

∂Φa∂Φb を定義すると,

L =
1

16π
Im

∫
d4x

(∫
d2θFab(Φ)W aαW b

α + h.c. +
∫

d2θd2θ̄(Φ†e−2gV )aFa(Φ)
)

(3.2)

と書くことができる [39]. Classicalには Fclass(Ψ) = 1
2TrτΨ2とすると action (3.1)に一致することが分か

る.そこで量子補正を考えるには,この prepotential (τ)への補正を考えれば良く, N = 2理論においてこの
補正は 1-loopと非摂動補正によって exactな形で与えられる事が分かる.まずは Seibeg-Witten以前に知ら
れていた 1-loop補正から求める.その為に,上で述べた U(1)R chargeの chiral anomalyによる対称性の破
れから議論を始める.これは fermionの 1-loopから来る triangle anomalyであり,次の形になる事が知られ
ている.

∂µj5
µ =

∑
f=λ,ψ,ψq,q̃†

qR
g2

16π2
TrFµνF̃µν ,

(
F̃µν

.=
1
2
εµνρσF ρσ

)
. (3.3)

ここで, qR は U(1)R charge である. 今, vector multiplet は adjoint 表現で変換して, hyper multiplet は
fundamental表現で変換すると考えると, 1.1.3節の脚注 8の 2次のCasimirの形を用いて (3.3)から, ∂µj5

µ =
g2

16π2 F a
µνF̃µνa(1 · Nc + 1 · Nc + ((−1) · 1/2 + 1 · (−1/2)) · Nf ) となって,この式の係数/2は instanton数

k ∈ Zを与えるので次を得る.

∂µj5
µ = (4Nc − 2Nf )k,

(
k =

g2

32π2
F a

µνF̃µνa

)
. (3.4)

故に symmetry breaking U(1)R → Z4Nc−2Nf
が起こる.さらに Seibergは,以下のように (3.4)を用いて摂

動論レヴェルで 1-loop exactな β関数 (prepotential)を求めた.今 〈φa〉 6= 0によって4, symmetry breaking
SU(Nc) → U(1)Nc−1が起こる.故に τ への摂動効果 (Wilson流の繰り込み)により prepotentialは一般的に
Fpert

eff = τ
2Ψ2(A1 +A2 ln Ψ2

Λ2 ) (Λ : scale parameter, A1 :場の scalingで 1に規格化しておく)となる.よって
∂2Fpert

eff = τ(1+3A2+A2 ln Ψ2

Λ2 )から, U(1)R変換Ψ(θ) → e2iαΨ(e−iαθ)により δ∂2Fpert
eff = τA2 ·4iαとなる

ので, δLpert
eff = 1

16π ImτA2 ·4iα · i
2FµνF̃µν · (−2) = αA2

g2 FµνF̃µν (1つ目の等号の最後の−2は
∫

d2θθ2 = −2
から来ている)を U(1)R anomaly (3.4)と比較することによってA2 = 2Nc−Nf

16π2 g2を得る ((3.4)において g2

は gauge場に吸収させなければならない).よって

Fpert
eff =

2π

g2
Ψ2

(
1 +

2Nc − Nf

16π2
g2 ln

Ψ2

Λ2

)
(3.5)

となるので, ∂2Fpert
eff = 4π

g2 (1 + 3
16π2 (2Nc −Nf )g2 + 2Nc−Nf

16π2 g2 ln Ψ2

Λ2 )から coupling constantへの繰り込み

として, 1
g2

eff
(〈φ〉) = 1

g2 (1 + 3
16π2 (2Nc − Nf )g2 + 2Nc−Nf

16π2 g2 ln 〈φ〉2
Λ2 ) が求まる.故に β 関数が

β(g) = 〈φ〉 δg

δ〈φ〉
= −2Nc − Nf

16π2
g3 (3.6)

という,よく知られた 1-loop exactな形で求まり5,理論が漸近的自由性を保持する為の条件 2Nc > Nf が

得られる. 以下では Nc = 2, Nf = 0 の一番簡単な場合について考える. この時 〈φa〉 によって, 対称性が
4このような phase を Coulomb phase と言い,一方で hyper multiplet の scalar期待値を考える phase を Higgs phase と言う.
5QCDの 1-loop β 関数; β(g) = g3

16π2 (− 11
3

C[ad: gauge]+ 2
3
C[rep: Wyle fermion]+ 1

6
C[rep: real scalar]), (adは adojoint,

rep は表現を表し, C は相当する 2 次の Casimir である) が知られている. 今の N = 2 の理論でこれを用いると vector multiplet
(adjoint); (− 11

3
+ 2

3
2 + 1

6
2)Nc = −2Nc と hyper multiplet (fund); ( 2

3
1
2
2 + 1

6
1
2
4)Nf = Nf とを合わせて, 確かに (3.6) に一致

している. ところで, この計算の背後には U(1)R anomaly と trace anomaly が SUSY multiplet を組むという事実が存在する [40].
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SU(2) → U(1)に破れて action (3.2)は次のように書ける.

L =
1

16π
Im

∫
d4x

(∫
d2θF ′′(Φ)WαWα + h.c. +

∫
d2θd2θ̄Φ†F ′(Φ)

)
. (3.7)

今理論は漸近的自由性を持っているので u → ∞の極限を考えると, couplingが 0極限になって摂動論が
exactな結果を与えるのだが,ここからずれた uに対しては非摂動な効果が重要になってきて,その形は (3.4)
の下で述べた Z8対称性から決まり (U(1)R : φ → e2iαφ ⇒ Z8 : φ → e2i· 2πn

8 φ (n ∈ Z)), prepotentialの形
は (3.5)の摂動項と合わせて次のようになる. (漸近的自由性により弱結合領域での prepotential)

F(Φ) =
τ

2
Φ2 +

i

2π
Φ2 ln

Φ2

Λ2
+

∞∑
k=1

Fk(
Λ
Φ

)4kΦ2. (3.8)

ここで Fk は k-instanton数と呼ばれるものであり,この形を exactに決定するための処方箋を与えたのが
Seiberg-Wittenの仕事である (以下で review).その為に N = 2の moduli空間を考える.そこでの metric
は, (3.7)より Kähler potential K = Im(∂F(Φ)

∂Φ Φ̄)が得られるので

ds2 = Im
∂2F(Φ)

∂Φ2
dΦdΦ̄ = Imτ(Φ)dΦdΦ̄ (3.9)

と書ける.この時 action (3.7)の unitarityの要請から Imτ(Φ) > 0 (正定値性の条件)が課されるが, τ(Φ)
は Φについての正則関数なので Cauchy-Riemannの定理から Imτ(Φ)は調和関数となって,調和関数につ
いての最大値の原理から, Imτ(Φ)は定数でない限り Φが定義されている領域内で最小値を取ることができ
ないので,正定値の条件に矛盾してしまう.故にmetric (3.9)は u = ∞近傍でのみ定義されていると考えな
ければならず,そこから離れると (3.8)の形自体破綻してしまう.
そこでN = 2理論の dualityについて述べる.この話が Seiberg-Witten理論の核心となる.まず Φに対す

る dual座標を ΦD
.= ∂F

∂Φ で定義すると, metric (3.9)は ds2 = ImdΦDdΦ̄と書き直せて,これを boson φの

moduli parameter a(u)を用いて次の形で表しておく.

ds2 = Im daDdā =
1
2i

(daDdā − dāDda), aD
.=

∂F
∂a

. (3.10)

ここでmetric (3.10)は SL(2, R)対称性を持っている6.
　さらに effective actionの levelでこの対称性について議論する.まず F(Φ)に対する dualな prepotential
FD(ΦD)をF ′

D(ΦD) .= −Φによって定義する.これから, F”D(ΦD) = − ∂Φ
∂ΦD

= − 1
F”(Φ) となるので (3.9)と

同様に, dual座標でも τD を定義する事により,

τD(aD) = − 1
τ(a)

が得られる.故にmoduli空間の dual座標系では, couplingの強結合と弱結合が入れ替わる (S-duality).こ
の定義において (3.7) の第 2 項は, Im(Φ†F ′(Φ)) = −Im(F ′(Φ)†Φ) = Im(Φ†

DF ′
D(ΦD)) と全く形を変え

ないので, S 変換の対称性があることが分かる.一方で (3.7)の第 1項については, superspaceで表示した
Bianchi恒等式 ImDαWα = 0 を Laglange未定乗数 VD により付け加えて,

∫
d4x(

∫
d2θF”(Φ)WαWα +

1
2

∫
d2θd2θ̄VDDαWα)と書く.するとこの式の第 2項は,

−1
2

∫
d2θd2θ̄DαVD · Wα =

1
2

∫
d2θD̄2(DαVDWα) =

1
2

∫
d2θ(D̄2DαVD)Wα = −2

∫
d2θWα

DWα.

ここで, W と同じ形でWα
D

.= −1
4D̄2DαVDが定義されている.そこで, W についてGauss積分すると残る項は∫

d4xd2θ −1
F”(Φ)W

α
DWDαとなる.よって (3.7)は, S変換の下で全く形を変えずに dualな座標系に移ることが

6証明; SL(2, R) 群が T 変換 : Tb =

„

1 b
0 1

«

と S 変換 : S =

„

0 −1
1 0

«

によって生成されることを用いると, この 2 つ

の変換群の作用 Tb, S :

„

aD

a

«

7→
„

X
Y

«

の下で metric (3.10) が不変である事が分かる.
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分かった.ところで (3.7)の T 変換を見てみると,第 2項は全く形を変えず第 1項は b
16π Im

∫
d4xd2θWαWα =

b
16π

∫
d4xFµνF̃µν = 2πbk (k ∈ Z: instanton数)となるが, b ∈ Zならば pathには効いてこないので, T 変換

では理論は何の変化も受けない.故にN = 2理論には SL(2, Z) dualityが存在する (strong-weak duality).
　次に特異点 (branch point)とモノドロミー行列について述べる.まずは理論の真空を特徴付ける parameter
uに着目して,理論 (φ)の対称性が Z8であった事を想起するのだが uの定義からこの真空の対称性は Z4に

落ちる.この時 uと −uとは大域的に対称な真空となっているので u0 がある関数の branch pointならば,
必ず −u0 も同じ関数の branch pointとなる.そこでまず, u = ∞が a, aD の branch pointとなっている事
に着目する.この事は,この点近傍では厳密に aD = ∂Fpert(a)

∂a = i
π a(ln a2

λ2 + 1)より u → e2πiuによって,
a → −a, aD → −aD + 2aと変換する事から分かる.このような uの 2πi回転に伴う a, aD の変化を与える

行列をモノドロミー行列という.

M∞
.=

(
−1 2
0 −1

)
:

(
aD

a

)
7→

(
−aD + 2a

−a

)
. (3.11)

このモノドロミーの存在は対称性に関係なく,少なくともあと 1つは branch pointが存在する事を示してお
り,まずは他の branch pointがただ 1つで u = 0が branch pointとなっていると仮定してみる.この時には
u-plane上の pathの変形によって, u = 0でのモノドロミー行列と u = ∞でのモノドロミー行列は一致す
る (M0 = M∞).よって u = 0での厳密解が a =

√
2u, aD = i

π a(ln a2

Λ2 + 1) + g(a) (g(a) : a2の整関数)と
求まって, τ = daD

da = i
π (ln a2

Λ2 + 3) + dg(a)
da となるが,最大値の原理から Imdg(a)

da は u-plane上で最小値を持
たないので, Imτ の正定値性の条件に矛盾して少なくともこの仮定は偽となる.そこで,次に単純な場合と
して u = ∞, u0,−u0 (u0 6= 0)の 3点だけが branch pointだと仮定して話を進める.この時,上で述べた理
論の SL(2, Z) dualityから, u = ∞での理論の dualを u = u0での理論だと考える事が重要である.そこで
u = u0,−u0 の物理的意味づけであるが, SeibergとWittenは物理的な経験則から,この特異点は, massive
な N = 2の理論に存在する central chargeが massによる自由度を相殺する (saturateする)7ような, BPS
stateと呼ばれる量子論的安定状態に粒子が落ち込んで現れると考えた (soliton, monopole, dyonなど).
Fact 3.1 (BPS mass公式)

BPS粒子のmass M は次の式で与えられる. (Witten-Olive[41])

M2 = 2|Z|2, Z = (nm, ne)

(
aD

a

)
, (nm, ne ∈ Z). (3.12)

まず ne = 0, nm = 1 の magnetic monopole(t’Hooft monopole) を考える (M2 = 2|aD|2). この状態は
aD = 0で massless になり,この時の uを u0 とする.そこで,この点でのモノドロミー行列を求める為に
以上で述べた duality の概念を用いて, この monopole が dual potential VDµ と標準的な相互作用を起こ

すと考える. するとそこでの β 関数は, N = 2, U(1), Nf = 1 の SYM 理論に対して上述の脚注 5 の公
式を用いて (β(gD) =)aD

dgD

daD
= g3

D

16π2 · 2 = g3
D

8π2 と求められる (この時, U(1) 群なので 2 次の Casimir の
1/2が必要ないことに注意).ここで θD = 0と仮定する事によって, − da

daD
= τD = − i

π ln aD が得られて,
a = a0 + i

π aD ln aD − i
π aD ' a0 + i

π aD ln aD, (u ' u0)となる.この u ' u0 近傍では, aD は u − u0 と 1
対 1で対応していると考えられるので, aD ' c0(u − u0), a ' a0 + i

π c0(u − u0) ln(u − u0)と書ける.よっ
て u − u0 → e2πi(u − u0)により,この点近傍におけるモノドロミー行列が求まる.

Mu0

.=

(
1 0
−2 1

)
:

(
aD

a

)
7→

(
aD

−2aD + a

)
. (3.13)

一方 u = −u0の特異点におけるモノドロミー行列は非可換モノドロミーの出発点の任意性を除いて, M∞ =
Mu0M−u0 から求める事ができる.

Mu0

.=

(
−1 2
−2 3

)
. (3.14)

7これによって massive な状態にもかかわらず自由度は massless のものと等しくなる.
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この特異点での物理的意味付けは次のように考えると良い. まず (3.12) より, モノドロミー変換によって
(nm, ne) → (nm, ne)M−u0 となるのだが,この変換でmassは不変でなければならないので nm = −neの関

係になければならない.特に (nm, ne) = (1,−1)の状態であると考えると,これはいわゆる dyonと呼ばれる
ものである.
　以上で厳密解を構成するための情報は集まっている.以下, Seiberg-Wittenの議論にしたがって楕円関数
論 (Riemann面の理論)の方法を援用する.その為に上で得られた結果のうち必要十分な部分をまとめながら
議論の set up を行う. (簡単の為に u0 = 1と scalingしておく.)まず,真空を parametrizeする空間 u-plane
には 3つの特異点 u = ±1,∞が存在しており8,この空間を理論の対称性である flat SL(2, Z) bundle V の

base spaceとする.ここで正則断面 a, aD は正定値性の条件を満足する τ を τ = daD

da = daD

du / da
du によって定

義して,特異点の近傍で以下のように振舞うようなものである.

u = ∞近傍で a ≈
√

2u, aD ≈ i

√
2u

π
ln u. (3.15)

u = 1近傍で aD ≈ c0(u − 1), a ≈ a0 +
i

π
aD ln aD, (a0, c0 : constant). (3.16)

Γ(1) Γ(2)τ

図 3: H/Γ(1)とH/Γ(2)の基本領域

以上のように振舞うような正則断面 a, aD を求めたい.その為に,
まず上で定義した τ を考えて正定値性の条件からこれを上半平面

Hの元であると考える.ここで 2×2行列 diag(−1,−1)はHに自

明に作用するので,以降考えるのはSL(2, Z)の代わりにΓ(1)を考
えればよい.もしもu-planeに特異点が存在しなければ, τの基本領

域がH/Γ(1)によって genus 0のRiemann面として parametrize
できるのだが,特異点が上述の 3個あると考えているので基本領
域はH/Γ(2)となって genus 1のRiemann面として parametrize
される.ここで脚注 8に示した Γ(1)/Γ(2)の 6つの元に対応して,
H/Γ(1)はH/Γ(2)を 6重に被覆しており,特にH/Γ(2)の基本領
域には 3つの劣点 τ = 0, 1,∞が存在していて (図 3),これはその
まま u-plane上の 3つの特異点 u = ±1,∞に対応付けることがで
きる.そこで再び u-planeに戻って考えると,真空を parametrize
する u 6= ±1,∞に対してそれぞれ別の genus 1の Riemann面
(トーラス)が形成されて,それは u = ±1,∞で特異な楕円曲線

y2 = (x − 1)(x + 1)(x − u) (3.17)

により与えられる (u は楕円曲線の変形 parameter となる). この曲線を Seiberg-Witten curve という
(Coulomb phaseの特徴付け).
　上記によって真空を parametrizeしている幾何学的実態が浮き彫りになった.次にこのトーラスの古典的
微分形式の周期計算という視点から厳密解の構成を行う.まずトーラス上には non-trivialな homology base
が 2つ存在して (γ1, γ2とする. Intersection numberは γ1 · γ2 = 1となるように規格化できる),それに対応
して 1次元 cohomology群も 2次元の vector空間を張る.これは上の Seiberg-Witten curveを用いて次のよ
うに定義できる. λ1

.= dx
y (holomorphic differential), λ2

.= xdx
y (mermorphic differential)を定義して9,こ

れらの線形結合 λ
.= a1(u)λ1 + a2(u)λ2 によって,それぞれの cycle γ1,2 に対して

∮
γ1,2

λを与えると,これ
らは homology cycleにだけ依存する 1次元 cohomology群の基底を与える. (V の正則断面の一般形はこれ

8この特異点の情報はモノドロミー行列 (3.11), (3.13), (3.14) によって与えられていて, これら (特に (3.11), (3.13)) から

群 Γ(2)
.
=

 „

a b
c d

«

∈ Γ(1)
.
= SL(2, Z)/{±1}

˛

˛

˛

˛

a ≡ d ≡ 1(mod 2), b ≡ c ≡ 0(mod 2)

ff

が生成される. ここで

Γ(1)/Γ(2) =

„

0 1
−1 0

«

,

„

0 1
−1 1

«

,

„

1 1
−1 0

«

,

„

1 0
0 1

«

,

„

1 1
0 1

«

,

„

1 0
1 1

«ff

に注意.

9Fact; genus が g の閉 Riemann 面上には, g 個の 1 次独立な holomorphic differential が存在する [20].
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に尽きる.)そこで SL(2, Z)対称性を用いると, aD, aは次のように定義できる.

aD =
∮

γ1

λ, a =
∮

γ2

λ. (3.18)

ここで τ について考える.まず dλ
du = f1(u)λ1 + f2(u)λ2 と書ける事を用いると

τ =
daD

du
/
da

du
=

f1(u)
∮

γ1
λ1 + f2(u)

∮
γ1

λ2

f1(u)
∮

γ2
λ1 + f2(u)

∮
γ2

λ2

となるのだが, 正定値性の条件を満足しなければならない. そこで周期行列の一般論の結果 (τu
.=

H

γ1
λ1

H

γ2
λ1

において常に Imτu > 0 が成り立つ [20]) を引用して, τ と見比べると f2(u) = 0 とする事で常に正定値
性の条件を満足する解が得られることが分かる.この結果を用いると dλ

du = f1(u)λ1 となり, (3.15), (3.16)
を満足するような解を得るためには f1(u) ≡ −

√
2

4π とすると良いことが分かる (以下). これで計算すると
λ =

√
2

2π
ydx

x2−1 (=
√

2
2π (λ2 − uλ1)) (留数は 0) を得る. (これを Seiberg-Witten differential という.) よって

homology baseを γ1に対しては x = 1 → u周りの閉曲線を取って, γ2に対しては x = −1 → 1周りの閉曲
線を取る事にすれば (±の符号の不定性はあるが,これはWeyl対称性 a2 = 2uによる),次のような厳密解
が得られる.

aD(u) =
∮

γ1

√
2

2π

√
x − u√
x2 − 1

dx =
√

2
π

∫ u

1

dx

√
x − u√
x2 − 1

, (3.19)

a(u) =
∮

γ2

√
2

2π

√
x − u√
x2 − 1

dx =
√

2
π

∫ 1

−1

dx

√
x − u√
x2 − 1

. (3.20)

後は実際に, この解が (3.15)(3.16) を満足している事を確認すればよい (consistency check). まず (3.15)
(u = ∞近傍)については,

a(u) ≈
√

2u

π

∫ 1

−1

dx√
1 − x2

=
√

2u,

aD(u)
(x=uz)

=
√

2
π

∫ 1

1
u

udz

√
uz − u√

u2z2 − 1
=

√
2u

π

∫ 1

1
u

√
z − 1√

z2 − 1/u2
dz ≈

√
2u

π

∫ 1

1
u

√
z − 1
z

≈ i

√
2u

π
lnu

となって consistent.次に (3.16) (u = 1近傍)については,

aD(u) =
√

2u

π

∫ 1

1
u

√
z − 1√

(z + 1/u)(z − 1/u)
dz ≈ 1

π

∫ 1

1
u

√
z − 1√
z − 1

u

dz
(z−1/u=t2)

=
2
π

∫ √
1−1/u

0

√
t2 − (1 − 1

u
)dt

(t=
√

1−1/u sin θ)
=

2
π

i

(
1 − 1

u

) ∫ π
2

0

cos2 θdθ =
i

2

(
1 − 1

u

)
≈ i

2
(u − 1)

となって consistent. a(u)に関しては直接確認する事ができないので次のように考える10.

da(u)
du

= −
√

2
2π

∫ 1

−1

dx√
(x − 1)(x + 1)(x − u)

≈ − 1
2π

∫ 1

−1

dx√
(x − 1)(x − u)

≈ − 1
2π

ln(u − 1)より

a(u) ≈ − 1
2π

(u − 1) ln(u − 1) + constant + · · ·

となって consistent.
　以上が 94年に Seiberg-Wittenによって得られた厳密解である.ただし上で得られたのは a, aD = dF

da の

moduli parameter uによる表示であって,そもそもの目的である prepotentialを求める為にはこの結果の逆
解きが必要となる.それを実行する代わりに,上の周期積分の解を微分方程式 (Picard-Fuchs方程式)の解と
して得る事もなされている [42].

10a(u = 1) = 4/π と exact に求まる.
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3.2 Nekrasovの分配関数 (Instanton Counting)

Seiberg-Wittenによって原理的には,厳密解 (prepotentialへの instanton補正)が全て得られたことにな
る.そこで用いられた手法は gauge理論のmoduli空間を意識する事無く微分形式の周期計算を行うというエ
レガントなものであったが,数学としては実際の所何を計算しているのかが不明瞭だという問題点があった.
一方で,以下で紹介するNekrasovによる厳密解 [37]は gauge理論のmoduli空間を具体的に扱い, instanton
の countingを行うといったものであり,数学的に計算すべき実体の厳密な定義がなされる11.以下では, 4D,
N = 2 pure SU(Nc) SYM理論の partition function ZNek について結果だけを紹介する.これは, SU(Nc)
のmaximal torus TNc−1 3 ea1 , · · · , eaNc ,

∑
i ai = 0と, SO(4)のmaximal torus T 2 3 eε1 , eε2 及び, scale

parameter Λの関数として,
ZNek = ZNek(~a, ε1, ε2, Λ) (3.21)

によって与えられる.ここで Sieberg-Witten prepotential (3.8)の instanton(非摂動) term Finstが,次のよ
うにして得られる事が示されている.
Fact 3.2 [43, 45]

Finst(~a,Λ) = lim
ε1,ε2→0

ε1ε2 lnZNek(~a, ε1, ε2, Λ). (3.22)

この式の極限は,位相的弦理論の言葉 (7.3節)に翻訳するとworld sheetの genus 0の部分が Seiberg-Witten
prepotentialであったという事を意味している ((4.31)参照).
† 局所化
　まずは equivariant cohomologyと局所化の公式について注意しておく [46]. M を境界の無い実 n次元の

compact多様体, X をM 上の vector fieldとして内部積 ιX を定義すると, M 上の微分形式 αに対し Lie
derivativeが

LXα = ιXdα + dιXα

で与えられる (H. Cartan).ここで特にXとしてU(1) vector fieldを取って equivariant exterior derivativeを

DU(1)
.= d + iξιU(1), (ξ : parameter) (3.23)

で定義すると, D2
U(1) = iξLU(1)となる事に注意しておく.そこで α(ξ)をM 上でこの U(1) actionで不変な

微分形式とすると (これを equivariant formという),

D2
U(1)α(ξ) = 0 (3.24)

が成り立つ. この事から, equivariant form に対して通常の cohomology の理論と同様にして equivariant
cohomologyが定義できる.即ち equivariant closed formを DU(1)α(ξ) = 0で, equivariant exact formを
α(ξ) = DU(1)β(ξ)でそれぞれ定義して, closed formの空間を exact formの空間で割ればよい.ここでM に

境界がない時は Stokesの定理から, (dαを n-formとして)∫
M

DU(1)α(ξ) =
∫

M

dα(ξ) =
∫

∂M

α(ξ) = 0 (3.25)

となるので
∫

M
α(ξ)は equivariant cohomology classにしか依らない.ここで次が成り立つ.

Fact 3.3 (局所化定理)
　M を境界の無い実 n次元 compact多様体, α(ξ)を equivariant closed form (その 0-form成分を α0とす

る),点 p ∈ M を U(1) vector fieldの固定点とする時,次が成り立つ.∫
M

α(ξ) =
(

2πi

ξ

)n
2 ∑

p

α0(ξ)(p)

det
1
2 Lp

. (3.26)

11[43, 44] では Nekrasov の partition function を C2 上の G-値 bundle の framed moduli 空間上の正則関数環の指標で定義し
て議論している. ところで, ここまで instanton の定義を述べて来なかったのだが, YM 理論の instanton とは YM 方程式の特解で
field strengthについて F = ±∗ F , (+(−): (anti) self-dual field strength) を満たす connectionの事であり,次節で述べる world
sheet instanton とは区別される.
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† SYMのmoduli空間
　次に理論の位相化を実行する [47, 48]. それは 3.1 節で述べた量子数 SU(2)I に着目して, space-time
の Poincaré 対称性 SO(4) ⊃ SU(2)left × SU(2)right の内 SU(2)right との対角和を取る事によりなさ

れる. この操作を topological twist という. Twist により量子数は (SU(2)left, SU(2)right, SU(2)I) →
(SU(2)left, SU(2)′right)と変化する. Bosonについては変化しないので fermionについてだけ述べると,

ψi
α (

1
2
, 0,

1
2
) → ψµ (

1
2
,
1
2
),

λi
α̇ (0,

1
2
,
1
2
) → χ+

µν (0, 1) ⊕ η (0, 0) (3.27)

となる.ここで χ+
µν は self-dual 2-formである.また twistにより superchargeも次のように変化する.

Qi
α (

1
2
, 0,

1
2
) → Qµ (

1
2
,
1
2
),

Q̄i
α̇ (0,

1
2
,
1
2
) → Q+

µν (0, 1) ⊕ Q (0, 0). (3.28)

ここでQを BRST operator (冪零)と考える.この時 energy-momentum tensorが BRST exactな形で書か
れるので, BRST条件

|Phys〉 : physical state
def⇐⇒ Q|Phys〉 = 0 (3.29)

によって理論が topological (cohomological field theory)になる (4.1.2節参照).ここで Qの共役 operator
Q̄を {Q, Q̄} = 2H (H は Hamiltonian)が満たされるように定義出来る12[47].また Qが保存量である事か

ら, {H,Q} = 0なので Q cohomology stateと H eigenstateを同時に取る事が出来る.そこで E を H の

eigenvalueとしてH|Phys〉 = E|Phys〉を考える.この時,もしも E 6= 0ならば上で述べた事から,

|Phys〉 = Q

(
Q̄|Phys〉

2E

)
となるので, Q cohomologyの元として |Phys〉は自明となる.故に cohomologicalな理論としては, stateの
0-mode以外は decoupleしていると考えられる.そこで Nekrasovは上述のような SYM理論の位相化から
議論を始めている.これによって,場の理論の内部に局所化定理で必要な equivariant exterior derivativeの
対応物を次のようにして与える事ができる.

Q̃
.= Q + ξaΩa

µνxνQµ. (3.30)

ここで ξ と Ωa = Ωa
µνxν∂µ, a = 1, · · · , 6はそれぞれ SO(4)の Lie環の parameterとその回転の generator

である.また,位相化により場の 0-mode以外が自明になる事から SYM理論の 0次元への reductionが自然
に行える.そこで現れる空間は ADHM moduli空間と呼ばれていて, Nekrasovは局所化定理 (3.26)を用い
て SYM理論の partition functionの計算 (instantonの数え上げの問題)を,このmoduli空間の固定点を数
え上げる問題に帰着させた.この固定点は,この節の初めに述べたmaximal torus TNc−1 ×T 2の作用による

ものである.この数え上げは, Young tableauxを用いた組み合わせ論的な議論となる [49, 50].以下,結果だ
け記す.まず partition functionは k instantonで展開して,

ZNek(~a, ε1, ε2, Λ) =
∞∑

k=0

Λ2NckZk(~a, ε1, ε2) (3.31)

で与えられ,特に ε1 = −ε2 = ~ (constant self-dual graviphotonに対応, 6.1節参照)の時には (以下全てこ
れで考える),

Zk(~a, ~,−~) =
∑
|µ|=k

Nc∏
l,n=1

∏
i,j≥1

al − an + ~(µl,i − µn,j + j − i)
al − an + ~(j − i)

, |µ| .=
Nc∑
l=1

∑
i≥1

µl,i (3.32)

12Cohomological field theoryでは, energy-momentum tensorに対して 4.1.2節の (4.9)と同様の関係式,即ち Tµν = {Q, λµν}
が成り立つ. そこで Q̄

.
= 2

R

d3xλ00 を定義すれば, Hamiltonian は H =
R

d3xT00 で与えられるので, {Q, Q̄} = 2H が成り立つ.
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µ

µ

µ

µ

図 4: Young tableaux

と固定点の拾い上げから得られている.ここでµl,iは, Young tableaux Yl

を一番上の段の boxの数から下の段のそれに続く非増加列 µl,1 ≥ · · · ≥
µl,dl

> µl,dl+1 = 0, · · ·で表した時の µl,iである.また label lはNc個の

colored partition ~Y = (Y1, · · · , YNc)を表していて, |µ|はそれらの box
の総和を表している (図 4).
　ここで上述の partition functionの 5次元への持ち上げを行う (M理
論 compact化).ただし 5次元方向は半径Rの S1であるとする.この時,
5次元方向の運動量は量子化されるので,その寄与を考慮に入れると (6.1
節参照,調和振動子の partition function), 5次元の partition function
が次の形で得られる.

Z5D
Nek(~a, ~,−~,Λ; R) =

∞∑
k=0

(ΛR)2Nck Z5D
k (~a, ε1, ε2; R),

Z5D
k (~a, ~,−~; R) =

∑
|µ|=k

Nc∏
l,n=1

∏
i,j≥1

sinh [al − an + ~(µl,i − µn,j + j − i)]
sinh [al − an + ~(j − i)]

. (3.33)

ここで,特に 5D, N = 2の pure SU(2)の partition functionを具体的に書いておく.

Z5D
Nek(~a, ~,−~,Λ; R) =

∞∑
k=0

(ΛR)4k
∑

l(R1)+l(R2)=k

2∏
l,n=1

∏
i,j≥1

sinh [al − an + ~(µl,i − µn,j + j − i)]
sinh [al − an + ~(j − i)]

=
∞∑

k=0

∑
l(R1)+l(R2)=k

(ΛR)4k Z(l=n)Z(l 6=n). (3.34)

この式の等号は, l, nの積について l = nと l 6= nに分離した事を表していて, a1 = −a2
.= aに注意すると

直ちに次を得る.

Z(l=n) =
2∏

l=1

∏
1≤i<j≤∞

sinh2 [R~(µl,i − µl,j + j − i)]
sinh2 [R~(j − i)]

, (3.35)

Z(l 6=n) =
∏

i,j∈N

sinh2 [R(2a + ~(µ1,i − µ2,j + j − i))]
sinh2 [R(2a + ~(j − i))]

. (3.36)

7.3節では,全く別の計算から (3.34)が得られる事を述べる.
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第4節　Topological String Theory

以下の節では位相的弦理論についてのレビューを行う.そこで,この節では基本的な定義等を述べる.

4.1 Topological σ-model

4.1.1 2D, N = (2, 2) σ-modelの Topological Twist

第 2節ではN = (2, 2) SCFTの持つ代数構造からCalabi-Yau多様体の持つmirror対称性の概念が提示さ
れ, model (LG model)を考えることにより Calabi-Yau多様体の例も得られた.ところで多様体の topology
についての理解を得たいのであれば始めから topologicalな理論を考えるべきである.そのようなmodelが
仮にできたとしても物理的には無意味なもののように感じられるのだが1,結果的にこの modelから string
theoryの重要な性質である (と考えられている) gauge/gravity対応のような非摂動理論定式化への道を具体
的に示唆することができる2.以下ではそのようなmodelを構築するために 0.5節で述べてあるKähler多様
体上の non-linear σ-modelを考えて, topological twistと呼ばれる操作を施すことにより理論が topological
になることを説明する.この話の出発点となっているのは 1988年以降になされたWittenによる一連の仕事
によるところが大きい [51, 52].まずは topological twistの定義から行う.
　この 2D, N = (2, 2)理論は 4D, N = 1理論を 2次元分 reductionする事によって得られる理論である
が,この時始めの 4D, N = 1理論に存在していた R-対称性がそのまま 2D, N = (2, 2)理論にも遺伝して,
この対称性を U(1)V と書く.また 2Dに reductionしたことによって, superchargeが 2D + 2Dに分離され

る事により,それらを入れ替える対称性が加わって,これを U(1)Aと書く.それぞれの対称性の generatorと
それに相当する chargeを FV , FA, FV , FAと書く. Superfield F を用いて,これらの対称性を symbolicに
表すと次のようになる.

eiαFV F(x, θ±, θ̄±) = eiαqV F(x, e−iαθ±, eiαθ̄±), (4.1)

eiαFAF(x, θ±, θ̄±) = eiαqAF(x, e∓iαθ±, e±iαθ̄±). (4.2)

ここで,これらの対称性による Noether currentを求めると (action (0.8)参照),

jz
V = −GIJ̄(z)ψI

−ψJ̄
−, jz̄

V = GĪJ(z)ψĪ
+ψJ

+, (4.3)

jz
A = −jz

V , jz̄
A = j z̄

V (4.4)

が得られる.ここで topological twistとはこれらの対称性 U(1)V ,または U(1)Aを gauge化することによっ
て定義される.この時,どちらの対称性の gauge化を行うかによって 2通り twistが定義できる (ただし,こ
こで言う gauge場とは 2次元の spin connectionのことである).

U(1)Vの gauge化→ A-twist, U(1)Aの gauge化→ B-twist

そして, A-twistによって得られる理論のことを topological A-modelと言い, B-twistによって得られる理
論のことを topological B-modelと言う.そこで実際に action (0.8)を用いて具体的にこれらの gauge化を
実行してみる.
† Topological A-model
　 L− (2it) i

2

∫
Σg

d2zωαjα
V によって, − i

2ωαjα
V = i

2ωzGIJ̄ψI
−ψJ̄

− − i
2ωz̄GĪJψĪ

+ψJ
+から, ψĪ

−の spinは 0に変
わって (これを→ χĪ と書く), ψI

+の spinも 0となる (これを→ χI と書く).同様にして, ψI
−の spinは −1

に (これを→ ψI
z̄ と書く), ψĪ

+ の spinは +1に変わる (これを→ ψĪ
z と書く).

1連続変形可能な対象が全て同一視されてしまうのだが (それ故に string の dynamics は議論できない), その結果として理論構築
の障害となるような部分が捨て去られて, string theory に内在的に備わっている性質が浮き彫りになる.

2この modelでは理論の見通しがかなり簡単になって, Chern-Simons theoryからその厳密解が得られることが分かる (6.2.3節).
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† Topological B-model
　 L + (2it) i

2

∫
Σg

d2zωαjα
A によって, i

2ωαjα
A = i

2ωzGIJ̄ψI
−ψJ̄

− + i
2ωz̄GĪJψĪ

+ψJ
+ から, ψĪ

− の spinは 0に変
わって (これを→ λĪ

2と書く), ψI
+の spinは+1となる (これを→ ρI

z と書く).同様にして, ψI
−の spinは−1

に (これを→ ρI
z̄ と書く), ψĪ

+ の spinは 0に変わる (これを→ λĪ
1 と書く).

　まとめると次のようになる.

Field Bundle

χI φ∗(T 1,0
M )

ψĪ
z K ⊗ φ∗(T 0,1

M )
ψI

z̄ K̄ ⊗ φ∗(T 1,0
M )

χĪ φ∗(T 0,1
M )

A-twist⇐=

Field Bundle

ψI
+ K1/2 ⊗ φ∗(T 1,0

M )
ψĪ

+ K1/2 ⊗ φ∗(T 0,1
M )

ψI
− K̄1/2 ⊗ φ∗(T 1,0

M )
ψĪ
− K̄1/2 ⊗ φ∗(T 0,1

M )

B-twist=⇒

Field Bundle

ρI
z K ⊗ φ∗(T 1,0

M )
λĪ

1 φ∗(T 0,1
M )

ρI
z̄ K̄ ⊗ φ∗(T 1,0

M )
λĪ

2 φ∗(T 0,1
M )

この表から分かるように topological A-modelは vector理論であり, topological B-modelは chiral理論に
なっている (それぞれの理論は通常の Type IIA,B string theoryに対応している).以下でそれぞれのmodel
について議論する [51, 52, 53, 10].なおこの 2つの modelはちょうど mirror関係にある.象徴的に述べて
おくと, Calabi-Yau多様体M とその mirror多様体 M̃ に対してM 上の topological A-modelは M̃ 上の

topological B-modelとmirror写像によって 1対 1で対応付ける事ができる [34].

4.1.2 Topological A-model

まずは A-twistによって action (0.8)は次のようになる (A-model action).

L = 2t

∫
Σg

d2z

(
1
2
Gij∂zx

i∂z̄x
j + iGIJ̄ψI

z̄Dzχ
J̄ + iGĪJψĪ

zDz̄χ
J − RIĪJJ̄ψI

z̄ψĪ
zχJχJ̄

)
. (4.5)

次に twistによって BRST charge (scalar supercharge Q = QL + QR)が定義できる事に注意して,この
BRST chargeに対する場の変換則を考える.そこでN = 2の super変換 (0.9)において, ε−, ε̃+は Σg 上の

関数, ε̃−, ε+ は Σg 上K−1, K̄−1 の断面となっている事に注意して, ε−, ε̃+ を定数に, ε̃−, ε+ を 0と置く
事によって (0.9)は次のようになる.

δxI = iε−χI , δxĪ = iε̃+χĪ ,

δχI = 0, δψĪ
z = −ε−∂zx

Ī − iε̃+χJ̄ΓĪ
J̄K̄ψK̄

z ,

δψI
z̄ = −ε̃+∂z̄x

I − iε−χJΓI
JKψK

z̄ , δχĪ = 0. (4.6)

ここで, (ψについて)on-shellで3δ2 = 0が成り立っていることに注意しておく.今簡単の為に ε− = ε̃+ = ε

として,この変換を BRST chargeを用いて, δΦ = iε{Q, Φ}で表して (Q2 = 0 for on-shell), (4.6)を書き直
すと次が得られる.

[Q, xI ] = χI , [Q, xĪ ] = χĪ ,

{Q,χI} = 0, {Q,ψĪ
z} = i∂zx

Ī − χJ̄ΓĪ
J̄K̄ψK̄

z ,

{Q,ψI
z̄} = i∂z̄x

I − χJΓI
JKψK

z̄ , {Q,χĪ} = 0. (4.7)

また, action (4.5)は ψについての運動方程式を用いると次の形で書ける4.

L = −i{Q,V } + t

∫
Σg

φ∗(J), V = t

∫
Σg

d2zGIJ̄(ψI
z̄∂zx

J̄ + ∂z̄x
IψJ̄

z ). (4.8)

3ψI
z̄ ; iGIJ̄DzχJ̄ − RIĪJJ̄ψĪ

zχJχJ̄ = 0, ψĪ
z ; iGĪJDz̄χJ + RIĪJJ̄ψI

z̄χJχJ̄ = 0 を用いる. なお補助場を用いると, off-shell
でも以下の議論はうまくいくのだが [53], ここでは on-shell の議論で十分.

4{Q, GIJ̄} = ∂iGIJ̄χi に注意. ここでも, 補助場を入れると off-shell で O.K.
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ここで J
.= iGIJ̄dxI ∧ dxJ̄ は Kähler form で, この式の第 2 項は

∫
Σg

φ∗(J) .=
∫
Σg

d2zGIJ̄(∂zx
I∂z̄x

J̄ −
∂z̄x

I∂zx
J̄)である.これはM 上の Kähler formの φによる world sheet上への pullbackで topologicalな

termであり,この項がある為に A-modelは Kähler構造に依存する理論となる5. (以下の議論では,まずこ
の項を除いて考える.)この actionの形から energy-momentum tensorが BRST exactな形で与えられる事
に注意しておく.

Tαβ =
2√
h

δL
δhαβ

= −i{Q,Λαβ}, Λαβ =
2√
h

δV

δhαβ
. (4.9)

ここで BRST量子化の議論から次のような条件を援用する.

|Phys〉 : physical state
def⇐⇒ Q|Phys〉 = 0. (4.10)

そこで,考えている理論の真空を上の意味で physicalだとして, (2D metricに依らない) observable Oに対
して generating function Z(O) = 〈O〉 =

∫
DXe−L · Oを考える. (ここでX は今考えている理論の場を表

している.)ここでBRST exactな真空期待値は 〈{Q,O}〉 = 0となる事に注目して, 2つの observableの差が
BRST exactであるものを同一視する.ここで observable Oの真空期待値を 2D metricに関して変分すると,
δZ(O) =

∫
DXe−L · (−δL · O) =

∫
DXe−L · (i 1

2{Q,
∫ √

hδhαβΛαβ} · O)となるので, 〈O〉が (2D metric
に依らない)位相不変量を定義する為には, {Q,O} = 0でなければならない.このような cohomologicalな
observableは以下のように具体的に定義できる.
† Observables

BRST対称性である (4.7)を観察して,特に [Q, xi] = χi, {Q,χi} = 0に注目する.そこで An(M) 3 A =
Ai1···indxi1 ∧ · · · ∧ dxin に対して O(0)

A
.= Ai1···inχi1 · · ·χin を定義すると (χ は target space 上 1-form),

{Q,O(0)
A } = ∂i0Ai1···in

χi0χi1 · · ·χin = O(0)
dA を得る. よって, A-model の observable と多様体 M 上の de

Rham cohomology classが 1対 1に対応する.これを用いると,以下のように位相不変量が逐次定義されて
いく.
Proposition 4.1 [51]
　 A1, · · · , Ak ∈ Hx(M) (それぞれの degree=d1, · · · , dk)をM 上の cohomology class, 点 P1, · · · , Pk ∈ Σg

として Z(A1, · · · , Ak) .= 〈O(0)
A1

(P1) · · · O(0)
Ak

(Pk)〉 を定義すると,これは Σg とM の metricや複素構造には
依らず (実際には topological termがあるのでM のmetricには依存する),特に Pi ∈ Σg にも依らない.
Proof. Metricや複素構造に依らない事は (4.9)から直ちに分かるので,点 P に依らない事のみ示す.その為
に P 6= P ′ ∈ Σg を考える.この時,

〈(O(0)
A (P )−O(0)

A (P ′)) ·
∏
j

O(0)
Aj

(Pj)〉 = 〈
∫ P

P ′
∂αO(0)

A dσα ·
∏
j

O(0)
Aj

(Pj)〉 = 〈{Q,

∫ P

P ′
O(1)

A

∏
j

O(0)
Aj

(Pj)}〉 = 0.

ここで, degree= nの cohomology class Aに対して O(1)
A

.= nAi1···indxi1χi2 · · ·χin である.
　この証明から得られたような Q-closedにはならないが, world sheet上で全微分になる observablesが次
のように逐次定義される.

0 = {Q,O(0)
A }, O(0)

A = Ai1···in
χi1 · · ·χin ,

dO(0)
A = {Q,O(1)

A }, O(1)
A = nAi1···indxi1χi2 · · ·χin ,

dO(1)
A = {Q,O(2)

A }, O(2)
A =

n(n − 1)
2

Ai1···indxi1 ∧ dxi2χi3 · · ·χin ,

dO(2)
A = 0, (world sheet上 3-form以上は vanish.) (4.11)

そこで, Σg 上で homology 1-cycle γ を取ってWA(γ) .=
∫

γ
O(1)

A を考えると, {Q,WA(γ)} =
∫

γ
dO(0)

A = 0
より WA(γ) は BRST closed となっている. 一方で γ = ∂β (trivial cycle) の時, Stokes の定理を用いる

5Action (4.8) に B-場を −it
R

Σg
φ∗(B) と付け加えることによって, complexified Kähler form ω = J + iB が定義される.
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とWA(γ) =
∫

∂β
O(1)

A =
∫

β
dO(1)

A =
∫

β
{Q,O(2)

A } より, WA(γ)は BRST exactとなるのでWA(γ)は γ の

homology classにしか依らない.同様にして, Σg 上で homology 2-cycle Σ′ を取って, WA(Σ′) .=
∫
Σ′ O(2)

A

を定義すれば,これは Σ′ の homology classにしか依らない BRST closedな量を与える.以上のようにして
topological A-modelには位相不変な量が定義できるが,この位相不変量が non-trivial (nonzero)な量を定
義する為には以下に述べる selection ruleが必要となる.
† World sheet instantonと Selection rule
　まずは action (4.8)を見ると, topological termを除いて BRST exactとなっている事に注目する.この事
から observablesは, (topological termを除いて) coupling tの大きさに依らないことが分かるので (coupling
tに関して observablesの変分を実行するとすぐ分かる), observablesを large tで評価する事ができて path
に効くのは actionの極小値となる.そこで今 (4.8)の V の形に着目すると,この極値解は bosonic fieldに対
する正則写像として与えられる.

∂z̄x
I = ∂zx

Ī = 0. (4.12)

このような (holomorphic) map φ : Σg → M の事を world sheet instantonという.この instanton解周
りの fluctuationにより得られる空間を, instanton moduli space Mn (nは topological termから来る真空
の類別を表す)と言い,実はこの量は fermion χと ψの zero mode解の量子論的な fluctuationから生じるも
のと一致する.即ち, χが ghost number 1の場, ψ が ghost number −1の場 (anti-ghost)であることから,
それぞれの zero mode解 (これは action (4.5)の kinetic termに着目して (large couplingでは,このような
freeな termの評価だけで十分),その運動方程式 Dz̄χ

I = Dzχ
Ī = 0と Dz̄ψ

Ī
z = Dzψ

I
z̄ = 0 から得られる)

の個数 an, bn を用いて, dimMn = an − bn となる.この Dirac operatorの zero modeの数は,指数定理の
結果として nに依存しない形で

dimMn = 2m(1 − g) + 2
∫

Σg

φ∗ (C1 (M)) (4.13)

と得られる. ここで m は target space の複素次元, φ∗ (C1 (M)) は first Chern class の Riemann 面への
pull-back, gは Riemann面の種数である.
そこで, action (4.5)の large couplingを考えて fermionの kinetic termを partition functionからGauss

積分すると,分子に上で述べた fermionの zero mode解から来る寄与が現れる.この事から observablesが
nonzeroで定義されるためには, operator Oの zero modeがこれを相殺する必要がある.この事を observables
の selection rule という.以上を踏まえると, (4.11)で述べた observablesから得られる位相不変量に関して
次の事が分かる6.
Proposition 4.2 (Selection Rule)
　Map φ : Σg → M の instanton moduli Mに対して,
Hx(Σg) 3 γ1, · · · , γk (dim = t1, · · · , tk), Hx(M) 3 A1, · · · , Ak (degree = d1, · · · , dk) とする.
この時,位相不変量 Z ((A1, γ1) , · · · , (Ak, γk)) =

〈∏k
i=1 WAi (γi)

〉
が nonzeroである為には,

k∑
i=1

(di − ti) = 2m(1 − g) + 2
∫

Σg

φ∗ (C1 (M)) (4.14)

が満たされなければならない.
　ここで特に Calabi-Yau多様体を考えて,かつ observableとしては O(0)

A を取ると, (4.14)から selection
rule

∑k
i=1 di = 2m(1 − g)が得られる.この時 genusが 2以上の Riemann面に対しては,これを満たす事

ができないので observableが trivialになり, genusが 1の Riemann面に対しては oberbableを含まない
partition functionのみが non-trivialとなるので,結局この observableに対して non-trivialな位相不変量が

6一般的には dimMn > 0 (Calabi-Yau 多様体の場合には Riemann 面の種数 0 に相当) ならば bn = 0 となる. それを踏まえた
上で, (4.11) の observables の zero mode が全て χ から来ている事に注意しておく.
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定義される為には, Riemann面の genusが 0でなければならない.さらに今,複素 3次元 Calabi-Yau多様体
とその上の 2-form ωを考えると non-trivialな相関関数が次の形で与えられる.〈

O(0)
ωA

O(0)
ωB

O(0)
ωC

〉
= ](NA, NB , NC) +

∑
β 6=0

I0,3,β(A,B,C)Qβ . (4.15)

ここで第 1 項は 1.1.4 節で述べた classical な位相不変量である intersection numberを与えており trivial
instanton を表している. 一方で第 2 項は non-trivial な instanton を与えており, world sheet から target
space 上の non-trivial 2-cycle への巻き付きの寄与を表している7. (Q の項は action (4.8) の topological
termから来ている (quantum cohomology term).)ここで I0,3,β(A,B,C)を,次のように ωに依存しない項

で分離できる事が知られている.

I0,3,β(A, B,C) = N0,β

∫
β

ωA

∫
β

ωB

∫
β

ωC . (4.16)

そこで,この係数 N0,β のことを Gromov-Witten invariantといって, prepotentialと呼ばれる topological
string theoryで重要な役割を果たす量が次で定義される.

F0(t)
.=

∑
β

N0,βQβ . (4.17)

4.1.3 Topological B-model

A-modelと同様に考えると良いが, BRST変換則 (4.20)を導くとすぐに分かるように,場 λĪ
1,2を以下で定

義し直した方が理論の見通しが良くなる.

ηĪ .= λĪ
1 + λĪ

2, θI
.= GIJ̄(λJ̄

1 − λJ̄
2 ). (4.18)

そうすると B-model actionは次のようになる.

L = t

∫
Σg

d2z
(
Gij∂zx

i∂z̄x
j + iGIJ̄ηJ̄

(
Dzρ

I
z̄ + Dz̄ρ

I
z

)
+ iθI

(
Dz̄ρ

I
z − Dzρ

I
z̄

)
+ RIĪJJ̄ρI

zρ
J
z̄ ηĪθKGKJ̄

)
.

(4.19)
A-modelと同様にして BRST変換則は次で与えられる (冪零性は自明).

[Q, xI ] = 0, [Q, xĪ ] = ηĪ ,

{Q, ρI
z} = i∂zx

I , {Q, ρI
z̄} = i∂z̄x

I ,

{Q, ηĪ} = 0, {Q, θI} = 0. (4.20)

この BRST chargeを用いると action (4.19)は次の形で書ける8.

L = −i{Q,V } + t

∫
Σg

W, V = t

∫
Σg

d2GIJ̄

(
ρI

z∂z̄x
J̄ + ρI

z̄∂zx
J̄
)

. (4.21)

ここで第 2項のW は topologicalな項で, W
.= −θIDρI − i/2RIĪJJ̄ρI ∧ ρJηĪθKGKJ̄ のように微分形式で

完全に書く事ができる.故に,このmodelからは A-modelの時と同様にして, Σg とM の Käheler構造や複
素構造に依存せずに couplingにも依らない9modelが定義できる.ところが実際には BRST変換則 (4.20)か
ら分かるように,このmodelではM の正則,反正則依存の場が全く違った変換を行う為にM の複素構造に

は依存することになる.また B-modelは chiralな理論である為に,通常は chiral anomalyが存在して理論が
7記号の意味: β

.
=

Pb2
i=1 niσi ({σi} ∈ H2(M, Z)の base, ni: instanton number), Qβ .

= Πi Q
ni
i , (Qi

.
= e−ti , ti

.
=

R

σi
ω, ω:

complexified Kähler form), I0,3,β : g = 0, dimCM = 3, non-trivial instanton β から来る moduli 空間上の積分
8最初の 2 つの項が BRST exact になって, 残りの 2 つの項が topological な項になる.
9W から t 依存性を除く為に θ → t−1θ と scaling する. (V は θ に依らない事に注意.)
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consistentに定義できない.そこで B-modelにおいては常に多様体M は Calabi-Yau多様体であると考えな
ければならない.
† Observablesと Selection rule
　 A-model と同様にして BRST closed な observables を定義したい. その為に (4.20) の 1 行目と 3 行
目の変換則に着目して, Hp

∂̄
(M,∧qTM) 3 B = B

J1···Jq

Ī1···ĪP
dxĪ1 ∧ · · · ∧ dxĪp ∂

∂xJ1 ∧ · · · ∧ ∂
∂xJq

に対して

OB
.= B

J1···Jq

Ī1···ĪP
ηĪ1 · · · ηĪpθJ1 · · · θJq を定義すると, B-model の obsevable と多様体 M 上の Dolbeault co-

homology class が 1 対 1 に対応する. そこで Proposition 4.1 と同様にして相関関数 Z(B1, · · · , Bk) .=
〈OB1(P1) · · · OBk

(Pk)〉 (Bi ∈ Hpi(M,∧qiTM))を定義した時に,この量が nonzeroである為には (Proposi-
tion 4.2参照,ただしこの selection ruleは complex moduli空間から生じるものである),

k∑
i=1

pi =
k∑

i=1

qi = m(1 − g) (4.22)

でなければならない.故に相関関数で非自明なものを考えたいのであれば, A-model同様に球面上の理論に
限定されてしまう.ここでA-modelとの大きな違いとしてworld sheet instantonの問題がある. B-modelで
は action (4.21)から large tの評価によって古典解を求めると,直ちに分かるように,それは constant map
となる.よってA-modelと違って B-modelでは classicalな位相不変量が exactな結果を与える (only trivial
instanton).今 Calabi-Yau多様体を考えているので nowhere vanishing holomorphic m-form Ωが存在する
ことを用いると, Hp

∂̄
(M,∧qTM)の元を Hm−q,p(M)の元に mapする事ができる.そこで特にm = 3の時

を考えて, H1
∂̄
(M,T 1,0)の元をH2,1(M)の元にmapして, selection rule (4.22)を満足させると次のような

non-trivialな相関関数が得られる.

〈OωAOωBOωC 〉 =
∫

M

ΩIJKωI
A ∧ ωJ

B ∧ ωK
C ∧ Ω. (4.23)

これは 1.1.4節で述べた (2, 1)-Yukawa coupling (1.26)と同じ形であり, 1.2.1節で述べたように prepotential
の 3階微分から得る事ができる.

4.2 位相的弦の導入

4.2.1 2次元重力との結合

以上で見たように topological σ-modelの理論において (A-model, B-modelともに), non-trivialな相関
関数はかなり制限されたものしか存在しなくなる.そこで topological string theoryは以下のように, world
sheetの metricを dynamicalにする事によって定義される (2次元重力との結合).その為には, 上で述べた
topological theoryと bosonic string theory[2]における次の類似点に着目すれば良い.まず上の topological
theoryには, 2次元で spin 0の BRST charge Qだけでなく, spin 1,−1の fermionic charge Gz, Gz̄ も存

在しており, 元の N = 2 の代数から Pz,z̄ = {Q,Gz,z̄} (P は平行移動の generator) が成り立つ事が分か
る. 一方で bosonic string theory において, world sheet の reparametrization に関する FP gauge 固定の
処方から anti-ghost b(z), b̄(z̄) が得られ, かつ BRST charge も定義できてその energy-momentum tensor
が T (z) = {Q, b(z)}の形で得られる.このような類似点 (G ↔ b)を踏まえると, bosonic string theoryの
amplitude計算の議論から, g ≥ 2に対する topological string theoryの partition functionを次で定義する
のが自然である事が分かる [54].

Fg
.=

∫
Mg

〈
6g−6∏
k=1

(G,µk)

〉
, (G,µk) .=

∫
Σg

(Gzµk + Gz̄µ̄k) . (4.24)

ここで µk
.= (1/2)h−1∂khは通常の Beltrami differential (Riemann面の複素構造の deformation)を表して

いて,種数 gの Riemann面の deformationの自由度である 6g − 6個の vertex operatorが挿入されている.
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上の定義にはRiemann面のmoduli空間Mg上の積分が含まれている事に注意しておく.ここで実際に n個

の observableを挿入して n-point functionを計算する時には, n点付きの Riemann面のmoduli空間Mg,n

を考えなければならない.そこで obsevableとしてO(0)
A を考えると, selection rule (4.14)は次のように修正

される. (右辺第 3項は種数 gの Riemann面の複素構造の deformationの自由度.)

1
2

n∑
i=1

di = m(1 − g) +
∫

Σg

φ∗ (C1 (M)) + 3(g − 1) + n. (4.25)

この式から複素 3次元の Calabi-Yau多様体を考えて obsevableとして 2-formを取ると,上の selection rule
は常に満たされる事が分かる.このような現象は複素 3次元の Calabi-Yau多様体ならではであり,その意
味でこの次元を critical dimension と言う. 即ち, この次元では任意の genus に対して ((4.17) に倣って),
Gromov-Witten invariant Ng,β が定義出来る.

Fg(t) =
∑

β

Ng,βQβ . (4.26)

これを定義に従って具体的に計算することは,非常に難しいのだがA-modelについて trivial instantonの寄
与は具体的に計算されていて,次のような形が得られている10[55]. (g ≥ 2に対して)

Fg(t) =
χ(M)

2

∫
Mg

C3
g−1 + (non-trivial instanton). (4.27)

ここで, Cg−1 はMg 上の Hodge bundleの g − 1次の Chern classであり,第 1項を計算すると次の形にな
る事が示されている. ∫

Mg

C3
g−1 = −χg(Mg)

B2g−2

(2g − 2)!
, χg(Mg)

.=
B2g

2g(2g − 2)
. (4.28)

ここで, χg(Mg)は genus g の moduli空間の virtual Euler characteristicと呼ばれており, B は Bernoulli
数で,次のような冪級数で定義される [56].

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
xn = 1 + B1x +

∞∑
n=1

B2n

(2n)!
x2n. (4.29)

2 つ目の等号では B2n+1 (n ≥ 1) = 0 となる事を用いた11. さらに, 整数論的にも興味深い ζ-関数12 は

Bernoulli数を用いて次のように計算できる.

ζ(2m) =
(−1)m−1(2π)2mB2m

2(2m)!
=

(2π)2m|B2m|
2(2m)!

, (m ∈ N). (4.30)

この Bernoulli数は以下で述べる節で中心的な役者として登場する (特に geometric transition).
　また topological string theoryでは, 2次元重力の効果を取り入れる事によって,一般の partition function
があらゆる genusの Riemann面からの寄与を (string coupling gs によるべき展開として)足し上げる事に
より定義される. (冪の形は有効理論 (dilaton)の Euler数から来ており,指数関数の肩に乗せる事は連結と
は限らない寄与も全て足し上げる事を意味する.)

ZGW
.= exp

( ∞∑
g=0

g2g−2
s Fg(t)

)
. (4.31)

本修士論文で以下述べるのは,特に断りが無い限り全て A-modelの議論とする.

10第 2 項は [φ(Σg)] = β なる正則写像の数え上げとして得られる.
11最初の数項は B1 = −1/2, B2 = 1/6, B4 = −1/30, · · · となって, 特に |B2n| = (−1)n−1B2n が成り立つ.
12定義は ζ(s)

.
=

P∞
n=1 n−s を複素平面全体に解析接続することによってなされる.
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4.2.2 Open Gromov-Witten invariant

通常は Riemann面というと境界の無いものを考えるのであるが,開弦を考えると world sheetとしての
Riemann面には必然的に境界が出来る. 6.2節では位相的開弦の理論を考えるのであるが (そこでは位相的開
弦の議論がWZW modelの議論に置き換えられる),ここでは境界のある Riemann面を target空間にmap
する事によって上述と同様の不変量である open Gromov-Witten invariantを定義しておく.まず境界 (h個)
付きのRiemann面Σg,hからCY 3へのmap φをこれまでと同様に定義して,このmapを用いてRiemann面
の境界 ∂Σg,hからCY 3の部分多様体L (5.2.2節の Fact 5.4により,これは special Lagrangian submanifold
とする)へのmapを考える.このmapによる instantonの寄与として,まず閉弦の理論と同様に bulkに対す
る相対 homology φ∗[Σg,h] = β ∈ H2(CY 3, L)と,閉弦には無かった寄与として境界からの寄与がある.まず
は dimH1(L, Z) = 1と仮定して話を進める.この時, H1(L, Z)は non-trivialな 1-cycle γ によって生成され

て (φ∗[Ci] = ωiγ, Ci ∈ ∂Σg,h (i = 1, · · · , h), ωi ∈ Z : winding number), ~ω
.= (ω1, · · · , ωh)と書く.これら

の記号を用いると (4.26)の類似物として (genus) = g, (winding nunber) = ~ωの prepotentialが

F~ω,g(t) =
∑

β

N~ω,g,βQβ (4.32)

の形で形式的に与えられる.ここでN~ω,g,βは一般的に有理数となって,これを open Gromov-Witten invariant
という.さらに (4.31)と同様にして,開弦の prepotentialを全ての genusと全ての holeについての寄与を考
えて次のように定義する. (この時,開弦の端は gaugeの自由度がある為そこから得られる gauge場 (U(N))
による holonomy行列 V (open string modulus)を導入する.)

F (V ) .=
∞∑

g=0

∞∑
h=1

∑
ω1,···,ωh

ih

h!
g2g−2+h

s F~ω,g(t)TrV ω1 · · ·TrV ωh . (4.33)

ここで ih

h! の iは便宜上導入した factorであり, h!で割るのは穴に区別が付けられない事による symmet-
ric factor である. また coupling の指数は境界付き 2 次元面の Euler 数となっている. ここで次のような
resummationを行う. (例: ~ω = (1, 2, 3, 3, 5) → ~k = (1, 1, 2, 0, 1, 0, 0, · · ·).)13

~ω = (ω1, · · · , ωh) → ~k = (k1, k2, · · ·), (ki : ~ωに含まれる iの数). (4.34)

この時 TrV ω1 · · ·TrV ωh =
∏ (

TrV j
)kj .= Υ~k(V ), h = |~k|となり, ~kと同じものを与える ~ω が h!/

∏
j kj !

個あるので, (4.33)を次の形に書き換えることが出来る.

F (V ) =
∞∑

g=0

∑
~k

i|
~k|∏
kj !

g2g−2+h
s F~k,g(t)Υ~k(V ) =

∑
R

FR(gs, t)TrRV. (4.35)

ただし最後の等号では次の Frobeniusの指標公式を用いた (lは boxの数).

Υ~k(V ) =
∑
R

χR(C(~k))TrRV,
(
χR(C(~k)) : 共役類 C(~k)で評価した表現 Rでの対称群 Slの指標

)
,

T rRV =
∑
~k

1
z~k

χR(C(~k))Υ~k(V ),

z~k

.=
∏
j

kj !jkj

 . (4.36)

ここで次の指標の直交性にも注意しておく.∑
~k

1
z~k

χR(C(~k))χR′(C(~k)) = δRR′ ,
∑
R

χR(C(~k))χR(C(~k′)) = z~kδ~k~k′ . (4.37)

13以下, U(N)群の表現空間を対称群の表現空間を用いて記述する.即ち,群の表現をYoung tableauxを用いて表す.この時, winding

baseである ~k は,ある対称群の共役類として考える事が出来る.ここで l =
P

i ωi =
P

j jkj は Young tableauxの boxの総数を与
える.
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故に,位相的開弦の partition functionが Z(V ) = eF (V ) =
∑

R ZR(gs, t)TrRV という形で与えられる.こ
のように書いておくと, 上の設定で dimH1(L, Z) = K の場合に一般化できて, それぞれを α で類別して

(ω(α), α = 1, · · · ,K),形式的に partition functionが次の形で与えられる.

Z(Vi) =
∑

R1,···,RK

ZR1···RK (gs, t)
K∏

α=1

TrRαVα. (4.38)

　ここで,以下の計算の為に次の事に注意しておく. N R
R1R2

を tensor積 R1 ⊗ R2から得られる表現 Rの個

数 (Littlewood-Richardson coefficient)として,

TrR1V TrR2V = TrR1⊗R2V =
∑
R

N R
R1R2

TrRV (4.39)

が成り立つ.
　以上で位相的弦理論 (閉弦, 開弦) の定義とその基本的な性質を述べた. 続く第 5 節では world sheet を
mapする target spaceとしての local toric Calabi-Yau多様体について述べる.そして第 6節では,位相的閉
弦理論の厳密解を D-braneを用いた BPS stateの countingから求め,位相的開弦理論の厳密解を実 3Dの

Chern-Simons理論に帰着させて求める.
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第5節　Calabi-Yau Geometry II (For A-model)

この節では,特に第 7節で述べる話の準備として germetric engineeringと toric多様体について述べる.

5.1 Geometric Engineering

5.1.1 K3曲面

ここではK3曲面の定義と性質について述べる [57].まず K3曲面を,単連結で first Chern classが消えて
いる複素 2次元の compact Kähler多様体であると定義する.ところで K3曲面の topologyは uniqueであ
る事が知られている1.そこで 1.2.2節での例 (射影多様体)を複素 2次元の場合に適用してこの事を確かめ
る. IPk+2 において次数がそれぞれ d1, · · · , dk 次の斉次多項式 f1(z), · · · , fk(z)の共通零点として代数多様
体を構成した時,その first Chern classが消える為には (k + 3) =

∑k
i=1 di が成り立たなければならない.

そこで dk ≥ 2を考えると k = 1 ⇒ d1 = 4 → Y(3;4), k = 2 ⇒ d1 + d2 = 2 + 3 → Y(4;2,3), k = 3 ⇒
d1 + d2 + d3 = 2 + 2 + 2 → Y(5;2,2,2) の 3つの代数多様体が得られる.これらの Euler数は計算すると直ち
に分かるように,全て 24となる.故に Hodge diamondは次の形で与えられる.

b0,0 1
b1,0 b0,1 0 0

b2,0 b1,1 b0,2 =⇒ 1 20 1
b2,1 b1,2 0 0

b2,2 1

　別の例を見てみる. C2 3 (z1, z2) に周期条件 zk ∼ zk + 1 ∼ zk + i を導入する事によって, 4D torus
T 4 .= C2/ ∼を定義する.さらにこれを Z2変換群 : (z1, z2) 7→ (−z1,−z2)で割って, T 4/Z2を定義する.この
時, T 4にはZ2による固定点が16個存在する2.そこで,これらの16個の固定点をblow upすると smoothなK3
曲面が得られる.このようにして得られたK3曲面の topologyを見てみると,まず T 4 ' S1 × S1 × S1 × S1

の 4 つの 1-cycle が Z2 によってつぶれているので, π1(T 4/Z2) = 0. 故に b1(K3) = 0 である. 2 次元の
homology群は T 4 について 4つの 1-cycleから 2つ選ぶ事によって構成されて,かつ Z2 群の作用で不変な

ので b2(T 4) = b2(T 4/Z2) = 4C2 = 6となる.また blow upにより 16個の 2-cycleが新たに付け加わるので,
結局 b2(K3) = 6 + 16 = 22となり上で示した Hodge diamondが得られる.
さらにこの例の localな構造について考える.この localな構造は, C2/Z2の原点における blow upによっ

て与えられる.この事を一般化して K3の localな構造は C2/ZN の原点における blow upとして,{
(ζ, z, ω) ∈ C3

∣∣ N∏
i=1

(ζ − µi) + z2 + ω2 = 0, µi 6= µj (i 6= j)

}
(5.1)

で考える事ができる [58].これを (resolved) AN−1 型 ALE (Asymptotically Locally Euclidean)空間とい
う3.この空間には N − 1個の独立な 2-cycle (2-sphere) S2

ij が存在して µi = µj (i 6= j)となる時, 1つの
2-cycle が退化する (つぶれる).

5.1.2 Enhanced Gauge Symmetry

次にType IIA stringのK3 compact化を行って,そこから得られる gauge対称性 (特に上で見たAN−1型

ALE空間が退化する時)について議論する4.考えるのは 2-cycle S2
ij がつぶれる時の様子であり, IIA理論に

1さらに強く, 任意の 2 つの K3 曲面は微分同相である事が分かっている.
2(0, 0), (0, 1/2), (0, i/2), (0, 1/2 + i/2), · · · など.
3さらに一般的には, K3 の local な構造を ADE 型 ALE 空間として考える事ができる.
4以下の議論で IIA 理論に gauge 粒子が現れる事を述べるが, これは Hetero 弦理論を T 4 に compact 化した理論と, IIA string

を K3 に compact 化した理論の duality の議論から得られた帰結である.
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は D2-brane(及び向きを反転した anti D2-brane)が存在して,これを S2
ij に巻きつける事によって 6次元に

はmassive particleが現れる事に注意する5.これらの 2-cycleが退化すると, N(N −1)個のmassive particle
がmasslessに転化する.一方で D2-braneには, 3-form C3が標準的に couplingしている.そこで 2-cycle上
でこれを積分すると localに N − 1個 (独立な 2-cycleの数)の 1-form fieldが得られ,これは gauge対称性
U(1)N−1を持つ gauge粒子となる事が分かっている.これに上述のD2-braneの議論を合わせると, gauge対
称性が U(1)N−1から SU(N)に持ち上がる事が分かる (enhanced gauge symmetry).このようにして string
theoryを考える事から, A型の特異点と A型の gauge理論が 1対 1に対応する事が分かる.
ところで我々は 4次元でN = 2 SYM理論に興味があるので,さらに 2次元 compact化しなければならな

い.今 IIA理論をK3曲面に compact化したので, 6次元でN = 2 SYM理論が得られて 16個の supercharge
が存在する.ここで仮に 2次元 torusに compact化を行えば,これらの 16個の superchargeがそのまま 4次
元に遺伝してしまい, 4次元で N = 4 SYM理論となってしまう.そこで CY 3 を考える為には, genus 0ま
たは genus 2以上の曲面上に上の K3曲面を fibrationするしかない.ところが genus 2以上の曲面 (負曲率
曲面)を用いると,単連結でない CY 3 が得られてしまうので (gauge理論として対称性の破れが起こる),結
局 genus 0の曲面を用いなければならない.以上の議論を一般化する事により次の事が分かっている [59].

4次元N = 2 ADE型の gauge理論 1:1⇐⇒ IP1上の ADE型の ALE fibration. (5.2)

さらにmatterを入れた場合 (Higgs phase)を考えたければ,次のようにすると良い [60].

Nf個の hyper multiplet 1:1⇐⇒ Nf個の点で blow up. (5.3)

このような対応関係を用いた gauge 理論の構成方法を geometric engineering という. そこで上述により,
我々が考えるべきなのは Calabi-Yau 多様体の local な記述 (退化極限) である. 以下では, この geometric
engineeringを代数的に実現するための準備として toric多様体について一般的に述べた上で,この localな
記述を toricの言葉で述べる.これは local toric Calabi-Yau多様体と呼ばれている (non-compact).

5.2 Toric Geometry

5.2.1 定義　其の 1 (Coneと Fan)

ここでは toric多様体 (toric variety)の定義を cone と fanを使って述べる [61, 11]. (Local coordinate
patch)
Def 5.1 (Toric variety)

　X: Toric variety (r次元)
def⇐⇒ X の dense subsetとして, algebraic torus T = (C×)r が存在して,

かつX に対する torus action T × X → X が存在する. (T actionの T ⊂ X への制限は標準的な Tの積.)
　以下 toric variety を coneと fanで構成する.まず N ' Zr を rank=rの lattice, NR

.= N ⊗Z R ' Rr と

する.
Def 5.2 (Strong convex rational polyhedral cone (略して cone) σ ⊂ NR)

σ
.= {a1v1 + · · · + akvk|ai ≥ 0, vi ∈ N}, σ ∩ (−σ) = {0}.

ここで集合 {v1, · · · , vk}を σの生成系という (rational). Strongは右に書いた補助条件を表して,尖ってい
る coneを想像すると良い.

5D-brane は張力を持つので, mass M がM=(D2-tension)×(S2の面積) の massive particle が 2 × N(N − 1)/2 = N(N − 1)
個得られる. (初めの因子 2 は anti D-brane も考えてのもの)
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Def 5.3 (Face)　 (直感的に想像できる面と考えれば良い)
V : R上の vector空間, V ∗: V の dual vector空間 として canonical bilinear map (内積) <, >: V ∗ ×

V → R を定義する.この時,

Cone C ⊃ C ′ : face
def⇐⇒ ∃u ∈ V ∗, C ⊂ (u ≥ 0) .= {x ∈ V | < u, x >≥ 0}

かつ C ′ = C ∩ {x ∈ V | < u, x >= 0}.

ここで u = 0の時は, C ′ = C となって C 自身は C の面となる.そこで C 以外の面を真の面という.
Def 5.4 (Fan Σ)

Σ .=

{
set of cone

∣∣∣∣∣ · face σ′ ⊂ σ ∈ Σ ⇒ σ′ ∈ Σ
· σ, σ′ ∈ Σ ⇒ σ ⊃ σ ∩ σ′ : face, σ′ ⊃ σ ∩ σ′ : face

}
.

　次にM
.= Hom(N, Z): N の dual lattice, MR

.= M ⊗Z R, σ̆
.= {u ∈ V ∗| < u, v >≥ 0, for ∀v ∈ σ}(dual

cone)を用いて可換半群 Sσ
.= σ̆ ∩ M = {u ∈ M | < u, v >≥ 0, for ∀v ∈ σ}を定義する.以下では,この可

換半群を幾何学的対象として考える事により (Uσ
.= Spec (C [Sσ])6),これが toric varietyとなる.今, N の

基底 e1, · · · , er を取る事によって,その dual lattice上の基底 e∗1, · · · , e∗r が定まって,さらにM から得られ

る関数環 C[M ]の基底を X1, · · · , Xr とする.以下で例を述べる.
例 A (cone)；　 σ = {0}に対する dual coneであるM は ±e∗1, · · · ,±e∗r から生成されるので, C[S{0} =

M ] = C[X1, X
−1
1 , · · · , Xr, X

−1
r ]となって,これは U{0} = T = (C×)r の affine ringである.

例B (cone)；　 σが e1, · · · , erから生成されるとすれば, C[Sσ] = C[X1, · · · , Xr]となって,これはUσ = Cr

の affine ringである.
この 2つの例から分かるように,元の coneの”点”に対して C×(algebraic torus)が定義され, vectorを 1

つ付け加える毎に点が付加されて Cが定義されている (例 Dも参照).この事から cone上の点では toricの
退化する様子を観察する事ができて,これは 5.1節で述べた geometric engineeringの精神に繋がる.
例 C (cone)；　 v1 = (1, 0), v2 = (1, 2)によって挟まれた coneを考える (次のページの図 5).この dual

vectorを (a, b)で表すと,定義から a ≥ 0, 2b ≥ −aとなり,その dual coneは u1 = (2,−1), u2 = (0, 1)によっ
て挟まれたものとなる.よって Sσ の generatorは e∗1, e

∗
2, 2e∗1 − e∗2 となるので, C[Sσ] = C[X,Y,X2Y −1] =

C[U, V,W ]/(U2 − V W )となって, Uσ は quadratic cone (cone over conic)として得られる.
例 D (fan);　 3つの cone {{0}, {R≥0}, {R≤0}}から成る 1次元の fanを考える.これら 3つの coneに対

する dual coneそれぞれから,関数環 C[X,X−1], C[X], C[X−1]が定義されて,これらのスペクトルはそれぞ
れ C×, C, Cとなり, C× の所で対応X → X−1 を用いて貼り合わせる事によって, IP1 が得られる.
例 E (fan);　 v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (−1,−1)を用いて, 3つの cone7 σ1, σ2, σ3(それぞれ (v1, v2),

(v2, v3), (v3, v1)で挟まれた cone)から成る 2次元の fanを考える.この時,例 Cで実行した要領でそれぞ
れの dual coneを得る事ができて,それぞれから関数環 C[X,Y ], C[X−1, X−1Y ], C[Y −1, XY −1]が定義で
きる (スペクトルは 3つとも C2 と同相)8.そこで,例 Dに倣ってこれらを貼り合わせる事によって, IP2 が

得られる. (IP2 3 (Z0 : Z1 : Z2), X = Z1/Z0, Y = Z2/Z0 とすると,それぞれの coneのスペクトルは
Z0 6= 0, Z1 6= 0, Z2 6= 0に対応した local coordinate patchとなる.)
Def 5.5

(1) Σ: Complete fan
def⇐⇒ |Σ| ( .=

⋃
σ⊂Σ σ: Σの台)= NR.

(2) Σ: Nonsingular fan
def⇐⇒ ∀σ ∈ Σ, σの生成系はN の Z基底である.

(3) Σ: Simplicial fan
def⇐⇒ ∀σ ∈ Σ, σの生成系は R上線形独立.

rankが 1の complete fanは,上の例 Dだけである.ここで,この定義に対応して,その toric variety XΣ を

定義した時に,次の事実が示される.
6可換環 R に対して, R の素イデアル全体の集合として Spec(R) が定義される. これを R のスペクトルという.
7実際には, 0,1 次元の cone も含まれる.
8このように toric 多様体は, local には Cr の patch によって構成されているという事が, topological vertex(第 7 節) を用いる

と任意の local toric Calabi-Yau 多様体上の topological string theory の厳密解が得られる, という議論の大本になっている.
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Fact 5.1
(1)

iff⇐⇒ XΣ: Compact manifold.
(2)

iff⇐⇒ XΣ: Smooth (nonsingular,故にmanifold).
(3)

iff⇐⇒ XΣ: 特異性は高々orbifold.
以下で例 (rank 2)を挙げる. (例証)
例 1;　 (1),(2),(3)を満足する例はすでに述べた例 Eがある.
例 2;　もう 1つ (1),(2),(3)を満足する例として,後々に geometric engineeringで重要になる (Hirzebruch

surface IF0として現れる)例を挙げる. v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (−1, 0), v4 = (0,−1)を用いて, 4つの2次
元 cone σ1, σ2, σ3, σ4(それぞれ (v1, v2), (v2, v3), (v3, v4), (v4, v1)で挟まれた cone)を持つ 2次元の fanを考え
る.この時,例Eに倣って計算すると,それぞれの coneから関数環C[X,Y ], C[X−1, Y ], C[X−1, Y −1], C[X,Y −1]
が定義できる.そこで始めの 2つをX に沿って貼り合わせると IP1 ⊗ Cが得られ,同様にして後の 2つをX

に沿って貼り合わせると IP1 ⊗ Cが得られる.さらに,これらを Y に沿って貼り合わせる事によって,結局
XΣ = IP1 ⊗ IP1 が得られる.
例 3;　 (1)を満足せずに (2),(3)を満足する例としては,上の例 2の σ3, σ4を除いた fanを考えると良い.

上述によって直ちにXΣ = IP1 ⊗ Cが得られる.
例 4; 　 (1),(2) を満足せずに (3) を満足する例はすでに述べた例 C がある. これを一般化して, v1 =

(1, 0), v2 = (1,m) (m ≥ 2) によって挟まれた cone を考える. 例 C の計算を追うと直ちに, C[Sσ] =
C[X,Y,XmY −1] = C[U, V,W ]/(Um − V W ) が得られる. これから 5.1.1 節で述べたような Am−1 型の

orbifold singularityを持つ toric varietyが得られる.

図 5: 例 Cとその blow up (A1 型 singularityの blow
up)

ここでFact 5.1から直ちに toric varietyの特異点
解消 (blow up)の方法が分かる (図 5).それは, cone
の状態で生成系の細分を考えると良い.例えば,例C
に述べたような A1型の特異点を持つ多様体を考え

て,実際に細分を実行すると, v1 = (1, 0), v2 = (1, 2)
の間に v3 = (1, 1) を補うという事になる. そう
すると 2 つの 2 次元 cone が得られて, 同様に計
算すると関数環 C[XY −1, Y ], C[X−1Y,X2Y −1] が
得られる. 見易くする為に Z = XY −1 と置くと

C[Z, Y ], C[Z−1, Z2Y ] となり, 後はこれらを Z に

沿って貼り合わせると良い.これは,まさに C2/Z2

を blow up して得られる多様体 XΣ = T ∗IP1 '
O(−2) → IP1 である.
次に local toric Calabi-Yau多様体について述べ

る.その為に有益なのが次の事実である.
Fact 5.2

Σ: D = XΣの fan, {v1, · · · , vn}: あらゆる cone
の生成系とする.この時, Dの canonical bundle KD

の fan Σ̃は次のように得られる.

(Σ̃のあらゆる coneの生成系) = {(v1, 1), · · · , (vn, 1), (~0, 1)}. (5.4)

その例証の為に, rank が 3 の多様体の特異点解消と合わせて例を見ておく. まずは v1 = (1, 0, 1), v2 =
(0, 1, 1), v3 = (−1,−1, 1)によって挟まれた 3次元 cone (singular, Σ)を考える.その dual coneを (a, b, c)で
表すと, (i) v1から c ≥ −a, (ii) v2から c ≥ −b, (iii) v3から c ≥ a+bが得られる. (i)と (ii)の面の共通部分は
−c = a = bであり (iii)から, Sσの generatorの 1つは−e∗1 − e∗2 + e∗3となる.同様にして, (i)と (iii)の面の共
通部分から generator −e∗1 + 2e∗2 + e∗3が, (ii)と (iii)の面の共通部分から generator 2e∗1 − e∗2 + e∗3がそれぞれ
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得られる.すぐに分かる事だが,この dual coneを張るためにはもう 1個 generator e∗3 が必要なので,結局こ
の singular coneから得られる関数環は, C[Sσ] = C[T,U, V,W ]/(W 3 − TUV )となって, XΣ = C3/Z3が得

られる.そこで今,上述した様にこの多様体の blow upを始めに与えた coneの細分によって実行する.これの
細分は, v1, v2, v3の重心細分である v4 = (0, 0, 1)によって達成される.そうすると 3つの 3次元 coneから成
る fan Σ̃が得られる.計算の詳細は上述と全く同じなので省略するが, cone (v1, v2, v4)から得られる関数環P
は C[X,Y,X−1Y −1Z], cone(v1, v3, v4)から得られる関数環Qは C[X−1Y 2Z, Y −1, XY −1], cone(v2, v3, v4)
から得られる関数環 Rは C[X2Y −1Z,X−1, X−1Y ]となって, Pと Qの (Y による)貼り合わせ, Pと Rの
(X による)貼り合わせ, Qと Rの (XY −1 による)貼り合わせによって toric variety XΣ̃ = O(−3) → IP2

が得られる.これは IP2の canonical bundleとなっており,例 Eと組み合わせる事により実際に Fact 5.2を
確認できる.また例 Eの脚注でも述べたが重要なので繰り返しておくと,この canonical bundleの localな
patch部分を見ると全て C3 で構成されていることが分かる.

Fact 5.2から得られる toric varietyは, canonical bundleが trivialになるので 1.1.2節の Fact 1.2から,
これは Calabi-Yau多様体になっている事が分かる.そこで,以下では Fact 5.2を用いて複素 3次元の local
toric Calabi-Yau多様体を考える.その為に, 2次元でDef 5.5 (1),(2),(3)を満足するような fanについて述
べる.まず反時計回りで Z2の点列 {v0 = (1, 0), v1, · · · , vd = v0}を取る.この時,仮定 (2)から ∀i, {vi, vi+1}
は Z2の Z基底であるので ∀i, avi−1 + bvi = vi+1, cvi + dvi+1 = vi−1 (∃a, b, c, d ∈ Z, a < 0)から次が示さ
れる.

任意の iに対して,常に aivi = vi−1 + vi+1 を満足するような ai ∈ Zが存在. (5.5)

さらに次の事実に注目する.
Fact 5.3

d ≥ 5 =⇒ vj = vj−1 + vj+1 を満たすような j (1 ≤ j ≤ d)が常に存在.

故に {vj−1, vj+1}も Z基底となるので vj を除いても,この toric varietyは nonsingularである.この事から,
2次元で Def 5.5 (1),(2),(3)を満足するような fanの分類は, d = 3, 4に尽きる. d = 3の fanについては,
直ちに理解できるように,その toric多様体は XΣ = IP2(例 E)以外には有り得ない.一方で d = 4の fanに
ついては, (5.5)を用いると直ちに分かるように, a0, a1, a2, a3が全て non-zeroである事は不可能なので (も
しそうなら全ての vi が平行になってしまう),これらの 1次元 coneの内少なくともどれか 2つは vi = −vj

のように,反並行な配置となる.実際に d = 4の fanは {(1, 0), (0, 1), (−1,−n), (0,−1)}(n ∈ {0} ∪Z)の形以
外には有り得ず,この様な fanから構成される toric多様体を通常 IFn と表して Hirzebruch surfaceと呼ば
れている. (n = 0に関しては例 2で見た.)
Proposition 5.1

�����

���

図 6: 特異点の解消とHirzebruch surface

2次元で Def 5.5 (1),(2),(3)を満足するような fanは,基本
的には次のものだけ.

d = 3に対するXΣ = IP2, d = 4に対するXΣ = IFn.

特に geometric engineeringでは, Hirzebruch surfaceが用いられ
る [62].なぜならば (5.2)において, IP1上のA型のALE fibration
とは IP1上の IP1-bundleのことであり,これはまさにHirzebruch
surfaceそのものだからである (図 6).
次に,因子Dとは元の多様体に含まれる余次元 1の多様体 (ここ

では 1次元多様体となる)の事であるが,今これの自己交点数D ·D
を考える.特にHirzebruch surface IFnについて (繰り返しにもな
るが)述べておくと,これらからは 4つの coneに対応した 4つの
関数環 C[X,Y ], C[X−1, X−nY ], C[X−1, XnY −1], C[X,Y −1] が
得られ, 因子を考える事はそれぞれの貼り合わせの face を考え
るという事である.故に例えば最初の 2つを X で貼り合わせたものを考えると,この因子は 1つ目の cone
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に対しては Y = 0により, 2つ目の coneに対しては X−nY = 0により定義される.よってこの因子の IFn

上の normal bundleは, O(n) → IP1によって与えられるので, D ·D = nとなる.そこで,これを一般的に述
べると次のようになる.
Proposition 5.2

Rank 2の生成系の元 vi に対する因子Di ' IP1 に対して, Di のXΣ 上での normal bundleは
O(−ai) → IP1 で与えられ, D · D = −ai となる. (ここで ai は (5.5)で定義される整数である.)

以上が coneと fanによる toric多様体の構成であり,後は Hirzeburuch surfaceに対して Fact 5.2を適用
して, geometric engineeringが実現される.そこで実際に以下の節では,この rank 3の toric diagramにお
いて,余次元 3の部分に対しては点を,余次元 2の部分に対しては線 (曲線)を,余次元 1の部分に対しては
面 (因子)を対応させる事によって, dualな diagramで記述する事にする.これを web diagramという. (そ
して曲線部分 (2-cycle)に D2-braneが巻き付くことになる.)

5.2.2 定義　其の 2 (Dual description, Web diagram)

そこで,そのような diagram (web diagram)を (上述と無関係に)定義する方法について述べる.我々に興
味があるのは rankが 3の local toric Calabi-Yau多様体であり,上で述べたように,これは C3 を localに
patchする事によって得られるので,まずは C3 から述べれば良い [10].
(I)　 C3 (R3 上の T 2 × R fibration)
まず曲座標系で見ると Cは R≥0 上の S1 fibrationと見る事ができるので,それを 3次元に拡張すると良

い.ただし geometric engineeringで重要なのは 3次元全体の構造ではなく, localな 2次元部分空間の構造
である.そこで C3 を以下のように R3 上の T 2 × R fibrationとして構成する.
まず C3 3 zi (i = 1, 2, 3)上には, symplectic form ω = i

∑
i zi ∧ z̄iによって自然にHamilton構造が入る.

Base空間 R3 の座標を

rα(z) .= |z1|2 − |z3|2, rβ(z) .= |z2|2 − |z3|2, rγ
.= Im(z1z2z3) (5.6)

と定義して,これらを Hamiltonianとする flow ∂εzi = {ε · r, zi}PB で T 2 fiberを生成する. (rγ は Rを生
成.)

eiαrα+iβrβ : (z1, z2, z3) 7→ (eiαz1, e
iβz2, e

−i(α+β)z3). (5.7)

図 7: C3の toric diagram (web diagram)

そこで rαにより生成される cycleを (0,1) cycle, rβにより生成さ

れる cycleを (1,0) cycleとして,これらの cycleが退化する部分空
間を考える. (0,1) cycle ; z1 = z3 = 0で退化.この部分空間はR3

では, edge rα = rγ = 0, rβ ≥ 0である. (1,0) cycle ; z2 = z3 = 0
で退化.この部分空間は R3 では, edge rβ = rγ = 0, rα ≥ 0であ
る. rα − rβ により生成される cycle ; z1 = z2 = 0で退化.この部
分空間は R3 では, edge rα − rβ = 0 = rγ , rα ≤ 0である.
ここでR3上でこれらの cycleが退化する様子を一般的に表示す

る事を考える.そこで edge (prα + qrβ =定数)上で T 2 fibration
が退化する cycleを (−q, p) ((q, p) ∼ (−q,−p))として,上で述べ
た退化する様子を rγ = 0 plane上に描く (trivalent graph,図 7).
ここで T 2 の SL(2, Z)対称性による trivalent graphの任意性が存在する;

SL(2, Z) 3

(
p q

r s

)
; rα :

(
0
1

)
7→

(
q

s

)
, rβ :

(
1
0

)
7→

(
p

r

)
(5.8)

により ps− qr = 1なる (q, s) cycle,(p, r) cycleを生成するように rα, rβ を変換しても,同じ C3 diagramを
与える.
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† Toric Calabi-Yau多様体
ここで,上述の trivalent graphで non-compactな Calabi-Yau多様体を記述する方法について述べてお

く.まずは Kähler多様体から構成する [63];

X
.=

{(
z1, · · · , zn

)
∈ Cn

∣∣∣∣∣ ∑
i

Qa
i

∣∣zi
∣∣2 = ta(const.), a = 1, · · · , n − k, Qa

i ∈ Z

}
,

G
.= U(1)n−k action : zi 7→ ei

P

a εaQa
i zi (εa : real). (5.9)

この時,十分一般的な taを取る事により Y
.= X/Gは k次元の smoothなKähler多様体となる9.しかるに,

このような空間 Y は weighted projective space Y ' Cn/GC, GC : zi 7→
∏

a(λa)Qa
i zi (λa: complex)とし

て得る事もできる.条件
n∑

i=1

Qa
i = 0, (a = 1, · · · , n − k) (5.10)

を課すと, Cn上で大域的に定義された nowhere vanishingな holomorphic n-form Ω = dz1∧· · ·∧dznがGC

actonで不変になる.故に Y 上の holomorphic k-formは, これを GC の εa (a = 1, · · · , n − k)を parameter
とする U(1) vector fieldで縮約して ΩY = ιε1 · · · ιεn−k

Ω (ιεは内部積を表す)で与えられるので,条件 (5.10)
は toric多様体に対するCalabi-Yau条件という事になる10.以下では, n = N + 3, k = 3 (N は U(1)の個数)
として複素 3次元の CY 3 を考える事にする.
(II)　 O(−1) ⊕O(−1) → IP1 (resolved conifold)

X
.=

{
zi ∈ C4

∣∣∣|z1|2 + |z4|2 − |z2|2 − |z3|2 = t (Kähler parameter)
}

,

U(1) : (z1, z2, z3, z4) 7→ (eiαz1, e
−iαz2, e

−iαz3, e
iαz4)

によって, Y
.= X/U(1)を定義すると,これはCalabi-Yau多様体となる.構造を調べると Y |z2=z3=0 ' IP1 3

(z1, z4)を baseの座標と考える事により, z2, z3を fiberの座標に対応させる事ができる.この時 tは base空
間の大きさである.故に, Y ' O(−1) ⊕O(−1) → IP1 となっていて,これを resolved conifoldという.そこ
で,この baseを基準にした 2つの patchを考察する事により,これをC3 patchによる toric diagramで表す.

図 8: Resolved conifold

Patch A(z4 6= 0);これはU4 = (z1, z2, z3)によってparametrize
される C3 patchである. Baseの座標と T 2 actionを11,

rα(z) = |z2|2 − |z1|2, rβ(z) = |z3|2 − |z1|2,

eiαrα+iβrβ : (z1, z2, z3) 7→ (e−i(α+β)z1, e
iαz2, e

iβz3)

として, cycleの退化する様子を調べると,そのような部分空間は
z1 = z2 = 0 ((0, 1) cycle の退化)→ rα = rγ = 0, rβ ≥ 0 と,
z1 = z3 = 0 ((1, 0) cycle の退化)→ rβ = rγ = 0, rα ≥ 0 と,
z2 = z3 = 0 ((−1,−1) cycleの退化)→ rα − rβ = 0 = rγ , rα ≤ 0
によって与えられる.

Patch B(z1 6= 0);これはU1 = (z4, z2, z3)によってparametrize
される C3 patchである. Baseの座標と T 2 actionは,

rα(z) = |z2|2 − |z1|2 = |z4|2 − |z3|2 − t, rβ(z) = |z3|2 − |z1|2 = |z4|2 − |z2|2 − t,

eiαrα+iβrβ : (z4, z2, z3) 7→ (ei(α+β)z4, e
−iβz2, e

−iαz3)
9略証; (smooth): 十分一般的な ta に対しては, G は X に固定点 zi = 0 を持ち得ない. (Kähler): Cn で Kähler form

ω = i
P

i dzi ∧ dz̄i を与えて, これを X に制限した後 G で割る事により Y での Kähler form が得られる. しかるに, Q は 2.2.3 節
で述べたWitten の model における U(1) charge に, G による商は U(1) gauge 同値な真空の同一視に相当する.

10ちなみにWitten の model では, これは U(1) gauge anomaly 相殺の条件に相当する.
11rγ = Im(z1z2z3) により定義されている事に注意しておく.
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となって, cycleの退化する様子を調べると,そのような部分空間は z4 = z2 = 0 ((−1, 0) cycleの退化)→
rβ = −t, rγ = 0と, z4 = z3 = 0 ((0,−1) cycleの退化)→ rα = −t, rγ = 0と, z2 = z3 = 0 ((1, 1) cycleの退
化)→ rα − rβ = 0 = rγ によって与えられる.故に図 8のような toric diagramが得られる.
(III)　 O(−3) → IP2

X
.=

{
zi ∈ C4

∣∣∣|z1|2 + |z2|2 + |z3|2 − 3 |z0|2 = t (Kähler parameter)
}

,

U(1) : (z0, z1, z2, z3) 7→ (e−3iαz0, e
iαz1, e

iαz2, e
iαz3)

によって, Y
.= X/U(1)を定義するとこれは Calabi-Yau多様体となる.構造を調べると Y |z0=0 ' IP2 3

(z1, z2, z3)を baseの座標と考える事により, z0を fiberの座標に対応させる事ができる.この時 tは base空
間の大きさである.故に, Y ' O(−3) → IP2となっている.そこで baseを基準にして 3つの patchを考察す
る事により,これを C3 patchによる toric diagramで表す.

���

図 9: O(−3) → IP2

Patch A(z3 6= 0);これはU3 = (z0, z1, z2)によってparametrize
される. Baseの座標と T 2 actionを,

rα(z) = |z1|2 − |z0|2, rβ(z) = |z2|2 − |z0|2,

eiαrα+iβrβ : (z0, z1, z2) 7→ (e−i(α+β)z0, e
iαz1, e

iβz2)

として, cycleの退化する様子を調べると,そのような部分空間は
z0 = z1 = 0 ((0, 1) cycle の退化)→ rα = rγ = 0, rβ ≥ 0 と,
z0 = z2 = 0 ((1, 0) cycle の退化)→ rβ = rγ = 0, rα ≥ 0 と,
z1 = z2 = 0 ((−1,−1) cycleの退化)→ rα − rβ = 0 = rγ , rα ≤ 0
によって与えられる.

Patch B(z2 6= 0);これはU2 = (z0, z1, z3)によってparametrize
される. Baseの座標と T 2 actionは,

rα(z) = |z1|2 − |z0|2, rβ(z) = t + 2|z0|2 − |z1|2 − |z3|2,

eiαrα+iβrβ : (z0, z1, z3) 7→ (ei(−α+2β)z0, e
i(α−β)z1, e

−iβz3)

となって, cycleの退化する様子を調べると,そのような部分空間は z0 = z1 = 0 ((0,−1) cycleの退化)→
rα = rγ = 0, rβ = t − |z3|2 と, z0 = z3 = 0 ((1,−1) cycleの退化)→ rα + rβ = t, rγ = 0と, z1 = z3 = 0
((−1, 2) cycleの退化)→ 2rα + rβ = 0 = rγ によって与えられる.

Patch C(z1 6= 0); これは U2 = (z0, z2, z3)によって parametrizeされる. Baseの座標と T 2 actionは,

rα(z) = t + 2|z0|2 − |z2|2 − |z3|2, rβ(z) = |z2|2 − |z0|2,

eiαrα+iβrβ : (z0, z2, z3) 7→ (ei(2α−β)z0, e
i(−α+β)z2, e

−iαz3)

となって, cycleの退化する様子を調べると,そのような部分空間は z0 = z2 = 0 ((−1, 0) cycleの退化)→
rβ = rγ = 0, rα = t − |z3|2 と, z0 = z3 = 0 ((−1, 1) cycleの退化)→ rα + rβ = t, rγ = 0と, z2 = z3 = 0
((2,−1) cycleの退化)→ rα + 2rβ = t, rγ = 0によって与えられる.故に図 9のような toric diagramが得ら
れる.
ここで少し脱線して,上で述べた toric Calabi-Yau多様体と Fact 5.2の接点について述べておく [64].ま

ず上述の zi ∈ Cn に対して 3次元 vector ~vi を考える. (5.9)に対応して
∑

i Qa
i ~vi = 0でこれを定義して,

Calabi-Yau条件 (5.10)より座標系の取り方によって,全ての ~vi を ~vi = (~ωi, 1)のように 2次元面上に乗せ
る事ができる (canonical bundleが自明).例えば例 (III)を考えると,もちろん SL(2, Z)の任意性はあるが
−3~ω0 + ~ω1 + ~ω2 + ~ω3 = 0を満たすように ~ω0 = (0, 0), ~ω1 = (1, 0), ~ω2 = (0, 1), ~ω3 = (−1,−1)と取る事に
よって, Fact5.2の下で述べた toricの fanが得られる (図 9).

58



† Lagrangian submanifoldと deformed conifold
　ここで toric varietyとは関係無いが以下で述べる deformed conifoldに絡んだ話題として,次のような多
様体について注意しておく. (特に断りが無い限り複素 3次元について述べる.)
Def 5.6 (Special Lagrangian Submanifold (SLS))

　X : CY 3 ⊃ M について,埋め込み写像 i : M
imbedding

↪→ X を考える.
この時, X の Kähler form J , holomorphic 3-form Ωに対して (M の座標の添え字を a, b, cとする),

i∗(J) = 0 (∂[axI∂b]x
J̄JIJ̄ = 0), i∗(Ω) ∝ Vol(M) (∂axI∂bx

J∂cx
KΩIJK ∝ εabcVol(M)) (5.11)

を満たすような多様体M をX の special Lagrangian submanifoldという12.
この様な多様体を定義したのは, 以下の理由からである. まず第 4 節で定義した topological twist には

N = 2の SUSYが必要であった事を想起しておく.次に Riemann面が境界を持つ理論となる開弦の理論に
ついて,その端点がある固定曲面 (D-brane)に固定される時に通常は, SUSYを半分に破ってしまう (BPS
state)ので, topological twistが定義できなくなってしまう.しかし次の事実が知られている.
Fact 5.4 (Becker, Becker, Strominger[66])

Σg の境界 ∂Σg が map φ : Σg → X によって C(⊂ M)に mapされる時, SUSYの breakingが起こらな
い為の必要十分条件はM が SLSとなる事である.
次に,多様体M(実 3次元)の cotangent bundle (T ∗M → M)はCalabi-Yau多様体になるという事につい

て述べる.まず base M の座標を q1, q2, q3, fiberの座標を p1, p2, p3と取る. 2-form ω
.= dκ = dpa∧dqa (κ .=

padqa)を定義すると, dω = 0となり T ∗M には自然に Hamilton構造が入り13, ωを Kähler formと考える
事によって, T ∗M は Kähler多様体となる (ただし複素構造の存在は保証される必要があり,以下ではその
存在は仮定しておく).一方でM 上の curvatureが cotangent vectorによる curvatureにより相殺される事
によって, T ∗M の Ricci flat性が保障される.故に T ∗M は Calabi-Yau多様体となる.またM 上で pa = 0
より ω|M = 0かつ, za = qa + ipaで定義された holomorphic 3-form Ωについて ImΩ|M = 0となっている
のでM は SLSである.
ここでM = S3 とした cotangent bundleの事を deformed conifoldという.以下では,これの代数的な定

義を与え,その toric diagramによる記述についても述べる.
(IV)　 T ∗S3 → S3 (deformed conifold)

X
.=

{
yµ ∈ C4 (µ = 1, · · · , 4)

∣∣∣∣∣
4∑

µ=1

y2
µ = a2 (a ∈ R)

}
(5.12)

を考えて, yµ = qµ + ipµと置くと, X の実部は (qµ)2 − (pµ)2 = a2となって, pµ = 0で baseの多様体 S3が

実現される.一方で, X の虚部から qµpµ = 0が得られるので, pµは S3上の cotangent vectorとなっている.
故に, X ' T ∗S3 → S3である事が分かった.次に,これを toric diagramで表す方法について述べる.その為
に, x

.= y1 + iy2, y
.= y1 − iy2, u

.= i(y3 + iy4), v
.= i(y3 − iy4)と変数変換をして, (5.12)を次のように書き

直す；

X =
{
(x, y, u, v) ∈ C4

∣∣ xy = uv + a2 (a ∈ R)
}

. (5.13)

12次の 2 条件を満足すればよい [65]. J |M ≡ 0 かつ ImΩ|M ≡ 0
13Hamilton 系；R2m 3 x = (x1, · · · , xm, x′

1, · · · , x′
m), y = (y1, · · · , ym, y′

1, · · · , y′
m) について, A(x, y)

.
= (x1y′

1 − x′
1y1) +

· · · + (xmy′
m − x′

mym) = xT Jy, J
.
=

„

0 Im

−Im 0

«

2m×2m

を不変にするような群が Sp(2m, R) 3 A, AT JA = J であるが,

2m 次元多様体 M 上非退化な 2-form ω (detω 6= 0 for ∀x ∈ M) が存在する時 ω = J と置くことにより, M は almost Hamilton
構造を持つといわれ, M が Hamilton 構造 (symplectic 構造) を持つとはさらに dω = 0 (global に J が定義できる) のような ω の
存在で定義される. M が Hamilton構造を持てば, M は orientableとなる.しかるに上記の T ∗M についての説明から, classicalな
力学系は常に Hamilton 構造を持つ事が分かる.
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図 10: Deformed conifold

そこで T 2 actionを (x, y, u, v) 7→ (e−iαx, eiαy, e−iβu, eiβv)によ
って与えて, U(1)αをα-actionとして (0, 1) cycleを生成, U(1)βを

β-actionとして (1, 0) cycleを生成すると考える.後はこれまでと同
様にして,これらの cycleが退化する様子を観察すれば良い.一方は,
(0, 1) cycleが退化 (x = y = 0) →

{
(u, v) ∈ C2

∣∣ uv = −a2
}
'

C× : cylinder,もう一方は, (1, 0) cycleが退化 (u = v = 0) →{
(x, y) ∈ C2

∣∣ xy = a2
}
' C× : cylinderとなっており, z

.= uv

と置いて baseと fibrationを次のように考える.

base : 2つの cylinderの軸, Re(z) ' R3,

fiber : 2つの cylinderの cycle, Im(z) ' T 2 × R.

すると, T ∗S3をR3上の T 2×R fibrationとして考える事ができて,これを toric diagramで表すと, z = −a2

で (0, 1) cycleが退化して, z = 0で (1, 0) cycleが退化している事から図 10のような non-planar diagram
となる.ここで点線は S3 cycleを表している14.
　ここで後の為に次の注意を述べておく.まず 2つの solid torus T = D × S1, T ′ = D′ × S1 (Dは disk)
を考えて, T の 2 つの cycle a, b と T ′ の cycle a′, b′ をそれぞれ貼り合わせると S2 × S1 を作ることがで

きる.しかし T ′ の 2つの cycleに modular変換 (S 変換) a′ → b′, b′ → −a′ を施して, T の 2つの cycle
と貼り合わせると S3 ができる事が分かる (図 11). この事は toric diagram を用いると分かり易い. まず
S2 =

{
(z, x) ∈ C × R

∣∣ |z|2 + x2 = a2 (a ∈ R)
}
から torus actionを α : z 7→ eiαz によって与えると,こ

の cycleは z = 0で退化している事が分かり,また xの符号の不定性に伴った 2つの patch S2
+, S2

− を考慮

すると, S2
± を I (interval 0 ≤ |z| ≤ a)上の S1 fibrationと見る事が出来る.そこで S2

± × S1 を I × S1 上の

S1 fibrationと見る事が出来て,これを脚注 14で述べた S3の toricと見比べると図 12でその関係を表すこ
とが出来て,上で述べた事が直ちに理解できる.
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図 11: 2つの torusの cycleの貼り合わせ
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図 12: Toric description

(V)　 Special Lagrangian submanifold (SLS)の toric diagram (開弦の boundaryの定式化)
Proposition 5.3
例 (I)で考察した C3 toric多様体上で以下の部分多様体は SLSである. (c1, c2, c3 : constant)

L1 : rα = rγ = 0, rβ = c1, Re(z1z2z3) ≥ 0,

L2 : rα = c2, rβ = rγ = 0, Re(z1z2z3) ≥ 0, (5.14)

L3 : rα = rβ = c3, rγ = 0, Re(z1z2z3) ≥ 0.

14(S3 について) S3 =
˘

(z1, z2) ∈ C2
˛

˛ |z1|2 + |z2|2 = a2 (a ∈ R)
¯

から T 2 actionを α : z1 7→ eiαz1, β : z2 7→ eiβz2 によっ
て与えると, |z2|2 = a2 − |z1|2 より α cycleは |z1|2 = 0で, β cycleは |z1|2 = a2 でそれぞれ退化している事が分かる.故に S3 を
I (interval 0 ≤ |z1|2 ≤ a2) 上の T 2 fibration と見る事ができて, これはまさに点線の状態を表している.
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Proof. L1 についてだけ示す. rα = 0より, |z3|2 = |z1|2 であり, rβ = c1 より, |z2|2 = |z1|2 + c1 が得ら

れる.ここで zi = eiθi |zi|とすると, symplectic form ω =
∑3

i=1 dzi ∧ dz̄i は, ω =
∑3

i=1 d|zi|2 ∧ dθi と書

ける. 故に上で得られた条件から, ω = d|z1|2 ∧
∑3

i=1 dθi となって, 残りの条件 rγ = 0, Re(z1z2z3) ≥ 0
より, θ1 + θ2 + θ3 = 0 なので ω|L1

= 0 となる. また holomorpic 3-form は Ω = dz1 ∧ dz2 ∧ dz3 =
eiθ1(i|z1|dθ1 +d|z1|)∧ eiθ2(i|z2|dθ2 +d|z2|)∧ eiθ3(i|z3|dθ3 +d|z3|)となって,ここで θ1 + θ2 + θ3 = 0, |z3| =
|z1|, |z2| =

√
|z1|2 + c1 より, ImΩ = −i|z1z2z3|dθ1 ∧ dθ2 ∧ dθ3 = 0となって,故に L1 は SLS.
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図 13: Special Lagrangian submanifold

7.2節で位相的開弦の理論の分配関数を toric Calabi-Yau多
様体上 (C3 patchで構成)で議論する時には,この SLSを考え
る (図 13).
† Conifold transition
　ここでは,以上で述べた例 (II)と例 (IV)の local toric Calabi-
Yau多様体を conifold transitionと呼ばれている幾何学的転
移で結びつける.ここで前者は閉弦の理論で primitiveに現れ
て,後者は開弦の理論で primitiveに現れる (第 6節)ので,こ
の議論はそのまま閉弦と開弦の dualityの議論へと shiftする
(7.1節).
まず deformed conifoldから出発する. (5.12)より a2 = 0で

xy = uvとなって conical singularityが現れる事が分かる (そ
ういった意味で aは deformation parameter).この singularity
を x = ηv, u = ηy (η ∈ IP1)で解消 (resolve)する.この代
数的な記述の幾何学的意味を明確にする為に, x

.= z1z3, y
.= z2z4, u

.= z1z2, v
.= z3z4 とおいて座標系

(z1, z2, z3, z4)に移る.この時 η = z1/z4 なので,これを blow upされた IP1 : |z1|2 + |z4|2 = tの非斉次座

標と考える.一方, (5.13)における T 2 actionは (z1, z2, z3, z4) 7→ (e−i(α+β)z1, e
iαz2, e

iβz3, z4)となるので,
新しい座標系は resolved conifold O(−1) ⊗O(−1) → IP1の Patch Aを記述している事が分かる.この様な
deformed conifoldから resolved conifoldへの幾何学的転移の事を conifold transitionといって, toricで図
示すると以下のようになる (図 14).

図 14: Conifold transition

5.3 Hirzebruch SurfaceによるGeometric Engineering

5.2.1節で述べた Hirzebruch surface IFn(の coneを取ったもの)を 5.2.2節で述べた toricの言語で書き
直す事は簡単である (例 (III)の下で述べた脱線部分を用いる).この local IFn の fanは v0 = (0, 0, 1), v1 =
(1, 0, 1), v2 = (0, 1, 1), v3 = (−1,−n, 1), v4 = (0,−1, 1)によって与えられて,それぞれの toric dataに対して
(z0, z1, z2, z3, z4) ∈ C5を対応させる.これから複素 3次元多様体を定義する為には 2つの条件式が必要で,こ
れらを t1, t2をKähler parameterとして

∑4
i=0 Q1

i |zi|2 = t1,
∑4

i=0 Q2
i |zi|2 = t2によって定義し, Calabi-Yau

条件 (5.10)を満たすものとする.この時 fanによる toricの言葉では,これは次のような条件と等価になる.即
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ち
∑4

i=0 Q1,2
i ωi = 0,

∑4
i=0 Q1,2

i = 0 (ω0 = (0, 0), ω1 = (1, 0), ω2 = (0, 1), ω3 = (−1,−n), ω4 = (0,−1))を
満たすようにQを決めると良い.これを書き直すとQ1,2

1 −Q1,2
3 = 0, Q1,2

2 − nQ1,2
3 −Q1,2

4 = 0,
∑

i Q1,2
i = 0

となって,これらを満たす Qとして Q1 = (−2 − n, 1, n, 1, 0), Q2 = (−2, 0, 1, 0, 1)と取ると,

X =

{
(z0, · · · , z4) ∈ C5

∣∣∣∣∣ −(2 + n)|z0|2 + |z1|2 + n|z2|2 + |z3|2 = t1

−2|z0|2 + |z2|2 + |z4|2 = t2

}
U(1) ⊗ U(1) : (z0, z1, z2, z3, z4) 7→ (e−i(2+n)α−2iβz0, e

iαz1, e
inα+iβz2, e

iαz3, e
iβz4) (5.15)

によって, local IFn は Y = X/(U(1) ⊗ U(1))で与えられる.そこで 4つの Patch U34 = (z0, z1, z2) (z3 6=
0, z4 6= 0), U23 = (z0, z1, z4) (z3 6= 0, z2 6= 0), U14 = (z0, z2, z3) (z1 6= 0, z4 6= 0), U12 = (z0, z3, z4) (z1 6=
0, z2 6= 0)の貼り合わせにより,具体的に図 15のような toric diagram (web diagram)を書く事ができる.

図 15: Local Hirzebruch surface
図 16: Pure SU(2) SYM理論

ここで,いくつかの注意をしておく. IFnが IP1上でA1型の singularityを解消した多様体となっているの
で,まず最も簡単な 4D, N = 2の pure SU(2) SYM理論を得る為には 1つの IFnを考えれば良いのである

が,上の図 16のように IF3 以上の Hirzebruch surfaceには Calabi-Yau多様体の中に別の 4-cycleが存在す
るので, SU(2)の geometric engineeringでは IF0, IF1, IF2 だけを考える事になる.
次に pure SU(N)の理論であるが,これは IP1上で AN−1型の fibrationを行う事になるので, N − 1個の

Hirzebruch surfaceを梯子状に積み上げる事になる.ただし,自由に積み上げることはできずに local patch
が矛盾無く定義されなければならない.即ち, IFn の上に IFl を貼り合わせる為には,それぞれの Hirzebruch
surfaceの local patch U23 (U12)と U34 (U14)における edgeが, SL(2, Z) 3 ∃gにより同一視できなければ

ならない.

g :

(
1
0

)
,

(
0
1

)
,

(
−1
−1

)
7→

(
1
0

)
,

(
−1
1

)
,

(
0
−1

)
⇒ g =

(
1 −1
0 1

)
,(

−1
0

)
,

(
−l

1

)
,

(
1 + l

−1

)
7→

(
−1
0

)
,

(
1 − n

1

)
,

(
n

−1

)
⇒ ... l = n − 2.

即ち pure SU(N)を得るには,次のようなN − 1個の local Hirzebruch surfaceの組を考えると良い.{
IFn, IFn+2, · · · , IFn+2(N−2)

}
. (5.16)
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図 17: Pure SU(N) SYM理論

ここで, nの取りうる値の範囲も以下のように制限

される.まず IF−n = IFnなので, n ≥ −(n+2N −4)
によって制限する事ができる.即ち,

n ≥ 2 − N. (5.17)

一方で N 個以上の compact divisorが現れないよ
うに制限する事から, nの上限も以下のように決ま

る.即ち,図 17から −N + 1 ≤ −n − N + 3と制限
されるので n ≤ 2となる.故に (5.17)と組み合わせ
る事によって, (5.16)のpure SU(N)の fibrationの
行い方はm = 0, 1, · · · , N のN + 1個で次のように
labelする事ができる [67, 62].

Sm = {IFm+2−N , IFm+4−N , · · · , IFm+N−2} .

(5.18)
ちなみに matterを Nf 個入れた場合は, (5.3)を

考える事によって IFn について Nf 個の点で blow
upすれば良い (ただし asymptotic freeの要請から
Nf ≤ 2N).簡単の為に pure SU(2)の blow upについて述べると,その外線の本数は n = 4 + Nf = 4, 5, 6, 7
のような 1-loop diagramとなっている (del Pezzo surface[68]).
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第6節　Topological A-model

この節では閉弦の理論と開弦の理論を独立に考えて (位相的弦では始めから bulkと boundaryの decouple
が起こっており α′ → 0のような極限操作を必要としない [69].),それぞれの理論の厳密解について述べる.

6.1 位相的閉弦 (Gopakumar-VafaのM理論解釈)

ここでは位相的閉弦の厳密解について述べる [9, 11](A-model).以下で述べる厳密解は 98年にGopakumar
と Vafaによって得られたM理論を考える事による, target spaceからの approachによる結果である [70,
71](world sheetからの approachによって,厳密解 (Gromov-Witten invariant)を計算することは非常に困
難).この議論は,弦理論の非摂動的定式化により姿を現すと考えられているM理論を仮定するのだが,後で
述べる開弦の理論との調和が見事であり, M理論の正しさの状況証拠のようなものでもあると考えられる.
　まず位相的弦理論 (A-model)の定義を振り返る事から始める.弦理論は 10次元で無矛盾に定式化されてい
て,我々は 6次元部分をCalabi-Yau多様体に compact化した.ここで始めに IIA型弦理論を考えると, world
sheet上には N = (2, 2)の SUSYが存在するので topological A-twistが定義できて理論が topologicalに
なった.我々が計算したいのはこの理論 (Σg → CY 3)の相関関数であるのだが,これを直接計算するのは難
しいので物理的な直感を働かせてこの困難を乗り越える事にする.まず IIA型の弦がCY 3において振動する

事によって,我々の scaleである R1,3に観測可能な現象が現れる.我々が上で計算したいと述べたのは,まさ
にこの振動状態であるのだがR1,3に現れる状態から,何らかの形でこの振動状態が得られるのではないかと
考えられる.そこで compact化した部分 (振動状態)を経路積分で落としてしまう事によって 4次元 N = 2
の有効理論が得られて,実際にその結果として (とりあえず g ≥ 1に関しては)次のような形で有効作用の中
の 1つの項として,上の位相的弦理論の partition function Fg(t)が現れる事が知られている1[54, 72, 73].(位
相的弦理論が通常の IIA型弦理論の一部として現れている.)

SIIA
eff = · · · +

∫
d4xFg(t)R2

+F 2g−2
+ . (6.1)

ここで R+ は Riemann tensorの self-dual partを, F+ は U(1) graviphotonの field strengthの self-dual
partを表している.そこで Fg(t)を求める為に次にやるべき事は F+の期待値を定数として,即ち定常電磁場
の background中で (何らかしらの方法で)有効作用を求めてR+の係数を引っ張り出す事である (もちろん
重力の寄与も考えて).ここで string coupling gs を十分大きく取る事により,この有効作用の計算を実行す
る. (これによって 11次元方向の半径 R ∼ g

2/3
s が大きくなって理論がM理論へと持ち上がる.)この時,有

効作用に最も効いてくる自由度は Calabi-Yau多様体の cycleに巻きついた D-braneの寄与であると考えら
れる2.この D-braneの 4次元での効果は, 4次元 N = 2の hyper multipletの寄与 (3.1節の始めに述べた)
で, D-braneが BPS stateである為にこの multipletの内の半分しか効かない.即ち, BPS chargeが Z で 4
次元 spinが SO(4) ' SU(2)left ⊗SU(2)rightの表現 [(1/2, 0) ⊕ 2(0, 0)]⊗Rである half hyper multipletを
用いて,定常電磁場中における有効作用を重力の寄与も考えて計算すると良い.計算後に, R+ の係数を引っ

張り出す必要があるのだが実はこの係数は,

定常電磁場中における 4次元の spin表現Rの荷電粒子の有効作用の計算

から得られる事が知られていて,以下ではこの計算を具体的に実行する. (Schwinger’s calculus[74])
† Schwinger’s calculus (R4 で計算)
　簡単の為に U(1) gauge場中の charged scalar (mass m, charge e)を考える. Actionは

L = |Dµφ|2 − m2 |φ|2 , (Dµ
.= ∂µ − ieAµ)

14D, N = 2 の超重力 multiplet は graviton (spin 2), 2 個の gravitino (spin 3/2), graviphoton (spin 1) から成っている事に
注意しておく.

2CY 3 に巻き付けるのは D0-brane と D2-brane のみ. (結果的に前者は Σg → CY 3 の constant map (trivial instanton) の寄
与を, 後者は non-trivial inastanton の寄与を与える.) この 2 つの D-brane の mass M は M(D0)∼ 1/gs, M(D2)∼ A/gs (A:
2-cycle の面積) で与えられるので ((0.4) 参照), gs の強結合領域で, とても軽い粒子として現れて 4 次元の有効理論で重要になる.
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であって, self-dual (Fµν = 1
2εµνρσF ρσ)な定常電磁場は 3次元空間対称性を用いて F12 = F34 = F (定数),

(その他)= 0のように取れる.そこで,経路積分によって scalar場 φの integrate outを行うと,

Z =
∫

Dφ exp
(∫

d4xφ†(D2 + m2)φ
)

∝ det−1/2(D2 + m2) = exp(ln det−1/2(D2 + m2))

となる. 故に Seff = Tr ln(D2 + m2) =
∫ ∞

ε
dtt−1Tr exp(−t(D2 + m2)) (ε: cut-off) が得られる. ここで

D2 = 4(1,2)
2 +4(3,4)

2 (42: 2D covariant Laplacian)と分離しておく.まず4(1,2)
2 を考えてA1 = −Fx2, A2 =

0, A3 = −Fx4, A4 = 0と gauge固定しておくと,

4(1,2)
2 = D2

1 + D2
2 =

(
∂1 + ieFx2

)2
+ ∂2

2 = −
(
p2
1 + p2

2

)
− e2F 2

(
x2

)2 − 2eFx2p1

= −eip1p2/(eF )
(
p2
2 + e2F 2(x2)2

)
e−ip1p2/(eF )

となる3.ここで基底の変換を行うと Tre−t4(1,2)
2 = Tret(p2

2+e2F 2(x2)2) = Tre−t(p2/(2m0)+(m0/2)(eFx2)2)のよ

うに4,調和振動子の partition functionが得られるので,結局これは
∑∞

n=0 e−t(n+1/2)eF = (2 sinh(teF/2))−1

となる.ここで4(3,4)
2 についても全く同様に計算すると,求めるべき 4次元有効作用は次のようになる.

Seff =
∫ ∞

ε

dt

t

e−tm2

(2 sinh(teF/2))2
(m=e

.
=Z, s

.
=teF )

=⇒
∫ ∞

ε

ds

s

e−Zs/F

(2 sinh s/2)2
. (6.2)

この式でm = eとできるのは, BPS massとBPS chargeには 3.1節のFact 3.1のような関係が成り立ってい
るからである.次に (6.2)の F についての級数展開を行う.ただし cut-offの問題があるので正則化 (Nekrasov
の正則化)が必要である5[45, 44].

Seff
(s=Ft)

= −
∫ ∞

ε

dt

t

e−tZ

(eFt − 1)(e−Ft − 1)
= − d

ds

∣∣∣∣
s=0

Λs

Γ(s)

∫ ∞

0

dt

t1−s

e−tZ

(eFt − 1)(e−Ft − 1)

= − d

ds

∣∣∣∣
s=0

Λs

Γ(s)

∫ ∞

0

dte−tZ

(
−F−2ts−3 +

∞∑
g=1

B2g

2g(2g − 2)!
t2g+s−3F 2g−2

)

= − d

ds

∣∣∣∣
s=0

(
Λ
Z

)s
{
−

(
Z

F

)2 Γ(s − 2)
Γ(s)

+
1
2
B1 +

∞∑
g=2

B2g

2g(2g − 2)!

(
F

Z

)2g−2 Γ(s + 2g − 2)
Γ(s)

}
.

ここで, Γ(s) = (s − 1)Γ(s − 1)より Γ(s−2)
Γ(s) = (s − 1)−1(s − 2)−1, Γ(s+2g−2)

Γ(s) = (s + 2g − 3) · · · (s + 1)sと
なる事を用いて計算すると,結局次が得られる.

Seff = −F−2

(
1
2
Z2 ln

Z

Λ
− 3

4
Z2

)
+

1
12

ln
Z

Λ
−

∞∑
g=2

F 2g−2 B2g

2g(2g − 2)
Z2−2g. (6.3)

最後の項には 4.2.1節で述べた virtual Euler characteristic χg(Mg)が含まれている事に注意しておく ((4.28)
参照).また,第一項に 3.1節で述べた 1-loopの Seiberg-Witten prepotentialが現れているのだが,この現象
は閉弦から得られる重力理論の幾何学的転移を通じて,開弦から得られる gauge理論が現れることを予言し
ている (第 7節).以下では, D0-braneと D2-braneをM理論に持ち上げて上の結果を再考する.また以下で
は F は括り出すので 1と置いて計算する.
† Constant map (M0-brane)
　まず strong couplingを考えると IIA理論はM理論に持ち上がり,時空の状態は R1,3 ⊗ CY 3 ⊗ S1 とな

る.この時, D0-braneはM0-braneと呼ばれるものに持ち上がって,この braneは S1 の cohomology class
3ここで ∂ = ip で, 最後の等号は [ip1p2/(eF ), e2F 2(x2)2] = 2eFx2p1, 1/2[ip1p2/(eF ), 2eFx2p1] = p2

1 をハウスドルフの公
式に適用すると直ちに分かる.

4最後の等号では scaling p2
2 → −p2/(2m0), F 2 → −(1/2)m0F 2 を行った.

5以下のガンマ関数を用いる部分が正則化となっている (Γ(z)
.
=

R ∞
0 e−ttz−1dt (Re(z) > 0)). また以下では途中で 4.2.1 節で述

べた Bernoulli 数を導入しており, 用いるのは (4.29) の両辺を x で微分して出て来る次の公式である.

　 −(2 sinh s/2)−2 = (es − 1)−1(e−s − 1)−1 = −s−2 +
P∞

g=1
B2g

(2g)(2g−2)!
s2g−2.
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によって類別されるような massを持つ (KK-modeと呼ばれる).これはM = Z = 2πin/gs (n ∈ Z \ {0})
で与えられる.そこで (6.2)を用いて,これらのmodeを全て足し合わせると

F (0)(gs) =
∑

n∈Z\{0}

∫ ∞

ε

ds

s

e−2πins/gs

(2 sinh s/2)2
=

∑
n∈Z\{0}

∫ ∞

ε

ds

s

e−2πins

(2 sinh gss/2)2
.

ここで Poissonの再和公式 ∑
n∈Z\{0}

e2πins =
∑
m∈Z

δ(s − m) (6.4)

を用いると, M0-braneの寄与は次のようになる6.

F (0)(gs) =
∑
m∈N

1
m

1
(2 sinhmgs/2)2

= −
∞∑

n=1

n ln(1 − qn),
(
q

.= e−gs
)
. (6.5)

　ここで g ≥ 2についての寄与を考えたい (4.2.1節 (4.27)との比較のため).その為には (6.5)を用いるより
は,むしろ (6.3)を用いた方が簡単であり, modeの足し合わせから直ちに次のようになる事が分かる.

F
(0)
g≥2 =

∑
n∈Z\{0}

(−χg)(2πin)2−2g = −χg(−1)1−g(2π)2−2gζ(2g − 2) × 2 = χg
B2g−2

(2g − 2)!
= −

∫
Mg

C3
g−1.

以上の寄与は, 1個の hypermultipletからの寄与であって実際の寄与は b2,1(CY 3)−b1,1(CY 3) = −1
2χ(CY 3)

の分だけ足し合わせる必要がある [70, 71].故にg ≥ 2における有効作用の係数部分はF
(0)
g = 1

2χ(CY 3)
∫
Mg

C3
g−1

となって確かに (4.27)に一致していて, Gromov-Witten invariantの constant mapの寄与は target space
から見ると D0-braneの寄与として実現している事が分かった.
† Non-trivial instanton (M2-brane) I
　次に有効作用に効いてくるはずであるD2-braneがCY 3の 2-cycleに巻きつく事による寄与を考える.ただ
し一般的な状況を考えると,この 2-cycleには deformation(複素構造の変形)の自由度が存在するので, brane
が巻きつく事によって scalarだけでなくより高い spinの粒子が現れてくる為に (6.2)のような公式を微修
正する必要がある.この修正は簡単にできるので後から述べる事にして,まずはこのような修正が必要の無
い例として CY 3 ' O(−1) ⊕O(−1) → IP1(resolved conifold (5.2.2節参照))の場合を考える.即ち,この場
合には D2-braneは baseの IP1 に巻きつく.
　この場合も strong coupling に持っていく事により, D2-brane は M2-brane に持ち上がる. そうすると,
この brane の持つ mass は D2-brane が tension を持つ事に因る IP1 の volume A に比例する部分と, さ
らに S1 の compact 化された momentum の量子化から現れる部分の 2 つの部分からの寄与の和として,
M = Z = 2π(A + in)/gs (n ∈ Z)によって与えられる.後は constant mapの時と同様にして (6.2)を用い
て,これらのmodeを足し上げて Poissonの再和公式 (6.4)を使って書き直すと次が得られる.(2πA

.= t)

F (2)(gs) =
∑
m∈N

1
m

e−mt

(2 sinhmgs/2)2
= −

∞∑
n=1

n ln(1 − Qqn),
(
q

.= e−gs , Q
.= e−t

)
. (6.6)

ここで Nekrasovの正則化の所で述べた脚注の公式を用いると,

F (2)(gs) = g−2
s

∞∑
m=1

e−mt

m3
− 1

12

∞∑
m=1

e−mt

m
−

∞∑
g=2

g2g−2
s

χg

(2g − 3)!

∞∑
m=1

m2g−3e−mt (6.7)

が得られる.この式の解釈を Gromov-Witten invariantの言葉で述べる.まずこの式には,高次の genusの
Riemann面から IP1へのmapの寄与が現れている.これは,高次の genusの Riemann面が IP1にmapされ
る時に genusが退化して巻き付いている事を示している.このような,もとの Riemann面の genusが target
spaceでは小さくなって現れる現象を bubbling (small instanton)という.

6この式の 2 つ目の等号では, 級数展開 (1 − x)−2 =
P∞

n=0(n + 1)xn, ln(1 − x) = −
P∞

m=1 m−1xm を用いた.
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† Non-trivial instanton (M2-brane) II
　さらに上で述べた事を一般的に議論する (即ち highter spin の寄与も取り入れる). その為に SO(4) '
SU(2)left ⊗ SU(2)right の spin stateを, ((1/2, 0) ⊕ 2(0, 0)) ⊗ (jL, jR)と表して,その個数を nβ

jL,jR
(β ∈

H2(CY 3, Z))と置く.この時 Schwingerの計算を spinを持つ粒子に適用すると, spin行列の非可換性7から,
一般的に

42 → 42 −
1
2
eFµνσµν

(jL,jR)

(
σ3

(jL,jR) : spinの表現行列
)

のような補正が必要である.しかるに, Fµν の self-dualityより jR については上記の補正を考慮する必要が

無く (Fµν は right spinとは decouple), jR の Tr計算の寄与は単純に多重度を足し上げるだけでよい.そこ
で nβ

jL

.=
∑

jR
(−1)2jR(2jR + 1)nβ

jL,jR
を定義しておくと便利である.さらに jL についての計算を実行する

為に次のような基底変換を行う8.

∑
jL

nβ
jL

[jL] =
∞∑

r=0

nr,βIr,

(
Ir

.=
[(

1
2

)
⊕ 2(0)

]⊗r
)

. (6.8)

これを用いると, Tr計算を Ir 基底で実行する事ができて

TrIr (−1)2jLeeFσ3
jL =

(
TrI1(−1)2jLeeFσ3

jL

)r

= (2 − 2 cosh eF )r = (2 sinh eF/2)2r(−1)r

となる. 故に higher spinの寄与も取り入れた最も一般的な非摂動的有効作用の answerとして,次の結果が
得られた事になる.

FGV (gs, t) =
∑

β

∞∑
r=0

∞∑
m=1

nr,β

m

(
2 sinh

mgs

2

)2r−2

Qmβ . (6.9)

ここで nr,β は Gopakumar-Vafa invariantと呼ばれている.この式で β についての和は, Gopakumar-Vafa
の解釈では D2-braneが Calabi-Yau多様体の非自明な 2-cycleに巻き付く事による寄与であり, rについて

の和はこれによって現れる spinについての和で,これが Gromov-Witten invariantでは genus展開として
現れており, mについての和は Riemann面による Calabi-Yau多様体の正則曲線の多重被覆を表している.

6.2 位相的開弦

次に local CY 3上の位相的開弦の理論の厳密解について述べる.閉弦との違いは弦に端点が存在する (境界
つきのRiemann面を考えることになる)ので SUSYの破れを起こさない為には,その端点を固定する brane
が特別な条件を満足する必要がある (special Lagrangian submanifold).これについては 5.2.2節の Fact 5.4
で述べた通りである.以下では,位相的開弦の正準量子化から弦の 0-mode以外が decoupleする事を説明した
後,その結果を string field theoryで解釈する事によって,位相的開弦の有効理論が 3D Chern-Simons gauge
理論 (弦の端点)となる事を述べる [69].さらにそれを量子化する事により Chern-Simons(CS) gauge理論
(即ち位相的開弦)の厳密解が,群構造の入った 2Dの CFTであるWess-Zumino-Witten(WZW) model(CS
の境界)によって与えられる [75]事を述べる.
　まず考えるべきは 4.1.2節の topological A-modelの action (4.5)である. ψi

τ
.= 1

2

(
ψi

z + ψi
z̄

)
として,正準

交換関係は次の形で与えられる.[
dxi(σ)

dτ
, xj(σ′)

]
= − i

t
Gijδ(σ − σ′),

{
ψi

τ (σ), χj(σ′)
}

=
1
t
Gijδ(σ − σ′).

7Spin 1/2 の粒子について σµν
(1/2)

.
= γµν = iγµγν = (i/2)γ[µγν] とすると, (γµ(∂ − ieA)µ)2 = (∂ − ieA)2 − (1/2)eFµνγµν

となって,後は 0.6節の notation(Weyl) 及び F12 = F34 = F (定数), (その他) = 0によって 2次元への分離を行うと,以下で述べる
gauge 場の right spin との decouple も具体的に示されて, その補正は − 1

2
eFµνσµν

(1/2)
= −eFσ3 となる.

8(例) [0] = I0, [1/2] = I1 − 2I0, [1] = I2 − 4I1 + 3I0 など.
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これから,量子論では Gij
dxj

dτ ⇒ − i
t

δ
δxi , Gijψ

j
τ ⇒ 1

t
δ

δχi となる.ここで Hamiltonian L0 =
∫ π

0
dσT00 を考

えて,特にその bosonic partに着目すると

L0 =
∫ π

0

dσtGij

(
dxi

dσ

dxj

dσ
+

dxi

dτ

dxj

dτ

)
=

∫ π

0

dσ

(
−1

t
Gij δ2

δxiδxj
+ tGij

dxi

dσ

dxj

dσ

)
(6.10)

となる.一方で 4.1.2節の (4.9)より topologicalな理論では KerL0 の Hilbert空間を考察すればよく,また
coupling tにも因らないので t → ∞で理論の応答を調べる事ができて, (6.10)から topologicalな理論では
dxi

dσ = 0と考える事ができる.即ち位相的開弦は point-like particleとして振舞うのである (弦の 0-mode以
外が decouple).

6.2.1 String Field Theory

通常の弦理論の dynamicsは on-shellでしか扱う事ができていないのだが,それを off-shellで扱う為に導
入された理論が以下で述べる string field theoryである [76].まず string field Ψ [x(σ)] (ghost number 1)を
用意して積分の測度を次のように定義する. (0 ≤ σ ≤ π,−∞ < τ < ∞, ds2 = dσ2 + dτ2: flat metric.)∫

Ψ .=
∫

Dx(σ)
∏

0≤σ≤π/2

δ [x(σ) − x(π − σ)]Ψ [x(σ)] .

ここで真空の ghost numberは −3となる9.さらに string field同士の相互作用を取り扱う為に,次のように
して非可換結合 ?積を定義する. (xN+1

.= x1)∫
Ψ1 ? · · · ? ΨN

.=
∫ N∏

i=1

Dxi(σ)
N∏

j=1

∏
0≤σ≤π/2

δ [xj(σ) − xj+1(π − σ)]Ψj [xj(σ)] .

これらを用いる事によって, BRST chargeによる gauge変換 δΨ = Qε−ε?Ψ+Ψ?ε, (ε: ghost number 0)の
下で不変かつ ghost number 0の off-shell actionとしてWittenは次のようなものを導入した. (Chan-Paton
factorを考えると Ψは Lie代数値を取るので全体に Trが掛かる.)

L =
1

2gs

∫ (
Ψ ? QΨ +

2
3
Ψ ? Ψ ? Ψ

)
. (6.11)

ここで開弦の couplingは g
1/2
s で与えられる事に注意しておく (0.2節 (0.3)参照).

　そこで位相的開弦を T ∗M (M : 実 3次元多様体で SLS)上で考える.上で述べたように弦のmassive mode
が decoupleするので, sting field Ψは xi(σ), χi(σ)の 0-modeのみの関数である.開弦の境界は ∂Σg ⊂ M な

ので,これらの 0-modeはM 上に束縛される.それらを (xi, χi)
∣∣
M

.= (qa, χa)と記すと, string fieldは ghost
number 1なのでΨ = Aa(q)χaと書く事ができる.さらに {Q, x} = χ, {Q, χ} = 0よりQをM 上の外微分

演算子 dで読み替えて, string field actionから χを integrate outしてしまうと, action (6.11)は次の形に
なる [69].

L =
1

2gs

∫
M

Tr

(
A ∧ dA +

2
3
A ∧ A ∧ A

)
. (6.12)

この actionは 3次元の topologicalな gauge理論を与える Chern-Simons actionと呼ばれている.この作用
について詳しく調べる前に,もう少し位相的開弦の理論について観察しておく.
Proposition 6.1 (Vanishing theorem)
　上の T ∗M 上の位相的開弦の instantonは constant mapだけである.
Proof. 後の為に一般的状況設定を行っておく. X を実 6次元の symplectic多様体, J を概複素構造, ω を

positive (
def⇔ Gij = Jk

i ωkj : positive definite)かつ type(1,1) (
def⇔ GIJ = GĪJ̄ = 0, GIJ̄ = GĪJ = −iωIJ̄)の

9Riemann 面の moduli を count する量は
R

Σ bc = −3χ(Σ) で与えられて, disc については χ(Σ) = 1 となるからである.
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symplectic formとする.今map φ : Σg,h → X, (hは Riemann面の境界の数)を考えて,このmapによる
holomorphic instanton ∂̄xI = 0の存在を仮定する.この時 action (4.8) で重要なのは topological termだけ
となる.そこでX = T ∗M とすると上の条件は満たされて,∫

Σg,h

φ∗(ω) =
∫

∂Σg,h

φ∗(κ) = 0, (ω = dκ = d(pidqi)).

故に topological termが消えるので instantonは constant mapだけとなる.
この事から, T ∗M 上で位相的弦を考える限りでは非摂動補正は無く上述のような Chern-Simons理論への
reductionは厳密な回答を提示している事が分かるが,自明な constant mapだけから非自明なChern-Simons
理論が得られた事は直感に反する.これは,今考えている多様体X が non-compactである事を考慮すると解
決する.即ち non-compact性を考えれば,実際には degenerate instantonと呼ばれる寄与が存在している事
が分かり,この寄与が非自明な Chern-Simons理論を与える事の根拠となる.また,この証明から一般的には
topological termが消えないので backgroundの connectionによるWilson loopの補正が入ってくる事も分
かる [69].

6.2.2 Chern-Simons Theory

次に Chern-Simons理論についてWittenの論文に沿って述べる [75].基本となる actionは (6.12)である
が,便宜上 gs = 2π/kと定義し直して次の形の actionから議論を始める. (M : 実 3次元多様体, k: 結合定
数, A: 群 Gの connection, また Trは Gの Killing formについて取る.)

L =
k

4π

∫
M

Tr

(
A ∧ dA +

2
3
A ∧ A ∧ A

)
=

k

4π

∫
M

Tr

(
A ∧ F − 1

3
A ∧ A ∧ A

)
, F = DA = dA+A∧A.

(6.13)
この actionはM のmetricを含まないので, Chern-Simons理論は topologicalな理論である事が分かる.こ
こで大域的 gauge変換 A → g−1Ag + g−1dg, F → g−1Fg (g ∈ G)を行う.この変換によるおつりの項は,

δL = − k

12π

∫
M

Tr
(
g−1dg ∧ g−1dg ∧ g−1dg

)
+

k

4π

∫
M

Trd
(
dg ∧ g−1A

)
となって,第 2項についてはM に境界が無ければ表面項なので消えて,第 1項については Gを compact単
純群とした時 π3(G) = Zによる topological termを与えて −2πkZの形になる.そこで partition function
Z(M) =

∫
[DA]eiL を考える10と,その不変性から kに対する量子化条件として k ∈ Zが得られる.

† Observables
　 Topologicalな理論を考える為に,まずは observableを定義する.この observableには次のWilson loop
を考えるのが最も適当である (位相不変かつ gauge不変).

WK
R (A) .= TrRP exp

∮
K

A
.= TrRUK. (6.14)

ここで Rは Gの表現, P は通常の順序積, KはM 内の閉曲線 (knot(結び目))をそれぞれ表しており,その
性質として直ちに次が分かる. (K−1: Kの向き付けを逆にした knot, R̄: Rの共役表現)

TrRUK−1 = TrRU−1
K = TrR̄UK. (6.15)

これを用いて, Chern-Simons理論の相関関数は次のように定義される. (L: link(絡み目), Ki: Lの要素で

ある knot, Ri: Gの表現 (i = 1, · · · , K))

WR1···RK
(L) .=

〈
WK1

R1
· · ·WKK

Rl

〉
=

1
Z(M)

∫
[DA]

(
K∏

i=1

WKi

Ri

)
eiL. (6.16)

10積分測度 [DA] は gauge 同値なものを同一視して定義されている.
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この様な obserbableから場の理論的に結び目不変量が定義されるので, Chern-Simons理論について調べる
事によって結び目理論についての理解も得られる.
Remark 6.1
　 4.2.2節の (4.38)式との関連として,以下が成り立つ事が期待されている (Open string/Chern-Simons).

ZR1···RK = WR1···RK (L).

† 弱結合解析
　まずは k >> 1の時を考えると partition functionの評価は古典解の評価で十分なので,以下では古典解
を考察する事から始める.まず action (6.13)は, L = k

8π

∫
M

εabcTr
(
Aa∂[bAc] + 2

3Aa[Ab, Ac]
)
と書けるので,

Euler-Laglange方程式から直ちに古典解として,

Fab = 0 (flat connection) (6.17)

が得られる.この解の gauge同値な Aは 1:1 map φ : π1(M) → Gを与えるので, π1(M)が有限次元かつ行
き先が孤立点 Aα の集合を与える場合 (stationary phase evaluation)には,

Z(M) =
∑
α

µ(Aα) (6.18)

の形で解が得られる.ここで孤立点周りの fluctuation Aa = Aα
a + Ba (Ba: 無限小量)によって µ(Aα)への

量子補正を求める.すると action (6.13)は次の様になる. (DB
.= dB + 2Aα ∧ B.)

L = kI(Aα) +
k

4π

∫
M

(B ∧ DB) , I(Aα) .=
1
4π

∫
M

Tr

(
Aα ∧ dAα +

2
3
Aα ∧ Aα ∧ Aα

)
. (6.19)

次に gauge固定を行うが,その為にはどうしてもmetricが必要であり,ここではDaBa = 0によって固定す
る.すると通常の場の理論の時と同様にして FP ghost cが現れて,次のような作用が付け加わる.

LFP =
∫

M

Tr (φDaBa + c̄DaDac) , (φ :補助場). (6.20)

後は L + LFP から saddle point method で µ(Aα) を求める. すると Gauss 積分から直ちに µ(Aα) =
eikI(Aα) Pf (DaDa)√

det L−
が得られる. ここで Pf は Pfaffian で行列式のルートを表して ghost の積分からきてい

る (故に ghostに zero modeが存在する時は 4.1.2節で述べたように µ = 0となる).一方 det L− の項は以

下でもう少し詳しく述べるが B (及び φ)の積分からきており, gauge固定がmetricを含んでいた為にこの
量は位相不変量を与えない.以下これについて述べる.
　考えるべきは 1√

det L−
=

∫
DBDφ exp

(
i
∫

M
Tr(B ∧ DB + φDaBa)

)
である.この肩に乗っている指数で

B に作用する演算子が L− であるが,変数変換によって L− の固有関数を xi (固有値を λi)とする事によっ
て, 1√

det L−
=

∏
i

∫ ∞
−∞ dxiπ

−1/2eiλix
2
i =

∏
i

1
|
√

λi|
exp(π

4 iσ(λi))となる (σ は符号を表す).この解析をもっ

と詳しく続けると 1√
det L−

= 1
˛

˛

˛

√
det L−

˛

˛

˛

exp(π
2 iη(Aα)), (η(Aα) .= 1

2 lims→0

∑
i σ(λi)|λi|−s : η-invariant)

となり, ηについての次の公式が成立する事が知られている.

1
2

(η(Aα) − η(0)) =
C2(G)

2π
I(Aα).

ここで, C2(G)は adjoint表現での 2次の Casimirである.これにより (6.18)は次の様になる.

Z = eiπη(0)/2
∑
α

ei(k+C2(G)/2)I(Aα)Tα, Tα
.=

Pf (DaDa)∣∣√detL−
∣∣ . (6.21)

ここで指数の C2(G)/2は kの量子補正で, Tα は Ray-Singer torsionと呼ばれている位相不変量である.一
方一番前に掛かっている因子は位相不変ではないのだが,以下の様にして重力の local counter termを付け
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加える事により,この結果を位相不変にする事が出来る.まず η(0)は自明な gauge fieldによる寄与なので,
この項を d

.= dimG個のmetric依存な ηgrav と結合したものと見なす事が出来る (即ち η(0) = dηgrav).一
方でM の spin connection ω を用いて,この重力 (holonomy群を H とする)の local counter termとして
I(g) .= 1

4π

∫
M

Tr
(
ω ∧ dω + 2

3ω ∧ ω ∧ ω
)
を考える.ここで次の事実が知られている.

Fact 6.1 (Atiyah-Patodi-Singer)

1
2
ηgrav +

1
12

I(g)
2π

は位相不変量を与える.

　結果的に弱結合解析 (k >> 1)により得られた位相不変なpartition functionは, (6.21)に上の local counter
termを付け加えて次の形で与えられる.

Z = eiπd( 1
2 ηgrav+ 1

12
I(g)
2π ) ∑

α

ei(k+C2(G)/2)I(Aα)Tα. (6.22)

ところで, π3(H) = Zなので I(g)も I(A)と同じように, ωのhomotopy classが変化すれば I(g) → I(g)+2πs

(s ∈ Z)と shiftする.この shiftは k >> 1の評価から得られたものであるが,一般的な kに対しては gをG

の Lie環として,

Z → Ze2πis c
24 , c

.=
kdimg

k + hv
(hv : dual coxeter数, U(N)ではN) (6.23)

のようになる.ここで cはWZW model (level k)における central chargeであり,そこでは,この shiftは
CFTのmoduli空間の T 変換による結果として現れる.
† Knotの framing
　上のような shiftの他に Chern-Simons理論には,以下に述べるような framingの問題がある.簡単の為に
G = U(1)で議論する.この時 action (6.13)は L = k

4π

∫
M

εabcAa∂bAcとなって,相関関数 (6.16) (Kα: knot,
mα: U(1)の表現次元 (巻き付き数), Kα · Kβ = 0 (α 6= β): not intersect, α, β = 1, · · · ,K)はGauss型の積
分によって得られて11,

WR1···RK
=

〈
K∏

α=1

eimα

R

Kα
A

〉
= exp

πi

k

∑
α,β

mαmβlk(Kα,Kβ)

 ,

lk(Kα,Kβ) .=
1
4π

∮
Kα

dxa

∮
Kβ

dxbεabc
(x − y)c

|x − y|3
.

ここで lk(Kα,Kβ)は linking numberを与えていて,その値を整数 Zに取る.しかるに,この量は明らかに
α = β に関しては x = y 近傍で ill-definedであるが (これは knotの cotorsionと呼ばれる),以下のように
framingを考える事 (場の理論的に言うならば, point splittingによる正則化)によってこの問題が解消され
る.即ち, α = β の時には一方の knotを無限小量ずらす (K → Kf )事によりこの問題は解消される.ただし
そのずらし方に依存したものが framingと呼ばれるものである.このような framingで正則化された上の相
関関数は, Kf が Kにさらに t回巻き付く新しい framingに移るとWR1···RK → e2πit

P

α m2
α/2kWR1···RK の

ように shiftされる.ところで一般の Gの場合には,この shiftは整数 nα (これは上の tに対応)を用いて次
のように表される. ((6.23)と共に T 変換の結果として現れる (6.34).)

WR1···RK
→ exp

[
2πi

K∑
α=1

nαhRα

]
WR1···RK

,

hR
.=

(Λ, Λ + 2ρ)
2(k + hv)

(Λ : 可積分表現 Rの highest weight vector, ρ : Weyl vector). (6.24)

ここで hR はWZW modelにおける primary fieldの conformal dimである. (Root α, β に対して (α, β)を
標準内積 (最高 rootの 2乗を 2に規格化)で定義しておく.)

11 k
4π

x2 + mx = k
4π

(x + 2πm/k)2 − πm2/k から以下の形は理解できる.
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　以上で分かった重要な事は (I) 量子効果によって k → k +C2(G)/2の shiftが起こる. (II) 重力との結合に
よって shift (6.23)が起こる. (III) knotの framingによって shift (6.24)が起こる.以下では Chern-Simons
理論の正準量子化を議論する事によってWZW modelへと議論を繋げる.
† 正準量子化
　まず 2+1次元多様体Mを 2次元面Σの時間発展により構成されたものと考える (Hamiltonian formalism).
この時M は,境界 ∂M = Σによって 2つの領域M1 とM2 に分割されて, M = M1 ∪f M2 (f : Σ → Σ
同相)12のようにmap f による貼り合わせで与える事ができる.次に理論の量子化を実行,即ち Hilbert空間
H(Σ)の wave functionを多様体M1,2 上で path integral

ΨM,O(A) .= 〈A |ΨM,O〉 =
∫

A|Σ=A
DAeiLO

により定義する. f による多様体の貼り合わせから誘導される Hilbert空間上の作用素環を Uf : H(Σ) →
H(Σ)とすると Chern-Simons理論の partition functionは Z = 〈ΨM1 |Uf |ΨM2〉で与えられる.要点は,こ
の partition function全体が Σ上の 1 + 1次元WZW modelの conformal blockの空間と 1対 1で対応付け
られる事である.この対応関係を使うと, 3次元 Chern-Simons理論の partition functionが 2次元WZW理
論から計算できる.以下ではもう少し詳しくこの対応について述べる. (より詳しくはWittenの原論文,及
びそこでの参考文献を参照.以下ではM にWilson loopを含まない状況下でのみ議論する.)
　M1とM2との貼り合わせ近傍の理論は localにはΣ×R上のChern-Simons理論となる.今 gaugeをA0 = 0
と選ぶと action (6.13)は, L = − k

4π

∫
dt

∫
Σ

εabTrAa
d
dtAb となるので正準交換関係が {A(a)

a (x), A(b)
b (y)} =

4π
k εabδ

(a)(b)δ2(x−y)と得られる ((a)は群Gの添え字).ここで gauge固定による以下の束縛条件が存在する.

Lは A0を含まない. ⇒ F a
12 = 0 (flat connection). (6.25)

故に,この束縛条件付きの量子化を考える必要があるが上述の正準交換関係は gauge変換を生成して,束縛条
件 (6.25)により (その解空間はWilson line (多様体M の holonomy)によって特徴付けられる),量子化され
たmoduli空間 (flat G-bundle modulo gauge変換)Mは有限次元 (index theoremから dimM = 2d(g − 1)
(for g > 1, d = dimG))の symplectic多様体となる.さらに Σ上の複素構造 J を用いてMに複素構造

を導入する事ができて, Mは Kähler多様体となりその symplectic formは L⊗k(M上の determinant line
bundleの k次の tensor積)の first Chern classとなる事が示される.このようにして Hilbert空間H(Σ)は
L⊗k の global holomorphic sectionの空間と同一視される.
　さらに上記のH(Σ)は J に依存しない事から,これから得られるmoduli空間上の vector bundleが fiber
を同一視するような flat connection を持つべきであり, その様な flat bundle は Σ 上の WZW model の
conformal blockの空間として得る事ができる [77].この conformal block (level k)の空間こそ上の L⊗k の

global holomorphic sectionの空間に他ならない.

6.2.3 Chern-Simons Theoryの厳密解

上記の事を認めると, Chern-Simons理論の量子論を議論する為に action (6.13)に戻る必要も無くなり,
WZW modelの conformal blockさえ扱う事ができれば良くなる.ところで,ここまでWZW modelを定義
してこなかったのだがWZW modelというのは affine Lie algebraを 2次元の CFTの contextで述べた理
論の事で,以下の議論においては explicitな actionを示しておく必要は無い13.

12M1とM2 とでは境界の向きが逆になっている事に注意.
13この modelの actionは, 2次元面 Σ及びこれを境界に持つ 3次元 ball B3 から群 G 3 g への mapとして次の様に定義される.

L =
k

16π

Z

Σ
d2zTr′∂αg−1∂αg +

k

24π

Z

B3
Tr′g′−1dg′ ∧ g′−1dg′ ∧ g′−1dg′,

`

g′|∂B3 = g
´

.

この作用の対称性 g → Ω(z)gΩ
−1

(z̄) に付随する保存カレント J(z) = − 1
2
k(∂zg)g−1, J(z̄) = − 1

2
k(∂z̄g−1)g の mode 展開から

current 代数 [Ja
m, Jb

n] = fabcJc
m+n + 1

2
kmδabδm+n, (f : 群 G の構造定数) が得られる [78].
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　以下で必要なのは, WZW modelを特徴付ける affine Lie algebraの指標の modular変換であって,これ
から Chern-Simons理論の partition functionを与える事ができる.即ち 3次元多様体M 上で仮想的閉曲

線 Kに沿って太らせた tubeを分離すると, 3次元多様体ML(切り取られた境界 Σ上で定義される Hilbert
空間 HL の状態 vectorを ψ とする.)と,切り取られた 3次元 solid torus MR (∂MR = Σ上で定義される
Hilbert空間 HR の状態 vectorを χとする.)を得る.そこで 3次元 solid torusの境界 ∂MR を modular変
換 (K)して, 3次元多様体ML のもとの位置に埋め込むと新しい 3次元多様体 M̃ が出来上がり実質的な

Chern-Simonsの partion functionは 〈ψ|χ〉 → 〈ψ|Kχ〉のように変換する (図 18).これによって 1つの多
様体上の partition functionから別の多様体上の partition functionが得られる.

Σ
ψ

ψψ

χ

χχ

H H

������� �	��
����	���

K

K

K

�����������

図 18: Dehn手術

ここでM の内部にWilson lineを導入すると, Hilbelt空間H(Σ)は次のように一般化される. Wilson line
が横切る点 (marked point)で Σ上に gauge chargeが置かれて, H(Σ)はそれに対応した Hilbert空間に一
般化される.まず Σ = S2 の場合の,この Hilbert空間について次の事を注意しておく.
　 (1) Marked pointが無い時, dimHΣ = 1.

　 (2) 表現 Rのmarked pointが 1個の時, dimHΣ = 1 (for R: trivial), dimHΣ = 0 (for R: non-trivial).
　 (3) 表現R1, R2の 2個のmarked pointがある時, dimHΣ = 1 (for R1, R2: dual), dimHΣ = 0 (その他).
　 (4) 表現 R1, R2, R3 の 3個のmarked pointがある時, dimHΣ = N123 (Verlinde).
ここで N123 は表現 R1, R2 に対応した primary field φ1, φ2 の OPEから得られる primary field φ3 (表現
R3 に対応)の多重度である.さらに 1以上の genusを持っている marked point付きの Riemann面の時に
は,因子化により,上述の次元を Verlindeの N123 から計算することができる. (任意の marked point付き
Riemann面を退化させていくと,これは 3点付き (以下)の球面の線形結合として表現できる [79].図 19, 20)

Σ

ΣΣΣ

���������
	���

図 19: 因子化 1

Σ���������
	���
�

図 20: 因子化 2

今 3次元多様体Mとして Σ × S1 を考える.そこで S1 に時間発展の parameterを導入する事によって,
この多様体上の partition functionは Z(Σ × S1) = TrHΣ(1) = dimHΣ の様に得られる.ここで Σとして
genus 0の球面を取ってくると上の注意 (1)より,

Z(S2 × S1) = 1 (6.26)
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となる.そこで,この S2 × S1 を議論の出発点となる多様体だと考えれば良い.
　次に上のDehn手術で述べたように, torus上のWZW理論のmodular変換について知っておく必要があ
る.その前にWZW modelの表現論について要約しておく.
† WZW modelの表現論 [79, 80]
　実際には Lie環 gの表現論を Kac-Moody代数から構築して,そこに現れる特異 vectorの可約性から (有
限次元となる)可積分表現を定義した上で上述の current代数の表現論を述べる必要があるが,詳しく定義
している余裕が無いので以下で必要な結果だけを取り出しておく.まず以下の current代数 (OPE)が重要で
ある. (gab: 標準内積 (最高ルートの長さが

√
2)における Cartan計量, k: 代数の level)

Ja(z)Jb(ω) =
kgab

(z − ω)2
+

fabc

z − ω
Jc(ω) + · · · ⇔ [Ja

m, Jb
n] = fabcJc

m+n + kmgabδm+n. (6.27)

ここでmode展開 Ja(z) =
∑

n∈Z
Ja

n

zn+1 を使った.この current Ja(z)を用いて, EM tensorを次で定義すると
J のComf.dimが 1となる事が示される. (Sugawara construction, fabcfcbd = 2hvδa

d , hv : dual coxeter数)

T (z) .=
1

2(k + hv)
: Ja(z)Ja(z) :, (:は正規積). (6.28)

そうしておくとmode展開 T (z) =
∑

n∈Z
Ln

zn+2 によりVirasoro代数を得て,その cenrtal chargeとして以下
の形が得られる.

c =
kdimg

k + hv
. (6.29)

　さらに可積分表現の highest weight vector (|Λ〉)空間上で, primary state |φ, Λ〉 (= φ(z)|Λ〉)を Lie環の
generator Xa を用いて Ja

0 |φ,Λ〉 = Xa|φ,Λ〉, Ja
n |φ,Λ〉 = 0, (Xa : gの表現, n > 0)で定義すると, (6.28)

の EM tensorから直ちに Ln|φ, Λ〉 = 0, (n > 0), L0|φ, Λ〉 = Ja
0 J0a

2(k+hv) |φ,Λ〉が得られる.この様にして得られ

たConf.dim Ja
0 J0a

2(k+hv) の分子は 2次のCasimir作用素となっていて, Lie代数の適当な基底 (Chevalley基底14)

を用いる事によって, Ja
0 J0a =

∑
i hih

i +
∑

∆+

α2

2 (eαe−α + e−αeα) =
∑

i hih
i +

∑
∆+

(
(α, h) + α2e−αeα

)
と書けるので,結局次を得る. (eα|Λ〉 = 0, hi|Λ〉 = Λi|Λ〉に注意.)

Ln|φ, Λ〉 = 0 (n > 0), L0|φ,Λ〉 =
(Λ, Λ + 2ρ)
2(k + hv)

|φ,Λ〉. (6.30)

ここで ρ
.= 1

2

∑
α∈∆+

αはWeyl vectorである.
† 厳密解
　上で述べた Dehn手術から議論を続ける.まずWZW modelの level k の可積分表現の highest weight
vector 空間は有限次元で, これを群 G の t 個の既約表現 R0, · · · , Rt−1 で label する (R0: 自明な表現).

図 21: Torusの a-cycle

一方, solid torus 上の path integral で定義された Chern-Simons 理
論の Hilbert 空間 H(T 2) は, 内部に Wilson line (境界 T 2 の ho-
mology cycle a に平行で表現 R, 図 21) が挿入されると t 次元の

Hilbert 空間 H(T 2) = H(T 2, R0) ⊕ · · · ⊕ H(T 2, Rt−1) になって,
WZW model の可積分表現の highest weight vector 空間 (図 20) と
同一視される. ここで H(T 2, Ri) は, 表現 Ri の Wilson line が挿入
された場合の Chern-Simons 理論の Hilbert 空間で, wave function
vi ∈ H(T 2, Ri) を H(T 2) の base vector とする事ができる (Dehn
手術において v0 = χ に注意). これを用いると Z(M̃) = 〈ψ|Kχ〉 = 〈ψ|Kv0〉 =

∑
i Ki

0〈ψ|vi〉 =∑
i Ki

0Z(M ; Ri) が得られる. ここで gij
.= 〈vi|vj〉 (Ri, Rj が dual でなければ 0) で添え字の上げ下げ

を定義しておく. すると上で述べた注意 (2),(3),(4) から, Z(S2 × S1; Ri) = δi0, Z(S2 × S1;Ri, Rj) =
gij , Z(S2 × S1; Ri, Rj , Rk) = Nijk となるので, これらを用いてより一般の相関関数が計算できる.

14α を positive root ∆+ の元として [hi, hj ] = 0, (i, j = 1, · · · , rankg), [hi, eα] = (αv
i , α)eα, [eα, e−α] =

(αv , h), B(eα, e−α) = 2
α2 のような基底 {hi, e±α} の事. ここで h は Cartan 部分代数の元であり, B は通常の Killing 形式,

αi は simple root, αv .
= 2α

α2 は α の coroot, (αv , h)
.
=

P

i αv
i hi である.
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図 22: Unknotと Hopf link

例えば S3上の partition functionは, S2 × S1を形成する 2つ
の solid torus (T = D × S1, T ′ = D′ × S1, Dは disk)を,一方
の cycleの S変換 τ → −1/τ をして,貼り合わせる事によって S3

が得られるので (5.2.2節の例 (IV)を参照),

Z(S3) =
∑

i

Si
0Z(S2 × S1; Ri) = S00 (6.31)

と求める事が出来る.次に S3 内部に unknotのWilson lineがあ
る場合は,

Z(S3; Ri) =
∑

j

Sj
0Z(S2×S1; Ri, Rj) = S0i = S00WRi(unknot).

(6.32)
ここでWRi(unknot)については (6.16)を参照.最後に 2つの unknot Ri, Rj が絡まっている例としてHopf
linkを挙げておく.これは,上述の議論を少し修正して次のように計算できる. (表現 Riの base viから出発

すれば良い.)
Z(S3; L(Ri, Rj)) =

∑
k

Sk
i Z(S2 × S1; Rj , Rk) = Sij = S00WRiRj

. (6.33)

　以上からmodular変換 S が分かれば厳密解が得られる事が分かる.これはWZW modelの指標の変換行
列として定義されるもので T 変換 (τ → τ + 1)と合わせて結果だけ示しておく [81]. (p .= Λ + ρ, r: 群 G

の rank, ω: Weyl群15W の元, |∆+|: positive rootの数, ε(ω) .= (−1)|ω|: Weyl群の最短表示の符号, Vol
Γr, Vol Γw: それぞれ root latticeとweight latticeの volumeでADE型についてはCartan行列 Cij を用い

て Vol Γw/Vol Γr = (det Cij)−1 となる.)

Tpp′ = δpp′e2πi(hp−c/24), hp =
p2 − ρ2

2(k + hv)
=

(Λ, Λ + 2ρ)
2(k + hv)

, (6.34)

Spp′ =
i|∆+|

(k + hv)r/2

(
Vol Γw

Vol Γr

)1/2 ∑
ω∈W

ε(ω)e−
2πi

k+hv (p,ω(p′)). (6.35)

ここで p = 0 は自明な表現を表す. また T 変換の物理的な解釈は 6.2.2 節で述べた通りである. 以下では
G = U(N)の場合について具体的に (6.31), (6.32), (6.33)の厳密解を示しておく.
(6.31)
　まずは次のWeylの分母公式に注意しておく.∑

ω∈W

ε(ω)e(ω(ρ),X) =
∏

α∈∆+

2 sinh
(α,X)

2
, (X ∈ Γw ⊗ R) . (6.36)

これを用いると (6.31)はpositive rootの積の計算に帰着出来て,さらにU(N)のpartition functionはSU(N)
の partition functionに U(1) factor N1/2/(k + N)1/2を掛ける事によって得る事が出来る16. (SU(N)につ
いて hv = N , detCij = N .)

Z(S3) =
N1/2

(k + N)1/2

1
(k + N)(N−1)/2

(N)−1/2
∏

α∈∆+

2 sin
(

π(α, ρ)
k + N

)
=

1
(k + N)N/2

N−1∏
j=1

[
2 sin

πj

k + N

]N−j

.

(6.37)
15Weyl 群とは root 空間の鏡映変換 ωi(λ) = λ − (αv

i , λ)αi, λ ∈ Γr によって生成される群で次のように定義される.

W
.
=

˙

ω1, · · · , ωr

˛

˛ ω2
i = 1, (ωiωj)

mij = 1
¸

.

ここで mij は, CijCji = 0, 1, 2, 3 となる Cartan 行列 Cij
.
= 2

(αi,αj)

(αi,αi)
の非対角要素の pair に対応して mij = 2, 3, 4, 6 の値を取

る.
16AN−1(SU(N))の positive root は正規直行基底 ei を用いて ei − ej (i < j = 1, · · · , N)によって与える事が出来るのでWeyl

vector ρ = 1
2

P

α∈∆+
α =

PN
j=1

1
2
(N − 2j + 1)ej と具体的に得られる. これから以下の式が計算できる.
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(6.32)
　 Unknotの相関関数 (6.32)は quantum dimension dimqRとも呼ばれ次の形で与えられる.

WR(unknot) = dimqR =
S0R

S00
=

∑
ω∈W ε(ω)e−

2πi
k+N (ρ,ω(Λ+ρ))∑

ω∈W ε(ω)e−
2πi

k+N (ρ,ω(ρ))
. (6.38)

ここで非増加な数列 l1 ≥ l2 ≥ · · · ≥ lCR
を用いて, 表現 R を Young tableaux で表した時 Λ =∑CR

i=1 liei (CR ≤ N)と書けて,分母公式 (6.36)を用いると (αij = ei−ejに対して (αij , ρ) = j−i, (αij ,Λ) =
li− ljから), (6.38)は次のようになる. ([x] .= 2i sin πx

k+N = qx/2−q−x/2, [x]λ
.= λ1/2qx/2−λ−1/2q−x/2, q

.=
e

2πi
k+N , λ

.= qN )

dimqR =
∏

α∈∆+

sin
(

π
k+N α · (Λ + ρ)

)
sin

(
π

k+N α · ρ
) =

∏
1≤i<j≤CR

[li − lj + j − i]
[j − i]

CR∏
k=1

∏lk−k
v=1−k[v]λ∏lk

v=1[v − k + CR]
. (6.39)

以下の便宜の為に,この式の λ → ∞の leading termを求めると次を得る.

dimqR(leading) = λl(R)/2qκR/4
∏

1≤i<j≤CR

[li − lj + j − i]
[j − i]

CR∏
k=1

lk∏
v=1

1
[v − k + CR]

= λl(R)/2qκR/4
∏

1≤i<j≤∞

[li − lj + j − i]
[j − i]

. (6.40)

ここで l(R) .=
∑CR

i=1 li =
∑

(i,j)∈YR
1はYoung tableaux YRの boxの数 ((i, j)はYoung tableauxの i行 j列

)で, κR
.= l(R) +

∑CR

j=1(l
2
j − 2jlj) = 2

∑
(i,j)∈µR

(j − i)であり, 2つ目の等号は積の並べ直しを具体的に考
える事から得られる.
　 (6.38)に戻って別の書き換えも行っておく (Schur polynomial17による表示).まず (6.38)は群G(= U(N))
の指標を用いて次の形に持っていく事が出来る. (MR: 既約表現 Rに属する weight vectorの集合)

dimqR = chR

[
− 2πi

k + N
ρ

]
, chR(a) .=

∑
µ∈MR

e(a,µ) (a ∈ Γw ⊗ R). (6.41)

ここで次のWeylの指標公式を用いる.

chR(a) = SR(xi = eai), a =
N∑

i=1

aiei. (6.42)

すると (6.41)より,

dimqR = SR(xi = q−
1
2 (N−2i+1)) = SR(xi = q

1
2 (N−2i+1)) = λ

1
2 l(R)q

1
2 l(R)SR(xi = q−i) (6.43)

が厳密に Schur polynomialの形で求まる. (2つ目の等号では dimqR = dimqR̄を用いた.)
(6.33)
　 Hopf linkの相関関数は群 G(= U(N))の指標を用いると次の形にもっていく事が出来る.

WR1R2 = chR1

[
2πi

k + N
(ΛR2 + ρ)

]
chR2

[
2πi

k + N
ρ

]
. (6.44)

ここで lR2
i , (i = 1, · · · , CR2)を表現 R2 における Young tableauxの非増加列として ΛR2 =

∑
i lR2

i ei と表

すと, Weylの指標公式 (6.42)から

WR1R2 = λ
1
2 (l(R1)+l(R2))q

1
2 (l(R1)+l(R2))SR1(xi = ql

R2
i −i)SR2(xi = q−i) (6.45)

17Young tableaux に対して Schur polynomial は次のように定義される. SR(x)
.
=

det x
li+N−i
j

det xN−i
j

=
det x

li+N−i
j

∆(x)
, (x =

(x1, · · · , xN ), lCR+1 = · · · = lN = 0, ∆(x)
.
=

Q

i<j(xi − xj): 差積). ここで定義から Schur polynomial は xi → αxi と

した時 SR(x) → αl(R)SR(x) となる事に注意しておく.
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と厳密に求まる.この式の λについての leadingを考える.その為に Schur polynomialの technicalな取り扱
い方について注意しておく.まず次の Jacobi-Trudy恒等式が有用である.

SR(xi) = det
(
elti−i+j(x)

)
. (6.46)

ここで en(x) は elementary symmetric polynomial である18. この式を用いる為に ER2(t, q)
.=

∏N
i=1(1 +

ql
R2
i −it)を定義する.これは ER2(t, q) =

∏∞
i=1

1+ql
R2
i

−it
1+λ−1q−it と書き換える事が出来るので, λ → ∞を考えると

ER2(t, q) →
∏∞

i=1(1 + ql
R2
i −it)となる.即ち, (6.45)における large λは (6.46)を用いる事により, large N

の Schur polynomialとして

WR1R2(leading) = lim
N→∞

λ
1
2 (l(R1)+l(R2))q

1
2 (l(R1)+l(R2))SR1(xi = ql

R2
i −i)SR2(xi = q−i) (6.47)

が得られる.このような leadingを考えたのは第 7節で導出される topological vertexなるものがこの Hopf
linkの leadingだけから計算されるからである ((7.40)参照).そして Schur polynomialについて次の性質は
計算上有用である.∑

R

SR(x)SR(y) =
∏

i,j≥1

(1 − xiyj)−1, (
∑
R

: あらゆる表現 Rについての和), (6.48)

∑
R

SR(x)SRt(y) =
∏

i,j≥1

(1 + xiyj). (6.49)

† 具体的計算例 (leading term)
　ここで (6.46), (6.47) を用いた Hopf link の large N に関する具体的な計算例をいくつか示す. (係数
λ

1
2 (l(R1)+l(R2)) は省略する.)以下では ER(t, q)の展開係数として eR

n = en(xi = qlRi −i)を定義しておく.ま
た •は自明な表現を表している. ((6.34), (6.35)の notationでは, p = 0に相当する.)

W • = q
1
2 S (xi = q−i) = q

1
2 e•1 = q

1
2 (q−1 + q−2 + · · ·) =

1
q

1
2 − q−

1
2
,

W = qS (xi = qli −i)S (xi = q−i) = qe1 e•1 = q
1
2 (1 + (q−2 + q−3 + · · ·)) 1

q
1
2 − q−

1
2

=
q2 − q + 1
(q − 1)2

,

W • = qS (xi = q−i) = qe•2 =
∑

1≤i<j≤∞

q−(i+j)+1 =
q

(q2 − 1)(q − 1)
,

W • = qS (xi = q−i) = q

∣∣∣∣∣ e•1 e•2

e•0 e•1

∣∣∣∣∣ = q(e•1)
2 − qe•2 =

1
(q

1
2 − q−

1
2 )2

− q

(q2 − 1)(q − 1)
=

q2

(q2 − 1)(q − 1)
,

W = q
3
2 S (xi = qli −i)S (xi = q−i) =

(
q(e1 )2 − qe2

) 1
q

1
2 − q−

1
2

=

((
q2 − q + 1
q

1
2 (q − 1)

)2

−
(

q−1 +
q

(q2 − 1)(q − 1)

))
1

q
1
2 − q−

1
2

=
q

3
2 (q3 − q2 + 1)

(q − 1)2(q2 − 1)
.

以上のように原理的には,あらゆる Young tableauxに対する Hopf linkの leadingを計算する事が出来る.
ここで, WR1R2(q) = WR2R1(q)が成り立つ事に注意しておく.
† Factorization property
最後に計算上便利な性質について述べておく.まず 3次元多様体M を 2つの部分M1,M2 に分解すると

(Heegaard splitting,図 23),それぞれの切断面は向き付けの異なる diskになっている事が分かる. (M1上の

path integralで定義されるHilbert空間H上の状態 vectorをχ, M2上の path integralで定義されるHilbert
空間H′上の状態vectorをψとする.)そこで以上で述べた事からその切断面にだけ着目すると,これは 2次元球
面S2となる.同様にしてS3を 2つの部分B3(3次元球体)に切断して,それぞれの多様体上での状態 vectorを

18定義は母関数E(t, x) =
QN

i=1(1+xit) = 1+
P∞

n=1 en(x)tnから帰納的になされる.具体的には en(x) =
P

i1<···<in
xi1 · · ·xin

のようになる. ただし n < 0 に対しては en(x) = 0 とする.
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図 23: Heegaard splitting
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図 24: L = L1]L2

v, v′とする.しかるに,この節の冒頭のDehn手術の後の注意 (1)で述べたようにH,H′にはmarked pointが無
いので1次元である.よって v ∝ χ, v′ ∝ ψから, Z(M)Z(S3) = 〈χ|ψ〉·〈v|v′〉 = 〈χ|v′〉·〈v|ψ〉 = Z(M1)Z(M2)
となるので,

Z(M)
Z(S3)

=
Z(M1)
Z(S3)

· Z(M2)
Z(S3)

(6.50)

が成り立つ.この性質をM の内部で互いに絡まらないK個の knotのある場合 (unlink)に応用すると, (6.16)
の相関関数が factorizeされて次のように計算出来る.

WR1···RK
(unlink) =

K∏
i=1

WRi(Ki). (6.51)

さらに,この factorization propertyを上の図 24のような linkの直和 L = L1]L2 がある場合に一般化する

と,直和公式
Z(M1 ∪ M2 : L) · Z(S3 : K) = Z(M1 : K1) · Z(M2 : K2) (6.52)

が成り立つ.故に (6.51), (6.52)を用いてChern-Simons理論の相関関数 (6.16)を,上で求めた unknotとHopf
linkの厳密解 (6.39), (6.45)から求める事が出来る.
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第7節　All Genus Answer (By A-model)

この節では,第 5節,第 6節で述べてきた事を用いて geometric transition (Open/Closed duality)の議論
を行った後,任意の local toric Calabi-Yau多様体上の位相的弦理論の分配関数の厳密解への議論に移り,最
終的には第 3節で紹介した 4D, N = 2 SYM理論の厳密解 (Nekrasovの分配関数)が再現される事を示す
[67, 62, 68, 91].

7.1 Geometric Transition

7.1.1 Gopakumar-Vafa/Chern-Simons

以下で考える群は全てU(N)とする. 6.1節で resolved conifold上の閉弦の partition functionが厳密に計
算された.一方で 6.2.3節で deformed conifold上の開弦の partition functionも厳密に計算できた.次に,こ
の 2つの計算結果の比較を行う.比較するのは (6.5),(6.7)と (6.37)から得られる free energyであり,以下で
は開弦の厳密解の 1/N 展開を実行する.そこで,まずは 1/N 展開についての注意から計算の方針を立てる.
† 1/N 展開

　 U(N) gauge理論の connectionを adjoint表現でAab (a, b = 1, · · · , N)と表して, Feynmann diagramの
double line表示を行う [82].
　ここで一般的な partition functionについて形式的に議論を進める (free energyの導出).まず actionの
前に掛かる gauge couplingを 1/κとして (Chern-Simons action (6.12)だと κ = gs),一般的な Feynmann
diagramが vertex, propagator, loopから成る事を考慮すると, vertexからの寄与は 1点について κ−1 の寄

与を与えるので (V を vertex (頂点)の数として) κ−V の寄与が得られ, propagatorからの寄与は 1本につ
いて κの寄与を与えるので (E を propagator (内線)の数として) κE の寄与が得られ, loopからの寄与は 1
つについてN (trace)の寄与を与えるので (hを loop (閉曲線)の数として) Nhの寄与が得られる.故に,こ
のような diagramの摂動次数は1NhκE−V = Nhκh−2+2g = κ2g−2λh

s (λs
.= Nκ: ’t Hooft coupling)となる

ので, gauge理論の free energyは形式的に次のような形で gと hの (2重級数による)摂動展開として書く
事が出来る2. (この hの寄与は 6.2.1節の Proposition 6.1の下で述べた degenerate instantonの寄与となっ
ている.)

F p =
∞∑

h=1

∞∑
g=0

Fg,hκ2g−2λh
s . (7.1)

以下では, κ = gs と置き直して議論する.この式について hについての和を全て取る (面 (穴)をつぶす)事
を考えると F p =

∑
g g2g−2

s Fg(λs)となって,幾何学的にも代数的にも閉弦の free energyが得られる事が予
想される (λs についての強結合→閉弦の free energy ?). 以下の計算方針はこのような議論に基づく [84].
† Chern-Simons理論の 1/N 展開

　 Deformed conifold上の開弦の free energyは (6.37)より,

F = lnZ(S3) = −N

2
ln(k + N) +

N−1∑
j=1

(N − j) ln
[
2 sin

πj

k + N

]
. (7.2)

ここで sin関数の無限積展開 sinπz = πz
∏∞

n=1(1 − z2

n2 )を用いて, gs = 2π
k+N ,

∑N−1
j=1 (N − j) = N

2 (N − 1)
に注意すると次の形に変形できる.

F = F p + Fnp, (7.3)
1ここで境界の無い 2次元多様体 (genus g)の Euler 数が, χ = V − E + h = 2− 2g によって与えられる事に注意. また,ここで

考えているのは pure gauge の理論であって, もしも matter と coupling するような場合は考えるべき 2 次元多様体には境界 (b) が
出来て, その Euler 数は χ = 2 − 2g − b となる.

2これが有名な 1/N 展開である. 即ち摂動 parameter を N と λs (これは固定) で書き直すと κ2g−2λh
s = N2−2gλ2g−2+h

s とな
り 1/N で展開したものと考えると, large N で厳密解が得られたりもする [83].
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F p .=
N∑

j=1

(N − j)
∞∑

n=1

ln
(

1 − j2g2
s

4π2n2

)
, (7.4)

Fnp .= −N2

2
ln(k + N) +

N

2
(N − 1) ln 2π +

N−1∑
j=1

(N − j) ln j. (7.5)

ここで F p は上述の摂動項 (h ≥ 2) を与えるが, Fnp は摂動展開では現れない非摂動項 ((6.21) における
Ray-Singer torsion)を表している.まずは摂動項 (7.4)から展開する.計算の詳細は長くなるので省略して,そ
の流れだけを書く.まず ln(1−x) = −

∑∞
k=1

xk

k を用いて級数展開した後, ζ(2k) =
∑∞

n=1 n−2k,
∑N

j=1 jk =
1

k+1

∑k+1
l=1 (−1)δlk

(
k+1

l

)
Bk+1−lN

l を用いて ζ-関数と Bernoulli数で書き換える.その後 l + 1 .= hと置く事

により次の形が得られる. (B0 = 1, B1 = −1/2, B2 = 1/6, B2k+1 = 0 (for k ≥ 1)に注意して,)

F p =
∞∑

k=1

2k∑
h=2

ζ(2k)
k

( gs

2π

)2k

B2k+2−hNh

((
2k+2

h

)
2k + 2

−
(
2k+1
h−1

)
2k + 1

)
+

∞∑
k=1

ζ(2k)
k

( gs

2π

)2k

N2k+2

(
1

2k + 2
− 1

2k + 1

)
.

まず第 1項から考える. B2k+1 = 0 (for k ≥ 1)に注意して 2g
.= 2k + 2 − hと置いて (hが奇数のものは消

える), k の和を g の和に書き直した後で少し計算すると,次のように genus 1と 2以上の展開が得られる.
(ζ(h) = (2π)h|Bh|

2h! , λs
.= gsN に注意して,)

(第1項) =
∑
h∈2N

|Bh|
12hh!

λh
s+

∞∑
g=2

∑
h∈2N

2ζ(2g − 2 + h)
(2π)2g−2+h

(
2g − 3 + h

h

)
B2g

2g(2g − 2)
g2g−2

s λh
s = F p

1 (λs)+
∞∑

g=2

F p
g (λs)g2g−2

s .

また,第 2項については h
.= 2k + 2と置くと直ちに genus 0の展開が得られる.

(第 2項) = −
∞∑

h=4

|Bh−2|
(h − 2)h!

g−2
s λh

s = F p
0 (λs)g−2

s .

次に非摂動項 (7.5)の展開を行う [85].その第 3項は (第 3項) =
∑N−1

k=1

∑k
j=1 ln j =

∑N−1
k=1 ln Γ(k + 1) =

lnG2(N + 1)と変形出来るので3(Γ(N) = (N − 1)!),結局次の形に展開できる.

Fnp =
λ2

s

2
g−2

s

(
lnλs −

3
2

)
− 1

12
ln

λs

gs
+ ζ ′(−1) +

∞∑
g=2

B2g

2g(2g − 2)
g2g−2

s λ2−2g
s . (7.6)

以下では初めに述べた計算方針に基づいて,摂動項の hについての和を計算する.まず g = 0の項から考え
る. (4.30)を用いて ζ-関数で書き直し展開すると,

F p
0 (λs) = −

∞∑
h=4

2ζ(h − 2)λh
s

h(h − 1)(h − 2)(2π)h−2

(h=2p)
= −

∞∑
n=1

∞∑
p=2

2(2πn)2

2p(2p − 1)(2p − 2)

(
λs

2πn

)2p

を得る.さらに計算を進める為に, λs について 2回微分して sin関数の無限積展開を用いると,

F p
0
′′(λs) = −

∞∑
n=1

∞∑
p=1

1
p

(
λs

2πn

)2p

= ln

(
1 −

(
λs

2πn

)2
)

= ln
(

2
λs

sin
λs

2

)
= − ln i−lnλs+

iλs

2
−

∞∑
n=1

e−inλs

n

となる.この式の第 1項については,分岐の任意性が存在するので i = e( 1
2+2m)πi (m ∈ Z)と書くと,

F p
0
′(λs) = −

(
1
2

+ 2m

)
πiλs − λs lnλs + λs +

iλ2
s

4
− i

∞∑
n=1

e−inλs

n2
+ (const.)

3ここで G2(z) は Barnes 関数で G2(z + 1) = Γ(z)G2(z), G2(1) = 1 のように帰納的に定義される. また Barnes 関数の展開公

式として ln G2(N + 1) = N2

2
ln N − 1

12
ln N − 3

4
N2 + 1

2
N ln 2π + ζ′(−1) +

P∞
g=2

B2g

2g(2g−2)N2g−2 が知られている.
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となる.定数項は F p
0
′(0) = 0から決定できて (const.) = iπ2

6 となる.同様にして F p
0 (0) = 0を用いて,

F p
0 (λs) = −ζ(3) +

iπ2λs

6
+

3
4
λ2

s − i

(
m +

1
4

)
πλ2

s +
iλ3

s

12
− λ2

s

2
lnλs +

∞∑
n=1

e−inλs

n3

が得られる.故に,非摂動展開 (7.6)の genus 0の項と合わせると次の結果に到る.

F0(λs) = −ζ(3) +
iπ2λs

6
− i

(
m +

1
4

)
πλ2

s +
iλ3

s

12
+

∞∑
n=1

e−inλs

n3
. (7.7)

ここで mの任意性は framingの任意性だと考える事が出来る.次に g = 1の項について考える.これは上の
計算と全く同様に出来て (今度は微分を考えなくても),

F p
1 (λs) =

1
12

(
1
2

+ 2m

)
πi +

1
12

ln λs −
iλs

24
+

1
12

∞∑
n=1

e−inλs

n
, (m ∈ Z)

となって,非摂動展開 (7.6)の genus 1の寄与と合わせる事により,

F1(λs) = − iλs

24
+

1
12

∞∑
n=1

e−inλs

n
(7.8)

が得られる. ここで λs に依存しない項は省略した. 最後に g ≥ 2 の項を考えると, 公式 (1 − z)−q =∑∞
n=0

(
q+n−1

n

)
zn を用いて,

F p
g (λs) =

∞∑
n=1

2χg

(2πn)2g−2

∞∑
p=1

(
2g − 3 + 2p

2p

)(
λs

2πn

)2p

=
∞∑

n=1

χg

(2πn)2g−2

{
−2 +

(
1 − λs

2πn

)2−2g

+
(

1 +
λs

2πn

)2−2g
}

= (−1)g

∫
Mg

C3
g−1 + χg

∑
n∈Z\{0}

(λs + 2πn)2−2g

を得る.ここで, g ≥ 2の非摂動展開項 (7.6)をこの式の第 2項に加えて,公式
∑

n∈Z
1

λs+2πn = i
∑∞

n=0 e−inλs

の両辺を 2g − 3回微分して得られる式を用いて変形すると,結局次の形が得られる.

Fg(λs) = (−1)g

∫
Mg

C3
g−1 −

(−1)gχg

(2g − 3)!

∞∑
n=1

n2g−3e−inλs . (7.9)

以上で, Chern-Simons理論の free energyの 1/N 展開 F =
∑

g g2g−2
s Fg(λs)として (7.7), (7.8), (7.9)が得

られた.
† Conifold Transition
　ここで実際に閉弦側の厳密解との比較を行う. (6.7)式を上の展開と比べると,

t = iλs (7.10)

とする事によって,少なくとも g ≥ 2に関しては,上の 1/N 展開は閉弦側の free energyを与えている事が
分かる4. (実際には genusが 0と 1の部分も一致している.)
　まとめると deformed conifold (base S3にN 枚の D-braneが巻きついている)上の開弦の理論が, (7.10)
の parameterの変換 (’t Hooft couplingが Kähler parameterに読み替えられる)に伴って target spaceの
topologyが変換して resolved conifold O(−1) ⊕O(−1) → IP1 上の閉弦の理論へと変わったことになる.し
かるに開弦の理論は gauge理論,閉弦の理論は重力理論になるので,この転移はまさに gauge理論と重力理
論の dualityを示唆する結果である.

4ただし overall の符号 (−1)g の違いは, Schwinger の計算で parameter の虚軸への解析接続 gs → igs によって sin 関数で書き
表す事により解消されるので, この違いは trivial である. 以下の議論では Chern-Simons 理論が基盤になるので, こちらの notation
で話を進める.
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7.1.2 Wilson loopの導入

Wilson lineが挿入されたChern-Simons理論についても,上のような幾何学的転移現象が得られる事が予
想される.以下 Ooguri-Vafa論文に従って議論を進める [86].
　 Deformed conifold T ∗S3 の base space S3 に unknot Wilson loop K を導入する.この時 unknotに対
して T ∗S3 内には次のような自然な SLSである C̃K (K の conormal bundle)が定義される.ここで, K を
parameter s (0 ≤ s < 2π)を用いて q(s)で表す.

C̃K
.=

{
(q(s), p) ∈ T ∗S3

∣∣∣∣∣
3∑

a=1

pa
dqa

ds
= 0

}
' S1 × R2.

これは,定義から C̃K 上で ω = dκ = 0 (κ = padqa = 0)より確かに SLSとなっている.
　そこで今 S3 に N 枚の D-brane を, C̃K に M 枚の D-brane をそれぞれ巻きつける. すると S3 上には

U(N), C̃K上には U(M)の gauge理論が実現される.以下では, M << N として C̃K上の理論を S3上の理

論の probeとして取り扱う.今,開弦の一端が S3 上に,もう一端が C̃K 上に乗っかった状態を考えると,開
弦 xi ∈ T ∗S3の excitationとしてmatter場 φ(x)が,それぞれの gauge群の bifundamental表現 (N, M)の
complex scalar場として現れる.ただし 6.2節の初めに述べたように,位相的弦の excitationは 0-modeのみ
で弦の両端で決まる.即ち xa ∈ S3 ∩ C̃K = Kなので, matter場は φ(x) = φ (q(s))で表される.このmatter
場の effective actionは,

LK =
∮
K

Tr(N,M)φ̄
(
d + A − Ã

)
φ (7.11)

で与えられる.ここで Aと Ãはそれぞれ S3上の U(N) gauge場と C̃K上の U(M) gauge場であり,後者は
probeの sourceとして扱われる.
　まず action (7.11)について scalar場の integrate outを実行すると,

ZK = det(d + A − Ã)−1 = det

(
d

ds
+

∑
a

(Aa − Ãa)
dqa

ds

)−1

= exp

[
−Tr ln

(
d

ds
+

∑
a

(Aa − Ãa)
dqa

ds

)]
.

ここで円周上の運動量の量子化,及び gauge群の対角化A → iθn, Ã → iθ̃mを行って, sin関数の無限積展開
から得られる公式 ln sinπθ =

∑
k∈Z ln(k+θ)+const.を用いると, ZK ∝ exp

(
−

∑N
n=1

∑M
m=1 ln sin θn−θ̃m

2

)
を得る.さらに U(1) factorを framing(の任意性)で吸収させると (

∑
n θn = 1,

∑
m θ̃m = 1),

ZK ∝ exp {−Tr ln(1 − U ⊗ V )} , (U = P exp
∮

A ∈ SU(N), V −1 = P exp
∮

Ã ∈ SU(M))

= exp

{ ∞∑
n=1

1
n

TrUnTrV n

}
.= O(U, V ) (7.12)

が得られ,これをOoguri-Vafa (OV) operatorという.そこでU(N)のgauge場を integrate outして e−F (t,V ) =
〈O(U, V )〉S3 とすると, C̃K 上の gauge場 Ãの有効作用は L = LCS(Ã, C̃K) + F (t, V ) (第 1項は通常の CS
action)となる.そこでOV operatorの真空期待値を考える.今考えている traceは基本表現に関するものな
ので, 〈TrU〉 = TrU0と計算した時 U0は次の形で与えられる. U0 = diag

(
e

πi(N−1)
k+N , e

πi(N−3)
k+N , · · · , e

πi(1−N)
k+N

)
(Cartan部分代数の要素).これを用いると (α .= nπ

k+N )

TrUn
0 =

N∑
p=1

e(N+1)αie−2αpi =
sinαN

sinα
=

sin nλs/2
sin ngs/2

= − i

2 sin ngs/2
(ent/2 − e−nt/2)

(最後に (7.10)を用いて parameterを置換した)を得る.そこで Frobeniusの公式 (4.36)を用いると
〈TrUn1 · · ·TrUnh〉 = TrUn1

0 · · ·TrUnh
0 が成り立つ事に注意すると,次が得られる.

〈O(U, V )〉S3 = exp

[
−i

∞∑
n=1

ent/2 − e−nt/2

2n sin(ngs/2)
TrV n

]
= exp

[
i

∞∑
n=1

TrV n + TrV −n

2n sin(ngs/2)
e−nt/2

]
. (7.13)
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最後の等号は tの解析性を仮定した上で解析接続がなされた結果である.この解析接続によって,前節の議論
と全く同じ conifold transitionが起こっているが,ここでは SLSの C̃Kと一緒に起こっている.よって,その
指数は前節のような閉弦の free energyとはならない.
　この状況が resolved conifold側ではどのように見えているのかを考える.以下代数的に上の状態を構成
して conifold transitionを行う.今 5.2.2節の例 (IV) T ∗S3において anti-holomorphicな involution y1,2 →
ȳ1,2, y3,4 → −ȳ3,4を考える.これによって明らかに symplectic form ωの符号は反転するので,この involution
の固定点の集合が SLSとなり,これを C̃K と考える.即ち,固定点は yµ = qµ + ipµ より p1,2 = 0, q3,4 = 0
であり, (qµ)2 − (pµ)2 = a2に代入すると (q1)2 + (q2)2 = a2 + (p3)2 + (p4)2となって,これが C̃Kを与える.
故に S3 との intersectionは (q1)2 + (q2)2 = a2 となり,これは上で述べた unknot Kとなっている.
　そこで conifold transitionによる, C̃Kの resolved conifold側での状態を特定する (5.2.2節の最後を参照).
まず上の involutionの固定点は x̄ = y (p1,2 = 0), ū = v (q3,4 = 0)であるから, base上では η = x/ū =
u/x̄ = 1/η̄より |η| = 1となっている.この事から, C̃Kは resolved conifold側では base S2における |η| = 1
なる赤道と intersectしており, u − ηx̄ = 0により記述される SLSの CK として現れる.そこで (7.13)を
type IIAの弦理論の立場から観察すると,この赤道を境界にした北半球と南半球のそれぞれにD2-braneが巻
きついて non-trivial instantonの寄与が現れている事が分かる (6.2.1節 Proposition 6.1の下の注意参照).
(7.13)の分母の形については, CK に D4-braneを巻きつけて,残りの R2 上の有効作用を Gopakumar-Vafa
型の計算 (Schwinger’s caluculus)と同様に求めると,得られる事が示される.結果として,これは resolved
conifold上の boundary Kを持った開弦の free energyと解釈でき open Gromov-Witten invariantと一致し
ている事が分かる [86].

7.1.3 More general situation by Toric variety

次に 2つの T ∗S3 を貼り合わせて新しい多様体を構成して, 2つの base S3 にそれぞれ N1 枚, N2 枚の

D-braneを巻きつける.そこで開弦の両端がそれぞれ別の S3上に乗っているような場合を考えて, 2つの S3

にWilson loopを導入する [87].ただし上の節とは違って, 2つの S3間には有限の距離が存在する為に (7.11)
に complexified Kähler parameter rによる mass termが加わる. (A1, A2 をそれぞれの多様体上で定義さ

れる connectionとして,)

L =
∮

S1
Tr(N1,N2)

φ̄
(
d + A1 − Ã2 − r

)
φ. (7.14)

ここで φを integrate outして, (7.12)と同様の計算から

O(U1, U2; r) = exp

{ ∞∑
n=1

e−nr

n
TrUn

1 TrUn
2

}
(7.15)

が得られる.ここで次の事に注意しておく.
Proposition 7.1 [87]
　 Toric diagramにおいて, 2つの S3を結ぶ開弦による holomorphic curve (non-degenerate instanton)は,
同じ edgeに沿ったものにだけ存在する (図 25).
Proof. 5.2.2節の例 (IV)の notationで toric xy = (z − ν1)(z − ν2), uv = (z − µ1)(z − µ2)を考えたとき
A-modelは複素構造の変形に拠らないので,例えば µ2 < ν1, ν2 < µ1 における図 25のような異なった edge
にまたがった holomorphic curveは, deformation µ2 < ν2 < µ1 < ν1 により消失する.
ここで以下の便宜の為に (7.15)の書き直しを行う.まず単純に展開すると,

O(U1, U2; r) = 1 +
∞∑

h=1

1
h!

∑
ω1,···,ωh

e−rl

ω1 · · ·ωh
TrUω1

1 · · ·TrUωh
1 TrUω1

2 · · ·TrUωh
2 , (l .=

h∑
i=1

ωi)
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図 25: Proposition 7.1

が得られる. 次に 4.2.2 節の resummation (4.34) を行うと次のようになる. (ω1 · · ·ωh =
∏

j jkj , l =∑h
i=1 ωi =

∑
j jkj z~k

.=
∏

j kj !jkj )

O(U1, U2; r) = 1 +
∑
~k

e−lr

z~k

Υ~k(U1)Υ~k(U2) =
∑
R

TrRU1e
−lrTrRU2. (7.16)

ここで 2つ目の等号では Frobeniusの公式 (4.36)及び指標の直交性 (4.37)を用いた. Rについての和は自

明なものも含む. (この時 lは表現 Rの Young tableauxの boxの数となっている事に注意.)
　よって totalな free energyは Proposition 7.1も考えて次のように書ける. (1,2項は通常のChern-Simons
理論の free energy)

F = FCS(N1, gs) + FCS(N2, gs) + F (N1, N2; r),

F (N1, N2; r)
.= − ln 〈O(U1, U2; r)〉 = − ln

∑
R

e−l(R)rWR(K1)WR(K2).

ここでWR(Ki) = 〈TrRUi〉は, K1,2 を unknotとして計算できる.それを見るのは簡単で次のように考えれ
ば良い (図 26). O(U1, U2; r) =

∑
R |R〉1e−lr

2〈R|と書いたとき partition functionは S変換して貼り合わせ

る事により得られて (5.2.2節の例 (IV)参照), Z(gs, N1,2, r) = 1〈0|SOS|0〉2 =
∑

R 1〈0|S|R〉1e−lr
2〈R|S|0〉2

となるのでWR(Ki) = S0,R

S0,0
(gs, λsi) (λsi = gsNi)が得られる.故にWR(Ki)は K1,2 を unknotとして計算

できる.そこで,今の状況における geometric transitionを 7.1.2節の Ooguri-Vafaの計算と同様にして考え
ることが出来る.即ち

F (N1, N2; r) = −
∞∑

n=1

e−nr

n
TrUn

1,0TrUn
2,0 =

∞∑
n=1

e−nr

n(2 sin ngs/2)2
(ent1/2 − e−nt1/2)(ent2/2 − e−nt2/2)

が得られる.(ここで (7.10)を用いて λsi = −iti と置いた.)さらに

r = t +
t1 + t2

2
(7.17)

と置き換える事により (図 27),この toric多様体における free energyが次の形で得られた. (これはGromov-
Witten invariantの all genus answer (厳密解)を与えている.)

F =
∞∑

d=1

1
d(2 sin dgs/2)2

{
e−dt1 + e−dt2 + e−dt(1 − e−dt1)(1 − e−dt2)

}
. (7.18)

7.2 Topological Vertex

以下では 5.2節で述べた toric多様体 (local toric Calabi-Yau多様体)上での partition functionを考え
る. 複素 3 次元の toric 多様体は C3 を local に patch する事により定義できていたので, 基本となる C3
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図 26: S 変換

図 27: (7.17)

上での partition functionを定義する事が 1つの目標となる.その為に 5.2.2節の Proposition 5.3の SLS
(Li (i = 1, 2, 3))を持った C3上の開弦の理論として partition functionの定義を行う. (この SLSは C× S1

の topologyを持っているので,この S1 を開弦の boundaryだと考える事が出来る.)それは C3 のそれぞれ

の Li に, D-braneを巻き付ける事により一般的に次の形で与えられる.

Z(V1, V2, V3) =
∑

R1R2R3

CR1R2R3

3∏
i=1

TrRiVi. (7.19)

ここでViはLiとC3が交差する境界S1でのholonomy行列で,開弦の sourceである. CR1R2R3を topological
vertexといい [64],これを求める事が以下での主目的である [10]. (結果は (7.40)で与えられる.)
† 境界の compact化
　まず Li の topologyを R+ × S1 上の S1 fibrationと考える事が出来る事に注意して, Li を次のように修

正して S3に置き換える (compact化).即ち, R+に∞を付け加えた後,そこで non-degeneration cycleを潰
す.これは,まさに interval I 上の T 2 fibrationであり S3 となっている.この T 2 fibrationの edgeを 5.2.2
節 (I)の要領で trivalent graphを使って fi = (pi, qi)で表して, C3の T 2 fibrationの edge vi = (si, ti)に対
応させる.それぞれの edge上で T 2 fibrationが退化する cycleは (−qi, pi), (−ti, si)である.この時 S3が非

退化,即ち 2つの cycleが平行になってはいけないので次の条件を課しておく5.

fi ∧ vi
.= piti − qisi = 1. (7.20)

ここで,直ちに分かるように fiを fi −nivi (ni ∈ Z)と変換させる任意性が存在する.この compact化に伴う
任意性は言い換えると, noncompact Liの infrared regionにおける ambiguityとなっていて,この ambiguity
の効果は Aganagic達による B-modelの braneを用いた解析 (7.1.2節で触れた Ooguri-Vafaの D4-brane
domain wall chargeの解析 [88])から, holonomy V → (−1)nV (n ∈ Z)の ambiguityとして現れることが
分かっている.故に,

TrRV → (−1)nl(R)TrRV (l(R) : 表現 Rの Young tableauxの boxの数) (7.21)

の任意性を導く [63, 89].一方この効果は, 6.2.2節で議論したChern-Simons理論における framing ambiguity
(ultraviolet regionにおける ambiguity)と同じものとして考える事ができて [88], (6.24)で与えた ambiguaty
と同一視される. これを U(N) (Weyl vector が ρ =

∑N
j=1

1
2 (N − 2j + 1)ej) で書くと次のようになる.

(q .= e
2πi

k+N , λ
.= qN , κR

.= l(R) +
∑CR

j=1(l
2
j − 2jlj), CR ≤ N, li は表現 Rの Young tableauxの i行目の

boxの数)
WR1···RK → q

1
2

PK
α=1 nακRα λ

1
2

PK
α=1 nαl(Rα)WR1···RK , (nα ∈ Z). (7.22)

故に (7.21) と (7.22) を 6.2.2 節 Remark 6.1 と合わせて次の結果が得られる. (ただし, λ の寄与は全て

holonomy行列 Vα の redefinitionに吸収させる.)

fα → fα − nαvα ⇔ ZR1···RK
→ (−1)

PK
α=1 nαl(Rα)q

1
2

PK
α=1 nακRα ZR1···RK

. (7.23)
52つの cycleが平行になっている時, baseの同じ点で同じ 1つの cycleが退化するので,その topologyは 2つの I ×S1 上の S1

fibration を貼り合わせたもの, 即ち S2 × S1 である (5.2.2 節 (IV) 参照).
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† Topological Vertexの一般的性質と patchの貼り合わせ
　まず上で述べた compact 化を実行して, 図 28 のように境界付きの C3 patch の edge を書いておく.

図 28: 境界付きの C3 patch

ここで (7.20)より fi∧vi = 1となっており,今 v2∧v1 = v3∧v2 =
v1 ∧ v3 = 1,

∑
i vi = 0 が成り立っている事に注意しておく (こ

れらは SL(2, Z)変換を行っても不変).まず topological vertexを
考える時には (7.23)のような framingの不定性が存在するので,
特定の (vi, fi)に対する topological vertexをC

(vi,fi)
R1R2R3

と書く.す
ると (7.23)より,

C
(vi,fi−nivi)
R1R2R3

= (−1)
P

i nil(Ri)q
1
2

P

i niκRi C
(vi,fi)
R1R2R3

(7.24)

となって,異なった framingの topological vertexはこれにより
同一視できるので次のような framingを取る.まず fi = (pi, qi)
とすると f1 ∧ v1 = 1 ⇔ f1 = (p1, p1 + 1), f2 ∧ v2 = 1 ⇔ f2 =
(1, q2), f3 ∧ v3 = 1 ⇔ f3 = (p3,−1) となるので, framing を
f1 → f1 − (−p1)v1 = (0, 1) = v2, f2 → f2 − q2v2 = (1, 0) =
v3, f3 → f3−(p3 +1)v3 = (−1,−1) = v1のように取る事により,

(f1, f2, f3) = (v2, v3, v1) (7.25)

とする事が出来て,これを canonical framingという.そこで,このような framingでの topological vertexを
単純に CR1R2R3 と書く事にして, framingを fi → fi − nivi と取った時の topological vertexを C

(n1,n2,n3)
R1R2R3

で表す.次に, torus actionによる SL(2, Z)対称性から, g ∈ SL(2, Z)に対して g : (vi, fi) → (gvi, gfi)の
下で当然 topological vertexは不変でなければならない.これを認めると次が成り立つ.
Proposition 7.2 (Cyclic Symmetry)

CR1R2R3 = CR3R1R2 = CR2R3R1 . (7.26)

Proof. Topological vertexの SL(2, Z)対称性より, SL(2, Z) 3 TS−1(3.1節脚注 6参照)によって,

TS−1 =

(
1 1
0 1

) (
0 1
−1 0

)
=

(
−1 1
−1 0

)
: (v1, v2, v3) 7→ (v2, v3, v1)

となるので, TS−1 : (vi, fi) 7→ (vi+1, fi+1) (i : mod 3)から直ちに示される.
　次に C3 patchによる topological vertexの貼り合わせについて述べておく.以下では canonical framing
を取っておいて,図 29のように edge viと v′i の貼り合わせを考える (boundaryに沿った holeの貼り合わ
せ). その為には v′

i = −vi であって,表現 Ri と表現 R′
i の D-braneの parityが逆転していなければならな

い (boundaryの向き付けが逆).この効果は actionの overallな符号に−の寄与を与える事になり, t’ Hooft
coupling λ′

s = −λsによって amplitudeに (−1)hの因子を与える ((7.1)参照).また表現もR′
i = Rt

iとなって

いなければならない (singletを作る為).以上の効果を見る為に topological vertexをその共役類 C~k1~k2~k3
に

書き換えておく (holonomy行列も表現の転置の影響を受ける為).つまり (7.19)を Frobeniusの公式 (4.36)
を用いて,

Z(Vi) =
∑

~k1~k2~k3

( ∑
R1R2R3

3∏
i=1

χRi(C(~ki))CR1R2R3

)
3∏

j=1

1
z~kj

Υ~kj
(Vj)

.=
∑

~k1~k2~k3

C~k1~k2~k3

3∏
j=1

1
z~kj

Υ~kj
(Vj) (7.27)

のように巻付き数で考える.ここで上の効果を考えると,∑
R′

iR
′
jR′

k

∏
m

χR′
m

(C(~k′
m))CR′

iR
′
jR′

k
= (−1)h

∑
RiR′

jR′
k

χRt
i
(C(~ki))χR′

j
χR′

k
CRt

iR′
jR′

k
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図 29: C3 patchの貼り合わせ

となって,さらに公式
χRt(C(~k)) = (−1)|~k|+l(R)χR(C(~k)), (h = |~k|) (7.28)

を用いると,結局 toplological vertexについて

CR′
iR

′
jR′

k
= (−1)l(Ri)CRt

iR′
jR′

k
(7.29)

となる事が分かった. (これは framingには依らない.)さらに,これをCRiRjRk
と貼り合わせる為には framing

も合わせる必要がある. (今 canonical framing fi = vj , f ′
i = v′j となっている.)

lemma 7.1
f ′

i − niv
′
i = −fiを満たすような, ni ∈ Zは常に存在する. (7.30)

(∵)　 (fi + f ′
i) ∧ v′

i = −1 + 1 = 0. (∵ v′i = −vi.)
よって f ′

i を −fi にするような framingが存在して,さらに次が成り立つ.
lemma 7.2

ni = v′
j ∧ vj = f ′

i ∧ fi. (7.31)

(∵)　上の lemmaより niv
′
i = f ′

i + fi = v′
j + vj .　... v′j ∧ v′

i = 1より ni = v′
j ∧ vj .

故に,このように具体的に得られた ni を用いると (7.24)と (7.29)より

C
(v′

i,−fi)

R′
iR

′
jR′

k
= C

(ni,0,0)
R′

iR
′
jR′

k
= (−1)l(Ri)C

(ni,0,0)

Rt
iR′

jR′
k

= (−1)(ni+1)l(Ri)q−niκRi
/2CRt

iR′
jR′

k
(7.32)

が得られる.これで貼り合わせられる topological vertex C
(v′

i,−fi)

R′
iR

′
jR′

k
が得られた.後は,この topological vertex

の edge v′
iと,もう一方の topological vertexの edge viの間に Kähler parameter tを propagator (内線)と

して挿入し貼り合わせればよい.その為に (7.16)を参照して (7.32)と合わせると次の結論を得る.∑
Ri

CRjRkRie
−l(Ri)ti(−1)(ni+1)l(Ri)q−niκRi

/2CRt
iR′

jR′
k
. (7.33)

† Topological Vertexの具体形
　後は具体的に topological vertexが得られれば,任意の local toric Calabi-Yau多様体上の位相的弦理論の
partition functionが実質的に得られる事になる.以下ではこの最後の stepを実行する.まず図 30のような
toric多様体を考える.この図では S3, L1, L3の world volumeは互いに平行になっている.ところで平行な 2
枚のD-braneの 1-cycleは互いに交わる事は有り得ないのだが,図 31のように複素構造を変形させる事によ
り片方の braneを anti-brane(元の braneとは向き付けが逆)に変換させると 2つの cycleを交差させる事が
出来る.ただし向き付けが逆になる効果として (7.14)における scalar場 φが fermionとなる [90].この事を考
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図 30: Holomorphic curve

図 31: Brane/anti-brane deformation

慮して Proposition 7.1から,この toric多様体上の partition functionにおける non-degenerate instanton
の寄与 4つを全て (7.16)の形で書き下すと, r1, r2, r3, rをそれぞれの cycle間の距離として次を得る.∑

Q1

TrQt
1
U1e

−l(Q1)r1(−1)l(Q1)TrQ1 V̂1,
∑
Q2

TrQ2U2e
−l(Q2)r2TrQ2V2,∑

Q3

TrQt
3
U1e

−l(Q3)r3(−1)l(Q3)TrQ3V3,
∑
Q

TrQtV1e
−l(Q)r(−1)l(Q)TrQV3. (7.34)

ここでU1, U2, V1, V2, V3, V̂1は,それぞれの SLS上の開弦の boundaryに対応した holonomy行列で, V1と V̂1

は boundaryの向きが逆になっている事を表す為に区別されている.そこで 7.1.2節のように S3上の gauge
場を integrate outする事によって probe brane上の有効理論の partition functionが得られる.

Z(V1, V2, V3) =
∑

Q1Q2Q3Q

e−l(Q1)r1e−l(Q2)r2e−l(Q3)r3e−l(Q)r(−1)l(Q1)+l(Q3)+l(Q)

×
〈
TrQ2U2TrQt

1
U1TrQt

3
U1

〉
S3

TrQ1 V̂1TrQtV1TrQ2V2TrQ⊗Q3V3.

ここで S3 上の期待値の部分は 〈TrQ2U2TrQt
1⊗Qt

3
U1〉S3 となり,これは表現Qt

1, Q
t
3 の 2つの平行な knotが

表現Q2の knotに絡んだ linkと考えられるので,直和公式 (6.2.3節の (6.52))を用いる事によって次を得る.
(degenerate instantonの寄与を除いた probe brane上の partition function)

Z(V1, V2, V3) =
∑

Q1Q2Q3Q

e−l(Q1)r1e−l(Q2)r2e−l(Q3)r3e−l(Q)r(−1)l(Q1)+l(Q3)+l(Q)

×TrQ1 V̂1TrQtV1TrQ2V2TrQ⊗Q3V3

WQt
1Q2

WQt
3Q2

WQ2

. (7.35)

これを用いて topological vertexの具体形を求める為には次の 2つの stepが必要である.
Step 1: Conifold transitionを用いた C3 patchへの変形 (図 32)
まず deformed conifoldと resolved conifoldの間の parameterの一般則として ((7.17)参照),次が成り立

つ事が知られている.
r = s +

t

2
. (7.36)

そこで parameterを r1 = s1 + t
2 , r2 = s2 + t

2 , r3 = s3 + t
2 で置き換えると resolved conifoldの言葉で記述

する事ができる.さらに degenerate instantonの寄与を完全に decoupleさせる為に,ここで定義したKähler
parameter tを∞に持っていく.即ち (7.35)における期待値W を,

WR1R2 → lim
t→∞

e−
t
2 (l(R1)+l(R2))WR1R2 , (WR = WR•) (7.37)
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図 32: Step 1

で定義し直すと良い.この極限により leading term (6.47)だけが残り ((7.10)よりλ = qN = e
2πiN
k+N = eigsN =

eiλs = et),それは (6.46)を用いて計算する事が出来る (その下の具体的計算例を参照).以下ではW と書く

と常にこの leadingの意味で用いられる.
Step 2: Cyclic symmetryを用いた SLSの移動
　次に Step 1で得られた toric多様体における L1を, edge (−1,−1)と交差する位置に移動させる.その為
に,まず以上の計算で L3 を除いた状態を考える.これは (7.35)の導出と同様にして次で与えられる.

Z(V1, V2) =
∑

Q1Q2

e−l(Q1)s1e−l(Q2)s2(−1)l(Q1)TrQ1 V̂1TrQ2V2WQt
1Q2

. (7.38)

ここで topological vertexの定義 (7.19)より,

C
(0,0,−1)
•Q2Q1

= (−1)l(Q1)WQt
1Q2

となるので (7.24)を用いて canonical framingで書くと次が得られる.

C•Q2Q1 = q
κQ1

2 WQt
1Q2

(
= q

κQ1
2 WQ2Qt

1

)
. (7.39)

� �����

�������

� 	
��	

図 33: Step 2

さらに,図 33のように L1 を移動させる.この topological vertexは, cyclic symmetry (7.26)及び (7.39)を
用いて次のように求める事が出来る. (また移動の時に L1 の framingを逆向きにするので, V̂1 は V1 となる

事に注意しておく.)

C
(0,0,−1)
•Q2Q1

= (−1)l(Q1)WQt
1Q2

→ CQ1Q2• = C•Q1Q2 = q
κQ2

2 WQt
2Q1

.

　故に (Step 1の後)これを (7.35)に適用すると,図 33のように L1 が移動した toric多様体上の partition
function ZNew が r = s′1 + s3 に注意して,次のように求まる.

ZNew(V1, V2, V3) =
∑

Q1Q2Q3Q

e−l(Q1)s
′
1e−l(Q2)s2e−l(Q3)s3e−l(Q)(s′

1+s3)(−1)l(Q3)+l(Q)q
κQ2

2

×
WQt

2Q1
WQt

3Q2

WQ2

TrQ1⊗QtV1TrQ2V2TrQ⊗Q3V3
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=
∑

R1R2R3

∑
Q1Q3Q

(−1)l(R3)q
κR2

2 N R1
Q1Qt N R3

QQ3

WRt
2Q1

WQt
3R2

WR2

×e−l(R1)s
′
1e−l(R2)s2e−l(R3)s3TrR1V1TrR2V2TrR3V3.

ここで 2つ目の等号ではQ2をR2に置き換えて, tensor積 TrQ1⊗QtV1 =
∑

R1
N R1

Q1Qt TrR1V1, T rQ⊗Q3V3 =∑
R3

N R3
QQ3

TrR3V3 を用いて l(Q1) + l(Q) = l(R1), l(Q3) + l(Q) = l(R3)と置き換えた ((4.39)参照).
　最後に L3 の framingを canonical framingに持っていく事により, (Q3 を Q2 に置き換えて,距離 sの寄

与は holonomy行列に吸収させて, )

C
(0,0,−1)
R1R2R3

= (−1)−l(R3)q−
κR3

2 CR1R2R3 =
∑

Q1Q2Q

(−1)l(R3)q
κR2

2 N R1
Q1Qt N R3

QQ2

WRt
2Q1

WQt
2R2

WR2

となるので Q → Qt, Q2 → Qt
2 と置き換えてWR1R2 = WR2R1 を用いると, topological vertexが具体的に

Hopf linkの leadingを使って次の形で求まる6. (当然 (7.39)も特別な場合として以下から示される.)

CR1R2R3 = q
κR2

+κR3
2

∑
Q1Q2Q

N R1
QQ1

N
Rt

3
QQ2

WRt
2Q1

WR2Q2

WR2

. (7.40)

† Resolved conifold上の partition function
　 (7.33), (7.40)(または (7.39))を用いる事によって,原理的には任意の local toric Calabi-Yau多様体上の
位相的弦理論の partition functionが得られる.以下の節では,これに geometric engineering (5.1節)を用
いて Nekrasovの partition function (3.2節)を導く事が主な目標となるが,その前に適用例として最も簡単
な resolved conifold上の partition functionを計算して,これが Gopakumar-Vafa invariantの non-trivial
instanton (6.6)を忠実に再現 (ただし 7.1.1節脚注 4で述べたように sin関数として現れるはずである)して
いる事を確認しておく. (constant mapは規格化されている.)
　 2つの C3 patchの framingは合っているので (7.39),(6.43),公式 (6.49)などを用いて (Q .= e−t),

ZIP1 =
∑
R

C••RC••Rt(−1)l(R)Ql(R) =
∑
R

SR(xi = q−i+ 1
2 )SRt(xi = q−i+ 1

2 )(−Q)l(R)

=
∑
R

SR(xi = (−Q)q−i+ 1
2 )SRt(xi = q−i+ 1

2 ) =
∏

i,j≥1

(1 − Qq−(i+j)+1)

=
∞∏

n=1

(1 − Qq−n)n.

故に以下のように (6.6)が確認できる. (ここで q = eigs)

FIP1 = − lnZIP1 = −
∞∑

n=1

n ln(1 − Qq−n) =
∞∑

d=1

e−dt

d(q
d
2 − q−

d
2 )2

= −
∞∑

d=1

e−dt

d(2 sin dgs

2 )2
. (7.41)

7.3 Nekrasovの分配関数 (Holomorphic Curve Counting)

ここでは 5.3節で述べた事を用いて, Nekrasovの分配関数が実際に得られる事を示す [67, 62, 68, 91, 92].
† SU(2) SYM
　N = 2, SU(2) SYM理論を得る為には,ある Hirzebruch surface IFmを用いてmatterが入った場合を考
えるのであれば Nf ≤ 3個の点で blow upした diagramを用いればよい.そのような partition functionは

6(7.35)の partition functionは degenerate instantonを除いた部分であって,この寄与は Step 1の t → ∞によって Gromov-
Witten invariant の constant map の寄与となる. 以下この寄与は 1 に規格化されているものとする.
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次の形で与える事が出来る [68]. ((7.33), (7.39)を用いる.)

ZNf

IFm
=

∑
R1···Rn

CRt
1•R2

CRt
2•R3

· · ·CRt
n•R1e

−
Pn

i=1 l(Ri)ti(−1)
Pn

i=1(ni+1)l(Ri)q−
Pn

i=1 niκRi
/2, (ni = f ′

i ∧ fi)

=
∑

R1···Rn

WR1R2WR2R3 · · ·WRnR1e
−

Pn
i=1 l(Ri)ti(−1)

Pn
i=1 αil(Ri)q

Pn
i=1 αiκRi

/2. (7.42)

ここで αi
.= −(ni + 1)は 5.2.1節の Proposition 5.2で述べた自己交点数 αi = −aiと一致する.そこで特に

pure SU(2) SYM理論の場合について述べる事にすると, (7.42)は次のようになる. (t1 = tF , t2 = tB , t3 =
tF , t4 = tB + mtF , QB

.= e−tB , QF
.= e−tF , KR2R4(q,QF ) .=

∑
R WR2RWRR4Q

l(R)
F と置いて,)

ZIFm =
∑

R1···R4

WR1R2WR2R3WR3R4WR4R1

×e−tF (l(R1)+l(R3)+ml(R4))e−tB(l(R2)+l(R4))(−1)m(l(R4)−l(R2))q
m
2 (κR4−κR2 )

=
∑

R2R4

(−1)m(l(R4)−l(R2))q
m
2 (κR4−κR2 )Q

l(R2)+l(R4)
B Q

ml(R4)
F K2

R2R4
(q,QF ). (7.43)

ここでKR2R4 の計算を実行する. (6.47)より

KR2R4 =
∑
R

SR2(xi = q−i+ 1
2 )SR(xi = ql

R2
i −i+ 1

2 )SR4(xi = q−i+ 1
2 )SR(xi = ql

R4
i −i+ 1

2 )Ql(R)
F

= WR2WR4

(∑
R

SR(xi = ql
R2
i −i)SR(xi = ql

R4
i −i)(qQF )l(R)

)
.

次に (· · ·) 内の計算について (7.15) から (7.16) への計算を逆に辿る. 即ち, まず winding base ~k に移って

Frobeniusの公式 ∏
j

(Pj(xi))
kj =

∑
R

χR(C(~k))SR(xi), Pj(xi)
.=

∑
i

xj
i (7.44)

を逆に用いる事によって,

(· · ·) =
∑
~k

(qQF )l(R)

z~k

∏
j

(
Pj(xi = ql

(R2)
i −i)

)kj ∏
j

(
Pj(xi = ql

(R4)
i −i)

)kj

= exp

{ ∞∑
n=1

(qQF )n

n
eR2
1 (qn)eR4

1 (qn)

}
.

ここで eR
1 (q)は elementary symmetric polynomialの 1次で ((6.46)以下から具体的計算例を参照),

eR
1 (q) = ql1−1 + · · · + qld−d + q−d−1 + q−d−2 + · · · + (q−1 + · · · + q−d) − (q−1 + · · · + q−d)

=
1

q − 1
+

d∑
i=1

(qli−i − q−i), (d = CR) (7.45)

となっている.さらに,

fR(q) .=
q

q − 1

d∑
i=1

(qli−i − q−i) =
d∑

i=1

q−i(qli + qli−1 + · · · + q) =
d∑

i=1

li∑
j=1

qj−i (7.46)

を定義して eR2
1 (q)eR4

1 (q)を計算すると次のようになる.

eR2
1 (q)eR4

1 (q) =
1
q

(
W 2 (q) + fR2(q) + fR4(q) + (q + q−1 − 2)fR2(q)fR4(q)

) .=
1
q

(
W 2 (q) + fR2R4(q)

)
.

ここでW (q) = 1
q1/2−q−1/2 は後で gauge理論の 1-loopの摂動項に相当する事が分かる.さらに fR2R4(q)を

fR2R4(q) =
∑
k∈Z

Ck(R2, R4)qk (7.47)
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と qで冪級数に展開しておき,元の定義から次が成り立つ事に注意しておく.

fR2R4(1) =
∑
k∈Z

Ck(R2, R4) = l(R2) + l(R4), (7.48)

d

dq
fR2R4(q)

∣∣∣∣
q=1

=
∑
k∈Z

kCk(R2, R4) =
1
2
κ(R2) +

1
2
κ(R4). (7.49)

そこで元に戻って, (· · ·)を求めると次のように書ける.
(

1
(1−x)2 =

∑∞
k=1 kxk−1,

∑∞
n=1

xn

n = − ln(1 − x)
)

(· · ·) = exp

{ ∞∑
n=1

Qn
F

n
W 2 (qn)

}
·exp

{ ∞∑
n=1

Qn
F

n
fR2R4(q

n)

}
=

∞∏
k=1

(
1 − QF qk

)−k ∏
k∈Z

(
1 − QF qk

)−Ck(R2,R4)
.

故にWpert
.=

∏∞
k=1

(
1 − QF qk

)−2k
と置くと次が得られる. (以下の計算の都合上 R4を Rt

4 で置き換えて,
R2を R1, R4を R2 で読み替える. (7.43)において,この置き換えは結果に何の影響も及ぼさない.)

K2
R1Rt

2
= Wpert · W 2

R1
W 2

Rt
2
·
∏
k∈Z

(
1 − QF qk

)−2Ck(R1,Rt
2) . (7.50)

ここで Nekrasovの partition functionとの比較の為に次のような parameterの置き換えを行っておく.

q = e−2R~ (igs = −2R~), QF = e−4Ra (tF = 4Ra). (7.51)

ここで Rは 5次元方向の compact化の半径, ~は 4次元 graviphotonの field strength F+, aは Coulomb
phaseのmass parameterにそれぞれ対応している.そこで (6.40)より,

WR(q) = qκR/4
∏

1≤i<j≤∞

q
li−lj+j−i

2 − q−
li−lj+j−i

2

q
j−i
2 − q−

j−i
2

= qκR/4
∏

1≤i<j≤∞

sinh[R~(li − lj + j − i)]
sinh[R~(j − i)]

となるので,表現Rlを非増加列 (µl,1, · · · , µl,dl
, 0, · · ·)のYoung tableauxで表して (3.2節の図 4参照),次が

得られる.

W 2
R1

W 2
Rt

2
= q

1
2 (κR1−κR2 )

2∏
l=1

∏
1≤i<j≤∞

sinh2[R~(µl,i − µl,j + j − i)]
sinh2[R~(j − i)]

.= q
1
2 (κR1−κR2 )Z1. (7.52)

同様にして
∏

k∈Z
(
1 − QF qk

)−2Ck(R1,Rt
2) についても parameterの置き換え (7.51)を行うと (7.48), (7.49)

を用いて,次のように書き直す事が出来る.∏
k∈Z

(
1 − QF qk

)−2Ck(R1,Rt
2) = (4QF )−l(R1)−l(R2)q−

κR1
−κR2
2

∏
k∈Z

1

{sinh[R(2a + ~k)]}2Ck(R1,Rt
2)

.

ここで次が成り立つ.
Proposition 7.3 [68]

∏
k∈Z

1

{sinh[R(2a + ~k)]}Ck(R1,Rt
2)

=
∏

i,j∈N

sinh[R(2a + ~(µ1,i − µ2,j + j − i))]
sinh[R(2a + ~(j − i))]

.= Z
1
2
2 . (7.53)

Proof. まず (7.46)より fRt
2

=
∑d2

i=1

∑µ2,i

j=1 qi−j = q
q−1

∑d2
i=1(q

i−1 − qi−µ2,i−1)に注意して,

∑
k∈Z

Ck(R1, R
t
2)q

k =
(q − 1)2

q
fR1fRt

2
+ fR1 + fRt

2

= fR1


d2∑

j=1

(qj−µ2,j−1 − qj−µ2,j ) +
d2∑

j=1

(qj − qj−1) + 1

 + fRt
2
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= fR1q
d2 + fR1

d2∑
j=1

(qj−µ2,j−1 − qj−µ2,j ) + fRt
2

=
d1∑

i=1

µ1,i∑
j=1

qj−i+d2 +
d1∑

i=1

µ1,i∑
k=1

d2∑
j=1

(qk−i+j−1−µ2,j − qk−i+j−µ2,j ) +
d2∑

j=1

µ2,j∑
i=1

qj−i.

これを用いると,

(左辺) =
d1∏

i=1

µ1,i∏
j=1

1
sinh[R(2a + ~(j − i + d2))]

d1∏
i=1

d2∏
j=1

µ1,i∏
k=1

sinh[R(2a + ~(k − i + j − µ2,j))]
sinh[R(2a + ~(k − i + j − 1 − µ2,j))]

d2∏
j=1

µ2,j∏
i=1

1
sinh[R(2a + ~(j − i))]

=
d1∏

i=1

µ1,i∏
j=1

1
sinh[R(2a + ~(j − i + d2))]

d1∏
i=1

d2∏
j=1

sinh[R(2a + ~(µ1,i − µ2,j + j − i))]
sinh[R(2a + ~(j − i − µ2,j))]

d2∏
j=1

µ2,j∏
i=1

1
sinh[R(2a + ~(j − i))]

となる一方で,

(右辺) =
d1∏

i=1

d2∏
j=1

[ ] ·
d2∏

j=1

∞∏
i=d1+1

[ ] ·
d1∏

i=1

∞∏
j=d2+1

[ ]

=
d1∏

i=1

d2∏
j=1

sinh[R(2a + ~(µ1,i − µ2,j + j − i))]
sinh[R(2a + ~(j − i))]

d2∏
j=1

d1+µ2,j∏
i=d1+1

1
sinh[R(2a + ~(j − i))]

d1∏
i=1

µ1,i∏
j=1

1
sinh[R(2a + ~(j − i + d2))]

=
d1∏

i=1

d2∏
j=1

sinh[R(2a + ~(µ1,i − µ2,j + j − i))]
d2∏

j=1

(
µ2,j∏
i=1

1
sinh[R(2a + ~(j − i))]

d1∏
i=1

1
sinh[R(2a + ~(j − i + µ2,j))]

)
= (左辺), (ただし上の等号では, 3つ目の項 (これは左辺の 1つ目の項に一致)の記述を省略した.)

よって (7.53)が示された.
　故に (7.50)で上述の書き換え ((7.52), (7.53))を行うと, (7.43)は次のようになる.

ZIFm = Wpert

∑
R1R2

(
QB

4QF

)l(R1)+l(R2)

Q
ml(R2)
F (−1)m(l(R1)−l(R2))q−

m
2 (κR1+κR2 )Z1Z2. (7.54)

ここで特に IF0 を考えて7,

QB

4QF
= (ΛR)4, (Λ : gauge理論の scale parameter) (7.55)

と置き換える事により (摂動項を除いて), Nekrasovの partition function (pure SU(2))の 5次元 version
(3.34)に一致している事が直ちに確認できる.即ち (3.35)と Z1 が, (3.36)と Z2 がそれぞれ一致している.
　ここでWpertについて以下のような評価を行う.まずR << 1とすると, q−n/2 − qn/2 = enR~ − e−nR~ '
2nR~を用いて, Fpert(a) .= − lnWpert = −

∑∞
n=1

e−4nRa

n(q−n/2−qn/2)
' −

∑∞
n=1

e−4nRa

4n3R2~2 となる8. ~を省略する

と ∂2Fpert(a) = −4
∑∞

n=1
Qn

F

n = 4 ln(1 − QF )が得られるので,これはまさしく 3.1節で述べた 1-loopの摂
動項に対応している事が確認できる.

∂2Fpert(a)
R<<1' 4 ln(4Ra). (7.56)

　同様にして SU(N)の場合 (Hirzebruchが梯子状に積み上がった diagram)や,さらにmatterが入った場
合 (del Pezzo曲面)に対しても計算がなされており,全て Nekrasovの分配関数と一致した結果が得られて
いる [62, 68, 91].

7m = 1, 2に関しては, 5次元 Chern-Simons term (0.2 参照)が couplingする事によって現れる任意性と解釈可能である事が知
られている [93].

8(7.51) より ~ は gs と考える事が出来るので, これはまさしく genus が 0 の展開項となっており, (6.3) で Seiberg-Witten
prepotential が現れていた理由が geometric engineering を経て明らかになる事が分かる.
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第8節　結論

この修士論文では, geometric engineeringを通してNekrasovによる 4D, N = 2の SYM理論の厳密解 (3.2
節)が,位相的弦理論から得られる事を示すことを目標にまとめた (7.3節).その一致は,物理的には弦理論が
gauge理論を真に含んでいる理論である事の例証となっていると見なせて,数学的にはG-値 bundleの framed
moduli空間上の正則関数環の指標が,ある local toric Calabi-Yau多様体のGromov-Witten invariantと一
致しているという興味深い現象を示唆している.また,そのような結論に至る中でも,開弦と閉弦の duality
(gauge理論と重力理論の duality)が位相的弦理論により抽出された (7.1節).このような結果は位相的弦
理論の厳密解により得られており,その厳密解の出所は 6.2節で述べたような 2Dの CFTの持つ無限次元
の対称性である事が分かる.それが結晶となって現れた例が 7.2節で述べた topological vertexである.そ
の組合せ論的解釈として 3Dの Young tableauxである plane partitionを用いたものが知られており [94],
さらにこれを用いて self-dualでない graviphotonの background (3.2節における ε1 + ε2 6= 0)に対応した
refined topological vertex [95]の議論も成されている [96].また,この論文で触れる事のできなかったA-model
の mirrorとしての B-model1についても, matrix modelや可積分系との関連で現在活発に研究されている
[97, 98].
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付録A　複素多様体の基礎

ここでは複素多様体について基本的な事をまとめておく [99, 100, 101].
Def A.1 (Complex manifold)
　 Hausdorff空間M (複素次元 n)を考えた時,その開被覆 ({Uα})が取れて, 同相写像 ψα : Uα → Cnが存

在し, Uα ∩ Uβ 6= ∅に対して, ψα(Uα ∩ Uβ)から ψβ(Uα ∩ Uβ)へのmap (fβα
.= ψβψ−1

α ) (及びその逆)が正
則写像となるような時, M を複素 n次元の複素多様体という. ({Uα, ψα}を局所座標近傍系という.)
Def A.2 (Almost complex structure)
　M : 2n次元多様体, U ⊂ M : open, U 3 (x1, · · · , x2n): local coordinate, p ∈ Uに対し, Tp(M)の complex
structure Jp を

Jp(∂i)
.= J k

i (p)(∂k)p, J k
i : C∞級, J l

i J k
l = −δ k

i (A.1)

によって表現, 定義する. この時各点 p に Jp を対応させる対応 J の事を M 上の C∞ 級 almost complex
structureといい,これが定義された多様体を almost complex manifoldという.
　ここでM が (複素次元 nの)複素多様体の時,局所座標で zI の実部と虚部をそれぞれ xI , yI と考える事

によってこれを 2n次元可微分多様体と見る事が出来る1 .そこで上のような対応

Jp

(
∂

∂xI

)
p

=
(

∂

∂yI

)
, Jp

(
∂

∂yI

)
p

= −
(

∂

∂xI

)
⇔ Jp

(
∂

∂zI

)
p

=
√
−1

(
∂

∂zI

)
, Jp

(
∂

∂z̄I

)
p

= −
√
−1

(
∂

∂z̄I

)
(A.2)

を定義する事によって, 座標系に依らない (これは Cauchy-Riemann の定理から分かる) almost complex
structureを定義する事が出来る事に注意しておく.
Def A.3 (Integrable)
　脚注のようにして T (M)の複素化 T C(M)を作る.そこで p ∈ M において

T+
p (M) .=

{
u ∈ T C

p (M)
∣∣ Jpu =

√
−1u

}
, T−

p (M) .=
{
u ∈ T C

p (M)
∣∣ Jpu = −

√
−1u

}
(A.3)

と置く.ここで任意の複素 vector場X ∈ XC(M)は,

X+ .= (X −
√
−1JX)/2, X− .= (X +

√
−1JX)/2

と置くことによって, X+
p ∈ T+

p (正則型), X−
p ∈ T−

p (反正則型), Xp = X+
p + X−

p と分解できる. (X+ ∈
X+(M), X− ∈ X−(M)で表す.)そこで almost complex structure J が integrableであるとは,

X,Y ∈ X+(M) ⇒ [X,Y ] ∈ X+(M) (A.4)

として定義される.
Fact A.1
　次の 3つは同値である.
(1) J が integrable,　 (2) M が複素多様体,　 (3) N(X,Y ) = 0, (X,Y ∈ X(M)).
ここで N は Nijenhuis tensorで次のように定義される. (及び局所座標近傍系での表示)

N(X,Y ) .= [X,Y ] + J [JX, Y ] + J [X,JY ] − [JX, JY ], Nk
ij = J l

iJ
k
[j;l] − J l

jJ
k
[i;l]. (A.5)

故に 2n次元多様体M 上に almost complex structureが定義できて Nijenhuis tensorが消える事が示され
れば, M は複素次元 nの複素多様体となる.以下M を複素 n次元複素多様体とする.

1Tp(M) と T ∗
p (M) の base を次の形で定義する.

　
“

∂
∂zI

”

p

.
= 1

2



“

∂
∂xI

”

p
−

√
−1

“

∂
∂yI

”

p

ff

,
“

∂
∂z̄I

”

p

.
= 1

2



“

∂
∂xI

”

p
+

√
−1

“

∂
∂yI

”

p

ff

,

　 (dzI)p
.
= (dxI)p +

√
−1(dyI)p, (dz̄I)p

.
= (dxI)p −

√
−1(dyI)p.
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Def A.4 (エルミート計量)
　M を 2n次元可微分多様体として, g: M の Riemann計量, p ∈ M, u, v ∈ Tp(M)とする.

gp(Jpu, Jpv) = gp(u, v) (A.6)

が成り立つ時 gをM のエルミート計量といい2, M をエルミート多様体という.ここで

gp(u +
√
−1v, u′ +

√
−1v′) .= (gp(u, u′) − gp(v, v′)) +

√
−1 (gp(u, v′) + gp(v, u′))と定義して,

gIJ (p) .= gp

((
∂

∂zI

)
p

,

(
∂

∂zJ

)
p

)
, gIJ̄(p) .= gp

((
∂

∂zI

)
p

,

(
∂

∂z̄J

)
p

)
,

gĪJ̄(p) .= gp

((
∂

∂z̄I

)
p

,

(
∂

∂z̄J

)
p

)
, gĪJ(p) .= gp

((
∂

∂z̄I

)
p

,

(
∂

∂zJ

)
p

)

と置く.すると, gIJ = gJI , gĪJ̄ = gJ̄ Ī , ḡIJ = gĪJ̄ , ḡIJ̄ = gĪJ が成り立つが g がエルミート計量ならば

gIJ = gĪJ̄ = 0が成り立つ.故にこの時metricを,

ds2 = gIJ̄dzIdz̄J (A.7)

と表す事が出来る.以下 gをエルミート計量とする.
Def A.5 (Kähler form)
　 p ∈ M, u, v ∈ Tp(M)に対し Kähler formが次で定義される.

ωp(u, v) .= gp(Jpu, v). (A.8)

ここで ωp(u, v) = −ωp(v, u)が成り立つ事が簡単に分かるのでM の各点 pに対し ωpを対応させる対応 ωは

M上 2-formとなる.一般的に X,Y ∈ X(M)に対して, X,Y が正則型ならば JX, Y も正則型であり, X,Y

が反正則型ならば JX, Y も反正則型となるので ω(X,Y ) = g(JX, Y )は (1,1)型の微分形式となっている.
これを局所座標近傍系で書くと定義から次のようになる.

ω = igIJ̄dzI ∧ dz̄J . (A.9)

Def A.6 (Kähler metric)

g : Kähler計量
def⇐⇒ (1) g : エルミート計量, (2) dω = 0 (closed). (A.10)

特に (2)の条件は gから得られる Levi-Civita connection (∇g = 0, torsion free)に関して,

∇iJ = 0, (i.e. J は covariantly constant) (A.11)

と同値である事が示される.この事はKähler多様体 (Kähler計量を持つエルミート多様体)については平行移
動で複素構造が不変に保たれる事を意味する.また (2)の条件を局所座標近傍系で書き下すと ∂gIJ̄

∂zK − ∂gKJ̄

∂zI = 0
を意味するので,

gIJ̄ = ∂I∂J̄K, (ω = i∂∂̄K)となるような,あるK が存在. (A.12)

のように表す事が出来る.このK の事を Kähler potentialという.
　M が Kähler多様体の時には,多様体上の Hodgeの理論などから 1.1.2節で述べたような事柄が成り立
つ. Kähler多様体の例としては,複素 1次元の複素多様体 (Riemann面)や Cn (複素ユークリッド空間)や
1.2.2節で紹介した IPn (複素射影空間)などがある.

2paracompact manifoldは必ず metric g を持ち,さらに g∗p(u, v) = 1
2

(gp(u, v) + gp(Jpu, Jpv))と置くことによって,常にエル
ミート計量が得られるので paracompact manifold はエルミート計量を持つ. 故にもちろん複素多様体は常にエルミート計量を持つ.
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付録B　表現論の基礎

ここでは表現論について基本的な事をまとめておく [102, 103].

B.1 Symmetric Polynomials

ここでは topological vertexの計算に現れる Schur polynomialに関する Jacobi-Trudy恒等式 (6.46)を示
す事を目標とする.まず k変数 (x1, · · · , xk), d次元斉次対称多項式によって張られる vector空間の baseと
なるものをいくつか考える.以下 Young tableauxの partitionを上の行から非増加列によって, R = (µ1 ≥
· · ·µk ≥ 0), Rt = (λ1 ≥ · · ·λl ≥ 0) (λ = µt)のように与えておく. (3.2節の図 4参照,

∑
i µi = dとする.)

Def B.1 (Symmetric polynomials)
(1) Complete symmetric polynomial hn(x)の母関数 (hn(x) = 0 for n < 0とする.)

H(t, x) .=
k∏

i=1

(1 − xit)−1 .=
∞∑

n=0

hn(x)tn. (B.1)

k = 3で例を示すと, h0(x) = 1, h1(x) = x1 + x2 + x3, h2(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2 + x2x3 + x3x1, · · ·

などが直ちに分かる.
(2) Elementary symmetric polynomial en(x)の母関数 (en(x) = 0 for n < 0とする.)

E(t, x) .=
k∏

i=1

(1 + xit)
.=

∞∑
n=0

en(x)tn. (B.2)

k = 3で例を示すと, e0(x) = 0, e1(x) = x1 + x2 + x3, e2(x) = x1x2 + x2x3 + x3x1, · · ·などが直ちに分か
る.一般的には en(x) =

∑
i1<···<in

xi1 · · ·xin となる.
(3) Schur polynomial

SR(x) .=
det xµi+k−i

j

det xk−i
j

=
det xµi+k−i

j

∆(x)
, (∆(x) .=

∏
i<j

(xi − xj) : 差積). (B.3)

ここで 2つ目の等号は Van der Monde行列式から分かる. k = 3で例を示しておく.

S (x) =

∣∣∣∣∣∣∣
x3

1 x3
2 x3

3

x2
1 x2

2 x2
3

x0
1 x0

2 x0
3

∣∣∣∣∣∣∣ /(x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3) = x1x2 + x2x3 + x3x1,

S (x) =

∣∣∣∣∣∣∣
x4

1 x4
2 x4

3

x1 x2 x3

x0
1 x0

2 x0
3

∣∣∣∣∣∣∣ /(x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2 + x2x3 + x3x1.

以下 Jacobi-Trudy恒等式 (6.46)を示す.
Proposition B.1 (Jacobi-Trudy恒等式)

SR(x) = det (hµi−i+j(x)) , (B.4)

SR(x) = det (eλi−i+j(x)) . (B.5)

Proof. (B.4)から示す.まず定義 (B.2)より,両辺に xp
j (1 ≤ j ≤ k, p ≥ k)を掛けて t = −x−1

j を代入する

と,
∏k

i=1(xj − xi)x
p−k
j = xp

j − e1x
p−1
j + · · · + (−1)kekxp−k

j となるが,この右辺は 0となるので次が得ら
れる.

xp
j − e1x

p−1
j + · · · + (−1)kekxp−k

j = 0. (B.6)
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次に E(−t, x)H(t, x) = 1 より (1 − e1t + · · · + (−1)kektk)(1 + h1t + h2t
2 + · · ·) = 1 となって, 両辺

tp−m (0 ≤ m < k, p ≥ k)の係数を比較する事によって次を得る.

hp−m − e1hp−m−1 + · · · + (−1)kekhp−m−k = 0. (B.7)

ここで (B.6), (B.7)を見比べると代数構造が全く同じである事に気づくので,以下のような e1, · · · , ek 変数

の多項式 A(p, q)が存在する.

xp
j = A(p, 1)xk−1

j +A(p, 2)xk−2
j +· · ·+A(p, k), hp−m = A(p, 1)hk−m−1+A(p, 2)hk−m−2+· · ·+A(p, k)h−m.

これを次のように k × k行列として表現する. (∀µ1, · · · , µk ∈ N ∪ {0})(
xµi+k−i

j

)
ij

= (A(µi + k − i, r))ir ·
(
xk−r

j

)
rj

, (hµi−i+j)ij = (A(µi + k − i, r))ir · (hj−r)rj .

故に次が得られる. (
xµi+k−i

j

)
ij

= (hµi−i+p)ip ·
(
h−1

p−q

)
pq

·
(
xk−q

j

)
qj

. (B.8)

しかるに, (hp−q)qpは対角成分が 1の上三角行列であるから det h−1 = 1となるので, (B.8)の両辺の行列式
を考えると直ちに (B.4)が示される.続いて (B.5)を示したいが,これは次を示せばよい.

det (hµi−i+j(x)) = det (eλi−i+j(x)) . (B.9)

その為の準備としてまず次を示す.
lemma B.1
　 A,B を AB = cIr (c: c数)を満たす r × r行列,
　集合の組 (S, S′), (T, T ′)を自然数の列 (1, · · · , r)の置換の 2つの集合への分割とする (S, T : k個, S′, T ′:
r − k個). この時, εをこの 2つの置換の符号の積として次が成り立つ.

cr−kAS.T. = εdet(A)BT ′.S′.. (B.10)

ここで AS.T. は上の置換によって得られた順に行列 Aの要素を取り出して, k × kの行列を作った時,その
行列式を表す.同様にして, BT ′.S′. は (r − k) × (r − k)行列の行列式を表す.
(∵) Aの行と列の置換を, 2つの置換行列 P,Qを左右から掛ける事によって,次のように表す.

PAQ =

(
A1 A2

A3 A4

)
, A1 : k × k行列, det A1 = AS.T.. (B.11)

この時 (AQ)ij = Aiσ(j)などとなっており,このような置換行列Qに対する置換行列X を (XB)ij = Bσ(i)j

のように持って来ると, AQXB = AB となるのでX = Q−1 でなければならないので次を得る.

Q−1BP−1 =

(
B1 B2

B3 B4

)
, B4 : (r − k) × (r − k)行列, det B4 = BT ′.S′.. (B.12)

よって (B.11), (B.12)を掛けて cIr =

(
A1B1 + A2B3 A1B2 + A2B4

A3B1 + A4B3 A3B2 + A4B4

)
より

PAQ

(
Ik B2

0 B4

)
=

(
A1 A2

A3 A4

)(
Ik B2

0 B4

)
=

(
A1 0
A3 cIr−k

)

となるので両辺の行列式を取る事により, det P det Qdet A · BT ′.S′. = AS.T. · cr−k から直ちに (B.10)が示
される.
　そこで (B.9)の証明を行う.まずAqp

.= (hq−p(x))qp , Bqp
.= ((−1)q−peq−p(x))qpとすると,これらは共に
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下三角行列でかつ (B.7)からAB = I の関係にある.そこで lemma B.1を用いたい.その為にまず r = k + l

として次のように S, T を取る. (最初に行った Young tableauxの定義を参照.)

(S|S′) = (µ1 + k(= k + l), µ2 + k − 1, · · · , µk + 1 | k + 1 − λ1(= 1), k + 2 − λ2, · · · , k + l − λl),

(T |T ′) = (k, k − 1, · · · , 1 | k + 1, k + 2, · · · , k + l).

ここで µ1 = l, λ1 = kに注意しておく.さらに S, S′に同じ元が存在しない事を示す事によって, (S|S′)が確
かに自然数の列 (1, · · · , r)の置換になっている事を示す.
(∵) S の任意の元 µi + k + 1 − i (1 ≤ i ≤ k) と S′ の任意の元 k + j − λj (1 ≤ j ≤ l) を取る. この時
µi + k + 1− i = k + j − λj を満たすような i, jが存在しない事を示せば良い.その為に, µi + λj = i + j − 1
を満たすような i, jの存在を仮定する.もしも µi ≥ jならば λj ≥ iなので µi + λj ≥ i + jより不適.よって
µi ≤ j − 1でなければならないが,この時 λj ≤ i− 1なので µi + λj ≤ i + j − 2となって,これも不適.故に
矛盾して上の主張が示された.
故にAS.T. = det

(
h(µi+k+1−i)−(k+1−j)

)
= det(hµi−i+j), BT ′.S′. = det

(
(−1)(k+i)−(k+j−λj)e(k+i)−(k+j−λj)

)
= det

(
(−1)λi−i+jeλi−i+j

)
= (−1)d det(eλi−i+j) となる (

∑
i λi = d). また, 置換の符号の積について

ε = (−1)d が成り立つ.
(∵) まず置換 (T |T ′)を考えると,その置換の符号 ε(T )は次で与えられる.

ε(T ) = (−1)[
k
2 ], ([n]は nを超えない最大の整数). (B.13)

次に置換 (S|S′)の符号 ε(S)を求める為に,まずは簡単なµ1 = l, µ2 = 1, · · · , µk = 1で与えられる tableaux
に対応した置換の符号 ε(S1)を考えると直ちに次を得る.

ε(S1) = (−1)l+[ k−1
2 ]. (B.14)

故に (B.13), (B.14)より,置換の符号の積が確かに

ε(T )ε(S1) = (−1)[
k
2 ]+l+[ k−1

2 ] = (−1)k+l−1 = (−1)d (B.15)

となっている. ここで任意の Young tableaux に 1 個 box を付け加えると, 必ず S の中の 1 つの元だけが
α → α + 1と増加して,それに付随して S′ の中の 1つの元だけが α + 1 → αと減少する.故に 1つ boxを
付加する事によって連続する 2整数の順序が入れ替わるので符号に−1が掛かる.故に (B.15)から帰納的に
上の主張が示される.
　よって lemma B.1を適用する事により, (B.9)が示された.
最後に次の公式を示しておく.
Proposition B.2 ((6.48),(6.49))∑

R

SR(x)SR(y) =
∏

i,j≥1

(1 − xiyj)−1, (
∑
R

: あらゆる表現 Rについての和), (B.16)

∑
R

SR(x)SRt(y) =
∏

i,j≥1

(1 + xiyj). (B.17)

Proof. まず (B.16)から示す.差積の部分は和に無関係なので置いておいて (Sk: k次の対称群, ε(σ): 置換の
符号),∑
R

(
det xµi+k−i

j

)
·
(
det yµi+k−i

j

)
=

∑
l1>···>lk

(
det xli

j

)
·
(
det yli

j

)
=

∑
l1>···>lk

∑
σ∈Sk

ε(σ)xlσ(1)
1 · · ·xlσ(k)

k

∑
σ′∈Sk

ε(σ′)yl1
σ′(1) · · · y

lk
σ′(k)

(σ′σ=σ′′)
=

∑
l1>···>lk

∑
σ∈Sk

x
lσ(1)
1 · · ·xlσ(k)

k

∑
σ′′∈Sk

ε(σ′′)ylσ(1)

σ′′(1) · · · y
lσ(k)

σ′′(k) =
∑
all l

xl1
1 · · ·xlk

k det yli
j
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=
∑

σ∈Sk

ε(σ)(1 + x1yσ(1) + x2
1y

2
σ(1) + · · ·) · · · (1 + xkyσ(k) + x2

ky2
σ(k) + · · ·)

= det(1 + xiyj + x2
i y

2
j + · · ·) = det

1
1 − xiyj

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1−x1y1
· · · 1

1−x1yk

...
...

1
1−xky1

· · · 1
1−xkyk

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
1−x1y1

· · · 1
1−x1yk

x2−x1
1−x1y1

· y1
1−x2y1

· · · x2−x1
1−x1yk

· yk

1−x2yk

...
...

xk−x1
1−x1y1

· y1
1−xky1

· · · xk−x1
1−x1yk

· yk

1−xkyk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(∵第 i行−第 1行)

=
(x2 − x1) · · · (xk − x1)

(1 − x1y1) · · · (1 − x1yk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
y1

1−x2y1
· · · yk

1−x2yk

...
...

y1
1−xky1

· · · yk

1−xkyk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(x2 − x1) · · · (xk − x1)
(1 − x1y1) · · · (1 − x1yk)

(y2 − y1) · · · (yk − y1)
(1 − x2y1) · · · (1 − xky1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0
y1

1
1−x2y2

· · · 1
1−x2yk

...
...

y1
1

1−xky2
· · · 1

1−xkyk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(∵第 j 列−第 1列)

= ∆(x)∆(y)
∏

i,j≥1

(1 − xiyj)−1, (∵ induction).

故に (B.16) が示された. 次に (B.17) を示す. まず elementary symmetric polynomial の定義 (B.2) より,∏k
j=1

∑∞
n=0 en(x)yn

j =
∏

i,j≥1(1+xiyj)となる.ここで, J-T恒等式 (B.5)より en(x) = S(1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n times,

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
k − n times

)(x)

のように表す事が出来るので,

k∏
j=1

∞∑
n=0

S(1,···,1,0,···,0)(x)yn
j =

∏
i,j≥1

(1 + xiyj). (B.18)

一方で complete symmetric polynomial の定義 (B.1) 及び J-T 恒等式 (B.4) を用いて上と同様に考える
と,

∏k
j=1

∑∞
n=0 S(n,0,···,0)(x)yn

j =
∏

i,j≥1(1 − xiyj)−1 を得る.そこで公式 (B.16)より,
∑

R SR(x)SR(y) =∏k
j=1

∑∞
n=0 S(n,0,···,0)(x)yn

j を得る.そこで xについての partitionの転置を考える事により1,

∑
R

SRt(x)SR(y) =
k∏

j=1

∞∑
n=0

S(1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n times

,0,···,0)(x)yn
j =

∏
i,j≥1

(1 + xiyj) (∵ (B.18))

となって (B.17)が示された.

B.2 Character

ここでは指標 (character)について述べる.
Def B.2 (Character)
　 R: 群 Gの表現, g ∈ Gとして指標 χR(g)を gの R上の対角和として定義する.

χR(g) .= Tr(g|R), (χR(1) = dimR) . (B.19)
1表現 R の Young tableaux に対して Schur polynomial が 1 つ定まり (R → SR), 一方で Young tableaux の転置を行う map

を考える事ができる (Ut : R → Rt). そこでこれらを組み合わせる事により, map SR → SRt が定義できる.
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指標の重要な性質としては, g, h ∈ Gに対して χR(h−1gh) = χR(g)が成り立つので指標は群の共役類上の
不変量を与えるというものである.特に

対称群 Sd (boxの総和が d個)の既約表現の数 =その共役類の数 (B.20)

が成り立つので指標によって対称群の既約表現の分類を行う事が出来る.以下 G = Sd を考える.まず C(~k)
を共役類とする.

~k = (k1, k2, · · · , kd), d =
d∑

j=1

jkj .

次に指標の直交性 (4.37)を示す.
Proposition B.3 (指標の直交定理)

(
z~k

.=
∏

j kj !jkj

)
∑
~k

1
z~k

χR(C(~k))χR′(C(~k)) = δRR′ ,
∑
R

χR(C(~k))χR(C(~k′)) = z~kδ~k~k′ . (B.21)

Proof. まずAを既約表現Rから既約表現R′への g-module homomorphismの元とする.また gのR,R′で

の表現をそれぞれ πR(g), πR′(g)とおいて, M
.=

∑
g∈G πR(g−1)AπR′(g)を定義すると h ∈ Gに対して,

πR(h)M =
∑

g

πR(hg−1)AπR′(g) =
∑
g′

πR(g′−1)AπR′(g′h) = MπR′(h)

となる.ここで Schurの lemmaを用いるとM はR 6= R′の時にはM = 0で, R = R′の時にはM = cIR (c ∈
C, IR: 表現 Rでの単位行列)となる事に注意しておく.まずは R = R′の時を考えて, Aを (l,m)成分だけ
が 1でその他 0の行列とすれば cδij =

∑
g{πR(g−1)}il{πR(g)}mj が得られる.そこで i = jとして和を取る

と, cdimR = dimGδlm を得る.故に∑
g

{πR(g−1)}il{πR(g)}mj =
dimG

dimR
δijδlm

を得る.ここで i = l,m = j として和を取ると,上述の Schurの lemmaに注意して次の形の指標の直交定理
を得る. ∑

g∈G

χR(g)∗χR′(g) = dimGδRR′ . (B.22)

特に今指標が実数で,共役類 C(~k)には d!/
∏

j kj !jkj 個の元が属しており,かつ dimG = d!となっているの
で (B.22)より指標の直交性 (B.21)の 1つ目が直ちに示される. (2つ目の証明略 [103].)
　次に Newton polynomialを以下で定義する.

P~k(x) .=
d∏

j=1

(Pj(x))kj , Pj(x) .=
k∑

i=1

xj
i . (B.23)

Fact B.1 (Frobeniusの指標公式)
　 f(x)が x1, · · · , xk の形式的冪級数で与えられている時, [f(x)](l1,···,lk)を f(x)の xl1

1 · · ·xlk
k の係数で定義

する.この時,次が成り立つ.

χR

(
C(~k)

)
=

[
∆(x)P~k(x)

]
(l1,···,lk)

, (li
.= µi + k − i). (B.24)

これを用いると, ε(σ)χR

(
C(~k)

)
=

[
∆(x)P~k(x)

]
(lσ(1),···,lσ(k))

となるので直ちに次を得る. ((4.36),(7.16),(7.44)
などで引用した公式)

P~k(x) =
∑
R

χR

(
C(~k)

)
SR(x). (B.25)
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