
Recent Developments in Non-Commutative Gauge Theory

東京大学大学院 理学系研究科 物理学専攻 素粒子論研究室 　浜中 真志

E-mail: hamanaka@hep-th.phys.s.u-tokyo.ac.jp

非可換空間上の場の理論は, 一様磁場中の物理系の解明にその威力を発揮し , ここ数年目覚ましく進
展した. 特にタキオン凝縮といった Dブレーンの力学への応用に大成功を収め, 今や非可換の考え方
や手法は素粒子論の広い分野に浸透したと言えよう. このお話では, 非可換空間上のゲージ理論の最
近の進展について, 非可換ソリトン (＝非可換空間上のソリトン)を題材に振り返り, それが果たした
役割や特長, 問題点を紹介し , 今後の方向性について議論したい.

1 Introduction

非可換空間は座標関数同士の積の非可換性で特徴付けられる：

[xi, xj ] = iθij . (1)

ここで, θijは反対称な実定数であり, 非可換パラメータと呼ばれる. 1 この関係式は, 量子力学の正準交

換関係

[q, p] = ih̄ (2)

に類似しており,「空間の不確定性関係」を導く. このことから非可換空間上では, 粒子の位置は完全に

決めることができず, ある広がった分布を持つ. その結果,可換な空間上では存在した場の特異点が, 非

可換空間上では解消されるということが起こりうる. 分布の広がりの幅は
√
|θij |に比例し , 可換な空間

への極限 θij → 0で特異性が復活する.

非可換空間上の場の理論においても運動方程式, BPS方程式を定義することができ, そのソリトン解を

非可換ソリトンと呼ぶ. 非可換ソリトンにおいても, 特異点解消が一般に起こり, 可換な場合には見られ

ない面白い結果を生み出す. 例えば非可換インスタントンでは (完備化された)インスタントン・モジュ

ライ空間の特異点が一般に解消し [50], 特異でない U(1)インスタントン解を具体的に構成することがで

きる [52].

非可換空間上の場の理論は一般に背景に磁場のかかった物理系を記述する. 2 近年の非可換空間上の

ゲージ理論 (以後「NCゲージ理論」と略す.) 3 の爆発的発展は主にこの事実の弦理論的再現 [7], [10],

[56]に基づくものである．Dブレーン上に誘起されるゲージ理論のソリトンは,より低い次元のDブレー

ンを表す. したがって背景に一様な B場 (磁場と等価)のかかった状況での Dブレーンは非可換ソリト

ンとして記述され, 非可換 (BPS)ソリトンの厳密解の構成により, タキオン凝縮といった Dブレーンの

(静)力学が厳密に議論できるのである.

この記事では, まずセクション 2で NCゲージ理論の基礎を概説したのち, セクション 3で, NCゲー

ジ理論と一様B場 (磁場)中の Dブレーン上のゲージ理論との等価性を ADHM/Nahm構成法を題材に

議論する. ADHM/Nahm構成法は自己双対ゲージ場の本質を最も的確に捉える一つの見方であるが, D

ブレーンの複合系からその物理的解釈を行うと非常に明解に理解される. ADHM/Nahm構成法は非可
1 非可換パラメータ θij は今のところ手で与えるしかない.
2 磁場中の荷電粒子の運動で重心座標が非可換に見えるという話は良く知られている (例えば [24]のセクション 3.1).
3「非可換ゲージ理論」と略すと,非可換空間上の (Non-Commutative)ゲージ理論なのか,ゲージ群が非可換な (Non-Abelian)

ゲージ理論なのか, 区別が付かなくなるので.
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換化できるため, 非可換の効果が B場 (磁場)の効果として見えるはずであり, 実際それが具体解などか

ら見て取れる. それについて詳しく議論する. セクション 4では, ADHM/Nahm構成法と並ぶ強力な非

可換ソリトンの構成法：Solution Generating Techniqueを紹介する. これこそがタキオン凝縮の議論に

大きな進展をもたらした重要な手法であり, 広い分野にインパクトを与えた. 最後にセクション 5で, 現

状と今後の方向性について私なりの意見を述べる.

2 Non-Commutative(=NC) Gauge Theory

NCゲージ理論の記述には次の 3つの方法があり, Weyl変換および Seiberg-Wittenマップによって 1

対 1に対応づけられる4 ：

(i) スター積を用いる記述
(
可換極限：θij→0−→ 普通の可換空間上の理論

)

↑
〈非可換側 〉 Weyl変換

↓
(ii) オペレーター形式の記述

↑
Seiberg-Wittenマップ

↓
〈可換側 〉 (iii) 背景一様B場 (＝磁場)中の DBI作用による記述

SeibergとWittenが明らかにしたのは (i)と (iii)の等価性であるが, ここでは触れない. このセクション

ではまずスター積を用いる記述 (i)によって NCゲージ理論を定義し , それからWeyl変換という変換を

用いてオペレーター形式の記述 (ii)に移る. オペレーター形式の記述で厳密解を求める.

簡単のため, この記事では NC G = U(1) (3 + 1)次元Yang-Mills-Higgs理論を具体例として議論を進

める. 作用 IYMHは次の通り：

IYMH = − 1
4g2

YM

∫
d4x Tr (FµνF

µν + 2DµΦDµΦ) . (3)

ここで, Φはゲージ群 Gの随伴表現に属する Higgs場であり, d4x := dx0dx1dx2dx3, Fµν := ∂µAν −
∂νAµ + [Aµ, Aν ], Dµ := ∂µ + Aµ (µ, ν = 0, 1, 2, 3)である. 運動方程式, BPS方程式は次のようになる：

運動方程式 ： [Dν , Fνµ] + [Φ, [Φ, Dµ]] = 0, [Dµ, [Dµ,Φ]] = 0, (4)

BPS方程式 ： Bi = ±[Di, Φ]. (5)

ここで, Bi := −(i/2)εijkF
jk (i, j, k = 1, 2, 3)は磁場である. 複号は上段が Self-Dual, 下段が Anti-Self-

Dualの場合を表す (以後同様). BPS方程式はエネルギー Eの下限を満たすものとして次のように導か

れた：

E =
1

2g2
YM

∫
d3x Tr

[
1
2
FijF

ij + DiΦDiΦ
]

=
1

2g2
YM

∫
d3x Tr[(Bi ∓DiΦ︸ ︷︷ ︸

=0 ⇔ BPS

)2 ± ∂i(εijkF
jkΦ)]. (6)

4 この記事では「非可換 Euclid空間」のみを扱う. なお「曲がった非可換空間」では (i)と (ii)の 1対 1対応は一般には成
り立たない. 「曲がった非可換空間」の解説を含む記事として例えば [59]がある. また記述 (iii)は, 座標関数同士の非可換性
(1)がなく, 可換側と呼ばれる.
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以後, 非可換座標は x1, x2であるものとする. 5 すなわち

[x1, x2] = iθ, (θ > 0), それ以外の座標同士： [xµ, xν ] = 0. (7)

(i) スター積を用いる記述

スター積は普通の可換な関数 (場)に対して定義される積の一つである6 ：

f ∗ g(x) := exp
(

i

2
θij∂

(x′)
i ∂

(x′′)
j

)
f(x′)g(x′′)

∣∣∣
x′=x′′=x

= f(x)g(x) +
i

2
θij∂if(x)∂jg(x) +O(θ2) (8)

スター積は次の重要な性質を持つ：




• 結合則が成り立つ：f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h.

• 座標関数同士の非可換性 (1)を再現：[xi, xj ]∗ := xi ∗ xj − xj ∗ xi = iθij .

• θij → 0で普通の積に戻る.

NCゲージ理論は, 普通の可換空間上のゲージ理論に現れる場同士の積を全てスター積に置き換える

ことで得られる. したがって, NC G = U(1) Yang-Mills-Higgs理論の作用, 運動方程式, および BPS方

程式はそれぞれ, 式 (3), (4), (5)において場同士の積が全てスター積に置き換わったものに等しい. 作用

に無限個の微分が入っているが, 7 場は普通の可換な関数なので, 運動方程式, BPS方程式を導出するに

は, 可換な場合と同じ手順を踏めばよいのである. なおゲージ群は普通 U(N)で考える. 8

(ii) オペレーター形式の記述

今度は,座標の非可換性 (1)から出発してNCゲージ理論を定義する. 新しい変数を â := (1/
√

2θ)ẑ, â† :=

(1/
√

2θ)ˆ̄z (ただし ẑ := x̂1 + ix̂2)として定義すると, [x̂1, x̂2] = iθより,

[â, â†] = 1 (9)

が分かる. これより, â†, âはそれぞれ調和振動子の生成, 消滅演算子と解釈できる. これらが作用する

Fock空間をHと書くと, H = ⊕∞n=0C|n〉である. ここで, |n〉 :=
{
(â†)n/

√
n!

}
|0〉, (n = 0, 1, . . .)は占有

数表示の基底であり, â†â|n〉 = n|n〉, â|0〉 = 0を満たす.

場 f̂は x̂の関数であるから, Fock空間Hに作用する演算子となり, 占有数表示で以下のように表され

る (次ページ表参照)：

f̂(x̂1, x̂2, x3) =
∞∑

m,n=0

fmn(x3)|m〉〈n|
場が x3軸対称な場合

(次ページ表参照)
=

∞∑

n=0

fn(x3)|n〉〈n|. (10)

(i)と (ii)の等価性9

5 時間座標を非可換にすると因果律やユニタリティが破れるという議論があり, 普通は空間座標のみを非可換にする. (時間
座標を非可換にする NCOS理論, OM理論と呼ばれるものも存在し, 例えば [1]の中の寺嶋さんの解説がある.) また非可換パ
ラメータの表す行列は反対称であり, そのランクは偶数であるから, このように非可換性を導入するしかない.

6 正確にはスター積はもっと一般的に定義されるものであるが, ここでは「非可換 Euclid空間」のみを扱うので, このよう
な具体的表式 (Moyal積と呼ばれる)で表した.

7 このため非可換空間上の場の理論は, 一般に非局所性を持ち, またパリティを破るが (非可換パラメータ θij の存在があら
わに Lorentz対称性を破っていることからも分かる), 一様磁場中の物理系と等価であり, 意味のない理論というわけではない.

8 積がスター積なので g1, g2 ∈ Gであったとしても, g1 ∗ g2 ∈ Gとは限らない. 例えば G = SU(N)だと行列式が 1という
条件からはみ出してしまう.

9 詳しくは [24]などを参照.
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(i)と (ii)は「非可換 Euclid空間」では等価な記述であり, Weyl変換という変換によって対応づけら

れる. (i)の記述における場 f(x1, x2)は, 次式で定義されるWeyl変換によって, (ii)の記述における場

f̂(x̂1, x̂2) にうつされる (簡単のため x3依存性は考えない)：

f̂(x̂1, x̂2) :=
1

(2π)2

∫
dk1dk2 f̃(k1, k2)e−i(k1x̂1+k2x̂2), (11)

ただし , f̃(k1, k2) :=
∫

dx1dx2 f(x1, x2)ei(k1x1+k2x2).

場 f(x1, x2)を一度 Fourier変換したものを, そのまま逆 Fourier変換する際, expの肩の座標 x1, x2をオ

ペレーター x̂1, x̂2に置き換えて変換したようなものである：

f(x1, x2)
↙ |

f̃(k1, k2) Weyl変換
↘ ↓

f̂(x̂1, x̂2).

Weyl変換はスター積を行列の積にうつす：f̂ ∗ g = f̂ · ĝ.

Weyl変換の逆変換は直接には

f(x1, x2) =
∫

dk2 e−ik2x2
〈
x1 +

k2

2

∣∣∣f̂(x̂1, x̂2)
∣∣∣x1 − k2

2

〉
(12)

と書ける. Weyl変換により, 場や掛け算だけでなく, 微分, 積分も１対１に対応し , (i)と (ii)の記述は等

価になる. 対応関係は以下の通り：

(i)スター積を用いる記述 (ii)オペレーター形式の記述

場 普通の関数 無限次元正方行列

f(x1, x2) f̂(x̂1, x̂2) =
∞∑

m,n=0

fmn|m〉〈n|

積 スター積 行列の積
(f̂ ∗ g = f̂ ĝ) 結合則：f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h 結合則：f̂(ĝĥ) = (f̂ ĝ)ĥ (自明)
非可換性 [xi, xj ]∗ := xi ∗ xj − xj ∗ xi = iθij [x̂i, x̂j ] = iθij

微分 ∂if ∂if̂ := [−i(θ−1)ij x̂
j

︸ ︷︷ ︸
=: ∂̂i

, f̂ ]

特に ∂ix
j = δ j

i 特に ∂ix̂
j = −i(θ−1)ik[x̂k, x̂j ] = δ j

i

積分
∫

dx1dx2 f(x1, x2) 2πθTrHf̂(x̂1, x̂2)

曲率 Fij = ∂iAj − ∂jAi + [Ai, Aj ]∗ f̂ij = ∂iÂj − ∂jÂi + [Âi, Âj ]
= [D̂i, D̂j ]− i(θ−1)ij

(ただし D̂i := ∂̂i + Âi)

(ii)の行列要素

√
n!
m!

(
2r2/θ

)m−n
2 ei(m−n)ϕ× |n〉〈m|

2(−1)nLm−n
n (2r2/θ)e−

r2

θ

| | |(
x1-x2平面
で回転対称

) (
ϕに依らない
⇔ m = n

) (
(x̂1)2 + (x̂2)2 ∼ â†â と可換

⇔ m = n

)

↓ ↓ ↓
ある射影 2(−1)nLn(2r2/θ)e−

r2

θ |n〉〈n|
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ここで, (r, ϕ)は極座標, Lα
n(x)は次式で定義される Laguerre多項式である：

Lα
n(x) :=

x−αex

n!

(
d

dx

)n

(e−xxn+α). (13)

(特に Ln(x) := L0
n(x).) 注意すべきことは, オペレーター形式の曲率の式で, [D̂i, D̂j ] とくくったため,

[∂̂i, ∂̂j ](= i(θ−1)ij)を相殺するための定数項−i(θ−1)ijが現れたことである.

これによりオペレーター形式の記述での BPS方程式 (5)は

(B̂3 =) 2[D̂z, D̂
†
z] +

1
θ

= ±[D̂3, Φ̂],

(B̂z =) [D̂3, D̂z] = ±[D̂z, Φ̂] (14)

と表される. ただし , D̂z := (1/2)(D̂1 − iD̂2), B̂z := (1/2)(B̂1 − iB̂2)のように 1,2成分を複素に組んだ.

B̂3に定数項が含まれているのは, 上述の通りである.

以後, 解の構成の議論は全てオペレーター形式の記述で行う. このセクションでは Fock空間に作用す

る演算子にはハットを付けたが以後省略する. また簡単のため以後Anti-Self-Dual方程式を扱う.

3 ADHM/Nahm Construction

ADHM/Nahm構成法10 とは, 任意のインスタントン解/モノポール解の非常に強力な構成法の一つ

であり, 多くの応用がある. これは, インスタントン/モノポールの解空間 (4次元/3次元自己双対方程式

の解空間)と ADHM/Nahm方程式の解空間との 1対 1対応 (双対性)を利用したものであり, それらの

解空間どうしは「Dirac方程式の零モード」を介して対応づけられる. 非可換インスタントン/モノポー

ル解もこの方法で構成することができ, 既知の厳密解は (オペレーター形式では)主にこの方法で求めら

れた. ここでは ADHM/Nahm構成法のDブレーン解釈を紹介し , その双対性が成り立つ理由と, 空間を

非可換にした効果と背景に B場をかけた影響との関連について論じる.11

まず, G = U(N), kインスタントンのADHM構成法について説明する. 可換空間上のADHM方程式

は正確には次のようになる：

(µR :=) [B1, B
†
1] + [B2, B

†
2] + II† − J†J (≡ −[z1, z̄1]− [z2, z̄2]) = 0,

(µC :=) [B1, B2] + IJ = 0. (15)

ここで, B1, B2は k× k行列, I, J†は k×N 行列である. 非可換空間上では, (15)の第 1式の括弧内の部

分がノンゼロとなり, ADHM方程式は

(µR :=) [B1, B
†
1] + [B2, B

†
2] + II† − J†J = −2(θ12 + θ34) =: ζ,

(µC :=) [B1, B2] + IJ = 0. (16)

のように少し修正される. 非可換空間上での 4次元自己双対方程式12

(Fz1z̄1 + Fz2z̄2 =) −[Dz1 , D
†
z1

]− [Dz2 , D
†
z2

]− 1
2

(
1

θ12
+

1
θ34

)
= 0,

(Fz1z2 =) [Dz1 , Dz2 ] = 0. (17)
10 包括的レヴューとして [20]がある. 参考文献もそこに網羅してある.
11 背景 B 場中の Dブレーン複合系に関する議論については, この研究会の今泉さん, 村上さん, 太田さん, 佐藤さんの発表お
よび, [1]の中の松尾 (俊)さんの記事も御参照ください.

12 いま非可換性は (空間) 4次元方向全てに導入している. (θ12 と θ34 のみノンゼロとした.)
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図 1: ADHM構成法の Dブレーン解釈

と見比べれば, ADHM方程式と 4次元自己双対方程式とで美しく対応していることが良く分かる. (16)

の第 1式の右辺の定数 ζがノンゼロであれば, (完備化された)インスタントン・モジュライ空間の特異

点が解消することが知られている [50]. したがって解消された特異点の部分に対応する, 可換空間にはな

いインスタントン解が存在することになる. これが U(1)インスタントンであり, 実際に非可換R4上で

非特異な解として構成された [52], [12].

ここでこれらの方程式の Dブレーン解釈 [9], [61] を紹介する. 背景となる系は k個の D0ブレーンと

N 枚の D4ブレーンの BPS複合系である (図 1参照).

この系を２つの異なった立場から記述しよう. まず D4から見る. このとき例えばゲージーノの SUSY

変換の式から, (4次元)自己双対方程式がこの BPS系を記述するものとして得られ, D0ブレーンはイン

スタントンとして記述される. 一方D0から見ると SUSYを保つ条件は D項条件として得られる. D項

条件を書き下すには, D0上の SYM理論の零質量スカラー場を持ってこなければならないが, これは 0-0

ストリングからくるもの (k× k行列) および (ハイパー多重項の)13 0-4ストリングからくるもの (k×N

行列)がある. これらをそれぞれ B1,2および I, J†と表して, D項条件を書き下すと, ちょうど ADHM方

程式が得られる. どちらの方程式も同じ物理系を記述するものであるから, 解空間の等価性は自明であ

る. またインスタントン・モジュライの次元は 4Nkであることが知られているが, この D0-D4 BPS系

で D0の動く自由度を考えると, これも明らかである. さらに空間を非可換にした効果は ADHM構成法

そのものの枠組みで自然に現れるが, 一方Dブレーン解釈から考えると, B場の効果が FIパラメータと

して D項条件式に現れたと理解できる. ここに空間を非可換にした効果と磁場を入れた効果が全く同一

のものとして現れている.

一方, 可換空間上の Nahm方程式は G = U(1), U(2)の場合, 次式のようになる14 ：

dTi

dξ
− i

2
εijk[Tj , Tk] (≡ −1

2
[z, z̄]δi3) = 0. (18)

Tiは ADHM構成法のB1,2に相当し , 1-1ストリングからくるスカラー場に対応する. 非可換空間上では

インスタントンの時と同様に
dTi

dξ
− i

2
εijk[Tj , Tk] = −θδi3 (19)

と少し修正される. これも非可換空間上の Bogomol’nyi方程式 (14)

[Φ, Di]− i

2
εijk[Dj , Dk] =

1
θ
δi3 (20)

13 今考えている状況は Higgsブランチに相当する.
14 さらに境界条件が必要である. この境界条件は実は Myers効果 [49]と関係がある. (レヴューとして例えば [39]がある.)
また, G = U(N), N ≥ 3の場合は少し複雑な形になる. (ADHM方程式の I, J に対応する項が追加される.)

6
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図 2: Nahm構成法の Dブレーン解釈

と見比べれば双対関係が顕著である.

Nahm構成法のDブレーン解釈 [8]も存在し , D1-D3ブレーン複合系として記述される (図 2参照). イ

ンスタントンの時と同様に, Bogomol’nyi方程式および Nahm方程式はそれぞれ D3および D1からみた

ときの BPS条件として表される. したがって両者の解空間の等価性は自明である. B場の効果について

の議論は 8ページ脚注に回す.

次に簡単な具体解を少し紹介する.

可換空間上の G = SU(2) (ASD) 1インスタントン解 (BPST解)は ADHM構成法により次のように

求められる (ADHM方程式 (15)の解としては B0,1 = 0, I = (ρ, 0), J = (0, ρ)t (ほぼ自明解)を取ればよ

い. 15 )：

Aµ =
2xν

|x|2 + ρ2
η−νµ, Fµν =

4ρ2

(|x|2 + ρ2)2
η−µν . (21)

ここで η−µν = η−i
µν ⊗ σi, η−i

µν := εiµν4 − δiµδν4 + δiνδµ4 であり, η−i
µνは’t Hooftのイェータ・シンボルと呼

ばれるAnti-Self-Dualテンソルである. したがってこの解は Anti-Self-Dualである. ρはインスタントン

のサイズ (半値幅)を与えるモジュライ・パラメータである. したがって ADHMデータ I, Jはインスタ

ントンのサイズの情報を含んでいる. 今このサイズ ρをゼロにもっていくと, 曲率 Fµνはデルタ関数型の

分布になり, インスタントンの仲間からはみ出してしまう. この ρ = 0に対応するモジュライ空間の「端

点」をスモール・インスタントン特異点と呼ぶ. このように可換空間上ではスモール・インスタントン

特異点が存在し , ADHMデータ I = 0, J = 0によって特徴付けられる.

非可換空間上の G = U(2) (ASD) 1 インスタントン解 (非可換 BPST解)も ADHM構成法により

同様に求められる [52], [12]. これを与える非可換 ADHM 方程式 (16)の解としては B0,1 = 0, I =

(
√

ρ2 + ζ, 0), J = (0, ρ)t (ほぼ自明解)を取ればよい. (ζ > 0とした.) 可換空間の場合と比べると Iの値

が少し異なるため, さっきと同様に ρをゼロにもっていっても Iはゼロにならず, サイズ有限の非特異な

インスタントンが生き残る. これが実は U(1)インスタントンであり, スモール・インスタントン特異点

が解消されたことによって生じた新しいインスタントン解に相当する. U(1)インスタントンは位置を表

すモジュライ・パラメータしか持たず, 広がりのサイズは一定 (大体
√

ζぐらい)である.

可換空間上の 1-Diracモノポール解は Nahm構成法により次のように求められる (Nahm方程式 (18)

15 B0,1は D0ブレーン上のゲージ理論のスカラー場の期待値であり, (対角化された場合の対角成分が) インスタントンの位
置を表すので, B0,1 = 0というのはインスタントンを原点に置いたことに相当する.
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図 3: Diracモノポールの磁場分布 (可換空間上 (左) V.S. 非可換空間上 (右))

の解としては Ti = 0 (自明解)を取ればよい. k = 1の場合はこれで境界条件も満たされる.)：

Φ = − 1
2r

, Ar = Aϑ = 0, Aφ =
1
2r

1 + cos ϑ

sinϑ
. (22)

ただし (r, ϑ, φ)は普通の極座標である. ゲージ場は ϑ = 0で発散しており, それから計算される磁場も

ϑ = 0, すなわち x3軸の正の部分にデルタ関数型の特異性を持つことが分かる. この x3軸の正の部分に

沿ったストリング状の特異点の集まりを Diracストリングと呼ぶ. Diracストリングは無限小の幅を持っ

たソレノイドと解釈でき,ゲージ変換でその方向が変わる非物理的対象である. 16 x3軸の正の部分以外

では磁場は

Bi = −∂iΦ = − xi

2r3
(23)

と計算され, 放射状の分布をしている. (図 3の左参照.)

非可換 1-Diracモノポールの厳密解は [18]でNahm構成法により求められた (非可換Nahm方程式 (19)

の解としては Ti = −δi3θξ (自明解) を取ればよい.) 17 ：

Φ =
∞∑

n=0

Φn|n〉〈n| = −
{ ∞∑

n=1

(
ξ2
n − ξ2

n−1

)
|n〉〈n|+

(
ξ2
0 +

x3

θ

)
|0〉〈0|

}
,

Az =
1√
2θ

∞∑

n=0

(
1− ξn

ξn+1

)
a†|n〉〈n|, A3 = 0. (24)

ここで ζn :=
∫ ∞

0
dp pne−θp2+2px3 , ξn :=

√
nζn−1

2θζn
. (25)

これは至るところ非特異な解である. 無限遠の振る舞い (rn + x3 →∞, rn :=
√

(x3)2 + 2θn) は次のよ

うになる18 ：

Φn ∼





−x3

θ
: n = 0, x3 → +∞

− 1
2rn

= ± 1
2
√

(x3)2 + 2θn
：それ以外

(26)

16 モノポールに関する詳しいレヴューとして例えば [14], [23]がある.
17 Ti(ξ)は D1ブレーン上のゲージ理論のスカラー場の期待値 (すなわち D1ブレーンの位置)を表すので, この非可換 Nahm
方程式の解は D1ブレーンが ξ方向に傾き −θで傾いていることを表している. そしてこの傾きこそが, D1ブレーンの端点 (磁
荷を帯びている)が B 場 (磁場)に引っ張られた効果を表しているのである. (図 4の右下図参照.) この θは座標の非可換性か
ら Nahm方程式に現れたものであり, ここに非可換の効果と B 場の効果との一致が見られる.

18 鞍点法で ζn の積分を処理した.
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図 4: Diracモノポールの Higgs場の配位 (上)と Dブレーン解釈 (下) (左：可換空間, 右：非可換空間)

(B3)n ∼





1
θ

: n = 0, x3 → +∞
− x3

2(rn)3
：それ以外

(27)

これから分かるように, Higgs 場および磁場はともに n = 0, x3 → ∞, すなわち x3 軸の正の部分

で特別な振る舞いをし , 19 磁場分布はおおよそ図 3の右のようになる. x3 軸の正の部分の一様な磁

場 (B3(x3 → +∞))0|0〉〈0|は, Weyl変換でスター積を用いる記述に戻ると, ちょうど Gauss型の分布

(2/θ) exp
{−((x1)2 + (x2)2)/θ

}
になり, その幅は大体

√
θである. したがって可換空間上への極限 θ → 0

で, これはちょうどデルタ関数型の分布になり, もとの特異な Diracストリングに一致する.

次に Dブレーン解釈を考える. G = U(1) Yang-Mills-Higgs理論は 1枚の D3ブレーンの有効理論で

記述できる. このとき Higgs場 Φの値は D3ブレーンの広がった方向に垂直なある 1方向の D3ブレー

ンの位置を表す. Diracモノポール解の配位は, まっすぐ無限にのびた D1ブレーンが D3ブレーンに端

を持ち, 安定化した状況に相当する. (9ページの図 4の左下参照.) このときD1ブレーンは D3ブレーン

と一体化し , D3ブレーンの突起と解釈される. D1ブレーンの端は磁荷を帯びており, D3ブレーンから

みるとモノポールに見える. 今考えている非可換の場合に相当するのは, D3ブレーン上に背景一様B場

(磁場)が x3方向に入っている状況であり, D1ブレーンの端は一様 B場に引っ張られ, ある傾きを持っ

た状態で D1ブレーンの張力と釣り合って安定となる [29], [30], [31]. (図 4の右下参照.)

Higgs場の配位 (22)および (26)を図示すると, 図 4の左上および右上のようになる. 上記の Dブレー

ン解釈 (図 4下)と比較すると, Higgs場の x3軸の正の部分での特異な振る舞いは D3ブレーンが突起し

てできた D1ブレーンを表していると考えられる. x3軸の正の部分の磁束は, この D1ブレーンの「影」
19 今 nを大体 1-2平面上の原点からの距離の 2乗と思っている ((x1)

2 + (x2)
2 ∼ 2θn).
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である [18]. 20 D1ブレーンの傾きは, D3ブレーンから測って −1/θであり, ξ軸から測った傾きが −θ

であることと全く矛盾せず (図 4の右下参照), また, DBI作用の解析から求められた可換側の記述 (iii)で

の非可換モノポールのブレーン解釈 [48], [32] の結果とも, ちょうど一致する. 21

4 Solution Generating Technique

このセクションでは, 運動方程式, BPS方程式を不変に保つ非可換空間特有の変換を見出し , 既知のソ

リトン解から新しいソリトン解を構成する. この構成法は Solution Generating Techniqueと呼ばれてお

り, 2000年後半の非可換理論の発展の支柱となった.

まず次の変換を考える：

Φ → SΦS†, Di → SDiS
†. (28)

ただし , Sは S†S = 1を満たす演算子である. Sが有限サイズの行列であれば, 自動的に SS† = 1も満た

され, Sはユニタリ演算子, 変換 (28)はゲージ変換となる. ところが今, Sは無限サイズの行列であるた

め, SS†は射影演算子になることしか言えない ((SS†)(SS†) = SS†).

変換 (28)は一般に運動方程式を不変に保つ [26]：

δI

δO → S
δI

δOS†. (29)

実際, 例えば NC G = U(1) Yang-Mills-Higgs理論の運動方程式 (4)の 2番目の方の左辺は

[Dµ, [Dµ, Φ]] → [SDµS†, [SDµS†, SΦS†]]

= S[Dµ, [Dµ, Φ]]S†

と共変的に変換する. (S†S = 1だけが必要であることに注意.)

変換 (28)を基本とした解生成法を Solution Generating Techniqueと呼ぶ. この方法により真空解 (自

明解)から非自明な新しい解がいとも簡単に構成され, タキオン凝縮の議論へ目覚しく応用された. これ

については 13ページで解説する.

Sの典型例は次のシフト演算子 Skである：

Sk :=
∞∑

n=0

|n + k〉〈n|, S†k =
∞∑

n=0

|n〉〈n + k|. (30)

これらは S†kSk = 1, SkS
†
k = 1− Pkを満たす. ここで,

Pk :=
k−1∑

m=0

|m〉〈m| (31)

は, Fock空間Hの k次元部分空間HN = ⊕k−1
m=0C|m〉への射影演算子であり, SkS

†
kは, Hに対するHN

の補空間への射影演算子となる. 以後 Sとして Skを用いる.

変換 (28)は BPS方程式を不変に保たない. 実際, 例えば BPS方程式 (14)の一番目の方の左辺は

2[Dz, D
†
z] +

1
θ

→ 2[SkDzS
†
k, SkD

†
zS

†
k] +

1
θ

= Sk(2[Dz, D
†
z])S

†
k +

1
θ

= Sk

{
2[Dz, D

†
z] +

1
θ

}
S†k +

1
θ
Pk

20 これが物理的対象であるかどうかは微妙で難しい問題である.
21 記述 (iii)の詳しい議論は [1]の中の森山さんの記事を, 記述 (ii)と (iii)との比較の詳しい議論は [1]の中の浜中の記事を
御参照ください.
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図 5: 1フラクソンの Higgs場 (左)および Dブレーン解釈と磁場分布 (右)

と共変的に変換しない. これは, BPS方程式が運動方程式と違って, 定数項 (例えば曲率の式に現れた

−i(θ−1)ijなど) を含んでいるためである. (SkS
†
kが射影演算子であることにも注意.)

そこで私達は, 変換 (28)を修正することで, BPS方程式を不変に保つ変換を見出した. NC G = U(1)

Yang-Mills-Higgs理論に対する結果は次の通り：

Φ → SkΦS†k −
k−1∑

m=0

x3 − λ
(m)
3

θ
|m〉〈m|,

D3 → ∂3 + SkA3S
†
k + i

k−1∑

m=0

λ
(m)
4

θ
|m〉〈m|,

Dz → SkDzS
†
k +

k−1∑

m=0

λ
(m)
z

θ
|m〉〈m|. (32)

ここで, λ
(m)
z := (1/2)(λ(m)

1 − iλ
(m)
2 ) であり, λ

(m)
µ は任意の実 (モジュライ・)パラメータである.

この変換を用いると, 任意の既知解から新しい解がどんどん生成される. 例えば, 既知解として真空解

Φ = 0, A = 0をとると, 次の新しい解が得られる：

Φfluxon = −
k−1∑

m=0

x3 − λ
(m)
3

θ
, Dfluxon

z = Sk∂̂zS
†
k +

k−1∑

m=0

λ(m)
z |m〉〈m|, Afluxon

3 = 0, (33)

Bfluxon
3 = −∂3Φ =

1
θ
Pk, Bfluxon

1 = Bfluxon
2 = 0. (34)

これは kフラクソンと呼ばれる非可換空間特有のソリトンである [54], [19]. Higgs場の配位およびその

Dブレーン解釈と磁場分布は図 5のようになる.

フラクソンは非可換Diracモノポールに現れた x3軸の正の部分の磁束が無限にのびているものと解釈

でき, モノポールというよりはむしろ渦に近い. 単位長さあたりの質量は 2π/g2
YMθである. したがって

変換 (32)は, BPS方程式を (よって運動方程式も)不変に保ちながら, エネルギーを変えてしまっている

ように見える. これは変換 (32)が実は作用も変えてしまっているためであり, その原因は作用の中の曲

率の式に定数項が含まれていることである. 変換 (32)は見掛け上はほとんどゲージ変換であるが, 実際

は, あるソリトン (フラクソン)数のセクターの真空を, k個ソリトン数の多いセクターの真空に移すとい

う変換になっている.
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この変換を行列模型 [4], [37] の立場で解釈する [2], [3]. フラクソン解は, 行列表示すると次のように

なる：

Dfluxon
z = Sk




∞∑

m,n=0

(∂̂z)m,n|m〉〈n|

 S†k +

k−1∑

m=0

λ
(m)
z

θ
|m〉〈m|,

=
∞∑

m,n=N

(∂̂z)m−N,n−N |m〉〈n|+
k−1∑

m=0

λ
(m)
z

θ
|m〉〈m|,

=




λ
(0)
z

θ
O

. . . O

O
λ

(k−1)
z

θ

O ∂̂z




. (35)

したがって, 変換 (32)は行列表示してみたとき, もとの解を右下方向に kだけずらして, 空いた左上の

k × k行列の対角成分に適当な項を加えたものとなっている. 変換後の解は行列模型によると, 行列の右

下部分が無限個の D1ブレーンの束縛状態としての D3ブレーンを表し , 左上の k × kの部分が k個のバ

ラバラになった D1ブレーンを表すと解釈できる (図 5の右図参照). この k個の D1ブレーン (フラクソ

ン)からみると, 式 (35) の左上の任意パラメータ λ
(m)
z は, スカラー場の真空期待値であり, D1ブレーン

に垂直な方向の座標を表す. したがって, 新しい解に含まれていた任意パラメータ λ
(m)
µ は, k個のフラク

ソンの位置を表す. Higgs場Φの左上の k× kの部分には x3の一次の項が入っているため, k個のD1ブ

レーンが x3方向にうまく傾き (傾き＝ −1/θ), BPS状態の配位が実現されたのである.22 ところでフラ

クソンの磁場を計算すると, 式 (34)のように位置の情報 λ
(m)
µ が消えてしまう. これは NCゲージ理論に

は局所的な観測可能量が存在しないためであり,このようなことが起こっても不思議なことではない. 物

理的解釈は可換側にうつると問題なく行うことが出来る. フラクソン解は厳密な Seiberg-Wittenマップ

[53]により可換側にマップすることが可能であり, その D1ブレーン密度は次のように求まる [33]：

JD1(x) =
1
θ
δ(Φ) +

k−1∑

m=0

δ(x1 − λ
(m)
1 )δ(x2 − λ

(m)
2 )δ

(
Φ +

x3 − λ
(m)
3

θ

)
. (36)

右辺第一項は一様に分布した無限個の D1ブレーン, すなわち D3ブレーンを, 右辺第二項は傾き −1/θ

で D3ブレーンに突き刺した D1ブレーンを表すと解釈される. パラメータ λ
(m)
i がフラクソンの位置を

表すことは明らかである.23

タキオン凝縮への応用 [26] 24 .

ここでは再び元の変換 (28)に戻り, もっと複雑な理論について考える.

22 インスタントンで非可換パラメータ θ12と θ34がうまくつりあう (θ12 + θ34 = 0)ことで BPS状態の配位が実現される [2]
のとちょうど同じである. 実際 Solution Generating Techniqueで生成されるインスタントンを周期的に並べて Fourier変換
し, 周期ゼロの極限を取ると, θ12 + θ34 = 0 の状況でちょうどフラクソンと一致する [21].

23 フラクソンは Nahm構成法を用いて構成することも出来る [21]. パラメータ λ
(m)
i を Nahmデータ Ti の対角成分に導入

すると, 上記の解 (33)が得られる. このことからも λ
(m)
i がフラクソンの位置を表すというのが理解される. なおこの構成では

Higgs 場の解の中の x3 の一次の項が自然に現れる.
24 トーラス上, オービフォールド上での Solution Generating Techniqueを用いた議論については [35], [40] (この研究会の
梶浦さんの発表), [45], [46]参照.
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図 6: タキオンポテンシャルの概形

簡単のため一様B場中 (B24,25 =: −b < 0のみノンゼロ) 25 のボゾニックな D25ブレーンの有効作用

を考える：

I =
TD25gs

Gs

∫
d24x (2πθTrH) L, (37)

L = −V (T − 1)
√
−det(Gµν + 2πα′(F + Φ)µν)

+
1
2

√
Gf(T − 1)[Dµ, T ][Dµ, T ] + (高階微分項), (µ, ν = 0, . . . , 25), (38)

ただし Gµν = diag(1,−1, · · · ,−1,−(2πα′b)2,−(2πα′b)2), Gs = gs(2πα′),

θ24,25 =: θ = 1/b, F24,25 + Φ24,25 = [Dz, D
†
z]/θ.

ここで TDpは Dpブレーンの張力を表す. この有効作用は, 弦の場の理論のタキオン場 T と零質量のゲー

ジ場Aµだけ残し , それ以外の場を全て積分してしまってから, 普通のゲージ対称性を課すことなどによ

り得られる. 26 タキオンポテンシャル V (T )は図 6のような形をしていると仮定する. Senの予想27

にしたがって, このタキオンポテンシャルの山 (T = 0)の部分が不安定な D25ブレーンを, 谷 (T = 1)

の部分がクローズド・ストリング真空を表すとする. 重要なことは, 作用 (37)のゲージ不変性により,

Solution Generating Techniqueが作用の詳細によらずその運動方程式を不変に保つということである.

したがってクローズド・ストリング真空解 T = 1, D̂z = ∂̂z, Ai = 0, (i = 0, . . . , 23) を (28)で変換す

ると (高階微分項の具体形が分かっていないにも関わらず, また DBI作用の形にまとまるという知識が

なくとも) 非自明な厳密解が得られる：

T = Sk1S†k = 1− Pk, D̂z = Sk∂̂zS
†
k, Ai = 0. (39)

この解の単位体積あたりのエネルギー (張力)は簡単に計算することができ,

(張力) = (2π)2α′kTD25 = kTD23, (40)

のように k個のD23ブレーンの張力と一致する. したがって変換後の解は D23ブレーンを表していると

解釈できる. この解の周りでのゆらぎの解析もこの解釈を支持している.
25 ここでは 24-25平面を非可換だと思っている. zはこの平面の複素座標.
26 微分を含まない部分が DBI作用の形にまとまるというのは, さらに議論を要する. しかしここではそのような細かい議論
は一切不要.

27 レヴューとして例えば [57]がある.
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このようにして, 不安定な D25ブレーンがタキオン凝縮を起こして D23ブレーンになるというシナリ

オ (これも Senの予想)が, 有効理論の枠組みではあるが弦の場の理論のD23ブレーンの厳密解を用いて

検証されたのである. 非可換の枠組みでのタキオン凝縮の議論は θ →∞の極限で, いわゆるGMSソリ

トン [16] 28 を用いてなされた [27]のがきっかけであるが,ここで紹介した議論は任意の θで適用可能で

ある.

5 Conclusion and Discussion

この記事では非可換ソリトンを題材にここ数年の NCゲージ理論の進展を振り返った. 非可換理論の

爆発的流行は 1997年終わり頃の [7], [10]および 1999年夏の [56]をきっかけに始まった. この流行はす

ぐに廃れると予想されていたが, その後多くの新しい発展29 が次から次へと出現し , 今日まで約 2, 3年

以上も素粒子論の一つの主流としての地位を保ち続けてきた. その結果, 非可換の考え方や手法は素粒子

論の多くの分野に影響を及ぼし , 広い範囲に渡って浸透した. 特に行列模型や弦の場の理論の分野に与え

たインパクトは比較的大きいと思われる.

NCゲージ理論は, それ自身新しい物理的対象を含んでいただけでなく, Dブレーンの力学の解明に

も重要な役割を果たした. 非可換 (BPS)ソリトンの解は代表的なものについては 20世紀中に大体出揃

い,30 調べるべきことも (基本的な部分については)一通り尽くされ, 研究の動向としてはひとまず落ち

着いてきたと言えよう. 2000年後半からレヴューが次々と発表されたのはその現れである (付録A参照).

21世紀に入ってからは, 以前ほどの盛り上がりは見られなくなったが, それでもなお, 非可換空間での

物理的解釈 (何が観測可能量か？など)をどう考えるかといった問題への取り組み [36], [17]や, より精密

な取り扱いについての議論などは (ゆっくりではあるが) 続いている.31 そしてまた量子ホール効果への

応用32 や可積分系の非可換化といった他分野への新たな広がりもあり, 依然として非可換の研究は着々

と進展している. この記事では「非可換ユークリッド空間」しか取り扱わなかったが,「曲がった非可換

空間」33 を考えることは Dブレーンの力学を考える上でも, もちろん非常に重要であり, 研究の余地が

十分残っている. 変形量子化 [44], [6]の立場からの定式化もどんどん進んでおり, 34 これからもまだま

だ新しい発展が期待される.

さらにこの記事では全く触れなかったが, 非可換幾何と量子重力 (あるいは弦理論)との関わりという

深遠なテーマもあり, 35 これまでにも時空の不確定性原理 [62]といった重要な知見がいくつも得られて

いる. この記事で議論したことは基本的には一様磁場中の物理系についてであるが, そこで得られた洞察

や手法が何らかの形で活かされ, 重力の本質の解明に向けて重要な役割を果たすかもしれない.

非可換幾何はもはやそれだけを切り離して語ることはできない. これからも多くの分野と関連しなが

ら, 互いに影響を及ぼしあって発展し続けていくであろう.

28 この研究会の荒木さん, 黒木 (伸)さんの発表も御参照ください.
29 この記事で紹介したものの他に例えば, 摂動論 (UV/IR混合) [47], [34] (この研究会の中島さんの発表も御参照ください.)
や NCOS理論 [55], [15]などがある.

30 (部分的であるが)それらをリストアップした表が [1]の中の浜中の記事の付録に掲載されている.
31 この記事で少し触れた厳密な Seiberg-Wittenマップ [53]はその中の重要な成果の一つであるが, これはそれまでの地道な
発展の流れの中に自然に位置づけられるものである.

32 非可換の手法を用いたアプローチは昔から盛んであるが (例えば [5], [38]. またこの研究会の青山さんの発表も御参照くだ
さい.), 特に Susskindの論文 [58]以後, NC Chern-Simons理論の分数量子ホール効果への応用が盛り上がっている.

33 例えば Fuzzy Sphere上のゲージ理論は [60]以後, 活発に研究されている.
34 この研究会の池田さん, 岸本さんの発表も御参照ください.
35 解説記事として例えば [41], [59]がある.
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