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概 要

ソリトン理論・可積分系の非可換化は, 変数の行列型への拡張, 非可換空間上への拡張
といった形で古くから活発に研究がなされてきた. 特に最近, ソリトン解の構成において,
Quasideterminant というある種の非可換行列式が本質的役割を果たすことが明らかになり,
非可換ソリトンの研究は新しい局面を迎えている. この記事では, Quasideterminant の基
礎を解説したのち, 4次元空間上の非可換反自己双対ヤン・ミルズ方程式を題材に, それら
が解の構成でいかに威力を発揮するかを説明する. (これはグラスゴー大学の C. Gilson 氏,
J. Nimmo 氏との共同研究 [11,12]に基づく.) 低次元ソリトン方程式との関連についても少
し触れる.

1 はじめに

場の理論の非可換空間への拡張は, 単なる一般化ではなく, 物理としても数理物理としても
非常に面白いものを含んでいる. 特に, 非可換空間上のゲージ場の理論は, 背景フラックス中の
ゲージ場の理論と等価であり, 量子ホール効果の分野などで古くから様々な応用がなされてき
た. さらに非可換空間では特異点の解消が一般に起こり, 新しい物理的対象が現れる. 例えば, 4

次元ゲージ理論の反自己双対ヤン・ミルズ (Anti-Self-Dual Yang-Mills = ASDYM)方程式の非
可換化では, モジュライ空間 (解空間) の特異点解消が起こり, U(1) インスタントンという非可
換特有の物理的配位がもたらされる. ここではADHM構成法がうまく非可換化されることも要
となっており, この意味で可積分性といった良い性質も保たれている. 対応するD ブレーンと
の対応も明快で, 多くの知見が与えられた. (レヴューとして例えば, [5, 13, 14,22,28]がある.)

この流れを受け, ゲージ理論には (直接) 属さない可積分方程式 (KdV 方程式など) の非可換
化の研究も活発になった. 特に [18]により，「これらの方程式の大半は, 4 次元非可換ASDYM

方程式から次元還元といったリダクションの操作により得られる」ことが明らかにされ，対応
する物理系への応用の可能性が開かれた. KdV 方程式などもこの意味でゲージ理論に属し, 非
可換化の意味 (背景フラックスの導入という物理的意味) を持つのである. この次元還元に現れ
る方程式にはN=2 弦理論というものが関連し, ソリトン解の解析などを通じて, この理論への
直接的応用が可能である. また, 幾何学的背景や無限次元対称性の視点から, 低次元非可換可積
分方程式の統一的理解が深まると期待される.

この記事では, まず 2章でQuasideterminantの基礎を解説したのち, 3章で非可換ASDYM方
程式とその (自己)ベックルント変換を議論する. 変換によって生成された解はQuasideterminant

で簡明に記述される. また証明はすべて, Quasideterminantの恒等式を駆使することで示され
る. 以上はグラスゴー大学のC. Gilson 氏, J. Nimmo 氏との共同研究 [11, 12]に基づく. 4章で
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は, 非可換ASDYM方程式のリダクションから低次元ソリトン方程式を導出する. 最後に 5章
で今後の方向などについてコメントする.

講演者の動機は上に述べた通り, 非可換空間上への拡張なのだが, 以下の議論は, より一般に
変数がすべて非可換になった状況でも成り立つ. したがって, 以後は, 変数がすべて非可換に
なっている状況 (たとえば四元数に値をとるような状況)であると解釈して読んでいただいて差
し支えない. (非可換空間上への拡張がどのようなものであるかについて興味のある方は, 例え
ば [16, 17]などをご参照ください.)

2 Quasideterminantの簡単なレヴュー

この章では, Quasideterminantの簡単な紹介を行う. これは, 行列要素が非可換変数となって
いるような行列に対するある種の「行列式」であり, 1991年にGelfandとRetakhによって導入
された [7]. 当時は純粋に数学的対象として定義されたが, まもなく非可換ソリトンや非可換対
称関数との関連が指摘され始め, ここ数年は, Quasideterminantを用いたソリトン解の構成が盛
んに研究されている. (レヴューとして例えば, [8, 9, 20, 27]がある.)

Quasideterminantは, n × n行列 A = (aij)に対して, 直接には, Aの逆行列 B = (bij)を用
いて,

|A|ij := b−1
ji , (2.1)

のように定義される. (添え字 i, jはもちろん 1から nまでを走る. また, 以後逆行列の存在はす
べて仮定する.) 可換極限をとると, Aの行列式に帰着せず, |A|に比例したもの, あるいは行列
式の比となる：

|A|ij 可換極限−→ (−1)i+j det A

det Aij
. (2.2)

ただし, AijはAの i行と j列を除いた行列である.

Quasideterminantは, 定義により, 一つの行列Aに対し, n2種類存在する. それらは, 添え字
i, jで表されているが, その代わりにAの (i, j)成分をボックスで囲んで表記することも多く, 便
利なこともある：

|A|ij =

a11 · · · a1j · · · a1n

...
...

...

ai1 aij ain

...
...

...

an1 · · · anj · · · ann

(2.3)

ブロック分割された行列の逆行列の公式を考察することで, Quasideterminantの具体的表式
が以下のように帰納的に求まる：

• 1× 1 matrix A = aに対しては, |A| = a
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• 2× 2 matrix A = (aij)に対しては,

|A|11 =
a11 a12

a21 a22

= a11 − a12a
−1
22 a21, |A|12 =

a11 a12

a21 a22

= a12 − a11a
−1
21 a22,

|A|21 =
a11 a12

a21 a22

= a21 − a22a
−1
12 a11, |A|22 =

a11 a12

a21 a22

= a22 − a21a
−1
11 a12,

• 3× 3 matrix A = (aij)に対しては,

|A|11 =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= a11 − (a12, a13)

(
a22 a23

a32 a33

)−1 (
a21

a31

)

= a11 − a12
a22 a23

a32 a33

−1

a21 − a12
a22 a23

a32 a33

−1

a31

− a13
a22 a23

a32 a33

−1

a21 − a13
a22 a23

a32 a33

−1

a31, · · ·

定義を見る限り行列式というよりむしろ逆行列に近いQuasideterminantであるが, 行列式ら
しい恒等式が多数存在する. 例えば,

• 非可換 Jacobi恒等式 [7]

∣∣∣∣∣∣∣

A B C

D f g

E h i

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
A C

E i

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣
A B

E h

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
A B

D f

∣∣∣∣∣

−1 ∣∣∣∣∣
A C

D g

∣∣∣∣∣ . (2.4)

可換極限で, 行列式に対する Jacobiの恒等式 [23]に帰着する：
∣∣∣∣∣∣∣

A B C

D f g

E h i

∣∣∣∣∣∣∣
A =

∣∣∣∣∣
A C

E i

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
A B

D f

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣
A B

E h

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
A C

D g

∣∣∣∣∣ .

• Homological関係式 [7]

∣∣∣∣∣∣∣

A B C

D f g

E h i

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

A B C

D f g

E h i

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

A B C

D f g

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣

A B C

D f g

E h i

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

A B 0

D f 0

E h 1

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

A B C

D f g

E h i

∣∣∣∣∣∣∣
(2.5)
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3 非可換ASDYM方程式とベックルント変換

3.1 非可換ASDYM方程式

4次元空間上で定義される非可換ASDYM方程式は, Yang形式で次のように書ける.

∂z(J
−1∂z̃J)− ∂w(J−1∂w̃J) = 0. (3.1)

ただしゲージ群はG = GL(2)とする. J ∈ GL(2)である. z, w, z̃, w̃は 4次元の実座標を適当に
複素に組んだものである. ここですべての変数は非可換になっており, 行列要素同士の積がすべ
て非可換になっている. (単純にG = GL(2,H)のように考えて差し支えない.)

この方程式の解 Jが与えられると, J = h̃−1hのように 2× 2行列 hと h̃ に分解することで, 反
自己双対ゲージ場を

Az = −(∂zh)h−1, Aw = −(∂wh)h−1, Az̃ = −(∂z̃h̃)h̃−1, Aw̃ = −(∂w̃h̃)h̃−1, (3.2)

として再現することができる. これらは実際, (標準的形式の) 非可換ASDYM方程式を満たす：

Fwz = ∂wAz − ∂zAw + [Aw, Az] = 0, Fw̃z̃ = ∂w̃Az̃ − ∂z̃Aw̃ + [Aw̃, Az̃] = 0,

Fzz̃ − Fww̃ = ∂zAz̃ − ∂z̃Az + ∂w̃Aw − ∂wAw̃ + [Az, Az̃]− [Aw, Aw̃] = 0. (3.3)

3.2 ベックルント変換

この節の結果は, [3]の自然な非可換化であり, 可換極限でそれらに帰着する.

一般性を失わず, J を以下のようにパラメトライズすることができる：

J =

[
f − gb−1e −gb−1

b−1e b−1

]
. (3.4)

このとき, 以下の 2種類の変換は, 非可換ASDYM方程式を不変に保つ, すなわち (自己)ベック
ルント変換である：

• β変換 [11, 24]:

bnew = f−1, fnew = b−1, enew
w = f−1gz̃b

−1, enew
z = f−1gw̃b−1, gnew

z̃ = b−1ewf−1, gnew
w̃ = b−1ezf

−1.

• γ0変換 [11]:

bnew
z̃ = (f − gb−1e)−1, fnew

z̃ = (b− ef−1g)−1, enew
z̃ = (e− bg−1f)−1, gnew

z̃ = (g − fe−1b)−1.

これらはともに包合的 (β ◦ β = id, γ0 ◦ γ0 = id) であるが, それらを組み合わせた α = γ0 ◦ βは
非自明な変換となる. したがって自明解のクラスR0 から出発して, ベックルント変換の作用に
よって一連の (非自明)解のシリーズが構成できる：

R0
α //

``

β   AAAAAAAA R1
α //

``

β   AAAAAAAA R2
α //

``

β   AAAAAAAA R3
α //

``

β   AAAAAAAA R4
// · · ·

R′
1 α′

//
��

γ0

OO

R′
2 α′

//
��

γ0

OO

R′
3 α′

//
��

γ0

OO

R′
4

//
��

γ0

OO

· · ·
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b = e = f = g = ∆−1
0 (∆0(x)はスカラー関数)とおくと, 非可換ASDYM方程式は非可換線形

微分方程式 (∂z∂z̃ − ∂w∂w̃)∆0 = 0 (ユークリッド空間のときは 4次元ラプラス方程式)となる.

この自明解を出発点としてベックルント変換を施して得られる解のシリーズは, 以下のように
Quasideterminantで極めてシンプルかつ対称的に表される：

• 非可換Atiyah-Ward仮設解 Rl

bl =

∆0 ∆−1 · · · ∆−l

∆1 ∆0 · · · ∆1−l

...
...

. . .
...

∆l ∆l−1 · · · ∆0

−1

, fl =

∆0 ∆−1 · · · ∆−l

∆1 ∆0 · · · ∆1−l

...
...

. . .
...

∆l ∆l−1 · · · ∆0

−1

,

el =

∆0 ∆−1 · · · ∆−l

∆1 ∆0 · · · ∆1−l

...
...

. . .
...

∆l ∆l−1 · · · ∆0

−1

, gl =

∆0 ∆−1 · · · ∆−l

∆1 ∆0 · · · ∆1−l

...
...

. . .
...

∆l ∆l−1 · · · ∆0

−1

. (3.5)

• 非可換Atiyah-Ward仮設解 R′
l

b′l =

∆0 ∆−1 · · · ∆1−l

∆1 ∆0 · · · ∆2−l

...
...

. . .
...

∆l−1 ∆l−2 · · · ∆0

, f ′l =

∆0 ∆−1 · · · ∆1−l

∆1 ∆0 · · · ∆2−l

...
...

. . .
...

∆l−1 ∆l−2 · · · ∆0

,

e′l =

∆−1 ∆−2 · · · ∆−l

∆0 ∆−1 · · · ∆1−l

...
...

. . .
...

∆l−2 ∆l−3 · · · ∆−1

, g′l =

∆1 ∆0 · · · ∆2−l

∆2 ∆1 · · · ∆3−l

...
...

. . .
...

∆l ∆l−1 · · · ∆1

. (3.6)

行列の要素として現れたスカラー関数∆i(x)は以下の関係式により, ∆0から完全に決まる：

∂∆i

∂z
= −∂∆i+1

∂w̃
,

∂∆i

∂w
= −∂∆i+1

∂z̃
, − l ≤ i ≤ l − 1 (l ≥ 2), (3.7)

可換極限では, bl = fl, b
′
l = f ′l が成り立ち, [3]の結果に帰着する.

証明は, Quasideterminantの恒等式のみを駆使して与えられる. 例えば, γ0変換 b−1
l = f ′l −

g′lb
′−1
l e′lは具体的には,

∆0 ∆−1 · · · ∆−l

∆1 ∆0 · · · ∆1−l

...
...

. . .
...

∆l ∆l−1 · · · ∆0

=

∆0 · · · ∆1−l

...
. . .

...

∆l−1 · · · ∆0

−
∆1 · · · ∆2−l

...
. . .

...

∆l · · · ∆1

∆0 · · · ∆1−l

...
. . .

...

∆l−1 · · · ∆0

−1
∆−1 · · · ∆−l

...
. . .

...

∆l−2 · · · ∆−1
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と等価であるが, これはまさに非可換 Jacobi恒等式そのものである！(コーナーの 4成分に着
目して非可換 Jacobi恒等式を適用すればよい.) β変換の証明も, Quasideterminantの恒等式を
駆使することで示される [11]. (なお可換極限をとると, [25, 26]との関連も見える.) このこと
を「非可換ベックルント変換は Quasideterminant の恒等式そのものである」と言い表すこと
もできるが, これは可換空間での (低次元) 可積分系でよく知られた事実「バックルンド変換は
determinant の恒等式そのものである [23]」の自然な拡張となっており, Quasideterminant を
用いた可積分系の新しい定式化の可能性をもほのめかしている. この解に対する J の表式も極
めて美しく, Jを直接導くようなRiemann-Hilbert問題の解法の存在が示唆される. このベック
ルント変換が単なるゲージ変換ではないことも J の表式を見れば明らかである.

さらに [12]では, このベックルント変換の起源を非可換ツイスター理論の枠組み [2, 29]から
完全に理解することに成功し, 生成された解はいわゆるAtiyah-Ward 仮設解 [1]と呼ばれるク
ラスの解の非可換版であることを明らかにした. 変換と解の一般化も行った. すべての解を生
成するベックルント変換が見出せれば, 解空間の構造や対称性が具体的に記述され, 低次元可積
分系の対称性による系統的分類や (有限作用条件を除いた) ASDYM 場バックグラウンドでの経
路積分 (無限次元の積分) の実行が (原理的には) 可能になる.

非可換線形方程式 (Laplace方程式) を解くのはそれほど難しくはなく, 非可換インスタント
ン解, 非可換「非線形平面波」解といったさまざまな新しい厳密解が生成される. この議論では
有限作用の条件は課しておらず, ADHM 構成法で構成できない解が多く含まれる. これらのD

ブレーン解釈も興味深い問題である.

4 非可換ASDYM方程式のリダクション (非可換Ward予想)

可換空間において, 低次元の可積分方程式の多くが 4次元のASDYM方程式からリダクショ
ンによって得られることが知られている. これはWard氏によって 1985年につぶやかれ [32], し
ばしばWard予想と呼ばれる. Mason-Woodhouseの教科書には, ツイスター的取り扱いも含め
て非常に多くの具体例が体系的にまとめられている [24]. Ward予想の非可換版は, [21]で明確
に提唱され, 多くの具体例が [18]にまとめられている. ここでは, (2 + 1)次元の非可換トロイダ
ルKdV方程式 (あるいは, 非可換Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方程式) および非可換KdV方
程式へのリダクションを紹介する.

標準的な非可換ASDYM方程式 (3.3) から出発し (ゲージ群はG = GL(2,C)), まず次の方向
に関する次元還元を行う (並進不変性を課す)：

Y = ∂z̃. (4.1)

次いで, 以下の非自明なリダクション条件をゲージ場に課す：

Aw̃ = O, Az̃ =

(
0 0

1 0

)
, Aw =

(
q − 1

qw + qq − q

)
,

Az =

(
(1/2)qww̃ + qw̃q + α −qw̃

φ −(1/2)qww̃ − qqw̃ + α

)
,
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ただし,

α = ∂−1
w [qw, qw̃], ∂−1

w f(w) :=

∫ w

dw′f(w′), {A,B} := AB + BA,

φ = −qz +
1

2
qwww̃ +

1

2
{q, qww̃}+

1

2
{qw, qw̃}+ qqw̃q + [q, ∂−1

w [qw, qw̃]],

このとき, 2qw = uとおくことで,非可換ASDYM方程式は非可換トロイダルKdV方程式 [21,30]

に帰着する！

uz =
1

4
uwww̃ +

1

2
{u, uw̃}+

1

4

{
uw̃, ∂−1

w uw̃

}
+

1

4
∂−1

w [u, ∂−1
w [u, ∂−1

w uw̃]]. (4.2)

この方程式は (階層も含めて), Wronski行列のQuasideterminantで表されるN ソリトン解を持
つ [19].

なお, ここでユークリッド計量 (++++)ではなく, split計量 (++−−)をとると, 座標 z, w, w̃

をすべて実座標と考えることができる [24]. このような事情により, リダクションの文脈で現れ
るASDYM方程式は, (2 + 2)次元上のものを考えるのである.

さらに, ∂w = ∂w̃の条件を課し, X = ∂w − ∂w̃方向に関する次元還元を行うと, (1 + 1)次元の
非可換KdV方程式に帰着する：

u̇ =
1

4
u′′′ +

3

4
(u′u + uu′) . (4.3)

ただし, 時間・空間座標は (t, x) := (z, w + w̃)と同定されている. すなわち, 非可換KdV方程
式も非可換ASDYM方程式からリダクションによって得られることが分かり, また非可換階層
から得られる方程式とも完全に一致する. (すなわち, 無限個の保存量 [4, 15]やWronski行列の
Quasideterminantで表されるN ソリトン解 [6, 10] を持つ特別な方程式となっている.)

このように非可換 ASDYM方程式から, 非可換 Zakharov系→ 非可換 NLS方程式, 非可換
Toda方程式といったさまざまな低次元非可換可積分方程式への「リダクション・カスケード」
が得られ, ある程度の分類を行うことができる.

Quasideterminantはさらに解空間の記述や構造に関しても, (高次元と低次元に両方における)

統一的な取り扱いの可能性を示唆しており, 今後さまざまな方向での進展が期待される. 紙数も
尽きたので詳しい議論は [20]などに譲る.
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