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Atiyah-Drinfeld-Hitchin-Manin (ADHM)構成法とは, 任意のインスタントン解を与える強
力な構成法の一つであり, インスタントン・バックグラウンドでの経路積分の計算など様々
な応用がある. この構成法を非可換空間の設定に拡張すると, モジュライ空間の特異点が解
消され種々の議論が自然に進み, U(1)インスタントンといった新しい物理的対象も生み出さ
れる. ゲージ理論においては非可換空間への拡張は背景フラックスの導入と等価であるが，
この事情もADHM構成法から明快に理解される. この講演では，非可換空間上のインスタ
ントンのADHM構成法を紹介し，厳密解の構成や数理的側面について詳しく議論する．

1 イントロダクション

インスタントンとは，4次元反自己双対1Yang-Mills方程式に作用有限の境界条件を課した解の
ことであり，素粒子論・幾何学において極めて重要な役割を果たしてきた．反自己双対ヤン・
ミルズ方程式は数少ない高次元可積分方程式の一つであり, 可積分系においても興味深い対象
である．強い境界条件のため，モジュライ空間 (解空間をゲージ変換の自由度で割った空間) は
有限次元となる．ADHM構成法とは，インスタントン・モジュライ空間とADHMデータのモ
ジュライ空間との 1対 1対応を利用して，任意のインスタントン解を構成する方法である [1]．
ADHMデータを与える方程式も 1対 1対応を与える変換方程式も行列方程式となるため，4次
元上の行列値非線形偏微分方程式の解であるインスタントンが，初等的な線形代数の計算で (原
理的には)与えられる．また，この 1対 1対応を用いて，インスタントン・バックグラウンドで
の経路積分の計算が実行され，場の量子論におけるさまざまな非摂動論的効果が解明されてき
た [4]．特に最近では，Nekrasov分配関数の計算でも本領を発揮し，局所化公式を用いるため
に特異点を解消する際，非可換空間上のインスタントンが活躍した [17, 18]．
この記事では，論文 [11]に基づき，非可換空間上のインスタントンのADHM構成法を紹介

し，厳密解の構成やモジュライ空間の 1対 1対応の証明，インスタントン数の起源などについ
て詳しく議論する．

2 非可換空間上のゲージ場の理論

非可換空間は座標関数同士の積の非可換性で特徴付けられる：

[xµ, xν ] = iθµν . (2.1)

ここで, θµν は反対称な実定数であり, 非可換パラメータと呼ばれる2. この関係式は, 量子力学
の正準交換関係 [q, p] = i~ に類似しており,「空間の不確定性関係」を導く. このことから非可
換空間上では, 粒子の位置は完全に決めることができず, ある広がった分布を持つ. その結果,可

1「反自己双対」＝「Anti-Self-Dual」．以後「ASD」と略すことがある．
2非可換パラメータ θµν は背景フラックスに関係し, 手で与えられる.
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換な空間上では存在した場の特異点が, 非可換空間上では解消されるということが起こりうる.

分布の広がりの幅は大体
√

|θµν |に比例し, 可換な空間への極限 θµν → 0で特異性が復活する.

非可換パラメータ θµνは µ, νに関して反対称でありこの記事では 4次元の場合は以下の標準
的なものを採用する (θ1, θ2 ∈ R)：

θµν =


0 −θ1 0 0
θ1 0 0 0
0 0 0 −θ2
0 0 θ2 0

 , (2.2)

非可換ユークリッド空間上でゲージ場の理論を記述する方法は, Moyal積を用いる記述とオ
ペレーターでの記述の 2つが知られている．両者の記述は等価であり，Weyl変換により 1対 1

に結ばれている (例えば [12])．

2.1 Moyal積を用いる記述

Moyal積は普通の可換な関数 (場)に対して定義される積の一つである [14]：

f ⋆ g(x) := exp

(
i

2
θµν∂(x′)

µ ∂(x′′)
ν

)
f(x′)g(x′′)

∣∣∣∣
x′=x′′=x.

(2.3)

Moyal積は, 結合則が成り立ち：f ⋆ (g ⋆ h) = (f ⋆ g) ⋆ h, 座標関数同士の非可換性 (2.1)を再
現する：[xµ, xν ]⋆ = iθµν . Moyal積 (2.3)は，非可換パラメータで以下のように展開できる：
f ⋆ g(x) = f(x)g(x) + (i/2)θµν∂µf(x)∂νg(x) +O(θ2). 可換極限 θµν → 0で普通の積に戻る.

非可換空間上の3ゲージ理論は, 普通の可換空間上のゲージ理論に現れる場同士の積をすべ
てMoyal積に置き換えることで得られる. ただしゲージ場Aµに対する以下のゲージ変換の下，
理論は不変でなければならない．

Aµ 7→ g−1 ⋆ Aµ ⋆ g + g−1 ⋆ ∂µg, g = g(x) ∈ G. (2.4)

例えば，この記述での NC ASD Yang-Mills方程式は以下のように与えられる．

F ⋆
µν = −(∗F ⋆)µν . (2.5)

Hodge作用素 ∗は可換のときと同様，以下のように定義される：(∗F ⋆)µν = (1/2)ϵµνρσF
⋆ρσ. 場

の強さは以下のように定義される：

F ⋆
µν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]⋆. (2.6)

一つ注意として，上記のNCゲージ変換 (2.4)の下共変的に変換するために，G = U(1)であっ
ても [Aµ, Aν ]⋆の項が不可欠である．このため，NCゲージ理論は「可換 (abelian)」であっても
「非可換 (non-abelian)」な性質を示す．またゲージ群のU(1)パートがさまざまな場面で重要な
役割を果たす [5, 7, 8, 22]．

3「非可換空間上の」＝「Non-Commutative」．以後「NC」と略すことがある．
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2.2 オペレーターでの記述

今度は, 座標の非可換性 (2.1)から出発して NCゲージ理論を定義する. 簡単のため非可換２
次元平面 ([x1, x2] = iθ)を考える. 新しい変数を â := (1/

√
2θ)ẑ, â† := (1/

√
2θ)ˆ̄z (ただし

ẑ := x̂1 + ix̂2)として定義すると, [x̂1, x̂2] = iθより,

[â, â†] = 1 (2.7)

が分かる. これより, â†, âはそれぞれ調和振動子の生成, 消滅演算子と解釈できる. これらが作
用する Fock空間をHと書くと, H = ⊕∞

n=0C|n⟩である. ここで, |n⟩ :=
{
(â†)n/

√
n!
}
|0⟩, (n =

0, 1, . . .) は占有数表示の基底であり, â†â|n⟩ = n|n⟩, â|0⟩ = 0を満たす.

場 f̂は x̂の関数であるから, Fock空間Hに作用する演算子となり, 占有数表示で以下のよう
に表される：

f̂(x̂1, x̂2) =
∞∑

m,n=0

fmn|m⟩⟨n|. (2.8)

微分は次のように定義される：

∂if̂ := [∂̂i, f̂ ] := [−i(θ−1)ijx̂
j, f̂ ]. (2.9)

これは実際 Leibniz則を満たす：

∂ix̂
j = [−i(θ−1)ikx̂

k, x̂j] = δ j
i . (2.10)

積分も Fock空間Hに関してのトレースとして定義される：∫
dx1dx2 f̂(x̂1, x̂2) := 2πθTrHf̂ . (2.11)

ここで，非可換ソリトンの研究で重要な演算子の例としてシフト演算子を紹介する．P̂kをH
の k次元部分空間への射影演算子としたとき，以下を満たす演算子 Ûk をシフト演算子と呼ぶ：

ÛkÛ
†
k = 1, Û †

kÛk = 1− P̂k. (2.12)

例えば 2次元において，ランク kの射影演算子 P̂k =
∑k−1

p=0 |p⟩⟨p| に関するシフト演算子として
以下のものが考えられる：

Ûk =
+∞∑
n=0

|n⟩⟨n+ k|. (2.13)

文字通り「ラベルを kだけシフトする」演算子である．
4次元においては，複素座標を ẑ1 = x̂2 + ix̂1, ẑ2 = x̂4 + ix̂3 として導入すると，非可換性

(2.2)より，

[ẑ1, ˆ̄z1] = 2θ1, [ẑ2, ˆ̄z2] = 2θ2, (2.14)

が成り立つ．複素座標 (2.14)とその共役座標のペアが，調和振動子の生成・消滅演算子を与え
る．例えば，θj=1,2 < 0のとき, (1/

√
−2θj)ˆ̄zj は消滅演算子 aj，(1/

√
−2θj)ẑj は生成演算子 a†j
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となる. Hj をそれぞれの調和振動子に対する Fock空間とすると，4次元空間上の場 f̂ = f̂(x̂)

は，H = H1 ⊗H2に作用する演算子となり，占有数表示で以下のように表される：

f̂(x̂) =
+∞∑

m1,m2,n1,n2=0

fm1,m2,n1,n2 |m1,m2⟩⟨n1, n2|. (2.15)

ただし |n1, n2⟩ = |n1⟩ ⊗ |n2⟩ (n1, n2 = 0, 1, . . . ).

オペレーター形式でのASD Yang-Mills方程式は以下の通り：

F̂z1z̄1 + F̂z2z̄2 = 0, F̂z1z2 = 0. (2.16)

3 ADHM構成法とその双対性

ADHM構成法は, インスタントン・モジュライ空間とADHMデータのモジュライ空間との 1対
1対応 (双対性)を利用したものであり, それらの解空間どうしは「Dirac方程式の零モード」を
介して対応づけられる. 私達は, 非可換空間上でのADHM構成法について, Moyal積を用いる
記述で非可換パラメータ θに関する形式的べき級数のレベルにおいて，この 1対 1対応の証明
を与えた [11]．特にインスタントン数に関する新しい公式を証明し，[13]で議論されているイ
ンスタントン背景での指数定理やグリーン関数に関する結果とアイデアをADHM構成法のす
べての議論に適用した．
この記事では以下，ゲージ群はG = U(N)とし, インスタントン数は kのものを考える．こ

れと双対なADHM方程式は以下のように与えられる：

µR := [B1, B
†
1] + [B2, B

†
2] + II† − J†J = ζ,

µC := [B1, B2] + IJ = 0. (3.1)

ここで, B1, B2はk×k行列, I, J† はk×N行列である. 右辺の定数 ζは,座標の交換子−[z1, z̄1]−
[z2, z̄2]に等しく, 可換空間ではもちろんゼロである. 座標 ziはADHMデータBiと常に対になっ
て現れるため, このような座標の交換子が現れる. ADHM方程式に対する「ゲージ変換」は以
下のように与えられる：

I → R†IQ†, J → QJR, Tµ → R†TµR, Q ∈ SU(N), R ∈ U(k) (3.2)

ADHM方程式 (3.1)の解空間をこの「ゲージ変換」の自由度で割ったものを ADHMデータの
モジュライ空間という．
与えられたADHMデータからインスタントン解を構成するには次の双対変換を経由すれば

よい．すなわち，ADHM方程式の解B1, B2, I, J
†を用いて，次の「０次元Dirac方程式」を規

格化条件 V̂ † · V̂ = 1N の下, 解く：

∇̂† · V̂ = 0, ∇̂(x) =

 I† J
ˆ̄z2 −B†

2 − (ẑ1 −B1)
ˆ̄z1 −B†

1 ẑ2 −B2

 . (3.3)

この解 V̂ は (N + 2k)×N 行列として書ける．この V̂ が求まれば，インスタントン解はAµ =

V̂ †∂µV̂ として構成するだけである. これは自動的にNC ASD Yang-Mills方程式を満たす [19].
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ここで, インスタントン・モジュライ空間Mについてコメントする. インスタントン・モ
ジュライ空間Mは, ADHM方程式の右辺の定数値によって決まる. (M = Mζ .) ADHM方程
式 (3.1)の第 1式の右辺の定数 ζがノンゼロであれば (完備化された)インスタントン・モジュラ
イ空間の特異点が解消することが知られている [15,16]. したがって解消された特異点の部分に
対応する, 可換空間にはないインスタントン解が存在することになる. これが U(1)インスタン
トンであり, 実際に非可換R4上で非特異な解として構成された [6, 19].

3.1 非可換CGOT公式

サイズ kのADHMデータがちょうどインスタントン数 kのインスタントン解を与えることを
示すため，以下の公式 (非可換 Corrigan-Goddard-Osborn-Templeton (CGOT) 公式 [3, 20])を
証明した：∫

d4x TrN(Fµν ⋆ F
µν) = −

∫
d4x∂2∂µ(Trkf

−1 ⋆ ∂µf), f := (∇† ⋆∇)−1. (3.4)

非可換場の理論の性質とADHM構成法の関係式を駆使して証明することができる．
この公式と，無限遠での振る舞い f ≃ |x|−21kを用いると, インスタントン数は表面積分の

計算から容易に求まる：

−1

16π2

∫
d4x TrN(Fµν ⋆ F

µν) = Trk1k = k.

これは，サイズ kのADHMデータがちょうどインスタントン数 kのインスタントン解を与え
ることを示している．この議論はU(1)の場合にも適用でき，ADHM構成法でのインスタント
ン数の「起源」の最も直接的な説明を与えている．
論文 [11]ではMoyal積での議論を展開したが，オペレーター形式でも証明することができ

る．(これについては別の機会に報告したい．)

4 可換インスタントンのADHM構成

簡単な具体解を実際に構成してみよう. (より詳しい議論は [10], [arXiv:1311.5227 [hep-th]]に
譲る.)

4.1 BPST解 (G = SU(2), k = 1)

まず可換空間のG = SU(2), k = 1の場合を議論する．この解は最も基本的かつ重要なインス
タントン解であるが, ADHM構成法によって極めて簡単に構成される.

まず ADHM方程式を解こう．ADHM方程式は k × k行列の方程式であるから, 今の場合
(k = 1) 自明に解ける. 交換子の部分は落ちるので, 行列B1, B2は任意の複素数とすればよく,

I, J についても簡単に求まる. 結果は次の通り：

B1 = α1, B2 = α2, I = (ρ, 0), J =

(
0
ρ

)
, α1,2 ∈ C, ρ ∈ R. (4.1)

αの実部, 虚部を α1 = b2 + ib1, α2 = b4 + ib3 のように bµで表す.
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次に「０次元Dirac方程式」を解く．ADHMデータを代入すると，

∇†V =

 ρ 0
0 ρ

ēµ(xµ − bµ)

V = 0 となり (ただし ēµ = (iσa, 1)), その解は

V =
1√
ϕ

 ēµ(xµ − bµ)
−ρ 0
0 −ρ

 , ϕ = |x− b|2 + ρ2 (4.2)

と簡単に求まる. 規格化因子 ϕは規格化条件 V †V = 1から決まった.

この「０次元ディラック」零モードから，ゲージ場および曲率は V から容易に計算される：

Aµ = V †∂µV =
i(x− b)νη

(−)
µ ν

(x− b)2 + ρ2
, Fµν =

2iρ2

(|x− b|2 + ρ2)2
η(−)
µν . (4.3)

ここで, η
(−)
µν = η

(−)a
µν σa であり，η

(−)a
µν は’t Hooftの eta symbolと呼ばれる ASD tensorであり,

曲率が反自己双対であることが分かる. モジュライ空間の次元 5は, 1インスタントンの位置 bµ

(4つ)とサイズ ρ (1つ)の自由度に対応する. (図 1参照.) 一般に, ADHMデータB1,2の対角成
分がインスタントンの位置を表し, ADHMデータ I, Jがインスタントンのサイズの情報を含む.

ここでサイズ・ゼロ極限を取ると, このとき Fµνは特異な配位に近付くことが分かる. イン
スタントンは定義により滑らかな関数でなければならないので, サイズ・ゼロのインスタント
ンは存在しない. これはちょうどインスタントン・モジュライ空間の特異点 (スモール・インス
タントン特異点)に対応する. 非可換空間ではこの特異点が解消し, 新しいクラスのインスタン
トンが現れる.

 ρ

ρ

0

       small instanton singularity

 α

 α

i

ipt.

singular

       BPST instanton

Tr FF

Figure 1: インスタントンモジュライ空間とBPSTインスタントン (可換空間) [10]

5 非可換インスタントンのADHM構成 (ζ > 0)

ここでは，ζ > 0の場合の非可換インスタントンのADHM構成を議論する．簡単のため，θ1 =

θ2 = −ζ/4とする．
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5.1 非可換BPSTインスタントン解 (G = U(2), k = 1)

非可換空間上のG = U(2) ASD 1インスタントン解 (非可換BPST解)もADHM構成法により
同様に求められる. これを与える非可換ADHM方程式 (3.1)の解としては

B1 = α1, B2 = α2, I = (
√
ρ2 + ζ, 0), J =

(
0
ρ

)
(5.1)

(ほぼ自明解)を取ればよい. (ζ > 0とした.) 可換空間の場合と比べると Iの値が少し異なるた
め, さっきと同様に ρをゼロにもっていっても Iはゼロにならず, サイズ有限の非特異なインス
タントンが生き残る. これが実は U(1)インスタントンであり, スモール・インスタントン特異
点が解消されたことによって生じた新しいインスタントン解に相当する. U(1)インスタントン
は位置を表すモジュライ・パラメータしか持たず, 広がりのサイズは一定 (大体

√
ζ ぐらい)で

ある. (図 2参照.) この U(1)インスタントンを次節でより詳しく調べてみよう.

ρ

0

             resolved singularity

∼   ρ  + ζ

∼   ζ

2

U(1) instanton
S

2

NC BPST instanton

Tr FF

Figure 2: インスタントン・モジュライ空間とNC BPSTインスタントン (ζ > 0)

BPSTインスタントン NC BPSTインスタントン
µR = 0, µC = 0 ADHM方程式 µR = ζ > 0, µC = 0
B1,2 = α1,2, ADHMデータ B1,2 = α1,2,

I = (ρ, 0), J t = (0, ρ) I = (
√
ρ2 + ζ, 0), J t = (0, ρ)

R4×オービフォールドC2/Z2 モジュライ空間 R4× Eguchi-Hanson C̃2/Z2

(singular) (regular)
Fµν → (singular) ゼロサイズ極限 Fµν → (regular) U(1) instanton

5.2 非可換インスタントン解 (G = U(1), k = 1)

簡単のためインスタントンの位置を原点にとる．k = 1なのでADHM方程式は自明に解ける：

B1,2 = 0, I =
√
ζ, J = 0. (5.2)

問題はDirac零モードである. 「０次元Dirac方程式」は, ∇̂†V̂ =

( √
ζ ẑ2 ẑ1
0 −ˆ̄z1 ˆ̄z2

)
V̂ = 0. と

なり, この解としては, 規格化因子を除いて次のものが自然に取れる：

V̂1 =

 ẑ1 ˆ̄z1 + ẑ2 ˆ̄z2
−
√
ζ ˆ̄z2

−
√
ζ ˆ̄z1

 , ∇̂†V̂1 = 0. (5.3)
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しかしこれはオペレータの意味でH全体での規格化条件を満たさない. 今のコンベンションで
は ˆ̄z1, ˆ̄z2が消滅演算子に対応し，V̂1が零モード |0, 0⟩を持つため, 規格化因子を求める際 V̂ †

1 V̂1

の逆行列をHの中で求めることができないからである. したがって V̂ を規格化する際はこの点
に注意する必要がある. 古内氏は [6]において, すべての議論をH1 := H\C|0, 0⟩に制限すれば,

V̂1が正しい反自己双対ゲージ場を与えることを示し, さらにシフト演算子を用いて, H1に制限
された議論をHに変換し (ラベルを付け変え), Hで規格化された V̂ を求めた [6].

シフト演算子を導入することなくこれらの解をより系統的に構成することもできる．紙数
も尽きたので詳しい議論は別の機会および論文 [11]に譲る.
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