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概 要

Atiyah-Drinfeld-Hitchin-Manin (ADHM)構成法とは, 任意のインスタントン解を与える強力な構
成法の一つである. この構成法は Nahmによってモノポール解の構成に応用された. これを ADHMN
構成法あるいは Nahm構成法と呼ぶ. (両者をまとめて, この記事では ADHM/Nahm構成法と書く.)
ADHM/Nahm構成法は, インスタントン/モノポールのモジュライ空間と ADHM/Nahmデータのモ
ジュライ空間との１対１対応 (双対性)を利用したもので, 様々な応用がある.
この記事ではまず可換空間上の ADHM/Nahm構成法の詳細について一通り述べ, 背後に潜む双対

性を明らかにする. そしてその双対性の起源を, 4次元トーラス上のゲージ理論を用いた議論 (Nahm
変換), およびある配置に置かれた D-brane 複合系のゲージ理論を用いた議論から考察する. この
D-brane解釈により, 数学的な概念だと思われていた ADHM/Nahm構成法に物理的意味が与えられ,
逆に ADHM/Nahm構成法の中に Myers効果, Solution Generating Technique といった D-brane力
学解明へのヒントが隠されていることが明らかとなった.
さらに非可換空間上のゲージ理論と ADHM/Nahm構成法についても簡単に紹介する. 非可換空

間上のゲージ理論は背景 B場 (磁場)中の D-brane上のゲージ理論と等価であることが知られている
が, ADHM/Nahm構成法を用いると, それが顕著に見て取れる.
この記事は ADHM/Nahm構成法の, 物理の人向けの包括的解説である.
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0 Introduction

ADHM/Nahm構成法とは, 任意のインスタントン解/モノポール解を与える強力な構成法の一つであ

る. インスタントン, モノポールは 4次元空間上の自己双対なゲージ場 (と Higgs場)の配位のことで, 場

の理論の非摂動論的側面の解明に重要な役割を果たす. 3 ADHM/Nahm構成法は, インスタントン/モ

ノポールのモジュライ空間と ADHM/Nahmデータのモジュライ空間との１対１対応 (双対性)を利用し

たもので, インスタントン・バックグラウンドでの経路積分の計算など様々な応用がある.4

ADHM構成法は当時流行っていたツイスター理論 [141]5 の派生である. 1977年頃Wardは, ツイス

ター理論を応用し , S4上のゲージ場の自己双対性を 3次元複素射影空間上のベクトル束の正則性に置き

換えた [169]. ベクトル束の正則性の問題は, 代数幾何学的なアイデアを取り入れることで, 代数的問題に

帰着される. その取り扱いの方法として, 代数曲線による記述とモナード (Monad)による記述がある.

AtiyahとWardは前者を採用し , ある仮定 (Atiyah-Ward ansatz)から具体的インスタントン解が構成

されることを示した [10]. このアイデアはソリトン方程式の逆散乱法 (Bäcklund変換) と密接な関係に

あり [16, 34, 177], 可積分系とも関わりながら大きな発展を遂げた [172, 113].

一方 Atiyah, Drinfeld, Hitchin, Maninは後者を採用し , S4上の全てのインスタントン解を与える構

成法を見出した [8]. これが ADHM構成法である.6 ADHM構成法は, その後 Nahmによってモノポー

ル解の構成にも応用された [121]-[124]. これを ADHMN構成法, あるいは Nahm構成法と呼ぶ. さらに

Nahm構成法に現れる Fourier変換的な双対性は Schenk [153], Braamと van Baal [21]によって, 4次元

トーラス上のインスタントンに関わる美しい双対変換として抽出された. これは Nahm変換と呼ばれて

おり, 代数幾何学における Fourier-Mukai変換 [116]7 , 弦理論における T 双対変換8 と密接な関わりが

ある.

ADHM/Nahm構成法はこの記事で示すように, 解の構成に関して非常に強力であり, 他にもさまざま

な応用がある. D-brane力学との対応も見事であり非常に興味深い. ところが ADHM/Nahm構成法は

あまり世に知られておらず, 時にマニアックな印象を与える. これは何故であろうか？

一つには ADHM構成法を物理の人が勉強する際, 適切な文献がほとんど見当たらないことが挙げら

れる. まず ADHM構成法の原論文 [8]は難解である. この論文はどちらかというと数学者向けに書かれ

ている上に, 結果のみのレポートとなっている. そしてその詳しい解説として引用されるのは, せいぜい

Atiyahの講義録 [6]ぐらいであるが, その記述はツイスター理論がらみであり, 記号も物理学者には馴染

みが薄いものである.

しかし ADHM/Nahm構成法には, ツイスター理論なしの, より物理学者向けの記述が存在する. それ

は主に物理学者によって発展させられ,9 １対１対応 (全単射)の証明も [37]に至って (ほぼ)なされた.

この記事の 1.1節はこの論文の詳しい紹介である. 証明もほぼ完全に付した.

ADHM/Nahm構成法の面白味は何と言っても, その D-brane解釈にある. これは D-braneの研究が

爆発的に進展した 1995年, 1996年頃に始まった. 特に非可換空間上のゲージ理論と背景 B場 (磁場)中

3 興味ある方は, 例えば [3, 27, 28, 120, 149, 152, 155, 156, 157, 165, 167]などを参照されたい.
4 ADHM構成法の応用に興味ある方には, インスタントンの論文選集 [155]や [44, 97] が役に立つであろう.
5 解説として [111, 113, 142, 172]等がある
6 この記事で扱うインスタントンは４次元 Euclid空間 R4 上のインスタントンであるが, 共形不変性と Uhlenbeckの定理

[166]から S4 上のインスタントンと等価であることが数学的に証明される.
7 解説として [117]がある
8 解説として [57]がある.
9 当時の総合報告として例えば [30, 35, 147]がある.
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の D-brane上のゲージ理論の等価性が指摘されてきた頃 [29, 47, 151]から再び威力を発揮し , 非可換空

間上のインスタントン/モノポールの厳密解も次々と構成された. その中には U(1)インスタントン, フ

ラクソンといった非可換空間特有の新しい物理的対象も含まれていた. また空間を非可換にした効果と

背景に B場 (磁場)を掛けた効果との等価性が, ADHM/Nahm構成法の D-brane解釈から容易に読み取

ることができることも分かった. さらに ADHM/Nahm構成法の中にMyers効果, Solution Generating

Technique といった D-brane力学解明のヒントが隠されていることも明らかになった.

この記事は以上の発展の概説である. 紙数の制約のため省略した話題もあるが, 主要な部分は大体書き

尽くしたものと考えている. ADHM/Nahm構成法の面白さ, 素晴らしさが伝われば幸いである.

この記事だけに用いる, 特別な用語に関する注意

• スラッシュ“/”は「または」ぐらいの意味であり, スラッシュが連続するときは以後, スラッシュ

“/”の意味で「複号同順」であるとする.

• 「モノポール」は基本的に「BPSモノポール」を指す.

• Self-Dualか Anti-Self-Dualの自己双対性を区別するときは “SD”か “ASD”を明記する. 例えば

「インスタントン」,「自己双対方程式」と言ったときは, 自己双対性を区別しないが,「ASDイン

スタントン」,「ASD自己双対方程式」と言ったときは, Anti-Self-Dualのもののみを指す. ただ

し “(A)SD”と書かれている場合は自己双対性は区別されていない.

• m× n行列M のサイズを明記するときはM[m]×[n]のように右下の部分に [..]を付けて書き添える.

特にMが m×m 正方行列の場合は, M[m]と書くこともある.

• Lie群Gの Lie環は, そのカリグラフ文字 Gで表すことにする. また Lie群の元 gと Lie環の元X

との関係は g = eXである.

• “≈”は「空間の無限遠方 r := |x| → ∞で漸近的に等しい」の意味に用いる.

• 特に断りがなければ, Tr はそのときに考えているゲージ群のカラーの足に関するトレースを, tr は

スピノルの足に関するトレースを表す.

• 添字についてまとめておく：

4-dim. Space indices [4] : 1 ≤ µ, ν, ρ, · · · ≤ 4

3-dim. Space indices [3] : 1 ≤ i, j, k, · · · ≤ 3

Color indices [N ] : 1 ≤ u, v, w, · · · ≤ N

Instanton Number indices [k] : 1 ≤ p, q, r, · · · ≤ k

Spinor indices [2] : 1 ≤ α, β, γ, · · · ,≤ 2

1 ADHM/Nahm Construction and Nahm Transformation

この第１章では可換空間上の普通の ADHM/Nahm構成法をレヴューする. 1.1/1.2節では Corrigan-

Goddardの論文 [37]に基づき, インスタントン/モノポールのモジュライ空間と ADHM/Nahmデータの
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モジュライ空間との１対１対応を証明し , 代表的な解の具体的構成を行う. 1.3節で ADHM/Nahm構成

法に現れる美しい双対性を列挙し , 4次元自己双対方程式の次元還元から考察を行う. 1.4節では Nahm

変換を紹介し , その双対性の起源を Nahm変換の特別な極限として解釈する. 1.5節では ADHM/Nahm

構成法および Nahm変換の D-brane解釈を与える.

ADHM/Nahm構成法で最も基本的なものは Dirac作用素である. 自己双対方程式など他の主要な方

程式は Dirac作用素から理解される. ADHM/Nahm構成法に現れる登場人物や方程式は一見雑多で複

雑な印象を受けるが, 基本的には Dirac作用素とその零モードのみであり, 方程式もDirac方程式と自己

双対方程式のみと考えてよい.

この章は細かい議論も含んでいるが, 詳細は気にせず読んで頂きたい. 特に D-brane解釈の部分が面白

いと思われる. また具体的な解の構成のみに興味のある方は, (Instanton/Monopole), (ADHM/Nahm),

(ADHM/Nahm) → (Instanton/Monopole), Examplesの部分だけを読まれることを薦める.

これから示す１対１対応の証明の概略は次の通り：
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図 1: ADHM/Nahm構成

１対１対応の具体的な対応関係は (零質量) Dirac方程式を経由して与えられる. 図に現れる (A)SD /

Bogomol’nyi / Nahm / ADHM方程式は, 基本的に 4 / 3 / 1 / 0次元自己双対方程式と考えてよい.

1.1 ADHM Construction of Instantons on R4

この 1.1節ではADHM構成法の礎となる, インスタントンのモジュライ空間とADHMデータのモジュ

ライ空間との１対１対応 (双対性)の証明を行う. これにより全てのインスタントンが ADHM構成法に

よって (行列の方程式を解くことで)得られることが示される. 最後に具体的な解を構成する.

(Instanton)

まずインスタントンを定義する. 簡単のためゲージ群 Gを SU(N), N ≥ 2とする10 . またインスタ

ントンの自己双対性は ASDに固定するが, SDにしても全く同様である. インスタントンについて基本

事項を既にご存じの方はこの部分を飛ばしてしまって差し支えないが, 自己双対方程式の Dirac作用素

を用いた表現だけはチェックされたい.
10 ゲージ群 Gを SU(N)にとっても U(N)にとっても以下の議論は全く変わらない.
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4次元 Euclid空間上のインスタントンとは, 4次元自己双対方程式を満たし , Yang-Mills作用を有限に

するゲージ場の配位である. ADHM構成法では Dirac作用素が基本要素であるから, まずそれを定義し

よう：

• Dirac作用素11

Dx := eµ ⊗Dµ = eµ ⊗ (∂µ + Aµ), D̄x := ēµ ⊗Dµ = −D†. (1.1)

ここでDµは普通の共変微分であり, eµは四元数 (i, j, k, 1)の２次元表現行列 (Euclidean 4次元 Pauli行

列)である：

eµ := (−iσi, 1), ēµ := ēµ = (iσi, 1). (1.2)

これは次の関係式を満たす：

ēµeν = δµν + iη(+)
µν = δµν + iηi(+)

µν σi, eµēν = δµν + iη(−)
µν = δµν + iηi(−)

µν σi. (1.3)

ここで η
i(±)
µν は’t Hooftのイェータ・シンボル [162, 164]と呼ばれるもので, 具体的には

ηi(±)
µν = εiµν4 ± δiµδν4 ∓ δiνδµ4. (1.4)

である. これは µ, νの足に関して反対称かつ自己双対である：

ηi(±)
µν = ± ∗ ηi(±)

µν , (1.5)

ここで ∗は Hodge作用素であり, ∗Xµν := (1/2)εµνρσXρσで定義される. (例えば ∗X12 = X34, ∗X13 =

X42, . . ..)

eµ, η
i(±)
µν の満たす関係式をいくつか挙げておく：

eµēν + eν ēµ = ēµeν + ēνeµ = 2δµν (1.6)

eµēνeµ = −2eν , eµeνeµ = −2ēν (1.7)

e2eµe2 = −ēt
µ (1.8)

tr (eµēν) = tr (ēµeν) = 2δµν , (1.9)

ηi(+)
µν = − i

2
tr (σiēµeν), ηi(−)

µν = − i

2
tr (σieµēν) (1.10)

ηi(+)
µν ηj(+)

µν = ηi(−)
µν ηj(−)

µν = 4δij . (1.11)

さて自己双対方程式を Dirac作用素を用いて定義しよう. ゲージ場の自己双対性は次のように定義す

ることができる. すなわち

• ゲージ場が自己双対 ⇔ Dirac作用素の「２乗」D̄D が Pauli行列と可換

実際Dirac作用素の「２乗」を計算すると

D̄D = ēµ ⊗Dµeν ⊗Dν = 1[2] ⊗D2 +
i

2
η(+)iµνσi ⊗ [Dµ, Dν ] = 1[2] ⊗D2 +

i

2
η(+)iµνσi ⊗ Fµν (1.12)

11 正確には Dirac作用素を「カイラル分解」した「Weyl作用素」と呼ぶべきであるが, ここではそうしない. またテンソル
積の記号 ⊗は省略することがある.

5



となり,これが Pauli行列と可換であるためには, Dirac作用素の「２乗」の中の Pauli行列 σiの部分 (右

辺第 2項)がゼロ, すなわち曲率 Fµνが ASDであればよい.12 この条件が ASD自己双対方程式である

が, 具体的に書き下すと次のようになる：

• ASD自己双対方程式 (D̄Dが Pauli行列と可換)

F12 + F34 = 0, F13 − F24 = 0, F14 + F23 = 0. (実表示) (1.13)

⇔ Fz1z̄1 + Fz2z̄2 = 0, Fz1z2 = 0. (複素表示) (1.14)

⇔ Fµν + ∗Fµν = 0. (1.15)

自己双対方程式は Yang-Mills作用の極小値を与える. 実際

SYM = − 1
2g2

YM

∫
d4x Tr (FµνF

µν) = − 1
4g2

YM

∫
d4x Tr (FµνF

µν + ∗Fµν ∗ Fµν)

= − 1
4g2

YM

∫
d4x Tr

(
(Fµν ± ∗Fµν)2 ∓ 2Fµν ∗ Fµν

)

= − 1
4g2

YM

∫
d4x Tr (Fµν ∓ ∗Fµν)2 ± 8π2

g2
YM

[ −1
16π2

∫
d4x Tr (Fµν ∗ Fµν)

]

︸ ︷︷ ︸
=:ν[Aµ]

. (1.16)

であり, 平方完成した部分がゼロになるという条件がちょうど自己双対方程式と一致する. また右辺第

2項で [...]とまとめた部分 ν[Aµ]は整数値を取る. これが有限の値を取るためには,ゲージ場は無限遠で

ピュア・ゲージ (すなわちAµ ≈ g−1∂µg, ∃g ∈ SU(N). またこのとき Fµν ≈ 0である.) である必要があ

る. このとき, この整数値はインスタントン数と呼ばれる. ここではインスタントン数が −kであるよう

なインスタントン (k ASDインスタントン)を考えるものとしよう：

• インスタントン数 (ゲージ場は無限遠でピュア・ゲージ：Aµ ≈ g−1∂µg, ∃g ∈ SU(N))

ν[Aµ] := − 1
16π2

∫
d4x Tr (Fµν ∗ Fµν) = − 1

8π2

∫
Tr (F ∧ F )

= − 1
8π2

∫
dTr (A ∧ dA +

2
3
A ∧A ∧A) Stokes= − 1

8π2

∫

S3
Tr (A ∧ dA +

2
3
A ∧A ∧A

︸ ︷︷ ︸
=A∧F− 1

3
A∧A∧A

)

=
1

24π2

∫

S3
Tr ((g−1dg) ∧ (g−1dg) ∧ (g−1dg)) ∈ Z

= −k. (1.17)

さらに D2が可逆である必要がある：

• D2が可逆 (すなわちあるグリーン関数G(x, y)が存在する.)13 ：

D2
x
∃G(x, y) = −δ(x− y), G(x, y) ' O(r−2). (1.18)

ゲージ変換はおなじみのものである：

12 つまり ASDではなく SD インスタントンを議論したい場合は, eµ と ēµ を交換すればよい.
13 ただし D2 の可逆性については, D2φ = 0の φが φ ≈ O(r−ε), ε > 0の場合のみ成り立つものとする. φ ≈ O(1)の場合
はこの限りではなく, D2φ = 0を満たす φが独立にちょうど N 個存在する [43].
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• ゲージ変換

Aµ → g−1Aµg + g−1∂µg, g(x) ∈ SU(N). (1.19)

インスタントン数−kのR4上のインスタントン解は,ゲージ変換で移り合う自由度を除いてある個数

のパラメーターで記述される. このパラメーターの空間をMinst
N,k で表し , G = SU(N), kインスタント

ン・モジュライ空間という.

インスタントンについてまとめると次のようになる：

インスタントン 14

Minst
N,k =





A
(N,k)
µ

自己双対方程式
Aµ : N ×N 反Hermite行列
ν[Aµ] = −k

D̄Dは可逆





(Aµ ∼ g−1Aµg + g−1∂µg, g(x) ∈ SU(N))

dimMinst
N,k =

{
4Nk −N2 + 1 N ≤ 2k

4k2 + 1 N > 2k
(1.20)

ここでインスタントン・モジュライ空間の次元 dimMinst
N,k については指数定理の結果 [9, 14]

dimMinst
k = 4hk − χ + σ

2
dimG (1.21)

を引用した15 . ただし , hはゲージ群Gの双対Coxeter数, χは底空間 (場が定義されている空間)のEuler

数, σは底空間の符号数である (表 1,2参照).

表 1：単連結コンパクト単純 Lie群
群G ランク 次元 dual Coxeter数 h

SU(N) (N ≥ 2) N − 1 N2 − 1 N

SO(N) (N ≥ 2)
[
N

2

]
1
2
N(N − 1) N − 2 (N ≥ 4)

Sp(N)[2N ]×[2N ] N N(2N + 1) N + 1
G2 2 14 4
F4 4 52 9
E6 6 78 12
E7 7 133 18
E8 8 248 30

表 2：4次元多様体の Euler数 χ, 符号数 σ

4次元多様体 Euler数 χ 符号数 σ

T 4 0 0
S4 2 0

CP2 3 −1
S2 × S2 4 0

K3 24 −16

14 Aµ が G = SU(N)の場合の k インスタントン解であることを強調する場合, A
(N,k)
µ のように N, kを明示することがある.

15 ここでは R4 上ではなく S4 上のインスタントンとして指数定理を適用した. なお ASDではなく SDの場合, 式 (1.21) の
(χ + σ)の部分が (χ− σ)になる. 物理学者向けの物理数学の解説として例えば [50, 51, 125, 130, 131]がある.
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(ADHM)

次に ADHMデータを定義する. ADHMデータはインスタントンの双対であり, インスタントンを定

義したときと同様の登場人物が現れるだけである. ただしインスタントン側は 4次元空間上で定義され

た対して, ADHM側はいわば 0次元空間上で定義される. すなわち微分が現れない. 詳しくは 1.3節で

議論する.

まず「(双対) 0次元Dirac作用素」∇を次のように定義する：

∇(x) := Cx−D. (1.22)

ただし

x := xµ ⊗ eµ =

(
x4 − ix3 −(x2 + ix1)
x2 − ix1 x4 + ix3

)
=

(
z̄2 −z1

z̄1 z2

)
. (1.23)

であり, xµあるいは z1,2は R4あるいは C2の座標を表す. また Cは (N + 2k)× 2k定数行列

C =

(
0[N ]×[2k]

1[2k]×[2k]

)

[N+2k]×[2k],

(1.24)

であり, Dに全ての情報が含まれている. Dのことを ADHMデータと呼び, 16 必要に応じて, 次のよう

な様々な表し方をする：

D =

(
−S[N ]×[2k]

T[2k]×[2k]

)

[N+2k]×[2k]

=

(
−S[N ]×[2k]

eµ[2]×[2] ⊗ Tµ
[k]×[k]

)

[N+2k]×[2k]

=




−I† −J

T 4 − iT 3 −(T 2 + iT 1)
T 2 − iT 1 T 4 + iT 3




[N+2k]×[2k]

=



−I† −J

B†
2 −B1

B†
1 B2




[N+2k]×[2k].

(1.25)

ここで I, J,B1,2はそれぞれ k × N, N × k, k × k複素行列であり, B1,2は座標と同様に Tµ (k × kエル

ミート行列) を複素に組んだものである. 改めて「0次元Dirac作用素」を書き下しておこう：

∇(x) =

(
S

eµ ⊗ (xµ − Tµ)

)
=




I† J

z̄2 −B†
2 −(z1 −B1)

z̄1 −B†
1 z2 −B2


 ,

∇(x)† =
(

S† ēµ ⊗ (xµ − Tµ)
)

=

(
I z2 −B2 z1 −B1

J† −(z̄1 −B†
1) z̄2 −B†

2

)
. (1.26)

さて次に「(双対) 0次元自己双対方程式」を定義しよう. インスタントンの時と同様,「∇†∇が Pauli

行列と可換」であるという条件を自己双対の定義をする. これを具体的に式で表すと次のようになる：

• ADHM方程式 (「0次元自己双対方程式」)：




[T1, T2] + [T3, T4]− i

2
(I†I − JJ†) = 0,

[T1, T3]− [T2, T4]− 1
2
(IJ + J†J) = 0,

[T1, T4] + [T2, T3]− i

2
(IJ − J†J) = 0.

(実表示) (1.27)

16 この D はインスタントンのときの共変微分 Dµ とは異なるが混同する恐れはないものと信じる. なお C と x の積は,
C(x⊗ 1[k]) あるいは C γq

u+αp xγβ̇ と理解する. ((1.26), (1.39)等も同様.)
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⇔
{

(µR :=) [B1, B
†
1] + [B2, B

†
2] + II† − J†J = 0,

(µC :=) [B1, B2] + IJ = 0. (複素表示)
(1.28)

⇔ tr (σi(S†S + T †T )) = 0. (∀i = 1, 2, 3) (1.29)

複素表示での左辺はハイパーケーラー商 [88]の文脈でしばしば µR, µCと書かれる. また, ADHMデー

タ Tµ, B1,2は常に座標 xµ, z1,2と対になって現れるので, ADHM方程式の中の ADHMデータ同士の交

換子が含まれる部分には常に座標関数の交換子が現れる. (例えば µR = −[z1, z̄1]− [z2, z̄2]のように.) 可

換空間上ではもちろんそれらはゼロであるが, 非可換空間上ではこれがノンゼロとなり重要な結果を生

み出す.

このとき,

(∇(x)†∇(x)) =

(
2 0[k]

0[k] 2

)

[2k]×[2k]

2(x)[k] =
1
2
tr (D†D) + 2Tµxµ + |x|2 (1.30)

となる.

またインスタントンのときと同様, 次の条件が必要である.

• 2が可逆 (逆行列 f の存在)

2∃f = 1 ⇔ f(x)[k] = 2−1 ' O(r2). (1.31)

ADHM方程式と定数行列 Cを不変に保つ変換も存在し , ADHMデータの「ゲージ変換」と呼ばれる：

• ADHMデータの「ゲージ変換」17

I → R†IQ†, J → QJR, Tµ → R†TµR, Q ∈ SU(N), R ∈ U(k) (1.32)

この変換 (1.32)で移り合うものどうしを同一視し ,同値類全体の集合をMADHM
k,N と表す. これをADHM

データのモジュライ空間という. dimMADHM
k,N はこれまでの制約から計算できる.

• N ≤ 2kの場合

dimMADHM
k,N = 2 · 2k(N + 2k)︸ ︷︷ ︸

D

− 3k2
︸︷︷︸
(1.27)

− 4k2
︸︷︷︸

T †µ=Tµ

− (N2 − 1)︸ ︷︷ ︸
Q

− k2
︸︷︷︸

R

= 4Nk −N2 + 1(1.33)

• N > 2kの場合

N ≤ 2kの場合と同じ計算をすると, U(N − 2k)の自由度を引きすぎることになるので (式 (1.67)

の周辺の議論とその脚注参照),

dimMADHM
k,N = 4Nk −N2 + 1 + (N − 2k)2 = 4k2 + 1 (1.34)

17 Q ∈ U(N)でもよいが, Q = eiφ · 1[N ], R = e−iφ · 1[k] の場合に Qと Rが独立な変換として扱えなくなるので, この U(1)
変換の自由度を Rの方に押しつけた. これで, N ≤ 2kの場合に Qと Rが独立な変換として扱える.
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したがって dimMADHM
k,N = dimMinst

N,k が成り立っていることが分かる.

ADHMデータについてまとめると次のようになる：

ADHMデータ 18

MADHM
k,N =





D(k,N) =

(
−S(k,N)

eµ ⊗ Tµ(k)

) ADHM方程式
Tµ : k × k Hermite行列
S : N × 2k複素行列
∇†∇は可逆





(I ∼ R†IQ†, J ∼ QJR, Tµ ∼ R†TµR, Q ∈ SU(N), R ∈ U(k))

dimMADHM
k,N =

{
4Nk −N2 + 1 N ≤ 2k

4k2 + 1 N > 2k
(1.35)

これから示すことは,

Minst
N,k

1:1= MADHM
k,N (1.36)

である.19 簡単のため以後, N ≤ 2kの場合を考える.

(ADHM)−→(Instanton)

ここでは, 与えられたADHMデータ S(k,N), T
(k)
µ から, インスタントン Aµ = Aµ(S, T )を構成する. 示

すべきことは,ゲージ群が SU(N)になること, インスタントン数が −k になること, Aµが無限遠でピュ

ア・ゲージになること, Aµから作られる曲率 Fµνが ASDになること, Aµから作られるDirac作用素の

「２乗」D2が可逆であること, である.

まず次の方程式

∇†V = 0. (1.37)

を考える. この方程式 (1.37)は 0次元の零質量Dirac方程式と呼ぶべきものであり, V のことを Dirac零

モードと呼ぶ. V は規格化されていなければならない. ∇の各列は独立かつ 2k個あるので, 規格化され

たDirac零モードは独立に (N + 2k− 2k =) N 個存在する. これを V[N+2k]×[N ]と表している. 規格化条

件は

V †V = 1[N ] (1.38)

である. ０次元Dirac方程式と規格化条件と ∇†∇の可逆性とを合わせると, 次の関係式が導かれる：

V V † = 1[N+2k] −∇f∇† (1.39)

この関係式を証明するため, 次の行列を導入すると便利である：

W :=
(
∇ V

)
[N+2k]×[N+2k]

. (1.40)

18 ADHMデータ S, Tµがそれぞれ N × 2k, k× k行列であることを強調する場合, S(k,N), T
(k)
µ のように k, N を明示するこ

とがある.
19 ２つの集合M と N の１対１対応を証明するには, M から N への写像 f と N から M への写像 gを定義し, f ◦ g = 1N

と g ◦ f = 1M を示せばよい. またさらに f と gが共に連続であれば M と N の (位相空間としての)次元は等しい.
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式 (1.31), (1.37), (1.38)より行列W の各列は独立であり逆行列が存在する. したがって,

W (W †W )−1W † ≡ 1 (恒等式) ⇔ V (V †V︸ ︷︷ ︸
=1

)−1V † +∇(∇†∇)−1∇† = 1. (1.41)

これはまさに式 (1.39)である.

条件 (1.39)は, W の各列が (N + 2k)次元ベクトル空間の完全系をなすことを表しており, 完全性条件

(completeness condition)と呼ばれる. これは規格化条件とともに非可換空間上の議論で注意しなければ

ならないものである.

W を用いると関係式がシンプルにまとめられる：

W †W ≡
(
∇†∇ ∇†V
V †∇ V †V

)
=

(
1[2] ⊗2[k] O

O 1[N ]

)
. (1.42)

なお, 後の説明のため

P := V V †, (1.43)

V =

(
u[N ]×[N ]

v [2k]×[N ]

)
=




u[N ]×[N ]

v1 [k]×[N ]

v2 [k]×[N ]


 , (1.44)

v = C†V, (1.45)

というものを導入しておく. P は (N + 2k)次元の空間から N 次元部分空間への射影である.

この V からゲージ場Aµを

Aµ = V †∂µV ≈ O(r−1) (1.46)

として作る. 規格化条件 (1.38)より, A†µ = −Aµ (反エルミート) であることが分かり, G = U(N)が言

える.

なぜゲージ場がこのような形で与えられるのか, 幾何学的意味を説明する. Vu (u = 1, . . . , N)で貼ら

れるN 次元部分空間における共変微分Dµは, (N + 2k)次元空間で定義された自然な微分 ∂µから, N 次

元部分空間への射影 P を用いることで次のように与えられる：Dµ := P∂µ. これを, この部分空間に制

限された関数 s(x) (基底で展開して V usu(x))に作用させると

Dµ(V usu) = P∂µ(V vsv) = V uV †
u (V v(∂µsv) + (∂µV v)sv) = V u(δuv∂µ + (V †

u ∂µV v))sv. (1.47)

となる. ここで右辺第２項 V †
u ∂µV vは, N 次元部分空間からはみ出さないようN 次元部分空間に射影す

る役割を果たすが, これがまさに接続, すなわちゲージ場A v
µu なのである. このN 次元部分空間の基底

として Dirac零モードを持って来たところが ADHM構成法の重要な点なのである.

ここで (Aµ = V †∂µV, ∇†V = 0, V †V = 1のとき)成り立つ式を列挙しておく20 ：

∂µf = −f(∂µf−1)f (1.48)

eµ∇†Ceµ = −2C†∇ (1.49)

DµV † = V †∂µ(V V †) = −V †Cfeµ∇† (1.50)
20 式 (1.48)～ (1.51)は C が標準形でなくても成り立つ. 式 (1.52)は C が標準形の場合に明らか. なお最後の式 (1.53)の
証明は [39, 139]にある.
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D2V † = −4V †CfC† (1.51)

D2u† = 0 (1.52)

Tr (FµνF
µν) = −∂2∂2 log det f (1.53)

以上の関係式を用いて, このゲージ場が G = SU(N)の k インスタントン解であることを順次見て行

こう.

まず, この Aµ = V †∂µV から曲率 Fµν を計算し , ASD性をチェックする. 微分形式の言葉で計算する

方が見通しがよい：

F = dA + A ∧A

= dV † ∧ dV + V †dV ∧ V †dV = dV † ∧ dV − dV †V ∧ V †dV

= dV †(1− V V †) ∧ dV
(1.39)
= dV †∇f∇† ∧ dV

(1.37)
= V †(d∇)f ∧ (d∇†)V = V †Ceµdxµf ∧ dxν ēνC

†V
(1.30)−1

= V †Cdxµf ∧ dxνeµēνC
†V

(1.3)
= iV †Cf η(−)

µν︸︷︷︸
ASD

C†V dxµ ∧ dxν , (1.54)

Fµν = 2iV †Cfη(−)
µν C†V = 2iv†fη(−)

µν v. (1.55)

ゲージ場Aµが無限遠でピュア・ゲージになることを示すため, 無限遠での振る舞いを調べる. |x| → ∞
で「０次元 Dirac方程式」(1.37)は x†C†V ≈ 0となるので, まず v = 0が言える. このとき規格化条件

(1.38)より u ≈ ∃g(x) ∈ SU(N) となり,

Aµ ≈ g−1∂µg (1.56)

が分かる. なお, (1.37)の両辺に xを掛けると,

V †C =
V †Dx†

|x|2 (1.57)

が成り立つので, V の無限遠での振る舞いは

Vx =

(
ux

vx

)
≈

(
O(1)
O(r−1)

)
(1.58)

とまとめられる.

インスタントン数については, 式 (1.53)を用いることで,

ν[Aµ] = − 1
16π2

∫
d4x Tr (Fµν ∗ Fµν) = − 1

16π2

∫
d4x ∂2∂2 log det f

= − 1
16π2

∫
dSµ

x∂µ∂2Trk log f︸︷︷︸
≈|x|−2

= − 8
16π2

∫
dΩx Trk1[k] = − k (1.59)

と正しく導かれる. ただし dΩxは x空間における半径 1の 3次元球面の面要素であり,
∫

dΩx = 2π2で

ある.21

21 半径 rの n− 1次元球面 Sn−1 の表面積は Vol (Sn−1
r ) =

2π
n
2

Γ(n
2
)
rn−1である. (ただし Γ(1) = 1, Γ( 1

2
) =

√
π)
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D2の可逆性は, D2の Green関数が具体的に

G(x, y) =
1

4π2

V †
x Vy

|x− y|2 (1.60)

と求まることから示される [33]. この式を示すには D2G(x, y) = −δ(x − y)となることを示せばよい.

まず,

D2G(x, y) =
1

4π2





∂2
x

(
1

|x− y|2
)

︸ ︷︷ ︸
−4π2δ(x−y)

V †
x Vy + 2∂xµ

(
1

|x− y|2
)

Dµ
xV †

x Vy +
1

|x− y|2 D2
xV †

x Vy





(1.61)

となるが, ここで x = yの場合と x 6= yの場合とに分けて考える.

• x = yの場合, 式 (1.50)より,

Dµ
xV †

x Vy = −V †Cfeµ∇†x=yVy︸ ︷︷ ︸
=0

(1.62)

となり, 式 (1.61)の第 2, 3項は消える. よって,

D2G(x, y) = −δ(x− y) V †
x=yVy︸ ︷︷ ︸
=1

= −δ(x− y). (1.63)

• x 6= yの場合, 式 (1.51)も用いると,

D2G(x, y) = − δ(x− y)︸ ︷︷ ︸
=0

V †
x Vy +

1
4π2

{
2∂xµ

(
1

|x− y|2
)

Dµ
xV †

x Vy +
1

|x− y|2 D2
xV †

x Vy

}

=
1

4π2

{
(x− y)µ

|x− y|4 (V †
x Cfeµ∇†x)Vy +

1
|x− y|2 (−4V †

x CfC†)Vy

}

=
1

π2|x− y|2 V †
x Cf

{
(x− y)µ

|x− y|2 eµ(∇†y + (x− y)†C†)− C†
}

Vy

=
1

π2|x− y|2 V †
x Cf





(x− y)µ

|x− y|2 (x− y)ν(δµν + iη(−)
µν )

︸ ︷︷ ︸
=1+0

−1





C†Vy = 0. (1.64)

これで Green関数の式 (1.60)が示された.

また, V に対する変換

V → V g, g(x) ∈ SU(N) (1.65)

は (1.37)-(1.39),を不変に保ち, Aµに対するゲージ変換となっている：

Aµ −→ A′µ = (V g)†∂µ(V g) = g−1 (V †∂µV )︸ ︷︷ ︸
Aµ

g + g−1∂µg. (1.66)

なお, (1.24)では行列Cを定数にとったが一般の複素行列にとっても, この (ADHM) −→ (Instanton)

の議論は成り立つ. ただ, 次のようにして (1.24)の形に持っていくことができる.
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いま行列 Cを一般の複素行列とし , 次の変換

D → D′ = UDR, C → C ′ = UCR, V → V ′ = UV

U ∈ U(N + 2k), R ∈ GL(k;C)⊗ 1[2] (1.67)

を考える. この変換は, (1.27), (1.37)-(1.39)を不変に保つ. この自由度を用いて, 行列Cを標準形 (1.24)

に固定することができるのである22 .

(Instanton)−→(ADHM)

ここでは,ゲージ群が SU(N)の場合の kインスタントン A
(N,k)
µ が与えられたとして,それからADHM

データ S = S(A), Tµ = Tµ(A)を構成する. 示すべきことは, S, Tµがそれぞれ N × 2k, k× k行列になっ

ていること, Tµがエルミート行列であること, S, Tµが ADHM方程式を満たすことである.

まずインスタントン・バックグラウンド Aµの下で 4次元の零質量Dirac方程式23 ：

D̄ψ = 0. (1.68)

を考える. ψは Dirac零モードと呼ばれ, Atiyah-Singer指数定理により独立に k個存在することが示さ

れる. したがって ADHMのときと同様, ψは 2N × k行列と表すことができ, 規格化条件は24

∫
d4x ψ†ψ = 1[k]. (1.69)

である. また完全性条件を満たす：

ψ(x)ψ†(y) = δ(x− y) +DG(x, y)
←
D̄ . (1.70)

ここで G(x, y)は D2の Green関数である. これは ADHMのときと同様, ψの規格化可能性と D2の可

逆性から保証される.

ψにはスピノルの足が含まれているが, ここで次の記号を導入する：

ψ̃ := ψt · e2 (1.71)

ただし , ψtは ψをスピノルの足について転置したもので, N × 2k行列と理解できる.

さて Dirac零モード ψから, ADHMデータ S, T を

ψ̃ ≈ −g†Sx†

π|x|4 +O(r−4), (1.72)

Tµ =
∫

d4x ψ†xµψ (1.73)

22 まず, ユニタリ行列 U を左から作用させることで任意の (N + 2k)× (N + 2k)行列 X を対角成分が全て 1であるような
下三角行列に変形することができる. この行列X の第 (N + 1)列から (N + 2k)列までを行列 Cだと思えば, これで C の第 1
行から第 N 行までは全て 0になっている. あとは U の右下の部分の 2k × 2k 行列と Rとの作用で C の下の部分の 2k × 2k
行列を 1に変形することができる. N > 2kの場合は, 行列 X の第 (N − 2k + 1)列から N 列までを行列 Dだと思えば, これ
で行列 Dの第 1行から第 (N − 2k)行までは全て 0になっている. したがってこの場合は行列 S のランクが (N − 2k)だけ落
ち, 行列 Q ((1.32)参照)の左上の部分の (N − 2k)× (N − 2k)ユニタリ行列の作用を考慮する必要がなくなる.

23 正確には零質量 Dirac方程式をカイラル分解したWeyl方程式であるが, 以下「Dirac方程式」と呼ぶことにする.
24 ψ†ψの縮約はスピノルの足についても行っている. 以後, 特に断らない限り ∗ × 2k 行列と 2k × ∗∗行列の積はスピノルの
足についても縮約をとるものとする.
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として取り出そう. gはもともとのインスタントン Aµの無限遠での振る舞い Aµ ≈ g−1∂µgに現れるも

のである. S, Tµは確かにそれぞれ N × 2k, k × k行列になっている. Tµのエルミート性もこの式より明

らかである.

次に ADHM方程式 (1.29) (∇†∇の Pauli行列との可換性)をチェックする. そのためにまず

TµT ν =
∫

d4x xµψ†(x)ψ(x)
∫

d4y yνψ†(y)ψ(y) (1.74)

を計算する. 完全性条件 (1.70)を式 (1.74)に代入すると,

TµT ν =
∫

d4x xµxνψ†(x)ψ(x) +
∫

d4xd4y xµyνψ†(x)eρēσDρG(x, y)
←
Dσ ψ(y) (1.75)

が分かる.

積分の評価は, まず積分領域を |x| ≤ Rx, |y| ≤ Ry に制限し , それから Rx → ∞, Ry → ∞の極限を
とることで行う. この積分には発散する部分が含まれているが, あとでこの両辺を ’t Hooftのイェータ・

シンボルで縮約する際除かれるので問題はない. (1.75)の第 2項は部分積分を 2回行うことで次の形に

なる：

(1.75)の第 2項 =
∫

xµd4x yνd4y tr
(
ēρψ̃†(x)DρG(x, y)

←
Dσ ψ̃(y)eσ

)

= −
∫

xµdSρ
x yνdSσ

y tr
(
ēρψ̃†(x)G(x, y)ψ̃(y)eσ

)

+
∫

d4x yνdSσ
y tr

(
ēµψ̃†(x)G(x, y)ψ̃(y)eσ

)

+
∫

xµdSρ
x d4y tr

(
ēρψ̃†(x)G(x, y)ψ̃(y)eν

)

−
∫

d4x d4y tr
(
ēµψ̃†(x)G(x, y)ψ̃(y)eν

)
(1.76)

ここで体積積分は |x| ≤ Rx, |y| ≤ Ryの領域で, 表面積分は |x| = Rx, |y| = Ryの領域で行っている. 表

面積分になっている項については無限遠での振る舞いだけで評価が可能である.

まず, Ry →∞とする. このとき (1.76)の第 1,2項については
∫

yνdSσ
y︸ ︷︷ ︸

O(R4
y)

G(x, y)︸ ︷︷ ︸
O(R−2

y )

ψ̃(y)︸ ︷︷ ︸
O(R−3

y )

≈ O(R−1
y )

Ry→∞−→ 0 (1.77)

より消える. (1.76)の第 3項の部分については表面積分になっていないので,
∫

d4y︸︷︷︸
O(R4

y)

G(x, y)︸ ︷︷ ︸
O(R−2

y )

ψ̃(y)︸ ︷︷ ︸
O(R−3

y )

≈ O(R−1
y ) (1.78)

から分かることは, この積分が収束することだけである. この積分をより具体的に表すため,

D2χ̃(x) = −4πψ̃(x), χ̃(x) ≈ 0 (1.79)

の解 χ̃(x)を考える. 式 (1.72)より,

χ̃(x) ≈ −g†Sx†

|x|2 (1.80)
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が分かる. この χ̃(x)を用いると,
∫

d4y G(x, y)ψ̃(y) =
1
4π

χ̃(x) (1.81)

となり, (1.76)の第 3項の部分は,
∫

xµdSρ
x d4y tr

(
ēρψ̃†(x)G(x, y)ψ̃(y)eν

)

Ry→∞−→ 1
4π

∫
xµdSρ

x tr
(
ēρψ̃

†(x)χ̃(x)eν
)

=
1

4π2

∫
xµ xρ

|x| |x|
3dΩx tr

(
ēρxS†Sx†eν

|x|6
)

Rx→∞−→ 1
4π2

∫
xµ

|x|2 dΩx tr
(
ēρS

†Sx†eν
)

=
1
8
tr

(
S†Sēµeν

)
(1.82)

となる.

さてここで, 式 (1.75)の両辺を η
(+)
µν で縮約する. 式 (1.75) の第 1項および式 (1.76)の第 4項は発散し

ているが, η
(+)
µν は SDかつ µ ↔ νの入れ替えについて反対称であるから,この縮約で落ちる25 . この結果,

η(+)
µν

(
TµT ν − 1

8
tr

(
S†Sēµeν

))
= 0 (1.83)

となる. ’t Hooftのイェータ・シンボルの関係式 (1.10), (1.11)を用いると,

tr
(
σi(S†S + T †T )

)
= 0 (1.84)

を得る. こうして ADHM方程式が満たされることが確かめられた.

∇†∇の可逆性についてもチェックすることができる. その逆行列 f の存在を言えばよいが, 基本的に

は式 (1.88) のように f ∼ (∂2)−1ψ†ψとして示される.

また, g, ψに対する変換

g → Q†g, ψ → ψR, Q ∈ SU(N), R ∈ U(k) (1.85)

は, (1.68)-(1.70)および Aµ ≈ g−1∂µgを不変に保ち, S, Tµに対する「ゲージ変換」となっている.

Completeness: (ADHM)−→(Instanton)−→(ADHM)

ここでは, 与えられた ADHMデータ S(k,N), T
(k)
µ から構成したインスタントン Aµ = Aµ(S, T )を用

いて, 再び ADHMデータ S′(k′,N ′) = S′(k′,N ′)(A(S, T )), T ′(k′) = T ′(k′)(A(S, T )) を構成する. 再構成さ

れた ADHMデータが元の ADHMデータ S(k,N), T
(k)
µ に一致すること (すなわち, k′ = k,N ′ = N, S′ =

S, T ′µ = Tµ)を示す. 具体的には, 与えられた ADHMデータ S(k,N), T
(k)
µ と (1.37)-(1.39)を満たす「０

次元Dirac 零モード」V を用いて ψを構成し , これが Dirac方程式 (1.68)の規格化可能解になっている

ことと, この ψから取り出した ADHMデータが元の ADHMデータ S, T であることを示す.

Dirac方程式 (1.68)の解 ψは元の ADHMデータD, (C), V, f を用いて,

ψ̃ =
1
π

V †Cf =
1
π

v†f (1.86)

25 式 (1.76)の第 4項は ASDである. 実際, 式 (1.3)を適用するためには式 (1.76) の第 4項の中にある ēµと eν を移動しな
ければならず, その結果 ēは eの右にきて η(+)が現れる.
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と表すことができる. 実際, D̄ψ = 0 ⇔ Dµψ̃eµ = 0と

πDµψ̃eµ = Dµ(V †Ceµf) =
{
∂µV † + (V †∂µV )V †

}
Ceµf + V †Ceµ∂µf

= ∂µV †(1− V V †)Ceµf − V †Ceµf∂µ(∇†∇)f

= (∂µV †)∇f∇†Ceµf − V †Ceµf(ēµC†∇+∇†Ceµ)f
(1.49)
= −V †(C eµf∇†Ceµ

︸ ︷︷ ︸
−2fC†∇

+4CfC†∇− 2CfC†∇)f = 0 (1.87)

より解になっていることが分かる. また ψは f と関係式

ψ†ψ = − 1
4π2

∂2f (1.88)

で結ばれている. 証明は同様の計算で行うことができる. 式 (1.30)より,

f = 2−1 =
1
|x|2

(
1[k] −

2Tµxµ

|x|2 +
tr (D†D)

2|x|2
)−1

(1.89)

=
1[k]

|x|2 +
2Tµxµ

|x|4 − tr (D†D)
2|x|4 +

4(Tµxµ)2

|x|6 +
2Tµxµtr (D†D)

|x|6 +
(tr (D†D))2

4|x|6 + · · ·

ψ†ψ = δ4(x) · 1[k] +
tr (S†S)
π2|x|6 − 9tr (D†D)Tµxµ

4π2|x|8 − 3(tr (D†D))2

2π2|x|8 + · · · (1.90)

が求まる. これより ψが規格化された解であることが言える：
∫

d4x ψ†ψ = 1[k] (1.91)

また, (1.73)にしたがって ADHMデータを取り出すと,

(T ′µ =)
∫

d4x ψ†xµψ
(1.88)
= − 1

4π2

∫
dSν (xµ∂ν − δ µ

ν )f︸ ︷︷ ︸
O(r−4)の部分は消える

(1.89)
= − 1

4π2

∫
dSν

{
xµ∂ν

(−2Tρx
ρ

|x|4
)

+
2Tρx

ρ

|x|4 δ µ
ν

}

= − Tρ

2π2

∫ { (
xρ

|x|dSµ − xµ

|x|dSρ
)

︸ ︷︷ ︸
=0

1
|x|3 − 4xµxρ

︸ ︷︷ ︸
=δµρ|x|2

xν

|x|6 dSν
}

= Tµ (1.92)

となり元の Tµが出て来る. Sは (1.72)より, ψ̃の無限遠 (|x| → ∞)での漸近展開の初項に含まれている

ので, ψ̃ = (1/π)V †Cf の漸近形を調べる. まず式 (1.57)を代入し , Vxの漸近形 “Vx ≈ g” および f の漸

近形 (1.89)を用いると,

ψ̃ =
V †Dx†f

π|x|2 ≈ −g†Sx†

π|x|4 (1.93)

となり, やはり元の Sが出て来る. なお, この結果は, ψ†ψの漸近展開 (1.90)とも矛盾しない.

こうして元の ADHMデータが再現されることが示された.

Uniqueness: (Instanton)−→(ADHM)−→(Instanton)

ここでは, 与えられたインスタントン A
(N,k)
µ から構成した ADHMデータ S = S(A), T = T (A)を用

いて, 再びインスタントン A
′(N ′,k′)
µ = A′µ(S(A), T (A))を構成する. 再構成されたインスタントンが元の
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インスタントン A
(N,k)
µ に一致すること (すなわち, N ′ = N, k′ = k, A′µ = Aµ)を示す. 具体的には, 与え

られたインスタントン A
(N,k)
µ と (1.68), (1.69)を満たす Dirac 零モード ψ を用いて V を構成し , これ

が「０次元 Dirac方程式」(1.37)の規格化可能解になっていることと, この V から取り出したインスタ

ントンが元のインスタントン Aµであることを示す. これができれば, Completenessの議論と合わせて,

ADHMデータとインスタントンとの 1対 1対応が示される.

Dirac方程式 (1.37)の解 V を構成するため, まず２つの方程式を考える：

D2ξ̃ = 0, D2χ̃ = −4πψ̃ (1.94)

ただし , χ̃, ξ̃は次の境界条件を満たすとする：

ξ̃ ≈ g†(x), χ̃ ≈ −g†Sx†

|x|2 . (1.95)

ξ̃についての式は (Instanton)−→(ADHM)の時に考えた (1.79), (1.80)である. 式 (1.94)の解 ξ̃は漸近的

に covariantly constantな N 個の独立な解26 を列に並べたものである.

この解 χ̃, ξ̃から V は,

V =


 ξ̃†[N ]×[N ]

χ̃†[2k]×[N ]




[N+2k]×[N ]

(1.96)

として得られる. この V が (1.37), (1.38)を満たしていることをチェックする.

式 (1.87)：Dµ(ψ̃eµ) = 0と式 (1.94)の左式より,

Dµξ̃ = ψ̃eµL (1.97)

が言える (ただし Lは 2k ×N 定数行列). Lを求めるため, この両辺に左から ēµψ̃†を掛けて,
∫

d4xで

積分すると,

4L =
∫

d4x ēµψ̃†Dµξ̃ =
∫

dSµ
x ēµψ̃†ξ̃ ≈

∫
xµdΩx

|x|4 ēµ
−xS†g
π|x|4 g† = −4πS† (1.98)

となる. したがって,

Dµξ̃ = −πψ̃eµS† (1.99)

が得られる.

式 (1.94)の右式についても同様で,

Dµχ̃ + πψ̃eµx† = ψ̃eµM (1.100)

が言える (ただしMは 2k× 2k定数行列). Mを求めるため,この両辺に左から ēµψ̃†を掛けて,
∫

d4xで

積分すると,

4M =
∫

d4x ēµψ̃†(Dµχ̃ + πψ̃eµx†) =
∫

d4x ēµψ̃†Dµχ̃ + π

∫
d4x ēµψ̃†ψ̃eµx†

=
∫

dSµ
x︸︷︷︸

O(r3)

ēµψ̃†χ̃︸ ︷︷ ︸
O(r−4)

+4πT † = 4πT † (1.101)

26 Dµξ̃ ≈ O(r−3)を満たす解のことである. このような解は実際に独立に N 個あることが示される (cf.(1.52)).
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となる. したがって,

Dµχ̃ = πψ̃eµT † − πψ̃eµx† (1.102)

が得られる.

なお式 (1.99)と式 (1.102)はまとめて,

DµV † = −πψ̃eµ∇† (1.103)

と書けるが, これは式 (1.50)と式 (1.86) を合わせたものである. この式は極めて面白い関係式である.

次に, この結果 (1.99), (1.102)を用いて, 式 (1.37) : Θ := V †∇ = 0と式 (1.38) : Ξ := V †V = 1を証

明する.

Θについては

DµΘ = (DµV †)∇+ V †(∂µ∇) = −πψ̃eµ∇†∇+ V †Ceµ

D2Θ = −πψ̃eµ∂µ(∇†∇)− πψ̃eµ∇†Ceµ = −4πψ̃C†∇− 2πψ̃ eµ∇†Ceµ︸ ︷︷ ︸
(1.49)

= −2C†∇

= 0 (1.104)

Θ = ξ̃S + χ̃(x− T ) ≈ g†S − g†Sx†

|x|2 (x− T ) =
g†Sx†

|x|2 T ≈ O(r−1) (1.105)

が成り立つ. Θ ≈ O(r−1)であるから, D2が逆を持ち, Θ = 0が言える.

Ξについても Θの時と同様に,

DµΞ = (DµV †)V + V †(V
←
D
†
µ)

(1.103)
= −πψ̃eµΘ† − πΘēµψ̃† Θ=0= 0 (1.106)

Ξ ≈ g†g +
g†Sx†xS†g

|x|4︸ ︷︷ ︸
O(r−2)

≈ 1 (1.107)

が成り立つ. Ξ ≈ O(1)であるから, Ξ = const. = 1が言える.

また, (1.46)にしたがってインスタントンを取り出すと,

(A′µ =) V †∂µV = V †(∂µV − V Aµ) + V †V Aµ = V †(V
←
D
†
µ)︸ ︷︷ ︸

=−πΘēµψ̃†=0

+ΞAµ = Aµ (1.108)

となり, 元の Aµが出て来る.

こうして元のインスタントンが再現され, ADHMデータとインスタントンとが 1対 1に対応すること

が示された. これにより 1階非線形微分方程式の解であるインスタントンが, 行列の方程式 (ADHM方

程式, 0次元 Dirac方程式)の解を求めることで得られることが分かった. モジュライ空間の次元も指数

定理を用いることなく, 行列の自由度の勘定のみから求めることができるのである.

Examples

ADHM構成法から実際に BPST解 [15] (G = SU(2) 1 インスタントン解)や, ’t Hooft解, Jackiw-

Nohl-Rebbi解 [95] (G = SU(2) k インスタントン解) を求めることができる. 解の構成法はこれまでに

紹介した通り,
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• 手順 (i) ADHM方程式 (1.28)を解く.

• 手順 (ii)「０次元Dirac方程式」(1.37)を解く.

• 手順 (iii)「０次元Dirac方程式」の規格化可能解 (零モード ) V を用いて,ゲージ場をAµ = V †∂µV

として構成する.

である.

• BPST解 (1インスタントン, dimMBPST
2,1 = 5)

この解は最も基本的かつ重要なインスタントン解であるが, ADHM構成法によって極めて簡単に

構成される.

– 手順 (i)

ADHM方程式は k × k行列の方程式であるから, 今の場合 (k = 1)トリビアルに解ける. 交

換子の部分は落ちるので, 行列 B1, B2は任意の複素数とすればよく, I, J についても簡単に

求まる. 結果は次の通り：

B1 = α1, B2 = α2, I = (ρ, 0), J =

(
0
ρ

)
, α1,2 ∈ C, ρ ∈ R. (1.109)

αの実部, 嘘部を α1 = b2 + ib1, α2 = b4 + ib3 のように bµで表す.

– 手順 (ii)

’0次元Dirac作用素’は

∇ =




ρ 0
0 ρ

eµ(xµ − bµ)




, ∇† =


 ρ 0

0 ρ
ēµ(xµ − bµ)


 (1.110)

となり,「０次元Dirac方程式」∇†V = 0の解は

V =
1√
φ




ēµ(xµ − bµ)

−ρ 0
0 −ρ




, φ = |x− b|2 + ρ2 (1.111)

とトリビアルに求まる. 規格化因子 φは規格化条件 V †V = 1から決まった.

– 手順 (iii)

Aµ = V †∂µV =
i(x− b)νη

(−)
µν

(x− b)2 + ρ2
. (1.112)

曲率 Fµνはこのゲージ場から計算され次のようになる.

Fµν =
2iρ2

(|x− b|2 + ρ2)2
η(−)

µν . (1.113)
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モジュライ空間の次元 5は, 1インスタントンの位置 bµ (4つ)とサイズ27 ρ (1つ)の自由度

に対応する.

ここでサイズ・ゼロ極限を取ってみよう. このとき Fµνはちょうどデルタ関数型の特異な配

位に近付くことが分かる. インスタントンは定義により滑らかな関数でなければならないの

で, サイズ・ゼロのインスタントンは存在しない. これはちょうどインスタントン・モジュラ

イ空間の特異点 (スモール・インスタントン特異点)に対応する. 非可換空間ではこの特異点

が解消し , 新しいクラスのインスタントンが現れる.

• ’t Hooft解 (kインスタントン, dimM’t Hooft
2,k = 5k)

この解も基本的でシンプルなインスタントン解であるが, ADHM構成法によって簡単に構成され

る. ここでは複素表示ではなく, 実表示で解く.

– 手順 (i)

ADHM方程式は k× k行列の方程式であるが, 行列 Tµを対角行列として解く. Sは簡単に求

まり結果は次の通り：

S =

(
ρ1 0
0 ρ1

· · · ρk 0
0 ρk

)
,

Tµ = diag k
p=1(b

µ
p ), ρp, bµ

p ∈ R. (1.114)

– 手順 (ii)

「0次元Dirac方程式」∇†V = 0の解は

V =
1√
φ

(
1

((xµ − Tµ)⊗ ēµ)−1S†

)
, (1.115)

ただし φ = 1 +
k∑

p=1

ρ2
p

|x− bp|2 ,

((xµ − Tµ)⊗ ēµ)−1 = diag k
p=1

(
(xµ − bµ

p )
|x− bp|2 ⊗ eµ

)
,

と求まる. 規格化因子 φは規格化条件 V †V = 1から決まった.

– 手順 (iii)

A(−)
µ = V †∂µV = − i

φ

k∑

p=1

ρ2
pη

(+)
µν (xν − b

(p)
ν )

|x− b(p)|4 =
i

2
η(+)

µν ∂ν log φ. (1.116)

最後の式を logの形にまとめることができたが,これは’t Hooft ansatzあるいはCFtHW ansatz

と呼ばれており [163, 32, 174], もともとはこの ansatzを直接 4次元の自己双対方程式に代入

することで上記の解が求められた (cf. (1.118)). この解はインスタントンの中心において特

異であるが, これはゲージの取り方が悪いからであり, 実際 k = 1の場合, 特異ゲージ変換を

行うと BPSTインスタントン解にちょうど一致する. (例えば [51] 381-383ページ参照.) な

27 ここでインスタントンのサイズとは, Fµν の半値幅のことである.
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お, ゲージ場に η
(+)
µν が現れているが, 曲率を計算すると η

(−)
µν が現れ, ASDであることが分か

る. モジュライ空間の次元 5kは, kインスタントンの位置 bµ
p (4k個)とサイズ ρp (k個)の自

由度に対応する. ADHMデータ Tµの対角成分 bµ
p がインスタントンの位置を表す理由は, 式

(1.73)において, xµの定数シフトが Tµの定数シフトを生み出すことからも分かる.

• Jackiw-Nohl-Rebbi解 (kインスタントン, dimMJNR
2,k = 5k + 4)

’t Hooft解を一般化した Jackiw-Nohl-Rebbi解というものも存在する. これも ADHM構成で得ら

れるが, 結果だけ (’t Hooft解とまとめて)紹介する：

A(±)
µ =

i

2
η(∓)

µν ∂ν log φ(x) : ’t Hooft Ansatz (1.117)

φ−1∂2φ = 0 : (A)SD方程式より (1.118)



φ = 1 +
k∑

p=1

ρ2
p

(x− bp)2
: ’t Hooft解

φ =
k+1∑

p′=1

ρ2
p′

(x− bp′)2
: Jackiw-Nohl-Rebbi解

(1.119)

ただし , A
(+)
µ が SDインスタントン解, A

(−)
µ が ASDインスタントン解を表す (複号同順). 解とし

て式 (1.117)の形の仮定をおくことで, 非線形な自己双対方程式が線形な Laplace方程式 (1.118)に

帰着され, 厳密解が求まったのである. Jackiw-Nohl-Rebbi解の形からは, (k + 1)インスタントン

解であるかのように見えるが, 実際にインスタントン数を式 (1.17)から計算すると kであることが

分かる. ’t Hooft解は Jackiw-Nohl-Rebbi解から ρk+1 → ∞, bk+1 → ∞, ρ2
k+1 = |bk+1|2の極限

をとることで得られる. なお k ≥ 3のとき, モジュライ空間の次元 (5k + 4) のうち, 5kは k イン

スタントンそれぞれの位置 (4つ)とサイズ (1つ)の自由度の分に相当するが, 残りの 4は物理的意

味が不明である (ゲージ変換の自由度ではない). k = 1, 2のとき, モジュライ空間の次元について

5k + 4 > 8k− 3となってしまうが, この場合, 余分な自由度 (7− 3k)はゲージ変換の自由度であり

問題はない.

Notes

• 他のゲージ群G = Sp(N), O(N)についても ADHM構成法の議論がなされている (例えば [25]).

1.2 Nahm Construction of Monopoles on R3

この 1.2節では Nahmによって与えられた ADHM構成法のモノポール解への応用 (Nahm構成法)に

ついて紹介する [121]-[124]. モノポールのモジュライ空間と Nahmデータのモジュライ空間との１対１

対応の証明の流れは ADHM構成法と全く同様であるので完全な議論は省略するが, 相違点・類似点を強

調し , 具体解の構成を行う.

(Monopole)

(BPS)モノポールは１方向に平行移動不変なインスタントンと定義され 3次元空間R3 (座標はx1, x2, x3)

に住むと理解される. 簡単のため,ゲージ群Gを SU(2)とし , 自己双対性は ASDとする.
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インスタントンのときと同様, まずは (３次元) Dirac作用素を定義しなければならない：

• 3次元Dirac作用素

Dx(ξ) := 1[2] ⊗ i(ξ − Φ) + ei ⊗Di, D̄x(ξ) := 1[2] ⊗−i(ξ − Φ) + ei ⊗Di = −D. (1.120)

インスタントンのときの ∂4, A4が iξ,−iΦに置き換わったものと理解される.

以下同様の定義を行うので, 条件を列挙しよう.

• Bogomol’nyi方程式 (「3次元」自己双対方程式)

Bi = −[Di, Φ]. (1.121)

ここで Bi := (i/2)εijkF
jkは磁場である. この式も「D̄Dが Pauli行列と可換」という条件から得

られる.

Bogomol’nyi方程式は (3 + 1)次元Yang-Mills-Higgs理論のエネルギーを極小にする：

E =
1
4

∫
d3xTr

[
FijF

ij + 2DiΦDiΦ
]

=
1
2

∫
d3xTr(Bi ∓DiΦ)2 ± 2πa

[
1

2πa

∫
d3xTr∂i(BiΦ)

]

︸ ︷︷ ︸
=:ν[Φ,Ai]

(1.122)

右辺第２項でまとめた部分 [...]はちょうどモノポールの磁荷を与える. 磁荷の値がちょうど −kとなるに

は, Higgs場の無限遠での振る舞いが (ゲージ変換の自由度を除いて)次のようになればよい：

Φ ≈
(

a

2
− k

2r

)
σ3 +O(r−2). (1.123)

Higgs場の真空期待値は a/2である. このとき

• モノポール数

ν[Φ, Ai] =
1

2πa

∫

S2
dSi Tr (BiΦ) =

1
2π

∫

S2
dSi Ba=3

i = −k (1.124)

となる. また

• D̄Dは可逆

D̄D∃G(ξ;x,y) = −δ(x− y). (1.125)

モノポール解28 はゲージ変換で移り合う自由度を除いて, ある個数のパラメーターで記述される. こ

のパラメーターの空間をMmono
2,k で表し , G = SU(2), kモノポール・モジュライ空間という. モノポー

ルについてまとめると次のようになる：

モノポール 29

Mmono
2,k =





(Φ(2,k), A
(2,k)
i )

Bogomol’nyi方程式
Aµ := (−iΦ, Ai) : N ×N 反エルミート行列
Higgs場の境界条件 (1.123)
D̄Dは可逆





(Aµ ∼ g−1Aµg + g−1∂µg, g(x) ∈ SU(2))
dimMmono

2,k = 4k − 1 (1.126)
28 以後モノポールと言ったときは全て BPSモノポールを指すものとする.
29 Aµが G = SU(2) の場合の kモノポール解であることを強調する場合, A

(2,k)
µ のように 2, kを明示することがある.
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dimMmono
2,k は指数定理の結果 [173, 36, 159] を引用した. ただしモノポールの重心座標の自由度も

含む.

(Nahm)

次に Nahmデータを定義する.

まず k × kエルミート行列 Ti(ξ)を用意し ,「１次元零質量Dirac作用素」を定義する：

• 「１次元零質量Dirac作用素」

∇ξ(x) = i
d

dξ
+ ei(xi − T i), ∇ξ(x)† = i

d

dξ
+ ēi(xi − T i) (1.127)

ここで xiは R3の座標を表し , ξは G = SU(2)の場合は区間 (−(a/2), a/2)の元である.30

• Nahm方程式 (「１次元自己双対方程式」⇔ ∇†∇が Pauli行列と可換)：

dTi

dξ
= iεijlTjTl (1.128)

• Ti(ξ)の境界条件

Ti(ξ)
ξ→±a/2−→ τi

ξ ∓ a

2

+ (ξについて正則な項) (1.129)

ただし τi : SU(2)の k次元既約表現 [τi, τj ] = iεijlτl

となる.

Nahmデータ全体の集合をMNahm
k,2 と表し , Nahmデータのモジュライ空間ということにする. Nahm

データについてまとめると次のようになる：

Nahmデータ 31

MNahm
k,2 =





T
(k,2)
i

Nahm方程式
Ti : k × kエルミート行列
Nahmデータの境界条件 (1.129)
∇†∇は可逆





(Ti ∼ R−1TiR, R(ξ) ∈ U(k))

dimMNahm
k,2 = 4k − 1 (1.130)

次元は [19]で求められている.

これらのモジュライ空間には１対１対応が存在する：

Mmono
2,k

1:1= MNahm
k,2 (1.131)

その証明は ADHM構成法の場合と全く同様であるので詳細は省略する.32 (Nahm)−→(Monopole)を

メインに解説する.

(Nahm)−→(Monopole)

ここでは与えられた Nahmデータ T
(k)
i からモノポール解 Φ = Φ(T ), Ai = Ai(T )を構成する.

30 ξの取り得る領域はゲージ群に依存する. 例えば G = U(2)の場合は有限区間 (a−, a+), G = U(1)の場合は半直線となる.
31 Nahmデータ Tiが境界条件 (1.129)を満たす k× k行列であることを強調する場合, T

(k,2)
i のように k, 2を明示すること

がある.
32 詳細は [37, 86, 123, 126]などを御覧ください.
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まず ADHMの場合と同様,「１次元零質量Dirac方程式」を解く：

∇x(ξ)†v = i

(
∂ξ + x3 − T 3 x1 − ix2 − T 1 + iT 2

x1 + ix2 − T 1 − iT 2 ∂ξ − x3 + T 3

) (
v1

v2

)
= 0. (1.132)

vは規格化可能な解を 2個列に並べたものであり, 2k × 2行列である：
∫

dξ v†v = 1[2]. (1.133)

また完全性条件が成り立つ：

v(ξ)v(ξ′)† = δ(ξ − ξ′)−∇(ξ)f(ξ, ξ′)
←
∇ (ξ′)† (1.134)

この vから Higgs場 Φ,ゲージ場Aiを

Φ =
∫

dξ v†ξv, Ai =
∫

dξ v†∂iv (1.135)

として作る. Aiは 2× 2行列であり, A†i = −Aiが分かるので, G = U(2)が言える.

この Higgs場,ゲージ場がモノポール数−kのモノポールであることは ADHMのときと全く同様の手

続きで示すことができる. また, vに対する変換 v → vg, g(x) ∈ SU(2)は (1.132), (1.133)を不変に保つ

が, この変換は Aµに対するゲージ変換となる (ADHMのときと同様).

(Monopole)−→(Nahm)

ここでは, ゲージ群が SU(2)の場合の kモノポール解 Φ, A
(2,k)
i が与えられたとして, それから Nahm

データ Tµを構成する. 手順は全く同様であり, まずモノポール・バックグラウンド Aµの下で (3次元)

零質量 Dirac方程式：

D̄x(ξ)ψ(ξ,x) = 0, (1.136)∫
d3x ψ†ξψξ = 1[k] (1.137)

を解き, この Dirac零モード ψξ (2N × k行列 [23]) から, Tiを

Ti =
∫

d3x ψ†ξxiψξ (1.138)

として取り出す. Tiはたしかに k × kエルミート行列になっている. これは実際Nahm方程式を満たし ,

正しい Nahmデータとなっていることが分かる. また ADHMのときと同様, Tiの対角成分はモノポー

ルの位置を表す.

Completenessおよび Uniquenessの証明も同様であり, 境界条件同士の対応も証明される. ADHMの

場合と非常に類似した形で Nahmデータとモノポール解との１対１対応が示されるのである.

Note

こうして, ADHMの場合と非常に類似した形で Nahmデータとモノポール解との１対１対応が示され

た. これによりモノポール解が, Bogomol’nyi方程式 (偏微分方程式) を解く代わりに, 比較的やさしい

Nahm方程式や１次元Dirac方程式 (どちらも常微分方程式)を解くことで得られる. Nahm構成法を用

いて実際に G = SU(N) 球対称 kモノポール解などが導出されている [20].

Examples

いくつかの具体例を構成しよう. 解の構成法はこれまでに紹介した通り,

25



• 手順 (i) Nahm方程式 (1.128)を解く.

• 手順 (ii)「１次元Dirac方程式」 (1.132)を解く

• 手順 (iii)「１次元Dirac方程式」の規格化可能解 (零モード ) vを用いて, Higgs場をΦ =
∫

dξ v†ξv,

ゲージ場を Ai =
∫

dξ v†∂ivとして構成する. 積分区間は考えているモノポールに依存する.

である.

• G = U(2) BPS ’t Hooft-Polyakovモノポール (k = 1)

k = 1のとき, 境界条件は簡単化され, Nahm方程式はトリビアルに解ける：

Ti = 0. (1.139)

これはモノポールを原点に置いたことに相当する.

次に「１次元Dirac方程式」(1.132)を解くため vを次の形に取る33 ：

v =

(
−(x1 − ix2)

∂ξ + x3

)
β. (1.140)

このとき βについての微分方程式は ∂2
ξ β = r2βとなり,

β = e±rξ (1.141)

と求まる. 34 よって規格化条件より Dirac零モードは

v =




− x1 − ix2√
(r + x3)(e2ra+ − e2ra−)

erξ x1 − ix2√
(r − x3)(e−2ra− − e−2ra+)

e−rξ

√
r + x3

e2ra+ − e2ra−
erξ

√
r − x3

e2ra+ − e2ra−
e−rξ


 . (1.142)

となる. ただし積分区間は (a−, a+)である. これより Higgs場, ゲージ場が求まる. Higgs場は次

のようになる (ゲージ場は複雑)：

Φ =




a+e2ra+ − a−e2ra−

e2ra+ − e2ra−
− 1

2r
0

0
a−e−2ra− − a+e−2ra+

e−2ra− − e−2ra+
+

1
2r


 . (1.143)

ここで積分区間を (−(a/2), a/2)ととると G = SU(2)となり, これは (ゲージ変換の自由度を除い

て) Prasad-Sommerfieldモノポール [148]に一致する：35

Φ =
xiσi

2|~x|2
(

a|~x|
tanh a|~x| − 1

)
, Ai =

εijkσ
jxk

2|~x|2
(

a|~x|
sinh a|~x| − 1

)
, (1.144)

また積分区間を (−∞, 0)ととると G = U(1)となり36 , (ゲージ変換の自由度を除いて) Diracモノ

ポール [41]に一致する：

Φ = − 1
2r

, Ar = Aϑ = 0, Aϕ = − i

2r

1 + cosϑ

sinϑ
. (1.145)

33 Higgs場 Φが σ3に比例するようなゲージに相当する.
34 このことは独立解が 2個あることを示しており,ゲージ場は U(2)となる.
35 vとして最も自然な形：v ∝ exp(−xiσiξ)を採用すると, この PS解が直接導かれる.
36 積分区間をこのようにとると, 解 (1.141)のうち e−rξ の方は規格化できなくなるためである.
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ただし (r, ϑ, ϕ)は普通の極座標である.

ゲージ場は ϑ = 0で発散しており, それから計算される磁場も ϑ = 0, すなわち x3軸の正の部分に

デルタ関数型の特異性を持つことが分かる. この x3軸の正の部分に沿ったストリング状の特異点

の集まりを Diracストリングと呼ぶ. Diracストリングは無限小の幅を持ったソレノイドと解釈で

き,ゲージ変換でその方向が変わる非物理的対象である37 . x3軸の正の部分以外では磁場は

Bi = −∂iΦ = − xi

2r3
(1.146)

と計算され, 放射状の分布をしている (図 10の左図参照).

Notes

• 境界条件どうしの対応の証明はやや複雑であり,まずスペクトラル曲線を経由してなされた [85, 86].

直接の対応関係の証明は [126]にある.

• 他のゲージ群についても Nahm構成法の議論がなされている [90]. この場合一般に SU(2)の場合

の Nahm方程式に, ADHM方程式の Sあるいは I, J に相当する項が加わり, ADHM方程式に類

似した形となる. (1.5節参照)

• モノポールの記述には様々な方法があり, 状況に応じて適当なものが用いられる.38

1.3 Dualities and Dimensional Reductions

これまでの議論を振り返ると, ADHM構成法と Nahm構成法は極めて類似したものであることが分か

る. この節では, 4次元からの次元還元による視点から, その理由について考察する.

Dualities

まず得られた結果を列挙する：

• 自己双対方程式39

(A)SD方程式
(Instanton)

: Fµν+∗Fµν = 0

⇔ η(+)µν [Dµ, Dν ] = 0

⇔ [Di, D4] +
1
2
εijl[Dj , Dl] = 0 i = 1, 2, 3

⇔





[D1, D2] + [D3, D4] = 0
[D1, D3]− [D2, D4] = 0
[D1, D4] + [D2, D3] = 0

Bogomol’nyi方程式
(Monopole)

: [Di,Φ] + Bi = 0 i = 1, 2, 3

37 モノポールに関する詳しいレヴューとして例えば [59, 73]がある.
38 レヴューとして例えば [7, 118, 158]等がある.
39 εijk := εijk4 とした.
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⇔ ∂iΦ + [Ai,Φ] +
i

2
εijl[Dj , Dl] = 0 i = 1, 2, 3

⇔





[D1, D2] + [D3, A4] = 0
[D1, D3]− [D2, A4] = 0 A4 := −iΦ
[D1, A4] + [D2, D3] = 0

Nahm方程式40 :
d

dξ
Ti − i[T4, Ti]− i

2
εijl[Tj , Tl] = 0 i = 1, 2, 3

⇔





[T1, T2]− [T3, D̂4] = 0

[T1, T3]− [T2, D̂4] = 0 D̂4 :=
d

dξ
− iT4

[T1, D̂4] + [T2, T3] = 0

ADHM方程式 : tr
(
σi(S†S + T †T )

)
= 0 i = 1, 2, 3

⇔





[T1, T2] + [T3, T4]− i

2
(I†I − JJ†) = 0

[T1, T3]− [T2, T4]− 1
2
(IJ + J†I†) = 0

[T1, T4] + [T2, T3]− i

2
(IJ − J†I†) = 0

• Dirac方程式

Instanton : D̄xψ(x) = ēµ(∂µ + Aµ)ψ(x) = 0

Monopole : D̄xψξ(x) =
{
ēi(∂i + Ai)− i(ξ − Φ)

}
ψξ(x) = 0

Nahm : ∇†ξvx(ξ) =
(

i
d

dξ
− T4 + ēi(xi − T i)

)
vx(ξ) = 0

ADHM : ∇†Vx = S†ux + ēµ(xµ − Tµ)vx = 0

• Dirac零モードを用いたゲージ場, ADHM/Nahmデータの構成

Instanton : Aµ = V †
x

∂

∂xµ
Vx

Monopole : A4 =
∫

dξ v†x(ξ)(−iξ)vx(ξ), Ai =
∫

dξ v†x(ξ)
∂

∂xi
vx(ξ)

Nahm : T4 =
∫

d3x ψ†ξ(x)i
d

dξ
ψξ(x), Ti =

∫
d3x ψ†ξx

iψξ

ADHM : Tµ = −
∫

d4x ψ†(x)xµψ(x), S ≈ −πg†ψ̃|x|2x†

• 曲率

Instanton : [Dµ, Dν ] = 2iv†fxη(−)
µν v

Monopole : [Dµ, Dν ] = 2i

∫
dξdξ′ v†x(ξ)fx(ξ, ξ′)η(−)

µν vx(ξ′)

Nahm : [Tµ, Tν ] = 2i

∫
d3x d3y ψ†ξ(x)Gξ(x,y)η(−)

µν ψξ(y)

ADHM : [Tµ, Tν ] = 2i

∫
d4x d4y ψ†(x)G(x, y)η(−)

µν ψ(y)− i

4
tr (η(+)

µν S†S)

• Green関数

Instanton : V †
x Vy = (2π)2(x− y)2G(x, y)

28



Monopole : v†x(ξ)vy(ξ) = 2π

(
(x− y)2 − d2

dξ2

)
Gξ(x,y)

Nahm : ψ†ξ(x)ψξ′(x) = − 1
2π

(
− ∂2

∂x2
+ (ξ − ξ′)2

)
fx(ξ, ξ′)

ADHM : ψ†(x)ψ(x) = − 1
(2π)2

∂2

∂x2
fx

このように, ADHM/Nahm構成法には美しい双対性が成り立っていることが見て取れる. 特に x ↔
ξ, Aµ ↔ Tµ, (微分)↔(掛け算)の入れ替えに関する対称性が顕著である. (微分)↔(掛け算)の入れ替え

に関する対称性は Fourier変換に類似した対称性を示唆している.

Dimensional Reductions

• (A)SD Equations

ASD方程式 Fµν + ∗Fµν = 0の次元還元によって, Bogomol’nyi方程式, Nahm方程式, ADHM方

程式が得られることを示す.

まず,ゲージ場Aµが x4に依存しない (∂4Aµ = 0)場合を考える. このとき ASD方程式 (1.15)は

[A4, Di] +
1
2
εijk[Dj , Dk] = 0 (1.147)

となるが, Φ := −iA4とおけば, Bogomol’nyi方程式に一致する.

次に,ゲージ場Aµが xiに依存しない (∂iAµ = 0)場合を考える. このとき ASD方程式 (1.15)は

[D4, Ai]− 1
2
εijk[Aj , Ak] = 0 (1.148)

となるが, ∂4 =
d

dξ
,Aµ = −iTµとおけば,

d

dξ
Ti − i[T4, Ti]− i

2
εijl[Tj , Tl] = 0 (1.149)

となり, Nahm方程式を与えていることが分かる.

さらに,ゲージ場Aµが xνに依存しない (∂µAν = 0)場合を考える. このときASD方程式 (1.15)は

η(+)µν [Aµ, Aν ] = 0 (1.150)

となるが, 式 (1.10)：η(+)µν = −(i/2)tr (σiēµeν)σi に注意すれば,

tr (σi[ēµAµ, eνAν ]) = 0 (1.151)

が得られる. ここで T = ieµAµ (T † = iēµAµ)とおけば, これが本質的に ADHM方程式を与えて

いることが分かる. 「自己双対性＝ Dirac作用素の２乗が Pauli行列と可換」という図式は基本的

に式 (1.10)そのものなのである. この議論だと Sが含まれないが, Sは無限遠の情報から得られる

ものであり, S4とR4の微妙な差異から生じるものであると考えられるので, このような大雑把な

議論からは導出されないのであろう. これについては次の節でより詳しく考察する.
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• Dirac Equations

インスタントン・バックグラウンドの下でのDirac方程式 D̄xψ(x) = 0の次元還元 (あるいは Fourier

変換)によって, モノポール・バックグラウンド ,「Nahmデータ・バックグラウンド」,「ADHM

データ・バックグラウンド」の下での「Dirac方程式」D̄xψξ(x) = 0, ∇†ξvx(ξ) = 0, ∇†Vx = 0が

得られることを示す.

まず,ゲージ場Aµが x4に依存しない (∂4Aµ = 0)場合を考える. このとき変数 x4に関して (自明

な) Fourier変換を考えることができて (ψ(x) = ψξ(x)eiξx4
),

ēµDµ

(
ψξ(x)eiξx4

)
= 0

よって
{
ēiDi + i(ξ − Φ)

}
ψξ(x) = 0 (1.152)

が導かれるが,これはまさにモノポール・バックグラウンドの下での「3次元Dirac方程式」(1.136)

である.

次に,ゲージ場Aµが xiに依存しない (∂iAµ = 0)場合を考える. このとき,変数 xiに関して Fourier

変換を考えることができて,

ēµDµ

(
ψξ(x4)eixiξi

)
= 0

よって (∂4 + A4 + ēi(Ai + iξi))ψξ(x4) = 0 (1.153)

となる. ここで, Aµ = −iTµ, ψ = vとおき, x ↔ ξと変数を入れ換えると,
(

i
d

dξ
− T4 + ēi(xi − T i)

)
vx(ξ) = 0 (1.154)

となるが, これは「Nahmデータ・バックグラウンド」の下での「1次元Dirac方程式」である.

さらにゲージ場Aνが xµに依存しない (∂µAν = 0)場合を考える. このとき変数xµに関してFourier

変換を考えることができて,

ēµDµ

(
ψξe

ixµξµ

)
= 0

よって ēµ(Aµ + iξµ)ψξ = 0 (1.155)

となる. ここで, Aµ = −iTµ, ψ = vとおき, x ↔ ξと変数を入れ換えると,

(x† − T †)vx = 0 (1.156)

が得られる. これは「ADHMデータ・バックグラウンド」の下での「0次元Dirac方程式」∇†Vx = 0,

すなわち

S†ux + (x† − T †)vx = 0 (1.157)

に類似している. Sが含まれていない理由は自己双対方程式の考察のときと同様である.

このように, ADHM/Nahm構成法の背後にはある普遍的な構造が潜んでいることが明らかになった.

インスタントン解と ADHMデータ, あるいはモノポール解と Nahmデータとの間の双対性は結局, 同じ

ものの異なる記述に過ぎないと言える.

Notes
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• 2次元への次元還元も可能であり, この場合の自己双対方程式は ∂2,3Aµ = 0として,

F = − i

2
[Φ, Φ†], d

′′
AΦ = 0 (1.158)

となる (ただし , F := [D4, D1], Φ := A2 + iA3, d
′′
A := D4 − iD1). この方程式系は Hitchinシステ

ム [87] として知られており, 数学的研究が活発になされている.

• 自己双対方程式の次元還元は, その方法を工夫することで, 様々な可積分方程式を生み出すことが

知られている (Ward予想 [171]). 自己双対方程式の次元還元とさまざまな可積分系との関連につ

いて包括的にまとめた本として [1, 113]がある.

1.4 Nahm Transformation

1.3節では次元還元の視点から考察を行ったが, この 1.4節ではさらに, なぜ (4次元)と (0次元)の間,

あるいは (3次元)と (1次元)の間に双対性が成立したのか, また, なぜ Fourier変換的な双対性があるの

か, その理由を Nahm変換という双対変換から考察を行う.

Nahm変換は 4次元トーラス T 4 上の G = U(N), k インスタントンを双対トーラス T̂ 4 上の Ĝ =

U(k), N インスタントンにうつす変換であり, 両者のモジュライ空間は１対１である. ここでは主に

Braam-van Baalの論文 [21]に沿って議論を進めるが, Schenkの論文 [153]および Donaldson-Kronheimer

の教科書 [43]の節 3.2も参考にした. 記述はやや数学的になるが,この方が背景の幾何学的構造がより明

解になると思われる. 議論の流れや証明は ADHM構成法とほぼ同様であるので省略し , Poincaré直線束

などの舞台を説明する. 最後に ADHM/Nahm構成法の双対性について再考する.

Poincaré Line Bundle

まず舞台設定を行う. トーラス, 双対トーラスおよび Poincaré直線束を定義する.

ΛをR4におけるランク 4の格子とする. このとき 4次元トーラス T 4および双対トーラス T̂ 4は

T 4 := R4/Λ, T̂ 4 := R4∗/2πΛ∗ (1.159)

で与えられる. ただし , R4∗は R4の双対ベクトル空間であり, Λ∗は Λの双対格子

Λ∗ :=
{
µ ∈ R4∗ | µ · λ ∈ Z, ∀λ ∈ Λ

}
(1.160)

である41 . つまりトーラスと双対トーラスとは大雑把に言って「半径が逆数の」関係にあり, (volT 4) ·
(vol T̂ 4) = (2π)4 が成り立つ. またR4,R4∗ の座標をそれぞれ xµ, ξµと表す.

次に, トーラス T 4上の自明直線束 L = T 4 ×C → T 4を導入し , これを射影 π : T 4 ×R4∗ → T 4 で

T 4 ×R4∗上に引き戻すことを考える. この直線束のゲージ群は U(1)である. Lを射影 πで引き戻した

自明直線束 π∗L → T 4 ×R4∗には自然なゲージ場

ω(x, ξ) = iξµdxµ (1.161)

が定義できるが, これは π∗L → T 4 × T̂ 4 上のゲージ場として理解することができる. 実際 ω(x, ξ)と

ω(x, ξ + 2πµ)とはゲージ変換で結ばれている：

ω(x, ξ + 2πµ) = g−1ω(x, ξ)g + g−1dg, ∃g(x) = e2πiµ·x ∈ U(1), µ ∈ Λ∗. (1.162)
41 以下この節ではドット “· ”は R4 と R4∗ との内積を表すものとする.
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この同値関係により T 4 × T̂ 4上の直線束が定義される. これを Poincaré直線束といい, P → T 4 × T̂ 4で

表す. Poincaré直線束の曲率 Ω(x, ξ)は

Ω(x, ξ) = idξµ ∧ dxµ (1.163)

となる.

双対 Poincaré直線束 P̂ → T 4 × T̂ 4も双対トーラス T̂ 4上の自明直線束 L̂ = T̂ 4 ×C → T̂ 4から同様

に定義され, そのゲージ場は ω′(x, ξ) = ixµdξµとなる. また, R4 ×R4∗上のゲージ変換 exp(−iξ · x) に

より,ゲージ場 ω(x, ξ) = iξµdxµ は ω′(x, ξ) = −ixµdξµにうつされる：

ω(x, ξ) = iξµdxµ −→ ω′(x, ξ) = ω(x, ξ) + eiξ·xde−iξ·x = −ixµdξµ. (1.164)

したがって P̂は Pの複素共役である.

ADHM/Nahm構成法に潜んでいた双対性が Fourier変換的性質を帯びている理由は, この背後にある

Poincaré直線束の存在に他ならない.

Poincaré直線束についてまとめると次のようになる：

P
↓

L T 4 × T̂ 4 L̂
↓

π
↙

π̂
↘ ↓

T 4 T̂ 4

Nahm Transformation

ここで Nahm変換N : (E, A) 7→ (Ê, Â)を定義する.

まず, T 4上のエルミート計量の入った, ランクN の複素ベクトル束 Eを導入し , これを射影 πで引き

戻す. ゲージ群は U(N)である. P ⊗π∗E|T 4×{ξ} 上のゲージ場を Aξ := A⊗ 1L+1[N ]⊗ iξµdxµで定義す

る. Aξの与える曲率Fξは Aの与える曲率 Fに等しい. また, Aξから定まる共変微分をD[Aξ] := d+Aξ

で表す.

次に Dirac作用素を定義する. S± → T 4を T 4上のスピノル束とすると, 切断 Γ(T 4, S± ⊗ E ⊗ P)に

作用するDirac作用素は次のように与えられる：

D[Aξ] := eµ ⊗D[Aξ] = eµ ⊗ (∂µ + Aµ + iξµ), D̄[Aξ] := ēµ ⊗D[Aξ] = ēµ ⊗ (∂µ + Aµ + iξµ).(1.165)

(1.3節の Dirac EquationsにおけるDirac作用素との類似に注意されたい.)

この Dirac作用素の零モード ψp
ξ (x), p = 1, · · · , kを用いて T̂ 4上のベクトル束 Êを構成する. すなわ

ちファイバー Êξとして, Ker D̄[Aξ]を持ってくる. 指数定理より dimKer D̄[Aξ] = kである. Ĥ → T̂ 4

をファイバーが Ĥξ := L2(T 4, S+ ⊗ E ⊗ P|T 4×{ξ}) であるような無限次元の自明束であるとすると,

Êξ = Ker D̄[Aξ] は Ĥξの部分空間となっており, Êは Ĥの部分束となる. (図 2に概略を描いた.)

ここで, 射影

P : Ĥ → Ê (1.166)
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図 2: Nahm変換の舞台設定

を導入し , ADHMのときと同様に共変微分を

D̂ = P d̂ : Γ(T̂ 4, Ê) → Γ(T̂ 4, Λ1 ⊗ Ê) (1.167)

で定義する. これによって, Ê上のゲージ場 Âが定まる.

これで Nahm変換が定義できる. Nahm変換とは, N : (E, A) 7→ (Ê, Â)のことである. 今の議論を T̂ 4

から始めると, 同様の変換 N̂ : (Ê, Â) 7→ (E, A)を定めることができる. このとき双対Dirac作用素は

D̂[Âx] := = eµ ⊗ (∂̂µ + Âµ − ixµ), ̂̄D[Âx] := ēµ ⊗ (∂̂µ + Âµ − ixµ). (1.168)

で定義される.

以下全く同様に Nahm変換の全単射が示せる. 結果をまとめると次のようになる：

Nahm変換

E Ê

↓ ↓
T 4 T̂ 4

G = U(N) Ĝ = U(k)

k-instanton 1 : 1←→ N -instanton

零質量 Dirac方程式
D̄ψ = 0を解く

instanton : Aµ[N ]
k 個の独立解：ψ(ξ,x)−→ Âµ[k] =

∫

T 4
d4x ψ†

∂

∂ξµ
ψ

零質量 Dirac方程式
̂̄Dv = 0を解く

Aµ[N ] =
∫

T̂ 4
d4ξ v†

∂

∂xµ
v

N 個の独立解：v(x,ξ)←− instanton : Âµ[k]

33



Examples

具体解を変換してみよう [69]. G = U(N2)(' U(N)⊗U(N)), k2インスタントン解として次のものが

知られている：

A1 = 0, A2 = − i

2π

k

N
x1 ⊗ 1[N ], A3 = 0, A4 = 1[N ] ⊗

i

2π

k

N
x3. (1.169)

これは実際ASD方程式を満たし , インスタントン数は −k2となる：

F12 = −F34 = − i

2π

k

N
1[N ] ⊗ 1[N ]. (1.170)

このインスタントン・バックグラウンドの下Dirac方程式を解くと, 次の Dirac零モードが求まる：

ψpp′
uu′(ξ, x) =

(
N

2πk

) 1
2 ∑

s,t∈Z

eix1( k
N

(
x2
2π

+u+Ns)+p)e2πiξ2(
x2
2π

+u+Ns+N
k

(ξ1+p))e−
πk
N

(
x2
2π

+u+Ns+N
k

(ξ1+p))2

× e−ix3( k
N

(
x4
2π

+u′+Nt)+p′)e−2πiξ4(
x4
2π

+u′+Nt+N
k

(ξ3+p′))e−
πk
N

(
x4
2π

+u′+Nt+N
k

(ξ3+p′))2 .(1.171)

これから双対トーラス上のゲージ場を求めると次のようになる.

Â1 = −2πi
N

k
ξ2 ⊗ 1[k], Â2 = 0, Â3 = 1[k] ⊗ 2πi

N

k
ξ4, Â4 = 0. (1.172)

これは確かに ASD方程式を満たし , Ĝ = U(k2), N2インスタントン解を与える. 美しく対称的な変換が

なされた. (1.171)から Green関数も計算することができる.

Duality Revisited

1.1節,１.2節で議論した ADHM/Nahm構成法をトーラスの視点から見直す.

• トーラスの半径を 4つとも全て無限大にする⇒ ADHM構成法

このとき双対トーラスの半径は 4つとも全てゼロになる. したがって双対トーラスは 1点につぶれ

てしまい, 無限に近い 2点上の差を読み取る操作である微分は意味を持たなくなる. その結果, 双

対トーラス上の自己双対方程式および (双対)零質量Dirac方程式の中の微分は全て落ち, それらは

行列の方程式になる. これにより, 行列の方程式を解くことで R4 (＝半径無限大のトーラス)上の

インスタントンが得られる. これが ADHM構成法である. (なお Tµ = Âµ.)

• トーラスの半径を 3つだけ無限大, 残り 1つをゼロにする⇒ Nahm構成法

このとき双対トーラスの半径は, 3つはゼロ, 1つは無限大になる. したがって双対トーラスは直線

になり, 双対トーラス上の自己双対方程式および (双対)零質量Dirac方程式の中の 3つの方向の微

分は落ち, 1つの方向の微分だけが残る. その結果, 常微分方程式を解くことでR3上のインスタン

トン (＝ BPSモノポール)が得られる. これが Nahm構成法である.

もともとの状況は全く双対的であったが, 半径というパラメータのある特別な極限で双対性が非自明

となり, 片側の記述が易しくなったのである. その結果, 偏微分方程式を解くという難しい問題が行列方

程式を解くといった易しい問題に置き換わったというわけである.

ADHMデータの Sを再現するためには, 曲率 F の中の微分項を精密に取り扱う必要がある [168].
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1.5 D-brane’s Descriptions of ADHM/Nahm Construction and Nahm Transfor-

mation

この 1.5節では D-braneを用いた解釈を行う. D-braneは弦理論におけるソリトンであり, 開弦の端

点が付着する. 開弦の端点はカラーの足を持っているため, D-brane上にはゲージ理論が誘起される.

このゲージ理論から ADHM/Nahm構成法および Nahm変換に関わる双対性の起源について考察する.

D-braneについての詳しい説明は省略する. D-braneの基本事項については [137, 143, 144, 145]などを

御参照ください. 特に D-brane上のゲージ理論については [56, 96]などが詳しい.

ADHM構成法のD-brane解釈

背景となる系は k個の D0-braneと N 枚の D4-braneの BPS複合系である (図 3参照) [176, 45, 46].

� �

図 3: ADHM構成法の D-brane解釈

この系を２つの異なった立場から記述しよう. まず D4から見る. このとき例えばゲージーノの SUSY

変換の式から, (4次元)自己双対方程式がこの BPS系を記述するものとして得られ, D0-braneはインス

タントンとして記述される. 一方D0から見ると SUSYを保つ条件は D項条件として得られる. D項条

件を書き下すには, D0上の SYM理論の零質量スカラー場を持ってこなければならないが,これは 0-0ス

トリングからくるもの (k× k行列) および (ハイパー多重項の)42 0-4ストリングからくるもの (k×N 行

列)がある. これらをそれぞれ B1,2および I, J†と表して, D項条件を書き下すと, ちょうど ADHM方程

式が得られる. どちらの方程式も同じ物理系を記述するものであるから, 解空間の等価性は自明である.

またインスタントン・モジュライの次元は 4Nkであることが知られているが,このD0-D4 BPS系で D0

の動く自由度を考えると, これも明らかである.

「０次元 Dirac方程式」を経由してゲージ場を構成する手順としては, この系を T 双対変換して D5-

D9-brane系に持って行き,プローブとしての D1-braneから記述する方法が知られている [175, 46].

Nahm構成法のD-brane解釈

まずモノポールの D-brane解釈を説明する. G = U(N) Yang-Mills-Higgs理論は N枚の D3-brane

の有効理論で記述できる. このとき Higgs場 Φの値は D3-braneの広がった方向に垂直なある 1方向

の D3-braneの位置を表す. 例えば Diracモノポール解の配位は, まっすぐ無限にのびた D1-braneが

D3-braneに端を持ち, 安定化した状況に相当する. (図 11の左下参照.) このとき D1-braneは D3-brane

と一体化し , D3-braneの突起と解釈される. (図 11の左上参照.) D1-braneの端は磁荷を帯びており,

D3-braneからみるとモノポールに見える.
42 今考えている状況は Higgsブランチに相当する.
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Nahm構成法の D-brane解釈 [42]はこの D1-D3 brane複合系である (図 4参照). (D1-braneが k本,

D3-braneがN枚で, G = U(N), kモノポールの状況となる.) インスタントンの時と同様に, Bogomol’nyi

方程式および Nahm方程式はそれぞれ D3および D1からみたときの BPS条件として表される. した

がって両者の解空間の等価性は自明である.

ξ ,  Φ

�

図 4: Nahm構成法の D-brane解釈

さらに境界条件の D-brane解釈について考える. まず D3-braneから考える. Higgs場 Φの値は (対

角化したときの対角成分が) D3-braneの位置を表す. SU(2)モノポールの境界条件は, D3-braneが D1-

braneに引っ張られて漏斗状になったことを表していると考えられる. 一方D1-braneにおいては, Tiが

D1-braneの位置を表す. しかし k > 1のとき Tiは同時対角化できないため, D1-braneの位置は明確に

定まらない. ただ 2次の Casimirの条件式として τ2
1 + τ2

2 + τ2
3 = (k2 − 1)/4が成り立つので,

T 2
1 + T 2

2 + T 2
3

ξ→±a/2−→ 1
4ξ2

(k2 − 1) (1.173)

が分かる. つまりD1-braneはこのように D3-braneに端を持つ状況では球面状に広がっていると解釈で

きる (図 5参照).

 ξ

Φ(    )�
� ξ

Σ �����

�
� ξ 2 �

ξ�

図 5: Myers効果

これこそまさにMyers効果 [119]なのである.

• SU(N), N ≥ 3モノポールの Nahm構成法と D-brane解釈

ここで D3-braneが 3枚以上ある場合の Nahm構成法について簡単に説明する. (図 6参照) [90]
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G = SU(2)の場合と異なり, Dirac作用素に ADHMのときと同様, k ×Nb, Nb × k 行列 I, Jが余分に

現れる：

∇̂ :=




J I†

i
d

dξ
− i(x3 − T3) −i(ˆ̄z1 − T †z )

−i(ẑ1 − Tz) i
d

dξ
+ i(x3 − T3)




, (1.174)

ここで次のような記号を定義しておくと便利である：

~V · ~V ′ :=
Nb∑

b=1

u†bu
′
bδ(ξ − ξb) + ~v†~v′, (1.175)

〈~V , ~V ′〉 :=
∫

dξ ~V · ~V ′ =
Nb∑

b=1

u†bu
′
b +

∫
dξ ~v†~v′, (1.176)

ここで Nahmデータ Ti(ξ)は不連続である. サイズも一般に変わるが, ここではサイズは各区間で等しい

とする. ξ = ξbのことを “jumping point”と呼ぶ. これらはゲージ群 SU(N)がどのように破れているか

に依存する. (図 6参照.) Nbは “jumping point”の数である.
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図 6: U(3)モノポールの D-brane解釈 (k1 = k2のとき ξ = ξ2が “jumping point”)

Nahm方程式は「∇ · ∇が Pauli行列と可換」という条件で表される：

[Tz, T
†
z ] + [

d

dξ
+ T3,− d

dξ
+ T3] +

Nb∑

b=1

(IbI
†
b − J†b Jb)δ(ξ − ξb) = 0,

[Tz,
d

dξ
+ T3] +

Nb∑

b=1

IbJbδ(ξ − ξb) = 0. (1.177)

以下モノポールを構成する手続きは同様で,「１次元Dirac方程式」

∇̂ · V̂ =
Nb∑

b=1

(
J†b
Ib

)
ûbδ(ξ − ξb)

+




i
d

dξ
+ i(x3 − T3) i(ˆ̄z1 − T †z )

i(ẑ1 − Tz) i
d

dξ
− i(x3 − T3)




(
v̂1

v̂2

)
= 0, (1.178)

〈V̂ , V̂ 〉 = 1. (1.179)
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を解き,

Φ̂ = 〈V̂ , ξV̂ 〉, Âi = 〈V̂ , ∂iV̂ 〉. (1.180)

として Higgs場,ゲージ場を求めればよい.

Nahm変換のD-brane解釈

4次元トーラスに巻き付いた N 枚の D4-braneに k個の D0-braneが乗っている系を考える. これは

G = U(N), kインスタントンの状況である. この系に対して D4-braneが広がっている方向に 4回 T 双

対変換を取ると, 双対トーラスに巻き付いた k枚のD4-braneに N 個のD0-braneが乗っている系に変わ

る. これは G = U(k), N インスタントンの状況であり, まさに Nahm変換そのものである. モジュライ

空間の等価性は明らかであり, モジュライ空間の次元 4Nkも自明である [89].

ADHM/Nahm構成法を導く極限では T 双対変換が自明となるため, D0-D4-brane系, D1-D3-brane系

として記述することが可能となるのである.

カロロン (Caloron)のD-brane解釈

カロロンとは R3 × S1 上のインスタントン解のことで [72], インスタントンとモノポールを補間する

[150, 63, 103, 106]. これも D-braneを用いて明快に説明することができる [108]. G = SU(2), 1カロロ

ン解の D-brane解釈は図 7で与えられる.

β

β
2π

�

β

 ξ

(
β

ρ �

ξ

 ρ

�

β

図 7: SU(2) 1カロロンの D-brane解釈.

このときインスタントンのサイズ ρと S1 の周長 β, および ξ = a±での D1-braneの「飛び」Dとは

D ∼ ρ2/βの関係がある. β → ∞でインスタントンに一致するのは自明であるが, β → 0でモノポール

に一致するのは, 一度 T 双対変換を取ってから見ると容易に理解できる (図 7). なおこのときDは無限大

となるため, インスタントンのサイズゼロ極限に対応する特異点は, SU(2)モノポールには存在しない.
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1.6 Notes

次のものについては空間R4/Λ上のインスタントン解とその双対空間R4/Λ∗上のインスタントン解

の１対１対応が知られており, ADHM/Nahm構成法あるいは Nahm変換が存在する：

• Λ = {0}の場合 (すなわちR4/Λ = R4)：(R4 or S4上)インスタントン解の ADHM構成法

• Λ = Rの場合 (すなわちR4/Λ = R3)：モノポール解の Nahm構成法

• Λ = Zの場合 (すなわちR4/Λ = R3 × S1)：カロロン解の Nahm構成法

• Λ = Z4の場合 (すなわちR4/Λ = T 4)：(T 4上) インスタントン解の Nahm変換

• Λ = (SU(2)の有限部分群)の場合 (ただしその特異点を解消した空間上, すなわち R̃4/Λ = ALE

空間上) [104, 17]：KN(=Kronheimer-Nakajima)-ADHM構成法

この記事で扱ったのは上の 4つであるが, 最後のものについても同様の議論ができ, D-brane解釈も与

えることができる [48].

2 ADHM/Nahm Construction on Non-Commutative Spaces

この第２章では, 非可換空間上でのインスタントン解/モノポール解の ADHM/Nahm構成法について

簡単に紹介する. 非可換空間上でのインスタントン解の ADHM構成は Nekrasovと Schwarzによって

初めて与えられ, 新しいクラスの解：U(1)インスタントン解が構成された [135]. この解は特異ゲージ

をとった解に相当するものであり, Furuuchiによって非特異な解を与える方法43 が与えられた [52, 53].

これらはいずれも非可換パラメータの自己双対性とゲージ場の自己双対性が逆のものである. 非可換パ

ラメータの自己双対性とゲージ場の自己双対性が同じインスタントン解 [2]の ADHM構成については,

U(2)の場合が [55]で U(1)の場合が [67]で与えられた. 非可換空間上でのモノポール解の Nahm構成は,

U(1) モノポール (Diracモノポール) については [60]で, U(2) モノポール (’t Hooft-Polyakovモノポー

ル) については [62]で, フラクソン [146, 61]については [67]でなされた.44

この記事では, (ADHM/Nahm) → (instanton/monopole)の議論を紹介し , 基本的な解を具体的に構

成する. 構成の際注意すべき点と, それを回避する方法についても説明する. 解の性質やD-brane解釈に

ついても触れる.

2.1 Gauge Theories on Non-Commutative (=NC) Spaces

まず, 非可換空間上のゲージ理論 (＝ NCゲージ理論)を紹介する.

非可換空間は座標関数同士の積の非可換性で特徴付けられる：

[xi, xj ] = iθij . (2.1)

ここで, θijは反対称な実定数であり, 非可換パラメータと呼ばれる. この関係式は, 量子力学の正準交換

関係

[q, p] = ih̄ (2.2)
43 この記事では古内さんに敬意を表して “Furuuchi’s Method”と呼ぶ.
44 レヴューとして [54, 100, 133]がある.

39



に類似しており,「空間の不確定性関係」を導く. このことから非可換空間上では, 粒子の位置は完全に

決めることができず, ある広がった分布を持つ. その結果,可換な空間上では存在した場の特異点が, 非

可換空間上では解消されるということが起こりうる. 分布の広がりの幅は
√
|θij |に比例し , 可換な空間

への極限 θij → 0で特異性が復活する.

NCゲージ理論の記述には次の 3つの方法があり45 , Weyl変換および Seiberg-Wittenマップによって

1対 1に対応づけられる46 ：

(i) スター積を用いる記述
(

θij→0−→ 普通の可換空間上の理論
)

↑
〈非可換側 〉 Weyl変換

↓
(ii) オペレーター形式の記述

↑
Seiberg-Wittenマップ

↓
〈可換側 〉 (iii) 背景一様B場 (＝磁場)中の DBI作用による記述

SeibergとWittenが明らかにしたのは (i)と (iii)の等価性である [151].47 この節ではまずスター積を用

いる記述 (i)によって NCゲージ理論を定義し , それからWeyl変換という変換を用いてオペレーター形

式の記述 (ii)に移る. オペレーター形式の記述で議論を進める.

(i) スター積を用いる記述

スター積は普通の可換な関数 (場)に対して定義される積の一つである48 ：

f ? g(x) := exp
(

i

2
θij∂

(x′)
i ∂

(x′′)
j

)
f(x′)g(x′′)

∣∣∣
x′=x′′=x

= f(x)g(x) +
i

2
θij∂if(x)∂jg(x) +O(θ2) (2.3)

スター積は次の重要な性質を持つ：

• 結合則が成り立つ：f ? (g ? h) = (f ? g) ? h

• 座標関数同士の非可換性 (2.1)を再現：[xi, xj ]? := xi ? xj − xj ? xi = iθij

• θij → 0で普通の積に戻る.

NCゲージ理論は, 普通の可換空間上のゲージ理論に現れる場同士の積を全てスター積に置き換えるこ

とで得られる. 49 したがって例えば NC Yang-Mills理論の作用, BPS方程式は, 式 (1.16), (1.15)など

において場同士の積が全てスター積に置き換わったものに等しい.
45 記述 (iii)は座標関数同士の非可換性 (2.1)がなく「可換側」と呼ばれる.
46 この記事では「非可換 Euclid空間」のみを扱う. なお「曲がった非可換空間」では (i)と (ii)の 1対 1対応は一般には成
り立たない.

47 磁場中の荷電粒子の運動で重心座標が非可換に見えるという話は良く知られているが, その弦理論版と解釈することもで
きる (cf. [74]の 3.1節).

48 正確にはスター積は変形量子化の枠組み [102, 24]でもっと一般的に定義されるものであるが (解説として [112]がある.),
ここでは「非可換 Euclid空間」のみを扱うので, このような具体的表式 (Moyal積と呼ばれる)で表した.

49 ただし Non-Abelianゲージ理論と見なして置き換えを行わなければならない. 例えば曲率 Fµν に含まれる [Aµ, Aν ]の部
分は可換空間上の Abelian理論では零になるが, これも残したままスター積に置き換えなければならない.
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作用に無限個の微分が入っているが, 場は普通の可換な関数なので, 運動方程式, BPS方程式を導出す

るには, 可換な場合と同じ手順を踏めばよい. なおゲージ群は普通 U(N)で考える50 .

(ii) オペレーター形式の記述

今度は, 座標の非可換性 (2.1)から出発して NCゲージ理論を定義する. 簡単のため非可換 2次元空

間を考える. 新しい変数を â := (1/
√

2θ)ẑ, â† := (1/
√

2θ)ˆ̄z (ただし ẑ := x̂1 + ix̂2)として定義すると,

[x̂1, x̂2] = iθより,

[â, â†] = 1 (2.4)

が分かる. これより, â†, âはそれぞれ調和振動子の生成, 消滅演算子と解釈できる. これらが作用する

Fock空間をHと書くと, H = ⊕∞n=0C|n〉である. ここで, |n〉 :=
{
(â†)n/

√
n!

}
|0〉, (n = 0, 1, . . .)は占有

数表示の基底であり, â†â|n〉 = n|n〉, â|0〉 = 0を満たす.

場 f̂ は x̂の関数であるから, Fock空間 Hに作用する演算子となり, 占有数表示で以下のように表さ

れる：

f̂(x̂1, x̂2) =
∞∑

m,n=0

fmn|m〉〈n|. (2.5)

代表的な演算子として次のものがある：

P̂k =
k−1∑

p=0

|p〉〈p|, (2.6)

Ûk =
∞∑

n=0

|n〉〈n + k| =
∞∑

n=0

|n〉〈n|âk 1√
(n + k) · · · (n + 1)

, (2.7)

Û †
k =

∞∑

n=0

|n + k〉〈n| =
∞∑

n=0

1√
(n + k) · · · (n + 1)

(â†)k|n〉〈n|. (2.8)

Ûkはシフト演算子あるいは “partial isometry”と呼ばれ次式を満たす：

ÛkÛ
†
k = 1, Û †

kÛk = 1− P̂k. (2.9)

この射影演算子 P̂kとシフト演算子 Ûkが非可換空間では重要な役割を果たし ,ソリトン数と密接に関わっ

てくる.51

(i)と (ii)の等価性52

(i)と (ii)は (「非可換 Euclid空間」では)等価な記述であり, Weyl変換という変換によって対応づけ

られる. (i)の記述における場 f(x1, x2)は, 次式で定義されるWeyl変換によって, (ii)の記述における場

f̂(x̂1, x̂2)にうつされる：

f̂(x̂1, x̂2) :=
1

(2π)2

∫
dk1dk2 f̃(k1, k2)e−i(k1x̂1+k2x̂2). (2.10)

50 積がスター積なので g1, g2 ∈ G であったとしても, g1 ? g2 ∈ Gとは限らない. 例えば G = SU(N)だと行列式が 1という
条件からはみ出してしまう.

51 シフト演算子は ABS構成 [11]を非可換の場合に応用することで具体的に構成することができる [76].
52 詳しくは [74]などを参照.
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ただし ,

f̃(k1, k2) :=
∫

dx1dx2 f(x1, x2)ei(k1x1+k2x2). (2.11)

場 f(x1, x2)を一度 Fourier変換したものを, そのまま逆 Fourier変換する際, expの肩の座標 x1, x2をオ

ペレーター x̂1, x̂2に置き換えて変換したようなものである：

f(x1, x2)
↙ |

f̃(k1, k2) Weyl変換
↘ ↓

f̂(x̂1, x̂2).

Weyl変換はスター積を行列の積にうつす：

f̂ ? g = f̂ · ĝ. (2.12)

Weyl変換の逆変換は直接には

f(x1, x2) =
∫

dk2 e−ik2x2
〈
x1 +

k2

2

∣∣∣f̂(x̂1, x̂2)
∣∣∣x1 − k2

2

〉
(2.13)

と書ける. Weyl変換により, 場や掛け算だけでなく, 微分, 積分も１対１に対応し , (i)と (ii)の記述は等

価になる. 対応関係は以下の通り：

(i)スター積を用いる記述 (ii)オペレーター形式の記述

場 普通の関数 無限次元正方行列

f(x1, x2) f̂(x̂1, x̂2) =
∞∑

m,n=0

fmn|m〉〈n|

積 スター積 行列の積
(f̂ ? g = f̂ ĝ) 結合則：f ? (g ? h) = (f ? g) ? h 結合則：f̂(ĝĥ) = (f̂ ĝ)ĥ (自明)
非可換性 [xi, xj ]? := xi ? xj − xj ? xi = iθij [x̂i, x̂j ] = iθij

微分 ∂if ∂if̂ := [−i(θ−1)ij x̂
j

︸ ︷︷ ︸
=: ∂̂i

, f̂ ]

特に ∂ix
j = δ j

i 特に ∂ix̂
j = −i(θ−1)ik[x̂k, x̂j ] = δ j

i

積分
∫

dx1dx2 f(x1, x2) 2πθTrHf̂(x̂1, x̂2)

曲率 Fij = ∂iAj − ∂jAi + [Ai, Aj ]? F̂ij = ∂iÂj − ∂jÂi + [Âi, Âj ]
= [D̂i, D̂j ]− i(θ−1)ij

(ただし D̂i := ∂̂i + Âi)

(ii)の行列要素

√
n!
m!

(
2r2/θ

)m−n
2 ei(m−n)ϕ× |n〉〈m|

2(−1)nLm−n
n (2r2/θ)e−

r2

θ

| | |(
x1-x2平面
で回転対称

) (
ϕに依らない
⇔ m = n

) (
(x̂1)2 + (x̂2)2 ∼ â†â と可換

⇔ m = n

)

↓ ↓ ↓
ある射影 2(−1)nLn(2r2/θ)e−

r2

θ |n〉〈n|
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ここで, (r, ϕ)は極座標, Lα
n(x)は次式で定義される Laguerre多項式である：

Lα
n(x) :=

x−αex

n!

(
d

dx

)n

(e−xxn+α). (2.14)

(特に Ln(x) := L0
n(x).) 注意すべきことは, オペレーター形式の曲率の式で, [D̂i, D̂j ] とくくったため,

[∂̂i, ∂̂j ](= i(θ−1)ij)を相殺するための定数項−i(θ−1)ijが現れたことである.

2.2 ADHM Construction of NC Instantons

この小節では, いくつかの代表的な非可換インスタントン解の ADHM構成法をオペレーター形式で具

体的に行う. 空間の非可換性は次のようにとることができる：

θµν =




0 θ1 0 0
−θ1 0 0 0
0 0 0 θ2

0 0 −θ2 0




. (2.15)

したがって 4次元の非可換 Euclid空間R4
NCは 2つの 2次元の非可換 Euclid空間R2

NCに分解する. 場

は Fock空間H = H1 ⊗H2に作用するオペレータとなり, 次のように表される：

f̂(x̂µ) =
∞∑

m1,m2,n1,n2=0

fm1,m2,n1,n2 |m1,m2〉〈n1, n2|. (2.16)

非可換ADHM構成では非可換パラメータの自己双対性が重要であり, インスタントン解に反映されて

くる.

手順は可換空間上の場合と同様で

• 手順 (i) ADHM方程式

(µR :=) [B1, B
†
1] + [B2, B

†
2] + II† − J†J = −2(θ1 + θ2) =: ζ,

(µC :=) [B1, B2] + IJ = 0 (2.17)

を解く. ADHM方程式の第一式の右辺が空間の非可換性のために変形されている点が重要であ

る.53

• 手順 (ii)「０次元Dirac方程式」

∇̂†V̂ = 0 (2.18)

を規格化条件とともに解く.

• 手順 (iii)「０次元Dirac方程式」の規格化可能解 V を用いて,ゲージ場を

Âµ = V̂ †∂µV̂ , (2.19)

53 ゲージ場が SDの場合, 右辺は (θ1 − θ2)に比例する. したがってゲージ場と非可換パラメータの相対的自己双対性が重要
となる.
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として構成する. これは実際に非可換自己双対方程式

(F̂z1z̄1 + F̂z2z̄2 =) [D̂z1 , D̂z̄1 ] + [D̂z2 , D̂z̄2 ] =
1
2

(
1
θ1

+
1
θ2

)
,

(F̂z1z2 =) [D̂z1 , D̂z2 ] = 0 (2.20)

を満たす. ADHM方程式 (2.17)と見比べると, これもまた双対性が顕著である. なお非可換パラ

メータが ASDのとき, (2.17), (2.20)に現れた定数が共に消える.

この手順で実際にインスタントン解が構成される. ただしオペレーターとしての可逆性が微妙な問題

を含んでくる.

インスタントン・モジュライについてのコメント

インスタントン・モジュライ空間は µRの値で決まることが知られている [127, 129]54 . すなわち,

• µR = 0のとき, インスタントン・モジュライ空間はスモール・インスタントン特異点を含む. (可

換空間R4および特別な非可換空間R4 (θ：ASD)の場合)

• µR 6= 0 =: ζのとき, スモール・インスタントン特異点は解消され, U(1)インスタントンという新

しいクラスの解が存在する. (一般の非可換空間R4の場合)

µ   = 0 µ   =  ζ� �

���������
	��
�������������
��	��
���
������	����

�����������
��	��������
���
� ��	����!��������	��"�

図 8: インスタントン・モジュライ

非可換ASDインスタントンの場合, µR = ζ = −2(θ1 + θ2)であるから, 非可換パラメータの自己双対

性が重要になってくる. ゲージ場を ASDに固定すると, 非可換インスタントン解の「相図」は次のよう

になる.

θ1 + θ2 = 0すなわち非可換パラメータ θが ASDのとき, インスタントン・モジュライ空間は特異と

なる. 原点は可換空間に相当する. θ軸上は R2
NC ×RCom上のインスタントンである. それ以外の場合

は基本的に同じ振る舞いをするので, その場合は非可換パラメータ θを SDに固定して考えよう. これが

最初に Nekrasov-Schwarz [135]によって議論されたものである.55

D-brane解釈

µR = ζの D-brane解釈を少しコメントする. ADHM方程式は D0-D4 brane系におけるD0-brane上

の超対称ゲージ理論の D項条件であった. この系の背景に B場が導入されると D項条件に FIパラメー
54 [50]にも少し解説がある.
55 ゲージ場と非可換パラメータの自己双対性が逆のNekrasov-SchwarzタイプのインスタントンのADHM構成は [52, 53, 54,

93, 98, 132, 135, 105]等で,ゲージ場とパラメータの自己双対性が同じタイプのもののADHM構成は [55, 67]で, R2
NC×RCom

上のインスタントンの ADHM構成は [99] で議論されている. なお [26]は “Localized”タイプ (後者の U(1)の場合) 以外の
ものを一通り詳しくまとめており, 薦められる. なお可換側の解の構成は [115, 151, 160]などにある.
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図 9: 非可換ASDインスタントン解の「相図」

タが現れる. これはゲージーノの超対称変換に B場が定数として現れることから理解できる. この FIパ

ラメータの物理的な意味は, B場を導入したことで系がいったん不安定となり (超対称性が破れ)生じた

タキオン場の期待値であると解釈される. タキオンが凝縮した後は, 再び超対称性が (もとのものと違う

形で)回復し , 系は安定化する. 非可換インスタントン解は一般にその状況を表すのである.

さて具体的に解を構成しよう.

• U(1), k = 1解 (U(1) ASDインスタントン解, θ : SD)

まずゲージ場と非可換パラメータの自己双対性が逆の場合を考える. 簡単のため k = 1とし , また

インスタントンの位置を原点にとる.56

まず ADHM方程式を解かなければならないが, ゲージ群が U(1)のときは Iか Jが零になること

が知られている [129]. したがって ADHM方程式はトリビアルに解け (B1,2 = 0, I =
√

ζ, J = 0),

「０次元Dirac作用素」は次のようになる：

∇̂ =




√
ζ 0

ˆ̄z2 −ẑ1

ˆ̄z1 ẑ2


 , ∇̂† =

( √
ζ ẑ2 ẑ1

0 −ˆ̄z1 ˆ̄z2

)
. (2.21)

∇†∇の逆行列は存在し ,

f̂ =
∞∑

n1,n2=0

1
n1 + n2 + ζ

|n1, n2〉〈n1, n2| (2.22)

である.57 問題は Dirac零モードである. 「０次元Dirac方程式」の解としては規格化因子を除い

て次のものが自然である：

V̂1 =




ẑ1ˆ̄z1 + ẑ2ˆ̄z2

−√ζ ˆ̄z2

−√ζ ˆ̄z1


 , ∇̂†V̂1 = 0. (2.23)

しかしこれはオペレータの意味で規格化条件を満たさない. V̂1が零モード |0, 0〉を持ち, 規格化因

子を求める際 V̂ †
1 V̂1の逆行列を Hの中で求めることができないからである. したがって V̂ を規格

化する際はこの点に注意する必要がある.
56 インスタントンの位置のモジュライを加えたければ, あとで平行移動を行えばよい. なお非可換空間上では平行移動はゲー
ジ変換である.

57 ζ 6= 0の場合はつねに f̂ は存在する ([52]の Appendix A).
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Furuuchiは [52]において, 全ての議論を H1 := H − |0, 0〉〈0, 0|に制限すれば, V̂1が正しい自己双

対ゲージ場を与えることを示した. さらにシフト演算子を用いて, H1に制限された議論を Hに変
換し (ラベルを付け変え), Hで規格化された V̂ を求めた [53]：

V̂ = V̂1β̂1Û
†
1 , V̂ †V̂ = 1 (2.24)

ここで

β̂1 = (1− P̂1)(V̂
†
1 V̂1)−

1
2 (1− P̂1) =

∑

(n1,n2)6=(0,0)

1√
(n1 + n2)(n1 + n2 + ζ)

|n1, n2〉〈n1, n2| (2.25)

である. 零モード V̂ に現れた射影 (1− P̂1)がH1への制限を表し ,シフト演算子 Û1がH1からHへ
の変換を表している. この 2つの操作により正しい零モードが求められる (“Furuuchi’s Method”).

この零モードから非特異なゲージ場および曲率が計算され, そのインスタントン数は −1となるこ

とが分かる.

• U(2), k = 1解 (NC BPSTインスタントン解, θ : SD)

この解も “Furuuchi’s Method”を用いて同様に求まる. ADHM方程式の解は

B1,2 = 0, I = (
√

ρ2 + ζ, 0), J =

(
0
ρ

)
. (2.26)

となる. 可換空間での BPST解と比べれば Iに ζの項が加わった分だけインスタントンのサイズ

が大きくなったと解釈される. 実際 ρ → 0極限を取っても場の配位は特異にならず, U(1)パート

が生き残る. それは本質的に上記の U(1), k = 1の解と等価である.

• U(1), k = 1解 (Localized U(1) ASDインスタントン解, θ : ASD)

今度はゲージ場と非可換パラメータの自己双対性が共に等しい場合を考えよう. このときインスタ

ントン・モジュライ空間はスモール・インスタントン特異点が存在する. ゲージ群の U(1)パート

はここに対応するが, この解を構成してみよう.

まず ADHM方程式の解は完全にトリビアルとなる：

B1,2 = I = J = 0. (2.27)

この「ADHMバックグラウンド」の下「０次元 Dirac方程式」を解こう. I = J = 0だから式

(1.37)から ûは決まらない. このときは最初に完全性条件から観察した方がよい. 完全性条件の右

辺がまず計算されるので, そこから v̂1 = |0, 0〉〈0, 0|, v̂2 = 0が決まる. それを規格化条件に代入す

ると ûû† = 1, û†û = 1− P̂1 すなわち û = Û1 (シフト演算子！)が決まり, これが Dirac方程式も

満たす：

V̂ =




û

v̂1

v̂2


 =




Û1

|0, 0〉〈0, 0|
0


 , (2.28)

シフト演算子 Û1が自然に現れたのが面白い.58

58 Furuuchi’s Methodはここでは必要がない.
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これからゲージ場 (あるいは共変微分オペレータ)を計算すると次のようになる：

D̂zi = V̂ †∂̂zi V̂ = û†∂̂zi û + v̂†∂̂zi v̂ = Û †
1 ∂̂ziÛ1 − |0, 0〉〈0, 0| ˆ̄zi

2θi
|0, 0〉〈0, 0|

= Û †
1 ∂̂ziÛ1. (2.29)

これはまさに Solution Generating Techniqueの本質的部分を捉えている. Solution Generating

Techniqueとは次式で定義される変換のことである：

D̂zi → Û †
kD̂ziÛk (2.30)

ほとんどゲージ変換のように見えるが, Ûkがシフト演算子である (ユニタリ演算子でない)ため,

ノントリビアルな変換となる. この変換は一般に運動方程式を不変に保つため, 真空解といった

自明解から, いとも簡単に非自明な (ソリトン)解が構成される.59 この真空解から生成される解

を “Localizedソリトン”と呼ぶことがあるが, 一般に Solution Generating Techniqueで生成され

る解は変換前の既知解と “Localizedソリトン”との複合系となる. したがって “Localizedソリト

ン”は Solution Generating Techniqueの本質であり, 上記の結果は “Localizedインスタントン”が

ADHM構成法から自然に現れたということを示している.

上記の解の曲率は簡単に計算することができ

F12 = −F34 = i
1
θ
|0, 0〉〈0, 0| (2.31)

となる. インスタントン数は −1である.

さらにこの解は厳密な Seiberg-Wittenマップ [151, 138]によって可換側にうつすことが可能であ

る. D0-brane密度は

JD0(x) =
2
θ2

+ δ(4)(x). (2.32)

となる [82]. 右辺第 2項が原点に LocalizeしたD0-brane (すなわちインスタントン)を表しており,

実際の配位は特異であることが分かる. これはもちろんモジュライ空間の特異性を考えると当然の

結果である. なお右辺第一項は B場の存在により無限個の D0-braneが束縛して D4-braneを形成

していることを表しており, 行列模型 [13, 91]の解釈とも一致している. この系はもとの超対称性

が保たれたままB場が導入された場合に相当し , タキオンは凝縮していない. それが ζ = 0に現れ

ているのである.

このように非可換の手法は, 特異性を持つ領域まで適用可能であり, その取り扱い易さにより, D-

braneを調べるのに非常に有用であったと振り返ることもできる. より詳しい議論については [66]

を御覧ください.

• U(2), k = 1解 (NC BPSTインスタントン解, θ : ASD)

同様の手順で構成が可能であり, ρ → 0 極限で “Localized U(1) インスタントン”に帰着すること

が言える [55].
59 Solution Generating Technique は弦の場の理論に応用され, タキオン凝縮により不安定な D-braneがより低い次元の

D-braneに崩壊するという Senの予想 [154]が有効理論の枠組みで厳密に検証された [75]. (レヴューとして [4, 65, 74]などが
ある.)
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2.3 Nahm Construction of NC Monopoles

この小節では, いくつかの代表的なG = U(2), U(1) 非可換モノポール解のNahm構成法を具体的に行

う. 手順は可換空間上の場合と同様で

• 手順 (i) Nahm方程式

dTi

dξ
− i

2
εijk[Tj , Tk] = −θδi3 (2.33)

を境界条件を満たすように解く. 空間座標の非可換性のため定数項が現れているが, この定数項

は T3のシフトで吸収できる [12]. k = 1の場合は境界条件が自明となり, 取り扱いが簡単になる.

(Nahm方程式もほぼ自明.)

• 手順 (ii)「１次元Dirac方程式」

∇̂†V̂ = 0 (2.34)

を規格化条件とともに解く.

• 手順 (iii)「１次元Dirac方程式」の規格化可能解 V̂ を用いて, Higgs場,ゲージ場をそれぞれ

Φ̂ =
∫

dξ V̂ ξV̂ , Âi =
∫

dξ V̂ ∂iV̂ (2.35)

として構成する.

具体的に解を構成しよう.

• U(1), k = 1解 (NC Diracモノポール解)

簡単のため, モノポールの位置を原点に取る. Nahm方程式の解は

T1,2 = 0, T3 = −θξ (2.36)

となる. ただし ξは半直線 (−∞, 0)の元である. ここでW, b, b†という記号を導入しておくと便利

である:

W (x3, ξ) = x3ξ +
1
2
θξ2

b =
1√
2θ

(∂ξ + x3 + θξ) =
1√
2θ

e−W ∂ξe
W

b† =
1√
2θ

(−∂ξ + x3 + θξ) = − 1√
2θ

eW ∂ξe
−W . (2.37)

bは Heisenberg交換関係を満たす：

[b, b†] = 1. (2.38)

「１次元Dirac方程式」は
(

b â†

â −b†

) (
v̂1

v̂2

)
= 0. (2.39)
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と書ける. (âは式 (2.4)で定義したものと同じで [â, â†] = 1を満たす.) これを解くために, v̂とし

て次のようなものを考えよう：60

v̂ =

(
−â†

b

) ∞∑

n=1

βn|n− 1〉〈n− 1|Û †
1 +



− 1√

ζ0
e−W |0〉〈0|
0


 , ζ0 =

∫ 0

−∞
dξ e−2W (2.40)

βnは

(
b† b + n

)
βn = 0, (2.41)

を満たす. したがって βnは β1に bを作用させていくことで順次求まる. あとは規格化条件から係

数を定めるだけである. 境界条件としては

βnbβn(0) = 1, βn(ξ)
ξ→−∞−→ 0 (2.42)

が必要で, この結果 βnは

βn(ξ) =
ζn−1(x3 + θξ)√
ζn(x3)ζn−1(x3)

, ζn(x3) :=
∫ ∞

0
dp pne−θp2+2px3

(2.43)

となる. これより Higgs場,ゲージ場を求めると次のようになる：

Φ̂ =
∞∑

n=0

Φn|n〉〈n| = −
{ ∞∑

n=1

(
ξ2
n − ξ2

n−1

)
|n〉〈n|+

(
ξ2
0 +

x3

θ

)
|0〉〈0|

}
,

D̂z =
1√
2θ

∞∑

n=0

ξn

ξn+1
a†|n〉〈n|, Â3 = 0. (2.44)

ξn(x3) :=

√
nζn−1

2θζn
. (2.45)

これは至るところ非特異な解である. 無限遠の振る舞い (rn + x3 → ∞, rn :=
√

(x3)2 + 2θn) は

次のようになる61 ：

Φn ∼





−x3

θ
: n = 0, x3 → +∞

− 1
2rn

= − 1
2
√

(x3)2 + 2θn
：それ以外

(2.46)

(B3)n ∼





1
θ

: n = 0, x3 → +∞
− x3

2(rn)3
：それ以外

(2.47)

これから分かるように, Higgs場および磁場はともに n = 0, x3 → ∞, すなわち x3軸の正の部分

で特別な振る舞いをし , 62 磁場分布はおおよそ図 10の右のようになる.

x3軸の正の部分の一様な磁場 (B3(x3 → +∞))0|0〉〈0|は, Weyl変換でスター積を用いる記述に戻

ると, ちょうど Gauss型の分布 (2/θ) exp
{−((x1)2 + (x2)2)/θ

}
になり, その幅は大体

√
θである.

したがって可換空間上への極限 θ → 0で, これはちょうどデルタ関数型の分布になり, もとの特異

な Diracストリングに一致する.
60 なぜこのような仮定を置くのかを説明するには少し議論を要する. 説明が完全にまとまったら,どこかで報告したい. (cf.

[71]の version 3の 3.4節.)
61 鞍点法で ζn の積分を処理した.
62 今 nを大体 1-2 平面上の原点からの距離の 2乗と思っている ((x1)

2 + (x2)
2 ∼ 2θn).
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図 10: Diracモノポールの磁場分布 (可換空間上 (左) V.S. 非可換空間上 (右))

次に D-brane解釈を考える. 今考えている非可換の場合に相当するのは, D3-brane上に背景一様

B場 (磁場)が x3方向に入っている状況であり, D1-braneの端は一様B場に引っ張られ, ある傾き

を持った状態で D1-braneの張力と釣り合って安定となる [78], [79], [80]. (図 11の右下参照.)

Higgs場の配位 (1.145)および (2.46)を図示すると, 図 11の左上および右上のようになる. 上記の
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図 11: Diracモノポールの Higgs場の配位 (上)と D-brane解釈および磁場分布 (下) (左：可換空間, 右：
非可換空間)

D-brane解釈 (図 11下)と比較すると, Higgs場の x3軸の正の部分での特異な振る舞いは D3-brane

が突起してできたD1-braneを表していると考えられる. x3軸の正の部分の磁束は,このD1-brane

の「影」である [60]. 63 D1-braneの傾きは, D3-braneから測って−1/θであり, ξ軸から測った傾

きが −θであることと全く矛盾せず (図 11の右下参照), また, DBI作用の解析から求められた可換

側の記述 (iii)での非可換モノポールのD-brane解釈 [114], [81]の結果とも, ちょうど一致する. 64

• U(2), k = 1解 (NC Prasad-Sommerfield解)

この解も Grossと Nekrasovによって求められた [62]. 手順は Diracモノポールの場合と全く同様

である. ただし解は複雑で, その性質についてはまだ詳しく良く分かっていない.
63 これが物理的対象であるかどうかは微妙で難しい問題である.
64 記述 (iii)の詳しい議論は [92]の中の森山さんの記事を, 記述 (ii)と (iii)との比較の詳しい議論は [92]の中の浜中の記事
を御参照ください.

50



• U(1) フラクソン解 (k = 1)

Nahm構成法においても, ADHM構成法のときの Localizedインスタントンに対応する非可換空

間特有のソリトンが存在する. これを構成しよう.

カロロン解からの示唆を考えると, この解は ρ = ζ = 0すなわち D = 0の場合のモノポール解

の非可換版であると考えられる. すなわち ξは全実数の領域を走り “jumping point”も存在する.

(ξb = 0とする.)

Nahm方程式の解は

I = J = 0, Ti(ξ) = −θδi3ξ. (2.48)

であり,「１次元Dirac方程式」の解は

V̂ =




û

v̂1

v̂2


 =




Ûk

f(ξ, x3)|0〉〈0|
0


 , (2.49)

である. ただし

f(ξ, x3) =
(

π

θ

) 1
4

exp

[
−θ

2

(
ξ +

x3

θ

)2
]

. (2.50)

これを式 (1.180)に代入し , Higgs場,ゲージ場を構成すると次のようになる [67]：

Φ̂ = ξ1Û
†
1 Û1 +

(
θ

π

) 1
2

∫ ∞

−∞
dξ

(
ξ − x3

θ

)
e−θξ2 |0〉〈0| = −x3

θ
|0〉〈0|,

Â3 = =
∫ ∞

−∞
dξ v̂†

(
−x3

θ
− ξ

)
v̂ =

(
−x3

θ
− Φ̂

)
|0〉〈0| = 0,

D̂z = = Û †
1 ∂̂zÛ1. (2.51)

これはフラクソンと呼ばれる非可換空間特有のソリトンである [146], [61]. 磁場は容易に計算さ

れる：

B̂3 =
1
θ
P̂1, B̂1 = B̂2 = 0. (2.52)

Higgs場の配位およびその D-brane解釈と磁場分布は図 12のようになる.

フラクソンは非可換Diracモノポールに現れた x3軸の正の部分の磁束が無限にのびているものと

解釈でき, モノポールというよりはむしろ渦に近い. 単位長さあたりの質量は 2π/g2
YMθである.

フラクソンも “Solution Generating Technique”を Bogomol’nyi 方程式に応用することで生成され

るが, Higgs場の取り扱いに工夫が必要であった [71, 77]. しかし Nahm構成法を用いると, その部

分も (2.51)から容易に読み取ることができる.

2.4 Notes

• NC Nahm変換

Nahm変換の非可換版も [5]で議論されている. 基本的には同様の手順となるが, Poindaré束との

テンソル積に対する共変微分をどう定義するかが不明瞭で具体的な変換は難しい. また非可換トー
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図 12: 1フラクソンの Higgs場 (左)および D-brane解釈と磁場分布 (右)

ラスの非可換パラメータと双対側の非可換パラメータの関係が [5]では不明 (独立)である. しかし

T 双対変換では非可換パラメータ同士の関係は明確であるから, この部分を明らかにすることは興

味が持たれる. また非可換トーラスでは T 双対性と等価なMorita同値65 という概念もあり, それ

との関係を議論するのも面白い. 弦理論の T 双対変換をゲージ場 (あるいは Dirac零モード )の変

換として記述できるのは, この Nahm変換を通じてのみであり T双対性に関して何らかのより深

い性質を解明できるかもしれない [70].

3 Conclusion

以上 ADHM/Nahm構成法の一通りの話題を概観した. 紙数の都合上省略したものもあるが, 主なも

のは以下の通り：

• ツイスター理論との関わり ([172]など)

• インスタントン・バックグラウンドにおける経路積分の計算 ([44, 97]など)

• ALE空間上の ADHM構成法 [104], Quiverゲージ理論 [128] との関わり

• 高次元ADHM構成法 [31, 38, 170]とその非可換化 [84, 136, 140]

• 一般ゲージ群での ADHM/Nahm構成法 ([25, 20, 90]など)

• モジュライ空間の計量の性質 ([109, 107, 110, 126]など) とその応用 ([68]など)

• タキオン凝縮から見た ADHM/Nahm構成法, Nahm変換 ([70, 89]など)

ADHM/Nahm構成法はインスタントン/モノポール・モジュライを最も的確に捉える方法であり,ゲージ

場の自己双対性の本質を最も見やすい形で提示している. その美しい数学的構造に対して, あるD-brane

系のBPS条件から,いくつか物理的意味が明快に与えられた. それによりD-braneについての新しい知見

がいくつか得られたわけであるが, 全ての部分に解釈が与えられたわけではない. そこに新しいD-brane

力学解明への鍵がまだまだ多く潜んでいることであろう.

謝辞：これまでお逢い出来た皆様, 中でも議論などで私に少しでも時間を費やしてくださった方々,どう

もありがとうございました. 一人一人お名前を挙げていまお礼を申し上げたいのですが, きりがないし ,
65 レヴューとして例えば [100]がある.
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照れ臭いし , 次回また何らかの形で致します. ただしこの記事に関連した研究指導という点に関して, 松

尾泰先生, 寺嶋靖治先輩, 細道和夫先輩には特別感謝を申し上げます.

この記事の作成は日本育英会および日本証券奨学財団の経済援助の下行われました.
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