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要旨

超対称ゲージ理論は現象論的にも非常に有望で興味深いものである。ごく最

近、この N=1超対称ゲージ理論における非摂動的効果を厳密に導き出すという

大きな進展があった。

そこで、本論文では、N=1超対称ゲージ理論における厳密な解析の方法とそ

の具体例としての超対称 QCD の非摂動的な解析の結果、特に真空の相構造に

ついての結果を紹介する。この相構造の中には、カイラル対称性の破れを伴わ

ない閉じ込め相や、四次元の N=1超共形場理論などの今までにあまり知られて

いなかった相を含む。特に赤外固定点が超共形場理論で記述される相の場合は、

non-Abelian双対性という顕著な性質を持っている。この双対性は二つのゲージ

群を入れ換え、強結合の物理と弱結合の物理を結び付けるという興味深いもので

あることがわかる。さらに、この超対称 QCDに随伴表現場 Xを加えた理論も

考察する。そこでも双対性が重要な物理的意味を持つ。
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1 序論

現在、ほとんどの素粒子物理学者が正しいだろうと考えている理論として、標準理論が

ある。この標準理論はクォーク、レプトンとHiggs粒子とゲージ群SU(3)×SU(2)×U(1)

のゲージボソンを基本的な粒子としたゲージ理論で記述される。この理論は現在実験で観

測されているエネルギーでは実験と矛盾しないことが知られている。しかし、統一理論と

いう観点から見た場合には、標準理論は理論的に自由に変えられるパラメーター（実験と

合うように設定される）が多すぎるという欠点がある。さらに、標準理論はHiggs場とい

うスカラー場を含み、その質量は二次の発散を示す。これは、通常の繰り込み理論を適用

すれば問題とはならないが、カットオフスケールをHiggs場の質量よりも非常に大きいと

すれば、Higgs場の裸の質量を非常に精密に決めなければならない。これがHiggs場の自

然さ (naturalness)の問題と呼ばれるものである。（フェルミオンは二次ではなく logの発

散なので問題ない。）

この問題を解決する一つの可能性が超対称ゲージ理論である。この超対称ゲージ理論に

おいてはボソンとフェルミオンの間に一対一の対応があり、ボソンの２次の発散をフェル

ミオンの寄与で打ち消して、log発散に落とすようになっている。また、SU(5)などのよ

うに標準理論のゲージ対称性 SU(3)× SU(2)×U(1) を含むより大きなゲージ群に支配さ

れる大統一理論を想定すれば、理論に含まれる自由パラメーターの数も制限されてくるで

あろう。この場合、大統一スケールで標準理論の三つのゲージ結合定数が一致することが

必要であるが、現在得られている実験データーから繰り込み群方程式を使って計算してや

れば、超対称性がある場合にのみ、三つのゲージ結合定数が 1016Gevのエネルギー領域で

一致することが報告されている [1]。さらに、大統一理論よりもさらにパラメーターの数を

少なくするような理論として超弦理論があるが、この場合でも超対称性は基本的である。

このように超対称ゲージ理論は現象論的には大統一理論の候補として非常に有望で、現

在、多数の研究者によって精力的に調べられている。このようなゲージ理論を調べる上

で、最もよく使われる方法は、ゲージ結合定数に関する摂動論である。この摂動論が信頼

できるのは、漸近自由な理論（現象論的にも理論的にも有用なものの多くは漸近自由）の
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場合には、その理論を特徴づけるエネルギースケール（QCDの場合はいわゆるΛスケー

ル)よりも高いエネルギー領域においてである。しかしながら、低エネルギー領域、つま

り強結合領域の物理は摂動論では全く扱えず、非摂動的解析が必要となる。ごく最近に至

るまで超対称ゲージ理論の非摂動的取り扱いはほとんどなされていなかった。これは四

次元のゲージ場理論において非摂動的な解析の手法としては、格子ゲージ理論や 1/N展

開、Schwinger-Dyson方程式などの限られた方法しか知られていなかったためである。さ

らに、これら格子ゲージ理論や 1/N展開を用いても厳密な結果が得られることはなく、格

子ゲージ理論などでは計算機実験などによらないと物理量を計算するのは難しい。しか

も、今のところ、これらの方法が使えるのは非常に簡単な模型についてのみであり、超対

称ゲージ理論については非摂動的な解析というのはあまりなされていなかった [2]。例え

ばQCDを自然に超対称化したと考えられる超対称QCDの場合でさえ、質量０の模型で

はどんな真空が実現されているのかわかっていなかった。つまり、閉じこめ相となってい

るのかどうかさえわかっておらず、研究者達に謎を残し続けてきた。

しかし、1994年ごろ、Seibergは四次元の超対称ゲージ理論に関するある種の厳密な結

果を導くことに成功した [3]。この研究と、その後に続けられた Seibergを含む研究者達に

よる研究により、四次元の超対称ゲージ理論における様々な振る舞いが調べられてきた

[7][4][5][8][9]。得られた結果の中には、通常の四次元のゲージ理論についての常識を覆す

ような現象が多数含まれている。（例えば、カイラル対称性の破れを伴わない閉じこめや、

四次元の相互作用する超共形場理論など。）これらと並んでN=2超対称性という大きい対

称性を持ったゲージ理論の厳密解を非常に巧みに導出した SeibergとWittenの仕事 [6][10]

も非常に興味深いものである。。この理論では閉じこめが質量 0の磁気単極子の凝縮で起

こるという、’tHooftなどによる二十年近く前のアイデアが実際に実現されていることが

わかるなど、非常に興味深い現象が観察される。しかも、超弦理論や可積分系との関連も

指摘され非常に活発に研究されている。このように厳密な解析が可能という性質のため、

これらの四次元の超対称ゲージ理論は、あまり理解が進んでいない強く相互作用する四次

元の場の理論全体に対する”実験室”としての役割も果たし、これらを研究することは有
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用であると考えられる。

この N=1四次元の超対称ゲージ理論の性質の内、最も興味深いと思われるのは non-

Abelian双対性と呼ばれる性質だろう [7]。この non-Abelian双対性は理論が低エネルギー

の極限で四次元の相互作用する共形場理論になる場合に存在する双対性で、ゲージ群の違

う二つの超対称理論がその低エネルギーの極限では同一の物理的内容を表すというもの

である。このような双対性が漸近自由な理論で存在するということ自体も驚きであるが、

この non-Abelian双対性は強結合理論と弱結合理論を入れ替えるような双対性なので、一

方の理論の強結合の物理をもう一方の理論の古典的な描像、または、準古典的な描像で理

解できるようになるため、非常に有用でもある。

そこで、本論文では Seibergの仕事を中心にN=1四次元超対称ゲージ理論の非摂動的

解析と non-Abelian双対性を紹介する。

第二章では、まず、四次元超対称性とはどんなものかを簡単に説明した後、そこで、基

本的な役目を果たすカイラル超場やベクトル超場を導入する。これらは超対称ゲージ理論

を構成する基本的な要素をなす。さらに、超対称ゲージ理論においては超対称性を保つが

物理的に異なった真空が一つの理論の中に縮退して現れるという顕著な性質がある。そこ

で、その縮退がどの程度解けるか、つまり超対称性の自発的破れについても議論した。

第三章では、超対称ゲージ理論におけるWilson型低エネルギー有効理論について述べ

た。超対称ゲージ理論の厳密な結果は全てこの低エネルギー有効理論についてのものであ

る。このWilson型低エネルギー有効理論とは、高エネルギーの場の自由度を先に積分し

てしまい、残る低エネルギーの場の自由度だけで書かれた理論を構成したものであり、こ

れから理論の真空構造、すなわち様々な相構造を解析する事ができる。この低エネルギー

有効理論をまともに評価するということは非常に難しく通常は無理である。しかし、超対

称理論の場合、低エネルギー有効理論は、通常のフレーバー対称性やバリオン数保存など

の制限に加えて、超対称性に由来するカイラル場についての正則性という性質を持つ。こ

の制限は実は非常に強力であり、弱結合極限などの性質と合わせると、低エネルギー有効

理論を完全に（正確にいうと低エネルギー有効理論のスーパーポテンシャルを完全に）決
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定する場合がある。これが最近の四次元の超対称ゲージ理論の厳密な解析の鍵となった。

この正則性に加えて、低エネルギー理論に対しては’tHooft量子異常釣り合い条件 [11]が

課せられ、低エネルギースペクトルの決定に重要である。そこでこの章では、’tHooft量

子異常釣り合い条件についても簡単に述べた。

第四章では、最初に Seibergによって調べられた模型であり、最も理解が進んでいる四

次元 N=1超対称ゲージ理論の一つである、超対称QCDを低エネルギー有効理論を使っ

た厳密な解析の例として解説した [3][7]。この模型はゲージ群 SU(Nc)とフレーバー数Nf

を持つ。フレーバー数を変えていくと、Nf < Ncの場合は量子論的には真空が存在せず、

Nf = Ncの場合はカイラル対称性を破る閉じこめ相の真空、Nf = Nc + 1の場合はカイ

ラル対称性を破らない閉じこめ相の真空、Nc + 2 ≤ Nf ≤ 3
2
Ncの場合は低エネルギー極

限で双対理論である “magnetic”理論のグルーオンやクォークが自由場として存在する相、

3
2
Nc < Nf < 3Ncの場合は低エネルギー極限でグルーオンやクォークが相互作用する超共

形場理論、3Nc ≤ Nfの場合は低エネルギー極限でグルーオンやクォークが自由場として存

在する相にが、それぞれのフレーバー数領域で存在することを示す。特に 3
2
Nc < Nf < 3Nc

の場合は non-Abelian双対性が存在することが明らかになる。

第五章では、Kutasovと Schwimmerによる超対称QCDにゲージ群の随伴表現に属する

カイラル場を加えた模型の解析を紹介する [12][13][14]。これはN=1超対称QCDの拡張模

型であり、やはりnon-Abelian双対性の存在を示すことができる。また、超対称QCDと比

べて余計につけ加えられた場のために、理論の変形の自由度が多数存在する。そのため、

non-Abelian双対性が確かに正しいと考え得るに足る非自明な証拠が得られる。さらに、

non-Abelian双対性が超対称QCDに限らないN=1超対称ゲージ理論において一般的な性

質ものであることもわかる。実際、non-Abelian双対性は、ゲージ群をSO(n)や Sp(n)な

どの群に変えた模型や、ゲージ群の対称または反対称テンソル表現に属するカイラル超場

を持つ模型など、非常に多くの模型に対して得られている [15][16][17]。
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2 ４次元超対称性

2.1 超対称性

素粒子理論において、対称性の考察は非常に有用なものである。特に最近のゲージ場理

論や超弦理論においては、理論の対称性が重要な役割を果たす。そのうちで最も基本的な

ものは、特殊相対性理論から従う Poincaré不変性であろう。この対称性を拡張する試み

は古くから行われてきたが、４次元における自明でない唯一の可能性が超対称性である

[18][19]。これは反交換関係も使って表される超 Lie代数で表現され、Weyl spinorである

フェルミオン的な生成子QA
α , Q̄β̇Bを使って、

{QA
α , Q̄β̇B} = 2σm

αβ̇
PmδA

B

{QA
α , QB

β̇
} = {Q̄A

α , Q̄β̇B} = 0[
Pm, QA

α

]
=

[
Pm, Q̄α̇A

]
= 0 (1)

と表される。ここで、Weyl spinorなどの規約は [20]に従う。また、Pmは並進移動の生成

子である４元運動量演算子であり、ギリシャ文字が２成分Weyl spinorの足、ラテン文字

の小文字が４元ベクトルの足を表す。ラテン文字の大文字 (A,B)は１から超対称性の数と

いわれるNまで値を取る。このNがいくつかに従って、N=1超対称性、N=2超対称性な

どといわれる。唯一の可能性といったが、実はNが２以上の超対称性に対しては中心拡

大といわれる拡張が可能であり、重要な役割を果たす。Appendixにその最も一般的な代

数を示す。

この超対称性を持った標準模型を拡張した理論は、その対称性のために理論の紫外発散

が弱くなり、標準模型におけるヒッグス場の自然さの問題というものを解決するという良

い性質がある。しかし、超対称性があれば後で、(2.5)節でわかるように、上の交換関係

から理論のスペクトラムに同じ質量を持ったボソンとフェルミオンが存在する。現実の世

界では、明らかにこのようなことは起こっていない。そこで、今述べた良い性質を保った

ままボソンとフェルミオンの間に質量の差を出すために２つの方法が考えられている。１

つは、ソフトな破れ、といわれる方法で、直接超対称性を破る項を理論の作用に加える。
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このとき、”良い性質”を保つように適当に”ソフト”な項だけをつけ加える。この超対称

性を破る項は、超重力が自発的対称性の破れた結果低エネルギーで超対称性を破る項が現

れると解釈できることが知られている [22]。（超重力とは超対称性をゲージ化して局所的

対称性にしたもので、自動的に重力を含む。超弦理論の低エネルギー理論にも超重力が現

れる。超重力に対して、今述べた超対称性を大局的超対称性と呼ぶこともある。）もう一

つの方法は、超対称性を自発的に破る方法である。これは非常に難しいことが知られてい

る。しかし、動的超対称性の破れと呼ばれる、量子効果によって超対称性を自発的に破る

ことができれば、ゲージ階層性の問題が解決できるといわれている [21]。ゲージ階層性の

問題とは異なるゲージ場を特徴づけるエネルギースケール（電弱スケール、大統一スケー

ル、プランクスケールなど）が非常に大きく違うということである。動的超対称性の破

れの場合、後述する超対称性における非繰り込み定理により、非摂動効果だけが自発的に

対称性を破る項を有効作用につくることができ、それがゲージ対称性も自発的に破れば、

ゲージ階層性を説明できる。

さらに、標準模型に現れる三つの相互作用定数が、対称性を仮定すると大統一スケール

で一致するという結果がある [1]。

このように、超対称性は現実的な素粒子論における模型としてもおもしろい可能性であ

る。しかし、通常の４次元の場の理論と違い、以下にみるように４次元超対称性理論は、

摂動論によらない厳密な結果、特にどのような真空が実現されるのかがわかる場の理論と

しても非常に興味深い。そこで、次節でそれを調べるための準備として、超空間と超場と

いわれる超対称場の理論で重要な道具を導入する。

2.2 超空間と超場

４元運動量演算子 Pmは四次元空間上の場の上で−i∂/∂xm と表されるが、Q, Q̄も同じ

ように表現したい。そのため、４次元ミンコフスキー空間座標 {xm}に加えて、反交換す
るグラスマン数である座標 {θα, θ̄α̇}を導入する。このように、グラスマン数の座標でパラ
メトライズされる空間を超空間と呼ぶ。
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すると、この超空間上の関数はグラスマン数の性質から、

F (x, θ, θ̄) = f(x) + θφ(x) + θ̄χ̄(x) + θθm(x) + θ̄θ̄n(x) + θσmθ̄vm(x)

+θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θΨ(x) + θθθ̄θ̄d(x) (2)

とグラスマン座標について有限次元でテイラー展開でき、いくつかの通常の関数で表すこ

とができる。ここで、θと θ̄の多項式の基底を、Lorentz変換性が明白になるように選ん

だ。この F (x, θ, θ̄)を超場と呼ぶ。この超場の上では超対称性の生成子Q, Q̄は、

Qα =
∂

∂θα
− iσm

αα̇θ̄α̇ ∂

∂xm
(3)

Q̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
+ iθασm

αα̇

∂

∂xm
(4)

と書け、Pm = +i∂/∂xm として、式 (1)を満たすことが具体的な計算によって示せる。

さらに、超場の各成分（上の f(x)や φ(x)などのこと）を理論に現れる場（演算子、特

に複合演算子だと思ってもよい）として、超対称変換を、

δξF (x, θ, θ̄) ≡ (ξQ + ξ̄Q̄)F = δξf(x) + θδξφ(x) + · · · (5)

と超場と各成分場の両方に対して定義する。各成分場に対しては、δξf(x) = (ξQ+ ξ̄Q̄)f(x)

で ξ, ξ̄に比例する項をくらべてQ, Q̄を決めれば、式 (1)を Pm = −i ∂
∂xm として満たすこ

とがわかる。

これで超対称代数である式 (1)の場の理論での表現と、それをまとめた超場という便利

な道具が得られたが、それは、式 (2)に見られるようにたくさんの成分が含まれていた。

そこで、超場に制限をつけて表現の大きさを小さくすることを考える。これには、２つの

制限の付け方があり（カイラル超場とベクトル超場）、だいたいその２つのやり方で超対

称性のもとでの全ての変換性を持った場を構成できることが知られている。次節でそれら

を説明する。
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2.3 カイラル超場とベクトル超場、超対称ラグランジアン

カイラル超場とは、

Dα =
∂

∂θα
+ iσm

αα̇θ̄α̇ ∂

∂xm
(6)

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
− iθασm

αα̇

∂

∂xm
(7)

を使って、

D̄α̇Φ = 0 (8)

を満たす超場として定義される。このカイラル超場は、ym = xm + iθσmθ̄を使って、

Φ(y, θ, θ̄) = A(y) +
√

2θΨ(y) + θθF (y) (9)

と展開されることが、

D̄α̇ym = D̄α̇θβ = 0 (10)

を使えばわかる。同様にして、Dを D̄に換えたものを反カイラル超場と呼ぶ。この超場

は、複素スカラーA、WeylフェルミオンΨを１つずつ含む（次元２のF は補助場とみな

される。）また、D, D̄はQ, Q̄と反交換することが示せる。式 (5)を使えば、カイラル超

場の各成分場の超対称変換は、

δξA =
√

2ξΨ (11)

δξΨ = i
√

2σmξ̄∂mA +
√

2ξF (12)

δξF = i
√

2ξ̄σ̄m∂mΨ (13)

となることがわかる。n個のカイラル超場Φiだけを使った超対称な模型は、

L =
∫

d2θd2θ̄K(Φi, Φ†j) +
[∫

d2θW (Φi) + h.c.
]

(14)

というラグランジアンで与えられる。ここで、h.c.はエルミート共役を表し、
∫

d2θ θθ = 1

などと規格化されているとする。また、K, W は任意関数である。KをKählerポテンシャ
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ルと呼び、W をスーパーポテンシャルという。このラグランジアンを成分場で表した式

をAppendixにまとめた。

また、K = ΦiΦi,W を３次までの多項式と置いたものをWess-Zumino模型という [23]。

これは、補助場を積分すると、通常の運動項とYukawa結合と４次までのスカラーポテン

シャルを持っている。Wess-Zumino模型は、カイラル超場だけを使ってつくれる、通常の

意味で繰り込み可能な最も一般的な超対称性を持った模型である。

ベクトル超場とは、

V = V † (15)

で定義される超場である。ここで V † = Vのエルミート共役、であり、

V (x, θ, θ̄) = C(x) + iθχ(x) − iθ̄χ̄(x)

+
i

2
θθ [M(x) + iN(x)] − i

2
θ̄θ̄ [M(x) − iN(x)]

−θσmθ̄vm(x) + iθθθ̄
[
λ̄(x) +

i

2
σ̄m∂mχ(x)

]
−iθ̄θ̄θ

[
λ(x) +

i

2
σm∂mχ̄(x)

]
+

1

2
θθθ̄θ̄

[
D(x) +

1

2
�C(x)

]
(16)

と展開できる。これは、スピン１の成分場 vmを含むので、ゲージ場を含む多重項になっ

ている (vmがベクトルポテンシャル）。そこで、あるゲージ群の生成子の数だけ Vaがある

とする。一般にゲージ場を含む作用に対しては、ゲージ変換で不変なものだけが許される

ことが知られている。そこで、ベクトル超場に対してはゲージ変換を超対称な形に一般化

した変換を、V = T aVaという行列と Λaというゲージ変換の生成関数をカイラル超場に

拡張したものを使って、

eV ′
= e−iΛ†

eV eiΛ (17)

と定義する。ここで (T a)ijはゲージ群の生成子の表現行列の一つであり、Λ = T aΛaであ

る。この変換が表現行列 T aによらないことは、Hausdorffの公式を使えばわかる。また、

V ′ = V ′†であることはすぐわかる。さらに、Hausdorffの公式でΛのべき展開したときの

最初の項をみると、

V ′ = V + i(Λ − Λ†) + · · · (18)
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となるので、QEDの Coulombゲージのように、ゲージ変換で式 (16)の C, χ, M, N を消

して、λ, vm, Dだけで書くことができる。このゲージをWess-Zuminoゲージと呼ぶ。た

だし、通常の意味のゲージ変換はWess-Zuminoゲージに固定した後でも残っている。こ

のようにWess-Zuminoゲージに固定した後の超対称変換はAppendixに記した。vmはス

ピン１のゲージボゾン、λはスピン 1/2のWeylフェルミオン（ゲージーノと呼ばれる）、

Dは補助場にそれぞれなる。カイラル超場に対してもそれらがゲージ群の適当な表現（表

現行列 (T a
Φ)ij）であるとして (Φ)i = Φiと列ベクトルでかけば、

Φ′ = e−iΛΦ (19)

とできる。Φ′も、また、カイラル超場となる。また、

Wα = −1

4
D̄D̄e−V DαeV (20)

とすると、Wはカイラル超場となり上の拡張されたゲージ変換で、

Wα
′ = e−iΛWαeiΛ (21)

と変換する。これらの超場を使って拡張されたゲージ変換で不変な超対称ラグランジア

ンは

L =
1

16kg2
Tr
(∫

d2θ W αWα + h.c.
)

+
∫

d2θd2θ̄Φ†eV Φ (22)

とかける。ここで、Tr(T aT b) = kδabとする。このラグランジアンの第一項はゲージ場の

運動項を、第二項はカイラル超場の運動項をそれぞれ与える。これは、V → 2gV として

から、成分場でかけば、

L = −1

4
va

mnv
a mn +

1

2
DaDa

−DmA†DmA − iΨ̄σ̄mDmΨ + F †F

+i
√

2g
(
A†T a

ΦΨλa − λ̄aT a
ΦAΨ̄

)
+ gDaA†T a

ΦA (23)

となる [24][25]。ここで、

DmA = ∂mA + igva
mT a

ΦA (24)
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DmΨ = ∂mΨ + igva
mT a

ΦΨ (25)

Dmλa = ∂mλa − gtabcvb
mλc (26)

va
mn = ∂mva

n − ∂nva
m − gtabcvb

mvc
n (27)

[T a, T b] = itabcT c (28)

であり、全微分項は全て落とした。このラグランジアンは、補助場以外の運動項を全て含

み、通常の意味でゲージ不変であり、補助場を積分すれば、特別な形のYukawa結合とス

カラーポテンシャルを持つ。

いま、カイラル超場の運動項を最も簡単な形で入れたが、前に述べたような一般のKähler

ポテンシャルの場合でもゲージ場をいれることが可能なことが知られている [26]。

さらに、物質場（カイラル超場のこと）の相互作用には、

LF =
∫

d2θ W (Φi) + h.c. (29)

を加えることができる、Wはゲージ群の変換で不変なΦiの関数である。これはスーパー

ポテンシャル、または、F項と呼ばれる。

2.4 真空のmoduli空間

理論に何らかの対称性があり、しかも、それらが自発的に破れている場合、真空にはそ

の対称性に付随した縮退がある。破れている対称性が、大域的な時は理論のスペクトルに

質量０のNambu-Goldstone粒子が現れ、ゲージ化された局所対称性の時はHiggs機構が

起こると考えられる（この場合、古典的にはゲージ変換で互いに移り変わる真空が存在す

るが、真空が縮退しているとは言わない。）このとき、異なった真空でも物理的には同じ

理論になっている。

しかし、前節の超対称ゲージ理論は多くの場合、対称性に付随しない真空の縮退を持っ

ている。これを flat directionsと呼ぶ

この縮退した真空は、通常、物理的に違う内容を持っている。例えば、理論の持ってい

る大域的対称性や、粒子のスペクトルなどが違っている。そこで、この縮退した真空をパ
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ラメトライズする空間を、真空のmoduli空間、または、単にmoduli空間と呼ぶ。

この真空のmoduli空間は、古典的に考えたものが、そのまま量子論にいっても同じもの

になるとは限らない。特に、超対称性を持っていない理論でも無理に flat directionsを持

たすようなこともできるが、超対称理論の非繰り込み定理や, 大域的対称性で保護されて

いないので、摂動論の範囲で既に真空の縮退が解かれてしまう。（超対称理論の非繰り込

み定理というのは摂動論の範囲ではスーパーポテンシャルが繰り込みを受けないというも

のである。）超対称性理論の場合でも、後で見るように、古典的な場合とは異なるmoduli

空間が量子論的非摂動効果で現れることが多い。そこで、古典的moduli空間と量子論的

moduli空間を区別する必要がある。

古典的moduli空間はスカラーポテンシャルを見てやれば、それを最小にするところと

して決まる。スカラーポテンシャルは補助場D,Fを積分すれば、

V (A) =
1

2g2

∑
a

Da2 +
∑

i

|Fi|2 (30)

where Da =
∑
i,k,l

(Ai)
†l(T a

i ) k
l (Ai)k (31)

Fi =
∂W (A)

∂Ai
(32)

となることがわかる。ここで、Daの表式ではゲージ群の表現の足も具体的にかいた。Fi

の表式は、正確にはゲージ群の表現の足もいる。T a
i は i番目のカイラル超場の表現行列

でエルミート行列に選んだ。W(A)はスーパーポテンシャルをカイラル超場をその一番低

い成分、つまりスカラー場で置き換えたものである。このスカラーポテンシャルは二乗の

和の形をしている。そこで、真空を決める条件は、

Da = 0　 for all a (33)

Fi = 0　 for all i (34)

(35)

という二つの条件になる。前者はD-flatness条件などと呼ばれる。この二つの方程式をと

いて、ゲージ群の作用で同値ななものを除けば、flat directionsが求められる。
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ここで、flat directionsの簡単な例を挙げる。ゲージ群がU(1)でチャージが 1と-1のカ

イラル超場であるQと Q̃を持つ理論を考えると（スーパーポテンシャルはないとする）、

上の式から、

D = Q†Q − Q̃†Q̃　 = 0 (36)

が flat directionsの条件である。これは、

| < Q > | = | < Q̃ > | = a (37)

ということで、これからゲージ変換の自由度を消すと、

< Q >=< Q̃ >= a (38)

となる。この例では、真空期待値 aが 0でなければ超Higgs機構 (超対称性を保ったHiggs

機構のこと。この時、ゲージボソンが質量を得るのに対応して、ゲージーノとカイラル超

場のWeylフェルミオンが有質量Diracフェルミオンとなる。また、局所的超対称性、つ

まり超重力に対するHiggs機構も超Higgs機構という）でU(1)ゲージ群が壊れている。そ

のゲージボソンの質量は aの値によって違うので、aの値の違う真空は明らかに物理的に

異なったものになる。

量子論的にどうなるか後から一つ一つの模型について調べてゆく。

2.5 超対称性の自発的破れとWitten指数

超対称性は現実には破れていなければならないので、その自発的破れを考えるのは重要

である。まず、spinorの基底としてMajorana基底をとると、

Q†
i = Qi (39)

と超対称性の生成子が、エルミート演算子で表せる（ここで、i=1,2,3,4なので四つの演

算子。）ハミルトニアンは、

H =
1

4

4∑
i=1

(Qi)
2 (40)
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とエルミート演算子の二乗の和の形になる。すると、

< 0|H |0 >　 ≥ 0 (41)

がわかる。さらHが超対称性の秩序変数となっている。つまり、H = 0 のとき超対称性

は破れていず、H > 0のとき超対称性は破れている。ただし、Hはハミルトニアン演算子

とともに、その真空期待値も表すことにする。これは、ハミルトニアンがエルミート演算

子Qの二乗の和の形になっていることと、Q|0 >= 0かどうかが超対称性が自発的に破れ

ているかどうかを決めることから従う。しかし、これは時間方向の並進対称性も自発的に

破れていることも意味するわけではもちろんない（エネルギー運動量テンソルにメトリッ

クに比例した項をつけ加えれば真空のエネルギーを０にできる。）

また、N > 1の場合は、

H =
1

4

4∑
i=1

(Qi1)
2 =

1

4

4∑
i=1

(Qi2)
2 = · · · (42)

となるので、例えばQi1が自発的に破れるとH > 0となるので、全ての超対称性が同じ

スケールで破れてN=0となる。一部分の超対称性だけを破ることは超重力までいけば可

能である。

古典的には超対称性が自発的に破れていない模型でも、量子論では超対称性が自発的に

破れる可能性がある（動的超対称性の破れ）。内部対称性の場合は、ポテンシャルの形を

少し変えても普通は対称性は保たれたままだが、超対称性の場合はポテンシャルの小さい

変化でH > 0となりえる。そういう意味で、超対称性は自発的破れに対して不安定とい

える。しかし、摂動論では量子効果はスーパーポテンシャルには効かない、という非繰り

込み定理からの結果があり、非摂動効果だけが超対称性を破ることができる。これがイン

スタントンのように小さい寄与でありゲージ対称性も自発的に破れば、先に述べたよう

にゲージ階層性問題を解決する。そこで、非摂動効果をいろいろな模型で計算したいが、

これは普通は簡単ではない。次章から超対称模型の場合に非摂動効果を低エネルギーで

具体的に評価する手段を考察するが、ここでは、超対称性の破れに対して制限を与える、

Witten指数というものを導入する [27]。
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Witten指数とは、有限の時空間に対して定義された超対称模型に対して（超対称性を

保つために周期境界条件をおいた４次元トーラスを時空間とする）、

Tr(−1)F (43)

で定義される。ここで演算子 F はフェルミオン数で、Trは完全系を張る全ての状態に対

する期待値の和を表す。また、

(−1)F = exp(2πiJz) (44)

となる。Jzは全角運動量演算子の z成分である（４次元トーラスに対しても 90度の回転

は定義できる。）

この指数の定義にあるTr は、実は基底状態に対してとればよいことがわかる。それは、

運動量が０の励起状態のみを考えて超対称性の生成子の基底をMajorana基底にとって定

数倍すれば、

H = Q2
1 = Q2

2 = Q2
3 = Q2

4

QiQj + QjQi = 0, for i �= j (45)

とできる。そして、例えば、Q = Q1とすれば、

Q|b > =
√

H|f >

Q|f > =
√

H|b > (46)

とボソンとフェルミオンで励起状態が対をつくるためである。ボソンとフェルミオンの励

起状態からの寄与は (−1)F で符号が違い、Tr で和をとると相殺する。運動量が０でなく

ても (−1)F が運動量と交換することから同様に相殺する。結局、Witten指数に寄与する

のは基底状態のみであることがわかった。

そこでWitten指数を、

Tr(−1)F = nH=0
B − nH=0

F (47)
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と書き直せる。ここで、nH=0
B (nH=0

F )はボソン的な基底状態の数（フェルミオン的な基底

状態の数）である。

このWitten指数にはいくつかの重要な性質がある。その最も重要な性質は、

Tr(−1)F �= 0 (48)

ならば超対称性は自発的に破れていない、というものである。これは、等式 (47)のよう

にWitten指数がかけるので、Tr(−1)F �= 0ならば nH=0
B 、nH=0

F の片方、または、両方が

0 でないためである。

また、Witten指数は理論を少し変形しても変わらない。これは、パラメーターの変化

に従って、基底状態から励起状態へ（または逆の方向に）ボソンとフェルミオンが対をつ

くって移動すると考えられるからである。ただし、理論の漸近的な振る舞いが変わる場合

には、場の配位の無限遠から真空ができるというようなことが起き得て、Witten指数の

値が変わり得る。

Witten指数の値は、カイラル超場からつくられる２次元超対称非線形シグマ模型の場

合は、その理論の定義された多様体の Euler数であることがわかっている [27]。

４次元超対称ゲージ理論の場合にも物質場が入っていなければ、Witten指数の値はゲー

ジ群の dual Coxeter数になることが示されている [27]。例えば、SU(N)であればN にな

る。物質場を含めても、それに質量があれば上の結果は変わらない。これは、質量を十分

重くしてやればWitten指数の値は物質場が入っていない場合と変わらないことは明らか

で、しかも、Witten指数がパラメーターの変化によらないことを使ってもわかる。物質

場がゲージ群の実表現であれば質量項をつくれるので、質量０の理論でも有質量の理論か

らの極限で得られるものなら結果は変わらない。しかし、実表現でない場合には上の結果

は適用できない。

このように、Witten指数は超対称性の破れに対して非常に強力ではあるが、超対称性

の自発的破れが起こっているかどうかの判定にしか用いることができない。次章では、さ

らに別の手法を使って超対称性理論の非摂動的側面を調べる。
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3 低エネルギー有効理論による厳密な解析の方法

3.1 低エネルギー有効理論

ある理論の低エネルギー有効理論とは、適当なエネルギースケールより低いエネルギー

でもとの理論と同じ結果を与える理論である。これは、場の理論では繰り込み群の方法に

従って、考えているスケールより高い質量を持った自由度を積分していき、高エネルギー

での作用を低エネルギーで評価したものとみなせる

低エネルギー有効理論の例には、物性論での超伝導を非常に良く記述するBCS理論に

対するGinzburg-Landau理論や、素粒子理論でのQCDに対するシグマ模型など多くの例

がある。QCDの場合は、高エネルギーではクォークやグルーオンで記述されるが、低エ

ネルギーでの自由度は閉じこめのためハドロンやメソンとなっていて、それをシグマ模型

が記述する。このシグマ模型は、QCDの低エネルギーでの振る舞いをうまく記述すると

思われているが、その導出には多くの仮定（閉じこめ、カイラル対称性の破れなど）が含

まれている。もちろん、相互作用も完全には決まらない。これは簡単な模型以外では、繰

り込み群を厳密に解くというのがまず不可能だからである。

そこで、低エネルギー有効理論をつくる際に対称性が重要なものになる。超対称性もそ

の一つである。しかし、超対称性を持ったゲージ場の場合、低エネルギー理論もカイラル

超場とベクトル超場でかけるはずである。そのとき、超対称性からくる制限は、スーパー

ポテンシャルの正則性で表される。これは、実は、非常に強力な性質であり、スーパーポ

テンシャルを完全に決めることもある。正則性については、次節で詳しく議論する。

また、以下で低エネルギー有効理論といったときには高次の微分を含んだ項は小さいと

して無視する。

3.2 正則性

超対称性理論は、超対称多重項（つまり超対称変換で互いに変換される場）を超場とい

う形で表したとき、有効作用のスーパーポテンシャル（d2θで積分されるような項）はカ
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イラル超場だけでかかれ、カイラル超場の複素共役である反カイラル超場は含まない。つ

まり、カイラル超場を複素数の座標と思ったときに、スーパーポテンシャルはそれらの正

則な関数である。

それに加えて、理論に現れる様々な結合定数（質量パラメーター、Yukawa結合定数、

ゲージ結合定数を次元転移させて得られるスケール Λなど）も、運動項のないカイラル

超場だと思ってやれば [28]、結合定数に対しても正則でなければいけないことがわかる。

この結合定数に対する正則性というのも超対称理論に固有の性質である。さらに、このよ

うに、結合定数を背景場だとみなすと、それらがもろに破っている対称性に対して、結合

定数に適当な変換性を課すことによって、その対称性が回復していると思える。そうすれ

ば、有効作用はその対称性で不変な形でかけているはずである（これを選択則とも呼ぶ。）

有効作用の正則性といったが、これまで議論してきた有効作用とは、最初に述べたよう

に繰り込み群から決まると考えられるWilson有効作用と呼ばれるものである。これに対

して、一粒子既約有効作用といわれるものもある。こちらは、理論に外場をいれたときの

分配関数の logの、外場に対する Legendre変換から求められるものである。繰り込み群

方程式にでてくる結合定数は、こちらから直接求められるものである。従って、β関数も

こちらから決まる。この一粒子既約有効作用は、一般には結合定数に対して正則とは限ら

ない [29]。また、Wilson有効作用の β関数は２ループ以上の寄与がないことが知られて

いる [30]。以下でも、Wilson有効作用のみ用いる。

さらに、弱結合極限などの、理論がどう振る舞うかがある程度わかる極限から、スー

パーポテンシャルが制限を受ける。

これらを全て考えに入れると実際に繰り込み群を解かなくてもスーパーポテンシャル

が、しばしば完全に決まってしまう。鍵となるのは、正則関数（正確には断面）は、その

漸近的振る舞いと特異性から決まってしまう、ということである。

ここで、例として一つのカイラル超場からつくられるWess-Zumino模型を考える。こ

の模型は、

Wtree = mφ2 + gφ3 (49)
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というスーパーポテンシャルを持つ（φがカイラル超場、mが質量項、gが四点結合と

Yukawa結合。）この模型は対称性を持たないが、結合定数も超場だと思えば二つのU(1)

対称性を持つ。それは、
U(1) × U(1)R

φ 1 1

m −2 0

g −3 −1

である。ここで、U(1)は超対称変換と可換で、カイラル超場に対するチャージが示して

ある。U(1)Rは超対称変換と非可換で、(θ, θ̄)に対してもチャージ (-1,1)で変換する。そ

れに加えて、カイラル超場も表のチャージで変換する。これで、
∫

d2θWtreeと運動項が不

変なことがわかる。この対称性と、正則性から、有効スーパーポテンシャル（θと時空間

座標で積分すると有効作用になるもの）は、

Weff = mφ2 f

(
gφ

m

)
(50)

と、 gφ
m
を引数に持つ一つの未知正則関数 fでかける。ここで、g/mを固定したまま g →

0, m → 0 の弱結合極限を考えると、そこでは、古典的なスーパーポテンシャルに g,mに

関して二次以上の量子補正（と非摂動項）となるはずである。これから、

f(t) = 1 + t (51)

となることがわかる。つまり、

Wtree = mφ2 + gφ3 = Weff (52)

というスーパーポテンシャルは繰り込みを受けないという非繰り込み定理を再現する。非

繰り込み定理は摂動論的に証明されるが [31]、実は、正則性の結果と考えられることが知

られている。このとき、もちろんKähler ポテンシャルは繰り込みを受けるが、その正確

な形はわからない。また、この結果は非摂動的にも正しいともいえるが、もともとWess-

Zumino模型は漸近自由な理論でないので、非摂動的な理論ではない。ただし、二次元で

はWess-Zumino模型は非摂動的に存在すると思われているので、そこでも同様の議論で

非繰り込み定理がいえる。
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3.3 ’tHooft 量子異常釣り合い条件

低エネルギー有効理論に存在する非常に軽い自由度がわかっていれば、前節の技法を用

いて有効スーパーポテンシャルをしばしば決めることができ、量子Moduli空間なども決

定できる。しかし、低エネルギー有効理論における自由度がなにかという問いは自明では

ない。そこで、超対称性を持った理論でよく使われる方法が、’tHooft 量子異常釣り合い

条件である [11]。これはどういうものかを以下で説明する。まず、理論に自発的に破れて

いない大局的対称性（カイラル量子異常も持たないもの）があった時、この対称性を局所

的なものだと思う（ゲージ化されていると思う。）この時、このゲージ場は非常に弱く相

互作用しているとすれば、それを特徴づけるエネルギースケールより十分高いエネルギー

スケールでは元の理論とそう変わらないと考えられる。しかし、非Abel量子異常が一般

的には存在する。それをなくすために、spectatorフェルミオンと呼ばれる仮想的にいれた

ゲージ場とだけ相互作用するようなフェルミオンをいれて、それによって非Abel量子異

常がなくなるようにする。すると、この理論の低エネルギー有効理論は元の低エネルギー

有効理論で現れる自由度に加えて、spectatorフェルミオンと仮想的なゲージ場を余計に

含み、この理論でも非Abel量子異常は消えているだろうと考えられる。これは、どちら

の理論でも spectatorフェルミオンによって相殺されているはずなので、spectatorフェル

ミオンなしの量子異常への二つの理論の寄与は等しいという条件がでる。これが’tHooft

量子異常釣り合い条件である。この条件を概念的な図で書くと、

のようなものになる。

この条件を満たさせる自由度を見つけることは、後で見るように非常に難しい（実

際、’tHooftが最初にこの条件を用いたのは、QCDにおけるカイラル対称性が自発的に破

れていないとすると、この条件を満たす低エネルギーでの自由度はフレーバーが 2の時以
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外は存在しない、という議論のためで、そこから、QCDにおいてカイラル対称性は自発

的に破れているだろうということを言っている。）超対称な理論の場合、フェルミオンの

自由度が決まればボソンの自由度も決まるので、この条件は、正しいだろうと思われる低

エネルギー有効理論を見つける有用な道具となる（少し違った使い方もされる。）
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4 超対称QCD

この章では、N=1超対称ゲージ理論で最もよく知られている模型の一つである、超対

称QCDの真空構造等を調べる。

超対称 QCDとは、ゲージ群 SU(Nc)のベクトル超場 V a (a = 1, 2, · · · , Nc
2 − 1)と、

SU(Nc)の基本表現と反基本表現で変換するカイラル超場をそれぞれNf個、Qi
r, Q̃

s
j (i, j =

1, 2, · · · , Nf ; r, s = 1, 2, · · · , Nc)、を持った超対称ゲージ理論である。ただし、スーパー

ポテンシャルは持たない。これはクォーク質量０のQCDをそのまま超対称化したものに

なっている（つまり、クォークとグルーオンをそれぞれ超場に置き換えている。そこで、

スクォークとゲージーノが加わっている。）ただし、D項からくる相互作用がQCDに加

わっている。そこで、カラー、フレーバーなどの用語を使う。Nf は１以上とし、0の時

は pure超対称Yang-Mills理論という。また、カイラル超場の質量項がある場合にも超対

称QCDと呼ぶが、この論文中で単に超対称QCDと書いた場合はクォーク質量０のもの

を指すことにする。

この模型ではスカラーが（反）基本表現で変換するので、閉じこめ相とHiggs相の厳密

な区別がなく [32]、二つの解釈を滑らかに行き来することができることが知られている。

また、この理論の β関数は、

β(g) = − g3

16π2

3Nc − Nf + Nfγ(g2)

1 − Nc
g2

8π2

γ(g2) = − g2

8π2

N2
c − 1

Nc
+ O(g2) (53)

と計算されている [36]。ここで、γ(g2)は質量の異常次元である。これの 1-loop近似での

g3の係数は 3Nc − Nf であり、3Nc < Nf の時、漸近自由である。

この理論の大域的対称性は、古典的には、

SU(Nf )L × SU(Nf )R × U(1)A × U(1)B × U(1)R (54)

である。ここで、最初の四つの対称性は、質量 0のQCDの left-handと right-handのフ

レーバー SU(Nf )と軸性U(1)とバリオン数をそれぞれ自然に超場に拡張したものである
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（超対称多重項に同じ変換性を持たせる。つまり、超場に自然に変換性を持たせる。）これ

らの対称性は超対称性と可換だが、もう一つの対称性である U(1)Rは超対称性と非可換

であるR対称性である。具体的には、U(1)Rは、

Wα(θ) → eλ Wα(e−λθ)

Qj
r(θ) → e

Nf−Nc

Nf
λ
Qj

r(e
−λθ)

Q̃s
j(θ) → e

Nf−Nc

Nf
λ
Q̃s

j(e
−λθ) (55)

とする。Q, Q̃のチャージはU(1)AとU(1)Bを使って自由に定義し直せるので、後の便利

のためこの値にした。超場に対する変換性をまとめると、

Q

(
Nf , 1, 1, 1,

Nf − Nc

Nf

)

Q̃

(
1, N̄f , 1,−1,

Nf − Nc

Nf

)
(56)

となる。フェルミオンのU(1)Rチャージは、それが含まれる超場のチャージと比べて (-1)

ずれることと、ゲージーノは U(1)Rチャージ (+1)を持つことに注意すれば、U(1)Rはカ

イラル量子異常を持たないことがわかるので、量子論的には U(1)Aのみがカイラル量子

異常によって破れる。ただし、この量子異常を持つ対称性も、次元転移からでるスケール

Λにもチャージを与えることによって、選択則としては使える。結局、量子論でも残る対

称性は、

SU(Nf )L × SU(Nf )R × U(1)B × U(1)R (57)

である。

上で述べたことは、Nc = 2の場合、Qと Q̃の表現が同値になってしまうので、少し変

更を受ける。しかし、その場合でもNc �= 2の場合と同様に行えるので、ここでは省略す

る。以下でも、Nc = 2の場合は別に考える必要がある。

次に、超対称QCDの古典的moduli空間は、ゲージ群がU(1)群の場合と同様に、

Da = (Q†)r
i (T

a)i
jQ

j
r − (Q̃†)

i

s(T
a)j

i Q̃
s
j

= 0 (58)
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から決まる。ここで、反基本表現の表現行列（エルミート行列）は、基本表現の表現行列

の転置のマイナスであることを使った。この方程式の解は [33]で与えられている。それ

は、ゲージ対称性と大域的対称性の自由度を除いて、

Q = Q̃ =


a1

a2

·
aNf

 (59)

（Nf < Ncの場合で aiは全て任意）、

Q =



a1

a2

·
aNc

 (60)

Q̃ =



ã1

ã2

·
ãNc

 (61)

|ai|2 − |ãi|2　は iに依らない (62)

（Nf ≥ Ncの場合で aiは全て任意。）

ここで、Q, Q̃はフレーバーの足を行の添字、カラーの足を列の添字とした行列とみな

している。

ゲージ不変な記述では古典的moduli空間は、“メソン”

M i
j = QiQ̃j (63)

と、“バリオン”

Bi1...iNc = Qi1 · · ·QiNc

B̃i1...iNc
= Q̃i1 · · · Q̃iNc

(64)
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の真空期待値で決まる。（i, jをフレーバーの足に使っていることに注意。）ここで、“メソ

ン”は SU(Nc)の足をそのままつぶして得られ、“バリオン”はカラー SU(Nc)の足を完

全反対称テンソル εi1...iNc、または、εi1...iNc
でつぶして得られる。超場のBose対称性から、

明らかに、“バリオン”はNf < Ncの時は存在しない。同様に、超場のBose対称性から、

“メソン”と “バリオン”は全てが独立ではなく、いくつかの関係がつく。（これは古典的

な場合で、量子論的には “メソン”と “バリオン”は複合演算子とみなされるので、古典

的な関係がそのまま保たれるとは限らない。）

この理論を量子論的に解析すると、実は、Nf −Ncの大小によって性質が違うことがわ

かるので、次章からNf が小さい方から順に考察してゆく。

4.1 Nf < Ncの場合

　

まず、有効理論のスーパーポテンシャルを求めたい。正則性と対称性を使えばスーパー

ポテンシャルは、

Weff = CNc,Nf

(
Λ3Nc−Nf

detQ̃Q

) 1
Nc−Nf

(65)

と一意に決まる。ただし、CNc,Nf
は subtraction schemeに依存する値を持つ定数である。

これが 0かどうかによって真空が持ち上がるかどうかが決まる。このスーパーポテンシャ

ルの形はNf < Ncでないときでも正しいが、その場合は指数が発散するか、determinant

が 0になるのでスーパーポテンシャルは存在せず、flat directionsが残る（これは準古典

的な議論が使えるときで、量子論的にはスーパーポテンシャルが存在し得る。）

さらに、式 (59)の aNf
が大きい極限では、Higgs機構で SU(Nc)Nf

が SU(Nc − 1)Nf−1

になると考えられる。ここで、SU(Nc)Nf
とはゲージ群がNcでフレーバー数がNf である

ことを表すとする。ここで、低エネルギーでの SU(Nc − 1)のゲージ結合定数から決まる

スケールをΛL、高エネルギーでの SU(Nc)でのそれをΛとすると、スケール aNf
での二
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つの理論のゲージ結合定数を合わせることにより、

Λ
3(Nc−1)−(Nf−1)
L =

Λ3Nc−Nf

a2
Nf

(66)

という関係が成り立つ（ただし、DR schemeと呼ばれる subtraction schemeをとった場

合。DRは dimensional reductionの略である。この方法は、超対称理論では標準的であ

り、Siegel[48] によって導入された。）これを、式 (65)に aNf
をいれて評価したものに代

入すると、CNc,Nf
= CNc−Nf

の時、低エネルギー SU(Nc − 1)Nf−1理論でも式 (65)のスー

パーポテンシャルがでる。

次に、Wtree = mM
Nf

Nf
というQNf

, Q̃Nf
の質量項で変形することを考える。すると、低

エネルギーでは、SU(Nc)Nf−1になっている。スケールの関係は、

Λ
3Nc−(Nf−1)
L = mΛ3Nc−Nf (67)

となる。この時のスーパーポテンシャルを対称性から厳密に決めると、

Wexact =

(
Λ3Nc−Nf

det M

) 1
Nc−Nf

f

t = mM
Nf

Nf

(
Λ3Nc−Nf

det M

)− 1
Nc−Nf

 (68)

の形になる。mが小さく、弱結合のところでは、f(t) = CNc,Nf
+ mM

Nf

Nf
であるが、正則

性から全ての tで正しい。つまり、

Wexact = CNc,Nf

(
Λ3Nc−Nf

detQ̃Q

) 1
Nc−Nf

+ mM
Nf

Nf
(69)

と決まる。ここで、mが大きい極限を考えて、大きい質量を持った超場を積分すると、

CNc,Nf−1 = (Nc − Nf + 1)

(
CNc,Nf

Nc − Nf

) Nc−Nf
Nc−Nf +1

(70)

という関係が前と同様に要求される。これと、CNc,Nf
= CNc−Nf

より、CNc,Nf
= (Nc −

Nf ) × const.となる。

最後に残った定数だが、Nf = Nc − 1の場合、式 (65)は 1-instanton作用に比例する。

これはNf = Nc − 1の時は、

Λ
3Nc−Nf
Nc−Nf = Λ3Nc−Nf (71)
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からわかる。しかも、この時、ゲージ群はHiggs機構で完全に破れるので、instanton計

算が信頼できる。そこで、Nc = 2, Nf = 1で instanton計算をDR schemeで実際に実行

すれば、

Weff = (Nc − Nf )

(
Λ3Nc−Nf

detQ̃Q

) 1
Nc−Nf

(72)

が生成されることがわかる [34]。Nf = Nc − 1の場合、instantonの非摂動効果でスーパー

ポテンシャルが生成されることがわかったが、Nf < Nc − 1の場合はどんな機構からスー

パーポテンシャルが生成されるのだろうか。

ここでは詳しく議論しないが、これは実は、ゲージーノの凝縮によって生じることが知

られている。

結局、式 (72)のスーパーポテンシャルが生成されることがわかったわけだが、それは

場の無限遠に最小値 0を持つ。そこで、古典的には無限にあった真空は、量子論では全て

消え去ってしまう。つまり、この理論は量子論的にはwell-defindでない [33]。

最後に、Wtree = Tr mMを加えて、全てのフレーバーに質量を与えることを考える。こ

の時、対称性と適当な極限の考察から厳密なスーパーポテンシャルは、Wfull = Weff +Wtree

となることが前と同様にわかる。これから、“メソン”Mの真空期待値は、

< M i
j >=

(
det mΛ3Nc−Nf

) 1
Nc

(
1

m

)i

j
(73)

と計算できる。この表式にはNc乗根が含まれているので、そのNc個の値に対応して, Nc

個の真空が存在することがわかる。実際、質量が十分大きければ、低エネルギーでの有効

理論は SU(Nc) pure Yang-Mills理論で、これはWitten指数などからNc個の真空を持つ

ことが知られている。

4.2 Nf = Ncの場合

　

古典的には、ゲージ不変な記述で見ると “メソン”M i
j と “バリオン”

B =
1

Nc!
εi1,i2,...,iNf

Qi1
1 Qi2

2 · · ·QiNf

Nf

29



B̃ =
1

Nc!
εi1,i2,...,iNf Q̃1

i1
Q̃2

i2
· · · Q̃Nf

iNf
(74)

でmoduli空間は記述される。しかし、“メソン”M i
jと “バリオン”B, B̃は独立ではなく、

det M − B̃B = 0 (75)

という関係がある。この “メソン”M i
j と “バリオン”B, B̃でパラメトライズされる古典

的moduli空間は, 上の関係が入るため、特異な部分空間（例えば xy = 0の x = 0または

y = 0のような空間）、

rank(M) ≤ Nc − 2 (76)

を持つ。物理的には特異な部分多様体上に対応する真空は、SU(Nc − rank(M))のグルー

オンという余計な質量 0の自由度を反映している（古典的moduli空間上のほとんどの点

は、ゲージ群が完全に破れているので、質量 0のグルーオンは存在しない。）

量子論的には、まず、質量項Wtree = Tr mM を加えた超対称QCDを考える。すると、

全てのフレーバーに質量がある場合には、一般的な Nf , Ncでも Nf < Ncの時と同じよ

うに、

< M i
j >=

(
det mΛ3Nc−Nf

) 1
Nc

(
1

m

)i

j
(77)

が instanton計算によって得られている [2]。また、

< B̃B >= 0 (78)

も示されている [2]。これの質量 0 の極限を様々なM i
jの比に対してとることで、質量 0の

超対称QCDを得るわけだが、Nf = Ncの場合、mの値に依らずに、

det < M >= Λ2Nc (79)

になることがわかる。これから量子論的moduli空間は古典的moduli空間と違って、“メ

ソン”M i
j と “バリオン”B, B̃の空間に、

det < M > − < B̃B >= Λ2Nc (80)
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という関係をいれたものというがわかる [3]。（“バリオン”に真空期待値を持たせること

も、それに対するが外場をいれることによってできる。その時も、外場を 0にする極限で

上の関係が成り立つことも示されている。）また、この関係の右辺は 1-instanton効果に比

例している。

この量子論的moduli空間は、特異点のないスムースな空間となっている（これは先ほ

どの例でいえば、xy = Λと特異点を滑らかにしたようなものである。）真空期待値が小さ

く強結合のところでは、量子論的補正で古典的moduli空間と大きく違う空間となってい

るが、Λよりも真空期待値が非常に大きいところでは、古典的moduli空間とほとんど変

わらない。（これは、弱結合領域なのでそうなるべきである。）また、質量を持たないグ

ルーオンは量子論的moduli空間が滑らかなことから存在しないと考えられ、全ての真空

で閉じこめ相（前に述べたようにHiggs相でもある）にあることがわかる。

この理論の大域的対称性SU(Nf )L ×SU(Nf )R ×U(1)B ×U(1)R の自発的破れは、それ

ぞれの真空でどうなるのだろうか。まず、< M >=< B >=< B̃ >= 0は量子論的moduli

空間には存在しないので、大域的対称性の一部は必ず破れる。moduli空間のそれぞれの

点は、違った対称性の破れのパターンを持っている。例えば、

M i
j = Λδi

j

B = B̃ = 0 (81)

では、

SU(Nf )L× SU(Nf )R ×U(1)B × U(1)R　

→ SU(Nf )V × U(1)B × U(1)R (82)

という破れ方をする。この時、カイラルなU(1)Rは破れていない。そこで、’tHooft 量子

異常釣り合い条件を適用する。

高エネルギー理論で現れているフェルミオンは、

クォークQ (Nf)1,−1 ×Nf個
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反クォークQ̃ (N̄f )−1,−1 ×Nf個

ゲージーノW (1)0,1 ×(Nf
2 − 1)個 (83)

である（超場Q, Q̃, W に含まれているフェルミオン。）ここで、(Nf )1,−1は、SU(Nf )V で

Nf の表現、U(1)Bでチャージ１、U(1)Rでチャージ (-1)などを表す。

低エネルギー理論で現れるフェルミオンは、“メソン”M i
jと “バリオン”B, B̃の真空期

待値 (81)からのゆらぎであるが、関係 (80)を真空期待値の関係だけではなく、自由度そ

のものに対する関係と見ると、TrM が B̃Bに吸収されて、

“メソン”M (N2
f − 1)0,−1 ×1個

“バリオン”B (1)−Nf ,−1 ×1個

“バリオン ”̃B (1)Nf ,−1 ×1個 (84)

となる。

’tHooft 量子異常釣り合い条件は、

対称性 高エネルギー 　低エネルギー

SU(Nf )2
V U(1)R −Nfd

(2)(Nf ) − Nfd
(2)(N̄f) = −d(2)(N2

f − 1)

U(1)3
R 2N2

f (−1)3 + (N2
f − 1) = (N2

f − 1)(−1)3 − 2

U(1)2
BU(1)R −2N2

f = −2N2
f

U(1)R −2N2
f + (N2

f − 1) = −(N2
f − 1) − 2 (85)

でうまく合っている。ここで、d(2)(r)は、SU(Nf )V の r表現の２次のCasimir演算子であ

り、d(2)(Nf ) = d(2)(N̄f) = 1
2
, d(2)(N2

f − 1) = Nf である。

この条件は非常に非自明で今まで述べてきたことが正しいことのチェックと考えられる。

これから、関係 (80)は、場そのものに対する関係と考えられることがわかる。

他のmoduli空間の点、例えば、

M i
j = 0

B = −B̃ = ΛNc (86)
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でも、

SU(Nf)L× SU(Nf )R ×U(1)B × U(1)R　

→ SU(Nf)L × SU(Nf )R × U(1)R (87)

のような対称性の破れのパターンを示す。ここでも、前の例と同様に’tHooft 量子異常釣

り合い条件は満たされている。

関係 (80)は、場そのものに対する関係と考えられることもわかったわけだが、それを

有効Lagrangianで表現したい。このためには、次のようにカイラル超場のLagrange乗数

Aを使って、

W = A(detM − B̃B − Λ2Nc) (88)

とすればよい。また、“メソン”の質量項による摂動を考えれば、上の Lagrange乗数 A

を使ったスーパーポテンシャルと合わせて計算すると、Nf < Ncの結果である式 (72)や

pure超対称Yang-Mills理論の結果を再現できることがわかる。

4.3 Nf = Nc + 1の場合

　

Nf = Nc + 1の場合も、Nf = Ncの場合と同様に、古典的にはゲージ不変な記述で見る

と “メソン”M i
j と “バリオン”

Bi = εi j1j2···jNc
Qj1Qj2 · · ·QjNc

B̃i = εi j1j2···jNcQj1Qj2 · · ·QjNc
(89)

でmoduli空間は記述されるが（ゲージ群の足は左から順に 1, 2, · · · , Ncだが、省略してあ

る）、“メソン”と “バリオン”は独立ではなく、

det M
(

1

M

)j

i
− BiB̃

j = 0

M i
jBi = M i

jB̃
j = 0 (90)
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という関係がある。さらに、質量項をいれた場合、

det M
(

1

M

)j

i
− BiB̃

j = Λ2Nc−1mj
i (91)

となるのが式 (77)からわかる。ここで演算子と、その真空期待値を同じ記号で表している。

質量 0の極限をとると、右辺が 0となる。つまり、量子論的moduli空間は古典的moduli

空間と同じものになる。

今の場合もNf = Ncの時と同じ様に、“メソン”と “バリオン”の間の関係式は、場そ

のものに対する関係なのだろうか。実はNf = Nc + 1では、“メソン”と “バリオン”は

全て独立な場と考えられ、上の関係式は運動方程式の結果であることを今から議論する。

このことは、質量mを適当に選べば “メソン”と “バリオン”の真空期待値が任意の値を

取れることからも予想される。

量子論的moduli空間が古典的moduli空間と同じものということは、量子論的moduli

空間にも特異な部分空間が存在するということである。しかし、古典的な場合、特異な部

分空間に存在する余計な質量 0の場はHiggs機構で破れなかったゲージ群のグルーオンで

あったが、量子論的には閉じこめが起こっていて質量 0のグルーオンは存在しないと考え

られる。量子論では、余計な質量 0の場は、“メソン”と “バリオン”であると考えればよ

い。特に、最も特異な点である、

M = B̃ = B = 0 (92)

では大域的対称性、

SU(Nf )L × SU(Nf )R × U(1)B × U(1)R (93)

が全て破れないで、全ての “メソン”と “バリオン”は質量 0 の独立な場となる。これが

うまくいっていることを確かめるには、’tHooft 量子異常釣り合い条件を適用する。

高エネルギー理論で現れているフェルミオンは、

クォークQ (Nf , 1)1,− Nc
Nf

×Nc個

反クォークQ̃ (1, N̄f)−1,− Nc
Nf

×Nc個

ゲージーノW (1, 1)0,1 ×(N2
c − 1)個 (94)
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である（超場Q, Q̃, W に含まれているフェルミオン。）ここで、(Nf , 1)1,− Nc
Nf

は、SU(Nf )L

でNf の表現、SU(Nf )Rで 1の表現、U(1)Bでチャージ１、U(1)Rでチャージ (−Nc

Nf
)など

を表す。

低エネルギー理論で現れるフェルミオンは、“メソン”M i
j と “バリオン”Bi, B̃

jが全て

独立な物理的な場なので、

“メソン”M (Nf , N̄f )0,1− 2Nc
Nf

×1個

“バリオン”B (N̄f , 1)Nf−1,− 1
Nf

×1個

“バリオン ”̃B (1, Nf)−Nf +1,− 1
Nf

×1個 (95)

となる。

’tHooft 量子異常釣り合い条件は、

対称性

SU(Nf )3 (Nf − 1) d(3)(Nf )

SU(Nf )2U(1)R −(Nf − 1)2

Nf

d(2)(Nf )

U(1)3
R −N2

f + 6Nf − 12 +
8

Nf

− 2

N2
f

U(1)2
BU(1)R −2(Nf − 1)2

SU(Nf )2U(1)B (Nf − 1) d(2)(Nf )

U(1)2
RU(1)B 0

U(1)R −N2
f + 2Nf − 2 (96)

と計算できうまく合っていることがわかる。ここで、対称性の欄の SU(Nf )は SU(Nf )L、

または、SU(Nf )Rを表す。また、d(3)(Nf )は、SU(Nf )のNf 表現の 3次のCasimirを表

し、d(3)(Nf) = −d(3)(N̄f )である。

M = B̃ = B = 0からはずれると、“メソン”と “バリオン”が質量を持つ。そこで、低

エネルギー有効理論でスーパーポテンシャルが生成される。その形は、
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１　正則性を持ち、全ての大域的対称性で不変。

２　関係 (90)を運動方程式にの結果として導出する。

３　M = B̃ = B = 0で全ての “メソン”と “バリオン”は質量 0。

４　M = B̃ = B = 0からはずれると、準古典近似と合うように質量を持つ。

５　質量項などを加えた時、Nf < Nc + 1の超対称QCDを再現する。

という要求から一意的に決まり、

Weff =
1

Λ2Nc−1

(
M i

jBiB̃
j − det M

)
(97)

となる。これが実際に上の条件を満たすことはすぐ示せる。高エネルギー理論では、正則

性と対称性などから、スーパーポテンシャルは存在しないことを前にかいたが、低エネル

ギーまで（今の場合はスケールΛより下まで）繰り込み群で降りてくると、閉じこめが起

こり、上のスーパーポテンシャルが生成されることがわかった。このスーパーポテンシャ

ルは “メソン”と “バリオン”を複合場ではなく、クォーク超場Q, Q̃の積とみると消えて

しまう。

結局、Nf = Nc + 1の超対称 QCDは、強結合領域のM = B̃ = B = 0でカイラル対

称性の破れのない閉じこめ相が実現されている [3]。そして、弱結合領域に滑らかにつな

がっている。そこでは、“メソン”と “バリオン”が大きな真空期待値を持ち、Higgs相と

考えるのが自然である（前に述べたように超対称QCDでは、閉じこめ相とHiggs相の厳

密な区別はない。）

4.4 Nf > Nc + 1の場合

　

Nf > Nc +1でもNf = Nc +1の時と同様の考察を行えば、古典的moduli空間と量子論

的moduli空間は一致することがわかる。しかし、その特異部分空間は “メソン”や “バリ

オン”が質量 0になることに対応するわけではない。このことは、そう考えると、’tHooft

量子異常釣り合い条件が満たせないことや、許される有効作用を考えると必ず特異性を
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持ってしまうことから従う。実は、Nf > Nc + 1はさらに三つの相に分かれている。そし

て、その物理は全て、双対性が重要な役割を果たすことが知られている。そこで、それぞ

れの相を順に見ていく。

4.4.1 Nf ≥ 3Nc

このNf , Ncの範囲の超対称QCDは、漸近自由でない。つまり、チャージの screening

によって、低エネルギーでクォークとグルーオンがそのまま現れる。この相は Coulomb

相よりもチャージ間のポテンシャルが弱く、低エネルギーの極限で、自由なクォークとグ

ルーオンが存在する相になっている。そこで、この相は non-Abelian free electric相と呼

ばれる [7]。

もちろん、この理論は漸近自由でないので、非摂動的な意味で場の理論として存在しな

いと考えられる。しかし、この理論を他の理論の低エネルギー有効理論とみなすことは可

能である。

4.4.2 3
2
Nc < Nf < 3Nc

このNf , Ncの範囲の超対称QCDは、漸近自由である。つまり、低エネルギーに行くに

従い、ゲージ結合定数はどんどん大きくなる。通常のQCDなどの場合はゲージ結合定数

が Λに相当するスケールに達するとクロスオーバーを起こし、閉じこめ相を記述すると

考えられている。しかし、今の超対称QCDの場合、ゲージ結合定数は無限大にはならず

に、有限の値に収束すると考えられる。つまり、繰り込み群で低エネルギーに降りていく

と、固定点にどんどん近づく。その固定点は赤外固定点なので、四次元の相互作用する共

形場理論で記述される（超対称性もあるので超共形場理論で記述される。）このことは証

明された事実というわけではないが、後でいう双対性と関連して、いろいろな理論の間の

整合性から正しいだろうと思われている [35]。
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さらに、超対称QCDの β関数は、

β(g) = − g3

16π2

3Nc − Nf + Nfγ(g2)

1 − Nc
g2

8π2

γ(g2) = − g2

8π2

N2
c − 1

Nc

+ O(g2) (98)

で与えられた。ここで、γ(g2)は質量の異常次元である。すると、β関数に対する 1-loop

の寄与はマイナスで、2-loopの寄与は、

Nf >
3N3

c

2N2
c − 1

(99)

の時プラスの寄与を与えるので、そこでは β関数が 0になるようなゲージ結合定数 gの値

があるのではないかと思える（もちろん g = 0は除く。）実際、Nc g2と Nf

Nc
= 3 − εを固

定したまま、Nc, Nf を無限大に持っていけば、

Ncg
2
∗ =

8π2

3
ε + O(ε2) (100)

で β関数が 0になることがいえる。そこで、Ncが大きく、ε = 3 − Nf

Nc
� 1では非自明な

固定点が存在する。また、3
2
Nc < Nf < 3Ncの全てのNf , Ncに対しても非自明な固定点

が存在するという議論がある [7]。

そこで、3
2
Nc < Nf < 3Ncでは、低エネルギー理論は非自明な四次元超共形場理論に

なっていて、クォークとグルーオンが相互作用する質量 0の場として閉じこめられずに現

れる。この理論の electricチャージの間のポテンシャルは、Abelian Coulomb相と同じく、

V ∼ 1

R
(101)

となると考えられるので、この相を non-Abelian Coulomb相と呼ぶ [7]。

固定点直上での四次元超共形場理論は、超共形代数という超対称性よりも強い対称性を

記述する代数によって支配される。この代数は θ, θ̄にチャージ (1,-1)を与えるR対称性を

含む。しかも、共形場理論の対称性の生成子は次元を数える dilatationを含み、超共形代

数の性質から、

D ≥ 3

2
|R| (102)
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の関係がある [37]。この不等式が等式となるのは、カイラル超場か反カイラル超場の場合

で、それぞれ、D = 3
2
R, D = −3

2
Rとなる。これから、二次元のN=2超対称理論の時と同様

に、カイラルリングが定義できる。これはどういうものかというと、まず、二つのカイラル

演算子の積O1(x)O2(0)はRチャージR = R(O1)+R(O2)を持つので、D ≥ D(O1)+D(O2)

が言える。すると、O1(x)O2(0)の x = 0のまわりの演算子積展開は特異性を持てない。そ

こで、二つの場の演算子の積を単に xを 0にする極限で定義できる。この演算子が 0でな

ければ、それはカイラル演算子で、D = D(O1) + D(O2)の次元を持つ。この様にしてカ

イラル演算子に積の構造をいれたものがカイラルリングである。

超共形代数に現れるR対称性は、超対称QCDでは以前に出てきたU(1)Rに対応するは

ずである。これは、このR対称性が、カイラル量子異常をもたず、SU(Nf )L×SU(Nf )R×
U(1)B と可換でなければならないためである（これは、超共形代数に現れるR対称性が

フレーバーに対する対称性とは明らかに関係がなく、Qと Q̃を同等に扱うはずだからで

ある。）すると、

D(Q̃Q) =
3

2
R(Q̃Q) = 3

Nf − Nc

Nf

D(B) = D(B̃) =
3Nc(Nf − Nc)

2Nf

(103)

と “メソン”と “バリオン”の赤外固定点での次元がわかる。この結果は、式 (98)から導

かれる β関数がゼロになるところでの質量の異常次元 γ = −3 Nc

Nf
+ 1 に Q̃Qの正準次元 2

を加えた次元D = γ + 2 = 3
Nf−Nc

Nf
と一致している。

さらに、四次元超共形代数のユニタリー表現は完全に分類できていて [37]、理論の解析

に使える。それは、スカラーの超共形代数のユニタリー表現は恒等表現でなければ、

D ≥ 1 (104)

であるというものである。しかも、D = 1は自由場の場合に限る [38]。（自由場はD = 1

である。）ここで、3
2
Nc < Nf < 3Ncから、フレーバー数を減らしていくことを考える。

すると、固定点でのゲージ結合定数 g∗は大きくなって、徐々に強く結合する理論になる
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だろう。“メソン”Q̃Qの固定点での次元D(Q̃Q) = 3
Nf−Nc

Nf
に注目すると、Nf < 3

2
Ncで

D < 1になりユニタリー表現の制限を越えてしまう。さらに、Nf = 3
2
NcではD = 1な

ので、その時は固定点で “メソン”Q̃Qは自由場となる。そこで、“メソン”M = Q̃Qは

Nf < 3
2
Nc でも自由場となっていると考えられる。そこで、フレーバー数を減らしていく

と、Nf ≤ 3
2
Ncで超対称QCDは、non-Abelian Coulomb相からもっと強く相互作用する

相に移るだろうと思える。この相は、次に双対性などを説明してから議論する。

4.4.3 双対性

ここで述べるN=1超対称QCDにおける双対性とは、その赤外固定点での物理が、異

なるゲージ群を用いた “magnetic”な記述と同等であるというもので、non-Abelian双対性

と呼ばれている [7]。これは完全に証明された事実ではないが、non-Abelian双対性が実際

に存在するという様々な証拠がある。この non-Abelian双対性が具体的にどういうものか

を今から説明する。

まず始めに、元のゲージ群が SU(Nc)でフレーバー数が Nf の超対称 QCD （これを

“electric”理論と呼ぶ）に対して、ゲージ群がSU(Nf −Nc)でフレーバー数がNf の “mag-

netic”

クォーク qi, q̃
i （添字 iはフレーバーの足であり、ゲージ群の足は省略している）を持つ

超対称QCDにゲージ不変な場M i
j （つまり、今のところ相互作用しない自由場）を加え

た理論を用意する。この理論は 3
2
Nc < Nf < 3Ncの範囲では、non-Abelian Coulomb相に

ある。これは、3
2
Nc < Nf < 3Ncは、3

2
(Nf − Nc) < Nf < 3(Nf − Nc)と書き換えられる

ためである（もちろんM i
j は相互作用しないので無視できる。）

ここで、スーパーポテンシャル

W =
1

µ
M i

jqiq̃
j (105)

を加える。これは、赤外固定点では、前に得られた結果D(qq̃) = 3Nc

Nf
からD(W ) = 1+ 3Nc

Nf
<

3で、relevantな演算子である。そこで、このスーパーポテンシャルを持った理論（これ

を “magnetic”理論と呼ぶ）は赤外で新しい固定点を持つ。すると、実は、このスーパーポ
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テンシャルをいれた “magnetic”理論の固定点は “electric”理論の赤外固定点と一致する。

これが non-Abelian双対性である。このように、低エネルギーで二つの違った作用が同

じ物理を記述する例は二次元では quantum equivalenceとして良く知られている [40]。ま

た、四次元でも、発散のない有限な理論と考えられている、N=4超対称Yang-Mills理論や

[41] ある種のN=2超対称QCDなどでも同様な双対性があることが知られており [6]、こ

のN=1超対称理論での non-Abelian双対性は、その漸近自由な理論への一般化と見れる。

“magnetic”理論と “electric”理論は異なるゲージ対称性を持っている。そこで、この二

つの理論が（低エネルギー極限で）同一の物理を記述するのは不可能に思えるが、ゲージ

対称性は実際には理論の対称性ではなく、物理を記述するのに必要な余計な自由度なので

良い。しかし、グルーオンの数が変わることはできない様に思える。これに対しては、今

の non-Abelian Coulomb相では、粒子描像を与える漸近場が定義できないと考えられる

ので、グルーオン（質量 0の”粒子”）の数が違う理論でも同じ赤外固定点の物理を記述

することができる。

このゲージ対称性と違い、大域的対称性はゲージ不変な物理的な演算子で生成されるの

で、“magnetic”理論と “electric”理論は同じ大域的対称性を持たねばならない。今の場合

は、“electric”理論の大域的対称性は、

SU(Nf )L × SU(Nf )R × U(1)B × U(1)R (106)

である（カイラル量子異常を持つ対称性は除いた。）“magnetic”理論でも “electric”理論と

同じ群を持つ（カイラル量子異常を持たない）大域的対称性があることはすぐにわかる。

さらに、“magnetic”理論に現れる場の大域的対称性での変換性は、

場 SU(Nf )L × SU(Nf )R × U(1)B × U(1)R 　数

q in (N̄f , 1,
Nc

Nf−Nc
, Nc

Nf
) ×(Nf − Nc)個

q̃ in (1, Nf ,− Nc

Nf−Nc
, Nc

Nf
) ×(Nf − Nc)個

M in (Nf , N̄f , 0, 2
Nf−Nc

Nf
) ×1個 (107)

とする。この表式で、Mは “electric”理論の “メソン”Q̃Qと同じ変換性を持つこと、“バ
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リオン”数U(1)Bで “magnetic”クォーク q, q̃は分数のチャージを持つこと、つまり、q, q̃

はQ, Q̃の多項式としては表せないこと、q(q̃)と Q̃(Q)はフレーバーSU(Nf )でそれぞれの

複素共役の変換性を持つことなどに注意する。また、U(1)Rチャージはフェルミオンのも

のではなく、超場に対するものを示してある。（もちろん、フェルミオンのU(1)Rチャー

ジは超場の U(1)Rチャージから 1を引けばよい。）この変換性は’tHooft 量子異常釣り合

い条件によって支持される。実際、
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対称性

SU(Nf)
3 Nc d(3)(Nf )

SU(Nf)
2U(1)R −N2

c

Nf
d(2)(Nf)

U(1)3
R N2

c − 1 − 2N4
c

N2
f

U(1)2
BU(1)R −2N2

c

SU(Nf )2U(1)B Nc d(2)(Nf )

U(1)2
RU(1)B 0

U(1)R −N2
c − 1 (108)

で “electric”理論と “magnetic”理論は、’tHooft量子異常釣り合い条件を満たす。また、式

(105)のスーパーポテンシャルは大域的対称性で不変であり、対称性を破らない。

大域的対称性が一致することに加えて、“electric”理論と “magnetic”理論が同じ物理を

記述するためには、ゲージ不変な場が二つの理論で一致している必要がある。“electric”理

論に現れるゲージ不変な場は、“メソン”M i
j = Q̃Qと “バリオン”Bi1,...,iNc = Qi1 · · ·QiNc、

B̃i1,...,iNc
= Q̃i1 · · · Q̃iNc

であった。一方、“magnetic”理論のゲージ不変な場は、まず、ゲー

ジ群で一重項のM j
i がある。これは、“メソン”M i

j = Q̃Qに対応する。次に “magnetic”

理論の “バリオン”、

bi1,...,tNc
= qi1 · · · qiNc

b̃i1,...,iN̄c = q̃i1 · · · q̃iN̄c (109)

が存在する（ここで、ゲージ群の足は省略した。）N̄c = Nf − Ncで “magnetic”理論の

カラー数である。これらは、“electric”理論の “バリオン”と対応しないように見えるが、

実は、

Bi1,...,iNc = C εi1,...,iNc ,j1,...,jN̄c bj1,...,jN̄c

B̃i1,...,iNc
= C εi1,...,iNc ,j1,...,jN̄c

b̃j1,...,jN̄c (110)
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で大域的対称性も含めて完全に対応がつく。ここで、定数C =
√
−(−µ)Nc−Nf Λ3Nc−Nf で

ある。定数Cの導出には対称性などの議論を使うが、ここではその導出は省略する。

これで、“magnetic”理論のゲージ不変な場と “electric”理論のゲージ不変な場との間に

完全に対応がついたわけだが、“magnetic”理論には、まだ、”magneticメソン”qiq̃
jが存

在する。しかし、このゲージ不変な場は式 (105)のスーパーポテンシャルを考慮すると、

Mを定数ずらすことにより余計な場であることがわかるので、ゲージ不変な場の対応は

うまくいっている。このことから、式 (105)のスーパーポテンシャルは “magnetic”理論が

“electric”理論の双対理論であるために必要なことがわかる。

さて、“magnetic”理論のスーパーポテンシャル (105)だが、そこには次元 1のスケール

µが入れてある。スケール µが次元１を持つのは場の３次のスーパーポテンシャルの係数

であるため不自然に思える。しかし、“electric”理論ではM i
jは、紫外固定点でM i

j = QiQ̃j

であるので次元２を持ち、赤外固定点では式 (103)のスケーリング次元を持つ。一方、

“magnetic”理論でのゲージ不変なMm という場は、複合場ではなく素な場なので、紫外

固定点で次元１を持つ。そこで、次元 1のスケール µが必要で、M = µMmの関係があ

るはずである。これがスケール µの出所である。スーパーポテンシャル (105)をMmで書

き直せば、次元を持たない結合定数を持つ（その大きさは µの定義に含むので１として

いる。）

さらに、“magnetic”理論を特徴づけるスケール Λ̃と、“electric”理論を特徴ずけるスケー

ルΛと、MmとM の関係を決めるスケール µの間にはある関係がある。それは、

Λ3Nc−Nf Λ̃3(Nf−Nc)−Nf = (−1)Nf−NcµNf (111)

という関係で [39]、scale matching relationと呼ばれる。その導出はここでは省略する。

この scale matching relationには、位相 (−1)Nf−Nc が入っているが、後で見るように、

クォークの質量項での摂動などで scale matching relationが満たされるために必要である。

さらに、この関係は、“electric”理論が強く相互作用する時、“magnetic”理論は弱く相

互作用する事、また、その逆を示している。これは、有限な理論での g → 1
g
の漸近自由

な理論への拡張とみれる。
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また、固定点の近くで “electric”理論の作用を log Λで微分して、“magnetic”理論に対し

ても scale matching relationを使って log Λで微分してやれば、

W 2
α = −W̃ 2

α (112)

という関係がでる。ここで、W̃αは “magnetic”理論のベクトル超場である。これは、F 2 =

−F̃ 2を含むので、電磁気理論のE2 − B2 = −(Ẽ2 − B̃2)と類似の関係である。今の場合

は、W 2
α = −W̃ 2

αは λλ = −λ̃λ̃も意味する。

ここで、scale matching relation関連して、双対の双対ということを考える。つまり、

“magnetic”理論に対する双対理論を考える。すると、そのゲージ群はSU(Nf−(Nf−Nc)) =

SU(Nc)で、ゲージ不変な場M j
i とN j

i = qiq̃
j と、クォーク di, d̃j を持つ。この時の scale

matching relationは、˜̃Λ3Nc−Nf

Λ̃3(Nf−Nc)−Nf = (−1)Nf−(Nf−Nc)µ̃ = (−1)Ncµ̃となり、˜̃Λ = Λ

とすれば、

µ̃ = −µ (113)

が成り立つ。すると、この時のスーパーポテンシャルは、

W =
1

µ̃
N j

i did̃j +
1

µ
M i

jN
j
i =

1

µ
N j

i (−did̃j + M i
j) (114)

となる。この最初の項は、“magnetic”理論に対する双対をとる時に出てくる項で、二番目

の項は “magnetic”理論に元々あるスーパーポテンシャルである。このスーパーポテンシャ

ル見ると、M, N は質量を持つことがわかるので積分する。結果は、N j
i = 0とM i

j = did̃j

でW = 0である。これから、di, d̃jがQi, Q̃jと考えられ、元の “electric”理論を再現する。

4.4.4 Nc + 2 ≤ Nf ≤ 3
2
Nc

non-Abelian free electric相にあるNf ≥ 3Ncから、Ncを固定してNf を減らしていく

と、相互作用が強くなっていき 3
2
Nc < Nf < 3Ncまで、Nf が減ると違う相である non-

Abelian Coulomb相に入る。さらに、Nc + 2 ≤ Nf ≤ 3
2
Ncの領域までNf が減ると違う相

に入るということを前に述べた。この事情は “magnetic”理論で見れば明らかである。ま

45



ず、“magnetic”理論は、non-Abelian Coulomb相から、Nf が減ってNf ≥ 3(Nf −Nc)ま

で行くと, “electric”理論と比べて余計なスーパーポテンシャルがあることの寄与を考えな

ければ、non-Abelian free electric相を “magnetic”で書き直した相になるはずである。実

際、ここでは “magnetic”理論は漸近自由ではなく、余計なスーパーポテンシャルは赤外

固定点での次元を見れば irrelevantになっていることがわかるので、それが言える。する

と、低エネルギーで現れる場は q, q̃, M であり、赤外固定点で自由な場となっていること

がわかる（粒子描像も成り立つ。）すると、ここでも双対性が成り立つことを仮定すれば

（実は “electric”理論は低エネルギーの良い記述でないので紫外固定点での理論と赤外固定

点の理論の間の双対性）、“electric”理論はNc + 2 ≤ Nf ≤ 3
2
Ncの領域では、非常に強く

相互作用するため低エネルギーの記述には使うことができず、新しいゲージ対称性を持っ

た “magnetic”理論で記述されることがわかる。つまり、“magnetic”理論は “electric”理論

の複合場（または、集団運動）で記述された理論と考えられ、元々の理論では見えなかっ

たゲージ対称性が低エネルギーの記述に現れることになる。この相は、non-Abelian free

magnetic相と呼ばれる。また、Nf = Nc + 1までNf が下がると、“magnetic”理論はゲー

ジ群が SU(Nf − Nc) = SU(1)となる。この場合は次節で考察する。

4.4.5 双対理論の変形

この節では二つの互いに双対な理論の、クォークの質量項と flat directiosでの変形を考

える。これは、双対性の正しさの証拠も与えることがわかる。

まず始めに、“electric”理論の最後のNf 番目のフレーバーにWtree = mM
Nf

Nf
によって

大きい質量を与えてみる。この時の低エネルギー理論はNf 番目のフレーバーが落ちて、

SU(Nc)Nf−1の超対称 QCDとなる。そのスケール ΛLは高エネルギーの SU(Nc)Nf
のス

ケールΛと、Λ
3Nc−(Nf−1)
L = mΛ3Nc−Nf の関係で結ばれている。これから、低エネルギー

SU(Nc)Nf−1 理論は高エネルギー SU(Nc)Nf
理論より、強く相互作用していることがわ

かる。
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次に “magnetic”理論にWtree = mM
Nf

Nf
を加えると、

W =
1

µ
M j

i qj q̃
i + mM

Nf

Nf
(115)

となる（非摂動効果はないとしている。）M
Nf

Nf
, M j

Nf
, M

Nf

i , qNf
, q̃Nf の運動方程式から、

qNf
q̃Nf = −µm, qiq̃

Nf = qNf
q̃i = 0 (116)

M
Nf

Nf
= M j

Nf
= M

Nf

i = 0 (117)

が導かれる。式 (116)は “magnetic”理論がHiggs機構によって SU(Nf −Nc − 1)Nf−1（つ

まり、フレーバー数とカラー数が１ずつ減る）のゲージ群とフレーバー数を持つ低エネル

ギー理論になることを示している。低エネルギーでのスーパーポテンシャルは、

W =
1

µ
M̂ j

i q̂j
ˆ̃q

i
(118)

で、M̂, q̂, ˆ̃qは SU(Nf − Nc − 1)Nf−1に現れる軽い場である。フレーバー数がNf − 1な

ので、i, ĩ = 1, . . . , Nf − 1である。すると、このスーパーポテンシャルから、低エネル

ギーでの “electric”理論の双対性が質量項を加える変形で保たれることがわかる（もちろ

んゲージ群も SU(Nc)Nf−1と SU(Nf − Nc − 1)Nf−1 = SU((Nf − 1) − Nc)Nf−1で双対性

を保つ。）“magnetic”理論における低エネルギー理論のスケールと高エネルギー理論のス

ケールには Λ̃
3((Nf−Nc)−1)−(Nf−1)
L = Λ̃

(3Nf −Nc)−Nf

<qNf
q̃

Nf >
= − Λ̃

(3Nf−Nc)−Nf

µm
の関係がある。この関係

は “magnetic”理論では低エネルギー理論は高エネルギー理論より、強く相互作用する理論

となっていることを意味する。さらに、低エネルギー理論の双対理論の間の scale matching

relationsが満たされていることがわかる。

今行った議論は Nf = Nc + 2の場合には明らかに完全ではない。それは、この場合

“magnetic”理論はHiggs機構によって完全にゲージ群が破れてしまい、instanton効果が

非摂動的にスーパーポテンシャルを生成する可能性があるからである。これを計算してや

れば、

Winst =
Λ̃6−Nc+2

L det( 1
µ
M̂)

qNf
q̃Nf

= − detM̂

Λ
3Nc−(Nc+1)
L

(119)
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となる。この効果も加えれば、スーパーポテンシャルは、

W =
1

Λ2Nc−1
L

(M̂ i
jqiq̃

j − detM̂) (120)

である（ここで、q, q̃はゲージ群が完全に破れれいるのでゲージ群の足を持たず、相互作用

も上のスーパーポテンシャルでのみ与えられることに注意する。）これに対する “electric”

理論は低エネルギーでカラー数とフレーバー数がNf = Nc + 1を満たす閉じこめ相にあ

る理論で、“バリオン”を Bi = qiや B̃j = q̃j と見なせば、スーパーポテンシャル (120)

を持つことを知っている。結局、Nf = Nc + 2の場合も質量項による変形で双対性が保

たれることがわかった。しかも、元の “electric”理論の “バリオン”は “magnetic”理論で

はクォークに対応する。この “magnetic”理論のクォークは “electric”理論の”磁気単極子”

と思えるので、QCDのバリオンはパイオンのラグランジアンのソリトンと思えるという

考えをある意味で実現している。さらに、スーパーポテンシャル (120)は、“electric”理論

ではその表式にΛLの負のべきを含むことからわかるとおり強結合での非摂動効果である

が、“magnetic”理論では loopを含まない寄与と instanton効果から導出され、弱結合で評

価したものである。

次に “electric”理論に出てくる場に、flat directionsの方向に真空期待値を持たすことを

考える。簡単のため、< QNf >=< Q̃Nf
>が非常に大きく準古典的に扱えるとする（ゲー

ジ場の足は適当に決めた一つの足についてのみ上の真空期待値を持つとする、つまり正確

に書けば< Q
Nf

Nc
>=< Q̃Nc

Nf
>。）すると、低エネルギーでの “electric”理論は、SU(Nc)Nf

からHiggs機構で SU(Nc − 1)Nf−1になる。その低エネルギー理論と高エネルギー理論の

間のスケールの関係は、Λ
3(Nc−1)−(Nf−1)
L = Λ

3Nc−Nf

<Q
Nf Q̃Nf

>
であり、低エネルギーで “electric”

理論は弱く相互作用していることがわかる。

これに対して “magnetic”理論では、< M
Nf

Nf
>が大きい値を取るので、スーパーポテン

シャルから qNf
, q̃Nf に大きい質量を与える。そこで、“magnetic”理論は低エネルギーでは

SU(Nf −Nc)Nf−1 になり、低エネルギー “electric”理論の双対理論となっていることがわか

る。その低エネルギー理論と高エネルギー理論の間のスケールの関係は、Λ̃
3(Nf−Nc)−(Nf−1)
L =

1
µ

< M
Nf

Nf
> Λ̃3(Nf−Nc)−Nf であり、低エネルギーで “magnetic”理論は強く相互作用して
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いることがわかる。しかも、Λ
3(Nc−1)−(Nf−1)
L Λ̃

3(Nf−Nc)−(Nf−1)
L = 1

µ
Λ3Nc−Nf Λ̃3(Nf−Nc)−Nf =

(−1)Nf−NcµNf−1となり、scale matching relationsを満たす。同様にして “バリオン”が真

空期待値を持つようなflat directionsに対しても同様なことが行えて（この時は、“electric”

理論も “magnetic”理論もゲージ群が破れ、共に弱結合領域にある）双対性と矛盾のない

結果を与える。

古典的には、または摂動論の全ての有限な次数までの議論では、“electric”理論と “mag-

netic”理論は違ったmoduli空間を持っている。つまり、これを量子論的に一致させるのは非

摂動効果だけである。例えば、“electric”理論では古典的には“メソン”はrank < M >≤ Nc

という制限がある。“magnetic”理論ではM は摂動論では制限を受けないこともすぐわか

る。つまり、“magnetic”理論では上の “メソン”の制限は非摂動論的な量子効果によっても

たらされる。これは以下のような議論で実際に確かめられる。まず、Mの運動方程式から

N j
i = qiq̃

jとして< N j
i >= 0が与えられる。しかし、スーパーポテンシャルの形から、Nf

フレーバーの内、rank < M >のフレーバーだけ質量を得ることがわかるので、低エネル

ギーでは “magnetic”理論はNf − rank < M >< Nf −Ncの時、真空を無限大に飛ばすよ

うなスーパーポテンシャルが非摂動効果によって生成されることを知っている。すると、

Nf −rank <M > < Nf −Ncの時、< N j
i >= 0の真空は得られない。そこで、“magnetic”

理論でも rank < M >≤ Ncが満たされることになる。さらに、rank < M >= Ncの時

は、“magnetic”理論は質量 0のフレーバーをNf − rank < M >= Nf − Nc = Ñcだけ持

つので、量子論的に補正された関係式、

detN − bb̃ = Λ̃2Ñc
L (121)

が成り立つ。ここで、Λ̃Lは低エネルギーのスケールで Λ̃2Ñc
L = det′ < 1

µ
M > Λ̃3Ñc−Nf の

関係がある。det′は 0でない固有値の積を取るという意味である。式 (121)に b, b̃とB, B̃

の関係と< N j
i >= 0と scale matching relationsと上の式を入れてやれば、

< BB̃ >= det′ < M > (122)

が導かれる。これは “electric”理論で見れば古典的な関係（量子論的にも正しい関係）であ
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る。これが、双対理論では非摂動的量子効果から導かれた。つまり、逆に見れば古典的な関

係から、非摂動的量子効果が評価できることを示している。これは、もちろんnon-Abelian

双対性の存在の証拠にもなる。このようなことは、この例に限らず双対性を持った理論に

一般的に現れる現象であり、非常に興味深い。

これで、全てのNf , Ncで超対称QCDがどういう相にあるかがわかったので、表にまと

めると、

相　 赤外固定点での振る舞い、コメント
Nf ≥ 3Nc non − Abelianfree electric “electric”が自由場、

“magnetic”は無限に強く相互作用。
Nc + 2 ≤ Nf ≤ 3

2
Ncと双対

3
2
Nc < Nf < 3Nc non − AbelianCoulomb 相互作用する共形場理論。

“electric”と“magnetic”はこの相の中で双対
Nc + 2 ≤ Nf ≤ 3

2
Nc non − Abelianfree magnetic “magnetic”が自由場、

“electric”は無限に強く相互作用。
Nf ≥ 3Ncと双対

Nf = Nc + 1 閉じこめ（Higgsでもある） 古典的moduli空間 =量子論的moduli空間、
カイラル対称性の破れのない真空が存在。

Nf = Nc 閉じこめ（Higgsでもある） 古典的moduli空間の特異性が
量子論的moduli空間で消える、
カイラル対称性の一部は必ず破れる。

Nf < Nc 真空が存在しない instanton、ゲージーノ凝縮によるWeff

Nf = 0 閉じこめ Nc個の真空。
pure超対称 Y amg − Mills理論

となる。また、双対理論が元の理論と同じゲージ群を持つ、つまり自己相対になるのは、

Nf = 2Nc (123)

であるが、このフレーバー数はN=2超対称QCDが有限な理論になるところである（た

だし、フレーバー数が一致しているだけである。）これから、N=1 non-Abelian双対性を

有限なN=2超対称QCDと関係づけようという話がある [42]。
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5 超対称QCD+随伴表現カイラル超場X

この章では超対称QCDにさらにゲージ群の随伴表現のカイラル超場であるXj
i (TrX = 0)

を加えた理論を考察する。

この理論はスーパーポテンシャルがなければ（Nf > 0の場合はQXQ̃の形のスーパー

ポテンシャルを含めれば）、N=2の超対称性を持つことが知られている。このN=2の超

対称性を持つゲージ理論は最近の SeibergとWittenの仕事以来、非常に良く調べられて

おり、N=1の場合と比べてカイラル超場の運動項（Kählerポテンシャル）も厳密に導出

できる。

しかし、ここではN=1の超対称性を持つ、スーパーポテンシャル

W =
s0

k + 1
TrXk+1 (124)

を持つ理論を考える。この模型はKutasovとSchwimmerによって初めて考察された [12][13]。

この理論も超対称QCDと同様に双対理論を持つことを次節から議論する。

5.1 “electric”理論

今から考察する理論（これを“electric”理論と呼ぶ）は、ゲージ群SU(Nc)を持った超ゲー

ジ理論で、ゲージ群の基本表現と反基本表現に属するNf個のカイラル超場、Qi
α, Q̃β

j̃
; α, β =

1, · · · , Nc; i, j̃ = 1, · · · , Nf、とゲージ群の随伴表現に属するカイラル超場、Xβ
α ; α, β =

1, · · · , Nc; TrX = 0、を持つものである。さらに、スーパーポテンシャル

W =
s0

k + 1
TrXk+1 (125)

を持つ理論を考える。このスーパーポテンシャルは k > 2の場合には次元が３より大き

くなるので、irrelevant演算子のように思える。しかし、実はこの演算子は dangerously

irrelevant演算子と呼ばれる演算子で、スーパーポテンシャルを持たない理論の赤外固定

点の近くでは、異常次元のため relevant演算子となっている。
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この理論の（量子異常を持たない）大域的対称性は、

SU(Nf )L × SU(Nf )R × U(1)B × U(1)R (126)

であり、この対称性のもとでの場の変換性は、

Q (Nf , 1 , 1, 1 − 2

k + 1

Nc

Nf
)

Q̃ (1 , N̄f ,−1, 1 − 2

k + 1

Nc

Nf
)

X (1 , 1 , 0 ,
2

k + 1
) (127)

である。ここで、U(1)RはRチャージである。

また、この理論の 1-loop近似の β関数は−(2Nc − Nf )に比例するので、2Nc < Nf の

時、漸近自由でなくなる。

ゲージ不変なカイラル超場は、“メソン”

(Mj)
i
ĩ
= Q̃

ĩ
Xj−1Qi; j = 1, 2, · · · , k (128)

や、“バリオン”

B(n1,n2,···,nk) = Qn1

(1)Q
n2

(2) · · ·Qnk

(k)

k∑
l=1

nl = Nc (129)

などがある。ゲージ群の足は “メソン”の場合はそのままつぶしてあり、“バリオン”の

場合は ε1,2,···,Nc でつぶしてある。ここで、Q(l)は、

Q(l) = X l−1Q; l = 1, · · · , k (130)

で定義される。同様にして、”反バリオン” も定義される。さらに、

TrXj; 2 ≤ j ≤ k (131)

がある。この jに対する制限はスーパーポテンシャル (125)が存在することから導かれる。
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5.2 “magnetic”理論；双対性

pppこの理論は 2Nc > Nf > 3
2

Nc

k
で non-Abelian Coulomb相にあり、赤外固定点で双対

理論を持つ。この双対性も non-Abelian双対性である。また、この双対理論を “magnetic”

理論と呼ぶ。“magnetic”理論は、ゲージ群 SU(N̄c); N̄c = kNf − Ncを持った超ゲージ理

論で、ゲージ群の基本表現と反基本表現に属する Nf 個のカイラル超場、qα
i , q̃j̃

β ; α, β =

1, · · · , N̄c; i, j̃ = 1, · · · , Nf、とゲージ群の随伴表現に属するカイラル超場、Y β
α ; α, β =

1, · · · , N̄c; TrY = 0、に加えて、ゲージ不変なカイラル超場である “メソン”、

(Mj)
i
ĩ
= Q̃

ĩ
Xj−1Qi; j = 1, 2, · · · , k (132)

を持つ。この “メソン”の式の右辺は “electric”理論のカイラル超場との対応を示す。

“magnetic”理論でも大域的対称性は “electric”理論と同一の式 (126)であることがわか

り、場の変換性は、

q

(
N̄f , 1,

Nc

kNf − Nc

, 1 − 2

k + 1

kNf − Nc

Nf

)

q̃

(
1, Nf ,− Nc

kNf − Nc

, 1 − 2

k + 1

kNf − Nc

Nf

)

Y
(
1, 1, 0,

2

k + 1

)
Mj

(
Nf , N̄f , 0, 2 − 4

k + 1

Nc

Nf
+

2

k + 1
(j − 1)

)
(133)

で与えられる。すると、“electric”理論と “magnetic”理論の間の’tHooft量子異常釣り合い

条件は、

SU(Nf )3 Ncd
(3)(Nf )

SU(Nf )2U(1)R − 2

k + 1

N2
c

Nf

d(2)(Nf)

SU(Nf )2U(1)B Ncd
(2)(Nf )

U(1)R − 2

k + 1
(N2

c − 1)

U(1)3
R

(
(

2

k + 1
− 1)3 + 1

)
(N2

c − 1) − 16

(k + 1)3

N4
c

N2
f
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U(1)2
BU(1)R

4

k + 1
N2

c (134)

と合っていることがわかる。

“magnetic”理論のスーパーポテンシャルは、

Wmag =
s̄0

k + 1
TrY k+1 +

s0

µ2

k∑
j=1

Mj q̃Y
k−jq (135)

で与えられる。s̄0はYを適当に規格化することによって、s̄0 = −s0とする。このスーパー

ポテンシャルの第二項は係数の自由度があるようだが、実は、双対性からこの形に一意的

に決まってしまうことが知られている [14]。

“electric”理論と”magnetic”論のゲージ不変なカイラル超場の間にも

TrY j = −TrXj; j = 2, · · · , k − 1

TrY k =
N̄c

Nc
TrXk

(Mj)
i
ĩ

= Q̃
ĩ
Xj−1Qi; j = 1, 2, · · · , k

B
(n1,n2,···,nk)
el ∼ B(m1,m2,···,mk)

mag ;

ml = Nf − nk+1−i; l = 1, 2, · · · , k (136)

のように対応がつく。Bmagは “magnetic”理論で “electric”理論の “バリオン”と同様の操

作をしてつくられた演算子である。ここで、この対応が一対一になるために、スーパーポ

テンシャル (125)が必要なことに注意する。また、“バリオン”の対応は、
∑k

l=1 nl = Nc,∑k
l=1 ml = N̄cに加えて、Q(l)のボーズ対称性のために 0 ≤ nl ≤ Nf , 0 ≤ ml ≤ Nf の制限

があるのでうまくいっている。
∑k

l=1 ml = N̄cの条件も、
∑k

l=1 nl = Ncから

k∑
l=1

ml =
k∑

l=1

(Nf − nk+1−i) = kNf −
k∑

l=1

nk+1−i = kNf − Nc = N̄c (137)

と整合性を持っている。逆も同様である。また、TrY jの形の演算子の規格化定数は非自

明な形を取っているが、これは双対性が整合性を保つという条件から、この形に決めるこ

とができる。“バリオン”の規格化定数も決められるが [14]、ここではそれらの導出は省略

する。
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このようにして、この理論で双対理論が存在するだろうということがわかった。この双

対性は k=1としてやれば、“electric”理論のスーパーポテンシャルは Xの質量項となり、

低エネルギーで超対称QCDとなる。その時、ここで述べた双対性は前章で述べた超対称

QCDの双対性と一致していることがわかる。さらに、双対性が存在することのチェックと

して次節で kが 1でないときのスーパーポテンシャルの質量項による変形などを考える。

5.3 理論の変形

まず、始めに “electric”理論の一つの”フレーバー”に質量を与えることを考える。こ

の時 “electric”理論のスーパーポテンシャルは、

Wel = s0 Tr Xk+1 + mQ̃Nf
QNf (138)

で、低エネルギーでは (Nc, Nf ) → (Nc, Nf − 1)とフレーバー数の一つ減った同様の理論

になる。この理論の双対理論は (kNf −Nc − k, Nf − 1)である。実際、“magnetic”理論の

スーパーポテンシャルは、

Wmag =
s̄0

k + 1
TrY k+1 +

s0

µ2

k∑
j=1

Mj q̃Y
k−jq + m(M1)

Nf

Nf
(139)

となり、質量を持った場を積分すれば、

qNf
Y l−1q̃Nf = −δl,km; l = 1, 2, · · · , k (140)

という等式が要求される。すなわち、質量を持った場が

q̃Nf
α = δα,1

qα
Nf

= δα,k

Y α
β = δα

β+1 β = 1, · · · , k − 1

0 その他の場合 (141)

という真空期待値を持つ。そこで、Higgs機構によって、(kNf −Nc, Nf) → (kNf −Nc −
k, Nf −1)となり、“electric”理論の一つの”フレーバー”に質量を与えた時の低エネルギー

理論も双対性を満たす。
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次に、

Wel =
k∑

i=0

si

k + 1 − i
Tr Xk+1−i (142)

の形でスーパーポテンシャルを変形する。ただし、skTrX の項は、skをラグランジ乗数

として、TrX = 0の制限をはずすために入れてある。まず始めに、簡単のために k=2の

場合を考える。この時のスーパーポテンシャルは記号 siを適当な記号に変えて、

Wel = Tr
(

1

3
X3 +

m

2
X2 + λX

)
(143)

である。この時のXに対する真空の条件は、ゲージ変換の自由度を使えば、Xが

x2 + mx + λ = 0 (144)

の解を固有値に持つ対角行列になることである。これは、スーパーポテンシャルからスカ

ラーポテンシャルV = |W ′(X)|2が導出されるからである。すると、この二次方程式は一般
には二つの解 x+, x−を持つので、Xの対角成分の内、それが x+である数 r = 0, 1, · · · , Nc

でラベルされるNc + 1個の真空が存在する。（x−はNc − r個。）ただし、r → Nc − rと

いう変換で関係づけられる二つの真空は同一の真空である。ラグランジ乗数 Λは TrX =

rx+(Λ) + (Nc − r)x−(Λ) = 0 から決まる。また、rでラベルされた真空は、Higgs機構で

ゲージ群が、

SU(Nc) → SU(r) × SU(Nc − r) × U(1) (145)

と破れている。これらの真空はXが質量を持つため、低エネルギーで超対称QCDになる。

今度は “magnetic”理論を考えてみると、“electric”理論と同様の解析をすれば、(2Nf −
Nc) + 1個の真空を持ち、それぞれの真空でHiggs機構でゲージ群が、

SU(2Nf − Nc) → SU(l) × SU(2Nf − Nc − r) × U(1) (146)

に破れていることがわかる。すると、真空の数が “electric”理論と “magnetic”理論で異な

るので、双対性が保たれないように見える。しかし、ここで超対称QCDのNc > Nf の場

合、真空は安定ではないという性質を思い出してみると、l ≤ Nf , 2Nf −Nc − l ≤ Nf で
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なければ真空は安定ではない。すると、

l = Nf − Nc, Nf − Nc − 1, · · · , Nf (147)

となり、“magnetic”理論でも “electric”理論と同じ数だけ真空が存在する。その時、超対

称QCDの双対性を使えば, l = Nf − rの対応で低エネルギーで双対性が成り立つことが

わかる。特に、“magnetic”理論でゲージ不変な二つの “メソン”M1, M2は、適当な線形結

合が二つの超対称QCDの双対理論において要求されるゲージ不変な場に対応する。

最後に k > 2の場合を簡単に考察する。この場合も k=2の場合と同様に、k次方程式

W ′(X) = 0の解を対角化したときのXがいくつ持つかによって真空がラベルされる。こ

の方程式は一般には k個の解を持つので、それを xl; l = 1, · · · , k とすれば、Xの対角成

分が xiを持つ数 ilでラベルできることがわかる。ただし、
∑k

l=1 il = Ncである。この時

ゲージ群は、

SU(Nc) → SU(i1) × SU(i2) × · · · × SU(ik) × U(1)k−1 (148)

のように破れている。

“magnetic”理論も同様に、
∑k

l=1 jl = kNf −Ncを満たす k個の自然数 jl; l = 1, · · · , kで
ラベルされる真空を持ち、ゲージ群が、

SU(kNf − Nc) → SU(i1) × SU(i2) × · · · × SU(ik) × U(1)k−1 (149)

の様に破れている。ここでも、k=2の場合と同様に超対称QCDの安定性の議論を使えば、

jl = Nf − ilで双対性が成り立っていることがわかる。また、Nf < Nc

k
の時は真空が一つ

も存在しないことにも注意する。この事と、今考えている変形はXが大きいときの振る

舞いを変えない変形であることを使えば、変形をしていないW = so

k+1
TrXk+1もNf < Nc

k

の時には真空が存在しないことがわかる。

さらに、k > 2の場合には相互作用定数 slを調整すれば、W ′(X) = 0に重解を持たせ

ることができる。つまり、

W ′(x) =
∏
i

(x − ai)
ni;

∑
ni = k (150)
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で niを 1以上にできる。riをXの固有値が aiである数とすると、ゲージ群は、

SU(Nc) →
∏
i

SU(ri) × U(1)k−1;
∑

ri = Nc (151)

と破れる。スーパーポテンシャルは各SU(ri)ごとに随伴表現カイラル超場Xiが一つずつ

質量 0 で残り、スーパーポテンシャルは

WL =
∑

i

W (ni+1)(ai)TrX
(ni+1)
i + Xiについて高次の項 (152)

となる。W (ni+1)(ai)はW(x) の ni階微分で x=aiとした値である。“magnetic”理論も同

様に解析することができ、ゲージ群は、

SU(kNf − Nc) →
∏
i

SU(r̃i) × U(1)k−1;
∑

r̃i = kNf − Nc (153)

と破れている。さらに、W = so

k+1
TrXk+1を持った理論の真空は、Nf < Nc

k
で不安定な事

を使えば、この場合にも r̃i = niNf − riで双対性が成り立つことがわかる。

また、ここではゲージ群 SU(Nc)に基づく理論を考察してきたが、SO(N), Sp(N)など

のゲージ群に対しても、随伴表現カイラル超場Xを入れたこの理論や超対称QCDと同様

な理論が議論でき、non-Abelian双対性を持つことが知られている [43][44]。
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6 まとめ

本論文では、Seiberg達による最近の研究の成果である、超対称ゲージ理論の低エネル

ギー有効スーパーポテンシャルの厳密な導出の方法と、その応用としての超対称QCDと

Kutasov-Schwimmer模型の相構造の解析、特に、non-Abelian Coulomb相で存在するnon-

Abelian双対性という性質を紹介した。

まず、第二章では、四次元超対称ゲージ理論についての基本的な知識を解説した。特に

四次元超対称ゲージ理論では、物理的に等価でない真空が存在することを言った。そこ

で、真空のModuli空間という概念を導入した。

第三章では、N=1四次元超対称ゲージ理論の低エネルギー有効スーパーポテンシャル

を決定する一般的な方法について解説した。ここでは、特に、スーパーポテンシャルのカ

イラル超場についての正則性、という条件が重要な役割を果たすことが理解された。ま

た、低エネルギー理論のスペクトルを決定するのに重要な’tHooft量子異常釣り合い条件

も紹介した。以上、第二章、第三章でN=1四次元超対称ゲージ理論を厳密に解析する準

備が整った。

第四章では、前章の方法を超対称QCDに対して適用した。それによって超対称QCD

の多様な相構造を決定できた。その中でも赤外固定点が超共形場理論で記述される 3
2
Nc <

Nf < 3Ncの場合には、non-Abelian双対性と呼ばれる、異なるゲージ群を結ぶという著

しい特徴を持つ双対性が存在することがわかった。この双対性は強結合の物理と弱結合の

物理を変換するため、古典的、または、準古典的な解析が、双対理論では強結合の効果を

評価する事になるという興味深いものである。

第五章では、超対称QCDにゲージ群の随伴表現に属するカイラル超場を加えた模型で

ある、Kutasov-Schwimmer模型を考察した。ここでも non-Abelian双対性が存在して重

要な役割を果たすことが理解された。このKutasov-Schwimmer模型はさらに詳しく研究

されている。特にその双対性は代数幾何学の特異点理論と関連して、非常に精密にチェッ

クされている。しかし、未だこのチェックも完全には終わっておらず、今後の課題として

残されている。
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また、本論文の主題の一つである non-Abelian双対性は本文中で述べたような様々な証

拠から、存在することは確かだと考えられているが、実際に non-Abelian双対性が存在す

ることの証明はなされていない。そこで、non-Abelian双対性の存在をさらに確かなもの

とするために、本文中で解説したようなものとは異なった証拠を見つけることが重要であ

る。このような試みとしては、互いに双対な理論の非カイラル超場の間の対応づけるこ

とや [45]、有限な N=2理論の双対性と関連させることによって non-Abelian双対性を説

明するものなどがあるが、まだ研究し始められたばかりなので、今後の発展を待つ段階

である。また、直接、“electric”理論の場の自由度の集団運動として、“magnetic”理論の

場の自由度がかければおもしろいが、今の所、“electric”理論の磁気単極子のようなもの

で “magnetic”理論の場の自由度に対応すると思われるものは見つかっていない [46]。しか

も、N=1の場合は準古典的に粒子と考えられる場の配位が、強結合領域で安定と考えら

れる議論はないので、このような対応が単純なものでない可能性が高い。しかし、この方

向を研究することは、non-Abelian双対性の物理的な理解に対して非常に重要と考えられ

るので、今後の課題としたい。
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A 最も一般的な超対称代数

Poincarè代数を含む交換関係または反交換関係からなる最も一般的な代数は、

[Pm, Pn] = 0[
Pm, QL

α

]
=

[
Pm, Q̃ᾱL

]
= 0

[Pm, Bl] =
[
Pm, XLM

]
= 0{

QL
α, Q̃ᾱM

}
= 2σm

αᾱpmδL
M{

QL
α, QβM

}
= εαβXLM

{
Q̃ᾱL, Q̃β̄M

}
= εᾱβ̄X†

LM[
XLM , Q̃ᾱK

]
=

[
XLM , QK

α

]
= 0[

XLM , XKN
]

=
[
XLM , Bl

]
= 0

[Bl, Bm] = ick
lmBk[

QL
α, Bl

]
= S L

l MQM
α[

Q̃ᾱL, Bl

]
= −S∗l M

L Q̃ᾱM

XLM = al,LMBl (154)

である。XLMと al,LMの足L,Mは反対称とする。また、Blは内部対称性の生成子でスカ

ラーであり、その構造定数は ck
lmで与えられる。XLM はここに現れる全ての生成子と交

換するので、中心電荷と呼ばれる。すぐわかるように定数 S L
l M は Jacobi恒等式から内部

対称性の生成子Blの表現行列でなければならない。Jacobi恒等式からは、

S M
l Kak,KL = −ak,MKS∗l L

K (155)

も従う。これは、aが表現 Sと (−S∗)の intertwinerであることを示している。

Weyl spinorQと Q̄の数は等しく、その数は本文で述べたように超対称性の数と呼ばれ

る。それが1の場合（N=1超対称性)は中心電荷は存在しないことがわかる。また、Lorentz

変換の生成子とそれとの交換関係は自明なのでここでは省略した。
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B カイラル超場とKähler幾何

n個のカイラル超場Φiだけを使った超対称な模型は、

L =
∫

d2θd2θ̄K(Φi, Φ†j) +
[∫

d2θW (Φi) + h.c.
]

(156)

というラグランジアンで与えられる。この模型を超対称シグマ模型と呼ぶ。このラグラン

ジアンを成分場であるスカラーAiとスピノール χiで表すと（補助場は積分してある）、

L = −gij∗∂mAi∂mA∗j − igij∗χ̄
j σ̄mDmχi

+
1

4
Rij∗kl∗χ

iχkχ̄jχ̄l

−1

2
DiDjWχiχj − 1

2
Di∗Dj∗W

∗χ̄iχ̄j

−gij∗DiWDj∗W
∗ (157)

DiW =
∂

∂Ai
W

DiDjW =
∂2

∂Ai∂Aj
W − Γk

ij

∂

∂Ak
W (158)

となる。ここで、

gij∗ =
∂

∂Ai

∂

∂A∗j K(A)

gij∗,k =
∂

∂Ak
gij∗ = gmj∗Γ

m
ik

gij∗,k∗ =
∂

∂A∗k gij∗ = gim∗Γm∗
i∗k∗ (159)

などと定義されている。この定義式から、gij∗はKをKählerポテンシャルとするKähler

多様体のメトリックと解釈できることがわかる。また、Γm
ikなどは接続と解釈できる。こ

のことから、超対称シグマ模型の住む多様体はKähler多様体でなければならないことが

わかる [47]。
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C Wess-Zuminoゲージに固定した後の超対称変換

本文でも述べたように、超対称ゲージ理論は非常に大きなゲージ対称性を持っているの

で、普通はWess-Zuminoゲージに固定して、通常の意味のゲージ変換 vm → vm + ∂mχだ

けを残す。しかし、このようにWess-Zuminoゲージに固定してしまうと、本文中で定義

した超対称変換を行なった結果、Wess-Zuminoゲージではなくなってしまう。そこで、こ

の場合にはもう一度、一般化されたゲージ変換を行ってWess-Zuminoゲージに戻してや

ることが必要になる。これを実際に実行すると、

δξA =
√

2ξΨ

δξΨ = i
√

2σmξ̄DmA +
√

2ξF

δξF = i
√

2ξ̄σ̄mDmΨ + i2gT (a)Aξ̄λ̄(a)

δξv
(a)
m = −iλ̄(a)σ̄mξ + iξ̄σ̄mλ(a)

δξλ
(a) = σmnξv(a)

mn + iξD(a)

δξD
(a) = −ξσmDmλ̄(a) −Dmλ(a)σmξ̄ (160)

となる。
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[31] M.T.Grisaru, M.Roček and W.Siegel, Nucl. Phys. B159 (1979) 429.

[32] T.Banks and E.Rabinovici, Nucl. Phys. B160 (1979) 349; E.Fradkin and S.Shenker,

Phys. Rev. D19 (1979) 3682.

66



[33] I.Affleck, M.DIne, N.Seiberg, Nucl. Phys. B241 (1984) 493; Nucl. Phys. B256 (1985)

557.

[34] D.Finnell and P.Pouliot, Nucl. Phys. B453 (1995) 225.

[35] T.Banks and A.Zaks, Nucl. Phys. B196 (1982) 189.

[36] V.Novikov, M.Shifman, A.Vainshtein and V.Zakharov, Nucl. Phys. B229 (1983) 381.

[37] M.Flato and C.Fronsdal, Lett. Math. Phys. 8 (1984) 159; V.K.Dobrev and

V.B.Petkova, Phys. Lett. 162B (1985) 127.

[38] G.Mack, Comm. Math. Phys. 55 (1977) 1.

[39] K. Intriligator and N. Seiberg, hep-th/9509066.

[40] P.Goddard and D.Olive, Int. J. Mod. Phys. A1 (1986) 303

[41] H.Osborn, Phys. Lett. 83B (1979) 321; A.Sen, Int. J. Mod. Phys. A9 (1994) 3707;

Phys. Lett. 329B (1994) 217; C.Vafa and E.Witten Nucl. Phys. B431 (1994) 3.

[42] R.G. Leigh and M.J. Strassler, Nucl. Phys. B447 (1995) 95.

[43] R.G. Leigh and M.J. Strassler Phys. Lett. 356B (1995) 492.

[44] K. Intriligator and P.Pouliot, Phys. Lett. 353B (1995) 471.

[45] M.Berkooz, hep-th/9512024.

[46] J.L.F.Barbón and S.Ramgoolam, hep-th/9512063.

[47] B.Zumino, Phys. Lett. 87B (1979) 203.

[48] W.Siegel, Phys. Lett. 84B (1979) 193.

67


