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第�章 Introduction

現在、素粒子の間に働く �つの力のうち、強い力、弱い力、及び電磁気力はゲージ対称性を持

つ量子場の理論として、標準模型にまとめられ、非常に精度良く記述されている。実際、最

近のニュートリノの質量とミューオンの磁気能率異常に関する結果以外、標準模型の予言と

実験とのずれはほとんど報告されていない。しかし、クォーク、レプトンの世代数やその質

量、ゲージ場との結合定数など、多くの物理量は標準模型からは決定できず、予め外部から

与えなくてはならない。

一方、我々にもっとも身近な力である重力は、時空の幾何学と同一視され、一般相対性理

論により古典的に記述されている。しかし重力が働く対象である素粒子は量子論的に記述さ

れているから、すべての力が同一の起源を持つと考えるならば、重力もまた量子的であると

考えるのは自然なことである。それゆえ重力の量子論を建設することが �つの力の統一的記

述のための大きな手掛りになるであろう。また、量子的な揺らぎを取り込むことで一般相対

性理論に現れるさまざまな特異点を解消でき、新たな物理的帰結を引き出せるであろう。

しかし、通常の場の理論が平らな時空を前提として作られているのに対し、一般相対性理

論は時空そのものを扱っているため、必然的にその量子論は時空の揺らぎを記述することに

なり、非常な困難を伴う。例えば、一般相対性理論を安直に量子化した場合、くりこみ不可

能な理論になる。そのため、作用に無限個の相殺項が必要となり、高エネルギー領域での予

言能力を失ってしまう。

こうした状況を踏まえて、現在、重力の量子論の候補と目されているのが弦理論である。弦

理論は物理的現象を Planck 長程度の長さの弦の振動に還元するもので、その低エネルギー極

限として標準模型を捉えようという試みである。弦理論は重力を自動的に含んでいることが

知られていて、�つの力を統一的に記述するのではないかと期待されている。

弦理論は、登場以来、その包含する物理的帰結が調べられてきたが、それは長らく弦の位置

座標や運動量を量子化した、いわゆる第一量子化に基づいた、摂動的でかつ on	shell なもの

に限られてきた。近年、 D	braneが発見され、理論の非摂動的な側面の探求が活発になって

きた。また、いわゆる AdS�CFT 対応が発見され、古典的な超重力理論と超対称 Yang	Mills

理論の間の興味深い対応が明らかになりつつある。しかし、こうした解析に用いられる設定
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は予め一定の枚数の D	brane を用意する、というもので、真に非摂動的な領域を調べている

とは言い難い。

そこで、通常の場の理論のように弦の空間的配位に対応した場 �string 
eld� を用いた、第

二量子化された理論、弦の場の理論 �string 
eld theory � SFT�による非摂動的な弦理論の定

式化が望まれる。 SFTにより、摂動的な領域で明らかにされた対称性や、時空のコンパクト

化などの議論が可能になるのではないかと期待されている。

弦には開弦と閉弦の �種類があることに対応して、 SFTにも開弦の場合と閉弦の場合があ

る。 SFTの歴史は古く、����年代中ごろの開弦の light	cone gaugeでの記述にまでさかのぼ

ることができる。その後、����年代中ごろになって Siegelによって、それまで独立に発見さ

れていた BRST chargeを用いて自由な弦の場の理論が構成された。これに続いて、 HIKKO

及び Wittenが独立に covariantな SFTを提出した。HIKKOには開弦のものと閉弦のものの

�種、Wittenによるものは開弦の �種類がある。その後、HIKKOに用いられていた、 string

length ��� による発散の困難を解決した、covariantized light	cone SFT や、Witten の中点

相互作用を閉弦の場合に拡張した non	polynomial SFT が提出されたが、その構造が複雑で

あるためにそれほど真剣に受け止められてこなかった。

しかし、 D	brane の発見と、その不安定な配位におけるタキオンの凝縮の研究に、中点相

互作用型の開弦の場の理論が適用されるに及び、それをテストケースとして弦の場の理論そ

のものに関する理解が深まり、タキオンが凝縮した後の真の真空に基づく vacuum SFTなど

へと広がりを見せている。

このように開弦の場の理論は見直されてきているが、閉弦の場の理論については未だほと

んど手付かずのままである。しかし、重力の量子化を成し遂げ、弦理論の意味するところを

汲み尽くすにはやはり閉弦の場の理論は避けて通ることができない。

本論文の基本的姿勢は、D	braneによる第二革命が落ち着きを見せはじめ、closed tachyon

の凝縮についての研究がなされるようになってきた今、これまでに作られた閉弦の場の理論

を今一度検討することで、弦理論の定式化への有益な示唆を得たい、というものである。

以下で本論文の構成を述べる。

第二章では、Batalin	Vilkovisky形式による、非常に一般的な作用の構成法、及びゲージ固

定の手法を解説する。例として Yang	Mills 理論と中点相互作用型の SFT を扱う。

第三章では、弦の第一量子化と BRST charge 、 string 
eldについて解説する。

第四章では、HIKKOの閉弦の場の理論を解説する。ただし、大雑把に言って閉弦の理論は

開弦の理論を二つ合わせたものであるから、閉弦の場合に示そうとするとあまりに煩雑になる

事柄については、開弦の場合で代用した。また、HIKKOを改良した covariantized light	cone

SFT にも簡単に触れる。
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第五章では、中点相互作用型 SFT を閉弦に拡張した non	polynomial SFT について解説

し、その作用が BV 方程式を満たすことを見る。

第六章では、それまでに解説した SFT を使った、或いはそれに関する議論を紹介する。

付録 A では、本文中で用いた convention 、 supermanifold 上での微分形式、 antibracket

に関する公式をまとめた。

付録 B では、BV 形式の幾何学的解釈を述べた。

付録 C では、SFT の vertex を書き下す際に必要な Neumann 関数についてまとめた。
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第�章 Batalin�Vilkovisky 形式

経路積分を用いてゲージ対称性を持つ場の量子論を考える際、ゲージ対称性で移り変わること

のない、本質的に異なる配位を過不足なく足しあげることが重要である。この足し上げはゲー

ジ不変ではない項を Lagrangianに付け加え、ゲージ固定することにより実現することができ

る。その一つの方法として、Faddeev	Popov methodと呼ばれるものがある。これは、ghost

と呼ばれる、スカラー粒子ではあるが Grassmann数として振舞うunphysicalな粒子を導入す

ることで実行でき、摂動の計算が見やすい形になっている。この Faddeev	Popov method は

その後 BRST 対称性へとつながり、現在、ゲージ場を量子化する際の標準的な手法となって

いる。

Faddeev	Popov methodやゲージ理論のくりこみ可能性の証明の発見の後、この方法によっ

てゲージ固定された Lagrangianは、量子論的ゲージ対称性とも言うべき対称性を持つことが

わかった。この対称性は現在BRST対称性と呼ばれている。BRST対称性は Faddeev	Popov

method を含む、より一般的なゲージ固定の処方を与える。また、この対称性を用いること

で、ゲージ理論の繰り込み可能性やユニタリー性をより簡明に示すことができる。

ここではより一般的な枠組みであるBatalin	Vilkovisky 形式 を解説する。この方法はゲー

ジ対称性、BRST対称性の nilpotency、対称性変換の群構造などを一挙に扱えるという点で

closed string 
eld theoryの建設に非常に便利である。

この章では最初に通常のゲージ場の理論について Faddeev	Popov method をおさらいし、

その後 BRST 対称性に基づく議論を簡潔にまとめる。後半で Batalin	Vilkovisky 形式 �� ��

を解説し、いくつかの例を述べる。

��� BRST 形式

まず、通常のゲージ場の理論を例に Faddeev	Popov methodと BRST 形式をおさらいする

���。
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����� Faddeev�Popov method

ゲージ群Gを対称性として持つゲージ場の理論を考える。

ゲージ群Gの Lie代数を Gとし、その生成子を T a �a � �� � � � � dimG� とする。生成子のあ

いだには

�T a� T b� � fabcT c

なる関係がある� 。

��x�を物質場とし、A��x�をゲージ場とする。ここで、ゲージ場は Gの随伴表現に属し、

A�i
j�x� �

dimGX
a��

Aa
��x��T a�i

j

である。これらを用いて、ゲージ不変な Lagrangian density は

L�A��� � ��

�
F��

aF a�� � Lmatter���D���

と書き表すことができる。Lmatterは物質場の部分である。ここで、場の強さ F a及び共変微分

D��は

F��
a � ��A

a
� � ��A

a
� � gfabcAb

�A
c
� �����

D�� �
�
�� � igT aAa

�

�
� 　 �����

である。この Lagrangian densityは次の、��x�をパラメーターとするゲージ変換

��i�x� � ig�a�x��T a�i
j�j�x� �����

�Aa
��x� � ���

a�x�gfabcAb
��x��c�x� � D��

a�x� �����

で不変である。

こうした対称性があるため、経路積分を計算する際にはゲージ変換で移りあわないような

ゲージ場の配位を過不足なく足しあげることが必要となってくる。

このためには、Faddeev	Popov ghost と呼ばれる unphysical な real scalar の Grassmann

数 ca�x�� ca�x� 及び、中西	Lautrup 
eld Ba�x�を導入して、

eL � ��

�
F��

aF a�� � Lmatter ���D��� � LGF � LFP �����

LGF � Ba��Aa
� �

�

�
BaBa �����

LFP � ica��D�c
a �����

� ゲージ群の足の上下には意味がないので気にする必要はなく、すべて上付きとする。

��



とすればよい。ここに現れている定数�はゲージパラメーターと呼ばれる任意の定数である。

ここで、ghost number と呼ばれる数Nghを、

Ngh��� A� c� c� B� � ��� �� �� ��� �� �����

と割り当てる。

この操作は、重複しているゲージ変換の空間の体積で経路積分を割っていることに相当して

いる。このようにしてゲージを固定する方法を Faddeev	Popov method と呼ぶ。なお、�����

はゲージ固定されているから、もはやゲージ変換 ����� �����では不変でない。

����� BRST 形式

前節で述べたように、Faddeev	Popov methodを用いてゲージ固定された Lagrangianには

もはやゲージ対称性は残っていない。しかし、ゲージ対称性の名残というべき対称性が残っ

ていることが知られている。それはゲージ変換 ����� �����において変換のパラメータ �a�x�

の代わりに Grassmann数を用いた、

�を Grassmann数として、ゲージ変換 ����� �����においてパラメータ �a�x�の代わりに

�ca�x�とおいたもの、

�B�i�x� � ig�ca�x��T a�i
j�j�x� �����

�BA
a
��x� � �

�
��c

a�x� � gfabcAb
��x�cc�x�

�
� �D�c

a�x� ������

を BRST 変換という。

ここで、�B � ����Bとすると、���BはGrassmann oddな演算子になる。さらに ghost NL 
eld

については

���Bc
a�x� � ��

�
gfabccb�x�cc�x� ������

���Bc
a�x� � iBa�x� ������

���BB
a�x� � � ������

とする。なお、���Bは ghost 数Nghをひとつ上げる。

��



上の BRST変換を成分でなく行列で書けば

���B��x� � igC�x���x� ������

���BA��x� � ��C�x� � ig�C�x�� A��x�� ������

���BC�x� � igC��x� ������

���BC�x� � iB�x� ������

���BB � � ������

となる。ただし、C�x� � ca�x�Taなどとした。この変換を用いると、BRST変換の nilpotency、

すなわち ����B � � となっていることをを示すことができる。

例えば、

����B��x� � ig���B �C�x���x�� ������

� ig
�
igC��x���x�� C�x����B��x�

�
������

� �g�
�
C��x���x�� C��x���x�

�
� � ������

である。ここで、���Bが Grassmann odd な演算子で、ghost 
eld C�x�とは反可換であること

を用いた。このようにしてすべての場に対して ����B � �を示すことができるから、��A� c� c� B

の任意の多項式の上で ����B � �が成り立つことがわかる。以下では ���Bを �Bと書くことにする。

さて、

�i�B
�
ca
�
��Aa

� �
�

�
�Ba

��
� Ba��Aa

� �
�

�
�BaBa � ica��D�c

a ������

であることに注意すれば、前節のゲージ固定した Lagrangianは

eL � L� LGF � LFP ������

� L� i�B

�
ca
�
��Aa

� �
�

�
�Ba

��
������

と書くことができる。この eLの BRST変換を考える。まず、Lの中には ghost 
eldは含まれ

ず、ゲージ不変であって、BRST変換は特殊なゲージ変換とみなすことができるので、Lは
BRST変換で不変、つまり �BL � �である。さらに、第二項は、BRST変換の nilpotencyに

より BRST変換で不変であることがわかる。つまり、

�B eL � �BL � i��B

�
ca
�
��Aa

� �
�

�
�Ba

��
� � ������

となり、 eLはゲージ固定されてはいるが、その名残として BRST変換により不変であること

がわかる。

��



Faddeev	Popov methodによりゲージ固定された Lagrangianが BRST変換で不変であるこ

とを示したが、実際には一歩進んで、������に限らない適当な ghost数��の関数F を選んで

eL � L � i�B �caF a�

とすることでゲージ固定された Lagrangian eLを得られることが知られている。
さて、BRST変換に対応する currentは Noetherの定理により

jBRST� � BaD�c
a � ��B

aca �
i

�
gfabc��c

acbcc � ���F a
��c

a� ������

となる。この式を見ると、Ngh�j
BRST
� � � �であることがわかる。この currentに対応して保存

する charge

QB �
Z

d�x jBRST� ������

が存在し、この chargeが BRST変換を引き起こす。すなわち、場 �に対して

�B� � �iQB� �g ������

である。�Bの nilpotencyに対応して、Q�
B � �であることがわかる� 。

このとき、physical な Hilbert space Hphysは

Hphys � fj i j QBj i � �g ������

として定義される。

このゲージ固定の部分は、

LGF�FP � �i�B �caF a� � �QB� c
aF a� ������

となることに注意すると、これはHphysに作用したとき �になることがわかる。

��� Batalin�Vilkovisky 形式

前節で現在標準的に用いられているゲージ対称性を持つ理論のゲージ固定の方法について

解説した。上で見たように、BRST 形式は非常に見通しのよいゲージ固定の処方を与える。こ

の節では BRST 形式を含む、さらに一般的な手法であるBatalin	Vilkovisky �BV� 形式 �� ��

を解説する。
� 一般には on�shellな量を計算したときに ghostが出なければいいので、BRST charge QBの nilpotencyは

on�shell でのみ満たされればよい。実際、後に定義する BRST 変換は一般には nilpotent ではない。

��



����年代後半、BRST対称性の発見とほぼ同時期に、Fradkin Vilkovisky Batalin および

Fradkinaにより、Hamiltonianと正準交換関係に基づいた、一般的なゲージ理論の量子化の

議論がなされていた �� � ��。その後、����年代に入ってこの方法を作用、つまりLagrangian

に適用する方法が Batalin及び Vilkoviskyによって提唱された �� ��。この二つの手法は、摂

動論の範囲で互いに等価であることが知られている ���。このBV 形式はその後、reducibleな

ゲージ群を持つゲージ理論の量子化や、超重力理論に用いられる一方、幾何学的な意味付けを

与えられ �� � ���、closed string 
eld theory の定式化にも用いられている。最近では変形量

子化の議論にも用いられている ����。また、BV 形式 と同等の手法は、Batalinと Vilkovisky

に先行して Zinn	Justinによりくりこみの議論に用いられていたようである ����。

この節では、Batalinと Vilkoviskyの議論よりも一般的な座標系を用いる ���。BV 形式 に

関する解説としては �� �� ���がある。

����� Anti�eld

BV形式は、大雑把に言うと、通常の 
eldのそれぞれに anti
eldと呼ばれる変数を導入し、

拡張した空間で議論をした後、その空間を半分の次元の空間に制限する、というものである。

考える理論の中に含まれる場の値の張る空間を n次元とする� 。このとき、�n� n�次元の

supermanifold Mを考える。さらに、添え字 Iは �� � � � � �nの値をとるものとする。
さて、まず R�n�n� を考える。座標を �x�� � � � � xn� 	�� � � � � 	n�とする。ただしここで jxij �

�� j	ij � �とする� 。このとき、Grassmann oddで nondegenerate な �	form


 �
nX
i��

dxi � d	i ������

が定義できる。

一般のMは R�n�n�を貼り付けて作ることができることに注意すれば、Mの上にも Grass	

mann odd で nondegenerate な symplectic �	form が定義できることがわかる	 。実際、こ

れは Darboux の定理
 によっても保証されている。symplectic supermanifold M上のベクト

ル場などの議論は通常の symplectic manifoldの場合とほとんど同様にできるが、symplectic

formが Grassmann odd であることなどから、多少異なる点が生じる。しかし、本論文では

� もっとも、これは �場の種類� V �その他の自由度 �� �V � volume of space�time� で、一般に発散す
るが、ここでは形式的に nとおく。

� notation については 付録 A を参照。
� 正確には、張り合わせの際に後で述べる antibracketを保存するような写像を用いなければならない。その

ようにして作られた多様体を、P�manifold と呼ぶ。
� 例えば ���� p	�
 を参照せよ。

��



ここには立ち入らないことにする。なお、���の定理 �より、一般の �n� n�次元 P	manifold M
に対して、その Grassmann even な部分 m�M�をN と書くと、M� T �Nが成り立つ。
そこで、この R

�n�n� を張り合わせて作った symplectic supermanifold Mを考える。Mの

座標を fzIgと書くことにする。このとき、Grassmann odd な symplectic �	formは、逆行列

を持つ行列 
IJを用いて、


 � �dzI � 
IJdzJ � 
JIdz
I � dzJ ������

と書くことができる。ここで、定義により j
j � �である。今、jzI j � Iと書き、jdzI j � jzI j � I

とする notation をとると、j
IJ j � � � I � Jとなることなどを用いた。詳しくは 付録 A を

参照せよ。Darbouxの定理によると、適当な座標変換により、
IJ � constantとできるから、

d
 � � ������

が成り立つ。また、
は Grassmann oddであるから、


 � 
 � � ������

である。これは通常の symplectic manifoldでは 
nが体積要素となるのに対して異なる点で

ある。ここで、M上の密度関数 ��z�を用いて、M上の体積要素を

d��z� � ��z�
Y

dzI ������

と定義する。この関数 �は任意ではなく、すぐ後で定義する微分作用素�� の nilpotencyを

満たすようなものでなくてはならない。体積要素が決まると vector の divergenceを決めるこ

とができて、それは

div� V �
�

�
����I�I

�
�V I

�
������

となる。また、
IJを 
IJの逆行列として、M上の関数Aに対応したHamiltonian vector 
eld

VA antibracket 及び ��を、

VA �
�

� I

IJ�JA ������

fA�Bg � A
�

� I

IJ�z�

�

� JB � 
�VA� VB� � VB�A� ������

��A � �

�
div VA ������

�
�

��
����I�I

�
�
IJ�JA

�
������

�
�

�
����I�I

�

IJ�JA

�
�

�

�
����I ��I ln��
IJ�JA ������

��



と定義する。ここで、

�

� I � �I �
�L
�zI

�
�

� I �
�R
�zI

������

とした。ここで、jfA�Bgj � � � jAj� jBj� j�j � �であることを注意しておく。また、d
 � �

を用いると、antibracket に対して Jacobi identity

�����A����C���ffA�Bg� Cg� cyclic permutations � � ������

が成り立つことがわかる。特に、二つの異なる密度関数 e�� �に対して、
�e�A � ��A �

�

�

�
ln
e�
�
� A

�
������

が成り立つことが容易にわかる。さらに、antibracket は、��を用いて、

����AfA�Bg � ���AB����AB � ����AA��B ������

と表せることが直接計算によりわかる。������より、��は一般に二階微分であるから、deriva	

tion ではない。つまり、Leibniz rule を満たさない。������を見ると、antibracket は ��の

derivationからのずれを測っている量だと解釈できる。

ところで、�の選び方によっては��は derivationに類似の性質を持つことがわかる�

��fA�Bg � f��A�Bg� ����A��fA���Bg� ������

実際、� � �に対しては容易に ������が成り立つことがわかる。その上で、������及び Jacobi

identity を用いると、一般の �に対して ������が成り立つことが示せる。一方、������ を使

うと、

��fA�Bg � f��A�Bg� ����A��fA���Bg� ����A
h
��

��AB�� ���
�A�B � A���

�B�
i

������

を得る。これと ������を比べると、

��
��AB� � ���

�A�B � A���
�B� ������

であることがわかる。Jacobi identityを導くためには d
 � �を用いたので、この式は d
 � �

と等価である。つまり、��は二階微分であるから直感的には��
� は四階微分であるように思

えるが、d
 � �である場合は一階の微分となり、Leibniz ruleを満たす、ということである。

つまり、��の形に注意すれば、�つの微分はすべて �
にかかり、

��
� �

�

�

�
��

�

�
����I�I

�
�
IJ

�	
�J ������

��



となっていることがわかる。

任意の密度関数に対して、通常の Poisson bracket と同様、

fA�Bg � ������A����B���fB�Ag ������

fA�BCg � fA�BgC � �����A���BBfA�Cg ������

fAB�Cg � AfB�Cg� ����B�C���fA�CgB ������

が成り立つ。いずれも直接計算で示すことができる。例として ������を示す。各項を計算す

ると、

fA�BCg � A
�

� I

IJ
�

� J�BC�

� A
�

� I

IJ
�

� JBC � ����BJA
�

� I

IJB

�

� JC ������

fA�BgC � A
�

� I

IJ
�
�

� JB
�
C ������

�����A���BBfA�Cg � �����A���BBA
�

� I

IJ
�

� JC

� �����A���B�B�A�I�I�J���A
�

� I

IJB

�

� JC

� ����BJA
�

� I

IJB

�

� JC ������

であるから、������が成り立つ。ここで、j
j � �� jzI j � I� j�I j � I� jdzI j � Iであることよ

り、j
IJ j � � � I � Jとなることを用いた。

antibracket の性質として注目すべきことは、������より、Grassmann oddな任意の関数 F

に対して

fF� Fg � �fF� Fg � � ������

が従うことである。また、Jacobi identity より、任意の関数Gに対して、

fG� fG�Ggg � � ������

ffS� Sg� Gg � ��ffG� Sg� Sg ������

が成り立つこともわかる。ただし、Sは Grassmann even な量である。

また、二つのベクトルの Lie bracket を

�V�W � � VW � ����VWWV �
�

� I

�
V I

�

� JW
J � ����VWW I

�

� JV
J
�

������

と定義する。すると、d
 � �を用いて

�VA� VB� � VfA�Bg ������

��



が成り立つことがわかる。これは Hamiltonian vector 
eldにより引き起こされる対称性変換

が閉じていることを示している。

ここまでは一般の座標系を用いて antibracketの性質を議論してきたが、実際の計算におい

ては Darboux 座標系を用いるのが見通しがよい。Darboux 座標系とは、Darboux の定理が

保証する座標系で、Grassmann odd symplectic �	formの関数係数が定数になっているもので

ある。具体的には、Mの座標を ��i� ��i � �i � �� � � � � n�について、


 � ��
nX
i��

d�i � ��i ������

をとる。ただし、�iが Grassmann even だとは限らず、Ngh��
i� � Ngh��

�
i � � ��である。この

とき、さらに密度関数を、���� ��� � �ととれば、


ij �


BBBBBBBBBBBBBB�

��
� � �

��

�
� � �

�

�CCCCCCCCCCCCCCA
� 
ij �


BBBBBBBBBBBBBB�

�
� � �

�

��
� � �

��

�CCCCCCCCCCCCCCA
������

であって、

fA�Bg �
�RA

��i
�LB

���i
� �RA

���i

�LB

��i
������

�Darboux � ����i
��L

��i���i
������

と簡単な形になる。このとき、�iを 
eld 、��i を anti
eld と呼ぶ。

以下ではDarboux 座標を用いることとし、密度関数 �は �ととることにする。また、����

を単に�と書くことにする。特に、S 同士の antibracket は

fS� Sg � �
�RS

��i
�LS

���i
������

である。

����� Batalin�Vilkovisky Equation

前節で antibracket の基本的な性質を議論した。この節では BV 方程式 �master equation�

を解説し、その解の持つ対称性を調べる。

��



BV 方程式は、
eld、 anti
eld を引数として持つ作用 S��� ��� が満たすべき方程式であっ

て、その具体的な形は

� exp
�
S

�

�
� � ������

である� 。この方程式の幾何学的意味に関しては 付録 B を参照せよ。

この方程式をもう少し簡単な形に変形しよう。

まず、Sは Grassmann even な量であるから積は自由に交換でき、antibracket は �つの引

数が同時に Grassmann even な場合のみ引数の入れ替えに際して余分な符号を出さないこと

に注意すると、������より、

fSn� Sg � nSn��fS� Sg ������

が成り立つ。これは帰納法から容易に証明できる。すると、

fSn��� Sg � �Sn ��Sn��S � Sn���S ������

� �n� ��Sn��fS� Sg ������

であるから、これを使うと、

�Sn � S�Sn�� � Sn���S � �n� ��Sn��fS� Sg
� S��Sn�� � �Sn���S � �n� � � n� ��Sn��fS� Sg
� � � �

� nSn���S �
n�n� ��

�
Sn��fS� Sg ������

を得る。すると、BV 方程式 ������は、

� exp
�
S

�

�
� �

�X
n��

�

n�

�
S

�

�n

�
�X
n��

�

�n

�

n�

�
nSn���S �

n�n� ��

�
Sn��fS� Sg

	

�
�X
n��

�

�n

�
�

�n� ���
Sn���S �

�

��n� ���
Sn��fS� Sg

	

�
�X
n��

�

�n

�

�n� ���
Sn��

�
�S � �

��
fS� Sg

�
������

� �

� 厳密には後で述べる方法で anti�eld を消去した Sが作用であるがここでは簡単のため、この段階の Sも作
用と呼ぶことにする。

��



となる。よって ������は

���S � fS� Sg � � ������

と等価であることがわかる。これも �量子的� BV 方程式と呼ぶ。また、左辺の第一項を落と

したものを 古典 BV 方程式と呼ぶ。これは偏微分方程式であるから解を求めるためには境界

条件を設定する必要がある。そこで、境界条件として、anti
eld をすべて �にしたとき、通

常の作用に一致する、というものをとることにする。特に、Darboux 座標で書くと、

����i
�S

���i

�S

��i
� �����i

��S

��i���i
� � ������

である。i について和をとっているので、����s は落とせない。

������の左辺第一項は �がかかっているから、これは作用Sに対する量子論的な補正を表し

ている。実際、後でこの項が 積分測度からの寄与であることを見る。すなわち、量子補正まで

含めた作用はこの BV 方程式を満たさねばならず、例えばアノマリーに対するWess	Zumino

consistency condition を与える。この枠組みでは、いかなる局所的 な関数 Sをもってして

も、BV 方程式の解となることができず、非局所的な関数にならざるを得ないとき、アノマ

リーが存在する、と理解することができる。この点で、BV方程式は通常の場の理論における

Ward	Takahashi identityとほとんど同等であることが分かる。同時に適当な正則化を用いて

通常のゲージ理論の古典作用を議論する際には、この項の影響を無視することができる。こ

れを踏まえて、以下では自然単位系を用いる。

作用 Sが BV方程式 ������の解になっている場合、

S � ��S � S ��� fS� g ������

も解になっていることが以下のようにして分かる。ただし、ここで Ngh�� � ��である。

M �S� � �S �
�

�
fS� Sgとおくと、Jacobi identity を用いて、

M �S � ��S� � ��S � ��S� �
�

�
fS � ��S� S � ��Sg

� �S ��fS� g�
�

�
fS� Sg�

�

�
f��S� Sg�

�

�
fS� ��Sg

� M �S� � f�S� g� fS��g�
�

�
f� � fS� g � Sg�

�

�
fS�� � fS� gg

� M �S� �

�S �

�

�
fS� Sg � 

�
� M �S� � fM �S�� g � � ������

であるから、Sが BV方程式 ������の解になっているとき、������もまた解になっていること

が分かった。

��



ここでこの変換の意味を考えてみる。������を計算すると、

S � ��S � S �
�RS

��i
�L

���i
� �RS

���i

�L

��i
� ����i

��LS

��i���i
������

� S

�
� �

�

���
� �� � �

��

�
� ����i

��LS

��i���i
������

となる。第二項はすでに上で説明したように量子論的な寄与を表していることに注意すると、

������は古典的には作用 S��� ���の中の 
eld 、 anti
eldをずらす変換であるとわかる。そし

てこれは後で見るように Lagrangian submanifoldを選ぶ自由度と対応しているので、この変

換は物理量の計算にきかない。それゆえ、ゲージ対称性とみなすことができる。経路積分を

取る際にはこの対称性を固定する必要があり、それは Lagrangian submanifoldを一つ選ぶと

いうことで実現できる。

上で導入した変換 ��は閉じた変換群をなしている。実際、

������S � ��� ��� � fS� �g�
� f�� � fS� �g � �g
� f��� �g� ffS� �g � �g ������

であるから、

���� � ����S � f��� �g� ffS� �g � �g � f��� �g� ffS� �g � �g
� �f�� �g � ff�� �g � Sg
� �f�����gS ������

を得る。すなわち、

����� ��� � � �f�����g ������

である。

����� Anti�eld の消去

上で考えた作用 S��� ���には anti
eld ��が含まれている。この作用から物理的な量を計算

する場合、anti
eldを何らかの方法で消去しなくてはいけない。anti
eld 形式ではこの操作

を、場の取りえる値をMの Lagrangian submanifoldに制限することで実行する。

��



作用 Sが BV 方程式 ������を満たすとする。このとき、演算子Aの期待値を

hAi �
Z
L

d�A�z�eS ������

で定める。ここで、L��M�は �k� n� k�次元の Lagrangian submanifoldである。積分の測

度 d�は、M上の測度 d�から

d� �e�� � � � � en� � d��e�� � � � � en� f �� � � � � fn���� ������

で作る。�e�� � � � � en� f �� � � � � fn�は TzMの基底である。そのうち、feigは TzLの基底であっ
て、ff igは 
�ei� f

j� � �ji を満たすものである。

Remark ����� Lagrangian submanifold

L が Mの Lagrangian submanifold であるとは、�z 	 Lをとったとき、�v� ev 	 TzL に対
して 
�v� ev� � � が成り立つ部分多様体である。

経路積分 ������において Lを指定することが ゲージ固定条件を選ぶ操作に対応している。
もちろん hAiは ゲージ固定 に依らないはずである。そこで、次に ������が Lの選び方に依
らないことを示そう。

次の定理が成り立つことが知られている。証明は原論文に譲るが、�を外微分形式 dとみ

なし、通常の幾何学を考えれば自然である� 。

Theorem ����� Schwarz��� M 上の関数 Hが�H � �を満たすとする。L��L�が closed La	

grangian submanifoldで、そのGrassmann even な部分m�L��� m�L��が定めるHk�m�M��R�

の元が同値、すなわち

�m�L��� � �m�L��� in Hk�m�M��R� ������

であるなら、 Z
L�
Hd�� �

Z
L�
Hd�� ������

が成り立つ。

Theorem ����� Schwarz��� M上の関数Hに対してある関数Kが存在して H � �Kとな
るとき、Mの任意の closed Lagrangian submanifold L に対してZ

L
Hd� � � ������

となる。
� この類似については付録 Bを参照せよ。

��



これは、������より、H � �K �
�

�
divVK だから Stokes の定理より従う。

さて、Theorem ����� を経路積分 ������に適用すると、

�
�
AeS

�
� � ������

ならば、Lには依らないことがわかる。これを ������から ������を導いたのと同じ議論で簡

単化する。そのためには

fA� Sng � nSn�� fA� Sg ������

であることを使えばよい。この式と ������より、

����AfA� eSg � �
�
AeS

�
��AeS � ����A�eS

� �
�
AeS

�
��AeS� ������n

A� eS
o

� eS fA� Sg ������

であるから、�
�
AeS

�
� � なら、

�A � fS�Ag � � ������

が成り立つことが分かる。

Theorem ����� を用いた議論もできる。Lの変形が zI 
 zI � fzI � gで生成されるとする
と 、����の議論より、

hAiL��L � hAiL �
Z
L

d�
�
�AeS �

n
AeS� 

o�
�
Z
L

d�
�
�
�
AeS

�
� �

�
AeS

��
�
Z
L

d��
�
AeS

�
������

である。ここで、

�
�
AeS

�
� ��A� fS�Ag� eS � A�eS ������

であるから、������と ������が満たされるなら

hAiL��L � hAiL ������

� しかし私にはこの変換が m�L�のホモロジー類を変えないかどうかは分からない。
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が成り立つ。

次に Lagrangian submanifold を用いて anti
eld を消去する方法について述べる。まず、

ghost number ��を持つ、
eld �の関数����を考える。このとき、anti
eld を、

��i �
�����

��i
������

として消去する。この�は gauge fermionと呼ばれる。

ここで、anti
eld を消去する際に ������を用いることの正当性について述べておく。

いま、ゲージ固定された理論に anti
eld を導入すると考えれば、BV 方程式の解 S ��� ���

からゲージ固定された作用を得るには n個の独立な拘束条件 Gi � � を導入すればよい。こ

れらの拘束条件は n次元の多様体Lを定める。
また、拘束条件は新しい拘束条件を出さないためには antibracket の意味で閉じていなくて

はならず、

fGi� Gjg � Uk
ijGk ������

である。特に L上では fGi� Gjg � �である。この時、Lが Lagrangian submanifoldになって

いることが次のようにしてわかる。すなわち、Viを Giに対応する Hamiltonian vector とす

ると、L上で


 �Vi� Vj� � fGi� Gjg � � ������

となり、Lの 接ベクトルは直交することが分かるからである。
次に作用を Lに制限することで anti
eldを消去することを考える。anti
edを消去するよ

うに選んだ拘束条件Giは Lの周りで

Gi � �i
j ��� ���

�
��j � fj���

�
������

と書ける。ただし、jfj���j � j � �である。つまり、Lは ��i � fi���で定められるとする。こ

のとき、������、������より、

� � fGi� Gjg �
n

�i
k���k � fk���j

l ���l � fl�
o

� �i
k
n
��k � fk��j

l���l � fl�
o

� �terms which are � on L�

� ����k�jGj j�l����i
k�j

l f��k � fk� �
�
l � flg� �terms which are � on L�

������

となる。つまり、

f��k � fk� �
�
l � flg � � ������

��



ならよい。これより、
�L�

�
k

���m
� �mkの Grassmann parity などに注意すると、

�fl
��k

� �fk
��l

� � �������

を得る。この条件は

fl �
�����

��l
�������

ならば自動的に満たされ、well de
ned な拘束を与える。それゆえ、anti
eldを消去する際に

gauge fermion の微分とすればよい。

以上の議論から、 anti
eld の消去が ゲージ固定条件に対応していて、これは Lagrangian

submanifoldを選ぶことに相当することが分かる。

これまでの議論をまとめると、BV 形式 は以下のステップで構成される。

�� 考えたい理論に含まれる 
eld �iを列挙する。ゲージ理論の場合はゲージ固定した時の


eldである。つまり、ghost も含まれる。

��それぞれの場に対応した anti
eld ��i を導入する。ただし、Ngh��
i��Ngh��

�
i � � ��とする。

�� BV 方程式を解き、作用 S��� ���を求める。

�� 適当な gauge fermion ����を選びゲージ固定条件を指定する。ただし、Ngh��� � ��で

ある。

�� 求めた作用を Lagrangian submanifold に制限して anti
eld を消去し、
eld �iに対して

経路積分をとる。

����� BRST 形式 との関係

この節では BV 方程式 ������ の解が持つ対称性を解説する。

関数A��� ���に対する変換 �Bを

�BA � fA� Sg �������

と定義する。�Bは ghost number を一つ上げることに注意せよ。これを pre	BRST 変換と呼

ぶ。重要な点は、この変換が nilpotentではないことである。実際、

�B
�A � �B fA� Sg � ffA� Sg � Sg � ��

�
ffS� Sg � Ag �������

となる。これは S が古典的 BV 方程式の解である場合には �となるが、量子的 BV 方程式に

対しては � にならない。上で触れたように、ゲージ固定した上で on	shell で nilpotent なら

よいので、これは何ら問題はない。

��



Remark ����� しかし、nilpotent な BRST 変換を定義することもできる。それは、

�BA � ����A�A � fA� Sg �������

である。すると、これは単純な計算から、Sが BV方程式の解であるとき、この変換は nilpotent

であることがわかる�

��BA � �B
�
����A�A� fA� Sg

�
� ����A��f�A� Sg� fA��Sg� ����Af�A� Sg� ffA� Sg� Sg
� �fM�S�� Ag � �� �������

ただし、この変更された変換と、上で定義した pre	BRST は 
eld anti
eld に関しては一致

する。以下では ������� を採用する。

この上で、ゲージ固定された系での変換を

��B�
i � �B�

i
���
L

�
�S��� ���

���i

�����
��i�

�����

��i

�������

として定義する。ここで、Darboux 座標系を用いた。これは後でみるように Yang	Mills理論

の場合、BRST 変換に一致するから、BRST 変換と呼ぶ。

この BRST 変換には次の重要な性質がある。

BV 方程式の解 S��� ���を用いて、

�S��� � S

�
�� �� �

�����

��

�
�������

と定義すると、

��B

�
�S��� � ln

Y
i

d�i
�

� � �������

���B� � � in path integral �������

が成り立つ。ここで、二つ目の式の意味は、経路積分の中で成り立つ、ということである。

� �������の証明
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Sが BV 方程式を満たすことを用いて計算する。まず、

��B �S��� �
�R �S

��i
��B�

i �
�RS

���i
��B
�L�

��i

�
�R �S

��i
��B�

i �
�RS

���j
��B�

i ��L�

��i��j

�
�RS

��i
�LS

���i
�
�RS

���j

�LS

���i

��L�

��i��j

�
�

�
fS� Sg� ����i��

�RS

���j

�RS

���i

��L�

��i��j
�������

である。ところが、�������の第二項は、Grassmann parityに気をつけて計算すると

����i��
�RS

���j

�RS

���i

��L�

��i��j
� ����i������i�j��

�RS

���i

�RS

���j

��L�

��j��i

� �����j��
�RS

���i

�RS

���j

��L�

��j��i

であるから、�である。つぎに ��B ln
Q
i d�iを計算する。�������より、

X
i

��B ln d�i �
X
i

�
��Bd�i

�
�d�i���

�
X
i

d

�
�LS

���i

�
�d�i���

�
X
i�j

�R
��j

�LS

���i
d�j �d�i���

�
X
i

�R
��i

�LS

���i
� ����i

��LS

��i���i

� �S �������

となる。�������の著しい特徴は、�Sの意味付けを与える点である。つまり、�Sは 積分
測度の変換に対する応答であるということを意味している。ここで、dは左からかかる演

算子であって、dA � d exp�lnA� � �d lnA� exp�lnA� � d lnA�Aより、d lnA � dA�A��

となることを用いた。なお、今は �iと d�iの Grassmann parityは等しいので、余分な

符号も出ない。

結局、�������、������� より、Sが BV 方程式の解であるなら、

��B

�
�S��� � ln

Y
i

d�i
�

� �S �
�

�
fS� Sg � � �������

となることがわかった。
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� ������� の証明

まず、量子的 BV 方程式 ������を anti
eld ��j で微分すると、

����i
��S

���j��
�
i

�S

��i
� ����i�j��

�S

���i

��S

��i���j
� ����i�

�

���j

��S

��i���i
� �

�������

となる。

BRST 変換の �乗を計算すると、互いの Grassmann parityに注意して、

���B�
i � ��B

�
�

���i
S

�����
L

�
�������

�
�R
��j

�S

���i
��B�

j �
�R
���j

�S

���i
��B
��

��j
�������

� ����ij
��S

��j���i

�S

���j
� ����i�j���

��S

���j��
�
i

�R
��k

��

��j
��B�

k �������

� ����ij
��S

��j���i

�S

���j
� ����i�j����kj

��S

���j��
�
i

���

��k��j
�S

���k
�������

� ����ij
��S

��j���i

�S

���j
� ����j��

��S

���i ��
�
j

���

��j��k
�S

���k
�������

となる�� 。この第一項を、�������を使って消去すると、

���B�
i � ����j��

��S

���i ��
�
j

�
�S

��j
�

���

��j��k
�S

���k

�
� ����j���

�

���i

��S

��j���j
�������

を得る。これを経路積分の中に入れてその意味を考えると、

���B�
i exp

�
�S

�

�
� �����j��

��S

���i ��
�
j

�

��j
exp

�
�S

�

�

� ����j��� exp

�
�S

�

�
����j�i���

�

��j
��S

���i ��
�
j

�������

� �����ij��
�

��j

�
��S

���i ��
�
j

exp

�
�S

�

��
�������

であるから、全微分となり、経路積分を取ると �になる。すなわち、D
���B�

i
E

� � �������

となるから、この意味で BRST 変換の nilpotencyが成立する。
�	 正確にはこれを Lagrangian submanifold に制限したものであるが、記号を簡単にするため略してある。以
下の計算も同様。
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�������により

��B
�Y

d�ie
�S
�

� ��B
�
e
�S�ln

Q
d�i
�

� ��B
�

�S � ln
Y

d�i
�Y

d�e
�S �������

� � �������

であって、経路積分の際、積分測度まで含めて BRST対称性が成り立つことが保証される。

このように BV 形式 は BRST 対称性を含んでいる。さらに BV 方程式を解いて得られる理

論は量子補正まで含めて対称性が成り立つことを保証するという点で、BRST 対称性の議論

よりも強力である。

すでに見たように pre	BRST 変換は nilpotentではなかった。しかし、�������は、経路積

分を取れば BRST 変換が nilpotent になることを示している。つまり、on	shell の状態、す

なわち運動方程式
� �S���

��
� �が満たされる状態に対しては nilpotent となる。そもそも pre	

BRST 変換�������が nilpotentにならなかったのは、�回変換をしたときに �S の部分が現
われないからである。しかし、以下で見るように作用が局所的な関数として書けている場合

は�S � � として差し支えない。そのため、通常の場の理論ではこのように定義した BRST

変換は o�	shellでも nilpotentである。

また、BV 形式は通常の BRST 量子化で扱えるものよりさらに一般的な系の量子化を議論

できる。例えば、ゲージ場が p	formであらわされるような理論の場合、ゲージ場には �p� ��	

formの redundancyがあるが、こうした reducibleな場合は ghostの ghostが必要になる。BV

形式はこのような場合にも適用できることが知られている ����。

ここで、BV 方程式に現れる�Sについてもう少し述べておく。
BV 方程式の解 Sが局所的な量でかけているとする。これは量子論的な補正まで含めた作

用であるから、アノマリーが存在しないことを意味している。すると、アノマリーに対する藤

川の方法により、アノマリーが存在しない場合には、対称性変換を行ったときに 積分測度か

ら生じる Jacobianは 適当な正則化を用いて �にすることができる。したがって、今、BRST

変換

�i �
 �i � ��B�
i � �i � 

�S

���i

�����
L

�������

を考えた場合、積分測度は、jj � �だからY
d�i �


�
� � ����i

��S

��i���i

�����
L

�Y
d�i

� �� � �S�
Y

d�i �������

�
 � �Y d�i �������

��



となる。つまり、作用が 局所的な量で書けている時、正則化により�Sを �にすることがで

きる。特に、古典作用を議論するときには 　BV 方程式は

fS� Sg � � �������

として構わないことがわかる。

����� Yang�Mills理論の場合

ここではこれまでに説明してきた BV 形式 の例として Yang	Mills 理論が古典 BV 方程式

の解になっていることを示す。すでに述べたように作用のうち、古典的な部分だけを考えて

いるので、満たすべき方程式は古典的なものである。

古典 BV 方程式は、

X
i

���j�
ij �S

��i
�S

���i
� � �������

である。ここで、��i は �iの anti
eldであって、

Ngh��
i� � Ngh��

�
i � � �� �������

である。いま、簡単のためにmatter の部分は考えないことにする。すると Lagrangian の中

に現れる 
eld は ゲージ場 Aa
��x�、ghost ca�x�、antighost ca�x�である。これらに対応する

anti
eld を以下のように導入する�� �
� �i

��i

�A �


� Aa
��x�

Ka
��x�

�A 
� ca�x�

La�x�

�A 
� ca�x�

Ba�x�

�A

� �

��

�A 
� �

��

�A 
� ��

�

�A�

ここで、二段目はそれぞれの場の ghost numberをあらわしている。これらの場を含む作用が

満たすべき古典 BV 方程式は、Z
d�x

�
�S

�Aa
��x�

�S

�Ka
��x�

� �S

�ca�x�

�S

�La�x�
� �S

�ca�x�

�S

�Ba�x�

�
� � �������

である。これはくりこみを議論する際に現れる Zinn	Justin方程式で、anti
eldは外場に相当

することが分かる。この方程式の解は BRST対称性をもっているから、作用の候補となりえ

�� 現れる状況が似ていて紛らわしいが、ここで用いている Ba�x�は前に述べた NL �eld とは別物である。

��



る。実際にこの解は、

S ��� ���

�
Z

d�x

��

�
F a
��

� � i��ca �D�c�
a � K�a �D�c�

a � �

�
gfabcLacbcc � �

��

�
Ba � ��Aa

�

�� �
�������

である。ここで、D�cとは �����で定義した共変微分である。

さて、anti
eld の自由度を消すためにこの作用を Lagrangian submanifoldに制限する。こ

こでは特に ���� � �ととると、anti
eldは

��i �
�����

��i
� �

となる。つまり、Ka
� � La � Ba � �。すると、作用は

S ��� �� � �� �
Z

d�x

��

�
F a
��

� � i��ca �D�c�
a � �

��

�
��Aa

�

���
�������

となる。これはゲージ固定した Lagrangian eL �����において LFPを部分積分し、NL 
eld Ba

について経路積分をとったものと等しく、それゆえ同一の理論を与えている�� 。ここでは

Lagrangian submanifoldを定める汎関数として非常に特殊なものを採用した。しかし、これ

までの議論から分かるようにこの汎関数は任意のものであってよい。

ここで、BV 形式 で求めた BRST 変換を計算し、それが通常の BRST 変換と一致してい

ることを示しておく。

������� より、BV 形式での BRST 変換は、�������を用いて

��BA
a
� �

�S

�Ka

�����
K�L�B��

� �D�c�
a �������

��Bc
a �

�S

�La

�����
K�L�B��

� ��

�
gfabccbcc �������

��Bc
a �

�S

�Ba

�����
K�L�B��

� � �

�
��Aa

� �������

である。�����で NL 
eldについて経路積分をすれば、Ba � � �

�
��Aa

�となることに注意すれ

ば、これは通常の BRST 変換に一致することがわかる。

�� 古典BV 方程式からは作用 Sの全体の規格化までは決まらないが、ここでは ��	��と一致するようにとった。

��



����� Cubic String Field Theoryの場合

次の例として、Witten の open string 
eld theory���� の作用が BV 方程式の解になってい

ることを確かめる�� 。

Wittenによって提唱された 開弦 の cubic string 
eld theory の作用は

S �
�

�
� �QB� �

�

�
� � �� � �� �������

で与えられる。�������では引数を省略したが、��X�� c� b�は 開弦 の string 
eld であって、

以下で用いる重要な性質は、開弦での ghostに対する境界条件によりこの引数の中に c�は含

まれず b�は含まれていて、ghost	antighostのその他のモードは対になっている、という点で

ある。

なお、この作用は

��� � QB� � � � �� � � � �������

という変換に対して不変となっている。

以後、添え字 Iで �X�� c� b�をラベルし、iはこのうち b�以外をラベルするものとする。さ

らに記号を簡単にするため ��X�� c� b� � �I と書くことにする。

さて、�Iに対して ghost number �� を割り当てることにする。するとこのとき、
�

��I

の

ghost number は �である。なぜなら、

�

��I
�J � �IJ �������

であるが、Ngh��IJ � � ��だからである。これは

�IJ �
Y
�

� �X� �X ���
Y
n���

� �cn � c�n�
Y
n ���

� �bn � b�n� � �b� � b���  b� � b��

�������

であって、n �� �の cn� bnの持つ ghost number は打ち消しあい、b�の ghost number が残る

ことからわかる。ただし、ここで I� Jに対応する変数をそれぞれ X�X �などと表した。

string 
eld �を b�について展開する。場 �i� �iを用いて�� 、

�I � �b��i � �i �������

�� 本論文では cubic string �eld theoryは用いないので、この理論の詳細や最近の不安定な D�brane 系に対す
る応用などは他の文献に譲る。また、string �eld の性質などは次章で述べる。
�� �� �にはもはや b	は含まれないので、添え字は iである。

��



と表すと、Ngh��i� � ��Ngh��i� � ��である。これらを用いると、string 
eldに関する微分は

�

��I

�
�

��i
� b�

�

��i
�������

と表せる。実際、

�

��I
�I� �

�
�

��i
� b�

�

��i

�
��b���i� � �i�� �������

� �b���ii� � b��
i
i� �������

� �ii� �b� � b��� �������

� �II� �������

となる。ここで、b�は Grassmannであるので、��b� � b��� � b� � b��であることを使った。

以下では �iを 
eld、�iを anti
eldと見なしたとき、作用 �������が BV方程式を満たすこ

とを確かめる。

今、

X
I

�
Z
DX�

Z
Dc

Z
Db �������

と略記すれば、

X
I

�S

��I

�S

��I
�
X
i

Z
db�

�
�S

��i
� b�

�S

��i

��

�������

� �
X
i

�S

��i

�S

��i
�������

となる。ここで、Ngh�S� � ��Ngh��i� � ��Ngh��i� � ��であるから、Sの �i� �iによる微分は

可換であることを用いた。この式を見ると、BV方程式

X
i

�S

��i

�S

��i
� � �������

は

X
I

�S

��I

�S

��I

� � �������

と等価であることがわかる。なお、�������からNgh�
P

I � � ��Ngh�
P

i� � �であることがわかる。

次にこの方程式のある解を求め、それが �������となっていることを示す。

そこで、解として

S��� �
�

�

X
I�J

�IQIJ�J �
�

�

X
I�J�K

VIJK�I�J�K �������

��



という ansatzをおく�	 。Q� V の ghost numberは Ngh��� � ���Ngh�S� � ��Ngh�
P

I � � �であ

ることに注意すれば、

Ngh�QIJ � � Ngh�VIJK� � � �������

であることがわかる。また、Q� V は添え字の cyclic な入れ替えに関して対称であり、それ以

外の並び替えに対しては反対称である。

�������より、

�S

��I
� QIJ�J � VIJK�J�K �������

であるからこれを BV 方程式 �������に代入すると、

�S

��I

�S

��I

� �QIJ�J � VIJK�J�K��

� QJIQIK�J�K � �QIJVIKL � QILVIJK� �J�K�L � VIJKVILM�J�K�L�M

� QJIQIK�J�K � �QJIVIKL�J�K�L � VJKIVILM�J�K�L�M

� �

となる。ここで、Q� V の添え字に関する対称性を使った。また、一見各項の ghost numberが

異なっているように見えるが重複している添え字に関しては和をとっているので両辺で ghost

number はつりあっている。

この方程式において �の各次数の係数を拾うと、対称性に注意して、

QJIQIK � � �������

QJIVIKL � QKIVILJ � QLIVIJK � � �������

VJKIVILM � VKLIVIJM � � �������

を得る。

次にこの方程式を満たすQ� V を求めよう。

係数QIJに対応して線形な演算子Qを、

QIJ�J � �Q��I �������

として定義する。すると、�������は任意の string 
eld �に関して

QIKQKJ�J � QIK�Q��K � �Q���I � � �������

�� 上で述べたように
P

I は 
でない ghost numberを持つので本来なら注意を喚起するために残しておくべき
だが、以下では記号を簡単にするため混乱が生じない限りは省略する。

��



を意味するから、Q� � �、すなわち演算子Qが nilpotent であることを要請している。そこ

で、Qとして 開弦の BRST 演算子 QB ����をとる。つまり、nilpotencyが満たされるために

は時空は ��次元でなくてはならない。ここで重要な点はこの方程式は明らかに相互作用 VIJK

とは独立であるということである。つまり、string 
eldに関して �次の項の係数 Qは相互作

用とは無関係に決まり、それは nilpotentでなくてはならないということを意味している。知

られている非自明なものの中でそのような演算子は ghost や BRST 演算子しかない。特に、

string 
eld の �次の部分として � �QB�を採用すると、後で見るようにこれは通常の場の理

論の作用の �次の部分を再現する。

一方、Qとして自明なもの、すなわち Q � �を採用した理論も知られていて、これは pre	

geometrical SFT と呼ばれている。この理論では、string 
eld が dynamical に期待値を持つ

ことで、�次の部分が現れる、と理解している。

次に相互作用を表す VIJKとして Witten によって提唱された中点型相互作用を採用する。

すなわち、図 ���の相互作用である。

I K

J

図 ���� open string の中点での �点相互作用

このとき、ここでは詳細は略すが、�������は BRST 変換が相互作用の一次まで nilpotent

であることと等価で、��次元でのみ満たされている。閉弦の場合のこの方程式については後

で述べる。

また vertex は自動的に �������を満たしている。このためには、それぞれの項が上の図の

過程を表していることに注意すればよい。

��



K L

MJ

I

図 ���� VJKIVILMの過程

L

K

I

M

J

図 ���� VKLIVIMJの過程

これより、

第一項 �図 ��� �������

第二項 � �VKLIVIMJ � �図 ��� � �第一項 �������

であって、ちょうど打ち消していることがわかる。

そこで、任意の �つの string 
eld ���に関して

VIJK�J�K � �� ���I �������

��



として�積を定義すれば、�������は

S �
�

�
� �QB� �

�

�
� � �� � �� �������

とまとめることができ、open string 
eld theory の作用を与える。

��



第�章 String Field の構成

弦の場の理論では、弦の第二量子化をする。通常の場の理論と量子力学の関係のように、そ

こに現れる位置や運動量などの演算子は第一量子化で得られたもの採用する。弦の場の理論

においては、例えば BRST 演算子が登場するが、これは弦の第一量子化で得られるものであ

る。この弦の第一量子化は、本質的に共形場の理論 �CFT�であるから、弦の場の理論は CFT

を一つ定めるとそれに対応して定まる。

この章では本論文で主として用いるCFT の convention ����と、string 
eld の性質につい

て述べる。

��� Conformal Field Theory

����� Primary Field	 Ghost	 BRST Operator

まず、z � exp�� � i��ととる。

第一量子化の文脈でのゲージ固定された弦の作用は、

S �
�

��

Z
d�z

�
�X��X� � bzz�c

z � bzz�c
z
�

�����

である。b � bzz� b � bzzなどと書く。

Xは時空中での弦の空間座標で、b� cは ghost である。エネルギー・運動量テンソルは、

T �z� � TX�z� � T gh�z� � anti holomorphic part� �����

TX�z� � � � �X��X� �� �����

T gh�z� �� ��b� c � ��� � bc � �����

である。ここで、� �は SL��� C � vacuumに対する normal orderingである。

エネルギー・運動量テンソルのmode 展開

T �z� �
X
n

Ln

zn��
� T �z� �

X
n

Ln

zn��
�����

��



により、Virasoro 演算子を定義する。ここで、L�� � L� � L�と書く。

共形次元が dであるような primary 
eld �のmode 展開は

��z� �
X
n

�n
zn�d

� �n �
Z dz

��i
zn�d����z� �����

である。

j�i を SL��� C � vacuum とすると、原点での regularity より

�nj�i � � n � �d � �

h�j�n � � n � d� �
�����

であるべきである。特に free boson i�X�� i�X�を考える。mode 展開は

i�X� �
X
n

��n
zn��

� i�X� �
X
n

��n
zn��

�����

であって、さらに

�yn � ��n �����

である。これらの間に交換関係として

���n� �
�
m� � ���n� �

�
m� � ng���n��m ������

を設定する。すると、�����より

�nj�i � �nj�i � � n � � ������

h�j�n � h�j�n � � n � � ������

が成り立つ。��� � ��� � �p�に対して j�� pi なる stateを、�p�j�� pi � p�j�� piとして定義する。
このとき、

��nj�� pi � ��nj�� pi � � n � �

h�� pj��n � h�� pj��n � � n � �
������

となる。

次に ghost c antighost bについて考える� 。conformal weightはそれぞれ、���� ��� �����で

ある。mode展開は、

c�z� �
X
n

cn
zn��

� c �z� �
X
n

cn
zn��

������

b�z� �
X
n

bn
zn��

� b �z� �
X
n

bn
zn��

������

� これまでは cを ghost、cを antighostとしてきたが、この節以降では cを ghost、bを antighostとする。

��



であって、Hermite 共役は

cyn � c�n� byn � b�n ������

である。交換関係は

fbm� cng � fbm� cng � �m��n

をとる。すると、�����より、��� bnj�� pi � bnj�� pi � � n � ��

h�� pjbn � h�� pjbn � � n � �
������

および ��� cnj�� pi � cnj�� pi � � n � �

h�� pjcn � h�� pjcn � � n � ��
������

である。ここで、著しい特徴は、c��� c�� c�は j�� pi� h�� pjのどちらも消さず、b��� b�� b�はどち
らも消すことである。OPE は、

b�z��c�z�� � �

z��
� z�� � z� � z� ������

である。

ここで、後の便宜のため、c�� � b
�
� を

c�� �
�

�
�c� � c�� � b�� � b� � b� ������

と定義しておく。すると、交換関係は、

n
c�� � b

�
�

o
� ��

n
c�� � b

�
�

o
� � ������

である。

ここでエネルギー・運動量テンソルの OPEを書いておくと、 ��次元の場合 central charge

が消えることに注意して、

T �z�T �w� � �

�z � w��
T �w� �

�

z � w
�T �w� � � � � ������

である。

SL��� C � vacuum j�� pi の ghost numberが �であるように ghost number operator G を

G � � �

�
�

�
�c�b� � b�c�� �

�X
n��

�c�nbn � b�ncn� � anti holo� part

�
������

��



と定義する。すると、明らかに Gj�� pi � �である。

SL��� C � vacuumに ghost をかけると、次に �つの Fock vacuum を得る�

j ��� pi � c�c�j�� pi� ������

j ��� pi � c�� j ��� pi� ������

j ��� pi � c�� j ��� pi� ������

j ��� pi � c�� c
�
� j ��� pi� ������

これらは cn� bn �n � ��をかけると �になる。

この系においては BRST 変換は

�BX
� � i

�
c� � c�

�
X�� ������

�Bb � i
�
TX � T gh

�
� �Bb � i

�
T
X

� T
gh
�

������

�Bc � i
�
c� � c�

�
c �Bc � i

�
c� � c�

�
c ������

である。対応する Noether current の正則な部分は、

jB � cTX �
�

�
� cT gh � �

�

�
��c ������

である。これから、BRST charge を作ると、

QB �
�

��i

I �
dzjB � dzjB

�
������

�
�X

n���

cnL
X
�n �

�X
m�n���

m� n

�
�
� cmcnb�m�n

�
��c� � anti holo� part

������

となる。OPE を使って計算すると、BRST charge との交換関係として、

�QB� X
��z�� � c�z��X��z�� ������

fQB� c�z�g � c�z��c�z�� ������

fQB� b�z�g � T �z� ������

を得る。これは上の BRST 変換を再現する。特に、次元を ��次元とすると、

fQB� QBg � � ������

が成り立つ。
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����� Hermite 共役、 BPZ 共役と内積

次に Hermite conjugate と BPZ conjugate を定義する。まず、内積の規格化を

h�� pjc��c��c�� c�� c�c�j�� p�i � ����d�d�p� p�� ������

ととる。今の場合は d � ��である。Ai を �n� cn� bn、cを定数として、状態
Q
Aij�� picの

Hermite 共役を �
nY
i��

Aij�� pic
�y

� ch�� pj
nY
i��

Ay
n�i�� ������

と定義する。Aiの積の順序が反対になっていることに注意せよ。以下、状態 jAiの Hermite共

役を、hAhcjと書くことにする。このとき、二つの状態 jAi� jBiの間の内積 hAhcjBiは antilinear

である。Hermite 共役を用いた A�Bの内積を

�A�B� � hAhcjBi ������

定義すると、������より、�A�B�y � ��B�A�である。これは、�c��c��c
�
� c

�
� c�c��

y � �c��c��c�� c�� c�c�
であることから従う。Uをある演算子とするとき、U の Hermite 共役を �UA�B� � �A�U yB�

と定義する。特に、BRST 演算子は Hermiteであるので �QBA�B� � �A�QBB�である。

次に BPZ 共役を定義する。Iで写像 z �
 �

z
を表す。このとき、A を演算子とすると、こ

れを z平面の原点において作った状態 jAi � A���j�iの BPZ 共役を

hAj � h�jI � A��� ������

と定義する。例えば、共形次元 �d� ��の場�のmode展開の BPZ共役は、これを �Tと書くと、

�Tn �
Z dz�

��i
z�n�d�����z�� � ����d��n ������

となる。この BPZ 共役を用いて、状態 c
Q
Aij�iの BPZ 共役を�

c
nY
i��

Aij�i
�T

� h�jc
nY
i��

AT
i ������

と定義する。特に、X�の共形次元は ��� ��であるから、�p�T � ��p�である。つまり、�j�� pi�T �

h���pjとなる。つぎに ghost cの共形次元は ���� ��であるから、上で定義した Fock vacuum

の BPZ 共役は、

h��� pj � h���pjc��c��� ������

h��� pj � �h���pjc�� c��c��� ������

h��� pj � �h���pjc�� c��c��� ������

h��� pj � h���pjc�� c��c�� ������

��



となる。BPZ 共役を用いた内積を、

hA�Bi � hAjc�� jBi ������

と定義する。

次に conjugate stateを定義する。rでラベルされる状態 j�riに対して、conjugate state h�c
rj

を

h�c
rj�si � �rs ������

で定義する。これは j�riの双対空間であるから完全であるとする。これは上で導入した Hermite

共役とも、 BPZ 共役とも異なることに注意せよ。������より、

h�cj � �����dh�� pjc��c��c�� c�� c�c� ������

であると分かる。この BPZ 共役をとると、

j�ci � �����dc��c��c
�
� c

�
� c�c� ������

であって、h�j�ci � �となっている。この h�cj を用いて、一般の状態 j�iの conjugate state

および BPZ 共役は an �
�q
jnj

�nとして

j�si � �c�n� � � � c�ni�
�
b�m� � � � b�mj

�
�a�p� � � �a�pk� j�i� ������

h�c
sj � h�cj �apk � � �ap��

�
cmj

� � � cm�

�
�bni � � � bn�� � ������

h�sj � ����i�jh�j �cn� � � � cni�
�
bm� � � � bmj

�
�ap� � � �apk� � ������

j�c
si � ����k�j �a�pk � � �a�p��

�
c�mj

� � � c�m�

�
�b�ni � � � b�n�� j�ci ������

となる。すると、h�rj�c
si � �����r�rs であることがわかる。

完全性より、

� �
X
r

j�rih�c
rj �

X
r

j�c
rih�rj�����r ������

である。すると、hAjBi � ����ABhBjAiが成り立つ。それは、hAj �
X
s

ash�c
sj� jBi �

X
s

j�sibs
とすると、hAjBi �

X
s

asbsであって、一方、hBjAi �
X
s

asbs�����a�s��b�s� であることから

従う。

��



����� Re
ector

次に re�ector を定義する。それは

hR��j �
X
r

�h�rj �h�c
rj ������

である� 。この re�ector は、jAi� �
X
s

asj�si �
X
s

acsj�c
siに気をつけると、

hR��jAi� �
X
r

�h�rjas � �hAj� hR��jAi� �
X
r

����rs �h�c
rjacs����r � �hAj

������

と作用することが分かる。これより、 re�ector は添え字について対称だとわかる。つまり、

hR��j � hR��j。これを一般化した関係式がある。今、PNgh��s��G j�si�j�c
si� に完全系をはさむ

と、������より、ghost numberが �ずれている状態が �でない内積を持つことに注意して、

X
Ngh��s��G

j�si�j�c
si� �

X
Ngh��s��G

X
p�q

����pj�c
pi�h�pj�sij�qi�h�c

qj�c
si ������

�
X

Ngh��s��G

X
Ngh ��p�	
�G

Ngh ��q �	
�G

����p����pqj�qi�j�c
pi�h�pj�sih�c

qj�c
si

������

�
X

Ngh��p�	
�G

Ngh��q �	
�G

X
s

����pj�qi�j�c
pi�h�pj�sih�c

sj�c
qi ������

�
X

Ngh��q��
�G

X
p

j�qi�����pj�c
pi�h�pj�c

qi ������

�
X

Ngh��q��
�G

j�qi�j�c
qi� ������

を得る。ここで、pと sが同じ統計性を持つこと、および、����sqh�c
qj�c

si � h�c
sj�c

qi である
こと、および ghost number の和が �にならない状態同士の内積は �になることを用いた。こ

れより、次の性質

X
Ngh��s��G

j�si�j�si� �
X

Ngh��s��
�G

j�si�j�c
si� ������

X
Ngh��s��G

�h�sj �h�sj �
X

Ngh��s��
�G
�h�sj �h�c

sj ������

が示せた。一つ目の式の左辺の j�si�の ghost number は G で、j�c
si� の ghost number は

��G、右辺では、j�si� の ghost numberは ��G、j�c
si� の ghost numberは �� ���G� � G

となり、両辺で一致している。
� これを hR��� ��jと書くこともある。

��



������より、re�ector に関して次の関係

hR��j
�
��
n � ��

�n

�
� �� ������

hR��j
�
c�n � c��n

�
� �� ������

hR��j
�
b�n � b��n

�
� �� ������

hR��j
�
Q�
B � Q�

B

�
� � ������

が成り立つことは明らかである。これを接続の条件と呼ぶ。特に、�番目の式は、BRST 対

称性の要請と関係している。これまでに導入した内積はこの re�ector を使って

hAjBi � hR��jAi�jBi�� ������

hA�Bi � hR��jAi�c����� jBi� ������

と表せる。この表示を用いると、

hA�Bi � hR��jAi�c����� jBi� ������

� ����A�B���hR��jc����� jBi�jAi� ������

� �����A�B���hR��jc����� jBi�jAi� ������

� �����A����B���hR��jBi�c����� jAi� ������

� �����A����B���hB�Ai ������

������

がわかる。また、証明は略すが、A�Bが b�� � L
�
� で消されるとき、

hQBA�Bi � ����AhA�QBBi ������

が成り立つ。

上で述べた bra の re�ector と同様に ket re�ector jR��iを
jR��i �

X
s

j�si�j�c
si� ������

と定義する。これに関しても ������より、添え字の入れ替えに関しての対称性 jR��i � jR��i
が成り立つ。

上で導入した二つの re�ector をかけると、

hRijjRjki �
X
r�s

ih�rj jh�c
rj�sijj�c

sik ������

�
X
s

ih�sj � j�c
sik ������

�
X
s

����sj�c
sik � ih�sj ������

��



を得る。これはほとんど � ������で、Hilbert 空間を取り替える働きをする。すなわち、

hRijjRjkijAii � jAik ������

である。hR��jと同様に次の関係 �
�����
n � �

����
�n

�
jR��i � �� �������

c�n � c��n
�
jR��i � �� �������

b�n � b��n
�
jR��i � �� �������

Q�
B � Q�

B

�
jR��i � � ������

が成り立つ。

つぎに projector Piを定義しておく。閉弦の場合、正則なモードと反正則なモードが同数

励起していなくてはならないという level matching 条件がある。そこで、任意の状態からこ

の条件に従う部分を切り出す projector を、

Pi �
Z d�

��
e
i�

�
Li��L

i

�

�
������

で定義する。この projector を用いて、�つきの re�ector を

jR�
��i � P�P�jR��i ������

と定義する� 。BRST 演算子は L�� L�と可換であるから、この re�ector は 前述の re�ector

と同様に、 �
Q�
B � Q�

B

�
jR�

��i � � ������

を満たす。

ついでにeつきの状態および re�ector を、

je�si � b�� j�c
si� ������

j eR��i � b
����
� jR��i � b

����
� jR��i ������

�
X
s

b
����
� j�si�j�c

si� �
X
s

����sj�si�je�si� ������

と定義する� 。この新しい re�ector は、そのままでは �Q�
B � Q�

B�では消えないが、これから
�つきの re�ector を作ると、fQB� b

�
�g � L�� および PL�� � �に注意すると、により、�を与え

� 実際には L�
	
jri� � 
なら、L�

	
jc

ri� � 
であるから、 projectorは一つでよい。
� 等号は

�
b�n � b�

�n

�
jR��i � 
より従う。

��



ることがわかる。つまり、

j eR�
��i � P�P�j eR��i ������

とすると、 �
Q�
B � Q�

B

�
j eR�

��i � � ������

である。

このeつきの状態に関して、次の恒等式が成り立つ�X
G��s��G

f�G�j�si�Oje�si� � � X
G��s��	�G

f�G�je�si�Oj�si�� ������

ここで、f�G�は ghost number の任意の関数で、Oは任意の演算子である。これを示すため

には、次の事実を使う。それは、aを定数として、j�si � ac�� j�s�i かつ b�� j�s�i � � のとき、

j�c
si �

�

a
����s

�je�s�iである、というものである。これは conjugate state の節で与えた一般的

な対応から、ある j�i に対して j�c
si � b�� j�iであることから従う。この状態に関して和をと

るものとすると、上の式の左辺は、������をつかって、X
G��s��G

f�G�j�si�Oje�si� �
X

G��s��
�G

f�G������O���sOb
����
� j�si�j�c

si� ������

�
X

G��s��
�G

f�G������O���sOb
����
� j�si�j�c

si� ������

�
X

G��s��
�G

f�G������O���sOb
����
� c

����
� j�s�i�j�c

si�
������

�
X

G��s� ��	�G

f�G������O����s
�����s�Oj�s�i�je�s�i�

�������

� � X
G��s��	�G

f�G�je�s�i�Oj�s�i� �������

を得る。

ここで re�ector を、生成消滅演算子で表したものを与えておく。これは次章でわかるが、

BRST 変換の nilpotency を手掛りに弦の貼り付けを決める際に重要である。上で述べた、

�� c� bと re�ector の関係式を満たすように作ると、re�ector は、

hR��j �
Z dp

����d �h ��� pj �h ��� pj expE��

�
c
����
� � c

����
�

� �
c
����
� � c

����
�

�
�

�������

E�� �
X
n	�

�

n

�
��
n � ��

n � c�nb
�
n � b�nc

�
n

�
� anti holo� part �������

である。後に見るようにこれは弦の向きを変える操作に対応している。

��



��� String Field

次に string 
eldについて述べる。

前節で CFT から作られるHilbert 空間の基底 fj�sigを考えたが、string 
eld はこれらの

重ねあわせであって、

j�i �
X
s

j�si�s �������

と書けるものである。ここで、�sは後にターゲット空間中の場と同定されるものである。し

かし、まだこの段階では �sは一般の複素場である。

閉弦の場であるから、 level matching 条件を満たすものとする。すなわち、�
L� � L�

�
j�i � � �������

である。また、physical な部分をうまく切り出すために、�
b� � b�

�
j�i � � �������

も要請する。すると、string 
eldは、すでに導入した Fock vacuumに関して、

j�i � j�s� ��i�s � j�s� ��i e�s �������

と展開できる。

次に、作用に入る string 
eld j�iの ghost number は �であるとする。それゆえ、j�i の
Grassmann parityは even である。

今、 string 
eld に現れる場 �sは一般の複素場であるが、これは例えば、タキオンは実ス

カラー場であることを考えると、自由度が大きすぎる。そこで、 realityという条件を課して

Hilbert 空間を半分に制限する。それは、

�j�i�y � h�hcj � �h�j �������

である。これは時空の場に対する条件に書き換えると意味がわかる。今、 string 
eld 中には、

タキオンが

jT i �
Z dp

����d
��p�c�c�j�� pi �������

の形で入っているとして全体の規格化を決めると、これの Hermite 共役と BPZ 共役は、そ

れぞれ

hThcj �
Z dp

����d
���p�h�� pjc��c��� �������

hT j �
Z dp

����d
��p�h���pjc��c�� �������

��



であるから、 reality の条件は、

���p� � ���p� �������

となる。

��



第�章 京風閉弦の場の理論

現在 open string 
eld theoryとして知られているものにはいわゆるHIKKOによって提唱され

たものとWittenによるものと �通りある。closed string 
eld theoryには、HIKKOによるも

のと、Witten の open string 
eld theory を closed string に拡張した non	polynomial closed

string 
eld theoryがある。

この章では最初に点粒子を例に、 BRST 演算子を用いた作用を与え、次にそれから類推し

て自由な string の actionを作り、その後相互作用の入った理論を考える。HIKKO model の

要点を述べた後、non	polynomial closed string 
eld theoryの構造を述べる。最後に、HIKKO

模型の string length parameter � の問題を取り除いた covariantized light	cone SFTを紹介す

る� 。

��� 点粒子の場合

一般に SFT の作用の kinetic termは BRST 演算子を用いて表される。この表示では理論

の対称性が見やすくなるという利点がある。これは一見通常の場の理論と異なるように見え

るが、実は等価であるということを点粒子を例にとって示す ����。

ここでは、 d次元の scalar 粒子 �で、�体の相互作用をするものを考える。つまり、� を

記述する作用は、

S �
Z

ddx
�

�

�
����m���� g��

�
�����

である。

Grassmann odd な parameter c 及び、場 � を導入して、

��x� c� � ��x� � c��x� �����

と書くことにする。Grassmann parity は、j�j � j�j � �� jcj � j�j � �である。この � に対

� この章の題字の中の�風�という言葉は、似非という印象を与えるという主張もあるが、ここでは簡単のた
め、深入りしない ����。

��



して BRST 変換 ��Bを

��B� �
�

�
c���m��� � QB� �����

と定義する。�� �で書くと、

��B� � � �����

��B� �
�

�

�
��m�

�
� �����

であって、e��x� c� � ��x��c�とすると、
e�c �
�c

� � ��� c�� � c �
�c

�� � c�� � �c� �����

となっている。すると、作用 ����� の kinetic termは、これを S� として

S� �
Z

ddx dc ��B

�e�c �
�c

�

�
�
Z

ddx dc e� �
c
�

�c
� QB

	
� �����

と書けることがわかる。ただし、Z
ddx dc

�
QB

e��� � �
Z

ddx dc e�QB� �����

を使った。

次に、�体の相互作用を含めるために、BRST 変換を �B � ��B � ��Bに拡張する。iで �xi� ci�

を表すことにすると、�点 vertex

V ��� �� �� � ��x� � x����x� � x��c�c�c� �����

を用いて、��Bを

��B���� � g
Z

d� d� ���� ����V ��� �� e�� � �c����x�� ������

と定義する。�� � で書けば、

��B� � � ������

��B� � ��� ������

となる。ここで、

��B

�e�c �
�c

�

�
�
�
��B
e�� c �

�c
� � e�c �

�c
��B� ������

� g
Z

d� d���������V ��� �� ��c
�

�c
���� � e����c

�

�c
g
Z

d� d���������V ��� �� e��

������

��



であって、�行目の第一項は V のなかの c�と微分演算子の前の cにより消える。よって、

��B

�e�c �
�c

�

�
��� � e����c

�

�c
g
Z

d� d���������V ��� �� e�� ������

� �g
Z

d� d� e������������V ��� �� �� 　 ������

� �c�g���x�� ������

となるので、相互作用項 S�は

S� �
Z

ddx dc ��B

�e�c �
�c

�

�
� �g

Z
d� d� d� ������������V ��� �� ��

������

と書ける。結局、作用 �����は

S � S� � S� �
Z

ddx dc �B

�e�c �
�c

�

�
������

と表すことができる。なお、ここで定義した BRST 演算子について ��B � �が成り立つのは

容易にわかる。

��� Free Case

まず手始めに相互作用のない、自由な弦の場の理論を考える ��� ���。前節の点粒子の例よ

り、ket 表示の string 
eld は physical な部分 � unphysical な部分 � ghost zero mode であ

ると推測できる。開弦の場合は ghost	antighostは一組なのでこれは正しい。一方閉弦の場合

は二組あるので、多少事情がことなり、以下で説明するように入れ子構造になっている。こ

こでの記号などは ����を参考にした。

すでに考えたように、運動項のみの作用は、BRST charge QBを用いて、

S� � � �QB� �
Z

dxh��x�jQBb
�
� j��x�i ������

である� 。j��x�iは、前章で述べたように、

j��x�i � c��
�
j��x�i� c�� j�i

�
�
�
j��x�i� c�� j��x�i

�
������

と展開できる。この作用は次のゲージ不変性を持っている。

�j��x�i � QBj�i ������

� ここでは string �eld の汎関数表示を用いる。詳しくは次節で述べる。

��



実際、QBの nilpotency、fQB� b�z�g � T �z�より fQB� b
�
� g �

�
L� � L�

�
であること、さらに

level matching の条件から h�j
�
L� � L�

�
� �となることに注意すれば、

�S� �
Z

dx
h
h�jQ�

Bb
�
� j�i� h�jQBb

�
� QBj�i

i
������

�
Z

dxh�j
�
L� � L�

�
QBj�i � � ������

である。

ここで、この自由な作用の表す理論を明確にするために弦の場を展開して、作用を書きか

えてみる。S�での内積で b�� が入っているから ������の第二項は寄与しないので、第一項のみ

を書く。すると、level matching 条件を考慮して、

j��x�i � ic��
hn

���x�j�i� �h���x�������
�
���

��j�i� A���x�������
�
���

����j�i
� �i �D�x��c��b���

����j�i � �S�x��c��b���
����j�i� � � �

o
������

�ic��
n
�b��x� �b���

�
���

���� j�i� e��x��b���
�
���

����j�i� � � �
oi

������

となる。ただし、ここで、j�iは Fock vacuumで、

�ab����� � �p
�

�ab � ab�� �ab����� � �p
�

�ab� ab� ������

と定義した。

また、ゲージ変換に現れた j�iの展開を、

j�i � �
n
i��b���

�
���

����j�i � i���x��b���
�
���

����j�i� � � �
o
� c�

np
���x�b��b��j�i � � �

o
������

と書いておく。

上の弦の場の展開を作用 ������に代入すると、BRST charge の生成消滅演算子での表示を

用いて、

S� � � �QB� ������

�
Z

dx
�

�

�
� �� � ��� �

�

�
�h����h�� �

�

�
A���A

�� � �

�
�D� �D �

�

�
S�S

������

��

�

�
b�� � e��

�
� b�

�
���h�� � �� �D

�
� e� ���A�� � ��S� � � � �

�
������

となる。これから、第一項の �の質量の �乗は��であるから、�はタキオンであることがわ

かる。ただし、ここでは場について �次の部分しか計算していないのでタキオンのポテンシャ

ルはわからない。

��



ゲージ変換を成分で書いておくと、

��h�� � ����x� � ����x� ������

� �D�x� � � � �x� ������

�b��x� � ���x� ������

�A���x� � �����x�� �����x� ������

�S�x� � � � � � ��x� ������

�e��x� � ����x� � ����x� ������

などとなる。ここで、作用 ������の中で、b� cは運動項がないため容易に経路積分することが

できる。さらに

�h�� � h�� � ���D ������

�D � D �
�

�
h�� ������

と変数変換すると作用 ������は

S� �
Z

d�
x
�

�

�
��� � ���� �

���

�p�gR�
�

�
�

��
F���F

��� � �D�D � � � �
�

������

となる。この時、時空が ��次元であることを用いた。つまり、� � ���� ����である。

ここで、

F��� � ��A�� � ��A�� � ��A�� ������

g�� � ��� � �h�� ������

である。F���は反対称テンソルである。上のように計量をとるとき、�
p�gR��は、

p�gRの
�次の部分、つまり、

� �

���
�
p�gR�� �

�

�
h�� ��h� � ����

�h�� � �����h
�
� � ����h

�
�� ������

である。これはEinstein actionの �次の部分を与えるから、�階の対称テンソル h��は graviton

と同定できる。タキオンの場合と同様、ここでは場について �次までしか考えていないので、

相互作用を含んでいないので、 graviton の高次の項は出てこず、この部分しか現れないのは

当然である。さて、このとき、あらたに取り替えた場に関するゲージ変換は、先ほどの変換

��



から、

�h�� � ��� � ��� ������

�A�� � ���� � ���� ������

� � � ������

�D � � ������

となることが容易にわかる。

上の ������を得る際に、b� cについては経路積分をとった。この b� cは ������の第二項、������

の第一項の c�� c
�
� に比例する項から来ていることがわかる。つまり、������において physical

な場は、第一項の c�� j��x�iに含まれているものであることが分かる。また、������において、

F���� Dの質量項は現れず、それゆえmassless であることがわかる。

��� HIKKO model

弦の第一量子化が得られた後、����年に弦の場の理論が提案された ����。これは light	cone

gauge で書かれていたため、現在では light	cone gauge SFT と呼ばれている。しかし、理論

の対称性を調べるためには covariant な形式を知る必要がある。

����年になって、前節で述べた自由な弦の場の理論が提唱された ��� ���。その後、����

年にこの作用に相互作用を付け加えた、Lorentz covariant な理論が �種類提唱された。一つ

は HIKKO model ��� �� �� �� ���で、もう一つはWitten����によるものである。前者は相

互作用として light	cone gauge SFT と同じ splitting joiningを採用し、開弦と閉弦の �種類

がある。後者は midpoint interaction を用いていて、開弦 の場合が提唱された。後に closed

string の場合にも拡張された。

この節では HIKKO modelについて述べる。上で触れたように、HIKKO は先行していた

light	cone gauge SFTの共変な形式への拡張というべきものである。それゆえ HIKKO model

での vertex は light	cone gauge SFT のものと似ている。しかし、light	cone gauge SFTでは

stringの light	cone方向の運動量 p�を特別扱いしていたのに対し、共変な HIKKO modelで

はそうした特別扱いは許されない。そのため、p� と似た役割をする string length parameter

� を導入する必要がある。

��



����� String Field

前章では string 
eld の bra、ket での表示を述べた。ここでは HIKKO modelでしばしば

使われる汎関数での表示についてまとめておく。汎関数表示を用いると、式を簡潔に書くこ

とができるので便利である。また、この節で用いる notationは前章と若干異なるのでここで

まとめておく� 。

まず、Target space での弦の位置は、X���� によってあらわされる。第一量子化の場合と

異なり、world sheetを target spaceに写像しているわけではないので、world sheet 上の時間

変数は含まれず、 stringを parametrize する � ��� � � � ��のみを引数とすることが重要

である。この他に閉弦の場の理論には、ゲージ固定に必要な ghost c���� b���がある。それゆ

え、閉弦の string 
eld �の引数は、X� c� b であるが、開弦の場合と異なり、ghost c の zero

modeが残る。そこで、開弦での知識を生かすために、c� は運動量表示を用いて、

�
h
X�� c� b ��c � �

i
������

とする。ここで cは zero mode 以外の部分である。また、c� � �i �

���c
と理解する。このと

き、mode 展開は、前章の第一量子化の場合とほとんど同じで、� � �としたものに等しい。

ここでは、� � � � ��の周期性に注意して、

X���� � x� �
i

�

X
n���

�

n

�
��ne

�in	 � ��ne
in	
�

������

c��� �
�

�

�X
n���

�
�cne�in	 � cne

in	
�

������

b��� �
�

�

�X
n���

�
bne

�in	 � bne
in	
�

������

とする。ここで、

��� � ��� �
�

�
p�� ������

c� �
�

�b�
�

i

�

�

���c
� c� �

�

�b�
� i

�

�

���c
������

b� �
�

�
b� � i��c � b� �

�

�
b� � i��c ������

� しかし、原論文のものとも変えてある。
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である。ただし、b� � b�である。また、X� c� b はそれぞれ Hermite 、つまり、

��y�n � ��n� ��y�n � ��n� ������

c�y�n � c�n� c�y�n � c�n� ������

b�y�n � b�n� b
�y

�n � b
�

n ������

であるとする。さらにこれらに関して、交換関係を

���n� �
�
m� � n�n��m�

�� ������

fcn� bmg � �n��m ������

を設定する。これ以外に関しては �である。

こうすると、zero mode以外の寄与は braと ketで書くことができる。string 
eldを、ghost

zero modeに関して展開して、

�����x� b�� �
�
c � ��

E
� �b�j��x� ��i� j��x� ��i� b��

�
c j��x� ��i� i��c j��x� ��i

������

と書ける。 自由な弦の場合で見たように、物理的な自由度は antighostが一つだけかかって

いる部分、すなわち j�iからくるので、この部分の ghost number を �と定義する。つまり、

j�i の ghost number は ��と定まり、�� �� �の ghost number も��� �� �と決まる。

今、Zで �X�� c� b ��c � ��を表すものとし、zで Z のうち、 �x�� b� �
�
c � �� 以外の部分、つま

り zero mode 以外を表すとする。すると、bra、ket 表示と汎関数表示は

��Z� � hzj�i ������

�y�Z� � h�jzi ������

で結びついている。上で、j�iは ghost number ��を持つと述べた。zの中には同数の ghost、

antighost が含まれているので、ghost number は � である。すなわち、汎関数表示 ��Z� の

ghost number は ��である。

汎関数表示で書いた場合、次に述べる vertex を見通しよく書くことができる。また、

dZ� � dx�db�d�
����
c

d�

��
�

�Y
n	�

dxndCndCndBndBn ������

である。ここで、Bn� Cnは b���� c���の Fourier 変換である。
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����� 作用

ここで、相互作用を含む、閉弦の作用を与えておく。積などについてはこれから定義する。

開弦の理論では、正しい �体相互作用の振幅を与えるためには string 
eldについて �次だ

けでは不十分で、�次の項を必要であった ��� ���。

しかし、閉弦の理論の場合は、�次までで十分である。そしてその作用は、

S � � �QB� �
�

�
g�� ������

である。この作用は、ゲージ変換

�� � QB� � �g� � � ������

で不変である。

以下で、ここで用いられている積や演算子を具体的に構成する。

����� BRST 対称性および Vertex

この節では、まず、BRST 変換を考え、その nilpotencyの条件から vertex の満たすべき方

程式を導き、その解を見つける。

前章で述べた string 
eld の reality の条件は汎関数表示で書けば、

�y�Z� � �� eZ� ������

である。ただし、eZ � �X������c����� b���� ��c ����である。string lengthも符号を変える

点が重要である。これを bra、ket を使って書くと、Hermite 共役として書くことができて、

h����j �
Z

d� hR��� ��j j����i ������

と定義される。ここで、iで �xi� b
i

�� �
��i�
c � �i�を表すことにし、積分の測度は d� � dx�db�d�

����
c

d��

��
である。hR��� ��jは re�ector で、生成消滅演算子を用いて、

hR��� ��j � ��x� � x�� ���
����
c � �����c � ��b�� � b��������� � ���

�
��
h �j exp

�
�

�X
n��

�
�

n
��

n � ��

n � c�nb
�

n � b�nc
�

n � anti	holo� part
�	

������

と書かれる。
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この定義を理解するために、例えば
�

m
���
m �m � ��に re�ector がどのように働くかを見

てみる。今、 anti	holomorphi partは考えなくてよいから、contraction の組み合わせの数を

考えて、

�
h �j

�
h �j exp

�
�

�X
n��

�
�

n
��

n � ��

n � c�nb
�

n � b�nc
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n �
�
�� c� b

��	 �

m
���
m ������

�
�
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�
h �jX

N��
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�

n
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n
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�

�X
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�
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�

n � b�nc
�

n �
�
�� c� b

��	
������

�
�

m �
h �j

�
h �jX

N��

����N

�N � ���

�X
n

�

n
��

n � ��

n

�N��X
n

�

n
n�n��m�

��
n

� exp

�
�

�X
n��

�
c�nb

�

n � b�nc
�

n �
�
�� c� b

��	
������

�
�
h �j

�
h �j exp

�
�X

n

�
�

n
��

n � ��

n � c�nb
�

n � b�nc
�

n �
�
�� c� b

��	 �

�m���
�m ������

を得る。つまり、
X
n

�

n
���
n e�in	 に作用させると、

X
n

�

�n�
��
�ne

�in	 �
X
n

�

n
���
n ein	 �

X
n

�

n
���
n e�in��	� ������

となるから、

hR��� ��jX����� � hR��� ��jX������ ������

が成り立つ。一方、ghostに関しては反交換関係を設定しているので、bに作用させた場合は

������の中の符号と打ち消しあい、Xと同様の関係式が成り立つが、cに作用させた場合は打

ち消さず、符号を変える。��c � � に関しては �関数に注目して、

hR��� ��jc���� � hR��� ��j � c����� ������

hR��� ��jb���� � hR��� ��jb����� ������

hR��� ��j�� � hR��� ��j����� ������

hR��� ��j�����c � hR��� ��j�����c ������

である。このように re�ector は bra を ket に変えるとともに � の向きを変える。

この中には �関数が含まれているので、

hR��� ��j
�
X� �X�

�
� � ������

��



が成り立つ。なお、ghost の部分に対しても同様の関係式が成り立つ。

BRST charge は、

LX
n �

�

�

�X
m���

� �m � ��m �� ������

LFP
n �

�X
m���

�n � m� � bn�mcm �� ������

QB � ��
�X

n���

� c�n

�
LX
n �

�

�
LFP
n � �n��

�
� �anti holo� ������

�
�

�b�
L � b�M � i

�

���c
�L� L�� �i��c

�
M �M

�
� eQB� ������

L � ��L � L�� L � �
�
LX
� � LFP

�

�
� �� ������

M� �
X
n	�

�nc�ncn� M� � M�� ������

M � M� � M� ������

で与えられる。ここで、便宜のために前章で述べたものと係数を変えた。これは正則な部分

と反正則な部分との和になっているので、開弦の場合の BRST 演算子を二つ足したものと解

釈できる。開弦の場合は ��次元で nilpotentであることが分かっていて、なおかつ正則な部

分と反正則な部分は反交換するので、��次元とするとQ�
B � �が従う。また、明らかに BRST

演算子 QB は ghost number � を持つ。

次に �点の vertex を考える。まず、自由な弦の作用は

S � � �QB� ������

であった。この作用は、�� � QB�で不変であった。そこで、点粒子の場合と同様に、BRST

変換を、結合定数 gについて �次と �次の部分に分けて、�B � ��B � ��B と書き、その �に対

する作用を、

��B��Z� � QB��Z�� ��Bj����i � QBj����i� ������

��B��Z� � �� � ���Z�� ��Bj����i � j�� � �����i ������

と定義する。ただし、

�� ����Z�� �
Z

dZ� dZ� ��Z����Z��V �Z�� Z�� eZ�� ������

j�� � �����i �
Z

d� d� h����jh����j jV �e�� e�� e��i ������

��



である� 。ここで、dZ�dZ� � dZ�dZ�であることを使った。また、��Bも ghost number � を

持つべきで、それゆえ、左辺の ghost numberは �。diの ghost numberが �であることに注

意すれば、jV iの ghost number は �でなければならない。

以上を踏まえて、BRST 変換を

�B� � ��B� � ��B� � QB� � g� � � ������

と書く。

さて、この BRST 変換の nilpotency を要請する。���B�
�

� Q�
B � �であるから、

��B�� �
�
��B
��

� ��B�
�
B � ��B�

�
B �

�
��B
��

������

�
n
��B� �

�
B

o
�
�
��B
��

������

� � ������

であればよい。結合定数の次数ごとに拾うと、n
��B� �

�
B

o
� ��

�
��B
��

� � ������

である。

このうち、一つ目の式を考えてみる。j����iに作用させてみると、jdij � �� jj�ij � �に注

意して、n
��B� �

�
B

o
j����i � ��B�

�
Bj����i� ��B�

�
Bj����i ������

� ��B

�Z
d� d� h����jh����jV �e�� e�� e��i

�
� ��BQBj����i ������

�
Z

d� d�
�
h����jQ�

Bh����j� h����jh����jQ�

B

�
jV �e�� e�� e��i

� Q�

B

Z
d� d� h����jh����jV �e�� e�� e��i ������

�
Z

d� d� h����jh����j
�
Q�

B � Q�

B � Q�

B

�
jV �e�� e�� e��i �������

であるから、 �
Q�

B � Q�

B � Q�

B

�
jV �e�� e�� e��i � � �������

であればよい。汎関数表示の場合、これは Grassmann parityに注意して、

QB�� � �� � QB� � � � ������ �QB� �������

� 本当は ��が Hermiteか anti�Hermiteかに応じて符号がつくが、ここではすべての string �eldは reality

conditon ��	���を満たすものとし、すべて Hremite とする。すなわち、余分な符号は出ない。

��



となる。�������が成り立つとき、�������は任意の string 
eld ���に対して

QB�� ��� � QB� �� � ������ �QB� �������

に拡張できる。

この解は、開弦の場合の HIKKO 、ひいては 　light	cone SFT を元に作ることができて、

それは開弦の場合の �	vertex を、�つ正則なものと反正則なものとして掛け合わせて ghost

number をあわせるための係数をかけて作られ、
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である。ここで、
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であって、反正則の部分についても同様である	 。ただし、F�� 
�に対応する反正則な量は、

F�� 
�と書く。このとき、F � F� � F�である。また、添え字 I� II でラベルされる量を
� こうした vertexを共形場理論を使って導くこともできる ��
� ���。共形場理論を用いた議論では、より組織

的に見通しよく構成でき、Generalized Gluing Resmoothing Theoremが成り立つことが知られている。
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AI �
�p
�

�A� � A��� AII �
�p
�

�A� � A�� と定義する。特に、bI� �
b�p

�
� bII� � �

p
�i��c であ

る。Neumann 関数については 付録 C で述べる。この表示を見ると、

jV ��� �� ��i � jV �e�� e�� e��i �������

なる対称性があることがわかる。これは twist 演算子" を考えればわかる。" は

"��n� cn� bn�"�� � ��n� cn� bn� �������

と作用するものとする。このとき、"i"�� � eiであるのに対して、�������の右辺は不変であ

るからである。

また、�������の、
�
�

�

!c 以外の部分は �� �� �の入れ替えに対して明らかに対称である。さ

らに �ijk�を �����の cyclic な入れ替えとすると、
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であることに注意すれば、

�����c jV ��� �� ��i � �����c jV ��� �� ��i � �����c jV ��� �� ��i �������

が成り立つことが示せる。

�������をもう少し扱いやすい形に書き換える。そのために付録 C の恒等式 �C����を用い

る。この式を、������� の I の部分に適用すると、
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と書ける。ここで、
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である。
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この vertexがどのような過程を表しているか考えてみる。今、vertexは生成消滅演算子を

用いて書かれているが、この汎関数表示 ����を用いると見やすい
 。計算の詳細は略すが、そ

れは、��� �� � j��j のとき
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� Y
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��
� b������ ���� b�����

�
�������

である。 上で述べた bra、ket 表示からこの汎関数表示を得るためには、運動量表示の生成

消滅演算子の完全系をかけて、運動量に関して積分を取ればよいが、煩雑なので詳細は文献

����に譲る。ここで、上の �������のうち、jV���� �� ��iがここでの � 関数の部分に � �の部

分を除いて� 等しくなっている。また、この式で、ghost 、antighostの前の係数�は、BRST

演算子をかけた際にうまく打ち消すように選んだ。また、#r及び �rは、� ���� ��に対して

#���� � ����� � j�j�� �������

#���� � ��j�j � ����� �������

����� �
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��
� �������

����� �
� � ���sgn���

��
� �������

����� �
�j��jsgn���� �

j��j �������

である。

この表示から、弦がどのように張り付いているのか見ることができる。例えば j�j � ���の領

域では、�関数の X�の部分は ��X������X������の形になっている。�が ����� 
 � 
 ����

と変化するとき、��� ��はそれぞれ

�� � �� 
 � 
 � �������

�� �
��

j��j 
 � � �� 
 �� ��

j��j �������

と変化する。つまり、弦 �は弦 �の、区間
�
�
��

j��j � �
	
及び区間

�
���� ��

j��j
	
に逆向きに張り

合わされる。弦 �についても同様に考えると、��� �� � �� �� � �かつ �� � �� � �� � � の場

合、図 ��� のように弦が張り付いているとわかる。��� ��� ��の間の大小関係が一般の場合も

同様である。
� 実際には light�cone SFT での汎関数表示から bra 、ket 表示が得られた。
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図 ���� closed string の � vertex� ��� �� � j��j の場合

さて、�������を使うと、�	vertex には次の対称性があることがわかる�

jV ��� �� ��i � �jV ��� �� ��i� �������

これは、閉弦において exp i�
�
L� L

�
は � を �だけ並進させることに注意すれば、図 ���を

参照して、
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�Y
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�
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r
�
jV���� �� ��i � P���jV���� �� ��i
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を得る。一方、!cはこの入れ替えに関して反対称であるから、結局、�������を得る。次に、

上で示したように、
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n� c

�
n� b

�
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であることを用いると、Z
d�� d�� d�� hR���� ��j hR���� ��j hR���� ��j jV ���� ��� ���i � hV ��� �� ��j

�������

が成り立つ。また、�������より、汎関数表示で、

� �� � ���������� � � �������
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が成り立つ。

次に BRST 変換の nilpotencyの条件のうち、もう一つの条件 ���B�
� を考える。すでに述べ

たように、汎関数表示を用いると、 BRST 変換は、

�B� � QB� � g� � � �������

であるから、BRST 変換の nilpotencyは

��B� � �B �QB� � g� � �� �������

� �Q�
B� � g ��QB �� � �� � QB� � �� � �QB��

� g� ��� � �� � �� � � �� � ��� �������

� � �������

であればよい。第二項は分配則より消える。���B�
�

� �の部分は、第三項で、それは

�� � �� � � � � �������

であればよい。実はこれよりももっと強い Jacobi identity が成り立つことが知られている。

この証明には例えば図 ��� などの過程を考慮する必要があり、非常に複雑なので詳細は原論

文 ���� を参照せよ。ここでは結果だけ述べておくと、Jacobi identityは、

��������� ��� � � � ��������� � �� � � � ��������� � �� �� � �

�������

である。これより、 �� � �� � � � �が従う。

����� 内積

前節では string 
eldの間の � 積を定義したので、ここでは string 
eldの内積を定義する。

� 積は �つの string 
eldから �つの string 
eldへの写像であったが、内積は c	numberを与

える。

それは

� �� �
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d� �����c h����j����i �������
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図 ���� Jacobi identity の証明で必要な過程の例

とするのが自然である。これを re�ector を用いて書きなおしたもの、及び汎関数表示は、

� �� �
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である。また、この汎関数表示より、明らかに

� �� � ����j�jj�j� � � �������

が成り立つ。さらに、 fQB� �
�
cg � i�L� � L�� であるから、

QB� �� � �������� �QB� �������

である。前節で示した jV ��� �� ��iの cyclic な対称性を用いると、容易に

� � �� � �� � ����������� � �� � �� � ����������� � �� ��� �������

が成り立つことがわかる。
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����� 作用の対称性

これで作用を書くのに必要な定義がそろった。そこで、作用 ������ の対称性を調べる。す

でに書いたように、作用は、

S � � �QB� �
�

�
g�� �������

である。運動方程式は、

�S

��
� ��QB� � g� � �� � �B� �������

である。このとき、この作用は、無限小変換

�� � QB� � �g� � � �������

で不変である。ただし、�は Grassmann oddでなおかつ、 anti	Hermite �y�Z� � ��� eZ�、さ

らに、Ngh��� � �� であって、P� � � を満たす汎関数であるとする。

実際、この変換により、

�S � ��B� � �� �������
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� ��� � �QB�B� � g�� � �B�� �B� � ��� �������

� �� � ��B� � � �������

である。また、この変換は o�	shellで閉じている。二つ変換の交換子をとると、Jacobi identity

を使って、

��B����� �B����� � � �g �QB��� � ��� � �g� � ��� � ���� �������

� �B��g�� � ���� �������

を得るから、

��B����� �B����� � �B��g�� � ��� �������

となる。

以上で閉弦に対する HIKKO model およびその対称性が得られた。ただし、string 
eld の

うち、 physicalな状態を含むのは、������のうち、j�iであるから、それ以外の部分を何らか
の方法でおとして、ゲージ固定しなくてはならない。
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そこで、次にゲージ固定をした作用とその場合の BRST 変換を与え、作用が BRST 変換

で不変であることを見る。まず、string 
eld を ghost zero modeで展開して、

� � �b�� � � � b��
�
c� � i��c� �������

とかく。ただし、string 
eld は P� � �を満たすものとする。このとき、理論に現れる諸量

を、��c を分離して、
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と表す。

このとき、
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と積を理解すると、作用は、P� � � � �L� L��� � �に注意して、
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となる。BRST 変換およびゲージ変換は、容易に
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となることが分かる。さて、上の ��cを含まない作用には、まだ �が含まれている。自由な弦

の場合から、physical な部分は �であると推測できるから、この �も消去したい。そこで、

さらに string 
eld の展開のうち、�を �に制限する。すなわち、ゲージ固定された、�BRST

不変な�作用として
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を採用する。これを �で表す。そのために、di � dx
d�

��
とし、さらに内積と �積を改めて ��c � c�
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を積分してしまった形に書いて、
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とする。F ��� �� ��に関しては、前に定義したものとほとんど同じで、ghost partの和を n � �

にしたものである。

この積を用いると、ゲージ固定した作用は、

�S � � � L� �
�

�
g�� �������

と書ける。このとき、�は level matchingの条件 P� � �を満たす。運動方程式は、ゲージ固

定する前は

�S

��
� ��QB� � g� � �� � ��B� � � �������

である。ゲージ固定後は、�のゲージ変換には �� �が混ざらないので、

� �S � ���� � �B���� � ���� � ��B���� �������

より、

��B���� � � �������

である。

こうしてゲージを固定したので、 BRST 変換を、

��B� � �B�j������ �
Z
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�
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�
c �B�j������ �������

と定める。

このBRST 変換は nilpotentであることが分かる。�������と、�のBRST 変換には �� �が

混ざらないので、ゲージ固定する前の BRST 変換は高々

�B� � ��B� � �f��� �� �������
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である。これより、��B � �を用いて
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��B� � �f��� ��

�
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であるから、これを � � �に制限し、さらに運動方程式を用いて、

�
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� � � ��B���� f��� �� � � �������

を得る。つまり、BRST 変換は nilpotentであるとわかった。

次にこの BRST 変換で作用が不変であることを見る。直接計算すると、
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である。第一項は Q�
B � �より消える。第二項は、�������、�������、�������より、j�j � �に

注意して、
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である。第三項は、�������より、

�� � �� � �� � �� � � � ��� � �� � �� � � �������

である。以上から、結局

��B �S � � �������

が分かった。
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����� �の必要性

今まで、string 
eld の引数として string lenght � を導入してその保存を要請してきた。こ

れは light	cone SFTでの p�に相当するものである。この節ではこの string lengthがなぜ必

要なのかということについて議論する ����。この議論は BRST 変換の nilpotencyと密接に結

びついている。この議論は特に閉弦の場合は非常に込み入っているので、ここでは開弦の場

合で説明する。大雑把に言って閉弦は開弦を二つ張り合わせたようなものなので定性的な理

解はできる。

開弦の場合も閉弦の場合と同様に BRST 変換の �次の部分は �つの開弦の貼りあわせで

あって、下の図 ����� のようになる。これを二つ張り合わせると閉弦の場合になる。

3

1 2
図 ���� 開弦の �	vertex

そのため、 ���B�
�を議論するためには、�つの開弦の貼りあわせを考えなくてはならない。

いま、�� �� �の開弦が貼り合わさって �ができたとする。���B�
�

� �であるためには同じ構造

の �関数を持つ過程が消しあわなくてはならない。その例として、�� �� �の弦が �関数内で �

と組を作っている場合を考える。例えば、下の 図 ��� の �a� �c� である。参考のため、これ

とは異なる例として �b�を挙げておく。

���の過程で、例えば弦の貼りあわせを �で指定するのをやめて、�� � ��、�� � x、�� �

�� xとする。その上で string 
eld の引数として �は使わずに、貼りあわせの位置の情報を

vertex にのみ入れるとする。すなわち、� �
��

��
としたときに

jV ��� �� ��i �
Z

d� ����jV ��� �� � ��i �������

である。ただし �は xのみの関数なので、�y � �である。このとき、図 ��� �a�の過程は、��

を弦 �� �の接合部分の位置また �を �� �の接合部分の位置とすると、Z
d� ����

Z
d�� �����

Z
d��hV ��� �� �� ���j�i j�i h�jV ���� �� � ��i �������

��
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図 ���� 開弦の �体相互作用の例。点線は合成したもの、及びその共役。

などとなる。���B�
�

� �が満たされるためには、この二つの積分が、共通の領域で等しい値を

とらなくてはならない ����。それゆえ �a�、�b�の過程を比べるために、弦の長さの比を �� �

�� � �� � y � �x� y� � �� x �x � y�とする。これは �a�では � �
y

x
� �� � xとすることに相

当していて、�b�では � �
x� y

�� y
� �� � yとすることに相当する。このとき、上の積分を考え

ると、積分測度を dxdyに書き直すことで �は

�
�
y

x

�
��x�

�

x
� �

�
x� y

�� y

�
��y�

�

�� y
�������

でなくてはならない。一方、同様の過程として、下の図 ���を考えると、

���� x���y� � �
�
y

x

�
�

�
�� x

�� y

�
x� y

x���� y��
�������

という条件が出る。

�������、�������を満たす自明でない関数 �は存在しないことが次のようにしてわかる。ま

ず、両辺をかけると、� �� �に対して

��x����� x� �
x� y

x��� y��
�

�
x� y

�� y

�
�

�
�� x

�� y

�
�������

��
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図 ���� 開弦の �体相互作用の例。点線は合成したもの、及びその共役。

を得る。これを yに関して微分して y 
 �とすれば g�x� � ��x����� x�に対して次の微分

方程式を得る� �
��

x
� �

�
g�x� � �x� ��g��x� � �� �������

この解は

g�x� �
c

x��� x��
�������

であるが、これは x� ��xの対称性を持たず、g�x�の定義に反する。ゆえに � � �となる。

そのため、 vertex のみが string lengthによるとすることはできない。

����� 振幅の�非依存性と困難

前節の議論から、string length �は理論に必要であることが分かった。しかし、実際の物

理には �は現れないから、これは physical な量ではありえない。それゆえ、�が on	shell の

振幅にどのように現れるかが問題になる。����によれば、tree level では TNを �に依らない

量として、

on	shell N	string Amplitude  �

�
NX
i

�i

�
TN 


N��Y
r

� �e�r � e�N�TN

�������

と書ける。ただしここで、矢印の変形で �を Fourier 変換した。これを見ると、stringは e�N
によってラベルされるセクターに分かれていることがわかる。

L loop の時は、振幅は
�Z

d�
�

��

�L
に比例する ����。この発散は、結合定数のくりこみに

よって除去できるが、�の対称性の名残の modular 不変性による発散が残ってしまう。つま

��



り、仮に結合定数をくりこんでも、中間状態で �が異なるセクターに関する和をとる必要が

ある。それゆえ、例えば �	loop amplitude T の虚部は光学定理により、

ImT �a
 b� 
Z

di
d�

��
jT �a
 any i�j� 　

Z �

��
d� �������

となり、発散する。このように、HIKKO においては loop のある振幅は well	de
ned とは言

いがたい。

����� BV 方程式と closed HIKKO

以上の議論から、loopに問題があるものの、閉弦の場の理論として

S � � �QB� �
�

�
�� �������

を得た。

では、これが BV 方程式の解になっているかどうか調べてみる。今、 string 
eld を

� � �b�� � � �������

と書き、古典 BV 方程式に代入すれば、�章で得たものと同じ方程式が得られる。すなわち、

今まで用いてきた言葉に焼きなおすと、 �
��cQB

��
� �� �������X

r

Qr
BjV ��� �� ��i � �� �������

�� ��� � �� � �� � � �������

である。この方程式はすでに示したようにすべて満たされている。つまり、閉弦の HIKKO

model は古典 BV 方程式の解になっている。これは HIKKO model が tree level では well	

de
ned であることを意味している。しかし、これはあくまでも古典 BV 方程式である。�章

で述べたように作用が局所的な量でかけているときに限り、量子的 BV 方程式ではなく古典

BV 方程式で十分である。しかし、これまでに見たように閉弦の相互作用は

jV ��� �� ��i � expF ��� �� ��j�i � exp p�rj�i �������

であった。すなわち弦の重心座標に関する無限個の微分が入っているので非局所的な量であ

る。そのため、作用は古典 BV 方程式を満たすだけでは不十分で、量子的 BV 方程式を満た

す必要がある。

実際、経路積分を用いて閉弦の場合の HIKKO を量子化する際には非局所的な項が必要で

あることがわかっている ��� �� ���。

��



��� Covariantized light�cone string �eld theory

次に、詳しく解説する余裕はないが、corariantized light	cone string 
eld theoryを紹介する。

covariantと light	coneという言葉が両方入っていて何のことか分かりづらいが、これは歴

史的な理由によるところが大きい。歴史的には、����年代に light	cone gaugeでの string 
eld

theoryが建設されていた。これはその後、 ����年に Siegelにより、covariantな理論に焼き

なおされた。そのため、これは covariant light	cone gauge string 
eld theoryと呼ばれる。し

かし、これははじめからゲージ固定されていたため、理論の構造を見るには不便であった。こ

こで解説するのは covariantized light	cone gauge string 
eld theoryであって、ゲージ不変性

を保った形式である。この理論には次の �つの特徴がある。

まず、HIKKOによく似ている点である。逆に、covanrintized light	cone string 
eld theory

は HIKKOにおいて、� と BRST �重項を組む変数を付け加えたものと解釈できる。すでに

述べたように、この string strength � は loop の計算において発散を出す原因であった。し

かし、 BRST �重項をなすことで、この発散を取り除くことができる。

もう一つは上で解説した non	polynomial string 
eld theoryでは作用の BRST 対称性のた

めに無限個の項が必要であったのに対して covariantized light	cone string 
eld theory では �

次までで作用がかける、という点である。

しかし、こうした利点にもかかわらず、その構造があまりに煩雑であるためか、これを用

いた議論や文献は非常に限られている。

この節ではまず light	cone string 
eld theory を簡潔にまとめる。次に、簡単のため 開弦

の場合に HIKKOとの類似点を解説し ����、その後 closed stringの場合の要点を述べる ����。

����� Light�Cone String Field Theory

ここで紹介する open light	cone string 
eld theory は一番最初に提唱された string 
eld

theoryであって、その名のとおり、light	cone gaugeを用いている。相互作用としては joining	

splitting 型を採用している。ここでは記号を簡単にするため、 open の場合を説明し、詳し

くは文献に譲る ����� 。実際には、ここに現れる演算子などに anti	holomorphic な部分を足

してやれば closed string の場合も構成できる。

この文献は検討する。

� covariantized versionと比較するため、ここではいささか式の羅列になる。

��



作用は、string 
eld を �と書いて、
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で与えられる。ここで、
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X
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� �im�i��m � ��� �i� � pi �i � �� � � � � ��� �������

であり、積分は physical な modeについてのみとる。積は、vertex について
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Z

d�d�d� trh���� ��j h���� ��j h���� ��j jV ���
LC ��� �� �������

などと決める。trというのは 開弦 の Chan	Paton factor についての和である。積分の測度

は、d� � ������	d��pi� ��d�� である。後で closed stringの場合を与えるので比較のために �

点の vertex を与えておくと、���V ���
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E
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である。ここで、N rs
nmは Neumann 関数のフーリエ成分で、j�i���は �つの Fock vacuum の

積である。

このとき、�の j�方向の Lorentz 変換を考えることができて ����、それは
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h
ij�M

j�� �
i
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で、j�����iも同様である。このとき、�������はこの変換で不変であることが知られている�

�SLC � �� �������

また、Lorentz 変換も可換である�h
M i��M j�

i
� �� ��� ��� � �� �������
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����� Open Covariantized Light�Cone String Field Theory

上で紹介した light	cone string 
eld theory を踏まえて、これを Siegel の処方に従って

covariantにする。これは大雑把に言って light	cone gauge versionの string 
eld ��X i� �� � �を

��XM � �� �� ��に拡張することである。ここで、� は proper timeで unphysical 、 �は string

lengthで、これも unphysical 、 � は後で説明するように � の BRST partner である。

ここで、XMは OSp�d� �� �j��対称性をもち、

XM � �X�� c� b� �������

で、ghost antighost を含むものとする。mode 展開で書くと、

xM � �x�� c�� b�� �������

pM � �p������ ��� � �M� �������

�Mn � ���n���n� �n� for n �� � �������

である。上で同時に導入した �に関しては後で述べる。

それに伴って計量を OSp�d� �� �j��型、

�MN � �MN �


BBBB�
���

� �i
i �

�CCCCA �������

とする。交換関係は、

�xM � pNg � i�MN �������

��Mn � �
N
mg � n�MN�n��m �������

と拡張される。このとき、light	cone gauge version で扱った Lnは
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と変更される。これは
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�
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と同一視すれば zero mode以外はHIKKOの場合と一致する。一致しないのは zero modeで、

それは �M� � �p������ ���において、p�� ��は、対応するもの、p�� ��があるが、���が対応
すべき ��は上の対応では � � i� �� �c�であるべきで、これは消えてしまうからである。つ

まり、covariantized light	cone versionはこの点で HIKKOにはない自由度を取り込んでいる

と分かる。

次にこの設定でBRST operatorを考える。これは上で導入した string 
eldが持つ OSp�d�
�� �j��対称性を元に、�c��方向に拡張した Lorentz 変換M c�であることが知られている ����。

実際、この回転により ghost とそれ以外の成分を混ぜ合わせるので ghost number を一つあ

げる。それは �������において xc � c�� p
c � ���� �cn � ��nと置き換えたもので、
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��mLm � L�m�m

m
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である。HIKKO との違いは zero mode に現れる ��の部分であったことを思い出し、この

BRST charge を ��を含む部分と含まない部分に分けると、

QB � QKO
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�

�
NFP � �

�

��
� �
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�������

となり、加藤－小川 ����の BRST charge QKO
B を再現している ����。ただし、ここでは上で述

べた同一視をして、さらに zero modeについては

c� �
�

���
� �cKO� �������

とした。NFPは、ghost の数演算子を拡張したもので、
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である。

こうして、ひとまず作用は �������において L�� を �������に置き換えたもので、積は
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である。

このとき、作用は BRST 変換

�B� � QB� � g� � � � g�� � � � � �������

で不変である。さらにこれは Lorentz 変換の交換関係n
M c��M c�

o
� � �������

より� 、nilpotent、つまり ��B� � �が成り立つ。�������を使うと、gの各次数で QBの満た

すべき方程式が得られ、それらは HIKKO の場合と一致する ��� ���。

次に、これまで保留していた、上で string 
eldを拡張した際にあらわれた �� �について考

える。これは、�によって引き起こされる発散を、BRST �重項を作ることで除去するために

導入されるものである。

すでに見たように、covariantized light	cone version での BRST operator の中には i��
�

��
が含まれていて、� の BRST partner が �� であることを意味している。そこで、もう一つ

の unphysical parameter である � の BRST partner � を導入する。それには、上の BRST

operator QB を、

QB �
 QB � E
�

���
�������

とすればよい 。以後、この変更を受けた BRST operator を QB と書く。ただし、E� �� は

�� � に対応するmomentumである。これに伴って � 関数や積分測度は、
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となる。このとき、QBの nilpotencyなどの性質はやはり満たされることがわかる。例えば、

E
�

���
と可換であることから、nilpotentである。

以上から、開弦 の covariantized light	cone string 
eld theory の作用は、
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�

�
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となり、ゲージ変換、
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� Mc�は BRST 変換を生成するから Grassmann odd である。
� これは運動量表示の場合で、座標表示の場合は代わりに �i�

�

��
を引けばよい。
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で不変である。

以上のように 開弦の covariantized light	cone string 
eld theoryは構成される。実際にこの

理論を用いて計算する際にはゲージを固定する必要があり、ゲージ固定条件として、��j�i � �

や、��� � ��� j�i � � をとった議論がなされている。

����� Closed Covariantized Light�Cone String Field Theory

次に上で述べた covariantized light	cone string 
eld theory の closed string の場合を紹介

する。ここでの記号などは ����に基づく�� 。主な変更点は、anti	holomorphic partが付け加

わることと、closed stringの場合、積分領域が ���� ��になるので、諸量の規格化が変わるこ

と、 vertex に level matching 条件を満たすために projectorが入るという点である。

closed string の場合も light	cone gauge の場合から上で述べたのと同様の方法で作ること

ができる。つまり、string 
eldを covariantにし、同時に �と BRST 多重項をつくる変数を

導入する�� 。

quartet mechanism 括弧内は Grassmann parity。
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作用は light	coneや open string HIKKO の場合と同様 string 
eldの � 次までで与えられ、

S � � �QB� �
�

�
g�� �������

である。mode 展開は
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�	 これは HIKKO のところで用いたものとほとんどなじである。付録 Cも参照せよ。
�� ここでは上の 開弦 の場合の ��� �	 の代わりに �� � とかく。

��



と定義する。前節で述べた定義式を拡張すると、BRST operatorおよび Virasoro operatorは
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である。string 
eldの積を定義する際に用いられる re�ector及び �	string vertexは、projection

operator をもちいて、
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と与えられる。ここで用いた projection operator と �関数は、
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であって、��は b�に関する �関数を落としたものである。

closed string に対する covariantized light	cone string 
eld theory は以上のように構成さ

れる。

この covariantized light	cone string 
eld theory は、dilaton の真空期待値による coupling

constant の変化の議論に用いられ ����、 light	cone による結果 ����と一致することが確かめ

られている�� 。しかし、その他の応用はいまだなされていないのが現状である。

�� HIKKOによる解析では異なる結果を与えるが、この点に関しては dilaton operatorに着目した HIKKOの
枠内での議論がある ����。

��



第�章 Non�Polynomial型閉弦の場の

理論

次に、これまでとは別種の閉弦の場の理論を考える。Wittenは HIKKOとほぼ同時期に中点

相互作用を採用した開弦の場の理論を提唱した ����。これは �章で紹介したように、�本の弦

を中点が一致するように張り合わせたものである。これは HIKKO 型とは異なり、張り合わ

せ方を指定する string length � のような余分な自由度を必要とせず、一意的に貼りあわせを

指定する。開弦の場合、すでに見たように作用は string 
eld に関して �次までの項を含み、

S � � �Q� �
�

�
g�� �����

である� 。

この開弦の場の理論は、最近不安定な D	brane 系のタキオンの凝縮の解析に用いられ、弦

理論の真空の理解を深める手がかりを与えている。

ところが、ひとたびこの中点相互作用を持つ理論を閉弦の場合に拡張しようとすると、相

互作用に対応する Riemann面のモジュライ空間を覆うためには無限個の項が必要であること

がわかり ����、non	polynomial SFT と呼ばれている。

��� Quadratic Di�erential

まず、相互作用を考える際に重要な役割を果たす quadratic di�erentialを紹介する ����。

複素平面を考え、その座標を zとする。��z�を共形次元 ��� �� の primary 
eld として、

��z�dz� �����

を quadratic di�erentialと呼ぶ。

このとき、��z�が共形次元 ��� ��であることから、共形変換

z �
 z� � h�z� �����

� この章では BRST charge QBを単に Q と書く。

��



の元で

��z�dz� � ���z��dz�� �����

が成り立つことが分かる。

ここで、いくつか言葉を定義する。

De
nition ����� critical point

quadratic di�erential の critical point とは、��z� の零点と極のことである。

De
nition ����� horizontal trajectory

quadratic di�erentialの horizontal trajectory とは、その上で ��z�dz� が実でかつ正である

ような曲線である。

De
nition ����� closed trajectory

閉じた horizontal trajectory を closed trajectory と呼ぶ。

この定義の意味は、各 horizontal trajectory 上で quadratic di�erential に対して共形変換

をして、

dw� � ��z�dz� �����

とすると見やすい。ただし、

w�z� �
Z q

��z�dz �����

と変換した。すると、��z�dz� が horizontal trajectory にある限りw�z� の虚部は変化しない

ことが分かる。すなわち、z が horizontal lineを動くと、w の軌跡は実軸に平行になる。

特に、以下では �次の極を持つ quadratic di�erentialが重要である。今、quadratic di�erential

が 点 p の周りで

��z� � � a�

�z � p��
� a 	 R �����

で与えられているとすると、

w�z� � ia ln jz � pj � a arg�z � p� �����

となる。すると、horizontal trajectoryは、w�z�の第一項を一定に保って第二項を動かすよう

なものであるから、z 平面では、点 pを中心とする円であることが分かる。ここで、z�p � rei�

��



と表し、�が他に極を持っていないとすると、w は実軸方向に長さ ��a 、虚軸方向に無限大

に伸びた円柱をあらわしていることが分かる。円柱になるのは、� について端を同一視する

からである。一般には円の半径を大きくするうちに他の極にぶつかるので、円柱の虚部方向

への広がりは半無限となる。

この ��z� を用いて w 平面に �ユークリッド的な� 距離を入れることができる。

jdwj �
q
j��z�j jdzj �����

であるから、これを積分すればよい。すると、例えば�����が定める、z 内の pを中心とした

半径 r の円は、 w 平面で、Z
jdwj �

I a

jz � pj jdzj �
Z ��r

�

a

r
ds � ��a ������

なる長さをもつことになる。これは r に依らず、 quadratic di�erential の極の係数によって

決まるから、�� length と呼ぶ。

弦の相互作用では、閉弦の外線は円柱として表され、その円柱を張り合わせて Riemann 面

を作る。このとき、次の定理がある。

Theorem ����� �Strebel Rを Riemann面とし、R上に n�� ��個の点 Pj� �j � �� � � � � n�

があるとする。今、 $R � R n fPjg とし、その上に、 $R の、穴 Pj を囲む円盤 Rj の周 �j を

closed trajectoryとしてもつ quadratic di�erentials �は、各 closed trajecotryの ��length aj

により一意的に決まる。ここで、aj は任意の値をとることができる。

上で見たように、closed trajectory を決めることは Laurant 展開の �次の係数を決めるこ

とを意味する。複素関数論から、極の周りの振る舞いにより関数がほぼ決定されることから、

これはその拡張であると考えられる。

ここで、各穴 Pj の周りの円盤 Rj は円柱と同相であるから $R を n 本の閉弦の相互作用を

表しているとみなせる。つまり、周の長さを指定した円柱を張り合わせることで相互作用を

指定できる。以上を踏まえて、モジュライ空間を覆うためにはどのような相互作用を取れば

よいかを次節で説明する。

��� Restricted Polyhedra

この節では、開弦の中点相互作用を閉弦の場合に拡張する ��� �� �� �� ���。

開弦の場合、中点相互作用は図 ��� のとおりである。これを閉弦の場合に拡張すると、図

���のようになっている。前節で説明したように、こうした相互作用は、Saadi と Zwiebach

��



����により考案された。Jenkins	Strebel quadratic di�erential ����を用いると、n 個の穴があ

いている Riemann面と n個の stringが図 ���のような接触相互作用の間には一対一対応があ

ることが分かる。これは、相互作用する n 個の string 上の quadratic di�erentialをRiemann

面上に滑らかに張り合わせる際の条件である。ただし、前節の定理では張り合わせる円柱の

周の長さは任意であった。しかし、その場合 tadpole などといった望ましくない相互作用を

含んでしまうので、各円柱の周の長さは �� であると制限をつける。これは共変な理論では

全ての閉弦が同等に扱われるべきである、という見方とも整合的である。

Riemann 面のモジュライ空間を過不足なく覆う処方は ���� によってあたえられた。それ

は、以下の条件を満たす多面体を考えることに帰着する。

�� S� に同相。

�� 各頂点には辺が �本のみつながっている。

�� 任意の面の周の長さは �� である。すなわち、各辺の長さを li とすると、任意の面 F に

ついて

X
iF

li � �� ������

である。

�� 多面体の上の各面の周を作る辺で構成される全ての閉じた経路 Lに対して、その長さは

��以上である。すなわち、

X
iL

li � �� ������

である。

以上の条件を満たす多面体を、restricted polyhedron と呼ぶ。

それでは restricted polyhedronの性質についていくつか述べておく。ある多面体を考えて、

その頂点、辺、面の個数をそれぞれ v� e� n とすると、オイラー数の関係式から

v � e � n � � ������

なる関係がある。上の restricted polyhedron の定義 ��� より、 �v � �eでなくてはならない。

すると、上の関係式を用いて

e � ��n� ��� ������

v � ��n� �� ������

��



図 ���� �	closed string vertex

と解くことができる。この多面体を決定する自由度は、辺の数から、面の周の和に関する拘

束条件の数を差し引いたもので、

e� n � �n� � ������

である。これは g � � の Riemann 面のモジュラーパラメーターの数と一致する。すなわち、

モジュライ空間の数え上げに関して正しい処方を与えているという証拠の一つになる。

n � �の場合、モジュラーパラメーターは � 個であるから vertexは一意的に決まり、図 ���

のようになる。この図は図 ��� をつぶしたものである。各辺の長さは � である。

n � � の場合、モジュラーパラメーターは �個である。この過程に対応する restricted

polyhedron は図 ��� である。このとき、各面について条件 ���を考慮すると、交わらない辺

同士の長さは互いに等しいことが分かる。n � �の場合と同様につぶした図を書くと、図 ���

となる。このとき

a � b � c � �� ������

である。この上で、条件 ��� を考えてみる。例えば、b 
 c
 b 
 c という閉じた経路を考

えると、

��b � c� � �� ������

でなくてはならず、これにより a � � となる。同様にして、a� b� c � � を得る。

��



1

2

図 ���� �	closed string vertex の restricted polyhedron

図 ���� �	closed string vertex

次に図 ���を考える。長さ li の両側には面 F�� F� がある。このとき、条件 ���より、

X
jF�

lj � ��� ������

X
kF�

lk � �� ������

が成り立つ。同時に、条件 ���より、F�� F� を作る辺のうち、li 以外の部分でつくる閉じた経

路について

X
j�F��F���li

lj � �� ������

��



a
b c

c b

a

図 ���� �	string vertex に対応する restricted polyhedron

でなくてはならない。結局これらをあわせて一般の辺 li に関して

li � � ������

という制限がつくことがわかった。

li

図 ���� 一般の多面体の一部。

一般の genus g のRiemann 面のモジュライ空間を過不足なく覆うためにはこうして得られ

た restricted polyhedronだけでは実は十分ではなく、上の条件の元で、Riemann面の面積を

最小にする計量に制限することが必要であることが Zwiebach により提唱されている。詳し

い議論は文献 ��� �� ���に譲る。

��



��� �体相互作用の場合

この節では前節で考えた restricted polyhedron の組み合わせが相互作用のモジュライ空間

をどのように覆っているのかを、�体の相互作用について具体的に見る。

前節で見たように restricted tetrahedronは和が �� になるような辺の長さ a� b� cによって

特徴付けられる。このとき、弦の張り付き方によって図 ��� に示すような二つの場合が考え

られる。それゆえ、�a�の場合のモジュライ空間は図 ���のようになる。�b�に関しても同様

である。ただし、こちらに関しては辺の長さに �を付けるものとする。ただし、例えば辺 AB

と A�B� は同一視される。なぜなら、a � �� b � b�� c � c� のときこれが表す相互作用は一致す

るからである。それゆえ、�体の相互作用のモジュライ空間は �角形を二つ張り合わせたよう

な形になっている。

1

4

2

3

1 4

2

(a) (b)

3

図 ���� �つの �体相互作用。

このモジュライ空間において、特に

fa� b� cg � � ������

を満たす領域を考える。この領域は前節で考えた restricted polyhedron に対応する部分であ

る。� つきに関しても同様である。この領域に対応する �面体は、各面で

a � b � c� b � c � a� c � a � b ������

を満たすから、各面は直線を辺として持つ三角形である。すなわち、これ以外の領域では相互

作用を表す多面体は平面に属する部分を含むから、�点相互作用を含む図 ���などの場合は、

これ以外の領域に含まれる。

今、�体の相互作用から作られる �体相互作用の Feynman graph �図 ���� を考える。それ

ぞれ、相互作用している弦を時計回りに並べて例えば s	channelに関しては ���p��p���と書く

ことにする。

��
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Q

図 ���� �体相互作用のモジュライ空間。

1

2

3

4

P

図 ���� Feynman graph �s	channel�。

閉弦 �� �� �を共形変換でそれぞれ �� ���にうつすと、弦 �の球面上の位置がモジュラー変

換の自由度に対応する。しかし、上の Feynman graphによってつくされる領域は、これを �

平面で書いて、下の図のようになることが知られている。�図 ���とこの図の各点の同一視は

後で与える。��

このとき、s	channel で pに対応する propagator の長さが � に近づく極限を考える。す

ると、以下の図のように、propagator のひねりを考慮して、上で考えた二通りの restricted

polyhedronを得る。これは図 ���のRP �R�P ��に相当する。今、�mn pq�で 弦m�nが長さ �

� ただし、各境界の解析的な表現は知られていない。

��



P

A

R BQ

C

図 ���� モジュラーパラメータ � の空間。

で貼り付けられ、また npq の順に弦mに貼り付けられている相互作用を表すとすると、結局、

lim
p��

���p��p��� � ��� ��� � ��� ��� ������

を得る。つまり、s	channel の相互作用の境界は restricted tetrahedron に一致する。

1

a

a
2

4

3

c

b

1 3

2 4

P 0

図 ����� Feynman graph の極限。

また、 tetrahedronにおいて、 a � � の領域を考えてみる。b � �とすると a � � � cであ

る。このとき、自由度は �次元であるから、� 	 R である。さらに a � c � � のとき、対称

であるから、� �
�

�
となる。また、c
 � のとき、弦 �は弦 �に漸近するから、�
 � とな

��



る。すなわち、図 ��� の RA は図 ��� の RA に一致する事がわかる。他の境界に関しても同

様に見ることができて、結局、境界が一致するのでその中身も一致して、図 ���において影を

つけた部分は restricted polyhedronの領域に一致する。������より、�体相互作用からこの領

域を覆うことはできないから、モジュライ空間を覆うためには �体の restricted polyhedron

の相互作用が必要であることが分かった。一般の n本の弦の相互作用の場合も同様の状況で、

tree levelのモジュライ空間を覆うには restricted polyhedronに対応する n体の相互作用を取

り込む必要があることが示されている ����。

��� 代数構造

前節で見たように、 non	polynomial タイプの SFT では相互作用が作用に BRST 対称性

を要請すると無限個の項を含めなくてはならない。前章の HIKKO の場合は、個々の vertex

を作ったが、今の場合、それはできない。そこで、ここでは一般の n 個の string 
eld の間の

積を定義し、それが満たす代数を議論する ����。積の具体的な構成法は多少こみいっているの

でこの章の最後に述べるとして、ここでは先に、積の満たす性質を紹介する。量子論的に正

しい作用を作ろうとすると、genus を取り込んだ代数が必要になるが、特に古典的な部分の

みは、L� 代数と呼ばれる代数を作っている。これは、開弦の場の理論で現れる A� 代数に

類似のものである。

以下では H で Hilbert space を表し、fBigで string 
eld を表すことにする。ただし、Bi

は b�� 及び L�� をかけると消えるものとし、その他の ghost number などの条件は任意とす

る。前に導入した realityの条件すら満たす必要はない。このとき、string 
eldについての多

重線形な積 �
g�H�n

�
�
 H � �B�� B�� � � � � Bn� ��
 �B�� B�� � � � � Bn�g ������

を定義する。これは後に述べるが、HIKKOの場合にしたように、積に対応する vertexをつく

り、そこに string 
eldの ketをかけて積分する、という形をしている。つまり、fB�� � � � � Bng �
h"jB�i � � � jBniで、 " は Grassmann even である。この積は次の補助条件

b�� �B�� B�� � � � � Bn�g � L�� �B�� B�� � � � � Bn�g � � ������

を満たし、多重線形である�

�B�� � � � � Bib � B�
ib
�� � � � � Bn�g ������

� �B�� � � � � Bi� � � � � Bn�g b����b�Bi�������Bn� � �B�� � � � � B�
i� � � � � Bn�g b

�����b
��Bi�������Bn��

������

��



また、状態の入れ替えに関して

�B�� � � � � Bi� Bi��� � � � � Bn�g � ����BiBi�� �B�� � � � � Bi��� Bi� � � � � Bn�g ������

である。この積は後に n 	string の genus g の vertex に相当することが分かる。

次に積の内容を見る。

まず、n � � のとき、これは H の中の特別な元を指定する。これを Fgと書く。すなわち、

� � �g � Fg 	 H。特に g � � の時は � である� � � �� � �。

次に n � �かつ g � � の時は、これは �B�� � QBとなる。

この積の ghost number は、

G
�
�B�� � � � � Bn�g

�
� � �

nX
i��

�G�Bi�� �� ������

である。これより、 Grassmann parityは、

j�B�� � � � � Bn�j � � �
nX
i��

jBij ������

であると分かる。

さて、この多重線形な積に対して次の関係式が成り立つ�

Q �B�� � � � � Bn�g �
nX
i��

����B������Bi�� �B�� � � � � QBi� � � � � Bn�g

�
X
g��g�

fil�jkg�l�k

��il� jk�
h
Bi� � � � � � Bil� �Bj�� � � � � Bjk �g�

i
g�

�
�

�

X
s

�
����s

h
�s� e�s� B�� � � � � Bn

i
g��

� �� ������

証明は複雑なので文献 ����に譲る。ここで、和のとり方について説明する。第二項は、f�� �� � � � � ng
を二つの組、fi�� � � � � ilg� fj�� � � � � jkgに分けるわけ方についての和である。ここで、和は異な
る分け方についてた仕上げるもので、異なる分け方とは、並べ方の順序が異なるだけのもの

は同じ分け方であるとみなす。また、g�� g�� l� kに関しては次の条件

g� � �� g� � �� g� � g� � g� ������

l � �� k � �� l � k � n � �� ������

l � � when g� � �� ������

k � � when g� � � ������

を満たす。第二項に現れた係数 ��il� jk�は、fQ�B�� � � � � Bngを fBi� � � � � � Bil� Q�Bj�� � � � � Bjkg
に並べ替える際に現れる符号である。つまり、この和は、f�� � � � � ng を二つに分けて、それ

��



ぞれ添え字の小さい順に並べて、 Qを動かしたときの符号を拾えば計算しやすい。この恒等

式 ������は以下の議論で非常に重要なので、 main identity と呼ぶ。

ところで、 第二項に、形式的に ��� l � � かつ g� � �、及び ��� k � � かつ g� � �、

及び ��� k � � かつ g� � � を代入すると、��� の場合、Q �B�� � � � � Bn�g�、��� の場合、

����B������Bi�� �B�� � � � � QBi� � � � � Bn�g�、��� の場合 � となるから、������は

X
g��g�	g

fil�jkg�l�k��

l�k	n

��il� jk�
h
Bi� � � � � � Bil � �Bj� � � � � � Bjk�g�

i
g�

�
�

�

X
s

�
����s

h
�s� e�s� B�� � � � � Bn

i
g��

� �

������

と書き換えることができる。後に見るように、この代数があるために作用が BV 方程式を満

たすことが純粋に代数的に確かめられる。この点が HIKKOにおいては �展開の各次数ごと

にアノマリーを相殺する項を求めなくてはならないこと ��� ��� と著しく異なる。また、特

に、g � � 場合、第二項はなくなり、

X
g��g�	g

fil�jkg�l�k��

l�k	n

��il� jk�
h
Bi� � � � � � Bil� �Bj�� � � � � Bjk��

i
�

� � ������

となる ����。これは L� と呼ばれる ホモトピー結合代数をなしている。������ と比べると、

g � � の量子論的な項は積のトレースのような形をしていて、それがこの代数を壊している

ことが分かる。

������ の意味するところを具体的に調べてみる。

古典的な部分、すなわち g � � の場合を見ると、g� � g� � � だから特に簡単になって、

n � �のとき、

� � � �� �� � Q � � �� � � ������

である。これは � � �� � �であることと整合的である。つぎに n � �の時、任意のB に対して

� �B���� � ����B �B� � � ���� � Q�B � � ������

となり、 BRST charge の nilpotency を表す。n � �の時は、

��B�� B����� � ����B� �B�� �B����� � ����B����B�� �B�� �B����� � � ������

である。書き換えると、

Q �B�� B��� � �QB�� B��� � ����B� �B�� QB��� � � ������

��



を与える。これは BRST chargeが � � ��に関して Leibniz rule を満たすことを表している� 。

次に n � � の場合を書くと、見やすく整理すると、

Q �B�� B�� B��� � �QB�� B�� B��� � ����B� �B�� QB�� B��� � ����B��B� �B�� B�� B���

� ����B� �B�� �B�� B����� � ����B����B�� �B�� �B�� B����� � ����B����B��B�� �B�� �B�� B�����

� � ������

である。第一行目は、三個の string 
eld の積に関して、 BRST charge Qが derivationとし

て働かないことを表していて、第二行は Jacobi identity の破れを表している。さらにこの式

はその破れの度合いが等しいと言うことを意味している。

これまでに解説した多重線形な積は Hilbert space の元を定めるが、次にこれを用いて、内

積により c	number を出す演算を定義する。それは、A�Bi 	 H に対して、

fA�B�� � � � � Bngg � hA� �B�� � � � � Bn�gi � hAjc�� j �B�� � � � � Bn�gi ������

である。この積により、上で定義した多重線形な積は、

�B�� � � � � Bn�g �
X
s

�
����sje�si � f�s� B�� � � � � Bngg ������

と表すことができる。ここで、eつきの状態が現れているのは、内積の定義で c�� が現れている

ために、� �X
s

jsihsjからずれるためである。
この積は、多重線形な積の場合と同様、多重線形性を持つ。また、内積をとる際に、jAiは

re�ector を使って bra にするため、fBigと同等に扱えることから、

fB�� � � � � Bi� Bi��� � � � � Bngg � ����BiBi�� fB�� � � � � Bi��� Bi� � � � � Bngg
������

が成り立つ。さらに、これは c	number を与えるので、 � でない値を与えるときは、ghost

number は �であるべきである。それゆえ、fB�� � � � � Bng �� � ならば、G�B�� � � � � �
nX
i��

�G�Bi�� �� � � つまり、
nX
i

�G�Bi�� �� � �。これより、 Grassmann parity は、

j�B�� � � � � Bn�j �
nX
i

jBij ������

である。

� この式では符号がずれているが、積の定義で符号を調節すれば通常の関係式にできる。

��



上の場合と同様にいくつか簡単な部分について具体的に示す。まず、f � gg � F �
g とおく。

さらに記号を、

fBgg � hB� � � �gi ������

とする。g � � のとき、 f � g � �とする。さらに、fBg� � hB� � � ��i � � である。

��� Non�polynomial action

この節では具体的に作用を構成する。相互作用の部分は複雑であるので、string 
eld につ

いて �次の部分である運動項と、相互作用の部分を別々に論じる。

����� 運動項

まず、前章と同様に、作用の �次の部分は、

S��� �
�

�
h�jc��Qj�i � ��

�

�
�� c�� Q�

�
�

�

�
h�� Q�i ������

である� 。ここで、string 
eld j�iは

b�� j�i � L�� j�i � � ������

なる条件を満たす。この作用は Hermite である。実際、計算になれる意味でこれを示すと、n
Q� b��

o
� L�� に注意して、

�
�� c�� Q�

�y
� �

�
c�� Q���

�
������

� �
�
�� Qc�� �

�
������

� �
�
��
�
b�� c

�
� � c�� b

�
�

�
Qc�� �

�
������

� �
�
�� c�� b

�
� Qc

�
� �

�
������

�
�
�� c��Q

n
b�� � c

�
�

o
�
�

������

�
�
�� c��Q�

�
������

となることから従う。

� S	��の添え字の意味は、作用の中の、string �eld �個、genus 
の部分という意味である。

��



運動方程式は、j�iを変分して、

�S��� �
�

�
�h��� Q��i� h�� Q�i� ������

� h��� Q�i ������

より、

Qj�i � � ������

である。

上の変形を見ると、Q�
B � �であるから、S���は、�j�i � Qj�i の無限小変換に関して不変

であることが分かる。ただし、j�iは Grassmann odd である。またこのとき、j�iが満たす
べき条件より、j�iは以下の条件を満たさなくてはならない。それは、

b�� j�i � L�� j�i � �� ������

�j�i�y � �h�j� ������

Gj�i � j�i ������

である。

以上を踏まえると、physical な部分は、 BRST cohomologyで分類できる�

j�i � j�i� Qj�i� ������

ただし、b�� j�i � b�� j�i � �� L�� j�i � L�� j�i � �とする	 。

ゲージ固定条件の一つに Siegel ゲージがある。それは b�� j�i � � である。このとき、作

用は、

S�
� �

�

�
h�jc�� c��

�
L� � L�

�
j�i ������

と書ける。対応する propagatorは

b�� b
�
�

L� � L�

P jR��i ������

となる。次にこれが 古典 BV 方程式を満たしていることを示そう。S���は局所的な関数でか

けているので、古典 BV 方程式を満たしていることを示せば十分である。そのために string


eld を、

j�i � j��i� j��i �
X

G��s�
�

� j�si�s �
X

G��s�
�

� je�si��s ������

� この補助的な条件のために正確には semirelative cohomologyとなる。

��



と分解する。�sを 
eld ��sを anti
eld とみなす。ここで、je�si � b�� j�c
si であって、ghost

number は ��Gである。また、�s� ��sの ghost numberはそれぞれ ��G��s�� G��s�� �と

なっていて、両者の和は ��となっている。また、
P� は、L�� j�i � �を満たす状態について

のみ和をとることを表す。

ここで、簡単のため、 Grassmann even な演算子 O を、O � c�� QB と定義すると、作用は

S��� �
�

�
hR��j��iO�j��i ������

と書ける。今、re�ector は接続の条件より、この演算子Oに対して

hR��j �O� � O�� � � ������

を満たす。これに注意すると、

�RS���
��s

�
�

�
hR��j�si�O�j�si�

�

�
hR��j��iO�j�si� � hR��j��iO�j�si� ������

を得る。同様にして、anti
eldに関する微分は、左微分であるために、�����	�G��G��� � ����G��

なる係数がつくことに注意して、

�LS���
���s

� ����s��hR��j��iO�je�si� ������

である。これを古典 BV 方程式に代入して、

�RS���
��s

�LS���
���s

　� �hR��j��iO�hR��j��iO�

X
G��s�
�

� ����sj�si�je�si� ������

� ��

�
hR��j��iO�hR��j��iO�

X
G��s�
�

� ����s
�
j�si�je�si� � j�si�je�si�

�
������

ここで、右辺の re�ector の部分が �、� の入れ替えに対して対称であることを用いた。この

和の部分は ������ を用いて書き換えることができる。これによると、

X
G��s�
�

�����sj�si�je�si� �
X

G��s�	�

�����sj�si�je�si� ������

��



であるから、和をとる際の ghost numberに関する制約をはずすことができて、

�
�RS���
��s

�LS���
���s

� �hR��j��iO�hR��j��iO�

X
s

�
����sj�si�je�si�

� �hR��j��iO�hR��jO�j��ib����� jR�
��i

� �h��jO�hR��jb����� O�j��iP�jR��i
� �h��jO�b

����
� O�j��i

� �h�jOb�� Oj�i
� �h�jc�� Qb�� c�� Qj�i
� h�jc�� Qc�� b�� Qj�i
� h�jc�� Qc��

�
�Qb�� � L��

�
j�i

� �

となる。以上で運動項 S���は古典 BV 方程式を満たすことが示せた。

����� 古典作用

前節では作用の中の、string 
eld に関して � 次の部分を考えた。次に相互作用の入った、

古典作用を考える。閉弦の理論の古典作用は、����で与えられ、ゲージ対称性を持つことが示

された。この節では、上で導入した多重線形な積を用いて閉弦の理論の作用を表し、それが

ゲージ対称性を持つことを示す。

今、f���� � � � ��g� �z �
n

� f�ngと書くことにすると、ghost numberが � の string 
eld �に関

して、古典的作用は

S��� �
�

��

�X
n��

�n

n�
f�ng� ������

である。ここで、�は 閉弦の場の理論の結合定数である。これは一見前節で与えた作用と異

なるが、n � � の部分を考えれば、

f���g� � h�� ����i � h�� Q�i ������

となり、作用は

S��� �
�

�
h�� Q�i�

�X
n��

�n��

n�
f�ng� ������

���



となる
 。この作用で、形式的に n � �� � に対応する項を考えると、どちらも � を与えるの

で、この作用は

S��� �
�

��

�X
n��

�n

n�
f�ng� ������

と書くこともできる。作用が与えられたから、運動方程式を求める。作用を変分して、

�S �
�X
n��

�n��

�n� ���

n
����n��

o
�

�
�X
n��

�n��

�n� ���

D
���

h
�n��

i
�

E
������

を得る。ここで、� は Grassmann even であることと、������を使った。これより、運動方

程式は

F��� �
�X
n��

�n��

n�
��n�� � Q j�i�

�X
n��

�n��

n�
��n�� � � ������

となる。

����� ゲージ変換

前節で古典作用を与えたので、この節では、この作用を不変にするゲージ変換を考える。

ゲージ変換は、作用を微分してその中の string 
eldの一つを変換のパラメータで置き換える、

という処方で与えられて、

�� j�i �
�X
n��

�n

n�
��n���� � Q j�i�

�X
n��

��n���� ������

である。� の ghost number は �であって、それゆえ Grassmann odd である。

それではこの変換で作用 ������が不変であることを見よう。������にこの変換を代入する。

すると、

��S �
�X
n��

�n��

�n� ���

n
�����n��

o
�

�
�X
n��

�X
m��

�n�m��

n�m�
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�

�
�X
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�X
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Dh
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i
�
�
h
�k
i
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E
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� 前節までの作用とは規格化が異なる。
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を得る。ここで、最後の変形で、和をとる順番を取り替えた。これが �になることを示そう。

������において、 g � � とし、 string 
eld をすべて � とすると、

X
l�k	n
l�k��

n�

l�k�

h
�l�

h
�k
i
�

i
�

� � ������

となる。ここで、������ では和は異なる分け方に関してとったが、ここではすべての場合に

ついてとり、その重複の分を割っている。これと �で内積をとり、並び替えると、

X
l�k	n
l�k��

n�

l�k�

�
��
h
�l�

h
�k
i
�

i
�

 
�

X
l�k	n
l�k��

n�

l�k�

n
���l�

h
�k
i
�

o
�

� � X
l�k	n
l�k��

n�

l�k�

nh
�k
i
�
��l��

o
�

� � X
l�k	n
l�k��

n�

l�k�

Dh
�l��

i
�
�
h
�k
i
�

E

� � ������

この式において n については和をとっていないので、
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�k
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が示せた。これにより、

��S � � ������

が従う。ここで、������を見ると、無限個の和をとることで初めてこの式が成り立っているこ

とが重要であることが分かる。このために、作用は無限個の項を含まなければゲージ対称性

が保証されないのである。

作用はゲージ変換で不変であることが分かったが、この変換は閉じているだろうか。次に

変換の交換子を計算して、実際に変換が群をなしていることを示す。そのために、

����� ��� � j�i ������

を計算したい。

���



今、j� �j � �� j�j � �� j�j � �であることに注意して、

������ j�i � ���

�X
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であるから、
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を得る。������ において string 
eld を � を n個、����� について適用して、そのうちの古

典的な部分、つまり、g � �の部分を考えると、
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となる。この最初の二つの項が ������と一致しているので、結局、和の演算のうち一方を先

に実行すると、運動方程式 F��� ������を思い出して
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X
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� �����j�i�

�X
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��n�������F����� � ������

���� �
�X
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�n��

n�
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� � �������� � �� ���������� � � � � ������

となる。これを見ると、期待通り二つのゲージ変換の交換子は一つのゲージ変換とみなせる

ことが分かる。ただし、それは on	shell 、つまりF��� � �が満たされる限りである。

���



����� 量子論的作用と BV 方程式

これまでの議論で古典作用及びそのゲージ対称性を見た。しかし、これはあくまでも理論

の古典的な部分に過ぎない。これをゲージ固定して経路積分により量子化しようとする場合、

積分測度の部分からの寄与も問題になる。�章で説明したように、積分測度まで含めて BRST

対称性を保証するには作用が BV 方程式の解になっていることを要請すればよい。この節で

は古典作用 ������を量子論的に拡張し、それが BV 方程式の解になっていることを示す。

多少天下り的ではあるが、古典的作用 ������を拡張した量子的作用は、

S��� �
�

��
X
g	�

�
���

�g X
n	�

�n

n�
f�ngg ������

である。ここで、量子論的な補正が分かるように � をあらわに書いた。g � � の部分が先に

与えた古典的な部分である。つまり、この作用は古典的な部分に loop からの補正の部分を

加えた形をしている。また、g � �� n � � の部分は、すでに考えたように定数である。今、

Sn
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f�nggと書くと、S ��� �

X
g�n
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g�n��g��Sn

g ��� である。前節で導入した古典作用

������はすでにそれだけでゲージ対称性を持っていた。しかし、それだけでは BV 方程式を満

たすことができない。量子論的な補正は、g � � 、すなわち �	loop の部分からすでに始まっ

ているので、non	polynomical SFTには、loop の全てのオーダーでアノマリーが出ているの

だと分かる。それゆえ、量子補正としてアノマリーを消去する、非局所的な項を無限に入れ

る必要がある。

さて、この作用 ������が BV 方程式を満たすことを示す。BV 方程式は、
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��s
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である。S が Grassmann evenであることに注意すると、係数の
�

�
は antibracketを計算する

と消える。これに上の作用を代入して、� の次数ごとに拾うと、量子的な項に注意して、
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を得る。第二項が g� �の部分であるのは、 BV 方程式の中に �が含まれていることによる。

n � � のとき、n� � n� � � で、S�
g � �であるから成り立っている。n � � のとき、

�n�� n�� � ��� ��� ��� �� である。第一項は、どちらかに S�
g � � が含まれるので � となる。ま

た、S�
g � f�gg であるから第二項は � となり、満たされる。

n � � のときは少々厄介である。これを示すには作用の selection rule を使う必要がある。

まず、S�
g � f�gg � h�� � � �gi �

D
�jc�� j� � �g

E
� j� � �gj � �に注意すると、j�i � j�si�s とし
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て target space の場 �s を表すと、Ngh��
s� � � でなくてはならない。すると、S�

g には ghost

numberが � の場しか現れることができず、
eld または anti
eld のどちらかしか現れること

ができない。すなわち

�RS
�
g

��s
�LS

�
g�

���s
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である。S�
g に関しても同様に、ある target space 上の場 ��� �� に関して S�

g � ����である。

すると、Ngh���� � Ngh���� � � であるからこれは 
eld と anti
eld の対にはなりえない。ゆ

えに、

�R
��s

�LS
�
g

���s
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である。この二つを使うと、n � � のとき、 BV 方程式が満たされることが分かる。

そこで、n � � に関して示すことができればよい。方程式は、
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ここで、
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と変形できる。この第二項は、������を用いて、
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とできる。ここで、������では変形の際に��がかかっているが、今は、G�� �� 
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��G より、 Grassmann parityが変わるので、����sの中に吸収した。これにより、�I�は
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とまとめることができる。これをさらに変形する。内積を re�ectorで表して、�が L�� � b
�
� で

消えることと、b�� に関する接続の条件を考えると、
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となる。

次に �II� の部分を考える。これは直接計算すると、
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である。ここで、e�s は �s� �
s と可換であることに注意せよ。これを、先ほどと同様に ������

を使って変形すると、全ての状態 sに関する和に書き換えることができて、
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以上から、BV 方程式が満たされるためには
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であればよいことが分かる。これは 付録 Dで示すように、成り立つ。よって、 ������は BV

方程式を満たすことが分かった。つまり、古典的な作用 ������では loopの各次でアノマリー

が出るが、それを補正する項を無限に付け加えた量子論的作用 ������は、 BV 方程式を満た

すことが分かった。

����� BRST 対称性

では、次にこの量子論的作用が持つ BRST 対称性を考える。まず、pre	BRST 変換は、�

章で考えたように、
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となるので、この微分を、前節で行ったのと同様に計算すると、
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を得る。よって、pre	BRST 変換は
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である。この結果において例えば、 g � � の部分を見ると、
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となっている。

BRST 変換は、これを Lagrangian submanifoldに制限して、

��Bj�i � �Bj�ij��� ��
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で定義される。

����� 代数構造の変形

上で、string 
eld の積の g � � の部分は L� 代数をなすと述べた。この節では string 
eld

が古典的に満たす代数、つまりこれまでに扱った代数の g � � の部分の、運動方程式の解で

はない string 
eld � による変形を議論する。

まず、n 個の string 
eld fBigの積 �B�� � � � � Bn� を mn と書くことにする。

Hilbert space Hが与えられたとき、対称積によるベクトル空間 T�H� を、

T�H� �
�X
n��

SH�n �������

と定義する。ここで、S は対称化された積 �B�� � � � � Bn� 	 SH�n を表す。それぞれの引数の

入れ替えにより、 string 
eld の持つGrassmann parityにしたがって符号を変える。

このベクトル空間には余代数の構造を入れることができる。余代数は、

� � comultiplication �������

b � coderivation �������

により定まる。ただし、以下の図式は可換であるとする�
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と定める。ここで、� は ������で導入したものである。�� は、� の場合から Qを除いたもの

である。

演算の degree を、

d�Bi� � ��G�Bi� �������

と定める。特に、

d ��B�� � � � � Bn�� � ��G ��B�� � � � � Bn�� � ��
�

� �
nX
i��

�G�Bi�� ��

�
� �� �

nX
i��

d�Bi�

�������
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以上のように、T�H�には余代数の構造を入れることができる。

これまで見たように、弦の場の理論は、第一量子化の演算子を用い、また、string 
eld も

対応する CFT の Hilbert space のベクトルとした。つまり、理論が、その元となった CFT

に依るように見える。それゆえ、理論が background に独立になっているかどうか調べるこ

とは重要である。そこで次に、non	conformal backgroundによる代数の変形を見る。ここで、

non	conformal backgoundというのは、運動方程式 F��� � �の解となっていない string 
eld

�� のことである。

この �� を用いて、 string 
eld � を、

� �
 �� � �� �������

とずらして、�� を用いて理論を記述する。しかし、作用は依然としてゲージ対称性を持つ。

なぜなら、 S��� は � 
 � � ��� に対して不変であるから、S��� � ��� は �� � �� 

�� � �� � ����� � ���で不変である。つまり、
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とすればよい。

この string 
eld の取替えに対して、具体的に作用を計算すると、二項展開して、和の順番

をかえて
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を得る。ここで、第二項は、もし �� が運動方程式の解であるなら、消えるので、運動方程式

の解による変形では、代数は不変に保たれることを意味している。さて、これと ������ を見

比べると、
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なる対応があるように見える。そこで、新しく積を
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ゲージ変換は、上の考察から明らかで、作用と同様に和を取替えをして、
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となり、これも �� に関する項が補正として加わっている。これを Q� と書くことにする。

このように、string 
eld の取替えによって積は変更を受ける。これを具体的に見る。変形

前は、m� � � � �� � � とした。しかし、今、変形により

� � ��� �
�X

m��

�m

m�
��m
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である。これは ghost number �を持つから、�ではありえない。そこでこれを F とおく。実は
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である。つまり、変形された代数では m� �� � である。さらに著しい点は、この変形された

積も ������を満たすという点である。これは、作用のゲージ対称性を示す際に ������を使っ

たことから、今逆に作用 S � ���� のゲージ対称性からこの積について ������ �の � つき� を示

すことができるからである。

そこで、������ の n � � の部分をみると、
h
� � ���

i�
�

� �であるので、

Q�� � ��� � Q�F � � �������

を意味する。n � �の場合、

Q��B � �F�B��� � � �������

を得る。これは変形された BRSR chargeが nilpotencyではないということを意味している。

その nilpotency からのずれは変更された積 m� によって与えられる。n � � のところを見

ると、
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であって、Q� が derivationからずれることを表している。

��	 Vertex の構成

それでは先延ばしにしていた vertex の具体的な構成を述べる。一般に、n 個の閉弦の相互

作用は、n 個の穴のあいた、genusが g 個の Riemann 面で表される。弦の相互作用を記述す

る場合、この Riemann 面の �コンパクト化された� モジュライ空間全域について一回だけ重

複なく積分を取る必要がある。今、n 個の穴があき、%genus � g の Riemann 面のモジュラ

イ空間を Mg�n で表し、Riemann 面の上の座標までこめたモジュライ空間を Pg�n と書くこ
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とにする。Mg�n の次元は �g � � � �n で、 Pg�n は無限次元である。すると、Pg�n は Mg�n

の上のファイバーバンドルとみなすことができ、Mg�n に関する積分は、Pg�n の切断に関す

る積分と読み替えることができる。実際には、座標は局所的に ei� だけ冗長であるから、この

同値類で割った �Pg�n � Pg�n� � を用いる。すると、この面の上の座標の取り方の変形を表す
conformal Killing vector もしくは Schi�er variations を考えることができて、これを用いて

vertex を表す。こうして得られた vertex の正当性など詳しい議論は ����に譲り、この節では

具体的な vertex の構成に限って解説する。

����� 準備

この節では vertex を書き下すための準備をする。

& で ある一つの %genus � g 、n個の穴のあいた Riemann 面を表すことにする。この n

個の穴は n 個の閉弦の相互作用であることに対応している。この Riemann 面の上の座標を

fz� zgとする。ただし、& の場合、n 個の穴の周りに一つずつ、穴を jzj � �と定義するよう

な局所座標があると便利で、Riemann 面をこの n 個の座標系の貼りあわせで書くとすると、

& の座標は、n 次元のベクトル �zi� �i � �� � � � � n�で表すのが適当である。

このとき、conformal Killing vector は

�� � �v�z � z � v�z� �������

と作用するものとする。�つの変換を連続的に作用させると、

�v��v�z � �v� �v��z�� � v� �v��z�� �������

であるから、交換子を取れば、
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が成り立つことが分かる。左辺と右辺のベクトルの順番が異なることに注意せよ。

さて、Riemann 面 &に対して状態 　j&i 	 H�n が定まる。また、相互作用する n 本の閉

弦に対応して状態 j �Bi � jB�i � � � � � jBni 	 H�n が定まる。

それでは & 上の座標を変えたときに、状態 j&iがどのように変化するか調べる。そのため
に、二つの演算子 T�v��b�v� を
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nX
i��

�I dzi
��i

T i�zi�v
i�zi�� anti holo� part

�
� �������

b�v� �
nX
i��

�I dzi
��i

bi�zi�v
i�zi�� anti holo� part

�
�������

���



と定義する。ここで、iは n 個の Hilbert space をラベルし、反正則部分の前の負号は、積分

経路の向きのために生じる。OPE を使って交換関係を求めると、

�T�v���T�v��� � T ��v��v���� �������

�T�v��b�vk�� � b ��vk�v��� ��������
nX
i��

Qi�b�vk�

	
� T�vk� �������

である。n個の Hilbert space をわたるので、太い文字で書いたが、以後、T �v�� b�v� と書く

ことにする。

今、central chargeは �であるので、エネルギー・運動量テンソルは、primary 
eldとして

振舞うので、re�ector に対して

hR��j
�
L�
n � L�

�n

�
� � �������

を満たす。さらに、ベクトル v�z� の mode 展開を、

v�z� �
X
n

vn
zn��

�������

と書けば、正則部分について

T �v� �
I dz

��i
T �z�v�z� �

X
n

Lnv�n �������

である。また、v�z�の BPZ 共役は、

vT �z� � �z�v
�

�

z

�
� �X

n

v�n
zn��

�������

であることに注意すれば、�������は v�n をかけて和をとると

hR��j
h
T ��v� � T ��vT �

i
� � �������

と書き直せる。また、 BPZ 共役の中身を見ると、共役をとるには vn 
 �v�nとすればよい
ので、

h
vT� �z�� vT� �z�

i
� �v��z�� v��z��T �������

であることが分かる。

このとき、v による j&i の無限小変換は、

�vj&i � T �vT �j&i �������

���



である ����。交換子は、

��v� � �v� � j&i �
h
T �vT� �� T �vT� �

i
j&i �������

� T
�h
vT� � v

T
�

i�
j&i �������

� T
�
�v�� v��

T
�
j&i �������

� ��v��v��j&i �������

となり、������� と一致する。ここで、vの BPZ 共役を用いるのは、座標の取替えで一点関

数の値を変えないようにするためである。

j&iに対応して h&j を

h&j � hR��� j � � � hRnn� j&i�����n� �������

と定め、この無限小変換を、

�v ����nh&j � hR��� j � � � hRnn�j�vj&i�����n� �������

� hR��� j � � � hRnn�jT ��vT �j&i�����n� �������

� �hR��� j � � � hRnn� jT �v�j&i�����n� �������

� ��v ����nh&jT �v� �������

と定義する。ここで、�������を用いた。

また、���� より、

h&j
nX
i��

Qi � �� �������

Gj&i � ��g � � � �n�j&i �������

である。

次に、 �g � � � �n 次の微分形式"g�n
B 	 T ��P � �Pg�n�を

"g�n
B � �V�� � � � � �V
g�
��n� � ���i���g���nh&P jb�v�� � � � b�v
g�
��n�j �Bi

�������

と定義する。ここで、�V 	 T �P � �Pg�n� は、v に対応する変形を表す。この微分形式の満たす性

質など詳細にはここでは立ち入らない。

���



����� 積

前節で導入した微分形式を用いて、この章の始めに定義した string 
eld の間の積を、

fB�� � � � � Bngg �
Z
Vg�n

"g�n
�B

�������

と定義する。さらに、h"g�nj を、

"g�n
�B

� h"g�njB�i � � � jBni �������

つまり、

h"g�nj � ���i���g���nh&P jb�v�� � � � b�v
g�
��n� �������

と定めると、上の積は

fB�� � � � � Bngg �
Z
Vg�n

h"g�njB�i � � � jBni �������

と書くこともできる。Vg�n は、string vertex に対応するMg�n の部分空間の切断である。と

ころで h&j の ghost number は �g � � � �n であった。h"g�nj の定義には �g � � � �n 個の

antighostが入っていたので、h"g�njの ghost numberは �nとなる。今、"g�n
�B
は ghost number

が �nなら �でないので、
nX
i��

G�Bi� � �n でなくてはならない。

今、jBii で状態 jBiが &の上の i 番目の穴の状態を表しているとすると、どの状態でどの

穴を表すかは任意であるから、Z
h"g�n��� � � � i� � � � � j� n�j � � � jBiii � � � jBjij � � � �

Z Z
h"g�n��� � � � � j� � � � � i� n�j � � � jBiij � � � jBjii � � �

�������

が成り立つはずである。ここで、" の引数は穴を表す。これを見ると、h"g�n��� � � � � n�jは引
数の入れ替えに関して対称であると分かる。それゆえ、上の式で右辺の穴の順番を左辺とそ

ろえると Bi の Grassmann parityに応じて係数を拾って、結局

fB�� � � � � Bi� Bi��� � � � � Bngg � ����BiBi�� fB�� � � � � Bi��� Bi� � � � � Bngg
�������

を得る。

また、上の定義から、

f � � � gg �
Z
Vg��

"g�� �������

���



である。%genus � � の場合は、

f � g� � �� �������

fBg� � �� �������

fB�� B�g� � hB�� QB�i �������

と定める。

次に多重線形な積を定義する。これは re�ector を使って、

�B�� � � � � Bn���g �
X
s

�
����s

Z
Vg�n

h"g�nj�si�je�siejB�i � � � jBn��i �������

とすればよい。状態 j�siは L�� で消えるものである。j�sie は "とは和をとらず、外部から

bra をかけるときに作用する。j�si� は �番目の Hilbert spaceで和をとる。�������は以下の

ように書き直すことができる�

�B�� � � � � Bn���g �
X
s

�
����s

��� e�s

E
e
f�s� B�� � � � � Bngg �������

�
Z
Vg�n

h"g�nj eR�
�e

E
jB�i � � � jBni� �������

このように書くと、 D
A� fB�� � � � � Bngg

E
� fA�B�� � � � � Bngg �������

が成り立つことが理解できる。

��
 問題点とその解決

このようにしてゲージ不変な non	polynomial型閉弦の場の理論が得られた。しかし、この

理論の作用������は非常に複雑な作用をしている。このためもあって、現実に何かを計算す

るには手に余る。

また、触れる余裕がなかったが、弦の場の理論はその元となっている CFT に依存してい

るように見える。これは background independence の問題と呼ばれている。L� 代数の変形

の所で述べたように、理論が CFT に依らない、という議論 ��� �� ���がある。

��� 結論

本修士論文では閉弦の場の理論について、 HIKKO によるもの ��� �� �� �� ���と non	

polynomial型のもの ��� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ���を見てきた。ここではこれまで

���



のまとめと、本論文では触れられなかった事項について述べる。

HIKKO においては経路積分により量子化をしようとするとアノマリーが出るので、各次

で相殺項を入れる必要がある。しかし、一般の次数の相殺項を求める処方は今のところ見つ

かっていないので、実際に計算して見なくてはわからない。

一方、non	polynomial型の場合は、アノマリーが出るものの、古典的には string 
eld のあ

いだに A� に類似の L� と呼ばれる代数構造があり、量子論的にもこれに基づいた関係があ

るため、相殺項を制御でき、一般の次数で求めることができる。

古典作用に関して言えば、双方とも BV方程式を満たしていて、古典論としてはwell	de
ned

である。しかし、non	polynomialは古典作用の段階ですでに無限個の項を必要としているの

に対し、HIKKO では �次までと簡潔である。

HIKKO には string length による発散の問題があったが、これは covariantized light	cone

gauge SFT へ移行し、これと BRST �重項を組む変数を導入することで除去できる。つま

り、発散はなく、しかも作用は �次までと簡潔である。こうして一見非常によいように見え

るが、あらたに導入した変数の物理的意味の解釈が不明である点が不満である。しかも、作

用は HIKKO のものとほとんど同一であるため量子的 BV 方程式は満たさず、アノマリーを

相殺する項が必要になると思われる。

これとは別のアプローチで strign length の問題を解決しようとしたものに本論文では触れ

る余裕がなかったが、� � p� HIKKOというものがある。これは本来独立な変数である � と

p� を同一視してしまう、という理論である。すると、�から生じる発散をはじめから取り除

くことができる。この理論を用いて、 T	duality を弦の場の理論で解釈する、という研究も

なされている ����。

概して閉弦の弦の場の理論の作用は複雑であるため、直接作用を扱わずに必要な情報を引

き出そうとする試みもある。その一つが、Hata���� である。これは運動方程式として BV 方

程式を与えるような理論の理論を考えることで、詳細に立ち入ることなく一般的に閉弦の場

の理論の物理的帰結を抽出しようとするものである。

また、近年、Zwiebachにより、開弦まで含めたいわゆる open	closed 理論が提唱されてい

る。これは現在の研究へとつながる流れである。今後、この理論について調べていきたいと

思っている。開弦の場の理論の理解が深まりつつあり、最近では VSFT の枠内で閉弦に関す

る議論もなされるようになってきた ����。

最近の開弦の場の理論の理解の進展には D	brane の存在が欠かせない。本論文で扱った場

の理論には超対称性が入っていなかった。しかも、閉弦のみであるので直接 D	braneを見る

のは難しい。この方向では、古典的な HIKKO 理論を用いて D	braneを取り扱うという試み

がなされている ����。超対称性の入った閉弦の場の理論の建設も今後の課題である。

���



もし弦理論が正しく自然を記述し、弦の場の理論がそのための正しい言葉であるなら弦の

場の理論には通常の場の理論にはない著しい性質があると期待される。それは例えば作用が

多項式ではかけないことかもしれない。作用が無限個の項を含むのは、我々の言葉が不十分

で、新たな相応の道具の必要性を示唆していると思われる。
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付 録A Convention および

supermanifold 上の微分形式に

ついて

Aを場、または演算子とする。このとき、

jAj � � Aが Grassmann odd �A���

� � even �A���

とする。また、混乱が生じない場合は jAjを Aなどと書く。

微分に関しては

�

� I � �I �
�L
�zI

�
�

� I �
�R
�zI

�A���

と書く。

f�z�をM上の関数として、その外微分を

df � dzI�If � f
�

� Idz
I �A���

と定義する。また、TMの元 V �z�を

V �z� �
�

� IV
I�z� �A���

とすると、関数 fに対する作用は

V �f� � f
�

� IV
I �A���

である。関数Aに対する Hamiltonian vector 
eldは

VA �
�

� I

IJ�JA �A���

と定義する。

���



微分形式の wedge 積を、

dzI� � dzI� � � � � � dzIN �
�

N �

X
	SN

�����fIg� ��dzI���� � � � � � dzI��N� �A���

と定義する。ここで、���は置換�の signatureで、� �fIg� ��は zI�zI� � � � zINを zI���� � � � zI��N�

に並び替える際に現れる zIの Grassmann parityに起因する factor ��である。

特に、

dzI � dzJ �
�

�

�
dzI � dzJ � ����IJdzJ � dzI

�
� �����IJdzJ � dzI �A���

である。

一般に微分形式のベクトルに対する作用を、�
dzI� � � � � � dzIN

�
�V�� � � � � VN� � ����EdzI��V�� � � �dzIN �VN� �A����

� ����EV�
I� � � �VNIN �A����

と定義する。ここで、E �
PN��

i�� jVij
PN

j�i�� Ijである。

一般に supermanifold上には dと zIという Grassmann oddな量が二つある。本論文では、

通常の外積代数との対比を明確にするために dと zIそのものは可換であるとして、その分の

ずれをその他の量の間の交換関係に押し付けることにする。すなわち、

jzI j � jdzI j �A����

であって、これを Iと書くことにする。また、
は Grassmann odd な symplectic �	formと

したから、

j
j � � �A����

である。このとき、

j�IKj � I � K �A����

j
IJ j � j
IJ j � � � I � J �A��������� ��zI
����� � I �A����

であることが分かる。以下でこれを示しておく。

� �A����の証明

dzI � �IKdzKであることから j�IKj � I � Kが従う。

���



� �A����の証明

j
j � �であって、
 � �dzI � 
IJdzJ であることから j
IJ j � � � I � Jが分かる。ま

た、
IJ
JK � �IKであるから、j
IJ j � I � K � � � J � K � � � I � Jとなる。

� �A����の証明

dzIの
�

� Jに対する作用を

dzI
�

�

�zJ

�
� �IJ �A����

としたいので、j�� I j � j�� I j � Iである。

さらに、

�

� If � ����I�jf j���f
�

� I fは関数 �A����

�IK � ����K�I����K
I �A����


IJ � �����IJ
JI �A����


IJ � ������I����J���
JI �A����

が成り立つ。

� �A����の証明

dzI � �IKdzK �A����

� dzK�K
I � ����K�K�I��K

IdzK �A����

であるから、�IK � ����K�I����K
I が成り立つ。

� �A����の証明

������および �A���より、


 � �dzI � 
IJdzJ � �����I���I�J�
IJdzI � dzJ

� �����IJ����IJ��
IJdzJ � dzI

� ����J���I�J�dzJ � 
IJdzI

� ����IJdzJ � 
IJdzI �A����

であるから、
JI � �����IJ
IJが従う。

���



� �A����の証明

�A����、�A����、�A����を用いて、

�IK � 
IJ
JK

� �������J�K����I�J�
JK

IJ

� �������J�K����I�J��JK��
KJ

IJ �A����

� ����K�I����K
I

� ����K�I���
KJ

JI �A����

であることがわかるから、整理すると 
IJ � ������I����J���
JIが従う。

以下に antibracket に関する公式をまとめておく。

fA�Bg � A
�

� I

IJ�z�

�

� JB � 
�VA� VB� � VB�A� 　 �A����

�����A����C���ffA�Bg� Cg� cyclic permutations � � � Jacobi identity

�A����

fA�Bg � ������A����B���fB�Ag �A����

fA�BCg � fA�BgC � �����A���BBfA�Cg �A����

fAB�Cg � AfB�Cg� ����B�C���fA�CgB �A����

fF� Fg � � if F is Grassmann odd �A����

fG� fG�Ggg � � for any G �A����

ffS� Sg� Gg � ��ffG� Sg� Sg for any G provided S is Grassmann even

�A����

�について。

��A � �

�
div VA �

�

��
����I�I

�
�
IJ�JA

�
�A����

�
�

�
����I�I

�

IJ�JA

�
�

�

�
����I��I ln ��
IJ�JA �A����

����AfA�Bg � ���AB����AB � ����AA��B �A����

��fA�Bg � f��A�Bg� ����A��fA���Bg �A����

���



Darboux 座標系の場合。


 � ��
nX
i��

d�i � ��i �A����

fA�Bg �
�RA

��i
�LB

���i
� �RA

���i

�LB

��i
�A����

� � ����i
��L

��i���i
�A����

fS� Sg � �
�RS

��i
�LS

���i
� �����i

�S

��i
�S

���i
if S is Grassmann even �A����

fA� Sng � nSn��fA� Sg for �A �A����

���



付 録B Anti�eld 形式 の幾何学的意味

ここでは、chapter � で導入した BV方程式の幾何学的な意味付けについて解説する ���。特

に、anti
eld は 
eld に双対な空間の基底であること、BV方程式に現れる微分演算子は su	

permanifold 上の Laplacianである一方で外微分作用素の類似物であることを見る。

B�� Anti�eld

この節では anti
eld の幾何学的な意味を解説する。

Mを向き付け可能な n次元多様体とし、その局所座標を xi �i � �� � � �n�と書くことにす

る� 。このとき、M 上のファイバーバンドルとして、W � TM � T �M を考える。すると、

Wは �n� n�次元の supermanifoldとなる。TMの基底を wiとし、T �Mの基底を ziで表せば、

自然に

wi �
�

�xi
�B���

zi � dxi �B���

と同一視できる。これらの基底のあいだには自然に内積を定義することができる。それは

�zi� wj� � �ij �B���

であり、その他は �である。

さて、W の上に Cli�ord 代数

fzi� wjg � �ij fzi� zjg � fwi� wjg � � �B���

を設定し、その spinor 表現 R�R�を考える。この二つの表現は容易に構成できて、それは

R � ziを生成演算子、wiを消滅演算子とみなす。

R� � wiを生成演算子、ziを消滅演算子とみなす
� ここでは簡単のため座標 xiは Grassmann even な量としておく。これは Lagrangian の中に現れるもとも

との場として Grassmann even なものだけを考えていることに対応する。

���



というもので、Rでは基底は ziに関する �n個の多項式、f�� zi� zizj � � � � � z�z� � � � zn��zngで、
de Rham complexが生成される。このとき、wi �

�

�zi
と解釈される。同様に R�の基底は wi

の多項式で張られ、ziは wiに関する微分として解釈される。ここで、表現 R�の中で ziに消

される状態を "と書くことにする。

微分形式に注目すれば、二つの表現 R�R�のあいだには同型対応があることがわかる。例え

ば、Rにおいて ziで消される状態を考えると、それは

� � f�x�z�z� � � � zn � f�x�dx�dx� � � �dxn �B���

であるから� 、これは R�での "に対応することがわかる。つまり、

��
 "� �B���

この上に wiをかけていけばそれぞれ R�R�上の de Rham complexが構成できる。ところで、

実際には上で取った �には関数 f�x�の分だけ任意性がある。�は多様体M の volume form

とみなすことができるから、�を一つ選んで固定するということは、Mの volume form すな

わち積分測度 を定めるということにほかならない。この積分測度を改めて d�と書くことに

し、そのとき対応する "を �と書くことにする。

次にM 上での関数の積分について考える。Rの de Rham complex の元 F �x� z � dx�の z

に関する展開を考えると

F �x� dx� � f�x� � fi�x�dxi � fij�x�dxidxj � � � �� fi�i����in�x�dxi�dxi� � � �dxin
�B���

となる。ここで、f�x�� fi�x�� � � � � fi����in�x�は �	formである。この F �x� dx�のM 上での積分

は、この展開の volume form の部分だけ抜き出して、Z
M
F �x� dx� �

Z
fi����in�x�dxi� � � �dxin �B���

である。

一方、R�の de Rham complex の元 G�x� w�の wに関する展開も上と同様にできて、

G�x� w� � g�x� � gi�x�wi � � � �� gi����in�x�wi� � � �win �B���

である。GのM 上での積分は Rと R�の間の同型 �B���をふまえればZ
M
G�x� w� �

Z
M

d� g�x� �
Z
M

d� G�x� �� �B����

� 本来は dx� � dx� � � � などと書くべきだが notation の整合性のため、このように書くことにする。
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であるということがわかる。ここで G�x� w�の積分を考える際に wi � �なる部分を取り出し

てきたということが、anti
eld 形式において最終的に場の値を Lagrangian submanifoldに制

限するという操作に対応している。それゆえ、R�の座標として導入した wiは、
eld xiに対

する anti
eldと解釈することができる。

この解釈に基づくと、Mは 
eld xが張る空間であるので、関数のM上での積分 �B��B����

は経路積分と同定できる。そこで、以後wiを x�i と書くことにする。

B�� Antibracket

次にこの設定で antibracket の意味を考えてみる。

そのために R�での微分作用素を導入する。まず、Rでの外微分作用素は

d � dxi
�

�xi
�B����

である。R�ではこの作用素は

� � �

�x�i

�

�xi
�B����

に対応する。dは一階微分として働くが、この�は二階微分作用素になっていることに注意
する。これは chapter � で考えた anti
eld 形式 に現れた作用素を Darboux 座標系であらわ

したものである。ここで、
eld xはすべて Grassmann even の状況なので、chapter � でこ

の作用素を考えた際に現れた因子 ����iは出ない。また、微分はすべて左微分である。なお、

d� � �に対応して、�についても明らかに�� � �が成り立つ。

さて、ここで、R�R�内の積を考える� 。R内では微分形式の wedge 積として自然に積を入

れることができる。R�の元に対しても自然に非可換性に注意して積をとればよい。するとこ

のとき、Rの元の積に対して dは derivationとして働く。つまり、

d�fg� � �df� g � ����ff dg �B����

である。

一方、すでに述べたようにR�では�は二階微分作用素になっているのでdとは異なり deriva	

tionではない。この、�の derivationからのずれを

����fff� gg � ��fg�� ��f� g � ����ff �g �B����

� 正確には例えば、Rの de Rham complex の断面の元の間の積、というべきであるがここでは簡単のため、
こう言うことにする。
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として関数 ff� ggを定義する。これは �B����を用いると、

����fff� gg �
�

�x�i

�

�xi
�fg�� ��f� g � ����ff �g �B����

�
�f

�x�i

�g

�xi
� ����f

�f

�xi
�g

�x�i
�B����

となり、結局

ff� gg �
�f

�xi
�g

�x�i
� ����f

�f

�x�i

�g

�xi
�B����

であるから、chapter �で導入した antibracket に一致する。

Remark B���� R�の元の間の積には注意が必要である。元 f� gの積は例えば

�f�x� x��� g�x� x��� ��
 fg�x� x�� �B����

として定義されるが、これは R内の wedge product による積とは異なる。例えば

�x�i � x
�
j� ��
 x�ix

�
j

であるのでこれは R内では

�

�xi
�

�xj

に対応するからである。つまり、R ��
 R�なる同型写像とこの積は可換ではない。

なお、antibracket について次の二つの性質が成り立つ�

ffg� hg � ffg� hg� ����g�h���ff� hg g �B����

�����f����h��� ff� fg� hgg� cyclic permutations � �� �B����

これらは直接計算で示すことができる。例えば ������の証明を述べておく。antibracket の

定義 �B����を用いて、

LHS � ����f�g
��fg�

�x�i

�h

�xi
�
��fg�

�xi
�h

�x�i

� ����f�g
�
�f

�x�i
g � ����ff

�g

�x�i

�
�h

�xi
�

�f

�xi
g
�h

�x�i
� f

�g

�xi
�h

�x�i

� ����f�g�gh
�f

�x�i

�h

�xi
g � ����gf

�g

�x�i

�h

�xi
� ����g�h���

�f

�xi
�h

�x�i
g � f

�g

�xi
�h

�x�i

� f

�
����g

�g

�x�i

�h

�xi
�

�g

�xi
�h

�x�i

�
� ����g�h���

�
����f

�f

�x�i

�h

�xi
�

�f

�xi
�h

�x�i

�
g

� ffg� hg� ����g�h���ff� hg g�
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B�� BV方程式

以上をふまえて BV方程式の幾何学的な意味を述べる。

Rの元のある関数 fがM 上で積分できるためにはこれが n	form でなくてはならない。す

なわち、Rの中で df � �である必要がある。

これを R�の中で考えると

�f � � �B����

と翻訳できる。ここで、特に S 	 '�R��を用いて、f � exp
�
S

�

�
の積分を考えてみる。これ

が積分可能であるためには

� exp
�
S

�

�
� � �B����

でなくてはならない。これより、

���S � fS� Sg � � �B����

を得る。これは chapter �で導入した BV方程式に一致する。つまり、BV方程式は、この枠

組みの中では、関数 exp
�
S

�

�
が積分可能である、という条件になっていることがわかる。こ

れは anti
eld 形式 の言葉で言えば、作用 Sを元にして経路積分を考えることができるため

の条件になっている。これは非常に緩やかな条件に見える。実際、Yang	Mills 理論において

はそれほど強力な拘束にはならない。しかし、弦の場の理論においては強力な手法となって

いる。
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付 録C Neumann 関数

� vertex を決める際に用いた Neumann 関数の定義を述べる。

定義は、n�m � �に対して、

N
rs
nm � �������

�
�r
n

�
�s
m

N
r
nN

s
m� �C���

N
rs
n� � �cs����

�s
N

r
n� where �c�� c�� c�� � ������ ��� �C���

N
rs
�� � ��

�
�rs
�r
� �r�

��
� �s�

�s

�
� �C���

N
r
n �

�

�r
fn

�
��r��

�r

�
en���
r � �C���

fn�x� �
'�nx�

n�'�nx� n � ��
�C���

である。ただし、�rは弦 r の string length で、�� � ��� �� � ��、また �� �
P�

r�� �r ln j�rj
である。

ここで紹介したNeuman 関数 N
rs
nm は、複素平面上の Neumann 関数のFourier 係数という

意味を持っている。詳細については ����を参照のこと。

次に Chapter �で �	vertex の変形に用いた式を述べる。まず、

jVFP��� �� ��i � �

�X
r

br�
�r

�
expEFP��� �� ��j�i �C���

とする。ここで、

EFP � i
X

n�m	�

X
r�s

N
rs
nm�

r
c��n�

s
b��m � i

X
n	�

X
s�t

N
st
n��

s
�n

bt�
�t
� �C���

�rc�n � in�rc
r
n� �C���

�rb�n � ���r brn �C���

である。これは �	vertex のうち、ghost の部分にほぼ等しい。実際にはこれに反正則な部分

を足し、ghost number をあわせるために係数が必要になる。
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i�rb ���は、jVFP��� �� ��iにかかっている場合、�I を、弦がつなぎかえられている点として、
p
�i�rb ��

r
I� �

�

�br�
�
X
n	�

�
crn � cr�n

�
cos�n�rI� �C����


 �

�br�
�
X
n	�

cr�n cos�n�rI� �

��X
n	�

crn cos�n�rI �� EFP��� �� ��

�� �C����

�
�

�br�
i

�

�r

X
ngeq�

X
s


��

n
�rs cos�n�rI��

X
m	�

N
rs
mn cos�m�rI�

�A �sc��n

�C����

� �

�br�
� 
r �C����

と変形できる。ここで、詳細は略すが、


r � i
X
n	�

X
s

�
�rsN

s
n �

�

�r

n��X
m��

N
ss
n�m�m

�
�s�n� �C����

�rs � �rs
�r�� � �r��

�r
�

�X
t��

rst �C����

であることが分かる。このとき、

�r

r � i

X
n	�

X
t

N
tr
n��

t
�n � �r


s � i
X
n	�

X
t

N
ts
n��

t
�n� �C����

�X
r��

��
r


r � � �C����

が成り立つ。例えば、この �番目の式は、

X
r

��
r


r � i
X
r�s

X
n

�
��
r�

rsN
s
n � �r

X
m

N
ss
n�m�m

�
�s�n� �C����

�st term on RHS X
r

��
r�

rs

� �s��s�� � �s��� �
X
r�t

��
r

rst

� ���
s�� � ��

s�� �
X
r�t

��
r

rst

� ��

�nd term on RHS X
r

�r � � �C����

であるから成り立つ。
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これを用いると、任意の rについて次の式を示すことができる �����

p
��ri�

r
b ��

r
I��

�X
r

br�
�r

�
exp �EFP��� �� ��� j�i �C����

� �r

�
�

�br�
� 
r

�
�

�
�X

s��

�

�s
bs�

�
exp


�i X
n�m	�

X
s�t

N
st
nm�

s
c��m�

t
b��m � i

X
n	�

X
s�t

N
st
n��

s
c��n

bt�
�t

�A j�i
�

�Y
s��

��� bs�

s� exp


�i X
n�m	�

X
s�t

N
st
nm�

s
c��n�

t
b��m

�A j�i� �C����

これを用いると、jV ��� �� ��iを使いやすい形に変形することができる。

���



付 録D �����	
 の証明

ここでは ������� の証明を述べる。

まず、������を n� �個の �に対して適用すると、X
g��g�	g

n����n���
n��n�	n��

�n� ���

�n� � ���n��

h
�n���� ��n� �g�

i
g�

�
�

�

X
s

�
����s

h
�s� e�s��

n��
i
g��

� �

�D���

となる。これと �に関して内積をとるとX
g��g�	g

n����n���
n��n�	n��

�n� ���

�n� � ���n��

n
�n�� ��n��g�

o
g�

�
�

�

X
s

�
����s

n
�s� e�s��

n
o
g��

� � �D���

である。ここで、 n
�n� � ��n��g�

o
g�

�
n

�n�� ��n��g�

o
g�

�D���

であるから、和を対称的に書くことができて、X
g��g�	g

n����n���
n��n�	n��

�n� ���

�n� � ���n��

n
�n�� ��n��g�

o
g�

�D���

�
�

�

X
g��g�	g

n����n���
n��n�	n��

�n� ���

�n� � ���n��

�n
�n�� ��n��g�

o
g�

�
n

�n�� ��n� �g�

o
g�

�
�D���

�
�

�


BBBB�
X

g��g�	g
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n��n�	n��

�n� ���

�n� � ���n��
�

X
g��g�	g

n����n���
n��n�	n��

�n� ���

�n� � ���n��
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n

�n� � ��n� �g�

o
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�D���

�
�

�

X
g��g�	g

n����n���
n��n�	n��

n�

n��n��

n
�n� � ��n� �g�

o
g�

�D���

を得る。これを最初の式 �D���に代入すると、望みの式 �������X
g��g�	g

n����n���
n��n�	n��

n�

n��n��

n
�n�� ��n� �g�

o
g�

�
X
s

�
����s

n
�s� e�s��

n
o
g��

� � �D���

が示せた。
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