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第�章 ���������	��

共形場理論 �"�������% /��%� 0!���	3"/0�の歴史は大変古く、�
�年に.�%�4��3 ��%	�&�43

5���%��#!�&�4 6�7により定式化がなされて以来、素粒子物理における弦理論や物性物理にお
ける臨界現象の研究とあいまって発展してきた。本修士論文のテーマである境界のある共形
場理論 �.������	 "�������% /��%�  !���	3."/0�も �
�
年の "���	 6�7による研究を �つ
のランドマークとし、以来、���� � ���*や境界付きの臨界現象の研究を通じてその豊かな内
容を我々の眼前に示してきた。
最近の物性理論の分野では非平衡状態に関する研究 6�7、量子ブラウン運動 67、近藤効

果 6�7等、広く応用されている。
では超弦理論の分野ではどうか。この点ついては少し歴史をさかのぼりながら眺めていく
ことにしたい。
神話の世界では混沌とした世界を天と地に神が分離するところから始まるものをよく耳に

する。カオスからコスモスへ、といったところであろう。物理学は世界を統一していく方向
に歴史は進んできた。もちろんこれは世界をカオスに戻すのではなく自然界の現象を統一し
ていく点でやはりコスモスを指向している。8�) ��は9天上9も9地上9も同じ物理法則で動
いていることを示し、:�2)�%%は電磁気力を統一し、1������*;(�%��理論による電弱統一、
ついには標準模型により重力を除く全ての相互作用が統一されるに至った。
残るは重力の統一である。しかし量子論に重力を組み込もうとすると理論を繰り込むこと

ができず、無限大のどうしても発散が生じてしまう。そこで現在、重力を統一する量子論の
最有力候補とされるのが超弦理論である。この理論は弦のサイズにより自然にカットオフが
入るためにその発散を回避することができる。

�

�年に ��%#!���&� 6�7が超弦理論のソリトン解の �ブレーンを ,ブレーンと同定したこ
とにより超弦理論は大きく発展した。�つの超弦理論と:  !���	がそれぞれある �つの理論
のモデュライ空間の極限にあることが明らかにされたり .�&��� ���;<�)&��*エントロピー
が計算されたり 6�7と、華々しく展開した。
現在において ,ブレーンは超弦理論において非常に本質的なものであると認識されるに

至っている。そしてその ,ブレーンの解析の基盤の �つを与えるのが ."/0である。,ブ
レーンは ���� � ���*のいくつかの次元の端点に,���#!%� 条件を課したときに弦の端点が描
く超平面である。そして弦が描く)��%� �!�� の境界条件は �������	 � � �により記述され





る。したがって."/0の理解を深めることは,ブレーンとは何か、という根本的な問いへ
示唆を与える。
本修士論文の構成は以下の通りである。第 �章で "/0についてのレビューを行う。ここ

には第 �、章の数学的な準備も一部に含む。ここでの議論は 6�7に従った部分が多分にあ
る。第 �章では ."/0のレビューを行う。ここでは =� ����% "/0の ."/0の解説を試み
る。理論のカイラル対称性を破らない範囲で一般的な �������	 � � �の構成をする。このよ
うなケースは既によく理解されているが、�������	 � � �を特徴付ける *���! ������代数の
���%な代数である ���'���代数が ��)��* #��� ���� から自然に現れてくるのは興味深い 6
7。
またこの方面では�#�����の '��� �� *��������との関係でも研究が進められている 6��7。
しかし本修士論文ではそこには立ち入らない。第 章では前章の境界条件を緩和し、境界上
で共形対称性しか満たさない �������	 � � �の構成法を解説する 6��7 6��7 6��7。ここでは主
に 6��7に従って議論を進める。���� ����%な"/0に対する�������	 � � �を扱う。ここまで
主に代数的な �������	 � � �の構成に着目していく。確かにこのような代数的な方法は強力
であるが必ずしも直観的な幾何学的な理解を与えてくれるとは限らない。第 �章では 6��7に
基づき,ブレーンの幾何学的解釈を試みる。
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第
章 �������� �	��� ������

��� 共形変換
�次元時空を考える。その計量は ���であるとする。座標変換 � � ��であって計量をス

ケールの変化分以外は不変に保つようなものを共形変換という。

������
�� � >��������� �����

直観的に並進、回転、引き延ばし ���%� ����といった変換からなるように思われる。この共形
変換が群をなすことは明らかであろう。ポワンカレ群を部分群として含んでいて、>��� � �

の場合がこれにあたる。並進、回転、引き延ばし、からなるのであるから、共形変換により
交わる �本の曲線がなす角度は保たれる。

�次元時空の無限小共形変換と有限共形変換

無限小共形変換 �� � ��� � �� ? ��に対して

������� ������
�� � ������� ����� ? ����� �����

であるから

���� ? ���� � 	������ � �����

�� 	��� �
�

�
���

� ����

簡単のために ��� � 
�� � ���*��� � � � � ��とする。�����の両辺を ��で微分する。

������ ? ������ � 
����	 ���

�� �� について巡回置換したものを足し引きすると

������� � �
����	 ? 
����	 ? 
����	� �����

�� ����� � ��� ����	 �����

�



一方、�����に ��を作用させて�����を用いると


���
�	 � ������� ? ��	��� �

�� �

�
�����	 ? ����	� � ��� ������	� �����

�� ��� ����	 � � �����

� � �を想定してしばらく議論を進める。すると共形変換は有限次元であることがわかる
のだが、� � �の場合には、これとは状況が大きく変わって、共形変換は無限次元になる。
上の�����から 	��� � � ? ���

�� �� �� は定数、になることがわかる。これを�����に
代入すると ������は定数になることがわかる。よって �� の一般形は �� � �� ? ����

� ?

�����
���� ��� ��� � ����は定数係数、になることがわかる。これを��������������に代入して �

の各次数の係数を比較して ��� ��� � ����に対する条件を調べる。まず ��が自由に選べるのは
明らかである。���������から 	 ���を消去して ��を代入して定数項を比較すると

��� ? ��� �
�

�

���

�
�

この式は �� �の入れ替えについて対称であるから

��� � �
�� ?��� � ��� � ���� ���
�

という形に書くことができる。第 �項は無限小スケール変換、第 �項は無限小回転を表す。
また�����から

���� � 
���� ? 
���� � 
���� ������

�� �について縮約をとることにより �� � �
�
����である。これに対応する無限小変換は

��� � �� ? ��� � ���� � ���� ������

これを特殊共形変換 �"��#��% ��������% ���������� ����という。
以上で得られた無限小共形変換に対応する有限変換をまとめておく。

�並進� ��� � �� ? �� ������

���%� ���� ��� � ��� ������

�回転� ��� � ��
� �

� �����

�("0� ��� �
�� � ����

�� ��� � �� ? ����
������

これらのうち ("0は見慣れない変換であるが、
��


�� � 
�


�
� ��と書き換えられることから長

さについて9反転9させて平行移動させて9反転9させるような変換になっている。
これらの共形変換に対する対称性から �点、�点相関関数はその形が強く制限される。
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�次元時空の共形変換

次に � � �の場合を考える。以後 �次元の"/0を扱っていく。
まず座標を ���� ���とする。座標変換の下で計量は

�� � �� � ������ ��� � ���� �
���

���
���

���
��� ������

と変換される。やはり簡単のために ��� � ���*��� ��とすると、この座標変換が共形変換に
なるための条件は �

���

���

��

?

�
���

���

��

�

�
���

���

��

?

�
���

���

��

������

���

���
���

���
?
���

���
���

���
� � ������

これを書き換えると、

���

���
�
���

���
�

���

���
� ���

�

���
� ����
�

または

���

���
� ���

�

���
�

���

���
�
���

���
������

これらはそれぞれ正則関数、反正則関数の"��#!	;=������方程式になっている。
そこで �次元座標平面を複素平面とみなして、複素座標 ��� @��を使うのは自然である。

� � �� ? ���� @� � �� � ���� ������

� �
�

�
��� � ����� @� �

�

�
��� ? ���� ������

逆に ��� @��から ���� ���に戻るためには

�� �
�

�
�� ? @��� �� �

�

��
�� � @��� ������

�� � � ? @�� �� � ��� � @�� �����

なお複素座標での計量と完全反対称テンソルは

��� �

�
� �

�
�
� �

�
� ��� �

�
� �

� �

�
�

��� �

�
� �

��

��
�� �

�
� ��� �

�
� ���

�� �

�
������
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厳密なことを言うと"��#!	;=������方程式を課しただけでは共形変換が複素平面上の各
点で定義されていて逆変換が存在することは言えない。逆変換の存在に加えて複素平面を複
素平面に写像することが共形変換が群をなすためには必要である。そこでこれらの性質を備
えたものを大域的共形変換といい、それ以外の複素平面上の各点では )�%%;��+���ではない
ものを局所的共形変換と呼ぶことにする。
この大域的共形変換は群をなしていて、それそ特別共形群という。そしてそのような変換

は射影変換になっていて 	 ��� � ���
����

� �� � �� � �と書ける。よって特別共形群は �������

に同型である。共形変換全体は正則関数で表されることから無限次元である。もちろん先に
見た並進、回転、��%� ���の各変換を含むことになる。

��� �������場と相関関数
共形変換 � � � � ����� @� � @� � @��@��に対して

����� @�� �

�
��

��

����
� @�
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���� @�� ������

と変換する場を ������	場と呼ぶ。�を共形ウェイトと呼ぶ。
この性質から ������	場の �点関数は共形変換の下で
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��� ���

������ @��� � � � ������ @���� ������

と変換することは明らかである。
ここで理論が共形不変であるとすると大域的共形対称性 ���������から相関関数の形が強
く制限される。

�点関数

スケール変換 � � ��� @� � @�@�より

�������� @�@���������� @�@���� � ��������@��
�������������� @��������� @���� ������

また並進、回転不変性から �点関数は �点間の距離のみに依存するから
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さらに � � �
�
� �は実数、と変換すると
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であるから �� � ��� @�� � @��のときのみ �点関数は意味をもつ。よって

�������� @�@���������� @�@���� � ���

��� � ������@�� � @����
��
� ������

��� �� � �� � �� @�� � @�� � @��

�点関数

�点関数と同様の考察により
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��	 エネルギー運動量テンソル
無限小共形変換�� � ��� � �� ? �����を考える。この対称変換に対するカレント �エネル

ギー運動量テンソル�を  ��とする。ただし一般的にはこれは対称でもトレースレスでもな
いが、このような性質を満たすように修正が加えられている。
なお無限小共形変換による作用の変分から  ��を定義することもできる。
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この表式からトレースレスであれば共形不変であることがわかる。
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 ��を使って並進、回転、��%� ���の各変換に対する1���恒等式が書けて

並進 �"�� ����? �" @�� ��#� � �
��
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!��� ���A��#� ������

回転 ��� ���#�? �� ���#� � �
��
���

!��� ���$��#� ������

ここで# � ������ @��� � � ������� @���� ��は ������	場、���� � �
�
� �は通常の9実9座標である。ま

た $��A�は ��のスピンとスケールリング次元である。共形ウェイトとは � � �
�
�A ? $�� @� �

�
��A� $�という関係があることを指摘しておく。
これらの1���恒等式からエネルギー運動量テンソルと ������	場の積との相関関数を知
ることができる。具体的には1���恒等式の最後の二つから � ���#�� � ���#�を求めて最初の
�式に代入してやると
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ただし !��� � �
�
� �
�� � �

�
@� �
�
を使った。また  � ��" ��� @� � ��" ����と再定義した。

したがって

� ���#� �
��
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�#�?
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? �正則� �����

�正則�は � � ��で正則な関数を表す。 @ �@��についても同様の結果を得る。
ところで  �� 自身は共形変換のカレントであったから

!��#� �
�
�

������ ����������#� �
�
��

����$
�� ����������#� �


�

�

�
	���� �������#�? �@�� ����#�


�����

ただし、�は 	��
を含むような領域である。よって共形1���恒等式が得られて
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先程見た1���恒等式は、この共形1���恒等式に含まれている。実際、
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ここで
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を使った。このことは���������からいえる。

��
 演算子積展開 ����
二つの場の積��������を考える。この二つの場が互いに接近するときには量子ゆらぎが

無限に大きくなって発散する。そのときの際の振るまい方は演算子積展開 �����で表現す
ることができる。すなわち無限個の場の集合 	�����
があって

�������� �
��

����

�����

�� � ���
�����

と書くことができる。
この ���は相関関数から読み取ることができる。�単に �� � � �をはずすだけ。�例えば

� ������� @���� �は ������	場、は�����より

 ������� @�� � �

�� � ���
���� @�� ?

�

� � �
����� @�� �����

ただし9�9は正則関数を除いて等しいことを意味している。
またエネルギー運動量テンソル同士の���は

 ��� ��� � �%�

�� � ���
?

� ���

�� � ���
?

� ���

�� � ��
�����

と、なることが知られている。ただし �は定数である。 ���は ������	ではないので第 �項
のようなおつりの項が現れる。またこの式から  ���の共形ウェイトが �であることもわか
る。この���と共形1���恒等式から  ���の無限小共形変換の下での変分がわかって
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さらにこれを積分すると有限共形変換 � � � � ����の下での  ���の変換が
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ただし 	�B �
は (#!)��C微分
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なお、�は #�� ��% #!��*�と呼ばれる定数で、理論に境界条件などでスケールを与えたと
きの共形対称性の9ほころび具合9を表す量である。

例：�#�質量 $自由ボゾン

���の例として質量 �自由ボゾン �の理論を考えてみたい。結合定数を � としてその �

作用は
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ただし
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�点関数 �������&�� � '��� &� � ���� &��������' � !��� &�、の方程式は回転対称性に着
目すると
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よって �点関数は複素座標で
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これより
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図 ���D �次元面上の時間方向と空間方向

@���@��@��� @��についても同様の結果を得る。
エネルギー運動量テンソルは

 ��� � ��"� D ���� D� ��"� %��
���

������������ ������������� ������

これを用いるとウィックの定理から
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など得られる。これより � � �� ��の共形ウェイト � � �が読み取れる。

��� オペレーター形式
この節ではオペレーター形式による定式化をを行う。まず、�次元ユークリッド時空内で
の空間と時間の方向を決める必要がある。水平方向を空間、鉛直方向を時間方向にとること
も考え得るが、共形対称性から原点を中心として半径方向を時間方向、動径方向を空間方向
にとることができる。

漸近状態、モード展開

真空状態 ���の存在を仮定する。始状態を ����� � %�������� ���� @�����で定義する。終状態
を ���	�� � ������により定義する。場の<���� �共役を 6���� @��7� � @����������%@�� �%�� で定
義するのは自然であろう。

�



共形場 ���� @��を次のようにモード展開する。
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これの <���� �共役をとると
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一方、<���� �共役の定義からは
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したがって

����� � ������ �����

また漸近状態が )�%%;��+���であるために

������� � �� �� � ��� ) � �@�� ������

が必要となる。

��� ��������代数、�����加群
次にエネルギー運動量テンソル  ���� @ �@��をモード展開する。
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����

� �� �
�

�"�


������ ��� ������

@ �@��についても展開係数を @��として同様に展開できる。実は各��� @��は無限次元対称変換
であるところの共形変換の生成子になっている。これらの生成子が満たす代数を調べるのが
この節の目的である。
まず、準備として9時間順序積9�あるいは動径順序付け�を定義する。
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図 ���D 積分路の変更

このような順序付けを考慮すると
�
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���������� � 6�� ����7 ������

ただし積分路について図 ���の関係を使った。ここで � �
�
�
������である。同様の発想で、

場を周積分して得られる演算子について

6���7 �


�

��


�

���������� ����
�

が言える。
この����
�とエネルギー運動量テンソルの ��� �����を用いると、かの有名な ��������

代数を得る。

6��� ��7 � �)������� ?
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同様の結果が @��にも成立する。ただし  @ � �ゆえ

6��� @��7 � � ������

となる。この性質のおかげで共形対称性の表現を考える際に正則部分と反正則部分との直積
に分解して考えることができる。これ以後正則部分のみに着目して話を進めることにする。
もちろん現実の物理を記述する際には反正則部分も考慮しなければならないのは言うまでも
ない。その正則部分と反正則部分とをトーラス上の分配関数によって関係付けられる。
ところで無限小共形変換の9チャージ9 �� �

�
��
������� ���� ���� �

�
���

���を考える。こ
れによって場の変分が !� � 6��� �7で与えられることは明らかであるが、��の積分を実行す
ると

�
���� となるので ��が共形変換の生成子になっていることが明らかにわかる。特に

��



��が ��%� ���に対応することは見てとれるわけだが、今、時間方向を半径方向にとっている
ので �� ? @��が <���% �����であることがわかる。
また ��� ���が ��������代数の部分代数をなしている。

6��� ���7 � ����� 6���� ���7 � ��� ������

これは �$*�����の代数になっていて �������を生成する。つまり大域的共形変換を引き起
こす。
さらに  ������が )�%%;��+���であれ、という要請から

����� � �� �) � ��� ������

@��についても同様である。
始状態 ��� @�� � ���� ������ �は ������	場、と定義する。これは��� @��の固有状態になって

いる。

����� @�� � ���� @��� @����� @�� � @���� @�� �����

実際に、これは 6��� ���� @��7 � ��) ? �������� @�� ? ��������� @��� ) � ��となることから明
らかである。同様に ����� @�� � @����� @�� � �も言えよう。

��������代数から 6��� ���7 � ����がいえるので漸近状態に ���を作用させると共形
ウェイトが�だけ増加した状態がつくられる。したがって状態�������� � � ��������� � � +� �
+� � � � � � +�、は共形ウェイトが � ?

�
+� � � ? , になる。このような, をレベルと呼

ぶ。漸近状態 ���を最高ウェイト状態、最高ウェイト状態に ��を作用させてつくった状態を
���#����� 状態などと呼ぶ。そしてこれらの状態の集合を �����加群という。�����加群
は全<�%��� 空間の部分集合であり、��の作用の下で閉じており、��������代数の最高ウェ
イト表現になっている。

�����加群の中に ���*�%��ベクトルと呼ばれる状態が含まれることがある。���*�%��ベク
トル �-�はそれ自身が最高ウェイト状態になっていて、�つまり�����を満たす、��-�-� � �で
あって、その���#����� 状態が元の�����加群の部分加群をなしている状態である。���*�%��

ベクトルを含むような �����加群、あるいは表現を可約であるといい、含まないようなも
のを既約であるという。

���#����� 状態も真空状態 ���に原点にある場の演算子を作用させたものとして表現され
る。つまり
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図 ���D �����加群

要するに原点にある�をエネルギー運動量テンソルと���をとったときに現れる場を真空に
状態に作用させた形になっている。このような場をもう少し一般化して次のような���#����� 

場を定義する。
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このような ���#����� 場と ������	場を合わせて共形族という。���*�%��ベクトル �-�に対
応する場 -を ��%%場と呼ぶ。

���#����� 場含む相関関数は対応する������	場を含んだ相関関数で書き表すことができ
る。このことは定義から明らかなのだが、# � ������ � � �������として
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ここで微分演算子���を
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と、定義した。
なお、��������� � � � �����といった場も同様に扱っていくことができる。
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��� � � �自由ボソン
周の長さが �であるシリンダー上の質量 �自由ボゾン ���� .�� ��� .�は:��&�4�&�座標、の

共形場理論を考える。対応する物理としては時空を伝播する #%���� � ���*のボゾニックな
弦理論が相当する。周期的境界条件 ��� ? �� .� � ���� .�から ���� .� �

�
� /

�����
� ��.�と

/������展開できる。E�*���*���は � � �
�

�
��	������� ��
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�
であり、��の共役運動量は
"� � �� F���� 6��� "�7 � �!��となる。
ここで G�� � ��

���	�	��"��)��� ? �"���を用いて演算子 ��� @��を定義する。
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これらは <��������*代数を満たす。
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を用いると <���% �����は
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と書ける。
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なる交換関係を満たすので
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となる。@��についても同様の結果を得る。これを使って ���� .�を一気に書き直すと次のよ
うな結果になる。
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��� "�がそれぞれ #%���� � ���*の重心と全運動量にあたることは指摘するまでもないであ
ろう。
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ここで ��#%��時間 2 � �.を導入して � � /
��������
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� により複素座標に移行す
ると
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このように複素座標を導入すると、動径方向を時間方向とする一見エキゾティックな量子化
も自然なものに見えてくる。�� � @�� � ���

���
とおくと

������ �
�
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�
�

���
���� ������

@��についても同様の結果が得られるのはいいであろう。
<���% �����には ��が入らないので "��すなわち ���の固有値は良い量子数になる。その

固有値を �とすると、自由ボゾンの /�#&空間は、連続パラメーターで特徴付けられる真空
の族 	���
があって、そこに生成消滅演算子を次々と作用させることによりつくることがで
きる。

����� � @����� � �� �) � ��� ����� � @����� � ���� ������

もっとも ������は 3���対称性のカレントになっているから、� �
�

��
��������� � ��なので

�は 3���チャージである。
肝心の ���であるが、これはバーテックス演算子��を使って定義することができる。

��� � ����� ������ ����
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バーテックス演算子と3 ���カレント、エネルギー運動量テンソルの���は、バーテック
ス演算子を 0�	%��展開して1�#&の定理を使えば容易に計算できる。
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この結果から �� � �
��

�� �� � �
�� �であることは明らかである。

バーテックス演算子同士の���は次の公式を使うと簡単にわかる。
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ただし��は生成消滅演算子の線形和である。左辺の正規積を素直に �生成演算子達���消滅演算子達�

と書き換えて <������Hの公式を使えば右辺に至る。
したがって
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���� ���� ? � � � ���
�

�4 � �であると �� � �� � �の場合に ������が大きくなっていくので �4 0 �でなければ
ならない。しかも ������	場の �点関数は二つの場の共形ウェイトが等しくなければ �にな
るから、� � �4のときにのみこの���は意味をもつ。

����� @�������� @�� � �� � ������ ? � � � � �� �
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一般にバーテックス演算子の �点関数は 3 ���チャージの総和が �になるときに意味を持つ。
ただし理論が定義されているリーマン面のスカラー曲率とボゾンが結合している理論の場合
には

�
�� � #��� �という形に修正され、���は ������	ではなくなり、��の共形ウェイト、

理論の #�� ��% #!��*�がずれる。
 ���をモード展開すると

 ��� � ��"� D ���������� D�
�

�

�
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となるから
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と容易に読みとれる。 @ �@��についても同様である。これを利用すると 6��� ���7 � ����が
すぐわかるが、���は共形ウェイトを�だけ増やすことがいえる。さらに <���% �����は

1 �
�"

�
��� ? @��� ���

�

と表すことが可能である。

� �
�
整数

�

��
となるときは �����加群は可約になる。このような可約な�����加群は無

限個の既約な�����加群に分解することができる。
見やすくするために � �

�
��とおくと、� � ��となる。一般の�に対して �����加群

は既約なので対応する共形族に ������	場は �つしかない。ところが� � �%�の場合には、
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図 ��D � � �ボゾン理論の ������	場

5� 5 � ��� � �で特徴付けられる既約な�����加群に分解される。そのような ������	場は
�5���でラベルされ、その共形ウェイトは 5�となる。この状況を図に表すと図 ��のように
なる。� � #��� �の線は �����加群を表している。���#����� 状態、あるいは ���#����� 

場が共形ウェイトの大きさ順に並んでいる。斜めの実線は�����加群の最高ウェイト状態に
対応する ������	場、点は �����加群内の ��������代数の既約表現に対応する ������	場
を表している。

�5���は �3 ���の多重項を構成する 6��7。�5���に対応する ������	場は具体的には次の
ような形になる。
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自由ボゾンの E�*���*���は �� �? #��� �に対して不変なので � � �? �"�と同一視し
てコンパクト化するのに少しの修正ですむ。まず重心の運動量"�が �

#
の整数倍になること、

そして ���? �� .� � ���� .� ? �"����は巻き付き数、となる �点である。
すると
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と変更されるから
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の係数が変化したので
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点関数と微分方程式
大域的共形対称性から �点、�点関数の形が強く制限されることは既に見た。������	場

の 点関数の場合にはせいぜい次のような形に制約することが言えるに過ぎない。
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ただし ��" � �
��
��

��� ���� ��� �"である。また � � ������	������	
������	������	は非調和比で、射影変換の

下で不変である。
そこで 点関数に対する微分方程式をたてて 点関数の形を決定していく。ここでは � � �

コンパクト化自由ボゾンの理論 �� � �無理数������� での具体例を扱うことにする。結合定
数を � � �

��
にとり、����������を計算する。ここで �� +は ��� ��� �+� ��を表している。共形

ウェイトはそれぞれ �� +�となっている。
� � �の共形場理論の � � �の ������	場 ��に対応する�����加群は可約であってレベル

３で ���*�%��ベクトルが現れる。対応する ��%%場は

�6��� � �

�
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である。��%%場は文字通り9�9であるから
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なる方程式を得る。
ところで既に見たように ���#����� 場を含んだ相関関数は微分演算子���を ������	場
のみを含んだ相関関数に作用させた形で表されるから、着目している 点関数の微分方程式
を得ることができる。�
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これをいったん、6���の微分方程式に直して �� � �� �� � �� �� � �の極限をとり、改
めて���� � ��

�
� ��� ���

�
�6���と定義して方程式を変形すると次のようになる 6��7。
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この方程式は独立な解を �つ持っていて
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�は共形ブロックと呼ばれるもので、大雑把に言うと ����������������������にあたる。
ここで少し共形ブロックの説明をする。��"��������������%����の共形ブロック� &

�%�"����が
得られたとする。�� 5� +� *� 7は ������	場をラベルしている。ただし � � �の極限で� &

�%�"���� �
�����	���と規格化されているとする。�&

�%�"����の物理的意味は ������	場が中間状態 7を経
て ������	場 +� *になる振幅を表している �図 ����。要するに部分波展開しているわけであ
る。そうすると � � �の極限では � &

�%�"���� � ��"���&���&���%� と振る舞う。
非調和比を �に固定して �� � �� �� � �� �� ��の極限をとると �� � �� �となる。この

ことは共形ブロックの �� �にあった場を入れ替えることになる。このとき共形ブロック同士
は �����* �� ��2で関係付けられる。また �� � �� �� � �� �� ��のとき �� � �

�
となる。こ

のことは共形ブロックの �� �にあった場を入れ替えることに相当し、それぞれの共形ブロッ

�
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図 ���D 共形ブロックの交差対称性

クは �������* �� ��2で関係付けられる。
また ��"��������������%����の交差対称性から図 ���の関係が導かれる。

��� 指標、分配関数、������代数
�����加群 8 ��� ��は最高ウェイト状態 ���から生成される ��������代数の最高ウェイト

表現であった。8 ��� ��に対して指標 -��� ���2 �を次のように定義する。
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ただし 7 � /���( である。8 ��� ��が可約でもそのことを考慮しないで指標の計算の遂行は簡
単にできる。というのは �����? )� � 9�)�� 9�)�は分配数、なので
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�2�は ,���&���の 
関数である。8 ��� ��が可約な場合は ���*�%��ベクトルで生成される部
分加群 8 ��� ���をさっ引いて既約な ��������代数の表現���� ��が作れる。���� ��の指標
が -��� ��� -��� ���で与えられるのは明らかである。
ところで-"�2�� 5は��������代数の表現をラベル、はモデュラー変換の表現になっている。
例えばモデュラー変換の �変換 2 � � �

(
の下で

-����

2
� �
�
"

��"-"�2 � �������

��"は ��� ��	、と変換する。

��



トーラス上の分配関数:は

:�2 � � .(�7'��
�
�� @7

�'�� �
�� � ������

で定義される。ただし 2はトーラスのモデュライ変数である。定義から明らかであるが、理
論の<�%��� 空間が� � ��������� ���� ��� @��と分解されるとき

:�2 � �
�
����

�����-��2�@-���@2� �������

となる。,����は <�%���� 空間内の���� ������� @��の多重度である。
半径�のコンパクト化された自由ボゾンの分配関数は、状態空間が /�#&空間で張れるこ

とから
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��������代数の既約表現に分解することも可能だがここではそこまでは行わない。
複数の ������	場の���により別の ������	場を作ることを ������という。この ������

を代数的に表したのが ������代数である。
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ここで,�
�"は ���"の���に現れる ��の個数を表す。これは可換な代数になっていて、スピ

ンの合成則の一般化といえる。
この ������係数,�

�"と ��"とは関係は有名な���%����の公式によって記述される。 6��7
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一般に ��"は複素数であるが , �
�"は常に非負整数になる。�は真空表現 �� � ��を表す。,�

�"

は ��� �" � ���を ������して生じる恒等演算子の数,�"��に等しい。そうすると,�"� � ,��
�"

は �� 5� +について対称ゆえ ��� � @����。共役行列��" � !"��を使うと �� � ��は明らかで
ある。
ところでトーラス上の �つのサイクル ��� ��は �変換の下で � D ��� �� � ���� ��と移るの

で �� D ��� �� � �������。よって �� � �は明らかである。また理論が ��� ��	な場合には
��� � ��� � �である。なぜならば、-����%2 � �

�
" ��"-"�2�において、2 � ���7 � ��の

��



極限で �右辺� � ���7
� �
��。なぜならば理論の ��� ��	性より � � �が最小の共形ウェイトで

ある。一方� �
(
� ��なので左辺は?�に発散する。したがって ��� � �であることは明らか

である。
また �行列と �����* �� ��2には
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なる関係がある 6��76
7。
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第�章 �������� �������� �	���

������

�������	 #�������% +�%�  !���	�."/0�は ����� ���*  !���	や境界をもつ系の臨界状態を
記述する理論として誕生した。�
�
年の "���	の仕事 6�7以降、������	 � � �のシステマ
ティックな解析が可能になり、素粒子理論の分野では弦理論に、物性理論の分野では近藤問
題への応用がなされていった。最近では ,;�����3量子ブラウン運動に応用されたりなどし
ている。
この章では �� ����% #�������% +�%�  !���	�="/0�の �������	 "/0のみを扱うこととし、
対称性を破らない範囲で一般的な境界条件に対する �������	 � � �の構成法をレビューす
る。6
7

そしてそれを通じて見えてくるものはというと、�������	 � � �を後述する"���	 #���� ���

から求めていこうとすると ������代数の非負整数行列表現を求めることに帰着される。した
がって、�������	 � � �の分類はそのような行列表現の分類を通じてなすことができる。そし
て �������	 � � �の分類と分配関数の分類との間の関係をかいま見ることができる。その過
程の中で *���! ������代数が自然に現れてくる。さらに ��)��* #��� ���� から *���! ������

代数と ���%な関係にある ���'���代数が現れる。

	�� 準備
この章では ="/0の ."/0をレビューする。理論のカイラル代数を�とし、代数の生成
子を<�とする。これには ��������代数の生成子 ��を含む。既約表現を �として �を既約
表現の集合であって、その数は有限であるとする。��を �の共役表現、�で真空表現を表す
とする。

�5�@5�により ��%&の場を表し、その集合を�9/�とする。� � ��"��"	�)*+��	� @��"を無限に長
いシリンダー上の共形場理論の<�%��� 空間とする。特に � � 	5��5� @5 � 5�
を �2������ と
いう。一般に 5は重複するのでその際には �5� ��と表記してそれらを区別することにする。
共形場理論の分配関数は２つのタイプにわけることができる。まず、拡張された代数��  �

��



が存在して、ブロック対角な形をしたものをタイプ１とする。
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例えば�$=���理論の��>�*� ?
� ?�がこれにあたる。もう一方は��の自己同型写像 @が存在
してブロック対角な形をしていないものをタイプ２と呼ぶことにする。
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��� �
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たとえば�$=���理論の>�*��� ?�がこれにあたる。

	�� 境界条件と������� �����
まず、上半平面あるいは半無限に伸びた円筒などといった領域の境界上において、エネル

ギー運動量テンソル  � @ と #!���% �%*����の #����� <� @<に対して、次のような境界条件を
課す。

 ���� @ �@������� � � �����

< ���� @< �@������� � � ����

�����は共形変換の下で境界が境界に写像されるための必要条件ある。また、境界から外
部に運動量が流れ出ないための必要条件ともいえる。
一方、<� @<にはエネルギー運動量の様な物理的な要請が特にない。そこで����の条件を

少々緩和することを考える。そうは言ってもいきなり共形不変性のみを保つような一般的な
境界条件を考えていくのは難しいので、理論の #!���%対称性を保つような境界条件を扱って
いくこととして ="/0の枠内で議論を進めていく 6��7 6�
7。#!���% +�%�の空間に作用する自
己同型写像Iを用いて

< ���� I @< �@������� � � �����

ただし、Iは  � @ に  ��4��%に作用するものとする。
今、境界付きの領域として上半平面を考える。そして @ � /�

���
�
�� � � '

�
%�* � によって、

その上半平面からシリンダーへ変換する。これによって ���� � ���*の �;%���ダイヤグラム
から #%���� � ���*の  ���ダイヤグラムに描像が移ることになる。
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図 ���D �から @への共形変換

これに伴ってエネルギー運動量テンソルとカレントの境界条件は変換されて、

@� �@� � @@�@.�@@� �����

@��< �@� � ��@@���I @< �@@� �����

�����

以上から、#%���� � ���*のヒルベルト空間中にある �������	 � � � ���を次のように定義
する。

�<� � ������I @<������ � � ���
�

特に

��� � @������� � � ������

ただし第２項を計算する際に周積分の向きに気をつけること。
次に、この線型方程式を解いて �������	 � � � ���を実際に求めたい。結論を先に述べる

と、この方程式の解の空間は J�!����!� � � � 6��7と呼ばれる � � 	5��5� @5 � A�5�� � �9/�

でラベルされる状態によって張られることが知られている。よって ���を J�!����!� � � �の
線型結合で表わすことになる。なおAは Iに依存して決まる。そこで先ず、J�!����� � � �が
解の空間を張ることを確認する。
はじめに、Iが  ��4��%で #!���% �%*���� �が ��������代数の場合を考察する。

��



�'��#の下で ��%&のヒルベルト空間� �
�

�"��"	�)*+� �" ���"の各 �" ���"は混じり合わ
ない。したがって各 �" � ��"において������を解いてやればよいことがわかる。
任意の状態 ��� �

�
���� ������5� )� � �@5� @)� � �" � ��" に対して ��"から �" への準同型写像

#! �
�

���� ������5� )��@5� @)�を一対一対応させることができる。すると

��� � @������� �
�
����

��������5� )� � �@5� @)� � �5� )� � @����@5� @)��

��
�
����

��������5� )��@5� @)� � �5� )��@5� @)������ �
�
����

��������5� )��@5� @)� � �5� )��@5� @)����

������

ここで ��� � ���であることを使った。
これより������の代りに

��#! � #!�� ������

という方程式を考えればよい。
これは�"と��"の中で考えると、��と#!は可換であることを示している。ところで�"���"

は既約であり、#! D ��" � �"は準同型である。よってシュアーの補題より#!は同型写像
だ。よって 5 � @5で、#! �

�
� �5� )��@5� @)� � B" であることがわかる。

以上から �の中で �" � �"の形をした項以外からは解は得られない。規格化しなおして
#! � B"ととり、この準同型写像に対応する状態を J�!����!� � � �といい、�5��で表わす。
このようにして独立な �������	 � � � �5��がとれて、それらは �でラベルされる。この �を
�2������ と呼ぶ。

Iが  ��4��%な場合には ������についても同様な考察ができる。
次にIが ���  ��4��%な場合を考える。ある ��� ��	あるいは �� �;��� ��	な演算子3が存

在して

< �
� � ������3��<��3 ������

を満たす。
この事実を使って先程と同様、� �3.3��"に属する状態 ���を考え、それに対して準同型

#! D ��" � �"を１対１対応させる。ただし I<� � 3<�3
��
 である。つまり

�<� � ������I @<���
�
����

�����5� )� � 33 �@5� @)�

�
�
����

�����<��5� )� � 33 �@5� @)� � ������ �5� )� � 3
@<��3 �@5� @)�� �����
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�����<��5� )��@5� @)��33�� � ������ �5� )��@5� @)��3<��3���

�
�
����

�����<��5� )��@5� @)�3 �3 �
 � ������ �5� )��@5� @)�3�< �

��3
�
�

�
�
����

�����<��5� )��@5� @)� � �5� )��@5� @)��3�3 �


� �<�#! �#!<��3
�3 �

 ������

よって���
�も<�#! � #!<�に帰着することができる。Iが  ��4��%な場合と同様の議
論を繰り返して、解として J�!����!� � � � �5�� �

�
� �5�)� � 33 �5� )�が得られる。ただし

33 D �" � �.�"	である。
以下、見やすくするために Iを明示的に書かないことにする。
さて、次に J�!����!� � � �のノルムを定義する必要がある。この時、ナイーブに定義しよ
うとすると困難なことが２点ある。

�� �"は無限次元ゆえ、ナイーブに .(B"をノルムに採用すると発散する。

�� ���;��� ��	な表現が存在する場合、�"上の<���� �形式が ���� �4� ��+�� �にならず
��*� �4� ����をもつ状態が存在することになる。

上記 �に関しては適当な正則化を行って発散を回避することができる。
G7 � /�

���
� を実数となるようにして、� 0 G7 0 �であるとしよう。すると

��5�G7 �
� �'��

�'�� �
�� 	�5�� � .(B" G7

'�� �
�� � -�G7� ������

一般に �2������ �の要素は縮退しているので �5� ��とおいてそれらを区別することにす
る。ここで �5� @5� � �9/�の重複度は,"�"であったから、�2������ 5は ,""だけ縮退してい
ることがわかるので � � �� � � � � ,""となる。そして重複度も考慮すると J�!����!� � � �の内
積は

��5�� ���G7 �� �'���'�� �
�� 	�5� ��� � !""�!����-�G7� ������

これらの G7� ��2 � ���の極限を適当に繰り込んでノルムを定義しよう。
理論が ��� ��	である場合、真空状態の #�������% )��*! � �が、最小の #�������% )��*! 

である。これより -"�G7� �
�

" �"�-��7�� 7 � /���( のリーディング・タームは -��7� � 7�
�
�� で

ある。ただし 7 � �� �G7 � ��となる。そこで内積を次のように定義する。

��5�� ���5� ��� � %��
���

7
�
�� ��5�� ���G7 �

� �'��
�'�� �

�� 	�5� ���
� !""�!��� %��

(���
7
�
��-"�G7� � !""�!��� %��

(���
7
�
���"�-��7� � !""�!�����" ������

��



ただし、��" � �"� � ���"であった。なお、��" � ��� � �" � �" � �は量子次元3であるから
J�!����!� � � �間の内積は符号が一定である。
次に理論が ���;��� ��	である場合、表現 5�が最小の #�������% )��*! �"� 0 �をもつと

すると

��5�� ���5� ��� � !""�!���
��"

�"�"
%��
(���

7
����
�� -"�G7� � !""�!�����" ����
�

ただし �+// � � � ��"�と定義した。結局、理論が ��� ��	のときも ���;��� ��	のときも
同じようにノルムを定義することができた。以下、簡単のために �を省略する。
以上から���
�の解の空間の基底として 	 ��

)�	
�5���5 � �
なる正規直交基底をとることがで

きる。これを用いて最も一般的な �������	 � � �����を次のように表わす。

���� �
�
"��

C"
�
��"

�5�� ������

� � �を �������	 � � �のラベルの集合とする。
また � !� �� なる ��4�%� ���が定義され、C"� � C"

�
 � �C"�

� とする。ただし、5 !�
5� �, �

"� � !"���は � 内での ��4�%� ���である。
そして共役な �������	 � � �を

���� �
�
"��
��5� C

"
���
��"

������

と定義する。
以上から、�������	 � � �の内積は簡単に計算できて

������� �
�
"��

C"�C
"
��
�

��"
��5�5�� �

�
"��

C"
�C

"
��
� ������

	�	 ���  ���� !��������

有限の長さのシリンダー上の"/0を考える。
状態 �の �������	 � � �から #%���� � ���*が放出され、シリンダー上を伝播して、状態 �

の �������	 � � �に吸収される過程の分配関数は

:�	 � ����7 �
� �'��

�'�� �
�� 	���� �

�
"��

C"
�C

"
��
�-"�7�
�"�

������

��



L

T

a b

図 ���D シリンダー上を伝播する #%���� � ���*
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図 ���D シリンダー上を伝播する ���� � ���*

ただし 7 � /�
���
� � 2 � �0

�'
である。またシリンダー上の<���% �����は1 � ��

0

�
�� ? @�� � �

��

�
だから :�	 � ����/�'1 ����である。
一方この過程は、���� � ���*が端点で境界条件 �� �を満たしながら伝搬する�;%���ダイヤ

グラムとも考えることが可能である。
���� � ���*の <�%��� 空間��が

�� �
�
�

)���� �����

と分解できるとしよう。ただし )��は非負整数である。するとこの系の分配関数は境界条件
�� �の下での <���% ����� 1�を用いて

:�	 � .(/�
��
�
1�� �

�
���

)��-��G7� ������

ただし、G7 � /���( � /�
��
� である。

�



この二つの分配関数は同一の現象を記述しているのだから両者は等しくなる。よって

)�� �
�
"��

��"
��"

C"
�C

"
��
� ������

これを"���	 #���� ���という。ただし -�の独立性を仮定している。)��は実数であり ���"�� �

�"�� � ���"� ���"�
� � ��" � C

"
� � C"

�
 � �C"

�
�であるから

)�� � )��� � )
�
��� ������

また、真空の一意性から )�� � �である。
注意すべきことだが、-���7� � -��7�等から一般に ���#��%�C�� #!���# ��は線型独立ではな

い。また、�K��代数以外の一般の #!���% �%*����の �����#��%���� #!���# ��が分配関数に現
れることもありうるが、�����#��%���� #!���# ��の線型独立性、その他の性質についてはほ
とんど知られていない。よって"���	 #���� ���の成立が一般の="/0について保証されて
いるかが問題になるが、一般の="/0についても"���	 #���� ���がやはり成立するものと
仮定する。
さて次に �� !������%な、つまり �

"��
C"�C

"
��
� � !� ������

なる、"���	 #���� ���を満たす �������	 � � �を見つけたとしよう。
さらにそれらが完全系を張っているものと仮定する。�

��
C"
�C

"�
 �� � !""� ����
�

ここで )�	
)�	
が ������代数の一次元表現になることを使うと、�)��� � )��� � � �なる行列が

可換な �����代数を満たすことがわかる。

)�)" �
�
���

,�
�")� ������

なお行列 )�について )� � ��� )�� � )0� が成立する。
逆に非負整数を要素にとる行列の集合があって、)� � ��� )�� � )0� であり ������代数を満

たし、さらに互いに可換であるとする。この時、各行列は同時対角化可能であり固有値は )�	
)�	

となる。したがって、各行列は "���	 #���� ���の形で書かれることがわかる。)�から �の
スペクトルを決定できるが、真空の一意性より 5 � �が �の中に �回しか現れないように要
請する必要がある。

��
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図 ��D 例：ある行列 )�とグラフ6�の対応

以上より、"���	 #���� ���をみたし、�� !������%で完全系を張る解を求めることは ������

代数の行列表現で、行列要素に非負整数をとり、)� � ��� )�� � )0� を満すものを求めること
に他ならないことがわかった。
)�が可約な場合、��#���%�した �������	 � � �を記述するものなので以後、既約な )�だ

けを考える。

	�
 "���� ������ 代数

����� �����	
� �	�とグラフ

"���	 #���� ���を解いて )��� � � �� � � � � ���� �� � � �� � � � � )が決定されたとしよう。それ
らに対して )� )行列の集合 	)�
が �)��� � )��で定まる。これらの行列の要素は非負整数
であるから、各)�を #��L�*�#	 �� ��2とするグラフ6�を対応させることができる。具体的
には行、列をラベルする �� �� � � � を頂点として、頂点間を結ぶ線が行列要素で表わされてい
るグラフを対応させる。例えば対称行列であるならば行、列をラベルする �� �� � � � を頂点と
して、頂点 �� �間を �)���本の線によって結ばれているグラフが対応する。対称でなければ
有向線分になる。
これらの ���個のグラフをまとめてグラフ6と呼ぶことにする。またシンボリックに ) �

�6�� � �6�と書き表したりする。特に )� � ,�� �,��
�
" � , �

�"であるものをグラフ �と呼ぶこ
とにする。
)�の固有値を?�9�6�でラベルする。)�	

)�	
� �5� �� � ?�9�6��� ��

����� �
	�� �������代数

"���	 #���� ���の解である )�（あるいはグラフ6）に対して *���! ������代数を定義し
ていく。

��



まず、�C"�� � C"
� 5 � ?�9�6� � �を 	)�
の、互いに直交する共通固有ベクトルとする。

ここで � � ��であり任意の 5 � ?�9�6�に対して C"
� � �が成立するような C"

�の存在を仮定
しておく。

M,�
�を

M, �
� �

�
"�2
*�3	

C"C
"
��C

"
��
�

C"�
������

と定義する。そして )� )行列（) � �6�� � �6�であった） M,を � M,��� � M, �
�により定義す

る。 M, �
� � M, ��

��、また C"の直交性より M,� � ��であることは明らか。さらに M,は第 �行に
唯一ゼロでない要素をもち、� M,��� � � M,��� � !�である。
C"が線型独立なので M,も線型独立である。そしてこの行列は可換な代数をみたす。

M,
M,� �

�
���

M, �
�

M,� ������

これを *���! ������代数と呼ぶ。6 � �の場合には )� � ,�になるから C"と ��"は同じ行列
になる。（�� 5� � � �� � � � � ���）よって M, � ,となって *���! ������代数はお馴染の ������代
数になる。
このように構成された *���!代数と �����代数には一定の関係がある。そこで )�と M,の
関係式を示しておく。この �つの行列は共通固有ベクトルをもつことに着目すると

)� M,� �
�
�

)��
M,� ������

�

��"
��"

C"


C"


�
�
�

�
�

���
���

C��C
�
� �
�C

"
�

C"
�

�����

特に � � �の場合には

)�� �
�
�

)���
M, �
� ������

�� �� � � � を頂点とよぶ。頂点 �の決め方は一意的ではないので *���! ������代数の定義も
一意的ではない。*���! ������代数も ������代数であると思うと構造定数 M, �

�は非負整数で
あることが期待される。しかし一般に M, �

�は有理数どころか無理数であってもおかしくなさ
そうである。しかし適当に �と頂点 �を選ぶとほとんどの場合に整数になる。 M,が非負整数
の行列要素のみ持つようなグラフを ������ ������ *���!と呼ぶことにする。�$=���理論では
���>�&� ?
� ?�のグラフがそれにあたる。

��



����� ������則と����� ��	
	��


"����	 #���� ���を解いて:	��7� �
�

��� )
�
�-��7�と対応するグラフが求まったとしよう。

ここで �%�#& #!���# �� M-�を

M-��7� �
�
���

M)��-��7� ������

ただし M)�� � )���、と定義すると分配関数は

:	��7� �
�
���

M, �
� M-��7� ������

と書き表される。 M, �
�は *���! ������代数の構造定数だ。これは固有ベクトル C"の選び方、

頂点 �の選び方に依らないことを注意しておく。
物理的には M, �

�が非負整数のときに興味がある。なぜならば有限長さのシリンダーの両
端に境界条件 �� �が課されているときに ����� ���*のスペクトルに表現 �が現れるときの重
複度を表わしていると解釈ができるからである 6�7。また、グラフが  	�� �、すなわち M, �

�

が非負整数のときには頂点 �は �2 ����� #!���% �%*����の表現をラベルして M-はそれらの
#!���# ��、 M, �

�は ������係数と解釈することもできる。 	�� �の、��%&のトーラス上の分配
関数は

:���	� �
�
�0

�M-�� ������

 は �%�#& #!���# ��の部分集合、という形に表わされることが知られている。この �2 �����

#!���% �%*������についてのグラフ �に対応した �������	 � � �を表わしていると解釈でき
るからである。言い換えれば頂点 � �  を ��の表現をラベルしていると考えると  に対
応した *���!代数の部分代数は ��を #!���% �%*����とする ="/0の通常の ������代数にな
る。なお、 は �%�#& #!���# ��の部分集合なので *���!代数の部分代数に対応している。す
ると、)���はブロック �内での表現 �の多重度と解釈ができる 6��7 6��7。� %�  なる頂点は
 )�� �� �������� � ���をラベルしているものと思われる。まとめると、*���! ������代数は
��の �� )�� ��3 )�� ��の両方の表現の ������代数と考えられる。
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境界条件 �� �に対する分配関数:�	について
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第 �項は �に依存しているが、第 �項以下は �に依存していないので境界条件に依存する
*����� � � � ��*�����#	 %�* ���と解釈することが可能である。よって
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"���	の解釈によれば、境界条件の変化とは境界上に �������	 +�%� �N
"�����を置くこと

と同視する 6�7。ただし 5 � �� �� � � �� 4 � �� �� � � � � )�"とする。この �������	 +�%�をシン
ボリックに

�
�
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�
と表わすこともある。

)�� � !�より �N
���の縮退度は �なので 4 � ��などと書き表す。

さて図 ���の上半面を共形変換して � ���に写像する。この � ���の境界条件は �� �であり、
状態空間は真空状態 �N

"��������とその ���#����� � � �により張られる。
なお ���% 4�#��� � � �、すなわち無限の未来にある �������	 +�%�は�
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ただし 4� � �� � � � � )"����� )�"�、����"�����は規格化定数である。

�




�N
"�����自身は #!���% 4�� �2 ����� ���"���ではないが、その相関関数は大域的共形対称

性 ���������により、その形がかなり限定される。
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共形対称性から �には依存できず 5 � �が要求される。また境界条件を変える �������	

+�%�が �つしかないので、その �������	 +�%�の左右の境界条件は一致すべきである。���
は境界条件 �の下での恒等演算子の期待値、別の書き表し方をすると ���N

����
���である。
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�������	 +�%�は境界条件を変えるものであるから � � �のときにのみ定義される。同様
にして � � �である。��
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ここで ���" � �� ? �" � ��� ��" � �� � �"、また .は
�
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というタイプの ��%& +�%�のカップ

リングをラベルするもので、. � �� � � � � , ��
"�である。

以下では �3�点関数の構造定数の決定を目標としていくが、そこで使われる記号をいくつか
導入しておく。D��� D��は ��%& �点関数のカップリングからカップリングの写像で D��
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。さらにはカップリングのラベルの .を別のカップリングのラベルに写

すときにも使う。また、D������� �����を省略して �と書くこともあるので注意。��は
�
�
���

�
の

カップリングを表わしている。
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����� �����	
� ����の相関関数の構造定数

まず �������	 +�%�の演算子積展開 �����を定義する。
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次に特定の ��	; の形を決める。そのために �������	�点関数を利用する。 �����で 5 � �

とすると
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一方、 �����式左辺の ���について、��%� +�%�のインデックスについては通常の ��%&

���と同様に考えて �が出てくる。また
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について )�� � !�であることを考慮すれば
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ところで .は
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ところで ��	;については少し視点を変えて見ることができる。"�*を
�
�
*�

�
�
タイプの�����;

��	 +�%�の空間、3*
�"を
�
*
��"

�
�
タイプの"��の �点カップリングを表わす空間とする。���" �

* �

)�*����3*
�" � ,*

�"となる。すると
��	; は演算子に見えて
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なお、)�は ������代数を満たし
�

� )
�
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�
�� �
�

�,
�
�")

�
�であるから ���
�の両辺の次元は一

致する。
このように ��	; を解釈すると ����をグラフィカルに表現することができる。
またこのようにグラフを用いて���の計算を簡単に行うことができる。
以上のことから �������	 �点関数は �������	 �3�点関数と"��の #�������% �%�#&で書

き表すことができる。

相関関数の計算例

まず、�点関数を計算する。図 ���を数式を使って表わすならば
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一方 �点関数は �����の形をしている。�� � ���ゆえ

��
�������� � ��	;��

�
� ��

� �

�����
����

��� ������

同様に �点関数についてもグラフィカルに計算ができてる。
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ここまで �������	 +�%�の���を利用して相関関数の構造定数を決定してきた。逆に物
理的要請を構造定数に課すことにより ��	; についての拘束条件が得られる。
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次に、上半面上の ��%& +�%� O�����	��� @��� � � �? �&� @� � �� �&� ��@� � �を考察する。境界が
存在することにより �と @�は独立ではなくなっている。そのため、��������代数は �組しか
存在しない。大域的共形対称性より �点関数 �N

*�����O�����	��� @���の形が決まる。
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*�����とO�����	��� @��の順序に依らないことを要請し �� � ��� � �とする。
O�����	��� @��の境界近くでの振る舞いは �������	 +�%�によって記述できる。
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と表わす。図 ����では境界条件を表す模様は省略した。代わりに �������	 +�%�を黒三角で
表している。なお、 6�7 6��7などの ��%&;�������	反射係数 ���*�

�����	
����と、おく）とは位

相が異なっていることを指摘しておく。
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したがって O�����	の �点関数は ��*�
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と N

*���@��の���を用いて計算できる。特に境界
条件 �の下での �点関数は ����

�����	で与えられる。
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なお ��%& +�%�どうしの���を次のように定義しておく。

O�����	���� @���O�%��%	���� @��� �
�
"��"�����

>
�"��"	�����

�����	�%��%	

�
�	
��

�� @�
�
		
	�	�

��

O�"��"	���� @��� ������

����� ������ ����
	��

この小節では���係数 ��	;���>さらに ��%& +�%�の �����* �� ��2 ;の満たすべき関係式、
"���	;E�)�%%)�方程式、を紹介する。これらは、一般の �点関数は ��%&�P#%���� � ���*P��

点関数、�������	�P���� � ���*P��点関数、��%&;�������	�P����;#%���� � ���*P�の遷移振
幅からつくられて、それらの”縫い合わせ方”に依らないという ��)��* #��� ���� から導か
れる。6��7

�������� 
点関数より
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より正確に書くならば

�
���������

;�*

�
� 5

* +

�	�	�
����

��	;�%

�
� �

� �

�6���
����

��	;��

�
5 +

� �

�����
����

�
�
��

��	;�%

�
9 +

� �

�6�	�
����

��	;�*

�
� 5

� �

���	�
����

������

�������	 点関数は �通りの方法で計算されるのだが、それらの結果が等しいことを要請
することでこの関係式が得られる。グラフを使って計算すると図 ����のようになる。弦理
論の言葉でいうならば ���� � ���*の 点関数は ���� � ���*の �点関数 �つからつくられる
が、その �点関数の縫い合わせ方に依らない。
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この関係式は ��N
"�7����O�����	��� @��

N�
��6����� � ��N

"�7����
N�

��6����O�����	��� @���から得られ
る。グラフによる計算は図 ����による。弦理論でいうならば #%���� � ���*が �つ、����

� ���*が �つの遷移振幅への (�)��* #��� ���� である。
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この関係式は �点関数 �O�%��%	���� @���O�%��%	���� @����から得られるが、次に示す������の � � �

の場合に相当する。






���%��& ����������の相関関数より
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この方程式は �O�����	���� @���O�%��%	���� @���
N

��6����より得られる。�図 �����弦理論の言葉で
言えば #%���� � ���*が �つ、���� � ���*が �つの遷移振幅に対する ��)��* #��� ���� になっ
ている。
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��%& +�%�の �点関数は計算の仕方が �通りあることによる。
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	�� ������代数、�	����


代数

この小節では ��)��* #��� ���� に ������代数と *���! ������代数の関係式 �����と���'���

代数が含まれていることを示す。

��'	�( �������	��と ��	��代数、(��)�代数

結論から先に述べるが方程式 ������から、@� � ��のとき
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� � �� � � �� E"��� � )	�
)�	

� ME��� � 8��
8��
である。

よって両者を比較し

���
� ����

��
� ���

� ME����

ME���
������
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であるから
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ただし ����は任意定数、��は量子次元である。逆に ��
� がこのような形をしていれば ������

は �����を含むことが言える。特に ���*���%なケース �� � ��では �����は単に ������代
数になるので ������は ������代数を含むことになる。

������の導出 ます、準備としてとして必要となる式を導出しておく。
��	; の逆行列 ��	; � !��� �����* �� ����を定義する。
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簡単のために��を改めて�とした。ここで� � �� 9 � �として、�� 5� + � 5� 5 � 5�と置き
換えて、 ����� �����を使って和をとってしまうと
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さらに、=� � .� � �とおいて、あとで結果が使いやすいように �� �を入れ替え、そして、
�� � D���4�と置き換える。� � ��は

�
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�
のインデックスであるから )"� � )�"個の値をと

る。 ������の両辺を �について和をとると
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であることを使った。
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ここで ������を用いた。
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�を用いると
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ここでは ��)��* #��� ���� から ���'���代数が導出されることを示す。 ����
�において
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であるから、���*���%な場合には ����は ��%&の �点関数であるといえる。
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第�章 � � �理論における��������

�����の族


�� ��� ��

まず、円周上の ���� �����の理論を考える。円周の半径が� � �
�
��+%/�	%� ��,は互い

に素な整数、の場合を中心に考えていく。簡単に��+%/�	%を �����と表記する。
�������	 � � �の満たすべき条件は�

�� � @���
� ��������� �	�	
�� � � ����

とする。つまりこの �������	 � � �は共形不変性のみを保ち、3���対称性は一般に保たな
い。この点、��� ? �����>�� � �� ��� � �����,�� � �� ��は自由ボソンのモード、といった
,���#!%� 条件や 8������条件を満たす �������	 � � �を考えて、3���対称性を保つよう
な �������	 � � �を扱うのならば前章で述べた ="/0の �������	 � � �の構成法で十分で
ある。しかし、3���対称性を破ることにより無限個の��������代数の表現を扱う必要があ
る。つまり ���� ����% "/0の範囲で �������	 � � �を構成することを考えなくてはいけない
ので、もはや "���	の構成法は使えない。
以下、���� �����を中心に見ていくが、�������を加えて、)��%�;�!�� に超対称性を導入

した場合もほぼ同様に �������� � � �を構成していくことができる。
�� � ���について、�� � �
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として、運動量 �9'� 9#�を
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ところで、� � � "/0の表現 $（#������% )��*! � � �
�$

�）の既約な #!���# �� -�につい
て、次のように表わされる。5 � �� �

�
� �� � � � とし、
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$ �
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�5の時 � � 5�となるわけだが、この時表現 $は可約な表現であり、レベル �5 ? 7に
��%% 4�# ��が現れる。��%% 4�# ��の #�������% )��*! �� � �? �5 ? � � �5 ? ���なので、こ
の ��%% 4�# ��は表現 $� �

�
��5 ?��である。したがって、-��7� � F��"�7�� F���"��	�7�とな

る。それ以外の場合は全て既約な表現となる。
そうすると、9% �

�
�5 �5 � �� �
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� �� � � � �とき、�' � 5�であり、
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であるから、
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このように 3���の既約表現を無限個の��������代数の既約表現に分解するのは、共形不
変性しか保たない �������	 � � �を構成するのが目標なので 3���の既約表現に対して定義
された J�!����!� � � �ではなく、��������代数の既約表現に対して定義された J�!����!� � � �

で �������	 � � �を構成する必要があるからだ。
とするならば、このように分解可能な 3���の既約表現を明らかにしておくことも必要に
なる。
さて、半径 � � �

�
�����の時から考えていく。始めに ���, � � ��� ��の場合から見てい

こう。
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とすると、常に�� ) � �
��である。そして 5 � ���� �)�かつ� � 5� ) � 5 � �なる 5が存在

して
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なので、�5B��)�に対して１つずつ J�!����!� � � �が定義できる。
一般の��,の場合には
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と定義された�� )が �
�
�に含まれるときその表現は縮退した表現である。��)が �

�
�のどの

ような値をとりうるかは初等的な計算により、次の条件を満たすものに限られる。

�? ) � *,��� ) � *�� �����

ただし *� *� � �とする。���,� � ��� ��のときと同様に 5 � ���� �)�かつ�� 5� )� 5 � �な
る 5が存在して �5 D ��)�により J�!����!� � � �をラベルすることができる。
なお、半径� � �無理数� � �����のときは ���)� � ��� ��以外に縮退する表現は存在しな
い。実際、�について

�� �
�

�無理数�
M�? �無理数�M) � �

という条件と )について同様の条件が得られるが、これらを満たす ���)�は ��� ��に限る。
結局、半径�の情報は「縮退した表現はどれか」という情報に翻訳されて明示的に現れな

くなっている。
ここで定義した J�!����!� � � � �5B�� )��の規格化は通常通りに

��5B��)�7 �
� �'��
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�� 	�5B��)�� � -"��7� �����

以下では縮退した3���の表現から得られた J�!����!� � � �を用いて対称性を破る�������	

� � �を構成していく。
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�� � � �$���のときの�������� �����
半径�が自己双対半径のとき、通常通りに境界条件として

��� � @�����,�� � �� ��� ? @�����>�� � �

を課すと特定の点に存在する ,��#!%� �������	 � � �と、特定の値の1�%��� %���をもつ
8������ �������	 � � �しか得ることはできない。ところが任意の位置に存在する,��#!%� 

�������	 � � �、任意の値の1�%��� %���をもつ8������ �������	 � � �を含む、�3���を
モデュライ空間とするような �������	 � � �も存在する。この節では �������	 #���� ���の
モデュライ空間が � � �3���でラベルされる、言い換えると �������	 � � �が �でラベルさ
れることを見ていく。
まず、任意の � � �3���に対して、�������	 � � � ����が定義できて�

-���;�G�� ? @G��
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ただし H � � � ��� � � 、を境界条件として満たしているとする。このとき
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ここで >"
���は �の行列表現、�5B��)��は前節で定義した �������� J�!����!� � � �である。

また �は
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と表わすことができる。
����は確かに上の境界条件を満たす。なぜならその境界条件は,���#!%� 条件を �による自

己同型写像により #%���� � ���* ��# ��の正則部分に作用するところの G�がある種 R回転Pさ
せたものになっている。一方、通常の,���#!%� � � �をの正則部分を �により R回転Pさせた
ものが ����と考えられる。とすれば、�によって R回転Pさせられた境界条件とを ����が満た
すことは,���#!%� 条件を,���#!%� � � �が満たしていることに帰着される。
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この表示の下で、� � ��� Hに対応する �������	 � � �はそれぞれ原点に存在する,���#!%� 

� � �、1�%��� %���がゼロの 8������ � � �となる。実際、
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�
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であるから直ちにそのことは確かめられる。
そしてこれらの �������	 � � �を "���	 #���� ���を満たす。このことは実際に二つの

�������	 � � �間の分配関数を計算して、そこに現れる ����� ���*のスペクトルを見れば直
ちに確認できる。
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ただし、.("����
� ��� � ������"��	�	

���� により �は定義される。3���の各表現の #!���# ��の係数
が非負整数であるのは明らかである。�� � ��の場合には ���� � ���*のスペクトルのならび
は�$=����対称性を示している。
また、任意の�に対して、:��は同じ ���� � ���*のスペクトルを持つ。このことは 6��76��76��7

のの結果と一致する。しかし、ここでの結果は異なるタイプの�������	 � � �間の���� � ���*

のスペクトルを決定する。
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ここで .("��
��
� ��� � ������"��	�	

����
� � � � � �"と表わせることを利用する。また -"��7� �

F��" � F���"��	であったから
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最後の等号では F� � F��であることを使った。ここで F��7�はモデュラー変換に対して次
のように振る舞う。
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ただし 7 � /���( � J�2 � �� G7 � /�
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� である。これらをまとめてると� � :�����G7�は

:�����G7� �
��
�

� �

��
�.F��G7�

�
"��

��

/���
�
�"� #����5��

�
��
�

� �

��
�.F��G7�

�
%��

/�%�
�
�����	

�
�"�
�

� �

��
�.F��G7�

�
���

!�
�

�".? �? �")�

�
�
���

F� 
�
��

�
�
���G7� �����


�	 � �
�
,
�$���の場合への拡張

この節では前節での構成方法を� � �
�
�����の場合に拡張することを目的とする。この場

合も � � �3���により �������	 � � �をがラベルできて � � �����の場合とほぼ同様に ����
を定義することができる。
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ただし、��)の和は�? ) � *���� ) � *�,� *� *� � �の下でとる点に注意。
� � �����の場合との相違は��)について和をとるとき��)は一定の条件の下でとられな

ければならない点にある。こののために、�������	 � � �間の分配関数を計算する際、少々
煩雑になる。そこで
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を用いて見通しよくすることができる。
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以上をまとめると
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これを用いて ������ �����間の分配関数を計算すると
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ただし ���%���� ���は
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�
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� S��S%���S
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�S�� 7 �����

計算自体は � � �����のときと同様に計算できる。また "���	 #���� ���が満たされてい
ることは明らかである。なお���%������には �"�分の不定性があるが、)についての和をとっ
てしまうので、その影響はない。

����から 3���対称性が破れている様が確認できる。
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このとき �������	 � � � ����の間に現れる ���� � ���*のスペクトルを見ると 3��� #!��*�

が #!��*� %�  �#�を構成することから、3���対称性が保たれていることがわかる。実際、こ
の場合（� � ����）には理論の対称性は M=���� ��$=����なので、�������	 � � �の正則部分
を �3���の元でP回転Pさせたところで �������	 � � �が理論の対称性を破ることはない、と
考えれば当然である。
一方、

���, � �� ��� �� �� :��� �
����
%��

����
���

�
���

F�
���������
��

�
�
��

�G7�

ここで
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となるので一般にスペクトル中のP3��� #!��*�Pが %�  �#�を形成しえない。すなわち3���が
破れていることがいえる。
具体的に� � �� , � �のときにを考えてみる。ある実数 �を決めて
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�
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とすると、���� � �� ���� � ��? "なので
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よって ���� � ���*のP3 ��� #!��*�Pは)� )� �<��
�� だから一般に #!��*� %�  �#�を形成しえない。

また:���の ����� ���*スペクトルについて、�� �� ��� �� /� H�の場合には真空状態 �� � ��

は縮退がなく、�� � ��� � /� H�の場合には縮退があることもわかる。
例えば � � �� � � �のばあい ���% �

���
�
ととれるから
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となる。明らかに真空状態（F�に対応）は� 重に縮退していることがわかる。同様に � �

�� � � �の場合には, 重に縮退していることがわかる。
このことは何を意味するかというと � � /� Hに対応する �������	 � � �は特定の場所に
位置する、あるいは特定の1�%��� %���を持った通常の 3��� ,���#!%� 3 あるいは 8�)����

�������	 � � �を足しあげたものになっている。
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なお、�������	 � � �のモデュライ空間は今や �3 ���ではなく

�3���%�� � ��
となる。なぜならば � �

�
 �
��� �

�
� �� �
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に対して>"
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いう関係がある。ここで ����の中で和をとるとき�? ) � � ���� , �なので F � ��
�
*� * � �

の時>"
������は変化しない。同様に �� /� �と置き換えるときも、� � ��

�
*�� *� � �ならばや

はり>"
������は変化しない。よって �������	 � � �のモデュライ空間は �3���%�� � ��で

ある。


�
 � � ���の場合
� � �のときは� � �� , � �3� � �のときは� � �� , � �の極限を考えればよ

い。ここでは�� �の極限を扱う。
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このとき �����の +を連続量として扱えて、

B�
�B

�
� ��� �� �

"

� �

�

�F>"
���

��
/�= �

� /�=

�
�

�
/�= �

� /�=

��
����

と置き換えればよく、:���は無限大の因子を除いて
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-"�の前のトレース因子を
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����
� � � ���� F� � �"	��� F�とおいて 5 � �
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として �に

ついて解いて整理すれば
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半径�が有理数のときとは違って ���� � ���*のスペクトルが連続的になっている。


�� � � �無理数���$���のとき
ここでは$�������%3=�#&��*�%の構成法 6��7を離れて L���&による構成方法 6��7を説明した
い。こちらの方法は ��)��* #��� ���� を出発地点にして �������	 � � �における J�!����!�

� � �の係数を決定していく点が興味深い。
�������	 � � �は J�!����!� � � �を用いて一般的に次のように表すことができる。
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5は �5� �� ��を表しているとする。この C
� を ��)��* #��� ���� から導いた ���'���代数から

決定していきたい。"���	3E�)�%%��の記法を採用すると、ここでは
�
�"�を C

� に入れてし

まっているので ��
� ���� � 8��

8��

�
����になる。����は �点関数の構造定数にとったので �であ

る。���� � �にとって C�
 � �に規格化しなおすと #%�����	��* %*����は
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となる。ただし �は真空表現を表している。結果を先に述べると ��� ��表現に属する��������

代数の ������	場に対応する J�!����!� � � �を使って、次のような連続量で特徴付けられる
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�������	 � � �の族が構成できる。
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ただし B���� � �である。�* � ���は真空状態ではなく ��� �� ��に対応する J�!����!� � � �で
あることに注意していただきたい。%は規格化定数である。

���'���代数から B%の漸化式が得られる。
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これは E�*�����多項式の漸化式に他ならない。よってB%は E�*�����多項式であることがわ
かる。
また ���� � ���*のスペクトルは
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このスペクトルは連続的になり、共形ウェイトの空間の非負測度で積分されている。
以下では ���� ����を実際に導出する。

�����の導出
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の右辺の構造定数と ������ �� ��2を計算するのが目標である。
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という結果を得る。
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構造定数はコンパクト化半径によらず共形ウェイトにより決まるものであるから半径� �

�����の場合から決定していく。既に述べたように ��������代数の ������	場 ��"��	は �3���

の多重項になり、
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は消えてしまう。実際に����

�� を知るには 	��� +� +?��を知る必要があるが、これは次の���

の計算から容易に読みとれる。
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以上より
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以上から漸化式����示されることは明らかである。

�����の導出

まず、
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E�*�����多項式に関する公式

B%�#�� F��B%�#�� F�� �
�

"

� �

�

���B%�#�� F� #�� F� � ��� F� ��� F� #����� ����

を使う。さらに E�*�����多項式を積分表示すると、
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ここで #�� .%� � #�� F%� #���%�である。
さて、和をとる順を変えると、

��
%��

���
�
* ? �

�

�
.

��� �
�

�7%
� � 7�%��	�� � � ? �

��
���

7�
�

#��). �����

となる。�������の和公式を使えば、モデュラー変換により
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.は半角の公式を使えば����を満たすことも明らかである。
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� � 無理数 ������であるときは得られた �������	 � � �が ���'���代数を満たすことは
明らかである。では� �有理数������のときはどうであろうか。
まず、� � �����のときは>�
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������の積はやはり�3���上の��関数になるから、その積は>"

������により一
意的に展開され、その展開係数が�になる。
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� �有理数 ������のときはどうであろうか。半径の変化により表現の共形ウェイトは変
化しない。各表現は共形ウェイトで特徴付けられるから構造定数�は変化せず、���'���代
数はやはり満たされるものと考えられる。
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第�章 ゲージ化された���モデルにお
ける�ブレーンの幾何学的解釈

これまでは代数的に �������	 � � �を構成してその性質を調べる、というスタンスをとって
きた。確かにこれらの方法は強力であり様々な解析をなしうるものである。しかしその幾何
学がはっきりしない。,ブレーンがどのように配位し、どのように崩壊するかなどといった
ダイナミックな物理が、それだけではなかなか見えてこない。ここでは:�%��#���等の方法
6��7に従って,ブレーンの幾何学を調べていく。
扱うモデルはパラフェルミオン理論 )9��	�

9��	�
の ,ブレーンである。これに対応するシグマ

モデルのターゲット空間は円盤になることが知られている。境界条件 G ? @G � �を満たす
�������	 � � �を -ブレーン、G � @G � �を満たすものを.ブレーンと呼ぶことにする。-

ブレーンは通常の,ブレーンであるが、円盤の縁上の点に存在する,�ブレーン、縁上の �

点をつなぐ ,�ブレーンなどがあることがわかる。これらの理論はその ��オービフォルド
と 0;���%である。そのオービフォルドの -ブレーンに対応するパラフェルミオン理論のブ
レーンが .ブレーンである。これらは円盤の中心付近に存在して、ほとんどのものが不安定
である。理論のレベルを +として、+が偶数の場合には二つの安定な,�ブレーンがあって
円盤全体を被っていることがわかる。

��� 準備
ここでは後で必要になるパラフェルミオン理論についての結果だけ資料集としてまとめて
おくことにする。
理論の表現を��"��	とする。ただし 5 � �

��� � � 5 � �
� � ) � � ��� �+� �5 ? ) � � ��� �

である。また、

�5� )� � �
+

�
� 5� + ? )� �����

により同一視がなされる。�����により区別される既約表現の集合を B; �+�とする。
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�5 ? ) � � ��� �のときは指標はゼロになると定義しておく。-"�� � -"��� � -�>��"����が
成立するが、�5� )�� �5��)�は異なる既約表現であることに注意していただきたい。
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ただし )の基本領域を ) � ��5���5 ? �� � � � � �+ � �5 � �にとった。
モデュラー変換の �行列は
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明らかに対称行列である。�"
�
" は �3 ����の �行列である。
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クロネッカー・デルタは � ��� �+のときに１になる。
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���*���%な理論を考えることにして分配関数は
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パラフェルミオンの理論は ��対称性がある。その対称変換 �により ������	場は �"�� �
A��"��と位相が変化する。これより ��オービフォルドが構成できる。+ � **�� *� *� � �であ
る整数 *についても �%でもオービフォルドがつくれて、その分配関数は
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なお、-"� � -"���なので �%と �%�のオービフォルドの分配関数は等しいのでこれらは同等
である。特に ��オービフォルドとパラフェルミオンは同等である。
これらのパラフェルミオン理論をシグマモデルにより幾何学的に記述できる。具体的には

��上の場の理論である �3���� 151モデルを 3���対称性で割ることにより構成できる。
��の座標を F� �� G�として、3���対称性である G�の並進対称性で割るためにゲージ場を導入
しゲージ場を積分すればよい。
その結果このシグマモデルの計量と � ���* #���%��*が得られる。
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 � ��� Fである。したがってターゲット空間は円盤になることがわかる。半径方向の距離は
有限ではあるが、計量の形から円盤の縁に沿った距離は無限大になる。�の並進対称性があ
りそうだが、実際には ��に対称性が壊れている 6��7。

"/0のレベルで先程、パラフェルミオンと ��オービフォルドの同等性を確認したが、こ
れはシグマモデルでも確認できる。それは上のモデルに 0;���% を施すことによって次の理
論が得られることからいえる。
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よって � ���* #���%��* �����のパラフェルミオンと �����%
�
+の ��オービフォルドが同等で

あることがわかる。

��� パラフェルミオン理論の'ブレーン

����� パラフェルミオン理論の ブレーン

-ブレーンを構成する J�!����!� � � �を-;J�!����!� � � � ��� 5� )��� �5� )� � B; �+�とする。
ただし、B;は既約表現の集合で、同一視される表現は同一の表現とみなしている。�������	
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ただし、指標が )の符号の反転について不変であることと、���%����の公式を使った。また、
7� � /����>( � 7� � 7��

� � /���( とする。"���	の構成法で �������	 � � �を構成していくの
で、これを -;"���	 � � �と呼ぶことにする。
これらの,ブレーンには次のような解釈ができる。
5 � �の +個の状態は円盤の縁を等間隔に分割する +個の点上の,ブレーンである。5 �

�
� � � � � � ��

�
���
�

�
の状態は全部で + ���

� 個あるが、これらは円盤の縁の線分をを �M5本だけ切り
出すような �点を結ぶ,�ブレーンと解釈できる。
さらに +が偶数のときには M5 � +%に対応するブレーンは対せき点を結ぶブレーンと解釈

できる。ただし、�5� )� � �+%�� 5� + ? )�の同一視から、その数は +%�である。
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図 ���D パラフェルミオン理論の-ブレーン �+ � �

このような解釈がなされる根拠には次のようなものがある。
実際に #%���� � ���*の散乱振幅からブレーンの形を計算することによって知ることができ

る 6��7。これについてはこの節の最後で触れることにする。
大域的��対称性がこの理論にある。この対称変換により J�!����� � � �に /���>�だけ位相

がかかる。すると �4@ "�
�"��

/���>� � �4@ "�
�"����

なので #���	 � � �は M) � M)? �と変化する。この

解釈によれば �M5本の線分を切り出す,�ブレーンは別の �M5本の線分を切り出す,�ブレーン
に移る。これは ��対称性を幾何学的にうまく表現できている。

,ブレーンの質量は,ブレーンと J�!����!� � � � ��� 5 � �� ) � ���との内積から求まる。
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よって質量は
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に比例する。+� M5が大きいとき,ブレーンの質量は ��� ���"
�
に比例することがわかる。これは

平坦な円盤上の,ブレーンの長さに比例している。
�3���上の,ブレーンは #��L�*�#	 #%���に巻き付いていることが知られている。#��L�*�#	

#%���は ��の��の中の超平面による切断面である。よってパラフェルミオン理論の-ブレー
ンは、ゲージ化する 3���対称性の下で不変な #��L�*�#	 #%���に巻き付いていると考えられ
る。そこで ��をゲージ化して円盤に射影する際に、この #��L�*�#	 #%���がどのように射影
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図 ���D #��L�*�#	 #%���の 3���ゲージ化

されるかを調べると、円盤の縁を結ぶ直線に写されることがわかる。なぜならば、��の超平
面による切口は ��になる。そして ��は 3���対称性のゲージ化により直線に写されるから
である。したがって、パラフェルミオンの -ブレーンは円盤の縁上の点を結ぶ直線になるこ
とが言える。�図 ����

����� パラフェルミオン理論の!ブレーン

パラフェルミオン理論とその��オービフォルドは0;���%により関係付けられる。��オー
ビフォルドの -ブレーンを 0;���%変換すると元のパラフェルミオン理論の.ブレーンに移
されることが知られている。

�ブレーンの性質

まず .ブレーンの性質を定性的に論じていく。まず、� ���* #���%��*が ����� であるパラ
フェルミオン理論の �オービフォルドの -ブレーンに着目する。まず、パラフェルミオン
の -ブレーンに �� 変換の下での像を次々と足し上げて、�� 不変なブレーンをつくる。各
M5 � �� �� � � � � � �� ���

� に対して一つずつ質量が�"である-ブレーンが対応すると考える。ここ
でターゲット空間は ��で割られた円盤であるから質量を +��"としていない。+が偶数のと
きは M5 � �

� に対応するブレーンも存在するが、質量が
�
���"であることを注意したい。なぜ
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図 ���D オービフォルドの -ブレーンの崩壊

ならばパラフェルミオンの M5 � �
� -ブレーンは円盤の対せき点を結ぶブレーンであり、した

がって ��の像を �
�だけ足し上げれば ��不変なブレーンができてしまうからである。また、

そのために M5 � �
�
に対応する�オービフォルドの -ブレーンは �つ存在することも指摘して

おく。
ここで � ���* #���%��* �����のシグマモデルと ��%

�
+の �� オービフォルドとの間に 0;

���%� 	が存在した。そしてオービフォルドへは座標変換 � � ��� ��
�
� で写るから �� オー

ビフォルドのターゲット空間の縁のあたりに存在する -ブレーンはパラフェルオンのター
ゲット空間の中心付近に写される。前節でみた-ブレーンは円盤の縁にあったので、ここで
得られたブレーンはそれらとは異なるものであることがわかる。
ところで、オービフォルド上の M5 � � -ブレーンは不安定である。実際、パラフェルミオ

ンの隣り合う M5 � � -ブレーンの間の ���� � ���*スペクトルは������で M)� � M)?�とおくこ
とにより, "�

������������であたえられる。これは 5 � �� ) � � ��� �または 5 � +%�� ) � �� +

��� �のときにのみ �をとり、それ以外はゼロになる。例えば 5 � �� ) � �に対する共形ウェ
イトは �であるから、タキオンの存在が確認される。この不安定性により、,� -ブレーン
はオービフォルド中心に向かおうとする。対応する.ブレーンは不安定で円盤の中心から離
れていこうとする。 これはオービフォルドで考えると、中心で � ���* #���%��*が最小にな
るので中心に向かった方が ���� � ���*の質量が軽くなり系のエネルギーを小さくすること
が可能であるからである。オービフォルドの-ブレーンの不安定性は直観的に理解しやすい
ので、.ブレーンの不安定性もこちらにうつって考えるのがよい。

M5 � �
� � � � � � �� ���

� となる被覆空間の,� -ブレーンはループ状の形をしている。これらはより
中心に近付くためにより小さなループに崩壊する。+が偶数のときには被覆空間には M5 � +%

の �つの,�ブレーンが存在する。これらは円盤の縁の対せき点を結ぶ形状をしているので、
より縮まろうとして崩壊することはない。したがってこのブレーンは安定である。

.ブレーンは � ���* #���%��*が �����%
�
+である��オービフォルドの-ブレーンと0;���%

であるから、パラフェルミオンの同じ M5をもつ - ブレーンとは質量が
�
+倍だけ異なる。
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図 ��D パラフェルミオン理論の.ブレーンとオービフォルドの -ブレーン

�ただし M5 � +%� +は偶数、のときは
�
+%�倍違う。�よって M5 � �の ,�ブレーンは質量が�

+��"��である。さらに M5 � �
� � � � � � �� ���

� に対応して,�ブレーンが中心付近に存在し、その
質量は

�
+��"である。なぜ �次元であるかというと、+が大きいとき、対応する被覆空間上

の-ブレーンはターゲット空間の縁の付近を被っているから、.ブレーンは中心付近を被う
ブレーンであることがいえる。以上のブレーンは先程の考察により中心からのずれに対して
不安定でありターゲット空間の中心から広がろうとする。ただし +が偶数のときには M5 � +%

,�ブレーン存在し、これは安定である。質量は �
�

�
+��"��

�
であり、ターゲット空間全体を

被う。

�ブレーンの����による定式

ここでは.ブレーンを J�!����!� � � �を用いて構成していく。方針としてはパラフェルミ
オン理論の-ブレーンに ��対称変換を作用させていき得られた像を足し上げることにより、
オービフォルド上の-ブレーンを構成する。続いて0;���%変換を施すことにより、目的と
するパラフェルミオン理論の.ブレーンを構成する。
まずパラフェルミオン理論からオービフォルドへ-ブレーンを射影する過程で ) � �以外
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の J�!����!� � � �は全て消えて無くなってしまう。実際、
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ただし３行目の無限級数は ) � �� +であることを要求するが、表現の同一視 �5� )� � �+%��
5� + ? )�を考慮して ) � +となる表現を全て ) � �に写してしまえば ) � �のみを考えれば
よいことがわかる。また選択条件 �5 ? ) � � ��� � から 5 � �? �

�
の J�!����!� � � �の寄

与は無いことを指摘しておく。
次にこの �������	 � � �に対して 0;���%を施したい。そのためにはラフに言って、-

J�!����!� � � �の ��*! ��4��の運動量の符号を反転させたような . J�!����!� � � �を定義
したい。理論の #!���%な <�%��� 空間は
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と定義できる。
これを利用して . J�!����!� � � �を次のように定義する。
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このような定義は-3.ブレーンの振幅の計算に使ったりするが、少々技術的になるので詳細
は割愛する。
形式的には - J�!����!� � � �から . J�!����!� � � �への変換は ��*! ��4��の (にマイナ
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ス符号をつけるだけでよい。よって.ブレーンが得られて
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+が偶数のときに現れる ��� M5 � �
�
��は自分自身との間に生じる ���� � ���*スペクトルを調

べると真空表現の指標の係数が �になるので、これは可約な �������	 � � �であることがわ
かる。これは後で調べてみることにする。そこでより基本的な既約な �つの �������	 � � �

に分解できる。実際に、. J�!����!� � � � ��� �
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��を使ってそのような �������	 � � �

を構成することができる。
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最後の項の係数は適切な ���� � ���*スペクトルが得られるように決められたものである。こ
のことも実際に後で確かめる。
��変換は J�!����!� � � �に /

����
� だけ位相をずらすので -ブレーンが

���M5� M)�� � ���M5� M)? ���

と、互いに移りかわる。.ブレーンは M5 0 �
�
の場合にはこの変換の下で不変である。M5 � �

�

の既約な.ブレーンは
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と符号が変わるので互いに入れ替わる。
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�ブレーンの間の �)�� ���	�(スペクトル

ここでは先程構成した.ブレーンが"���	 #���� ���を満たしていることを確認する。幾何
学的考察により.ブレーンの構成の指針が与えられたのだから、必ずしもこれらの�������	

� � �が "���	 #���� ���を満たすとは言い切れない。しかしオービフォルド上の由緒正しい
�������	 � � �からの結果であるから、その条件が満たされていることが期待はされる。
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まず、������で与えられる.ブレーンの分配関数は次のように計算される。-ブレーンの
ときのように J�!����!� � � �同士の分配関数は計算できて
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ここで���%����の公式と、�"
�
" の具体形から �����"�"

�
" � �

�
��"�
" が成立するという事実を使っ

た。もちろん 5 � �や �** 5といっても � � 5 � +%�の範囲に限られている。また最後の等号
では和のとり方を変えていて、表現の同一視をやめて足し上げている。
この結果から、M5 � +%� + � � ��� �の場合には �������	 � � �が可約になっているこ

とが確かめられる。実際に上の式の最後から �番目の ������係数の項は
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と具体的に書き表せるので真空表現の指標 -��の係数は �になるので、この.ブレーンは可
約であることが明らかである。
次に -ブレーンと������の .ブレーンとの間の分配関数を見る。計算の過程に関しては

#��� モデルの知識など要するためここでは立ち入らないことにして結果のみを紹介する。
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-
)9��	
" は �3���レベル +の指標である。

-
)9��	
" �2� �� � 7��>��.("67'�/����A

�
� 7 ������

次に + � � ��� �の場合の既約な M5 � +% .ブレーンの分配関数を調べる。��� �� � �� ���
���

は他の ��� 5� ���とは直交するので ��� �
�
� �
�
���

�
��を含む項同士の内積を調べればよいことがわ

かる。その結果は
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である。最後の和について、同一視される表現を重複して足し上げることとする。また����
�

の結果を利用できるのだが、それにあたり、
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なので 5について整数についてのみ和をとることになる。この �つの結果を合わせて
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となる。最後の等号では同一視の下で区別される表現について和をとる。また M5 �� �
�である

.ブレーンとの分配関数も����
�を利用して結果が得られる。��� ��
��の規格化に気をつけて
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ここでは表現を同一視しないで和ととっている。したがって B; �+�の各表現は � 回足され
るので、�

�の因子が存在しても全ての指標の係数は整数値をとる。-ブレーンとの M5 � �
� .

ブレーンとの分配関数も計算が技術的に過ぎるところがあるのでここでは割愛する。
以上の結果から .ブレーンは "���	 #���� ���を満たしていることが確認される。
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参考：�����の導出
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����� ブレーンの形状

ここではパラフェルミオンの-ブレーンの形を調べる。ただし +が無限大の極限で考える
こととし、古典的な幾何学として扱う。そのためにブレーンから散乱される #%���� � ���*の
散乱振幅を考えていく。具体的には ���I=)��(& $.�./��*I$/� $.(�)��を計算する。このこ
とは別の言い方をすれば重力子の散乱を見ることでブレーンの幾何を調べようというもので
ある。."/0の境界条件の下での ��%&の場の �点関数に対応すると言える 6�
7。
ここでは )のかわりに� � )%��� � �� �%�� � � � を使っていく。
まず、JFを �3���の座標として、�3��� � ��の一点に局在した #%���� � ���*の状態を �JF�

とし、�3���上のデルタ関数を !�JF � JF��とする。
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�3���上の E��%�#���の固有関数は

>"
��� � �5����JF��5���� �5��5��� � !��� ����
�

ここで �5��は �3 ���のスピン 5 表現の基底である。昇降演算子の作用に対して >"
��� と

�5������は同じように振る舞う。また、�5������を１に規格化したいので���� ��5����JF��5����� �

�5 ? �であることを考慮すれば

>"
��� � ��

�5 ? �
�JF�5� ����� �����

となる。ただし、よく局在した #%���� � ���*を見たいのでカットオフ /�"
�>��を入れて、+��

のとき �� �ととることにする。
いまパラフェルミオンのブレーンを調べたいので �3���の波動関数のうち G�の並進に対し

て不変なものが必要になる。
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ただし /��	�は位相因子である。
これを用いると
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��対称性から M� � �のときのみ調べれば、M� �� �の場合の結果も得られる。ここで
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と書けることを利用する。5 � �%�の場合から

#��C � #�� � ��� F ����

が得られる。
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そうすると、

����M5� M� � ��F� �� �
�
"

��� MC��5 ? ��
�����5 ? ��C

���C
�����

ここで 5について足し上げれば

����M5� M� � ��F� �� � !� MC � ��F� ���
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ところで円盤上の中心からの距離は  � ��� Fであるので  #�� F �定数となる。これは直線
を極座標表示したものなので、-ブレーンは円盤の直線上にあることが言える。

��	 スーパーパラフェルミオン理論の'ブレーン

����� ブレーンの性質について

スーパーパラフェルミオン この節では超対称性を導入したパラフェルミオンを扱う。% � �

の超対称性を入れたパラフェルミオンは、実は% � �の超対称性を持つ。
円盤の接空間にフェルミオンを入れる。そしてそれをボゾン化してコンパクト化する。す

ると対象とするモデルには

�3���� � 3����
3������

�����

を考えればよい。表現は �5� )� $�で表される。5� )� $はそれぞれ �3����のスピン、3������

のラベルで ��� ��+ ? ��で定義された整数、3���� のラベルで ��� で定義されている
整数である。これらは選択則 �5 ? ) ? $ � � ��� �に従う。また表現の同一視 �5� )� $� �
�+%��5� )?+?�� $?��がなされる。さらに定義から �5� )� $� � �5� )� $?��� �5� )?�+?� $�

でもある。そして区別される表現の集合を�B; �+�と表す。$が偶数のものは8(8(セクター、
$が奇数のものは==セクターである。もっぱら���*���%な理論を考えることにするので8(;=

セクターはここでは考えないことにする。
理論には離散的対称性があって、生成子を ��� ��とすると

��O"���� � /����
�

����� ���O"���� �����

��O"���� � �����O"���� ���
�

と作用する。ここでは ������ ��で生成される部分群1 � ���� � ��によるオービフォルドを
見ていく。

��



表現の数は、5� )の取り方と、選択則の下での $の選び方、同一視から ��+?���+?��だけ
あることがわかる。したがって、J�!����!� � � �も ��+?���+?��だけありそれらを �M5� M)� M$�

でラベルする。これらの状態は -タイプの境界条件を満たす。"���	 � � �は M$ � �� �の場
合には境界条件

6� � � @6� � �� G � @G � � ������

を満たす。これらを �4�� -;�������	 � � �と呼ぶ。またこれらの状態は8(;8(3=;=の両方
の J�!����!� � � �を含む。M$ � '�の "���	 � � �は

6� ? � @6� � �� G � @G � � ������

を境界条件として満たす。これらを ��� -;�������	 � � �と呼ぶ。
これらの�������	 � � �の解釈は次のようになされる。�4�� �������	 � � �、��� �������	

� � �はターゲット空間の縁上の点を結ぶ向き付けされた,�ブレーンと解される。それぞれ
�+ ? ���+ ? ��個ずつ存在する。各ブレーンの始点と終点は

�� � �M)� �M5 � ��
"

+ ? �
� �/ � �M)? �M5 ? ��

"

+ ? �
������

で与えられ、M$ � ����の場合には �� � �/、M$ � ?�� �の場合には �/ � ��の方向に結ばれ
る。この解釈は表現の同一視と両立する。すなわち、�M5� M)� M$�に対して ��� �M5� M)?+?�� M$?��

は

�� � �M)? + ? �� + ? �M5 � ��
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+ ? �
� �M)? �M5 ? ��
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+ ? �
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�/ � �M)? + ? � ? + � �M5 ? ��
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� �M)� �M5 � ��

"
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そして、M$が �だけ変化するので始点と終点を結ぶ向きが反転するので、やはり同じ ,�ブ
レーンを表している。選択則から �4�� �������	 � � �の場合には �

��� の前の係数が奇数、
��� �������	 � � �の場合には偶数になる。なお後で述べるが、�M5� M)� M$?��に対応する-ブ
レーンは �M5� M)� M$�に対応する-ブレーンの �� �ブレーンと考えられる。
各状態の質量は��" � ��� ����"��	

���
となる。ボゾニックなケースと異なり、正確に,�ブレー

ンの長さに比例している。

オービフォルド 次にここまでに述べたスーパーパラフェルミオン理論の��オービフォルド
を考えたい。この対称変換は ��により生成される。したがって元の理論の分配関数を:��� �
�
�

�
"���� �-"������とすると、��オービフォルドの分配関数は
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�
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-"���� @-"����� � :��� � �+ ? �� ������
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と表される。最後の定数項は =����� ��# �� �5� �5 ? ��'��� �� � �%�からの寄与である。
実際、-"��"���� � -"��"����� ? �であるので、�

"

�-"��"���� @-"��"����� ? -"��"����� @-"��"����� �
�
"

�-"��"���� @-"��"���� ? -"��"����� @-"��"����� � ��

������

から確かめられる。M$ � M$?より8(;8(セクター �$は偶数�はツイストされていない。同様
にして =;=セクター �$は奇数�は $について正則部分と反正則部分の表現が異なっていて、
ツイストされていることがわかる。分配関数が異なることから元の理論と ��オービフォル
ドは異なった理論であることがいえる。さらにこのことは��オービフォルドの,� -ブレー
ンが向き付けされないことからもわかる。これが向き付けされないことは、分配関数から
G�� @G� � �を満たす=;=プライマリー場が存在しないこと、それにより M$ � �の �������	

� � �と M$ � �の �������	 � � �とが区別つかなくなることからいえる。
さらに ����によりオービフォルドをつくる。これで出発した理論を正味、1 � �������
対称性で割ったことになる。この結果、得られる分配関数は

:�� �
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-"���� @-"������ � :� ������

� -"���� � -"������

よってこのオービフォルドは元のスーパーパラフェルミオン理論と 0;���%である。ボゾニ
ックな理論のときと同様にして、このオービフォルドの ,� -ブレーンを調べていく。各
M5 � �� �

� � � � � � �� ���
�
に対して �つの,�ブレーンがあり、その質量は��"である。+が偶数の

ときはオービフォルドの中心を通る M5 � �
�に対応する,�ブレーンが �つ存在して、その質

量は �
���"��>�である。これらの,� -ブレーンに対応するスーパーパラフェルミオン理論の

.ブレーンには次のものが存在する。オービフォルドの � ���* #���%��*は �����%
�

��+ ? ��

であることに気を付けると M5 � �� �� � � � � � �� ���
� でラベルされる質量が

�
��+ ? ���"の,�ブ

レーン、+が偶数のときに M5 � +%でラベルされる質量 �
�

�
��+ ? ����"��>�の,�ブレーンが

存在する。これらはいずれもターゲット空間の中心に存在する。M5 � � のブレーンはサイズ
が小さいため,�ブレーンともいえる。
ほとんどの.ブレーンは向き付けされない。なぜならば =;= J�!����!� � � �が存在しない
ため �� � .ブレーンが存在しないからである。しかし、M5 � +% .ブレーンは ��により互
いに移り変わり合うので向き付けされると考えられる。
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����� !"#$による記述

基本的なデータとしてモデュラー変換の (行列と ������係数を紹介しておく。
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(行列の�番目の係数の�は表現の同一視により生じる。また!�� !�はそれぞれ周期が ��+?��� 

である。
表現の共形ウェイトは
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,ブレーン

-ブレーンは明示的に次のように書ける。
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これは境界条件を G � @G � �と M$の偶奇に応じて�
6� � � @6� � �� M$ � � ��� �

6� ? � @6� � �� M$ � � ��� �
������

を満たす。ボソニックなケースと同様にして��" � ��� ����"��	
��� が得られる。

���� � ���*の分配関数はボゾニックなときと同様にして
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ここで注意すべき点がある。����M5M)M$�は ��� M5M)M$��とは反対方向を向いたブレーンである。し
たがって分配関数の計算の際に ���にとるブレーンの M$を �だけずらして計算しなければなら
ない。したがって自分自身との分配関数に現れる指標は -"����の形のものに限られる。������
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図 ���D スーパーパラフェルミオン理論の-ブレーン

を参考にすると、この ���� � ���*スペクトルに対する共形ウェイトは明らかに �
�
以上にな

る。したがって -ブレーン上にタキオンは無いといえる。したがって -ブレーンは安定で
あるといえよう。一方、M$ � M$�とおくと、これはブレーンと �� �ブレーンの間の分配関数と
期待される。������よりタキオンがいくつも生じることがわかるからである。
さらに他のブレーンの分配関数を見ていきたい。���� � ���*スペクトルにおけるタキオン

の存在とブレーンの幾何学的な交差には関係がある。共に �4��であるブレーン、共に ���

であるブレーンが交わるか、非常に接近しているときにはタキオンが生じる。一方、交わら
ず、弦のサイズ以上離れていればタキオンは生じなく安定である。�4��のものと ���のもの
とが交わるときもタキオンが生じなく安定である。なお、このとき M$� M$� � � ��� �ゆえ、
���� � ���*のスペクトルは =����� ��# ��のみである。
より具体的なケースで確かめていきたい。�M5� M)� M$�で特徴付けられる -ブレーンは ��� �/

を結ぶとし、�M5�� M)�� M$��で特徴付けられるブレーンは ���� �
�
/ を結んでいるとしよう。このと

き両者が交わるのは

�� � ��� � �/ � ��/ �����

もう少し具体的に書き換えると

��M5 � �M5�� � M)� M)� � �M5 ? �M5� ? � ������

と表せる。M$� M$� � �のとき、このときには少なくとも一つタキオンが生じる。これを + � �

である簡単な場合で調べる。図 ���の �と �の-ブレーンを考えてみる。これらはそれぞれ
����� ��� ��� �� ��が対応する �表 ����。M$ � �� M$� � �にとることに気を付けて ������係数から
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表 ���D + � �スーパーパラフェルミオン理論のスペクトル �ただし 5 � �にとった�

���� � ���*のスペクトルを調べると ��� �� ��がブレーン間を伝播することがわかる。これの
共形ウェイトは �


であるから、タキオンが出てきていることがわかる。M$� M$� � �の場合に
はタキオンは出ない。これらからブレーンの不安定性に幾何学的な解釈が与えることができ
る。つまり、ブレーンが交わっているとき、崩壊して短い �つのブレーンに変わる。ただし、
これはブレーンの向き付けと一致しなければならない。
交わらない場合はどうか。

�� 0 �/ 0 ��� 0 ��/ � ������

�� 0 ��� 0 ��/ 0 �/ ������

前者の場合、タキオンは生じない。後者は交わっていないがタキオンは生じ得る。しかし弦の
長さのスケール以上離れていればタキオンは生じない。このような状況は M)� M)�が同程度で、
M5が M5�より十分大きい場合に相当するが、そのとき������は �

�を超えることが読みとれる。

�ブレーン

+が偶数の場合を念頭に置いていく。J�!����!� � � �を ��� 5� )� $B 5��)��$��とおく。ボソ
ニックのときと同様に ) � �� + ? �� $ � �� �である J�!����!� � � �のみが .ブレーンに現れ
る。ただし +が偶数のときには ��� �� � ���

� �'�B �� �����
� �����も現れる。


�



ボゾンのときと同様に "���	 � � �が構成できて

��� M5� M)� M$�� �
�

��+ ? ��
�

"��������

�)4@ "��
�"����&
�)4@ "��
���

��� 5� �� $B 5� ���$�� ������

�)4@ への M$� $の寄与は /�
�����
� という形で現れる。今、$は偶数であるから M$が �だけ変わっ

ても.ブレーンは変わらない。したがって.ブレーンは M$ � �� �のみで異なるブレーンが指
定される。それぞれ境界条件6 � '� @6を満たす。このように .ブレーンには �� �ブレーン
が存在せず、向き付けがされない。1オービフォルドの-ブレーンが方向付けされないのも
同様に考えることができる。

���� � ���*のスペクトルも以下のように計算できる。

���� M5� M)� M$�7'��
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これより M5 � �
�の場合には可約なブレーンであることが確かめられる。

そしてそのときには、������において M5 � �
�
とおいたものを省略して ��� M$��と表すとす

ると、

��� +

� M$�� � �
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�
��$��

�
������

という、既約なブレーンが構成できる。第 �項の係数は "���	 #���� ���が満たされるよう
に決められた。この状態は M$によって つの状態に区別されている。また== J�!����!� � � �

を含むので向きが付けられる。なおこれらのブレーン間の内積は

���� +

� M$�7'��
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� ��� +

� M$��� �
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��"
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�
	� ? �����
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となる。ただし和は 5 � �� ) ? M$� � M$ � � ��� �の下でとるものとする。確かに "���	

#���� ���は満たされている。M$� � M$? �のときにはタキオンが生じないので、安定なブレー
ンである。

����� %��� ����&に関するコメント

% � �代数の 3���カレントのチャージは

G �
$

�
� )

+ ? �
������


�



である。8( ��# ��の #!���% ������	は �%���%��である。実際に共形ウェイトを計算すると� � &
�

が成立している。= ��# ��の #!���% ������	は ��%��%����	である。実際、� � ��
���
を考慮すれ

ば、� � �
��になっている。これらは ���# ��% T�)で 8( ��# ��から = ��# ��に移る。

ここでは1�  �� ����2 0�#����@ 7'�� の計算を行いたい。���� � ���*の = ��# ��につい
てトレースをとりたいので 6 � � @6と 6 � �� @6を満たす �������	 � � �を用いる。この
�������	 � � �の間には = ��# ��の ���� � ���*しかスペクトルに現れない。
そこで-ブレーン ���M5� M)� M$��に対して、こちらとは異なる境界条件を満たしている ��� M5� M)?

�� M$? ���を対応させることができる。M)が異なるのは選択則のためである。ここでこれらを
同一のブレーンを記述すると考えたい。����@ は #%���� � ���*の == ��# ��のみ通すフィル
ターのようなものだから次のようにして == ��# ��のみを残すことができる。
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� ��� M5�� M)�� M$��� � ����M5� M)� M$�7'��
�
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� ���M5�� M)�� M$� ? ��� ������

ただし、�� 4は = ��# ��にいる ���� � ���*の境界条件である。また M$� M$� � '� ��� で
あることも指摘しておく。

������と������とを使うと
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5が �5� � M) � M)� � �または + � �5� � + ? � ? M) � M)� � �のときには和の中に = ��# ��の
#!���% ������	が現れる。そして -"��"���� � -"��"�����?�であることからそれぞれ第 �項、第
�項から寄与が現れる。またこの二つの寄与が同時に生じることはない。5� � �5� � �なの
で、第 �項がゼロではないとき、すなわち �M5 � M5�� � 5� � ���	M5 ? M5�� + � M5 � M5�
の場合に
は�����より明らかに第 �項はゼロになる。逆も同様である。また M) � M)�とすると、第 �項
がゼロではない条件は ��M5 � �M5�� � M)� M)� � ���	�M5 ? �M5� ? �� �+� �M5 � �M5� ? �
となる。こ
れは ������に含まれる。したがってブレーンが交わる条件は、このような #!���% ������	が
出るための必要条件と言える。 �����は �つ直線の交わる向きも含めた交点数である。

-ブレーンと向き付けされない .ブレーンとの1�  �� ����2はゼロになる。実際にこの
.ブレーンは == ��# ��を含まないからである。
次に向き付けされた .ブレーンと -ブレーンとの1�  �� ����2を考える。
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と書ける。ただし
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これらは ����%� #����� の �点関数である。7� � �の極限をとり== ��# ��の基底状態から
の寄与を読みとると
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�"������	>� �M5 � ��
������

�������	 � � �の1�  �� ����2は交点数を与えるので������は -ブレーンとターゲット空
間一杯に広がった M5 � +% .ブレーンの縁との符号を付けられた交点数の和になっている。
������は -ブレーンと符号を付けられた点の和 ������

�������	>��B� ? B��、B�は ) �
���
の形を

した境界上の点の和、B�は境界上の �)? �� �
��� の形をした点の和、を表す。このように解

釈をするとこのターゲット空間に広がった.ブレーンは、非摂動的な不安定性により円盤の
縁上の向き付けのされた,�ブレーンになっている可能性がある。
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第�章 結論

第�章では="/0の�������	 � � �の分類に自然に ������代数、*���! ������代数、���'���代
数が現れた。第�章では ���� ����%な"/0の �������	 � � �を構成した。その結果、,���#!%� 

条件、8������条件を満たす �������	 � � �を含め共形対称性のみを保つ �������	 � � �

が連続的なモデュライ空間にあることをみた。また �������	 � � �の間に現れる ���� � ���*

のスペクトルはときには連続的なものにもなった。第 章では,ブレーンに幾何学的解釈を
与えた。その結果ブレーンの崩壊と幾何学的な配置との間に自然な対応がついた。
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