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概要

場の理論を理解するために、「アノマリー (anomaly)」は重要な概念である。摂動的アノマリー
を求める手法として藤川の手法があり、経路積分の積分測度に対する Jacobianとしてアノマリー
を得る。本論文の前半では、藤川の手法を用いた摂動的アノマリーの導出やその性質についてレ
ビューする。
近年、理論に含まれる結合定数などの「定数」を時空に依存させた場合のアノマリーに関する研

究が行われた [1]。本論文ではこれを受け、fermionが入っている系で質量mが時空に依存する場
合の摂動的アノマリーについて調べた [2]。特に U(N)L×U(N)R のカイラル対称性が入っている
ような系を考え、その系での U(1)V アノマリーについて計算を行った。通常、質量を dynamical

な場であると捉えると Higgs場に対応するが、Higgs場を fermionの理論に加えてもカイラルア
ノマリーは出ないことが知られている。しかし、時空に依存する質量 m(x)の配位として特定の
物を考えた場合、新たなアノマリーへの寄与が出るということを示し、更に、この場合のアノマ
リーは次元に依らず superconnection を使って書くことが出来るということも示す。また、この
アノマリーを使った応用例についても議論する。特にこの応用例として、domain wall のような
質量m(x)の配位を考えた場合に、低次元のカイラルアノマリーを導くことを示す。



目次

第 1章 Introduction 3

1.1 記号の定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

第 I部 準備 10

第 2章 摂動的アノマリー 11

2.1 藤川の手法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 摂動的アノマリーの種類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3 正則化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4 応用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.5 指数定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

第 3章 非可換アノマリー 39

3.1 藤川の手法による非可換アノマリーの計算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2 共変アノマリー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3 整合アノマリー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.4 共変アノマリーと整合アノマリーの比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

第 4章 トポロジカル項 59

4.1 θ 項 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.2 θ 項付き QCD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

第 5章 タキオン凝縮 66

5.1 D-brane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.2 タキオン凝縮 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.3 タキオン凝縮とフェルミオン . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

第 II部 本題 71

第 6章 準備 72

6.1 Superconnection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

1



6.2 Higgs場を加えた場合のアノマリー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

第 7章 質量項を加えた場合のアノマリー 76

7.1 作用の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

7.2 偶数次元のアノマリー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

7.3 奇数次元のアノマリー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

7.4 応用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

第 8章 まとめ 85

付録 A 藤川の手法による計算の詳細 87

A.1 偶数次元 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

A.2 奇数次元 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

参考文献 99

2



第 1章

Introduction

場の理論を理解するために、「アノマリー (anomaly)」は重要な概念である。アノマリーとは、
古典的な作用には存在する対称性が量子論に移行した時に破れてしまう現象であり、量子論を考
えることで初めて見える性質である。
アノマリーは特に低エネルギー有効理論 (low energy Effective Field Theorey、以下 EFT)を

考える際に有用である。EFTは場の理論を考える際には重要な概念である。場の理論は考えるエ
ネルギースケールによって理論の性質が変化する。これはある 1つの理論を考え、繰り込み群変
換によって異なるエネルギースケールに移る場合に、理論に含まれる結合定数が変化することに
よって起きる。そのため、あるエネルギースケールでは結合定数が小さく摂動論的に解くことが
が可能な理論であっても、異なるエネルギー領域では摂動論が使えず解析的に解くことが難しく
なる場合がある。このような場合でも、摂動的に解析が出来ないエネルギー領域ではそのエネル
ギー領域での物理を再現するような新たな理論を元の理論とは異なる場を用いて近似的に考え、
その新たな理論を摂動的に扱うことで物理を調べることがあり、そのような理論を EFTと呼ぶ。
EFT はある特定のエネルギースケールのみで現象を説明出来れば良いため、繰り込み可能性は
要請しない。一方でその分理論に含まれるパラメータが多くなり、理論の形を決めるのが難しく
なる。例えば、私達の棲む世界は標準模型が成り立っていることは知られているが、Planck ス
ケール程度の高エネルギーで弦理論が存在すると考えると、標準模型は何か他の理論の EFT に
なっていると考えることが出来る。また、標準模型の中でも強い力を記述する QCDは作用の形
は分かっており高エネルギーでは摂動的に計算が可能だが、低エネルギーでは閉じ込めが起こっ
てしまい理論の解析が難しい。QCD の低エネルギーでの解析には格子 QCD という手法が用い
られ、スーパーコンピュータを用いた大規模な数値計算がなされている。この QCDでは、chiral

Lagrangianを用いたモデルがハドロンの低エネルギーでの性質を再現する、摂動論的に計算可能
なモデルとして古くから研究されており、このモデルも QCDの EFTになっていると言える。こ
のように高エネルギーの理論が分かっていても低エネルギーでの理論の振る舞いが未解明である
場合も多く、このような系の例として QCDの他にも物性系などが挙げられる。このように、場
の理論の特に低エネルギーでの振る舞いを理解するためには EFT について情報を得る必要があ
る。アノマリーは、高エネルギーの理論が分かっている場合の EFTの解析で特に強力な手法を提
供する。
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EFTの解析にはアノマリーの中でも特に「’t Hooftアノマリー」という種類のアノマリーが用
いられる。’t Hooftアノマリーは繰り込み群不変であるという性質を持つため、繰り込み群変換
で繋がる理論であればエネルギースケールに依らずに同じアノマリーを示す。更に、同じ系を記
述する理論であれば低エネルギーの自由度のみを使って書かれる EFT でもその’t Hooft アノマ
リーを再現可能である。そのため、高エネルギーでの理論が分かっている場合、高エネルギーの
理論での’t Hooftアノマリーを調べることで、そのアノマリーを低エネルギーでも再現しなくて
はならないという条件から EFTの形を大きく制限することが可能になる。この手法を’t Hooftア
ノマリーマッチングと呼び、近年特に場の理論の解析で広く応用されている [3]。
また、EFTの解析以外の場面でもアノマリーは重要な役割を果たす。例えば、「ゲージアノマ

リー」という種類のアノマリーは理論の無矛盾性を議論する際に重要になる。ゲージアノマリー
がある理論はアノマリーによって理論のユニタリ性が破れてしまうため問題であり、そのため理
論を考える際にはゲージアノマリーが存在しないことが要請される。これは理論を決める際に大
きな制限になっており、弦理論や標準模型はこのゲージアノマリーがないという条件を満たすよ
うに作られている。特に超弦理論が 10次元でのみ成立するのはこのアノマリーの議論によって決
まる。
実験的にもアノマリーは重要な概念であり、π0 → 2γ の崩壊はアノマリーの寄与によって起こ

る。また、標準模型はアノマリーによってバリオン数・レプトン数が保存しないため、宇宙論に
於いて物質を生成する際にも重要な効果になっている。

アノマリーには摂動的なアノマリーと非摂動的なアノマリーがあるが、特に摂動的アノマリー
は古くから研究されている。摂動的アノマリーを求める手法として、三角ダイアグラムで知ら
れる Feynman ダイアグラムのループ計算をする手法と、藤川の手法として知られる経路積分の
Jacobianを計算する手法 [4, 5]の 2通りが知られている。本研究ではこのうち藤川の手法を用い
て、摂動的アノマリーの計算を行った。
近年、理論に含まれる結合定数などの「定数」を時空に依存させた場合のアノマリーに関する研

究が行われた [1]。本論文ではこれを受け、fermionが入っている系で質量mが時空に依存する場
合の摂動的アノマリーについて調べた [2]。特に U(N)L×U(N)R のカイラル対称性が入っている
ような系を考え、その系での’t Hooftアノマリーについて計算を行った。通常、質量を dynamical

な場であると捉えると Higgs場に対応するが、Higgs場を fermionの理論に加えてもカイラルア
ノマリーは出ないことが知られており、これは Higgs場を含んだカイラルな理論である標準模型
にアノマリーが存在しないことにも関連する。しかし、時空に依存する質量 m(x)の配位として
特定の物を考えた場合、新たなアノマリーへの寄与が出るということを示し、更に、この場合の
アノマリーは次元に依らず superconnectionを使って書くことが出来るということも示す。また、
このアノマリーを使った応用例についても議論する。特にこの応用例として、domain wall のよ
うな質量m(x)の配位を考えた場合に、低次元のカイラルアノマリーを導くことを示す。fermion

の理論に domain wall massを入れた系のアノマリーは [6]で議論されているが、本研究の結果と
の関係も議論する。
第 I部では、本論での議論に必要な内容や、本論を議論する上で必ずしも必要ではないが関連
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する話題をレビューする。第 2章ではアノマリーの基本的な性質を見る。最初に藤川の手法の最
も簡単な場合についての計算を行い、アノマリーの種類について見る。第 3章では非可換な対称
性に対するアノマリーを計算し、共変アノマリーと整合アノマリーという 2種類のアノマリーの
違いについて見る。アノマリーはトポロジカルな量であり、トポロジカルな場の理論とも関係す
る。第 4章ではトポロジカルな場の理論について簡単に見る。本研究は場の理論に関する研究だ
が、弦理論では似たような現象が知られている。第 5章では弦理論でのタキオン凝縮という現象
について見る。
第 II部では研究内容の詳細を紹介する。第 6章で計算に必要な道具を準備した後、第 7章で本

研究の内容を議論する。また、応用例についても見る。付録 Aでは第 7章で省略した、計算の詳
細について見る。
始めに、第 1章の後半で、本論文で使う記号の定義を議論する。

1.1 記号の定義
本論文で使用する conventionを記しておく。
平坦時空の場合の計量は、d次元 Minkowski 計量の場合、以下のように時間部分を −1、空間

部分を +1にした計量を用いる。

ηµν =


−1 0 0 · · ·
0 1 0 · · ·
0 0 1 · · ·
...

...
...

. . .

 (1.1.1)

本論文中の多くの計算は Euclid計量で行われている。その場合、Euclid計量として全て +1の
物を用いる。

ηµν = δµν =


1 0 0 · · ·
0 1 0 · · ·
0 0 1 · · ·
...

...
...

. . .

 (1.1.2)

どちらの計量の場合でも添字は µ = 0, · · · , d− 1を走るとし、Minkowski計量の場合は µ = 0

を時間成分に対応させる。
U(N)変換の生成子を T a と書き、[7]に従ってこの T a は以下の式を満たすとする。

tr[TaTb] =
1

2
δab (1.1.3)

この群の構造定数 fabc は以下のように定義される。

[Ta, Tb] =ifabcTc (1.1.4)

ifabc =2tr([Ta, Tb]Tc) (1.1.5)

1.1.1 γ 行列

γ 行列の計算等は主に [7]を参考にしたが、Minkowski計量の符号が違うので注意。
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本論文では γ 行列は一貫してカイラル表示を採用し、Euclidean の場合に以下のように定義
する。� �

{γµ, γν} = 2ηµν = 2δµν , γµ† = γµ,

γ0γ1 · · · γd−1 ≡ i
d
2 γ5

γµ =

(
0 σµ

σµ† 0

)
, γ5 = (−i) d

2 γ0γ1 · · · γd−1 =

(
1 0
0 −1

)
, (1.1.6)

P± =
1± γ5

2
, P+ψ =

(
1 0
0 0

)(
ψL
ψR

)
=

(
ψL
0

)
,

P−ψ =

(
0 0
0 1

)(
ψL
ψR

)
=

(
0
ψR

)
� �
次元 dが偶数の場合、γ 行列は 2d/2 × 2d/2 行列になる。dが奇数の場合、d− 1次元 γ 行列を用
いる。γ5 は一般に次元 dが偶数の場合にのみ定義される。ここで、P± は射影演算子で、偶数次
元の時にのみ γ5 を用いて定義され、Diracスピノルに作用させるとカイラリティが +、−の成分
を取り出すような行列になっている。
σµ は以下の代数を満たす。偶数次元の場合、2d/2−1 × 2d/2−1 行列になる。

σµ†σν + σν†σµ = σµσν† + σνσµ† = 2ηµν = 2δµν (1.1.7)

4次元の場合、σµ は 4成分化した Pauli行列で、以下のように定義する。

σµ =

{(
1 0
0 1

)
,−i

(
0 1
1 0

)
,−i

(
0 −i
i 0

)
,−i

(
1 0
0 −1

)}
(1.1.8)

Minkowskiの場合、(1.1.1)式の計量の場合の γ 行列をカイラル表示で書くと、(1.1.6)、(1.1.7)

式と同様に以下のように定義出来る。� �
{γµ, γν} = 2ηµν ,

γi† = γi (for i = 1, · · · , d− 1), γ0† = −γ0,

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
, γi =

(
0 σi

σi† 0

)
, γ0 =

(
0 σ0

−σ0† 0

)
, (1.1.9)

γ5 ≡ i(−i) d
2 γ0γ1γ2 · · · γd−1 =

(
1 0
0 −1

)
,

σ̄µσν + σ̄νσµ = σµσ̄ν + σν σ̄µ = 2ηµν� �
4次元の場合、σµ は以下の通り。

σµ =

{
i

(
1 0
0 1

)
,−i

(
0 1
1 0

)
,−i

(
0 −i
i 0

)
,−i

(
1 0
0 −1

)}
(1.1.10)

σ̄µ =

{
i

(
1 0
0 1

)
, i

(
0 1
1 0

)
, i

(
0 −i
i 0

)
, i

(
1 0
0 −1

)}
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1.1.2 Euclid化

特にアノマリーの議論では、理論を Euclid化して計算する場合が多くある。ここでは conven-

tionの確認の一環として、本論文で用いる Euclid化の手続きについて記しておく。
計量は上で定義した通り。時間方向のみ回転させるので、Euclid化の手続きでは基本的には以

下の変換を行えば良い。

Minkowski → Euclidean

t → τ = it (1.1.11)

Euclid化により積分測度は以下のように変換する。

Minkowski → Euclidean

d4x = dtd3x → d4x̃ = dτd3x = id4x (1.1.12)

よって、例えばスカラー場の理論は以下のように変換すると分かる。

Minkowski → Euclidean

SL = −
∫
d4x

{
ηµν

2
∂µϕ∂νϕ

}
→ SE =

∫
d4x̃

{
δµν

2
∂µϕ∂νϕ

}
=
i

2

∫
d4x

{
∂τϕ∂τϕ+ δij∂iϕ∂jϕ

}
=
i

2

∫
d4x

{
−∂tϕ∂tϕ+ δij∂iϕ∂jϕ

}
=
i

2

∫
d4x {ηµν∂µϕ∂νϕ}

= −iSL (1.1.13)

ここで、各計量での作用の符号は、運動項のうちスカラー場の時間微分の項の符号が + になる、
即ち S ⊃ +

∫
∂tϕ∂tϕ を満たすという条件から決まる。この変換により経路積分は以下のように

変化する。
Z =

∫
DϕeiSL =

∫
Dϕe−SE (1.1.14)

スピノル場の場合はもう少し複雑になる。
一般に、SO(d)のスピノルと SO(d − 1, 1)のスピノルの表現は異なる。時間 n次元、空間 m

次元の SO(m,n) スピノルは Euclidean(即ち空間成分のみ) の場合では SO(m − n) スピノルと
同じ表現を取るため、この観点で見ると Euclid化は非自明な操作である。[8]の Appendix Bを
参考に、SO(n)スピノルの可能な表現を以下に記す。
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表 1.1 SO(n)スピノルが取れる条件

n mod 8 実 Weyl 実かつWeyl

0 ○ 自己共役 ○
1 ○ × ×
2 ○ 複素 ×
3 擬実 × ×
4 擬実 自己共役 ×
5 擬実 × ×
6 ○ 複素 ×
7 ○ × ×

この表から、偶数次元ではWeyl表現が取れるため、Weyl fermionを 2つ組んでDirac fermion

を作ることが出来ると分かる。奇数次元では Dirac fermion をWeyl fermion 2 つで書くことは
出来ないため、カイラルな表示が出来ない。これは、奇数次元では 4次元の場合の γ5 に対応する
chirality operatorが存在しないことに対応する。
時間 1次元、空間 (d− 1)次元の Dirac fermionを含む理論を Euclid化する場合、Minkowski

で SO(d− 2)、Euclideanで SO(d)となり偶奇は変わらないため、Euclid化によって理論はそれ
程大きな影響は受けないと考えられる。しかし、次元の偶奇は同じでも 2次元異なると、取れる
fermionの条件が完全には一致しないことには注意。
以上の議論を考慮した上で Euclid化を行う。簡単のため Dirac fermionが他の場と coupleし

ていない場合を考えると、4次元Minkowskiでの fermionの作用は以下のようになる。

S =

∫
d4xψ̄iγµ∂µψ ≡

∫
d4xψ̄i/∂ψ (1.1.15)

ここで、γ 行列は (1.1.9) 式で定義した物であり、{γµ, γν} = 2ηµν を満たす。Dirac 共役は
ψ̄ = ψ†γ0 であるため、γ0 だけ特別扱いされていることに注意。
この作用を Euclid化すると、γ 行列として (1.1.6)式を用いて以下のように書ける。

S =

∫
d4xψ†γ0iγµ∂µψ (1.1.16)

=

∫
d4x(ψ†

L, ψ
†
R)i

(
σµ† 0
0 σµ

)
∂µ

(
ψL
ψR

)
=

∫
d4x

{
ψ†
Liσ

µ†∂µψL + ψ†
Riσ

µ∂µψR

}
(1.1.17)

ψL, ψRのように chiralityを L,Rの添字で明記している場合、spinor場としてDirac場ではなく、
行列表記で Dirac場の半分の大きさになるWeyl場を用いて書くことにする。そのため、(1.1.17)

式では ψL, ψR に作用する行列は γµ ではなく σµ になっている。
この場合の作用は、Euclid化する前の 4次元Minkowskiの Lagrangianに対してエルミート性

を課しているため、Euclideanに移った後の Lagrangianは必ずしもエルミートになるとは限らな
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い。特に、Euclideanでは全ての γ 行列はエルミートになるように定義したので、(1.1.16)式の作
用は γµ のうちMinkowskiでの空間成分 (γi)に対して反エルミート、時間成分 (γ0)に対してエ
ルミートになっており、Minkowskiで要請した Lagrangianのエルミート性が存在しなくなって
いる。
4次元 Euclideanの作用は以下のようになっており、Minkowskiを Euclid化した作用とは少し

異なる。
S =

∫
d4xχ†iγµ∂µψ + h.c. (1.1.18)

ここで、χは ψ とは独立な場である。h.c.はエルミート共役を表す。
Euclid版の作用では Dirac共役ではなくエルミート共役を用いる必要があるが、その場合のカ

イラリティの定義はMinkowskiの場合とは少し異なり、以下のようになる。

ψ =

(
ψL
ψR

)
, χ =

(
χR
χL

)
, χ† = (χ†

R, χ
†
L) (1.1.19)

このように Dirac fermionのカイラリティを定義することで、Euclideanの場合でも作用 (1.1.17)

は以下のように左手成分と右手成分の和 (即ちWeyl fermion 2つ分の理論)として書くことが可
能になる。

S =

∫
d4xχ†iγµ∂µψ + h.c. =

∫
d4x

(
χ†
Liσ

µ†∂µψL + χ†
Riσ

µ∂µψR

)
+ h.c. (1.1.20)

4次元 Euclideanの作用はMinkowskiの Lagrangianにエルミート性を課すか、Euclideanで
課すかの違いによってこのように 2種類の作用が考えられる。以下では主に 4次元 Euclidの作用
を用いる。(1.1.18)式では χ† を独立な場として用いたが、以下ではこれを ψ̄と書いて以下のよう
な作用を用いる。

S =

∫
d4xψ̄iγµ∂µψ (1.1.21)

=

∫
d4x

(
ψ̄Liσ

µ†∂µψL + ψ̄Riσ
µ∂µψR

)
(1.1.22)

(1.1.17) 式と (1.1.22) 式を見比べて分かるように、この表記を採用してしまえばどの計量の時に
Lagrangianにエルミート性を課すかという違いしかないため、エルミート性に目を瞑ればどちら
の場合でもよく似た形の作用になっており、一方で議論すればもう一方の場合の議論に移ること
もそれほど難しくはない。本論文では (1.1.21)式の作用を元に計算する。
以上では 4次元の場合を議論したが、一般の偶数次元でも同様の議論が可能である。
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第 I部

準備



第 2章

摂動的アノマリー

「アノマリー (anomaly)」とは、古典的な理論にはある対称性が量子論に移行した時に破れると
いう現象のことで、「量子異常 (quantum anomaly)」とも呼ばれる。
本章以降で扱うアノマリーは全て「摂動的アノマリー」に分類される物である。Witten の

SU(2)アノマリーのような非摂動的アノマリー (global anomaly)はここでは扱わない。
アノマリーは「ゲージアノマリー」と「大域的対称性のアノマリー」に大別され、このうち本論

文で主に扱うのは後者である。応用面でも、後に議論する’t Hooftアノマリーマッチングで使わ
れるなど、大域的対称性のアノマリーが重要である。一方前者は理論の無矛盾性を議論する際に
重要であり、これは例えば弦理論に対して強い制約を与えている。2.1節でアノマリーの詳細な計
算に入る前に、2.0.1節以下ではアノマリーの種類について簡単に見た後、アノマリーを計算する
際に用いる作用とその作用が持つ対称性について古典的な場合に限って見る。アノマリーの種類
については、2.1節で具体的にアノマリーの計算をした後、2.2節で具体例を用いて再度見る。
本章では、[7, 9, 10, 11, 12]を参考にした。

2.0.1 ゲージアノマリー

アノマリーのうち、古典論に gauge対称性があってそれが量子論で破れている場合を「ゲージ
アノマリー」と呼ぶ。この時、gauge場は dynamicalな場として入っており、作用に gauge場の
運動項があるため空間を伝搬する場合を考えている。この場合に gauge対称性にアノマリーがあ
ると、理論のユニタリ性や繰り込み可能性を破ってしまうため問題である。
理論にゲージアノマリーがあるかどうかは、場の理論の無矛盾性の確認に使われる。例えば、

弦理論では弦の世界面上の 2次元の場の理論にゲージアノマリーがないという条件から理論が大
きく制限され、無矛盾な弦理論が決まる。例として 2次元世界面上でのWeylアノマリーを考え
る。弦理論では、2次元世界面上の計量を gauge場として入れることで世界面上のWeyl 対称性
が (2 次元共形対称性の一部として)gauge 化されている。この 2 次元Weyl 対称性はアノマリー
を持ち、その大きさは世界面上の共形場理論の中心電荷に比例する。弦が伝搬する空間の次元と
してボソン弦の場合に 26次元 (超弦の場合には 10次元)を取ると、ちょうど弦の位置を表すスカ
ラー場 Xµ と ghost場の寄与が相殺して中心電荷が 0となり、アノマリーのない理論となる。こ
のように、ゲージアノマリーの条件から弦理論が定義出来る次元が決まる。
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2.0.2 大域的対称性のアノマリー

対称性は大域的 (global) 対称性と局所的 (local) 対称性に分けられ、このうち局所的対称性は
gauge場を導入して大域的対称性を持つ理論を gauge化することで実現される。理論に gauge化
されていない大域的な対称性が入っている場合、その対称性もアノマリーを持ち得る。この大域
的対称性に対するアノマリーは特に応用上重要であり、本論文でも主にこちらを議論する。
大域的対称性のみを持つ理論の場合は理論に gauge場が入っていないため、以下で議論する藤

川の手法を用いてアノマリーを評価する際には背景 gauge場を入れて対称性を gauge化して評価
する。この時の gauge 場は背景場として入れるだけなので、運動項は持たず空間を伝搬しない。
アノマリーの計算で重要なのは、少なくとも本論文で取り扱う範囲に限ると gauge場が fermion

に結合している項なので、gauge場の運動項はアノマリーを評価する上では寄与しない。そのた
め、アノマリーを持つ対称性が大域的対称性か局所的対称性かに拘らずどちらの場合も同じアノ
マリーを出す。しかし、大域的対称性の場合は元々 gauge場が結合していない理論を考えていた
ため、このアノマリーの存在は理論のユニタリ性等には効かず、理論にアノマリーがあっても問
題にならない。
この大域的対称性のアノマリーのうち、背景ゲージ場を入れることで見えるようになるアノマ

リーを’t Hooftアノマリーと呼ぶ。これらのアノマリーの具体例は 2.2節で見る。

2.0.3 U(1)対称性と gauge化

本節では、実際に対称性の具体例として、U(1)対称性を見る。この第 2章では特に U(1)対称
性に関するアノマリーに注目する。gauge群として U(1)以外を考える場合の一般論は次章で議論
する。
ある作用を与えることで理論が決定されるが、この作用を古典的に扱った場合に存在する対称性

が量子論に移行した場合でも存在するとは限らない。この破れは次節で藤川の手法を使うことで
見るが、ここではそのために古典論を考え、anomalousな U(1)対称性を持った作用を導入する。
4次元 (3+1次元)で、Nf 個のゼロ質量 Diracフェルミオンがいる系を考える。自由粒子の場

合の作用は、
S =

∫
d4xψ̄iγµ∂µψ ≡

∫
d4xψ̄i/∂ψ (2.0.1)

と書ける。また、例えば QCDを考えた場合、fermionは SU(3) adjointの dymanicalな gauge

場と coupleしているため、(2.0.1)式の作用は以下のように変更される。

S =

∫
d4x

{
ψ̄iγµ(∂µ + aµ)ψ − 1

2
tr [fµνf

µν ]

}
≡
∫
d4xψ̄i /Dψ −

∫
d4x

1

2
tr [fµνf

µν ] (2.0.2)

ここで、各記号を以下のように定義する。

ψ(x) =

(
ψL
ψR

)
, ψ̄(x) = ψ†γ0, Dµ = (∂µ + aµ), /D ≡ γµDµ (2.0.3)
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ここで、SU(3) gauge 場 aµ は反エルミートとなるように定義した。通常のエルミートに定義し
た場合の gauge場を a′µ と書き、結合定数 g もあらわに書くと、aµ = −iga′µ である。この gauge

場 aµ から作られる field strengthを fµν と書いた。
作用 (2.0.1)の古典的な対称性を見ると、U(1)V × U(1)A の大域的なカイラル対称性を持って

いると分かる。U(1)V と U(1)A の変換を具体的に書くと、以下のようになる。

ψ(x) →eiθψ(x), ψ̄(x) →ψ̄(x)e−iθ (U(1)V ) (2.0.4)

ψ(x) →eiγ5θψ(x), ψ̄(x) →ψ̄(x)eiγ5θ (U(1)A) (2.0.5)

ここで、θは座標に依存しないパラメータであり、この θの値を全時空で一斉に変化させる変換が
大域的な U(1)V × U(1)A 変換である。この変換の下で作用 (2.0.1)が不変であることも容易に分
かる。(2.0.5)式で示した U(1)A 変換の下での対称性がアノマリーを持つ対称性であり、量子論に
行くと破れる。本章では、特にこの U(1)A 対称性に着目する。
アノマリーの計算をする際には大域的対称性を gauge化して置くと便利である。そのため、以

下のような局所的な U(1)V と U(1)A の変換を考える。

ψ(x) →eiα(x)ψ(x), ψ̄(x) →ψ̄(x)e−iα(x) (U(1)V ) (2.0.6)

ψ(x) →eiγ5α(x)ψ(x), ψ̄(x) →ψ̄(x)eiγ5α(x) (U(1)A) (2.0.7)

作用 (2.0.1) は、微分が α(x) を叩くためこの変換の下で不変ではない。この変換で不変な作用
を得るには U(1)V、U(1)A の gauge 場をそれぞれ導入して gauge 化する必要がある。U(1)V

の gauge 場を AVµ、U(1)A の gauge 場を AAµ と書いて背景 gauge 場として入れると、古典的に
U(1)V × U(1)A 不変な作用は以下のように書ける。

S =

∫
d4xψ̄iγµ(∂µ +AVµ + γ5A

A
µ )ψ ≡

∫
d4xψ̄i /Dψ (2.0.8)

ここで、Dµ = ∂µ +AVµ + γ5A
A
µ である。

AVµ、AAµ はそれぞれ U(1)V、U(1)A の adjoint gauge場であり、U(1)V × U(1)A 変換で以下
のように変換する。

AVµ →AVµ − i∂µα(x), AAµ →AAµ − i∂µα(x) (2.0.9)

特に QCDのような系を考えたい場合、この作用に (2.0.2)式のように dynamicalな gauge場
を更に加えることも可能で、その場合は以下のような作用になる。

S =

∫
d4x

{
ψ̄iγµ(∂µ + aµ +AVµ + γ5A

A
µ )ψ − 1

2
tr [fµνf

µν ]

}
(2.0.10)

このようにして、大域的対称性は背景 gauge場を入れることで gauge化でき、局所的な対称性
に格上げすることが可能である。アノマリーの計算では、大域的対称性のアノマリーを調べる際
にこの背景 gauge場を導入して gauge化した理論の gaugeアノマリーを調べるという手法が取ら
れることがある。(2.2節で後述する。)

この背景 gauge場は運動項を持たないため、空間を伝播するような自由度は持たないことに注
意。dynamicalな gauge場は運動項を持つため、空間を伝播することが可能であり、Feynmanダ
イアグラムでも書ける。
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2.0.4 カイラル対称性

作用 (2.0.1)で、fermionが Nf 個 (Nf は flavor数)入っている場合を考える。この作用の古典
的な対称性を見ると、U(1)V × U(1)A の大域的な対称性だけでなく Nf 種類の flavorを回す対称
性も存在し、U(Nf )L × U(Nf )R の大域的な対称性 (カイラル対称性)を持っていると分かる。具
体的には、以下のような変換の下で作用が不変になる。

P+ψ(x) = ψ(x)L →eiθLψ(x)L, ψ̄(x)L →ψ̄(x)Le
−iθL (U(Nf )L) (2.0.11)

P−ψ(x) = ψ(x)R →eiθRψ(x)R, ψ̄(x)R →ψ̄(x)Re
−iθR (U(Nf )R) (2.0.12)

ここで、P± は (1.1.6) 式で定義した射影演算子である。ここで、θL =
∑
a θ

a
LT

a ∈ U(Nf )L、
θR =

∑
a θ

a
RT

a ∈ U(Nf )R それぞれ U(Nf )L、U(Nf )R の変換パラメータで、T a は U(Nf )の変
換の生成子である。ここでは flavor の足を明記していないが、flavor 空間に着目すると fermion

ψ(x)は Nf 成分を持つベクトルとして振る舞い、T a は Nf ×Nf 行列として作用する。
この対称性を gauge化して局所的対称性に格上げする。U(Nf )L gauge場として ALµ、U(Nf )R

gauge場として ARµ を背景 gauge場として入れると作用は以下のようになる。

S =

∫
d4xψ̄iγµ(∂µ +ALµP+ +ARµP−)ψ ≡

∫
d4xψ̄i /Dψ (2.0.13)

ここで、Dµ = ∂µ + ALµP+ + ARµP− であり、これらの U(Nf )L × U(Nf )R 変換は以下のように
なる。

ψL →ULψL, ψ̄L →ψ̄LU
−1
L ,

ψR →URψR, ψ̄R →ψ̄RU
−1
R , (2.0.14)

ALµ →ULA
L
µU

−1
L + UL∂µU

−1
L , ARµ →URA

R
µU

−1
R + UR∂µU

−1
R

ここで、UL(x) ∈ U(Nf )L, UR(x) ∈ U(Nf )R のユニタリ行列である。このカイラル対称性は
massless QCDでも実際に見られる対称性である。実際の QCDでも quarkのうち u, d, s quark

については quark massが QCDのエネルギースケールに比べて小さいため、Nf ≤ 3の場合は近
似的に成り立っていると考えられる。
このカイラル対称性を U(Nf )L × U(Nf )R ≃ SU(Nf )L × SU(Nf )R × U(1)L × U(1)R と、

U(1) 部分を分離して書き、U(1) 部分に注目する (通常、QCD の場合などにカイラル対称
性と呼ぶのは残りの SU(Nf )L × SU(Nf )R の部分である。)。パラメータを変換することで
U(1)L×U(1)R ≃ U(1)V ×U(1)Aと組み換えることが可能であり、前節で議論したU(1)V ×U(1)A

対称性を考えるとアノマリーに関しては見通しが良くなる。U(1)A 対称性はアノマリーを持つた
め、量子論では対称性として存在しない。このように、アノマリーを持つ U(1)の寄与を分離して
残りの SU(Nf )L × SU(Nf )R を取り出し、カイラル対称性の議論では SU(Nf )L × SU(Nf )R の
部分に注目することが多い。(U(1)V 対称性はアノマリーを持たないため量子論でも成り立つ。こ
の対称性は粒子数の保存に対応する。)

因みに、U(1)A 部分にはアノマリーがあるがアノマリーがこれで尽きているとは限らず、外場
を導入すれば SU(Nf )部分もアノマリーを持つ可能性がある。一般に、理論に含まれる gauge場
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の種類によってアノマリーの種類が異なり、この区別は 2.2節で行う。また、SU(N)のような非
可換群のアノマリーについては 3章で議論する。
第 2章ではアノマリーとして U(1)対称性に注目し、次節では U(1)A にアノマリーがあること

を藤川の手法を使って実際に確認する。

2.1 藤川の手法
ここでは、U(1)A がアノマリーを持つことを確認する。
摂動的アノマリーの計算には、主に Feynman diagram を用いたループ計算と、経路積分の

Jacobianを見る藤川の手法の 2通りの計算手法が使われる。本論文では、後者の藤川の手法を一
貫して採用し、アノマリーを計算する。

2.1.1 準備

アノマリーを計算する際には、metric を Euclidean に変更した方が便利であるため、以下で
は (2.0.1) 式の作用をWick 回転して Euclid 化した (4+0) 次元の作用を用いる。1.1.2 節の議論
より、gauge 場が couple していない場合の作用は (1.1.16) 式になる。アノマリーを見るために
は gauge場を入れなくてはならないため、ここでは dynamicalな gauge場を入れた (2.0.2)式の
Euclid計量での作用を考える。Euclideanの作用として (1.1.21)式を参照すると、求める作用は
以下のようになる。

S =

∫
d4xψ̄iγµ(∂µ + aµ)ψ

=

∫
d4x(ψ̄L, ψ̄R)i

(
σµ† 0
0 σµ

)
(∂µ + aµ)

(
ψL
ψR

)
=

∫
d4x

{
ψ̄Liσ

µ† (∂µ + aµ)ψL + ψ̄Riσ
µ (∂µ + aµ)ψR

}
≡
∫
d4xψ̄Dψ (2.1.1)

ここで、D を Dirac演算子と呼ぶ。ここで、Dirac演算子 D はエルミートになるように取った。
今の例では単に D = i /D = iγµDµ であるが、今後一般化する場合を考慮して D という表記を導
入した。以下では、特に第 II部で考えるような状況では Dirac演算子 D は必ずしも iγµDµ を意
味しないが、/Dの記号は /D ≡ γµDµとして定義する。アノマリーの計算は gauge場が dynamical

な gauge 場か背景 gauge 場かには依存しないため、ここで入れた gauge 場もどちらの場合を考
えても構わない。取り敢えずここでは例として、QCDのような系を念頭に置いて dynamicalな
gauge場を入れたとして考えておくことにする。(入れる gauge場が dynamical か背景かによっ
てアノマリーの計算結果は変わらないが、計算しているアノマリーの種類は変わる。このアノマ
リーの種類については 2.2節で議論する。今考えている系を dynamicalな gauge場を入れた場合
として考えると、計算しているアノマリーは「ABJ-typeアノマリー」になる。)

gauge場の種類を変えたり、複数の gauge場を入れたりした場合の拡張も容易であり、このよ
うな場合の具体的な議論は 2.1.3節以降で行う。
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(2.1.1)では特に gauge群を指定せずに gauge場を加えたが、以下では後に応用しやすいように
U(N)L × U(N)R の gauge場として入れることにする。この仮定により、gauge場として左右の
成分をそれぞれ分けて入れることになり、(2.1.1)式の作用を以下のように書き換える。

S =

∫
d4xψ̄iγµ(∂µ + aµ)ψ

=

∫
d4x(ψ̄L, ψ̄R)i

(
σµ† 0
0 σµ

)(
∂µ +

(
aLµ 0
0 aRµ

))(
ψL
ψR

)
=

∫
d4x

{
ψ̄Liσ

µ† (∂µ + aLµ
)
ψL + ψ̄Riσ

µ
(
∂µ + aRµ

)
ψR
}

≡
∫
d4xψ̄Dψ (2.1.2)

ここで、aLµ が U(N)L、aRµ が U(N)Rの gauge場であり、それぞれ左巻き、右巻きのWeyl fermion

ψL, ψR と結合している。
QCDの場合、dymanicalな gauge場は左右のカイラリティに同じように結合する SU(3)V の

gauge場が入っている。以下の計算を用いてmassless QCDの場合の U(1)A アノマリーを求める
場合、aLµ = aRµ とすれば作用として (2.0.2)式を用いていることになり、massless QCDのアノマ
リーが得られる。

2.1.2 U(1)A アノマリーの計算

藤川の手法を用いて、U(1)Aアノマリーを具体的に計算する。このアノマリーの計算にはDirac

演算子の固有値に cut offを入れて正則化する必要がある。始めに正則化について議論した後、具
体的に Jacobianを計算してアノマリーを得る。

正則化関数
藤川の手法でアノマリーを計算する場合正則化をする必要があるが、正則化関数の取り方は一

意ではなく、その取り方に依存してアノマリーの異なる性質が見える場合がある。以下では heat

kernel型の正則化関数を用いて正則化をする。異なる正則化関数を用いた場合の計算については
後の章で扱う。正則化では Dirac演算子 D の固有値の大きな所を落とす正則化を行うが、以下で
は後の計算、特に第 II部で応用するため、Dirac演算子Dがエルミートではない (即ちDの固有
値が実数にならない)場合にも使用可能な手法を用いる。
藤川の手法で用いる正則化関数として、Dirac演算子Dの固有値 λn と cut off Λの関数として

以下の関数を用いる。
f

(
λ2n
Λ2

)
(2.1.3)

この関数は以下の性質を満たせば良い。

lim
x→∞

f(x) = 0, f(x = 0) = 1, x
d

dx
f(x)|x=0 = x

d

dx
f(x)|x=∞ = 0 (2.1.4)

Dirac 演算子 D がエルミートである場合、固有値 λn が実数になるので λ2n ≥ 0 を満たし、
(2.1.3) 式は正則化関数として機能する。しかし、Dirac 演算子 D がエルミートではない場合は
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λn が実数にならず、(2.1.3)式をそのまま正則化関数として使うことは出来ない。
Dirac演算子 D がエルミートではない場合の対処法として、D の固有値ではなくエルミートな

演算子であるD†D、DD† の固有値を cut offに使う方法がある。この手法は共変的正則化と呼ば
れる (正則化に関する詳細は第 3章で議論する)。以下の計算は [9]を参照している。
D†D、DD† の固有値の関係について知るため、D†D、DD† をそれぞれの固有関数で展開する

ことを考える。固有関数 ϕn,φn を以下のように定義。

D†Dϕn(x) =λ
2
nϕn(x), (ϕ†m, ϕn) =

∫
d4xϕ†m(x)ϕn(x) =δm,n (2.1.5)

DD†φn(x) =λ
2
nφn(x), (φ†

m, φn) =

∫
d4xφ†

m(x)φn(x) =δm,n (2.1.6)

ここで、D†D、DD† の固有値を λ2n として定義した。D†D、DD† はそれぞれエルミートなので、
その固有値 λ2n は実である。
D†D の 0固有値と D の 0固有値は 1対 1対応し、DD† の 0固有値と D† の 0固有値も同様

に 1対 1対応する。この固有関数 ϕn に D と D†D をそれぞれ作用させると、

Dϕn =0 ⇒ D†Dϕn =0 (2.1.7)

D†Dϕn =0 ⇒ (Dϕn, Dϕn) =0 ⇒ Dϕn =0 (2.1.8)

よって、D†D の 0固有値と D の 0固有値が 1対 1対応することが示せた。DD† の 0固有値と
D† の 0固有値も同様に 1対 1対応することが示せる。
また、固有関数 ϕn と φn には λn ̸= 0の場合に以下の関係性がある。

φn(x) =
1

λn
Dϕn(x) (2.1.9)

これは、以下のように示せる。

DD†(Dϕn) = D(D†D)ϕn = D(λ2nϕn) = λ2n(Dϕn)

(2.1.9)式の 1/λn の係数は (2.1.5)、(2.1.6)式の規格化条件により決まる。これにより、D†D と
DD† は 0でない固有値を全て共有していることが分かる。以上の議論から、Dirac 演算子 D が
エルミートではない場合でも、(2.1.3)式の正則化関数を用いて λ2n をD†D及びDD† の固有値と
して扱えば正則化が可能である。
以下の計算では、正則化関数 f として以下の関数を用いる。

f

(
λ2n
Λ2

)
= e−

λ2
n

Λ2 (2.1.10)

この正則化関数を用いることを heat kernel正則化と呼ぶ。
(2.1.3)式の正則化関数を使うには演算子D†D、DD† の固有値 λ2n が 0以上でないとならない。

この固有値の正定値性 (正確には半正定値性)も以下のように示すことが出来る。

λ2n =

∫
d4xϕ†n(x)D

†Dϕn(x) =

∫
d4x|Dϕn|2 ≥ 0 (2.1.11)

DD† についても φn を使って同様に示すことが可能。よって、Dirac演算子がエルミートではな
い場合でも D†D、DD† を用いて正則化し、藤川の手法を用いることが可能である。
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Jacobianの計算
U(1)A 変換による積分測度の Jacobianを計算すれば良い。
作用中の場 ψ, ψ̄ を ϕ, φで展開する。

ψ(x) =
∑
n

anϕn(x), ψ̄(x) =
∑
n

bnφ
†
n(x) (2.1.12)

これは作用を見ると分かり、Dirac operator D は ψ に作用し、Lagrangianの †を取ると D† が
ψ̄† に作用することから決まる。ψ̄ は ψ と独立な場であることを再度注意する。(2.1.12)式中の係
数 an, bn は ψ, ψ̄ が fermionであることを反映して grassmann数である。
これらの関係式を用いて作用 (2.1.2)を書き換えると、

S =

∫
d4xψ̄(x)Dψ(x)

=

∫
d4x

∑
m,n

bmφ
†
m(x)Danϕn(x)

=

∫
d4x

∑
m,n

bmφ
†
man(λnφn)

=
∑
m,n

bmanλnδm,n

=
∑
n

λnbnan (λn > 0) (2.1.13)

途中の変形で (2.1.9)式を使った。
path integral measureも書き換えると、

DψDψ̄ =
∏
n

dandbn (2.1.14)

(2.0.7)式の局所 U(1)A 変換の下で、この path integral measureは以下のように変化。

an → a′n = (ϕ†n, ψ
′) = (ϕ†n, e

iα(x)γ5ψ)

≃
∫
d4xϕ†n(1 + iα(x)γ5)

∑
m

amϕm

=
∑
m

(
δn,m + i

∫
d4xα(x)ϕ†n(x)γ5ϕm(x)

)
am ≡

∑
m

Ma
nmam (2.1.15)

bn → bn
′
= (ψ̄′, φn) = (ψ̄eiα(x)γ5 , φn)

≃
∫
d4x

∑
m

bmφ
†
m(1 + iα(x)γ5)φn

=
∑
m

bm

(
δn,m + i

∫
d4xα(x)φ†

m(x)γ5φn(x)

)
≡
∑
m

bmM
b
mn (2.1.16)
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DψDψ̄ → Dψ′Dψ̄′ =JDψDψ̄

=
∏
n

da′ndbn
′
=
∏
n

(det[Ma
nm])

−1 (
det[M b

mn]
)−1

dandbn

=
∏
n

J dandbn (2.1.17)

この Jacobian J を計算する。以下の公式を使って計算すると、

det[1 + ϵX] = eϵTr[X]−O(ϵ2) (2.1.18)

J =

(
det

[
δn,m + i

∫
d4xα(x)ϕ†n(x)γ5ϕm(x)

])−1(
det

[
δn,m + i

∫
d4xα(x)φ†

m(x)γ5φn(x)

])−1

≃ exp

[
−i
∫
d4x

∑
n

α(x)ϕ†n(x)γ5ϕn(x)

]
exp

[
−i
∫
d4x

∑
n

α(x)φ†
n(x)γ5φn(x)

]

=exp

[
− lim
N→∞

N∑
n

i

∫
d4xα(x)

{
ϕ†n(x)γ5ϕn(x) + φ†

n(x)γ5φn(x)
}]

=exp

[
− lim

Λ→∞

∞∑
n

i

∫
d4xα(x)

{
ϕ†n(x)γ5e

−λ2
n

Λ2 ϕn(x) + φ†
n(x)γ5e

−λ2
n

Λ2 φn(x)

}]

≡ exp

[
−i
∫
d4xα(x)A(x)

]
(2.1.19)

anomalyの計算
以下では、(2.1.19)式で定義した A(x)を計算する。

A(x) = lim
Λ→∞

∞∑
n

{
ϕ†n(x)γ5e

−λ2
n

Λ2 ϕn(x) + φ†
n(x)γ5e

−λ2
n

Λ2 φn(x)

}

= lim
Λ→∞

∞∑
n

{
Tr

[
ϕ†n(x)γ5e

−D†D
Λ2 ϕn(x)

]
+Tr

[
φ†
n(x)γ5e

−DD†
Λ2 φn(x)

]}

= lim
Λ→∞

lim
y→x

∞∑
n

{
Tr

[
γ5e

−D†D
Λ2 ϕn(x)ϕ

†
n(y)

]
+Tr

[
γ5e

−DD†
Λ2 φn(x)φ

†
n(y)

]}
(2.1.20)

= lim
Λ→∞

lim
y→x

{
Tr

[
γ5e

−D†D
Λ2

∫
d4k

(2π)4
eik(x−y)14×4

]
+Tr

[
γ5e

−DD†
Λ2

∫
d4k

(2π)4
eik(x−y)14×4

]}
= lim

Λ→∞

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
γ5e

−ikx
{
e−

D†D
Λ2 + e−

DD†
Λ2

}
eikx

]
(2.1.21)

途中、(2.1.20)式の所で完全系を {ϕnϕ†n}から {eik(x−y)}に置き換えた。これは、Trを取ったこ
とで (spinor の足について scalar だったので spinor の足について Tr を取っても変わらない) 完
全系∑n{ϕnϕ†n}の形で書けるようになり、これは 1 =

∑
n |n⟩ ⟨n|より好きな完全系に置き換え

て良いので簡単な平面波を選んだことによる。
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(2.1.21)式の計算を進めるため、以下の式変形を利用する。

D†D =(iγµDµ)
†
(iγνDν) = −iD†

µγ
µ · iγνDν

=− γµγνDµDν

=−
(
1

2
[γµ, γν ] +

1

2
{γµ, γν}

)
DµDν

=− 1

2
[γµ, γν ]DµDν −

1

2
{γµ, γν}DµDν

=− 1

2
[γµ, γν ]

(
1

2
[Dµ, Dν ] +

1

2
{Dµ, Dν}

)
− 1

2
(2ηµν)DµDν

=− ηµνDµDν −
1

4
[γµ, γν ][Dµ, Dν ]

=− ηµνDµDν −
1

4
[γµ, γν ]Fµν

=− ηµν
(
DL
µD

L
ν P+ +DR

µD
R
ν P−

)
− 1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP+ + FRµνP−

)
(2.1.22)

ここで、(2.1.2)式より、共変微分 Dµ は以下のようになっている。

Dµ =∂µ +

(
aLµ 0
0 aRµ

)
DL
µ =∂µ + aLµ

DR
µ =∂µ + aRµ (2.1.23)

FLµν ≡[DL
µ , D

L
ν ] = ∂µa

L
ν − ∂νa

L
µ + [aLµ , a

L
ν ]

FRµν ≡[DR
µ , D

R
ν ] = ∂µa

R
ν − ∂νa

R
µ + [aRµ , a

R
ν ]

ここで、Fµν は field strengthである。
DD† についても同様に計算出来て、以下のようになる。

DD† =(iγµDµ)(iγ
νDν)

† = iγµDµ(−iD†
νγ

ν)

=− γµγνD̄µD̄ν

=− ηµν
(
DL
µD

L
ν P− +DR

µD
R
ν P+

)
− 1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP− + FRµνP+

)
(2.1.24)

ここで、D̄µ を以下のように定義した。

D̄µ ≡ ∂µ +

(
ARµ 0
0 ALµ

)
(2.1.25)

(2.1.22)、(2.1.24)式を使って (2.1.21)式中の D†D と DD† を展開して計算する。

e−ikxDµe
ikx = Dµ + ikµ (2.1.26)
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という関係が成立するので、(2.1.21)式の Aを計算すると以下のようになる。

A(x) = lim
Λ→∞

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
γ5e

−ikx
{
e−

D†D
Λ2 + e−

DD†
Λ2

}
eikx

]
= lim

Λ→∞

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
γ5

(
exp

{
− 1

Λ2

[
− ηµν

(
(DL

µ + ikµ)(D
L
ν + ikν)P+

+ (DR
µ + ikµ)(D

R
ν + ikν)P−

)
− 1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP+ + FRµνP−

) ]}
+ exp

{
− 1

Λ2

[
− ηµν

(
(DL

µ + ikµ)(D
L
ν + ikν)P− + (DR

µ + ikµ)(D
R
ν + ikν)P+

)
− 1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP− + FRµνP+

) ]})]
= lim

Λ→∞
Λ4

∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

Tr

[
γ5

(
exp

{
1

Λ2

[
ηµνDL

µD
L
ν P+ +DR

µD
R
ν P−

+
1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP+ + FRµνP−

) ]
+

1

Λ

[
2iηµνkµ(D

L
ν P+ +DR

ν P−)

]}
+ exp

{
1

Λ2

[
ηµνDL

µD
L
ν P− +DR

µD
R
ν P+ +

1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP− + FRµνP+

) ]
+

1

Λ

[
2iηµνkµ(D

L
ν P− +DR

ν P+)

]})]

= lim
Λ→∞

Λ4

∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

Tr

[
γ5

(
exp

{[
1

Λ2
ηµνDL

µD
L
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν

+
1

Λ
2iηµνkµD

L
ν

]
P+ +

[
1

Λ2
ηµνDR

µD
R
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν +

1

Λ
2iηµνkµD

R
ν

]
P−

}
+ exp

{[
1

Λ2
ηµνDL

µD
L
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν +

1

Λ
2iηµνkµD

L
ν

]
P−

+

[
1

Λ2
ηµνDR

µD
R
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν +

1

Λ
2iηµνkµD

R
ν

]
P+

})]
(2.1.27)

ここで、(2.1.27)式の expの肩にある P+ 部分と P− 部分は、それぞれ P± を除いた部分が γ5 と
可換であるため、P+P− = 0より可換である。そのため expを 1/Λのべきで展開することが可能
であり、(2.1.27)式を以下のように展開する。

A(x) = lim
Λ→∞

Λ4

∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

Tr

[
γ5

( 4∑
n=1

1

n!

{[
1

Λ2
ηµνDL

µD
L
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν

+
1

Λ
2iηµνkµD

L
ν

]
P+ +

[
1

Λ2
ηµνDR

µD
R
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν +

1

Λ
2iηµνkµD

R
ν

]
P−

}n
+

4∑
n=1

1

n!

{[
1

Λ2
ηµνDL

µD
L
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν +

1

Λ
2iηµνkµD

L
ν

]
P−

+

[
1

Λ2
ηµνDR

µD
R
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν +

1

Λ
2iηµνkµD

R
ν

]
P+

}n)]
+O

(
1

Λ

)
(2.1.28)
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= lim
Λ→∞

Λ4

∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

Tr

[
γ5

1

2

({
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν

}2

P+

+

{
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν

}2

P− +

{
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν

}2

P−

+

{
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν

}2

P+

)]
+O

(
1

Λ

)

=

∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

Tr

[
γ5

1

2

({
1

4
[γµ, γν ]FLµν

}2

+

{
1

4
[γµ, γν ]FRµν

}2)]

=
π2

(2π)4
1

32

{
Tr [γ5[γ

µ, γν ][γρ, γσ]] tr
[
FLµνF

L
ρσ

]
+Tr [γ5[γ

µ, γν ][γρ, γσ]] tr
[
FRµνF

R
ρσ

]}
=− 1

32π2
ϵµνρσ

{
tr
[
FLµνF

L
ρσ

]
+ tr

[
FRµνF

R
ρσ

]}
(2.1.29)

(2.1.28)式で、γ 行列に対してトレースを取るときは γ5 と一緒にトレースを取るため、γ5 に掛か
る部分が γ5 に比例する形にならない限り γ 行列が残ってしまうためトレースレスになることを利
用して大半の項を落とした。((1.1.6)式より、γ 行列のトレースを取ると 0になる。)

最後の等号で以下の変形を用いた。

Tr [γ5[γ
µ, γν ][γρ, γσ]]FµνFρσ =Tr [γ5(γ

µγνγργσ − γνγµγργσ − γµγνγσγρ + γνγµγσγρ)]FµνFρσ

=4Tr [γ5γ
µγνγργσ]FµνFρσ

=4Tr [γ5(−1)γ5ϵ
µνρσ]FµνFρσ

=− 16ϵµνρσFµνFρσ (2.1.30)

以上の計算より、作用 (2.1.2)の U(1)A アノマリーとして (2.1.29)式を得た。
この結果を用いて massless QCDの場合のアノマリーを求めるには、結合している dynamical

な gauge場を SU(3)V の gauge場にすれば良い。(2.1.2)式で aLµ = aRµ として作用を (2.1.1)式
にすれば良いので、その場合のアノマリーは (2.1.29) 式で FL = FR とすれば良い。よって、
(2.1.1)式の作用の U(1)A アノマリーは以下のようになる。

lnJ =− i

∫
d4xα(x)A

=i

∫
d4xα(x)

1

16π2
ϵµνρσtr [FµνFρσ] (2.1.31)

2.1.3 複数の gauge場が結合している場合

(2.0.10)式や (2.0.13)式のような、複数の gauge場が結合している場合の U(1)A アノマリーも
同様に計算可能である。計算過程を見ると分かるように、結合している gauge場が dynamicalな
gauge場か背景 gauge場かには結果は依存せず、アノマリーの計算をする上では区別せずに結果
を得られる。結果は Dirac演算子に含まれる gauge場を用いて field strength Fµν を作れば良い
だけである。例えば (2.0.10)式の作用の U(1)A アノマリーは、以下の関係式を用いて作用に含ま
れる gauge場を U(1)V × U(1)A から U(1)L × U(1)R に組み換えると 2.1.2節の計算がそのまま
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使える。

ALµ =AVµ +AAµ (2.1.32)

ARµ =AVµ −AAµ (2.1.33)

AVµ =
1

2
(ALµ +ARµ ) (2.1.34)

AAµ =
1

2
(ALµ −ARµ ) (2.1.35)

この U(1)L × U(1)R の背景 gauge場 ALµ、ARµ を使って作用を書くと以下のようになる。

S =

∫
d4xψ̄iγµ(∂µ + aµ +AVµ + γ5A

A
µ )ψ

=

∫
d4xψ̄iγµ

(
∂µ + aµ +

1

2
(ALµ +ARµ ) + γ5

1

2
(ALµ −ARµ )

)
ψ

=

∫
d4xψ̄iγµ

(
∂µ + aµ +ALµP+ +ARµP−

)
ψ (2.1.36)

=

∫
d4x(ψ̄L, ψ̄R)i

(
σµ† 0
0 σµ

)(
∂µ +

(
aµ 0
0 aµ

)
+

(
ALµ 0
0 ARµ

))(
ψL
ψR

)
(2.1.37)

(2.1.36)式から分かるように、AVµ + γ5A
A
µ の形で入っていた gauge場は ALµP+ + ARµP− の形で

書け、この理論のアノマリーは (3.1.37)式が (2.1.2)式と似た形になっていることからも分かるよ
うに 2.1.2節と同様に計算可能である。
よって、(2.1.36)式の作用で書ける理論の U(1)A アノマリーは以下のようになる。

lnJ =− i

∫
d4xα(x)A

=i

∫
d4xα(x)

1

32π2
ϵµνρσ

{
tr [fµνfρσ] + FLµνF

L
ρσ + FRµνF

R
ρσ

}
(2.1.38)

ここで、aµ で作られる fielf strengthを fµν、ALµ、ARµ で作られる field strengthをそれぞれ FLµν、
FRµν で書いた。

2.1.4 U(1)V アノマリー

今までは U(1)対称性として U(1)A を考えて来たが、U(1)V 対称性の方を考えることも可能で
ある。しかし、良く考える QCDのような系では U(1)V はアノマリーを持たないことを見る。
2.1.2節で扱った作用 (2.1.2)を用いて U(1)V のアノマリーを計算する。基本的には 2.1.2節と

同じ手順で計算可能だが、考える変換が U(1)V に変わったため (2.1.15)式以下が変更を受け、以
下のようになる。
(2.0.6)式の局所的な U(1)V 変換の下で、path integral measureは以下のように変化。

an → a′n = (ϕ†n, ψ
′) = (ϕ†n, e

iα(x)ψ)

≃
∫
d4xϕ†n(1 + iα(x))

∑
m

amϕm

=
∑
m

(
δn,m + i

∫
d4xα(x)ϕ†n(x)ϕm(x)

)
am ≡

∑
m

Ma
nmam (2.1.39)
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bn → bn
′
= (ψ̄′, φn) = (ψ̄e−iα(x), φn)

≃
∫
d4x

∑
m

bmφ
†
m(1− iα(x))φn

=
∑
m

bm

(
δn,m − i

∫
d4xα(x)φ†

m(x)φn(x)

)
≡
∑
m

bmM
b
mn (2.1.40)

DψDψ̄ → Dψ′Dψ̄′ =JDψDψ̄

=
∏
n

da′ndbn
′
=
∏
n

(det[Ma
nm])

−1 (
det[M b

mn]
)−1

dandbn

=
∏
n

J dandbn (2.1.41)

この Jacobian J を計算する。以下の公式を使って計算すると、

det[1 + ϵX] = eϵTr[X]−O(ϵ2) (2.1.42)

J =

(
det

[
δn,m + i

∫
d4xα(x)ϕ†n(x)ϕm(x)

])−1(
det

[
δn,m − i

∫
d4xα(x)φ†

m(x)φn(x)

])−1

≃ exp

[
−i
∫
d4x

∑
n

α(x)ϕ†n(x)ϕn(x)

]
exp

[
i

∫
d4x

∑
n

α(x)φ†
n(x)φn(x)

]

=exp

[
− lim
N→∞

N∑
n

i

∫
d4xα(x)

{
ϕ†n(x)ϕn(x)− φ†

n(x)φn(x)
}]

=exp

[
− lim

Λ→∞

∞∑
n

i

∫
d4xα(x)

{
ϕ†n(x)e

−λ2
n

Λ2 ϕn(x)− φ†
n(x)e

−λ2
n

Λ2 φn(x)

}]

≡ exp

[
−i
∫
d4xα(x)A(x)

]
(2.1.43)

(2.1.19)式と (2.1.43)式の違いに注意して、以下 2.1.2節の計算を追うと、最終的にアノマリーは
以下のように得られる。

lnJ =− i

∫
d4xα(x)A

=i

∫
d4xα(x)

1

32π2
ϵµνρσ

{
tr
[
FLµνF

L
ρσ

]
− tr

[
FRµνF

R
ρσ

]}
(2.1.44)

この結果を用いて 2.1.2節と同様に massless QCD の場合のアノマリーを求める。結合してい
る dynamical な gauge 場を SU(3)V の gauge 場にすれば良いので、aLµ = aRµ として計算する。
その場合のアノマリーは FL = FR とすれば良いので、U(1)V アノマリーは以下のようになる。

lnJ =− i

∫
d4xα(x)A

=i

∫
d4xα(x)

1

32π2
ϵµνρσ {tr [FµνFρσ]− tr [FµνFρσ]}

=0 (2.1.45)

よって、QCDのような、gauge場が vector的に結合した理論では U(1)V アノマリーは出ない。
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2.1.5 カレント保存とアノマリーの関係

古典論に於いて、何らかの大域的対称性がある場合、Noetherの定理よりその対称性に対応す
る保存 chargeと保存カレントが定義出来る。アノマリーは古典論では存在した対称性が量子論に
移行すると破れているという現象であるため、大域的対称性に対しては「カレント保存則の破れ」
として見ることも可能である。以下では、保存カレントとアノマリーの関係について見る。
2.1.2節で扱ったセットアップで考える。作用は (2.1.2)式であり、U(1)A 対称性に対するアノ

マリーを考える。ここで、U(1)A 対称性は gauge化されていないとし、(2.1.2) 式の gauge場は
U(1)A の gauge場を含まないとする。藤川の手法を用いてアノマリーを計算した結果が (2.1.29)

式である。
(2.1.2)式の作用で、(2.0.5)式の大域的 U(1)A 対称性に対する保存カレントを考える。無限小

U(1)A 変換を考えて、以下のように δψ を定義する。

ψ → eiγ5θψ ≃ (1 + iγ5θ)ψ ≡ ψ + θδψ (2.1.46)

Noetherの定理より、保存カレントは以下のように定義出来る。

jµ5 =− ∂L
∂ (∂µψ(x))

δψ(x)

=− ψ̄iγµiγ5ψ

=ψ̄γµγ5ψ (2.1.47)

このカレントは古典論では以下の保存則を満たす。

∂µj
µ
5 = ∂µ

(
ψ̄γµγ5ψ

)
= 0 (2.1.48)

このカレントは作用 (2.1.2)に対して (2.0.7)式の局所的な U(1)A 変換をしてみると以下のように
出て来る。

S → S′ =

∫
d4xψ̄eiγ5α(x)Deiγ5α(x)ψ

=S +

∫
d4xψ̄eiγ5α(x)iγµ

(
∂µe

iγ5α(x)
)
ψ

=S −
∫
d4xψ̄γµγ5 (∂µα(x))ψ

=S −
∫
d4x (∂µα(x)) j

µ
5

=S +

∫
d4xα(x)∂µj

µ
5 (2.1.49)

ここで、最後の等号では部分積分をし、表面項を落とした。ここで行った局所的 U(1)A 変換は
Dirac場のみに対する変換であることに注意。
以上の議論を元に、経路積分を行う。以下の議論では gauge場の経路積分は本質的でないため

考えない。これは、アノマリーの議論で gauge場を dynamicalな場として入れるか背景場として
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入れるかで違いがないことに対応する。作用 (2.1.2)に対応する分配関数は以下のようになる。

Z[aLµ , a
R
µ ] =

∫
DψDψ̄e−S

=

∫
DψDψ̄e−

∫
d4xψ̄Dψ (2.1.50)

この分配関数の中の、Dirac場のみに対して局所的な U(1)A 変換を行う。ここで、Dirac場のみ
に対する U(1)A 変換は経路積分の積分変数 ψ, ψ̄ の変換になるため、経路積分を考える場合は単
なる積分変数の置き換えになり、変換前後で同じ分配関数を計算していることに注意。2.1.2節の
議論より、経路積分の積分測度の部分から Jacobianが出る。また、上の (2.1.49)式の議論より作
用も変更を受けるので、以下のようになる。

Z[aLµ , a
R
µ ] =

∫
DψDψ̄e−

∫
d4xψ̄Dψ

=

∫
Dψ′Dψ̄′e−

∫
d4xψ̄′Dψ′

= Z ′

=

∫
DψDψ̄J e−S−

∫
d4xα(x)∂µj

µ
5

=

∫
DψDψ̄e−i

∫
d4xα(x)Ae−S−

∫
d4xα(x)∂µj

µ
5

=

∫
DψDψ̄e−Se−

∫
d4xα(x)(iA+∂µj

µ
5 )

≃
∫

DψDψ̄e−S
{
1−

∫
d4xα(x) (iAZ + ∂µj

µ
5 )

}
(2.1.51)

=Z −
∫
d4xα(x)

(
iAZ +

∫
DψDψ̄e−S∂µjµ5

)
=Z

{
1−

∫
d4xα(x) (iA+ ⟨∂µjµ5 ⟩)

}
(2.1.52)

ここで、(2.1.51)式では Aが fermion ψ に依存せず gauge場 aµ のみで書けるため、経路積分さ
れない量になっているので経路積分の外に出した。よって、この議論に矛盾がないようにするた
めには、任意の αによる U(1)A 変換で Z = Z ′ が成立するようにする必要があるので、以下の関
係式が得られる。

iA+ ⟨∂µjµ5 ⟩ =0

⟨∂µjµ5 ⟩ =− iA

=
i

32π2
ϵµνρσ

{
tr
[
FLµνF

L
ρσ

]
+ tr

[
FRµνF

R
ρσ

]}
(2.1.53)

2.1.2節と同様に massless QCDに対応する、dynamicalな gauge場が vector型では入ってい
る場合の計算をすると、aLµ = aRµ として以下のようになる。

⟨∂µjµ5 ⟩ =− iA

=i
1

16π2
ϵµνρσtr [FµνFρσ] (2.1.54)
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以上の議論より、古典論では保存するカレントが量子論ではアノマリーによって保存しなくな
る場合がある。言い方を変えると、アノマリーはカレント保存則の破れとして理解される。実験
的にもこのカレント保存則の破れとして観測される。

2.1.6 U(1)L アノマリー

第 3 章では U(N)L 変換に対するアノマリーを計算するが、ここではそのための準備として
U(1)L 変換に対するアノマリーを考えておく。2.1.2節と 2.1.4節の計算を使えば同様の計算で求
められる。
U(1)L 変換は以下のような変換である。

P+ψ(x) = ψL(x) →eiθLψL(x), ψ̄L(x) →ψ̄L(x)e
−iθL (2.1.55)

P−ψ(x) = ψR(x) →ψR(x), ψ̄R(x) →ψ̄R(x) (2.1.56)

つまり、ψL だけ位相を回し ψR に対しては位相を回さないような変換になっている。
これを Dirac場と gauge場に対する局所 U(N)L 変換として書くと以下のようになる。

ψ(x) → eiαP+ψ(x), ψ̄(x) → ψ̄(x)e−iαP−

ALµ → eiαALµe
−iα + eiα∂µe

−iα, ARµ → ARµ (2.1.57)

ここで、αは U(1)L のパラメータ。
この変換の下で積分測度の変換を考えると、

an → a′n = (ϕ†n, ψ
′) = (ϕ†n, e

iα(x)P+ψ)

≃
∫
d4xϕ†n(1 + iα(x)P+)

∑
m

amϕm

=
∑
m

(
δn,m + i

∫
d4xα(x)ϕ†n(x)P+ϕm(x)

)
am ≡

∑
m

Ma
nmam (2.1.58)

bn → bn
′
= (ψ̄′, φn) = (ψ̄e−iα(x)P− , φn)

≃
∫
d4x

∑
m

bmφ
†
m(1− iα(x)P−)φn

=
∑
m

bm

(
δn,m − i

∫
d4xα(x)φ†

m(x)P−φn(x)

)
≡
∑
m

bmM
b
mn (2.1.59)

DψDψ̄ → Dψ′Dψ̄′ =JDψDψ̄

=
∏
n

da′ndbn
′
=
∏
n

(det[Ma
nm])

−1 (
det[M b

mn]
)−1

dandbn

=
∏
n

J dandbn (2.1.60)
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この Jacobian J を計算すると、

J =

(
det

[
δn,m + i

∫
d4xα(x)ϕ†n(x)P+ϕm(x)

])−1(
det

[
δn,m − i

∫
d4xα(x)φ†

m(x)P−φn(x)

])−1

≃ exp

[
−i
∫
d4x

∑
n

α(x)ϕ†n(x)P+ϕn(x)

]
exp

[
i

∫
d4x

∑
n

α(x)φ†
n(x)P−φn(x)

]

=exp

[
− lim
N→∞

N∑
n

i

∫
d4xα(x)

{
ϕ†n(x)P+ϕn(x)− φ†

n(x)P−φn(x)
}]

=exp

[
− lim

Λ→∞

∞∑
n

i

∫
d4xα(x)

{
ϕ†n(x)P+e

−λ2
n

Λ2 ϕn(x)− φ†
n(x)P−e

−λ2
n

Λ2 φn(x)

}]

=exp

[
− lim

Λ→∞

∞∑
n

i

∫
d4xα(x)

(
1

2

{
ϕ†n(x)e

−λ2
n

Λ2 ϕn(x)− φ†
n(x)e

−λ2
n

Λ2 φn(x)

}
+

1

2

{
ϕ†n(x)γ5e

−λ2
n

Λ2 ϕn(x) + φ†
n(x)γ5e

−λ2
n

Λ2 φn(x)

})]
≡ exp

[
−i
∫
d4xα(x)A(x)

]
(2.1.61)

この Jacobian の形から分かるように、アノマリーは U(1)V の寄与と U(1)A の寄与を 1
2 ずつ足

せば良い。よって、以下のようになる。

lnJ =− i

∫
d4xα(x)A

=i

∫
d4xα(x)

1

32π2
ϵµνρσ

1

2

{
tr
[
FLµνF

L
ρσ

]
− tr

[
FRµνF

R
ρσ

]
+ tr

[
FLµνF

L
ρσ

]
+ tr

[
FRµνF

R
ρσ

] }
=i

∫
d4xα(x)

1

32π2
ϵµνρσtr

[
FLµνF

L
ρσ

]
(2.1.62)

2.2 摂動的アノマリーの種類
2.1.2節の計算では、アノマリーを持つ対称性として U(1)A を考え、gauge場として U(N)L ×

U(N)R の gauge場を入れた場合を考えた。2.1.3節で他の gauge場を入れた場合の U(1)A アノ
マリーについても計算したため、以下では 2章の最初に導入したアノマリーの種類分けを具体例
を用いて見る。アノマリーの分類は、アノマリーを持つ対称性と理論に結合している gauge場の
種類で決まるが、以下の例ではアノマリーを持つ対称性として U(1)A を考えた場合について見
る。更に、大域的対称性のアノマリーの中でも、背景 gauge場を用いてアノマリーを考えた場合
に’t Hooftアノマリーと呼ばれるクラスを定義出来ることを示す。

2.2.1 ゲージアノマリー

2.1.2節でアノマリーを計算した U(1)A は、例えば QCDのような系では大域的対称性なので、
アノマリーがあっても問題はない。以下では例として、この U(1)A 対称性が gauge対称性である
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場合を考えてみる。
2.1.2節の計算を元に gaugeアノマリーの場合の例を作る場合、dynamical な gauge場として

U(1)A の gauge場を結合させれば良い。U(1)A の gauge場を結合させた作用は、(2.0.8)式を参
照すると以下のように書ける。

S =

∫
d4x

{
ψ̄iγµ(∂µ + γ5a

A
µ )ψ − 1

2
fAµνf

Aµν

}
(2.2.1)

ここで、fAµν は U(1)A の gauge場 aAµ で書いた field strengthである。(2.1.34)、(2.1.35)式を見
ると、この作用は (2.1.2)式で aL = −aR とした物であると分かる。
この理論のアノマリーを求めるには、アノマリーの議論では gauge場が dynamicalかどうかは

関係しないことから、2.1.3節に従えば良い。(2.1.38)式で aµ と AVµ を 0にしたものが (2.2.1)式
のアノマリーに対応するので、(2.1.38)式を以下のように書き換える。

lnJ =i

∫
d4xα(x)

1

32π2
ϵµνρσ

{
tr [fµνfρσ] + FLµνF

L
ρσ + FRµνF

R
ρσ

}
=i

∫
d4xα(x)

1

32π2
ϵµνρσ

{
tr [fµνfρσ] + ∂µA

L
ν ∂ρA

L
σ + ∂µA

R
ν ∂ρA

R
σ

}
=i

∫
d4xα(x)

1

32π2
ϵµνρσ

{
tr [fµνfρσ] + ∂µ

(
AVν +AAν

)
∂ρ
(
AVσ +AAσ

)
+ ∂µ

(
AVν −AAν

)
∂ρ
(
AVσ −AAσ

)}
=i

∫
d4xα(x)

1

32π2
ϵµνρσ

{
tr [fµνfρσ] + 2∂µA

V
ν ∂ρA

V
σ + 2∂µA

A
ν ∂ρA

A
σ

}
=i

∫
d4xα(x)

1

32π2
ϵµνρσ

{
tr [fµνfρσ] + 2FVµνF

V
ρσ + 2FAµνF

A
ρσ

}
(2.2.2)

欲しいアノマリーはここで aµ, A
V
µ を 0として落とし、AAµ を aAµ としたものである。以上の議論

より、(2.2.1)式の作用が持つ U(1)A アノマリーは以下のように書ける。

lnJ = i

∫
d4xα(x)

1

16π2
ϵµνρσfAµνf

A
ρσ (2.2.3)

このアノマリーは dynamicalな gauge場を用いて gauge化された対称性 (ここでは U(1)A)の
アノマリーなので、gauge アノマリーである。2.0.1 節で議論したように、gauge アノマリーは
理論のユニタリ性を破ってしまうなどの問題があるため、この議論から得られる結論は「大域的
U(1)A 対称性は量子論では gauge化出来ない」となる。

2.2.2 ABJ-typeアノマリー

2.1.2節では dynamicalな gauge場として U(N)L×U(N)R の gauge場を入れた場合の U(1)A

アノマリーを計算した。もし理論に gauge場が結合していないとすると、(2.0.1)式のような作用
を考えることになり、Dirac 演算子に gauge 場が入っていないため (2.1.29) 式の field strength

も 0になり、アノマリーは見えない。
2.1.2節の計算で、aLµ = aRµ として U(NC)V の dynamicalな gauge場 aVµ が理論に結合してい
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る場合を考える。即ち、以下のような作用で与えられる理論を考えてみる。

S =

∫
d4x

{
ψ̄iγµ(∂µ + aVµ )ψ − 1

2
tr
[
fVµνf

V µν
]}

(2.2.4)

この系は U(N)L × U(N)R の大域的対称性を持つ。これは、SU(3)V の dynamicalな gauge場
が結合しており、U(N)L × U(N)R の大域的なカイラル対称性を (近似的に)持つ QCDのような
系に対応する。この系を古典的に考えると、U(N)L ×U(N)R の部分群として U(1)A の大域的対
称性を持つ。この系の U(1)A アノマリーは、2.1.2節の計算で gauge場を aVµ に変更すれば良い
だけなので、以下のように書ける。

lnJ = i

∫
d4xα(x)

1

16π2
ϵµνρσfVµνf

V
ρσ (2.2.5)

ここで、アノマリーを持つ対称性は U(1)A だが、(2.2.5)式のアノマリーの表式に含まれる gauge

場は U(NC)V の dynamicalな gauge場である。ここで計算したアノマリーを持つ対称性と、ア
ノマリーの表式に含まれる gauge場が gauge化している対称性が対応していないことに注意。言
い換えると、アノマリーを持つ対称性に関係しなくても、何らかの gauge場が理論に結合してさ
えいればアノマリーが見える可能性がある。
このように、大域的対称性が持つアノマリーは、dynamicalな gauge場を理論に結合させるこ

とで初めて見えるようになる。歴史的には摂動的アノマリーはこの場合で初めて計算され、最初
に計算した Adler,Bell,Jackiwの名前を取って以下では「ABJ-typeアノマリー」と呼ぶ。
ABJ-typeアノマリーを見る場合には、理論に何か dynamicalな gauge場が結合していれば良

く、その gauge場が gauge化している対称性が何であるかは問わない。

2.2.3 ’t Hooftアノマリー

大域的対称性が持つアノマリーを dynamical な gauge 場がない状態でも見るために、アノマ
リーを持つ対称性に対応する背景 gauge場を入れ、大域的対称性を gauge化して局所的対称性に
格上げしてその gaugeアノマリーを見るという手法がある。古典的な作用に対する gauge化の手
続きは 2.0.3節で見た通り。このように、背景 gauge場を導入することで見えるようになるアノ
マリーを「’t Hooftアノマリー」と呼ぶ。
以下では、2.1.2 節で計算した U(1)A アノマリーの例を用いて’t Hooft アノマリーを見る。

(2.0.1)式のように gauge場が結合していない系を考えると dynamicalな gauge場が結合してい
ないため ABJ-type アノマリーは存在しないが、’t Hooft アノマリーを見るため U(1)A の背景
gauge場 AAµ を結合させた以下のような作用を考える。

S =

∫
d4xψ̄iγµ(∂µ + γ5A

A
µ )ψ (2.2.6)

この作用を用いてアノマリーを計算すると背景 gauge場を用いて field strengthが書けるため、
アノマリーは以下のようになる。

lnJ = i

∫
d4xα(x)

1

16π2
ϵµνρσFAµνF

A
ρσ (2.2.7)
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これは (2.2.3)式と形は同じだが、入っている gauge場が背景 gauge場であるという違いがある。
このアノマリーが’t Hooftアノマリーである。
’t Hooftアノマリーは、繰り込み群不変であるという良い性質を性質を持っている。これは高

エネルギー理論が持つアノマリーを低エネルギー有効理論 (EFT)も再現しなくてはならないとい
う意味であり、この性質を用いて EFTの形に大きく制限をかけることが出来る。これは’t Hooft

アノマリーマッチングと呼ばれる手法で、広く応用されている。

2.3 正則化
前節では heat kernel 正則化により正則化を行ったが、これでは上手くいかない場合がある。

heat kernel正則化に代わる有効な正則化として、Pauli-Villars正則化 (以下 PV正則化)が広く
用いられている。本節では PV正則化を導入し、heat kernel正則化との相違点を議論する。

2.3.1 正則化関数

始めに、藤川の手法に於ける正則化の一般論について議論する。2.1.2節の始めで示した通り、
藤川の手法で用いる正則化関数は以下のような一般形で書ける。

f

(
λ2n
Λ2

)
(2.3.1)

この関数が満たすべき性質は、

lim
x→∞

f(x) = 0, f(x = 0) = 1, x
d

dx
f(x)|x=0 = x

d

dx
f(x)|x=∞ = 0 (2.3.2)

であり、これを満たしている関数であれば何を使っても良かった。ここで、x = λ2n/Λ
2 である。

2.1.2節ではこの関数 f(x)の具体形として

f(x) = e−x (2.3.3)

を用いた。この (2.3.3) 式の正則化関数を用いた正則化を heat kernel 正則化と呼び、広く使わ
れる。
正則化関数として異なる関数を用いることも可能で、例えば以下の関数もよく用いられる。

f(x) =
1

1 + x
(2.3.4)

xに λ2n/M
2 を代入し、(2.3.1)式に対応する形で具体形を書くと、以下のようになる。

f

(
λ2n
M2

)
=

1

1 +
λ2
n

M2

=
M2

M2 + λ2n

=
M2

M2 − /D
2 (2.3.5)

ここで、M が (2.3.1)式での Λに対応する cut-offである。この正則化関数を用いて正則化する手
法を PV正則化と呼ぶ。
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2.3.2 Pauli-Villars正則化

この PV正則化を用いてアノマリーを計算する。考える作用は、vector型の gauge場を結合さ
せた以下の作用である。((2.0.2)式と同様の作用になっているがここでは gauge場の gauge群ま
では指定しない。)

S =

∫
d4xψ̄iγµ(∂µ + aµ)ψ

=

∫
d4xψ̄i /Dψ (2.3.6)

PV正則化でアノマリーを計算した場合、以下の関係式が成り立つ。

⟨∂µjµ5 ⟩ =− iA

=− 2iMTr

[
γ5

1

/D +M

]
(2.3.7)

=
i

16π2
ϵµνρσtrFµνFρσ (2.3.8)

PV正則化とは元々、作用に PV mass M を持った PV場を導入した理論を考え、M → ∞の
極限を取るという正則化のことであった。(2.3.6)式に PV場を加えた作用を書くと以下のように
なる。

S =

∫
d4xψ̄i /Dψ + ϕ̄(i /D −M)ϕ (2.3.9)

ここで、ϕは PV場と呼ばれる場で、Bose的な spinor場 (即ち非物理的な場)である。M → ∞
の極限を取れば PV場は無限に重くなり、理論には効かなくなる。このように質量を持った粒子
を理論に導入すると、この質量項が古典的な U(1)A 対称性を破ってしまうため、古典的に U(1)A

カレントが保存しなくなる。以下では、2.1.5節のカレント保存の議論を今の場合の PV正則化し
た作用 (2.3.9)に適用することを考え、(2.3.5)式の正則化関数を用いることが PV正則化に対応
することを見る。作用 (2.3.9)を局所 U(1)A 変換すると、以下のようになる。

S → S′ =

∫
d4x
{
ψ̄iγµe−iγ5α(x)Dµe

iγ5α(x)ψ + ϕ̄iγµe−iγ5α(x)Dµe
iγ5α(x)ϕ− ϕ̄e2iγ5α(x)Mϕ

}
=S −

∫
d4x
{
ψ̄γµγ5 (∂µα(x))ψ + ϕ̄γµγ5 (∂µα(x))ϕ+ 2iα(x)ϕ̄γ5Mϕ

}
=S −

∫
d4x
{
(∂µα(x)) j

µ
5 + 2iα(x)ϕ̄γ5Mϕ

}
=S +

∫
d4xα(x)

{
∂µj

µ
5 − 2iϕ̄γ5Mϕ

}
(2.3.10)

ここで、axialカレントを以下のように定義した。

jµ5 ≡ ψ̄γµγ5ψ + ϕ̄γµγ5ϕ (2.3.11)

カレントが保存しなくなる代わりに、経路積分を考えた時に出る Jacobianは 1になる。これは
fermion ψと boson ϕで Jacobianの寄与がちょうど相殺するためである。分配関数を考え、その
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U(1)A 変換を考えると以下のようになる。

Z =

∫
DψDψ̄DϕDϕ̄e−S

=

∫
Dψ′Dψ̄′Dϕ′Dϕ̄′e−S

′
= Z ′

=

∫
DψDψ̄JDϕDϕ̄J−1 exp

{
− S −

∫
d4xα(x)

(
∂µj

µ
5 − 2iϕ̄γ5Mϕ

)}
≃Z
{
1−

∫
d4xα(x)

(
⟨∂µjµ5 ⟩ − ⟨2iϕ̄γ5Mϕ⟩

)}
(2.3.12)

以上の議論から、カレント保存の破れは以下のように書ける。

⟨∂µjµ5 ⟩ =2iM ⟨ϕ̄γ5ϕ⟩

=− 2iMTr

[
γ5

1

/D +M

]
(2.3.13)

よって、以上の議論から (2.3.7)式が成立する。
以下では、(2.3.7)式が (2.3.8)式と等しいことを示す。(2.3.7)式のうち以下の部分を計算する。

MTr

[
γ5

1

/D +M

]
=MTr

[
γ5
(
/D −M

) 1

( /D +M)( /D −M)

]
=Tr

[
γ5

(
1−

/D

M

)
1

1− /D2

M2

]

=Tr

[
γ5

1

1− /D2

M2

]
= Tr

[
γ5f

(
−
/D
2

M2

)]

=

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
γ5e

−ikxf

(
−
/D
2

M2

)
eikx

]

=

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
γ5f

(
− 1

M2

{
ηµν(ikµ +Dµ)(ikν +Dν) +

1

4
[γµ, γν ]Fµν

})]
(2.3.14)

=M4

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
γ5f

(
kµk

µ −
/D
2

M2

)]

≃M4

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
γ5

(
f(kµk

µ)− 1

1!

/D
2

M2
f ′(kµk

µ)

+
1

2!

(
/D
2

M2

)2

f ′′(kµk
µ) +O

(
1

M5

))]

=

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
γ5

(
1

2!

(
1

4
[γµ, γν ]Fµν

)2

f ′′(kµk
µ)

)]
+O

(
1

M

)
=

1

16π2
Tr

[
γ5

(
1

32
[γµ, γν ][γρ, γσ]FµνFρσ

)]
+O

(
1

M

)
(2.3.15)

=− 1

32π2
ϵµνρσtrFµνFρσ (2.3.16)
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(2.3.14)式で以下の変形を用いた。

/D
2
= γµγνDµDν

=

(
1

2
[γµ, γν ] +

1

2
{γµ, γν}

)
DµDν

=
1

2
[γµ, γν ]DµDν +

1

2
{γµ, γν}DµDν

=
1

2
[γµ, γν ]

(
1

2
[Dµ, Dν ] +

1

2
{Dµ, Dν}

)
+

1

2
(2ηµν)DµDν

= ηµνDµDν +
1

4
[γµ, γν ][Dµ, Dν ]

= ηµνDµDν +
1

4
[γµ, γν ]Fµν (2.3.17)

(2.3.15)式で以下の変形を用いた。∫
d4k

(2π)4
f ′′(kµk

µ) =
1

16π4

∫
d4kf ′′(kµk

µ)

=
1

16π4

∫
r3drdΩ3f

′′(r2)

=
2π2

16π4

∫ s=∞

s=0

1

2
sdsf ′′(s)

=
1

16π2

(
sf ′(s)|s=∞

s=0 −
∫ s=∞

s=0

dsf ′(s)

)
=

1

16π2
(0− f(s)|s=∞

s=0 ) =
1

16π2
f(0)

=
1

16π2
(2.3.18)

ここで、r は k を極座標表示した時の動径方向の座標であり、s = r2 と定義した。
以上の計算より、(2.3.8) 式が成り立つと分かる。この議論から、(2.3.5) 式の正則化関数が、

(2.3.9)式の意味での PV正則化と等価であることが分かる。

2.3.3 heat kernel正則化との比較

この Pauli-Villars正則化では、PV mass M を 2乗せずに使うため、PV massの符号の区別が
可能になる。この mass の符号は domain wall mass のような物を考える場合には重要になるた
め、PV正則化が良く使われる。
(2.3.5)式の PV正則化の正則化関数を 1/M で展開すると、以下のように書ける。

f

(
λ2n
M2

)
=

1

1− /D2

M2

=1−
/D
2

M2
+O

(
1

M3

)
(2.3.19)

これを見ると明らかなように、PV正則化では正則化に D†D,DD† ではなく D2 を使っているた
め、Dirac 演算子 D がエルミートではない場合は注意が必要である。3.3節でこのような、エル
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ミートではない D に対して D2 を使って正則化する方法を導入するが、その正則化によって得た
アノマリーは共変アノマリーではない。
このように、PV正則化は共変的正則化とは少し異なるため、PV正則化で得たアノマリーが共

変正則化で得られるアノマリーと一致しているとは必ずしも言えない。これは一般に異なる手法
で正則化してアノマリーを計算した場合にも言え、これらの異なる正則化で得たアノマリーどう
しの関係については 3章で少し議論する。

2.4 応用
本題とは余り関係しないが、摂動的アノマリーが重要な役割を担う現象について具体例を幾つ

か挙げる。特にカイラルアノマリーに着目し、歴史的に重要且つ有名な物を紹介する。

2.4.1 U(1)A 問題

前述の通り、massless QCD には古典的には U(Nf )L × U(Nf )R ≃ SU(Nf )L × SU(Nf )R ×
U(1)V × U(1)A の対称性があった。この対称性は自発的対称性の破れ (spontaneous symmetry

breaking、以下 SSB)の機構により SU(Nf )L × SU(Nf )R → SU(Nf )と破れている。この機構
を実現するモデルとして、Nambu-Jona-Lasinio modelが有名である。SSBにより対称性が破れ
た部分には、対応する massless の Nambu-Goldstone boson(以下 NB boson) が作られ、QCD

の場合にはこれはパイオンに対応する (NG bosonのことをパイオンと呼ぶ場合もある。)。例え
ば Nf = 2 の場合は、u quark と d quark のみから作られる meson を考えれば良いが、この場
合は SSBで破れた対称性である SU(2)の自由度に対応して 3つの NG bosonが作られ、これが
π±, π0 の 3つのmesonに対応している。(QCDの有効作用として chiral Lagrangianを用いて見
ると分かりやすいが、ここでは詳細には立ち入らず、対称性のみに着目して議論する。具体例は
後述。)

このカイラル対称性のうち古典的な対称性にのみ注目し、SSBが U(Nf )L×U(Nf )R → U(Nf )

と起きていると考えると NG bosonの数が実験と合わなくなってしまう。歴史的には Nf = 3の
場合で問題が提起されたので、例として Nf = 3 の場合を考えてみる。SSB で破れた対称性を
U(3)と考えると、自由度は 9なので NG boson も 9個出来る筈である。しかし、実験でパイオ
ンに対応する粒子を見てみると、π±, π0,K±,K0,K

0
, η の 8 つの meson は質量が比較的小さい

ため NG bosonと解釈しても良さそうだが、もう 1つの NG bosonの候補である η′ mesonは質
量が 958MeVと核子並に重く、quark massが 0である場合にmasslessになる NG bosonとして
解釈するには重すぎる。この問題が U(1)A 問題と呼ばれる物である。
これは古典的な対称性にのみ注目して U(3) ≃ SU(3)×U(1)を SSBによって破れた対称性であ

ると考えたため起こる問題である。実際はU(Nf )L×U(Nf )R ≃ SU(Nf )L×SU(Nf )R×U(1)V ×
U(1)A のカイラル対称性のうち U(1)A 部分がアノマリーで破れているため、SSBする前に理論が
持つ対称性は SU(Nf )L×SU(Nf )R×U(1)V である。これが SSBして U(Nf ) ≃ SU(Nf )×U(1)

に破れたとすると、破れた部分は U(Nf )ではなく SU(Nf )になり、Nf = 3の場合、生じる NG

bosonは SU(3)に対応する 8つのみである。これは η′ が NG bosonではないことを意味し、η′
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が NG bosonにしては重すぎるという実験事実とも整合する。U(1)A アノマリーをきちんと考慮
することで、η′ の問題は解決した。
この例から分かるように、古典的な対称性のみならずアノマリーの寄与まできちんと考慮して

理論の対称性を決めることが重要である。

Chiral Lagrangian

NG boson として生じるパイオンの理論として chiral Lagrangian が有名である。ここではそ
の概略を紹介する。詳細は文献 [7]の 9章を参照。
アノマリーは繰り込み不変な量であるため、理論のエネルギースケールに依らずに存在する。

そのため、アノマリーの解析のために低エネルギー有効理論 (low energy effective field theory、
effective field theory を以下 EFTと省略)を考えることは有用な手法であり、しばしば EFTを
用いて議論される。アノマリーがエネルギースケールを選ばないことを利用して、特に massless

の自由度のみに着目した EFTを考えることは有用である。
具体例として QCD に注目する。QCD は低エネルギーでは強結合であり QCD そのものの解

析は難しい。しかし、その EFTとして chiral Lagrangianが古くから考えられており、低エネル
ギーでの QCDの振る舞いを良く再現する。chiral Lagrangian はカイラル対称性の SSBにより
生じた NG bosonであるパイオンの有効作用である。以下では massless QCDを考えることにし
て、パイオンが厳密に massless である場合を考える。Nf = 3の場合の EFT の作用は以下のよ
うに与えられる。(有効作用を Γで書く。)

Γ =

∫
d4x

f2π
4
tr[DµU−1DµU ] (2.4.1)

DµU = ∂µU +ARµU − UALµ , U = e
2iπ
fπ ∈ SU(3), π =

8∑
a=1

πa
λa

2
(2.4.2)

ここで、この理論には gauge場として SU(3)L × SU(3)R の gauge場が入っており、左手成分、
右手成分がそれぞれ AL、AR に対応する。それぞれ SU(3)adj.の gauge場である。πa がパイオ
ンであり、Nf = 3の場合は π±, π0,K±,K0,K

0
, η の各 mesonに対応する。λa は SU(3)の Lie

代数の生成子である 3× 3の Gell-Mann行列であり、行列の各成分は u, d, sの各 flavorに対応す
る。この Gell-Mann行列と各 NG bosonの対応を見ると πa の各成分と各粒子との対応が付く。
Gell-Mann行列の成分を具体的に書くと、以下のようになっていることが分かる。

π =

8∑
a=1

πa
λa

2

=
1√
2


π0
√
2
+ η√

6
π+ K+

π− − π0
√
2
+ η√

6
K0

K− K
0 − 2η√

6

 (2.4.3)

η′ mesonは U(1) partに相当するため、この行列表示では対角成分に入り、SU(3)の生成子であ
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る Gell-Mann行列では表示できない。(2.4.3)式と同様の表示で書くと、以下のようになる。

η′ =
1√
2


η′√
3

0 0

0 η′√
3

0

0 0 η′√
3

 (2.4.4)

実は、ここで与えた作用 (2.4.1)は EFTとしては不十分であり、アノマリーによる寄与が入っ
ていないため例えば π0 → 2γ のような崩壊が記述できていない。chiral Lagrangianに於けるア
ノマリーの寄与はWZW項として知られる。

2.4.2 標準模型に於ける粒子数保存

標準模型 (Standard model) では baryon数 B と lepton数 Lはそれぞれ保存せず、B − Lの
みが保存量である。これは宇宙論に於ける baryon数生成の機構などで重要になる事実であり、現
象論的に重要である。
標準模型では、leptonのみに対する大域的な U(1)l 変換と quarkのみに対する大域的な U(1)b

変換はどちらも古典的な対称性として存在し、そのため古典的にはそれぞれの粒子数は保存する。
しかしこれらの大域的 U(1) 対称性はアノマリーを持ち、量子効果によって粒子数が保存しなく
なってしまう。ところが、これらの U(1)l と U(1)b を同時に逆位相で回す変換、即ち B − Lが粒
子数となるような U(1)b−l 変換を考えると、U(1)l と U(1)b のアノマリーが相殺し、全体として
アノマリーがない変換になる。よって、標準模型を量子的に考えた場合、U(1)b−l のみが対称性と
して存在し、対応する粒子数として B − Lが保存する。

2.5 指数定理
ここまで、摂動的アノマリーを具体的に計算して来た。このアノマリーは物理に限らず数学で

も重要な概念である。以下では 2.1.2節での計算を微分形式を用いて書き換え、数学との関係につ
いて議論する。ここでは、特に Atiyah-Singerの指数定理 (以下、AS指数定理)について見る。

2.5.1 微分形式

アノマリーは微分形式を用いて書くと見通しが良くなる。これは (2.1.29)式で時空の足 µ, ν, · · ·
を反対称テンソル ϵµνρσ で潰していることからも分かる。
以下のように微分形式での記法を導入する。

A =Aµdx
µ (2.5.1)

F =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν (2.5.2)

AdA =Aµ∂νAρdx
µ ∧ dxν ∧ dxρ (2.5.3)

d(AdA) =∂σ(Aµ∂νAρ)dx
σ ∧ dxµ ∧ dxν ∧ dxρ (2.5.4)
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これを用いて (2.1.29)式のアノマリーを書き換えると、以下のようになる。∫
d4xA(x) =

∫
d4x

1

32π2
ϵµνρσ

{
tr
[
FLµνF

L
ρσ

]
+ tr

[
FRµνF

R
ρσ

]}
=

1

8π2

∫
tr
[
FL ∧ FL + FR ∧ FR

]
(2.5.5)

2.5.2 Atiyah-Singerの指数定理

Dirac演算子として /D を考える。gauge場は以下のように入っているとする。
/D = γµ(∂µ +Aµ) (2.5.6)

gauge場の gauge群は指定しない。
AS指数定理は Dirac演算子 /D を考えた時に、対応する指数を決めており、以下のような物で

ある。
Ind /D =

∫
ch(F ) (2.5.7)

ここで、ch(F ) は Chern 指標と呼ばれる物で、4 次元 Euclidean の場合は以下のようになって
いる。

ch(F ) =

(
i

2π

)2
1

2
tr F ∧ F

=

(
i

2π

)2
1

8
d4xϵµνρσtr FµνFρσ

=− 1

32π2
d4xϵµνρσtr FµνFρσ (2.5.8)

この表式は 2.1.2 節で計算した U(1)A アノマリーで α = 1 としたものの半分になっていると分
かる。
この関係から、AS指数は以下のように U(1)アノマリーと対応する。

Ind /D = − 1

32π2

∫
d4xϵµνρσtr FµνFρσ (2.5.9)

この式は (2.1.29) 式にあるようなアノマリー A(x) を積分した形に対応し、lnJ でパラメータ
α(x)を α = 1と固定した物になっている。
AS指数は整数値を取ることが知られており、そのため U(1)アノマリーの寄与も整数値で書け

る。この辺りの性質については 4章でトポロジカル項を見る際に議論する。
この AS指数定理は偶数次元で成り立つ。一般に、d次元の場合 (dは偶数)の Chern指標は以

下のように書ける。

ch(F ) =

(
i

2π

) d
2

tr
[
eF
]∣∣∣
d−form

(2.5.10)

ここで、右下の d− formは exp(F )を展開して d-form部分を取り出すという意味である。よっ
て、d次元の指数定理は以下のように書ける。

Ind /D =

(
i

2π

) d
2
∫

tr
[
eF
]∣∣∣
d−form

∈ Z (2.5.11)
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第 3章

非可換アノマリー

前章では U(1)部分のアノマリーに注目して計算を行った。実はアノマリーを持つ群は U(1)に
は限らず、一般に non-abelian の場合にもアノマリーは存在する。本章では、この non-abelian

の場合のアノマリーも考え、一般の群 Gに対する摂動的アノマリーを扱う。
アノマリーを持つ群 G として単純群を考えると、群 G が U(1) の場合のアノマリーは Chern

指標を使って書けたが、non-abelianの場合のアノマリーの表式は U(1)の場合とは少し異なる形
になる。しかし、非可換の場合のアノマリーも基本的には藤川の手法を用いて U(1)の場合とほぼ
同様に計算出来ることを 3.1節で見る。
一般にアノマリーには、「共変アノマリー (covariant anomaly)」と「整合アノマリー (consistent

anomaly)」という 2種類の表式がある。本章では、この 2種類のアノマリーの違いについて議論
することが主な目的である。3.2節以降では、3.1節で計算した例を元にこの 2種類のアノマリー
の違いについて見る。
本章の議論は基本的に [7, 9, 10]に従う。また、[13]も参考にした。

3.1 藤川の手法による非可換アノマリーの計算
非可換群に対しても、藤川の手法を使うことで U(1)の場合と同じような手続きでアノマリーを

計算することが可能である。基本的には (2.0.6)式中の U(1)変換のパラメータ α(x)を非可換群
Gに値を取るように変更するだけで、後は U(1)の時と同様に計算することが出来る。
例えば、U(N)L ×U(N)R の対称性を持った理論に対して、U(N)L 変換に対するアノマリーを

計算する。ここでは U(N)L を扱うが、一度計算してしまえば例えば U(N)V 変換などに対する
アノマリーも同様に求められる。作用は (2.1.2)式と同じ形の以下の式を用いるが、入れる gauge

場は U(N)L × U(N)R の背景 gauge場として ALµ と ARµ を入れる。

S =

∫
d4xψ̄iγµ(∂µ +Aµ)ψ

=

∫
d4x(ψ̄L, ψ̄R)i

(
σµ† 0
0 σµ

)(
∂µ +

(
ALµ 0
0 ARµ

))(
ψL
ψR

)
=

∫
d4xψ̄Liσ

µ† (∂µ +ALµ
)
ψL + ψ̄Riσ

µ
(
∂µ +ARµ

)
ψR
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≡
∫
d4xψ̄Dψ (3.1.1)

2 章でも言及した通り 2.1.2 節の計算は背景 gauge 場が結合した場合に対しても同様に計算が
可能である。今は U(N)L 変換を考えるので、変換のパラメータは U(N)L に値を取る、行列の形
になる。2.1.6節の計算を α = αaT a(T a は U(N)L 群の生成子)が非可換であるとして計算を追
うと、結局アノマリーは以下のように変更を受けると分かる。

lnJ =− i

∫
d4xαa(x)Aa

=i

∫
d4xαa(x)

1

32π2
ϵµνρσtr

[
T aFLµνF

L
ρσ

]
=i

∫
d4x

1

32π2
ϵµνρσtr

[
α(x)FLµνF

L
ρσ

]
(3.1.2)

ここで、Fµν は U(N)の背景 gauge場 Aµ から作られる field strengthで、以下のようになって
いる。

FLµν ≡[DL
µ , D

L
ν ] = ∂µA

L
ν − ∂νA

L
µ + [ALµ , A

L
ν ]

FRµν ≡[DR
µ , D

R
ν ] = ∂µA

R
ν − ∂νA

R
µ + [ARµ , A

R
ν ]

3.2 共変アノマリー
前節の計算で求めたアノマリーは、「covariant anomaly」という種類のアノマリーである。以

下ではこれを「共変アノマリー」と呼ぶ。
共変アノマリーを計算していたのは、2章で選択した正則化が「共変的正則化」と呼ばれるもの

であったことに由来する。2.1.2節では、Dirac演算子Dがエルミートでない場合にも一般化出来
るように、正則化関数 (2.1.10)式内の固有値を D†D と DD† を用いて表し、D†D と DD† の固
有関数をそれぞれ (2.1.5)、(2.1.6)式で導入し、これらを用いて計算した。このように、正則化関
数として (2.1.10)式を用いた場合、この固有値をD†DとDD† を用いて表すことで以下のような
正則化関数を用いるような正則化を「共変的正則化」と呼び、この正則化からは共変アノマリー
が計算される。

f

(
λ2n
Λ2

)
=

{
f

(
D†D

Λ2

)
, f

(
DD†

Λ2

)}
=

{
exp

(
−D

†D

Λ2

)
, exp

(
−DD

†

Λ2

)}
(3.2.1)

3.2.1 カレント保存則の破れ

2.1.5 節で、アノマリーを「カレント保存則の破れ」として理解した。このカレントを non-

abelianの場合に対しても定義する。この節では共変アノマリーに関するカレント保存則の破れに
ついて見る。
共変カレントを以下のように定義する。

j(cov)µa =

〈
δS

δAaµ

〉
(3.2.2)
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この共変カレントを使って、共変アノマリーは以下のように理解出来る。

∂µj
(cov)µ
a ̸= 0 (3.2.3)

(2.1.54)式と比較すると、この表式では共変カレント j(cov) は既に VEV(真空期待値)を取った後
の形で定義されていることに注意。
(3.1.2)式のアノマリーは共変アノマリーであり、(3.1.1)式の作用の持つ U(N)L の共変アノマ

リーによるカレント非保存は以下のように書ける。

Dµj
(cov)µ
a =− iAa

=i
1

32π2
ϵµνρσtr

[
T aFLµνF

L
ρσ

]
(3.2.4)

3.3 整合アノマリー
covariantアノマリー以外に、「consistent anomaly」と呼ばれる表式も存在し、こちらの方が良

く使われている。以下、これを「整合アノマリー」と呼ぶ。covariantアノマリーと consistentア
ノマリーの違いは、藤川の手法でアノマリーを計算する際には正則化関数の取り方の違いに対応
する。
ここでは、始めに異なる正則化関数を用いることで藤川の手法で整合アノマリーを導出し、そ

の性質を見る。その後、整合アノマリーの性質としてWess-Zumino無矛盾性条件等を見る。

3.3.1 異なる正則化によるアノマリーの計算

以下では、3.1節と同様に (3.1.1)式の作用から出発して U(N)L アノマリーを導出する。
計算上は正則化を少し変えるだけだが、結果として得るアノマリーは (3.1.2) 式の共変アノマ

リーとは異なる形になり、整合アノマリーを得ることになる。
以下では 2.1.2節とほぼ同じ手順でアノマリーを計算して行く。2.1.6節では U(1)L アノマリー

を計算していたが、以下で計算するのは U(N)L アノマリーであり、計算内容は 3.1節に対応する
物であることに注意。以下の計算は [7]を参照した。

正則化関数
ここでは正則化関数として (2.1.3)式と同じ形のものを用いるが、この f(λ2n/Λ

2)の中の固有値
λn をエルミートに定義した Dirac演算子 D の固有値とする正則化を行う。(3.1.1)式中の Dirac

演算子 D はそのままではエルミートではないため、少し変更を加える必要がある。まず、理論に
含まれる gauge場を U(N)L × U(N)R から組み換え、作用を以下の様に書き換える。

S =

∫
d4xψ̄Dψ

=

∫
d4xψ̄Liσ

µ† (∂µ +ALµ
)
ψL + ψ̄Riσ

µ
(
∂µ +ARµ

)
ψR

=

∫
d4xψ̄iγµ

(
∂µ +ALµ

)
P+ψ + ψ̄iγµ

(
∂µ +ARµ

)
P−ψ
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=

∫
d4xψ̄i /D

L
P+ψ + ψ̄i /D

R
P−ψ

=

∫
d4xψ̄iγµ

{
∂µ +

1

2

(
ALµ +ARµ

)
+

1

2
γ5
(
ALµ −ARµ

)}
ψ

≡
∫
d4xψ̄iγµ {∂µ + Vµ + γ5Aµ}ψ (3.3.1)

ここで、Vµ は U(N)V の gauge 場である。Aµ は対応する gauge 群はなく (“U(N)A”という群
はない)、単に Aµ ≡ 1

2

(
ALµ −ARµ

)
として定義した。(今までの書き方に従うと AVµ、AAµ と書いた

方が自然だが、以下の計算では省略して Vµ、Aµ と書く。)

こう書くと、Dirac 演算子 D がエルミートではないことが明白になる。gauge 場が全て (最初
に定義した通り)反エルミートだと思うと、D† は以下の様に書ける。

D† =− i {∂µ + Vµ + γ5Aµ}† γµ†

=− i {−∂µ − Vµ − γ5Aµ} γµ

=iγµ {∂µ + Vµ − γ5Aµ} (3.3.2)

̸=D

よって、ちょうど Aµ の項の存在が D のエルミート性を破っていると分かる。この節で用いる正
則化は、エルミートな Dirac演算子に対してのみ適用可能であるため、(3.3.2)式の Dirac演算子
を無理やりエルミートに定義する。即ち、今まで反エルミートとして扱ってきた U(N)A の gauge

場 Aµ をエルミートとして定義してしまうことで Dirac 演算子 D 全体をエルミートにする。即
ち、以下の様に再定義する。

A†
µ =Aµ (3.3.3)

Lµ ≡ALµ = (Vµ +Aµ) L†
µ =(Vµ +Aµ)

† = −Vµ +Aµ = −Rµ (3.3.4)

Rµ ≡ARµ = (Vµ −Aµ) R†
µ =(Vµ −Aµ)

† = −Vµ −Aµ = −Lµ (3.3.5)

ここで、(表記の問題だが、)Vµ、Aµ に倣って Lµ、Rµ を定義した。
ここでの (3.3.3)式の再定義の意味は、「物理的には反エルミートである Aµ(結合定数等を明記

すると Aµ = −igA′
µ と書けたことに注意)をエルミートだと思ってアノマリーの計算を行い、結

果を得た後最後に反エルミートに戻す」という、Euclid化の時間方向と似たような手続きを行う
という物である。この (3.3.3) 式の再定義は純粋に計算上の問題であることに注意。共変アノマ
リーの計算では、(3.2.1)式のような正則化関数で正則化することにより、Dirac演算子 D がエル
ミートではない場合でも問題なく正則化出来るようになっているためこのような問題は生じない。
このようにして新たにエルミートな Dirac演算子を以下のように得た。

D =iγµ {∂µ + Vµ + γ5Aµ} (3.3.6)

D† =− i {∂µ + Vµ + γ5Aµ}† γµ†

=− iγµ {−∂µ − Vµ − γ5Aµ}
=iγµ {∂µ + Vµ + γ5Aµ}
=D (3.3.7)
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この Dirac 演算子を用いて以下のように正則化関数を定義する。これは共変アノマリーの場合
(3.2.1)式に対応する物である。

f

(
λ2n
Λ2

)
= f

(
D2

Λ2

)
= exp

(
−D

2

Λ2

)
(3.3.8)

ここで、λn はエルミートな演算子である Dirac演算子 D の固有値であり、D のエルミート性か
ら λn は実数になるため λ2n ≥ 0が成り立つ。この (3.3.8)式を用いて正則化を行い、アノマリー
を計算した場合、整合アノマリーが導出されることを以下で見る。

Jacobianの計算
エルミートな Dirac演算子 D の固有関数を以下のように定義。

Dϕn(x) =λnϕn(x) (3.3.9)

(ϕ†m, ϕn) =

∫
d4xϕ†m(x)ϕn(x) = δm,n (3.3.10)

この固有関数 ϕを用いて ψ、ψ̄ を展開する。

ψ(x) =
∑
n

anϕn(x), ψ̄(x) =
∑
n

bnϕ
†
n(x) (3.3.11)

以下は 2.1.2節と同様の計算で Jacobianを求めれば良い。考えている変換が U(N)L であるため、
変換が non-abelianになっていることに注意。結局、Jacobianは 2.1.6節の計算で ϕ = φとした
物とほぼ同じになり、以下のようになる。

J =

(
det

[
δn,m + i

∫
d4xαa(x)ϕ†n(x)P+T

aϕm(x)

])−1

·
(
det

[
δn,m − i

∫
d4xαa(x)ϕ†n(x)P−T

aϕm(x)

])−1

≃ exp

[
−i
∫
d4x

∑
n

αa(x)ϕ†n(x)P+T
aϕn(x) + i

∫
d4x

∑
n

αa(x)ϕ†n(x)P−T
aϕn(x)

]

=exp

[
− lim

Λ→∞

∞∑
n

i

∫
d4xαa(x)

{
ϕ†n(x)P+T

ae−
λ2
n

Λ2 ϕn(x)− ϕ†n(x)P−T
ae−

λ2
n

Λ2 ϕn(x)
}]

=exp

[
− lim

Λ→∞

∞∑
n

i

∫
d4xαa(x)ϕ†n(x)γ5T

ae−
λ2
n

Λ2 ϕn(x)

]
≡ exp

[
−i
∫
d4xαa(x)Aa(x)

]
(3.3.12)

anomalyの計算
以下では (3.3.12) 式で定義した Aa を計算する。以下では T a を明示的に書く代わりに α =

αaT a を入れておくことにする。

αaAa(x) = lim
Λ→∞

∞∑
n

∫
d4xαa(x)ϕ†n(x)γ5T

ae−
λ2
n

Λ2 ϕn(x)
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= lim
Λ→∞

∫
d4k

(2π)4
Tr
[
αγ5e

−ikxe−
D2

Λ2 eikx
]

(3.3.13)

以下のように −D2 を変形する。

−D2 =− (i /D)2 = /D
2

=γµDµγ
νDν

=γµ
(
DL
µP+ +DR

µ P−
)
γν
(
DL
ν P+ +DR

ν P−
)

=γµγν
(
DL
µP− +DR

µ P+

) (
DL
ν P+ +DR

ν P−
)

=γµγν
(
DL
µD

R
ν P− +DR

µD
L
ν P+

)
(3.3.14)

ここで、(3.3.4)、(3.3.5)式の定義より以下の関係が成り立つ。

DL
µ =∂µ + Lµ (DL

µ )
† =− ∂µ −Rµ = −DR

µ (3.3.15)

DR
µ =∂µ +Rµ (DR

µ )
† =− ∂µ − Lµ = −DL

µ (3.3.16)

(3.3.14)式を用いて (3.3.13)式を変形する。

αaAa(x) = lim
Λ→∞

∫
d4k

(2π)4
Tr
[
αγ5e

−ikxe−
D2

Λ2 eikx
]

= lim
Λ→∞

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
α (P+ − P−) e

−ikx exp

{
1

Λ2
γµγν

(
DL
µD

R
ν P− +DR

µD
L
ν P+

)}
eikx

]
= lim

Λ→∞

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
αP+e

−ikx exp

{
1

Λ2
γµγν

(
DL
µD

R
ν P− +DR

µD
L
ν P+

)}
eikx

− αP−e
−ikx exp

{
1

Λ2
γµγν

(
DL
µD

R
ν P− +DR

µD
L
ν P+

)}
eikx

]

= lim
Λ→∞

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
αP+e

−ikx exp

{
1

Λ2
γµγνDR

µD
L
ν

}
eikx

− αP−e
−ikx exp

{
1

Λ2
γµγνDL

µD
R
ν

}
eikx

]

= lim
Λ→∞

1

2

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
αe−ikx

(
exp

{
1

Λ2
γµγνDR

µD
L
ν

}
− exp

{
1

Λ2
γµγνDL

µD
R
ν

})
eikx

+ αγ5e
−ikx

(
exp

{
1

Λ2
γµγνDR

µD
L
ν

}
+ exp

{
1

Λ2
γµγνDL

µD
R
ν

})
eikx

]

= lim
Λ→∞

1

2

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
αγ5e

−ikx
(
exp

{
1

Λ2
γµγνDR

µD
L
ν

}
+ exp

{
1

Λ2
γµγνDL

µD
R
ν

})
eikx

]
(3.3.17)

ここで、DR
µD

L
ν とDL

µD
R
ν を計算すると、それぞれに含まれている微分 ∂µ が更に右側にある関数
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にも作用することに注意して、

DR
µD

L
ν =(∂µ +Rµ) (∂ν + Lν)

=∂µ∂ν + ∂µLν +Rµ∂ν +RµLν (3.3.18)

DL
µD

R
ν =(∂µ + Lµ) (∂ν +Rν)

=∂µ∂ν + ∂µRν + Lµ∂ν + LµRν (3.3.19)

この結果を (3.3.17)式に代入すると、微分 ∂µ が完全系として導入した平面波 eikx に作用して ikµ

を落とす。この寄与を考慮してもう少し計算すると以下のようになる。

e−ikx
(
γµγνDR

µD
L
ν

)
eikx =e−ikx

{
1

2
[γµ, γν ] +

1

2
{γµ, γν}

}
(∂µ∂ν + ∂µLν +Rµ∂ν +RµLν) e

ikx

=ηµν {(∂µ + ikµ)(∂ν + ikν) + (∂µ + ikµ)Lν +Rµ(∂ν + ikν) +RµLν}

+
1

2
[γµ, γν ] {(∂µ + ikµ)Lν +Rµ(∂ν + ikν) +RµLν}

=ηµν {∂µ∂ν + 2ikµ∂ν − kµkν + ikµ(Lν +Rν) + ∂µLν +Rµ∂ν +RµLν}

+
1

2
[γµ, γν ] {∂µLν +Rµ∂ν + ikµ(Lν −Rν) +RµLν} (3.3.20)

DL
µD

R
ν の方も (3.3.20)式で Lと Rを入れ換えれば良いので以下のようになる。

e−ikx
(
γµγνDL

µD
R
ν

)
eikx =ηµν {∂µ∂ν + 2ikµ∂ν − kµkν + ikµ(Rν + Lν) + ∂µRν + Lµ∂ν + LµRν}

+
1

2
[γµ, γν ] {∂µRν + Lµ∂ν + ikµ(Rν − Lν) + LµRν} (3.3.21)

この計算結果は 2.1.2節では概ね (2.1.22) 式に対応するが、(3.3.20) 式を見ると gauge場に作用
する微分が未だ更に右側にも作用する形になっており、field strengthが構成出来ていないことに
注意。(2.1.22) 式では gauge 場部分は全て field strength の形に纏まってくれていたので計算が
楽だったが、ここではそうはなっていないため、以降の計算も少し大変になる。
(3.3.20)式で field strengthが構成出来ない原因を見るには、gauge場を V と Aに戻して書く

と分かりやすい。例えば以下の項を見る。

1

2
[γµ, γν ] {∂µLν +Rµ∂ν} =

1

2
[γµ, γν ] {∂µ(Vν +Aν) + (Vµ −Aµ)∂ν}

=
1

2
[γµ, γν ] {(∂µVν) + Vν∂µ + Vµ∂ν + (∂µAν) +Aν∂µ −Aµ∂ν}

=
1

2
[γµ, γν ] {(∂µVν)− Vµ∂ν + Vµ∂ν + (∂µAν)−Aµ∂ν −Aµ∂ν}

=
1

2
[γµ, γν ] {(∂µVν) + (∂µAν)− 2Aµ∂ν} (3.3.22)

∼1

4
[γµ, γν ]

{
FVµν + FAµν −Aµ∂ν

}
最後の ∼ は「abelian の場合には、」という意味で使った。(3.3.22) 式から分かる通り、field

strengthが構成出来ないのは Aµ 部分が原因である。
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(3.3.20)式と (3.3.21)式を (3.3.17)式に代入して計算を進めると、以下のようになる。

αaAa(x) = lim
Λ→∞

1

2

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
αγ5e

−ikx
(
exp

{
1

Λ2
γµγνDR

µD
L
ν

}
+ exp

{
1

Λ2
γµγνDL

µD
R
ν

})
eikx

]

= lim
Λ→∞

1

2

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
αγ5

(
exp

{
1

Λ2

[
ηµν
{
∂µ∂ν + 2ikµ∂ν − kµkν + ikµ(Lν +Rν)

+ ∂µLν +Rµ∂ν +RµLν
}
+

1

2
[γµ, γν ] {∂µLν +Rµ∂ν + ikµ(Lν −Rν) +RµLν}

]}
+ exp

{
1

Λ2

[
ηµν {∂µ∂ν + 2ikµ∂ν − kµkν + ikµ(Rν + Lν) + ∂µRν + Lµ∂ν + LµRν}

+
1

2
[γµ, γν ] {∂µRν + Lµ∂ν + ikµ(Rν − Lν) + LµRν}

]})]

= lim
Λ→∞

Λ4

2

∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

Tr

[
αγ5

(
exp

{
1

Λ
ηµνikµ (2∂ν + Lν +Rν)

+
1

Λ2
ηµν
{
∂µ∂ν + ∂µLν +Rµ∂ν +RµLν

}
+

1

Λ

1

2
[γµ, γν ]ikµ(Lν −Rν)

+
1

Λ2

1

2
[γµ, γν ] {∂µLν +Rµ∂ν +RµLν}

}
+ exp

{
1

Λ
ηµνikµ (2∂ν +Rν + Lν) +

1

Λ2
ηµν {∂µ∂ν + ∂µRν + Lµ∂ν + LµRν}

+
1

Λ

1

2
[γµ, γν ]ikµ(Rν − Lν) +

1

Λ2

1

2
[γµ, γν ] {∂µRν + Lµ∂ν + LµRν}

})]
(3.3.23)

この式中の expを 1/Λでべき展開することを考える。γ5 を掛けてトレースを取るので、残る項は
γµ が 4つ以上の偶数個含まれる項のみになる。(3.3.23)式に含まれる各項を以下のように略記し
て残る項を求める。

1

Λ
ηµνikµ (2∂ν + Lν +Rν) +

1

Λ2
ηµν
{
∂µ∂ν + ∂µLν +Rµ∂ν +RµLν

}
+

1

Λ

1

2
[γµ, γν ]ikµ(Lν −Rν) +

1

Λ2

1

2
[γµ, γν ] {∂µLν +Rµ∂ν +RµLν}

≡ 1

Λ
kµWµ +

1

Λ2
X +

1

2Λ
[γµ, γν ]kµYν +

1

2Λ2
[γµ, γν ]Zµν (3.3.24)

≡ A

べき展開で考えるべき Λ依存性とトレースの操作に効く γµ 依存性、k 積分に効く kµ 依存性を明
記して残し、その他の寄与をW,X, Y, Z で略記した。以下の説明で使うため、(3.3.24)式全体に
Aと名前を付けておいた。
トレースの操作によって残るのは A2 以上の項。(3.3.23)式全体に係数として Λ4 が掛かってい

るので、eA を展開して出る項のうち O(1/Λ5)以上の項は Λ → ∞の極限で落ちるため効かない。
よって、γµ の数が 1/Λの数以上にならないと残らないため、X の項はアノマリーに寄与しない。
W 項は k 積分を実行するとアノマリーに寄与することが分かる。
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ここで、γµ の数を見やすくするために、先に k 積分について整理しておく。k が奇数個含まれ
る項は奇関数になるため k で積分すると 0である。積分後に残るのは k を偶数個含む項のみであ
り、それらの積分をすると以下のようになる。∫

d4k

(2π)4
e−kµk

µ

=
1

(2π)4
π2 =

1

16π2∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

kµkν = lim
a→1

∫
d4k

(2π)4

(
−δ

µν

4

)
∂

∂a
e−akµk

µ

=
1

16π2

δµν

2
(3.3.25)∫

d4k

(2π)4
e−kµk

µ

kµkνkρkσ =
1

16π2

1

4
(δµνδρσ + δµρδνσ + δµσδνρ)

よって、kµ が複数個含まれる項では kがあったところの足を潰すことになる。この k積分を実行
すると δµν が出るため、その影響を見るため以下の式も準備しておく。

[γµ, γα]
[
γν , γβ

]
δµν =− 4

[
γα, γβ

]
− 12δαβ (3.3.26)

以上で準備した結果を用いて An のうちトレースを取った後に O(1/Λ4) 以内で残る項を求め
る。以下の計算で→は γ5 を掛けてトレースを取った時に消える項か、O(1/Λ5)以上の項を落と
す操作を意味する。今は残る項がどのような項なのかを知るのが目的であるため、W,X, Y, Z の
各項を掛ける順番を気にしないことにする。代わりに、例えばWX +XW のようにW とX1つ
ずつからなる項が計 2項ある場合、WX|2 項 のように項数を右下に明記しておく。∫

d4k

(2π)4
e−kµk

µ

A2 =

∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

(
1

Λ
kµWµ +

1

Λ2
X +

1

2Λ
[γµ, γν ]kµYν +

1

2Λ2
[γµ, γν ]Zµν

)2

→
∫

d4k

(2π)4
e−kµk

µ

(
1

2Λ
[γµ, γν ]kµYν +

1

2Λ2
[γµ, γν ]Zµν

)2

=
1

16π2

1

8Λ2
[γµ, γν ][γρ, γσ]δµρYνYσ +

1

16π2

1

4Λ4
[γµ, γν ][γρ, γσ]ZµνZρσ

=
1

16π2

1

8Λ2
(−4 [γν , γσ]− 12δνσ)YνYσ +

1

16π2

1

4Λ4
[γµ, γν ][γρ, γσ]ZµνZρσ

→ 1

16π2

1

4Λ4
[γµ, γν ][γρ, γσ]ZµνZρσ (3.3.27)

∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

A3 =

∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

(
1

Λ
kµWµ +

1

Λ2
X +

1

2Λ
[γµ, γν ]kµYν +

1

2Λ2
[γµ, γν ]Zµν

)3

→
∫

d4k

(2π)4
e−kµk

µ

(
1

4Λ4
kαWα[γ

µ, γν ][γρ, γσ]kµYνZρσ

∣∣∣∣
3!項

+
1

8Λ4
[γα, γµ][γβ , γν ][γρ, γσ]kαkβYµYνZρσ

∣∣∣∣
3項

)
=

1

16π2

(
1

8Λ4
[γµ, γν ][γρ, γσ]WµYνZρσ

∣∣∣∣
3!項

+
1

16Λ4
(−4 [γµ, γν ]− 12δµν)[γρ, γσ]YµYνZρσ

∣∣∣∣
3項

)
→ 1

16π2

(
1

8Λ4
[γµ, γν ][γρ, γσ]WµYνZρσ

∣∣∣∣
3!項
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− 1

4Λ4
[γµ, γν ] [γρ, γσ]YµYνZρσ

∣∣∣∣
3項

)
(3.3.28)

以上の (3.3.27)、(3.3.28)式で残った 3項はアノマリーに寄与する。
A4 項にもアノマリーに寄与する可能性がある項が存在し、以下のようになっている。A5 以上

の項は全て O(1/Λ5) 以上の項しか存在しないため Λ → ∞ の極限で落ち、アノマリーには効か
ない。∫

d4k

(2π)4
e−kµk

µ

A4 =

∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

(
1

Λ
kµWµ +

1

Λ2
X +

1

2Λ
[γµ, γν ]kµYν +

1

2Λ2
[γµ, γν ]Zµν

)4

→
∫

d4k

(2π)4
e−kµk

µ

(
1

4Λ4
[γα, γµ][γβ , γν ]kαkβk

γkδWγWδYµYν

∣∣∣∣
6項

+
1

8Λ4
[γβ , γµ][γγ , γν ][γδ, γρ]kαkβkγkδWαYµYνYρ

∣∣∣∣
4項

+
1

16Λ4
[γα, γµ][γβ , γν ][γγ , γρ][γδ, γσ]kαkβkγkδYµYνYρYσ

∣∣∣∣
4項

)
(3.3.29)

この (3.3.29)式を評価する。以下では第 1項から順に k積分を評価して行く。(先に結論を書いて
置くと、最終的には全ての項がアノマリーには効かないことが示される。)

第 1項は以下のような項である。∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ 1

4Λ4
[γα, γµ][γβ , γν ]kαkβk

γkδWγWδYµYν

∣∣∣∣
6項

=
1

16π2

1

16Λ4
[γα, γµ][γβ , γν ](δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ)WγWδYµYν

∣∣∣∣
6項

→ 1

16π2

1

16Λ4

(
[γγ , γµ][γδ, γν ] + [γδ, γµ][γγ , γν ]

)
WγWδYµYν

∣∣∣∣
6項

(3.3.30)

今は Euclideanなので、途中で添字の上下は気にしていないところがある。(以下同様)

ここで、(2.3.10)式を見ると以下の関係式が成り立つことが分かる。

Tr
[
γ5[γ

µ, γν ][γρ, γσ]
]
= −16ϵµνρσ (3.3.31)

この (3.3.31)式から、Tr[γ5 を演算する場合は [γµ, γν ][γρ, γσ]の添字は全て反対称であると思っ
て良いと分かる。この関係を使うと (3.3.30)式の計算を進めることが出来て、以下のようになる。

Tr

[
γ5

1

16π2

1

16Λ4

(
[γγ , γµ][γδ, γν ] + [γδ, γµ][γγ , γν ]

)
WγWδYµYν

]∣∣∣∣
6項

=
1

16π2

1

Λ4

(
ϵγµδν + ϵδµγν

)
WγWδYµYν

∣∣∣∣
6項

=
1

16π2

1

Λ4

(
ϵγµδν − ϵγµδν

)
WγWδYµYν

∣∣∣∣
6項

=0 (3.3.32)

よって、この項は落ちる。
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次に、第 2項を見る。∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ 1

8Λ4
[γβ , γµ][γγ , γν ][γδ, γρ]kαkβkγkδWαYµYνYρ

∣∣∣∣
4項

=
1

16π2

1

32Λ4
[γβ , γµ][γγ , γν ][γδ, γρ](δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ)WαYµYνYρ

∣∣∣∣
4項

(3.3.33)

ここで、今計算したいのは (3.3.23)式であり、(3.3.24)式以下ではこのうちのDR
µD

L
ν が含まれる

方の項のみを計算していた。前述の通り DL
µD

R
ν 部分を計算するには Lと Rを逆にするだけで良

い。(3.3.23)式を見ると、DR
µD

L
ν 項と DL

µD
R
ν 項はそれぞれ expを展開した後で足し合わせる必

要がある。そのため、(3.3.24) 式以下の計算で Lと R を逆にした時に符号が変わる項は DL
µD

R
ν

部分と相殺し、アノマリーには効かないと分かる。W,X, Y, Z の各項が Lと Rの交換でどのよう
に変化するのかを考えるため、(3.3.24)式を見返してW,X, Y, Z の具体形を思い出すと、以下の
ようになっていると分かる。

Wµ =i(2∂µ + Lµ +Rµ) (3.3.34)

X =ηµν(∂µ∂ν + ∂µLν +Rµ∂ν +RµLν) (3.3.35)

Yµ =i(Lµ −Rµ) (3.3.36)

Zµν =∂µLν +Rµ∂ν +RµLν (3.3.37)

よって、X と Z は Lと Rの交換で大きく変化してしまうが、W は Lと Rの交換で不変な形、Y
は Lと R の交換で符号が変わるだけ、という構造になっていると分かる。このことから、W と
Y のみからなる項ではDR

µD
L
ν 項を計算するだけでDL

µD
R
ν 項の寄与も計算でき、特にW と Y の

みを含みかつ Y を奇数個含む項は相殺してアノマリーに効かない。(3.3.33)式を見るとW と Y

のみを含み、かつ Y を 3個含むためこの項は DL
µD

R
ν の寄与と相殺すると分かる。よって、第 2

項もアノマリーには効かない。
最後に、第 3項を見る。∫

d4k

(2π)4
e−kµk

µ 1

16Λ4
[γα, γµ][γβ , γν ][γγ , γρ][γδ, γσ]kαkβkγkδYµYνYρYσ

∣∣∣∣
4項

=
1

16π2

1

16Λ4
[γα, γµ][γβ , γν ][γγ , γρ][γδ, γσ](δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ)YµYνYρYσ

∣∣∣∣
4項
(3.3.38)

以下の公式を使ってこの計算を進める。

[γµ, γν ][γρ, γσ]− [γρ, γσ][γµ, γν ]

=− 4 (δνρ[γµ, γσ]− δµρ[γν , γσ] + δµσ[γν , γρ]− δνσ[γµ, γρ]) (3.3.39)
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この式は以下のような計算によって得られる。

γργσγµγν =γµγνγργσ − 2γµγσδνρ + 2γµγρδνσ − 2γσγνδµρ + 2γργνδµσ (3.3.40)

[γρ, γσ][γµ, γν ] =γργσγµγν − γσγργµγν − γργσγµγν + γσγργνγµ

=[γµ, γν ][γρ, γσ]

+ 2(−2γµγσδνρ + 2γµγρδνσ − 2γσγνδµρ + 2γργνδµσ)

− 2(−2γνγσδµρ + 2γνγρδµσ − 2γσγµδνρ + 2γργµδνσ)

=[γµ, γν ][γρ, γσ]

+ 4(−[γµ, γσ]δνρ + [γµ, γρ]δνσ − [γσ, γν ]δµρ + [γρ, γν ]δµσ) (3.3.41)

(3.3.26)式と (3.3.39)式を使って (3.3.38)式の [γµ, γν ]の積の部分を計算すると、以下のように
なる。

Tr
[
γ5[γ

α, γµ][γβ , γν ][γγ , γρ][γδ, γσ](δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ)
]

=Tr
[
γ5(−4 [γµ, γν ]− 12δµν)(−4 [γρ, γσ]− 12δρσ)

]
− Tr

[
γ5[γ

α, γµ][γγ , γρ][γβ , γν ][γδ, γσ]δαγδβδ
]

+Tr
[
γ5[γ

α, γµ](−4)
(
δνγ [γβ , γρ]− δβγ [γν , γρ] + δβρ[γν , γγ ]− δνρ[γβ , γγ ]

)
[γδ, γσ]δαγδβδ

]
+Tr

[
γ5(−4 [γσ, γµ]− 12δσµ)(−4 [γν , γρ]− 12δνρ)

]
=16Tr

[
γ5 [γ

µ, γν ] [γρ, γσ]
]

− Tr
[
γ5(−4[γµ, γρ]− 12δµρ)(−4[γν , γσ]− 12δνσ)

]
− 4Tr

[
γ5
(
[γν , γµ](−4[γρ, γσ]− 12δρσ)− [γα, γµ][γν , γρ][γδ, γσ]δαδ

+ (4[γµ, γν ] + 12δµν)[γρ, γσ]− δνρ(4[γµ, γβ ] + 12δµβ)[γδ, γσ]δβδ
)]

+ 16Tr
[
γ5 [γ

σ, γµ] [γν , γρ]
]

=− (16)2(ϵµνρσ − ϵµρνσ + ϵσµνρ)

− 4Tr
[
γ5
(
− 4[γν , γµ][γρ, γσ]− (−4[γσ, γµ]− 12δσµ)[γν , γρ] + 4[γµ, γν ][γρ, γσ]

)]
=− (16)2(ϵµνρσ + ϵµνρσ − ϵµνρσ)

+ (16)2(−ϵνµρσ + ϵσµνρ + ϵµνρσ)

=0 (3.3.42)

よって、第 3項もアノマリーには効かない。
以上の計算から、(3.3.29)式はアノマリーに寄与しないことが分かった。
よって、以下では (3.3.27)、(3.3.28)式を計算してアノマリーを求める。これらの式は既にべき
展開した後の表式なので、DL

µD
R
ν 部分からの寄与を求めて足すことが出来る。(3.3.37)式で定義

した Zµν を以下では ZLµν と書くことにして、DL
µD

R
ν 部分から出る Z 項を ZRµν と書く。(3.3.23)

式をべき展開し、γ 行列に対するトレースも実行してしまった物をW,Y,ZL, ZR を使って書くと
以下のようになる。

αaAa(x) = lim
Λ→∞

Λ4

2

∫
d4k

(2π)4
e−kµk

µ

Tr

[
αγ5

(
exp

{
1

Λ
kµWµ +

1

Λ2
XL +

1

2Λ
[γµ, γν ]kµYν

+
1

2Λ2
[γµ, γν ]ZLµν

}
+ exp

{
1

Λ
kµWµ +

1

Λ2
XR − 1

2Λ
[γµ, γν ]kµYν
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+
1

2Λ2
[γµ, γν ]ZRµν

})]

=
−1

2π2
ϵµνρσtr

[
α

(
1

2!

1

4

(
ZLµνZ

L
ρσ + ZRµνZ

R
ρσ

)
+

1

3!

1

8

{(
WµYνZ

L
ρσ + YνWµZ

L
ρσ + YνZ

L
ρσWµ + ZLµνWρYσ +WρZ

L
µνYσ + ZLµνYσWρ

)
−
(
WµYνZ

R
ρσ + YνWµZ

R
ρσ + YνZ

R
ρσWµ + ZRµνWρYσ +WρZ

R
µνYσ + ZRµνYσWρ

)}
− 1

3!

1

4

{(
YµYνZ

L
ρσ − YµZ

L
νρYσ + ZLµνYρYσ

)
+
(
YµYνZ

R
ρσ − YµZ

R
νρYσ + ZRµνYρYσ

)})]

=
−1

96π2
ϵµνρσtr

[
α

(
6
(
ZLµνZ

L
ρσ + ZRµνZ

R
ρσ

)
+
(
WµYνZ

L
ρσ − YµWνZ

L
ρσ − YµZ

L
νρWσ + ZLµνWρYσ +WµZ

L
νρYσ − ZLµνYρWσ

)
−
(
WµYνZ

R
ρσ − YµWνZ

R
ρσ − YµZ

R
νρWσ + ZRµνWρYσ +WµZ

R
νρYσ − ZRµνYρWσ

)
− 2

(
YµYνZ

L
ρσ − YµZ

L
νρYσ + ZLµνYρYσ

)
− 2

(
YµYνZ

R
ρσ − YµZ

R
νρYσ + ZRµνYρYσ

))]
(3.3.43)

この中で、W と Z は微分演算子であることに注意。
以下では、(3.3.43) 式の各項を具体的に計算し、gauge場 Lµ, Rµ を使って表記する。最初に、

左巻きの gauge場 Lのみを含む項について計算する。Rのみを含む項は Lを Rに置き換えるだ
けなので直ぐに得られる。(3.3.43)式の各項から Lのみを含む項を取り出す。(以下では→を「L
のみを含む項を取り出す」という意味で使う。)

ϵµνρσ
(
ZLµνZ

L
ρσ + ZRµνZ

R
ρσ

)
=ϵµνρσ(∂µLν +Rµ∂ν +RµLν)(∂ρLσ +Rρ∂σ +RρLσ)

+ ϵµνρσ(∂µRν + Lµ∂ν + LµRν)(∂ρRσ + Lρ∂σ + LρRσ)

→ϵµνρσ(∂µLν∂ρLσ + Lµ∂νLρ∂σ) (3.3.44)

ϵµνρσ
(
WµYνZ

L
ρσ − YµWνZ

L
ρσ − YµZ

L
νρWσ + ZLµνWρYσ +WµZ

L
νρYσ − ZLµνYρWσ

)
→− 2ϵµνρσ (∂µLν∂ρLσ − Lµ∂ν∂ρLσ − Lµ∂νLρ∂σ + ∂µLν∂ρLσ + ∂µ∂νLρLσ − ∂µLνLρ∂σ)

− ϵµνρσ (LµLν∂ρLσ − LµLν∂ρLσ − Lµ∂νLρLσ + ∂µLνLρLσ + Lµ∂νLρLσ − ∂µLνLρLσ)

=− 2ϵµνρσ (2∂µLν∂ρLσ − Lµ∂ν∂ρLσ − Lµ∂νLρ∂σ + ∂µ∂νLρLσ − ∂µLνLρ∂σ) (3.3.45)

−ϵµνρσ
(
WµYνZ

R
ρσ − YµWνZ

R
ρσ − YµZ

R
νρWσ + ZRµνWρYσ +WµZ

R
νρYσ − ZRµνYρWσ

)
→2ϵµνρσ (∂µLνLρ∂σ − Lµ∂νLρ∂σ − LµLν∂ρ∂σ + Lµ∂ν∂ρLσ + ∂µLν∂ρLσ − Lµ∂νLρ∂σ)

ϵµνρσ (LµLνLρ∂σ − LµLνLρ∂σ − LµLν∂ρLσ + Lµ∂νLρLσ + LµLν∂ρLσ − Lµ∂νLρLσ)

=2ϵµνρσ (∂µLνLρ∂σ − 2Lµ∂νLρ∂σ − LµLν∂ρ∂σ + Lµ∂ν∂ρLσ + ∂µLν∂ρLσ) (3.3.46)
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−2ϵµνρσ
(
YµYνZ

L
ρσ − YµZ

L
νρYσ + ZLµνYρYσ + YµYνZ

R
ρσ − YµZ

R
νρYσ + ZRµνYρYσ

)
→2ϵµνρσ (LµLν∂ρLσ − Lµ∂νLρLσ + ∂µLνLρLσ + LµLνLρ∂σ − LµLν∂ρLσ + Lµ∂νLρLσ)

=2ϵµνρσ (∂µLνLρLσ + LµLνLρ∂σ)

=2ϵµνρσ (∂µ(LνLρLσ) + LνLρLσ∂µ + LµLνLρ∂σ)

=2ϵµνρσ∂µ (LνLρLσ) (3.3.47)

このままでは (3.3.47)式を除いて微分 ∂µ が直ぐ右にある場以外にも作用する、微分演算子の形で
ある。例えば、今のままでは ∂µLν = ∂µ(Lν) + Lν∂µ の意味で書いている。この微分を (通常良
く用いる表記と同様の)直ぐ右にある場のみの作用する形になるように、即ち ∂′µLν ≡ ∂µ(Lν)の
意味になるように書き換える。ここで、∂µ と区別するために ∂′µ を「直ぐ右の場のみを微分する演
算子」として定義した。(3.3.44)、(3.3.45)、(3.3.46)式の寄与を足し上げた物を以下で計算する。

ϵµνρσ6
(
ZLµνZ

L
ρσ + ZRµνZ

R
ρσ

)
+
(
WµYνZ

L
ρσ − YµWνZ

L
ρσ − YµZ

L
νρWσ + ZLµνWρYσ +WµZ

L
νρYσ − ZLµνYρWσ

)
−
(
WµYνZ

R
ρσ − YµWνZ

R
ρσ − YµZ

R
νρWσ + ZRµνWρYσ +WµZ

R
νρYσ − ZRµνYρWσ

)
→2ϵµνρσ

{
3(∂µLν∂ρLσ + Lµ∂νLρ∂σ)

− (2∂µLν∂ρLσ − Lµ∂ν∂ρLσ − Lµ∂νLρ∂σ + ∂µ∂νLρLσ − ∂µLνLρ∂σ)

+ (∂µLνLρ∂σ − 2Lµ∂νLρ∂σ − LµLν∂ρ∂σ + Lµ∂ν∂ρLσ + ∂µLν∂ρLσ)
}

=2ϵµνρσ
{
2∂µLν∂ρLσ + 2Lµ∂νLρ∂σ + 2Lµ∂ν∂ρLσ + 2∂µLνLρ∂σ

+ ∂µ∂νLρLσ − LµLν∂ρ∂σ

}
=2ϵµνρσ

{
2
(
∂′µLν∂

′
ρLσ + Lν∂

′
ρLσ∂

′
µ + ∂′µLνLσ∂

′
ρ + Lν∂

′
µLσ∂

′
ρ

+ Lµ∂
′
νLρ∂

′
σ + Lµ∂

′
ρLσ∂

′
ν + Lµ∂

′
νLσ∂

′
ρ + ∂′µLνLρ∂

′
σ + Lν∂

′
µLρ∂

′
σ

)
+ ∂′νLρ∂

′
µLσ + ∂′νLρLσ∂

′
µ + ∂′µLρ∂

′
νLσ + ∂′µLρLσ∂

′
ν + Lρ∂

′
µLσ∂

′
ν + Lρ∂

′
νLσ∂

′
µ

}
=4ϵµνρσ∂′µLν∂

′
ρLσ (3.3.48)

よって結局、(3.3.43)式から Lのみを含む項を取り出すと以下のようになる。

αaAa(x) =
−1

96π2
ϵµνρσtr

[
α

(
6
(
ZLµνZ

L
ρσ + ZRµνZ

R
ρσ

)
+
(
WµYνZ

L
ρσ − YµWνZ

L
ρσ − YµZ

L
νρWσ + ZLµνWρYσ +WµZ

L
νρYσ − ZLµνYρWσ

)
−
(
WµYνZ

R
ρσ − YµWνZ

R
ρσ − YµZ

R
νρWσ + ZRµνWρYσ +WµZ

R
νρYσ − ZRµνYρWσ

)
− 2

(
YµYνZ

L
ρσ − YµZ

L
νρYσ + ZLµνYρYσ

)
− 2

(
YµYνZ

R
ρσ − YµZ

R
νρYσ + ZRµνYρYσ

))]

→ −1

96π2
ϵµνρσtr

[
α

(
4∂′µLν∂

′
ρLσ + 2∂′µ (LνLρLσ)

)]

=
−1

24π2
ϵµνρσtr

[
α

(
∂′µLν∂

′
ρLσ +

1

2
∂′µ (LνLρLσ)

)]
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=
−1

24π2
ϵµνρσtr

[
α∂′µ

(
Lν∂

′
ρLσ +

1

2
(LνLρLσ)

)]
(3.3.49)

ここで、∂′µ と書いていた微分を “通常の”記法である ∂µ に書き換えて、(勿論この ∂µ は直ぐ右の
場のみを微分するという意味である)

αaAa(x) → −1

24π2
ϵµνρσtr

[
α∂µ

(
Lν∂ρLσ +

1

2
(LνLρLσ)

)]
(3.3.50)

Rのみを含む項も上の計算で Lと Rを置き換えるだけで良いので全く同様に計算出来て、以下
のようになる。

αaAa(x) → −1

24π2
ϵµνρσtr

[
α∂µ

(
Rν∂ρRσ +

1

2
(RνRρRσ)

)]
(3.3.51)

最後に、Lと Rを両方含む項について計算する必要があるが、以降の議論ではそれほど重要で
はないため計算を省略する。

3.3.2 整合アノマリー

前節の計算で求めたアノマリーは、共変アノマリーとは明らかに異なる形をしている。このア
ノマリーは「整合アノマリー」と呼ばれる種類のアノマリーで、共変アノマリーのように field

strengthで書くことが出来ず、一見扱うのが大変そうである。しかし、整合アノマリー特有の良
い性質もあり、共変アノマリー以上に広く用いられている形式である。
例として左巻きの gauge場のみが結合した理論で考える。(3.3.50)式で見たように、整合アノ

マリーは以下のように書ける。

lnJ =− i

∫
d4xαaAa(x)

=i

∫
d4x

1

24π2
ϵµνρσtr

[
α∂µ

(
Lν∂ρLσ +

1

2
(LνLρLσ)

)]
(3.3.52)

これと比較するために共変アノマリーを以下のように書く。(3.1.2)式より、U(1)L アノマリーの
場合に、

lnJ =i

∫
d4x

1

32π2
ϵµνρσtr

[
α(x)FLµνF

L
ρσ

]
=i

∫
d4x

1

32π2
ϵµνρσtr

[
α∂µ

(
Lν∂ρLσ +

2

3
(LνLρLσ)

)]
(3.3.53)

ここで、最後のイコールが成り立つのは αが abelianで tr
[
FLµνF

L
ρσ

]
という形が作れる場合に限

ることに注意。こう書くと比較しやすく、整合アノマリーと共変アノマリーの違いは、「全体の係
数」と「第 2項 L3 の係数」であり、このうち後者は gauge場が non-abelianの場合にしか効かな
い。逆に言うと、アノマリーを持つ群と gauge場が全て abelianの場合でも全体の係数分の違い
は存在する。もし Dirac 演算子 D が (Aµ をエルミートとして見做す、と言うような操作をしな
くても)エルミートである場合、D†D = D2 となるため前節で計算した正則化と共変アノマリー
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を計算した時の正則化が一致するが、2.1.2節の計算結果を見るとその係数から計算していたアノ
マリーが共変アノマリーであったことが分かる。これは gauge場がベクトル的に結合している物
のみの場合に一般に言えて、D†D = D2 の場合に藤川の手法で exp(−D2/Λ2)の正則化を用いて
計算して得られるアノマリーは共変アノマリーである。
共変アノマリーは field strength を使って書けたことからも分かるように gauge不変な形をし

ているが、整合アノマリーは (3.3.52)式から分かるように gauge不変な形をしていない。

3.3.3 Wess-Zumino無矛盾性条件

整合アノマリーは「Wess-Zumino無矛盾性条件」(以下、WZ条件)という条件式を満たす。整
合アノマリーの「整合 (consistent)」は、このWZ条件を満たすという性質に由来する。
以下では gaugeアノマリーを考える。パラメータ ξ で有効作用 Γを gauge変換した時、gauge

アノマリーの寄与によって有効作用 Γが変換を受け、以下のように書ける。

δξΓ = ⟨lnJ ⟩ ≡ Aξ (3.3.54)

ここで、Aξ はパラメータ ξ で変換した時のアノマリー (を x積分した物)である。δξ はパラメー
タ ξ による無限小 gauge変換で、以下のように書ける。

δξ = fabcξb
δ

δξc
(3.3.55)

WZ条件は以下のように書ける。

δξAη − δηAξ = A[η,ξ] (3.3.56)

整合アノマリーは、このWZ条件を満たす範囲であれば変形出来る自由度を持っている。特に、
整合アノマリーに局所項を gauge変換したような項を加えてもWZ条件を破らない。例えば局所
項を X と書くと、これは以下のように示せる。

δξ(Aη + δηX)− δη(Aξ + δξX) = A[η,ξ] + (δξδηX − δηδξX) = A[η,ξ] (3.3.57)

3.3.4 カレント保存則の破れ

アノマリーを「カレント保存則の破れ」として理解する場合、共変アノマリーと整合アノマリー
は形が違うため、一見するとカレント保存の破れの大きさが違って見える。しかしこの理解は正
しくなく、共変アノマリーと整合アノマリーで異なるカレントを見ていると捉えるのが正解であ
る。整合アノマリーに対応するカレントを整合カレントと呼び、以下のように定義する。

j(con)µa =
δΓ

δAaµ
(3.3.58)

ここで、Γは有効作用である。これを共形カレントの定義 (3.2.2)と比べると、ほぼ同じようにも
見えるが違いがある。
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整合カレントは以下の関係式を満たす。

δ

δAaµ
j(con)νa − δ

δAaν
j(con)µa = 0 (3.3.59)

整合カレントに関するカレント保存則の破れは整合アノマリーを使って以下のように書ける。
(3.3.50)式より、

Dµj
(con)µ
a =− iAa

=
i

24π2
ϵµνρσtr

[
T a∂µ

(
Lν∂ρLσ +

1

2
(LνLρLσ)

)]
(3.3.60)

この式は共変アノマリーの場合の (3.2.4)式に対応する。

3.4 共変アノマリーと整合アノマリーの比較
ここまでで、「共変アノマリー」「整合アノマリー」の 2種類のアノマリーの表式を導入した。こ

れらは全く異なる表式にも見えるが、実は互いに移り変わることが可能である。
以下では、これらの違いについてまとめた後、両者の関係性について見る。
ここでは、[13, 14, 15]を参考にした。

3.4.1 藤川の手法における正則化

axialな gauge場が理論に含まれる場合、藤川の手法で用いる正則化を変えることで共変アノマ
リーと整合アノマリーをそれぞれ得ることが出来た。正則化に使う関数は、それぞれ以下のよう
な関数だった。

共変アノマリー

exp

(
−D

†D

Λ2

)
, exp

(
−DD

†

Λ2

)
(3.4.1)

ここで、D†D と DD† の固有値はそれぞれ正の実数になることが示せるため、Dirac演算子 D

がエルミートではない場合でもこの関数で正則化が可能。

整合アノマリー

exp

(
−D

2

Λ2

)
= exp

(
/D
2

Λ2

)
(3.4.2)

ここで、この関数で正則化するためには Dirac演算子 D の固有値が実数である必要があったた
め、D はエルミート演算子である必要がある。axial な gauge 場 Aµ が入っている場合は元々反
エルミートに定義された Aµ を「エルミートに再定義」することで D をエルミートにする必要が
あった。
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3.4.2 カレントの定義

アノマリーを「カレント保存則の破れ」として見た時、共変アノマリーと整合アノマリーでは
異なるカレントを見ていることに対応した。

共変アノマリー
共変カレントは以下のように定義された。

j(cov)µa =

〈
δS

δAaµ

〉
(3.4.3)

共変カレントは gauge変換に対して共変的に振る舞う。即ち、以下の関係式を満たす。

δξj
(cov)µ
a =− ifabcξb

〈
δS

δAcµ

〉
=− ifabcξbj

(cov)µ
c

=[j(cov)µ, ξ]a (3.4.4)

整合アノマリー
整合カレントは以下のように定義された。

j(con)µa =
δΓ

δAaµ
(3.4.5)

整合カレントは gauge変換に対して整合的に振る舞う。即ち、以下の式を満たす。

δ

δAaµ
j(con)νa − δ

δAaν
j(con)µa = 0 (3.4.6)

3.4.3 Bardeen-Zumino多項式

共形カレントと整合カレントは一致しない。

j(cov)µa =

〈
δS

δAaµ

〉
̸= δΓ

δAaµ
= j(con)µa (3.4.7)

しかし、これらのカレントの差は「Bardeen-Zumino多項式」(以下 BZ多項式)[16]を用いて表
すことが出来る。BZ多項式 Pµa は整合アノマリー Aa

(con) を用いて以下のように定義される。

δξPµa (x) =− ifabcξbPµc (x)−
∫
ddyξb(y)

δ

δAaµ(x)
Ab

(con)(y)

=[Pµ, ξ]a −
∫
ddyξb(y)

δ

δAaµ(x)
Ab

(con)(y) (3.4.8)
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これは、整合カレントの gauge変換性を見ることで決められる。整合カレントの gauge変換は以
下の関係を満たす。

δξj
(con)µ
a = −ifabcξbj(con)µc +

∫
ddyξb(y)

δ

δAaµ(x)
Ab

(con)(y) (3.4.9)

この第 2 項のおつりの部分を消去することで共変カレントを構成することが出来るため、gauge

変換で (3.4.9)式第 2項を出すような多項式を加えれば整合カレントを共変カレントに変換するこ
とが可能である。この要請から BZ多項式の形が (3.4.8)式のように決まり、共変カレントと整合
カレントは BZ多項式を介して以下の関係にある。

j(cov)µa = j(con)µa + Pµa (3.4.10)

例えば、2.1.2節で計算したような vector的に gauge場が結合している 4次元の理論の U(N)A

アノマリーを見る場合、BZ多項式は以下のような形で書ける。

Pµa = − i

48π2
ϵµνρσtr

[
T a (AνFρσ + FνρAσ −AνAρAσ)

]
(3.4.11)

この BZ 多項式で共変アノマリーと整合アノマリーが結び付くことも以下のように確認出来る。
(3.4.10)式より、アノマリーの差は BZ多項式の微分に対応する。即ち、

Dµj
(cov)µ
a −Dµj

(con)µ
a = DµPµa (3.4.12)

この式の左辺を計算すると、以下のようになる。

Dµj
(cov)µ
a −Dµj

(con)µ
a =i

1

32π2
ϵµνρσtr [T aFµνFρσ]

− i
1

24π2
ϵµνρσtr

[
T a∂µ

(
Aν∂ρAσ +

1

2
AνAρAσ

)]
=i

1

32π2
ϵµνρσtr

[
T a (∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]) (∂ρAσ − ∂σAρ + [Aρ, Aσ])

]
− i

1

24π2
ϵµνρσtr

[
T a∂µ

(
Aν∂ρAσ +

1

2
AνAρAσ

)]
=

i

48π2
ϵµνρσ

{
∂µtr

[
T a (AνFρσ + FνρAσ −AνAρAσ)

]
+ tr

[
[T a, Aµ] (AνFρσ + FνρAσ −AνAρAσ)

]}
=

i

48π2
ϵµνρσDµtr

[
T a (AνFρσ + FνρAσ −AνAρAσ)

]
=DµPµa (3.4.13)

3.4.4 Wess-Zumino無矛盾性条件

3.3.3 節で整合アノマリーに対して成立するWZ 条件を導入した。実は似たような条件式を共
変アノマリーに対しても構成することが可能である。
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共変アノマリー
共変アノマリーに対するWZ条件 (「共変アノマリー条件」と呼ぶ)は以下のように書ける。

δξAη − δηAξ = 2A[η,ξ] (3.4.14)

WZ条件と比べると、右辺が 2倍ずれていることが分かる。

整合アノマリー
整合アノマリーはWZ条件を満たす。WZ条件は以下のような関係式であった。

δξAη − δηAξ = A[η,ξ] (3.4.15)
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第 4章

トポロジカル項

この章では、トポロジカル項を含む場の理論について解説する。特に、θ 項に注目し、アノマ
リーとの関係について見る。

4.1 θ項
AS指数定理より、4次元での Dirac operatorの指数は以下のように書けた。

Ind /D =

(
i

2π

)2
1

2

∫
tr [F ∧ F ] (4.1.1)

この F ∧ F という項はトポロジカルな性質を持つ項である。
この

∫
F ∧ F という項を作用に加える事を考えてみる。F は gauge場のみから作られるので、

この項は Dirac operatorがない場合、即ち、fermionがいない場合にも考えることができる。始
めに、gauge場のみから成る作用として Yang-Mills作用を考える。この Yang-Mills作用に以下
のような項を加える。(ここでは、始めに平坦なMinkowski時空の場合で考えることにする。)

− θ

8π2

∫
tr [F ∧ F ] = − θ

32π2

∫
d4xϵµνρσFµνFρσ (4.1.2)

ここで、θ はパラメータである。この (4.1.2)式で書かれる項を θ 項と呼ぶ。
θ 項を加えた 4次元 SU(N)Yang-Mills理論の作用は、(結合定数 g まで explicitに書くと、)

SYM =− 1

g2

∫
tr [F ∧ ∗F ]− θ

8π2

∫
tr [F ∧ F ] (4.1.3)

=− 1

2g2

∫
d4xtr [FµνFµν ]−

θ

32π2

∫
d4xtr [ϵµνρσFµνFρσ] (4.1.4)

ここで、trは SU(N)の足に対するトレースである。
(4.1.1)式は 4次元に限らず一般の偶数次元で定義可能である事を考えると、(4.1.2)式の θ項も

同様に一般の偶数次元で定義可能であると分かる。一般の d 次元の θ 項は以下のように書ける。
(dは偶数)

Sθ = θ

∫
tr e

i
2πF

∣∣∣∣
d−form

(4.1.5)

本節では、この θ 項の性質について見て行く。
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計算メモ (g ̸= 1の場合の結合定数の扱い)

結合定数を g ̸= 1としてちゃんと入れた場合の扱いについて書いておく。共変微分を以下のよ
うに定義する。

Dµ = ∂µ − igaµ = ∂µ +Aµ (4.1.6)

ここで、aµ がエルミートになるように定義した gauge 場で、Aµ は反エルミートである。field

strengthは aで書いた時に自然になるように定義した物を f、Aで書いたときに自然になるよう
に定義した物を F と書くと、

fµν =
i

g
[Dµ, Dν ]

=∂µaν − ∂νaµ − ig[aµ, aν ]

=
i

g
{∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]}

=
i

g
Fµν (4.1.7)

よって、f を使って Yang-Mills作用を書き、その後 F に書き直せば −1/g2 が作用全体に掛かる
係数として出る。ここで、F は g に依存しないため、F で作用を書いて仕舞えば g 依存性は作用
の係数としてしか効かない、即ち古典的な運動方程式には効かないことに注意。
θ 項の係数は、θ 項が Sθ = −inθ(n ∈ Z)を満たす、即ち θ が 2π 周期性を持つようにすること

で決まる。θ の 2π 周期性については後で詳しく議論する。Dµ = ∂µ + Aµ と書いた場合に結合
定数を含まない形で F が書けるため、Sθ ∝

∫
F ∧ F の形で書けば θ 項に結合定数 g が入らず、

n ∈ Zを満たすことが可能になる。(4.1.1)式の indexの定義も参照すると、4次元の場合の θ 項
は以下のように決めれば良いと分かる。

Sθ =θ

(
i

2π

)2
1

2

∫
tr [F ∧ F ]

=− θ

8π2

∫
tr [F ∧ F ]

=− θ

32π2

∫
d4xtr [ϵµνρσFµνFρσ]

=
θg2

32π2

∫
d4xtr [ϵµνρσfµνfρσ] (4.1.8)

4次元 θ項付きの Yang-Mills作用をMinkowskiの場合で書くと、それぞれ f と F で書くと以
下のように書ける。

SYM =
1

2

∫
d4xtr [fµνf

µν ] +
θg2

32π2

∫
d4xtr [ϵµνρσfµνfρσ]

=− 1

2g2

∫
d4xtr [FµνF

µν ]− θ

32π2

∫
d4xtr [ϵµνρσFµνFρσ] (4.1.9)

本論文では、基本的にここで F と書いた方の notationを採用する。
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4.1.1 4次元 θ項

θ項の具体的な例として、4次元の場合を考える。以下では、簡単のため Euclideanの場合を考
える。(4.1.2)式の 4次元 θ 項を Euclid化すると、以下のようになる。

S
(4D)
θ =

iθ

8π2

∫
tr [F ∧ F ] = iθ

32π2

∫
d4xtr [ϵµνρσFµνFρσ] (4.1.10)

θ 項の重要な性質の一つとして、全微分で書けることが挙げられる。これは以下のように分
かる。

iθ

32π2

∫
d4xtr [ϵµνρσFµνFρσ] =

iθ

64π2

∫
d4xϵµνρσF aµνF

a
ρσ (4.1.11)

=
iθ

64π2

∫
d4x∂µ

{
ϵµνρσ

(
AaνF

a
ρσ +

1

3
gfabcA

a
νA

b
ρA

c
σ

)}
(4.1.12)

=
iθ

64π2

∫
d4x∂µK

µ (4.1.13)

よって、Kµ の全微分の形で書けるため、古典的には運動方程式に効かないトポロジカルな項であ
る。この性質は微分形式で書くともっと簡単に見ることが出来る。

iθ

8π2

∫
tr [F ∧ F ] = iθ

8π2

∫
tr

[
d

(
AdA+

2

3
A ∧A ∧A

)]
(4.1.14)

微分形式で書くとこのように式変形可能である。よって、全微分で書けることは明らか。

4.1.2 θの 2π 周期性

θ 項の係数は θ で書かれるが、これはこの係数が 2π 周期性を持つ事に由来する。ここでは、こ
の θ の値域が (閉多様体上の理論を考えた場合に限り)[0, 2π)であることを示す。
ここでは (特に理由はないが)Euclideanの場合で考える。閉多様体上の Dirac operatorを考え

た場合、その indexは整数値を返した。(4.1.5)式から分かるように θ 項も indexと同じ形で書け
るため、閉多様体上での理論を考える場合、作用は整数値を返す。そのため、積分を実行した後
の作用は、

Sθ = −iθ
∫

tr e
i

2πF = −inθ (4.1.15)

と書ける。ここで n ∈ Zである。
閉多様体上で、θ項付きの理論の分配関数を考える。作用を S = Sθ + Sother と θ項部分だけ分

けて考えると、

Z =

∫
DAD(ghosts)D(otherfields)e−S

=

∫
DAD(ghosts)D(otherfields)e−Sothere−Sθ

=Zothere
inθ (4.1.16)
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となり、θ 項は分配関数の phaseとしてのみ効くと分かる。ここで、閉多様体上の nは整数であ
るため θ ∼ θ + 2π が成立する。
この議論は考える空間が閉多様体でない場合には n ∈ Zが保証されないため成立しない。しか

し、通常 (Euclideanの)場の理論で考える R4 上の理論でも、無限遠で場の値が 0になるという
条件を課す場合には全空間での積分を実行した時に n ∈ Zの条件が実現出来るため θ ∼ θ+2πで
ある。一般に、gauge場がある有限の領域のみで値を持つ場合、その領域での積分が実行できれば
n ∈ Zが実現可能だが、例えば境界のある多様体を考えた場合や、gauge場が無限遠でも値を持
つ場合などでは成立しない。
ここで、n ∈ Zを考えたが、この nをインスタントン数と呼ぶ。

4.2 θ項付き QCD

QCD に θ 項を加えた場合の物理について見る。特に、fermion を加えることで前節で見た
Yang-Mills理論の場合とは異なる振る舞いを示す場合に注目する。
前節で見たように、基本的には θ項はDirac operatorの indexと同じ形をしているため fermion

が入った場合でも自然に定義出来る。この index はアノマリーの議論から出た表式であるため、
QCDでは θ 項と fermionのアノマリーが強く関係する。
本節では全て Euclideanの場合で議論する。

4.2.1 カイラル対称性がある場合

理論にカイラル対称性がある場合、即ち fermionがmasslessの場合を考える。例として 4次元
の理論を考え、カイラル対称性として SU(Nf )× SU(Nf )、gauge対称性として SU(NC)を課し
た場合を考えると、作用は以下のように書ける。

S =

∫
d4x

{
ψ̄i /Dψ − 1

2g2
tr [FµνFµν ] +

iθ

32π2
tr [ϵµνρσFµνFρσ]

}
(4.2.1)

理論に入っている gauge 場は SU(Nc) の gauge 場のみである。共変微分は Dµ = ∂µ + Aµ で
ある。
この議論は一般の偶数次元にも拡張可能である。(奇数次元ではカイラル対称性がなく、θ 項も

定義出来ないため同様の議論は出来ない。) d次元の場合に同様に考えると、fermionと gauge場
の運動項はそのまま d次元に拡張出来るので θ 項のみに注意すれば良く、以下のようになる。

S =

∫
ddx

{
ψ̄i /Dψ − 1

2g2
tr [FµνFµν ]

}
− θ

∫
tr
[
e

i
2πF
]∣∣∣
d−form

(4.2.2)

θ 項の物理的意味を見るために、この理論で、fermionに対する U(1)A 変換を考える。ここで、
この U(1)A は gauge化されていないため SU(NC) gauge場は変換を受けない。作用は古典的に
は大域的な U(1)A 対称性を持つが、アノマリーで破れている。アノマリーの計算は 2.1.2節に従
う。fermion部分以外からはアノマリーは出ないので、U(1)A 変換によって以下のようなアノマ
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リーが得られる。

lnJ =− i

∫
d4xαA

=− i

∫
α

(
i

2π

)2
1

2
tr [F ∧ F ]

=
i

32π2

∫
d4xαϵµνρσtr [FµνFρσ] (4.2.3)

この形は θ 項と同じであることに注意。
ここで、(4.2.2)式の作用に対して分配関数を考え、(2.1.52)式のように Dirac場のみに対して

大域的な U(1)A 変換をすることを考える。これは経路積分の積分変数の置き換えであり、この変
換の下で分配関数は変わらないことが要請される。分配関数は U(1)A アノマリーによって位相が
変化を受ける。(今は局所変換を考えていないためカレントは出ない。)

Z =

∫
DψDψ̄DAe−S

=

∫
Dψ′Dψ̄′DAe−S

′
= Z ′

=

∫
DψDψ̄JDAe−S

=

∫
DψDψ̄DAe−Se−i

∫
d4xαA

=

∫
DψDψ̄DA exp

{
−
∫
d4x

{
ψ̄i /Dψ − 1

2g2
tr [FµνFµν ] +

iθ

32π2
tr [ϵµνρσFµνFρσ]

}
+

i

32π2

∫
d4xNfαϵ

µνρσtr [FµνFρσ]

}
=

∫
DψDψ̄DA exp

{
−
∫
d4x

{
ψ̄i /Dψ − 1

2g2
tr [FµνFµν ] +

i(θ +Nfα)

32π2
tr [ϵµνρσFµνFρσ]

}}
(4.2.4)

よって、U(1)A 変換によって θ 項の位相が回され、θ → θ +Nfαと変化した。ここで、Nf の係
数は fermionが Nf 個あることに由来する。このように、大域的 U(1)A 変換をすることでアノマ
リーを通して θ の値を変化させることが出来ることを見た。(4.2.4)式の変換後の分配関数は元の
分配関数と一致しなくてはならないという条件から、元の θ が係数として入った θ 項と、変換後
の θ+αが係数の θ項は同じ理論を表さなくてはならない。この U(1)A 変換の位相 αは変換の際
に自由に決めることが出来ることから、θ 項の係数がどんな値であっても同じ理論になっている、
即ち θ 項に物理的な意味がなくなってしまうということが分かる。
以上の議論より、カイラル対称性がある場合の QCDでは θ 項は物理的な意味を持たないこと

が分かった。

4.2.2 fermion massを加えた場合

fermion に質量項を加えてカイラル対称性を破ると、理論の θ 依存性は回復する。しかし
fermionの質量と θ はそれぞれ完全に独立なパラメータにはならない。
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前節と同様に gauge 対称性として SU(NC) を課した場合を考えると、作用は以下のように書
ける。

S =

∫
d4x

{
ψ̄(i /D +M)ψ − 1

2g2
tr [FµνFµν ] +

iθ

32π2
tr [ϵµνρσFµνFρσ]

}
(4.2.5)

理論に入っている gauge場は SU(NC)の gauge場のみである。共変微分は Dµ = ∂µ + Aµ であ
る。新しく、fermionの質量M を加えた。質量項が入っているため、今の場合は作用にカイラル
対称性はない。ここで、より一般的な場合を考えるため、質量M として複素数を取るような場合
を仮定しておく。複素質量は以下のように定義される。

M =

(
m 0
0 m∗

)
=mP+ +m∗P− (4.2.6)

ここで、mは複素数を取るパラメータである。この質量を入れた質量項は以下のように書ける。

ψ̄Mψ =ψ̄RmψL + ψ̄Lm
∗ψR (4.2.7)

=(ψ̄Mψ)†

よって、複素質量M を (4.2.6)式のように入れることで作用のエルミート性が保たれることが分
かる。
ここで、(4.2.4)式と同様の大域的 U(1)A 変換をすることを考える。今は質量項が入っているた

め、作用に大域的 U(1)A 対称性は存在しない。しかし、Dirac場のみに対して変換を行うことを
考えると、経路積分では積分変数の置き換えでしかないため同様に議論出来る。
始めに、作用 (4.2.5)が大域的 U(1)A 変換によってどのように変換されるかを見る。質量項が

ない場合の作用 (4.2.1)は大域的 U(1)A 対称性を持っていたため、質量項の変換性だけを考えれ
ば良い。質量項は大域的 U(1)A 変換で以下のように変換を受ける。

S ⊃
∫
d4xψ̄Mψ →

∫
d4xψ̄′Mψ′ =

∫
d4xψ̄eiαγ5Meiαγ5ψ

=

∫
d4xψ̄

(
me2iα 0

0 m∗e−2iα

)
ψ

≡
∫
d4xψ̄

(
m′ 0
0 m′∗

)
ψ (4.2.8)

よって、質量mの位相が 2iα回転する。
分配関数を考え、(4.2.4) 式と同様の変換を行うと、以下のようになる。質量項は fermion の

bilinearの形をしているので経路積分は実行出来て、Gauss積分のようになることを使うと、質量
の位相の変化によって分配関数は位相分の変換を受ける。

Z →Z ′

=Ze2iNfα (4.2.9)

ここで、分配関数に新たに加わった位相は、変換後の質量項を Gauss積分した値を変換前の質量
項を Gauss積分した値で割ったために出てきた。θ 項は分配関数の位相という意味を持っていた
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ことを思い出すと、この質量項の位相の変化による分配関数の位相の変化は θと関係が付き、θ項
が −inθ と書けたことから、θ → θ − 2Nfαと変換を受けたと理解することが出来る。よって、θ
の値を質量の位相の変化分 αと関係づけることが出来、「質量mの位相を α変化させる」ことは
「θ を θ −Nfαに変化させる」ことと等価である。よって、質量mの位相と θ は独立なパラメー
タではない。
この変換性より、質量mと θの自由度は合わせて実 2自由度分であると分かった。この自由度

を反映したパラメータは、mNf eiθ と書ける。よって、質量項のある fermionが入っている QCD

ではmと θ は独立なパラメータではなく、mNf eiθ がパラメータになっている。
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第 5章

タキオン凝縮

今までは単に場の理論に関する議論のみを行って来たが、本章では少し話題を変えて、弦理論
に於ける「タキオン凝縮」という現象を扱う。アノマリーは場の理論の一般論で扱われる物であ
り、場の理論に於けるアノマリーを扱うためにわざわざ弦理論を考える必要はないが、本章で扱
うタキオン凝縮は第 II部で扱う内容に大きな関連があるため、予め議論しておく。

5.0.1 タキオン

タキオン (tachyon) 場とは、質量項に含まれる質量パラメータの 2乗の値が負 (即ち m2 < 0)

である場のことで、Higgs場のように不安定なポテンシャルを持つ。例えば、超対称性の入らない
ボソン弦の理論は 26次元の理論として定式化されるが、タキオンが現れてしまうため通常は考え
ず、超対称性を導入した 10次元の超弦理論を用いる。超弦理論では弦の励起にタキオンモードが
現れず、もっとも軽い状態をmasslessにすることが可能だが、以下で説明する D-braneを考える
と超弦理論でもタキオンモードが現れる場合がある。
以下では、10次元 (9+1 次元) で定義された超弦理論のみを考える。超弦理論にもいくつか種

類があるが、ここでは特に type IIA、IIB理論に注目する。

5.1 D-brane

弦理論には開弦と閉弦の 2種類が存在する。このうち開弦は端を持ち、D-braneとは「開弦が
端を持てる空間」として定義される。即ち開弦は D-brane 上に「張り付いた」物として記述さ
れ、D-brane が広がらない方向には閉弦のみが動き回ることが出来る。D-brane は 10 次元時空
中の部分空間として記述され、時間 1 次元、空間 p 次元の (p+1) 次元方向に広がった D-brane

を Dp-brane と呼ぶ。D-brane は BPS D-brane と non-BPS D-brane に大別され、このうち
non-BPS D-braneにはタキオンが存在し、不安定である。

66



5.1.1 BPS D-brane

type IIA 理論には p が偶数、type IIB 理論には p が奇数の Dp-brane が BPS D-brane とし
て存在し、残りは non-BPS D-brane となる。BPS D-brane は RR charge を持ち、電荷保存則
により安定に存在することが出来る。D-braneを用いて場の理論を構成しようとする時も通常は
BPS D-brane のみを用いて brane 配位を作り、その上の開弦により記述される場の理論を考え
る。一方、non-BPS D-braneは RR chargeを持たない。更に、D-brane上の開弦の励起を見る
と、もっとも軽い状態が m2 < 0のタキオンになっているため、不安定な物として扱われる。通
常は non-BPS D-braneは直ぐに崩壊してしまうと考えられるため例えば D-brane上の場の理論
を考える時などには扱わないが、この non-BPS D-brane 上のタキオンについて後述するタキオ
ン凝縮を考えると BPS D-braneを作ることが可能である。
更に、D-brane を複数枚組み合わせて配置することで様々な理論を作ることが可能であるが、

non-BPS systemの代表的な例としてDD̄ systemが挙げられる。これは N 枚の BPS Dp-brane

と N̄ 枚の反 Dp-brane が同一点に重なった状態の事で、D-brane と反 D-brane にそれぞれ端を
持つ開弦にタキオンモードが現れる。ここで、反 D-braneとは、D-braneと逆符号の RR charge

を持つ D-braneの事で、D̄-braneとも呼ぶ。

5.1.2 D-brane上の gauge場

D-braneに端を持つ弦を考えると、その弦の励起モードから様々な場が作られる。弦理論の定
数 α′ が十分に大きいと考えると、弦の振動モードのうち励起状態は十分質量が重く、低エネル
ギーの物理には効かないと考えられるため、無視出来る。低エネルギー極限でも残るのは 0 質
量モード (とタキオンモード) で、以下ではこの 0 質量モードから出る場を考える。1 枚の BPS

Dp-brane を考えると、この Dp-brane に両端を持つ開弦が考えられる。この開弦の 0 質量モー
ドを見ると、Dp-brane上、即ち p + 1次元時空上に局在した U(1)の gauge場 Aµ が存在する。
ここで、µ = 0, 1, · · · , pである。N枚の BPS Dp-braneが重なっている状態を考えると、弦の端
を N 枚の D-brane のうちのどれに取るかという自由度が存在する。これは Dp-brane 上の 0 質
量モードとして得られる gauge 場の gauge 群が、1 枚の時に U(1) だったものが N 枚になると
U(N)になることが対応し、そのためこの系からは d+1次元場の U(N)の gauge場が得られる。

5.2 タキオン凝縮
D-brane上にタキオンが存在する理論、即ち non-BPS systemに於いて、タキオン場がポテン

シャルの底に落ちることで 0ではない値を取る現象が起こる。この現象はタキオン凝縮と呼ばる。
この現象を使って、ある特定のタキオンの配位を考えた場合に新たな D-braneを作ることが出来
る。以下では、non-BPS systemの中でも特に DD̄ systemの場合にこのタキオン凝縮を見る。
この節では、[17, 18, 19, 20]を参考にした。
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5.2.1 タキオンポテンシャル

タキオン T (x)として実スカラー場がいるような、ある non-BPS系を考える。タキオンのポテ
ンシャル V (T )の形として、下図のような物を考える。

図 5.1 タキオンポテンシャル

このポテンシャルは最小値を ±T0 で取るようになっており、T = 0は不安定な点である。この
ようなポテンシャルの下でタキオンが取り得る配位として、全ての xで T (x) = ±T0 と取る以外
に、図 5.2のような kink解が考えられる。
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図 5.2 タキオン場の配位

この kink解の存在がタキオン凝縮を起こすために必要である。
今、例として図 5.1のようなポテンシャルを考えた。kink解が存在するには、このポテンシャ

ルの具体型が重要な訳ではなく、T = 0で極大値を取り、T = ±T0 で極小値を取るようなポテン
シャルであれば何でも良い。
non-BPS state として具体的に DD̄ system を考える。この DD̄ system のタキオンは複素ス

カラー場になる。この場合のタキオン場のポテンシャルは具体的に解析されており、以下の関数
型となることが知られている。

V (T ) = e−T
†T (5.2.1)

このようなポテンシャルの下では |T | = ∞がエネルギーが最低の点となり、図 5.1の ±T0 に対
応する。このポテンシャルの下で kink解を考える。

5.2.2 DD̄ system

non-BPS system である DD̄ system を考え、タキオンポテンシャルとして (5.2.1) 式を考え
る。この時、kink解として図 5.2式のような解が考えられる。以下では、図 5.2のように全空間
で定数ではない値を取るタキオン解が、複数の方向で実現されている場合を考える。Dp-braneと
反 Dp-braneが存在している場合、タキオンは p+1次元方向の場である。例として、この場合に
タキオン解として (p+ 1次元のうち)2次元方向が図 5.2のような配位を取る場合を考える。タキ
オンがこのような一様でない配位を取る方向を xI と書いて、今の場合は I = 1, 2を走るとする。
この時、DD̄ systemは D(p-2)-braneになったと解釈出来る。
これは、I 方向を考えると xI = 0 付近で T = 0 を取るため、I 方向を考えても xI = 0 付近

にはタキオンが存在しないと考えられる。そのためこの領域であれば開弦が存在することが可能
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であり、開弦が xI = 0近傍の p− 1次元に局在していることから、この領域に D(p-2)-braneが
存在すると解釈することが可能なためである。このようにして、タキオンが一様でない値を取る
ような解を取ることで、そのような解を取っている方向の次元だけ小さくなった D-braneが DD̄

systemから得られる。
I 方向は一般に p+ 1次元まで取ることが可能であり、その場合のタキオン解は以下のように書

ける。
T (x) = u

n∑
I=1

ΓIxI (5.2.2)

ここで、タキオンが非一様な値を取る方向を 1, · · · , n方向とした。Γは n次元 γ 行列の一部で、
n次元 γ 行列とは以下のような関係にある。

γI =

(
0 ΓI

ΓI† 0

)
(n =even) (5.2.3)

ここで、nが偶数の場合のみを考えた。これは、BPS Dp-braneから出発した場合にDD̄ system

から BPS D-braneを作るためには、新たに作られた D(p-n)-braneが BPS状態になっている必
要があるため、type IIA, IIBのどちらの理論を考えた場合でも nが偶数である必要があるからで
ある。
non-BPS D-brane を考えた場合にも同様の議論が可能であり、タキオン凝縮を通して BPS

D-braneを作ることが出来る。

5.3 タキオン凝縮とフェルミオン
ここまでのタキオン凝縮の議論では DD̄ system を考えたが、この DD̄ system に新たに違う

方向の Dq-braneを加えると、DD̄ の D-braneと新たに加えた Dq-braneとの間を結ぶ開弦から
fermionの自由度が得られる。
この系で DD̄ system に対してタキオン凝縮を起こすと、残った D(p-n)-brane と加えた Dq-

braneからなる系となり、これらの D-brane間の開弦を考えることで fermionの自由度を取り出
すことが可能である。実際にどのような理論が考えられるかはどのような brane配位を取ること
が可能であるかによって決まる。
第 7章で議論する系は、D-brane的に見るとこのような系であると解釈することが可能である。
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第 II部

本題



第 6章

準備

ここからは本論文の後半部分であり、研究本体の内容である。
作用に質量項を加えても、アノマリーは変化しない。更に、質量mを時空に依存する場 (Higgs

場)に置き換えてもアノマリーに寄与せず、これは fermion の理論に Higgs場を加えてもアノマ
リーは変更を受けないことを意味する。しかし、この質量mを時空に依存させ、かつその質量m

の値が無限遠で発散しているような場合にアノマリーに寄与することを示す。
始めに、本研究の主要部分であるアノマリーの計算に入る前に必要な道具を準備する。アノマ

リーの計算自体は第 I部で準備した物を用いる。

6.1 Superconnection

始めに、後の計算で使うため「superconnection」を定義する。surperconnection は [21] で導
入された。ここでは以下で (「物理的に」)使うために簡単な導入に留め、数学的な詳細には立ち
入らない。数学的な詳細は原論文 [21]や数学の教科書 [22]等を参照。
以下では、一般に d 次元の理論を考える。(1.1.6) 式から、次元 d の偶奇によって γ5 が定義

出来るかが異なり、それによって γ5 を使った射影演算子 P± = (1 ± γ5)/2を使って定義される
chirality が定義出来るかが決まる。(1.1.6) 式で、d 次元の場合でも chirality を決める γ 行列を
γ5 と呼んでいることに注意。偶数次元では γ5 が定義出来るため chiralityが定義可能だが、奇数
次元には γ5 が存在しないため chirality の区別はない。以下では次元の偶奇によって場合分けし
て考える。

6.1.1 偶数次元

U(N)L × U(N)R の gauge場を考える。微分形式で書くと 1-形式になり、それぞれ AL, AR と
書く。この gauge場 U(N)L × U(N)R の変換性は以下の通り。

AL → ULALU
−1
L + ULdU

−1
L , AR → URARU

−1
R + URdU

−1
R (6.1.1)

この gauge場を使った field strengthは以下のように書ける。

FL =dAL +A2
L, FL =

1

2
FLµνdx

µdxν =
1

2

(
∂µA

L
ν − ∂νA

L
µ + [ALµ , A

L
ν ]
)
dxµdxν (6.1.2)
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FR =dAR +A2
R, FR =

1

2
FRµνdx

µdxν =
1

2

(
∂µA

R
ν − ∂νA

R
µ + [ARµ , A

R
ν ]
)
dxµdxν (6.1.3)

この U(N)L×U(N)R の gauge場に加え、U(N)L×U(N)R で以下のように変換するスカラー
場 T が入っているような理論を考える。

T → URTU
−1
L , T † → ULT

†U−1
R (6.1.4)

これは、例えば標準模型で SU(2)×U(1)の gauge対称性を持った理論を考えた時、Higgs場が持
つような変換性に対応する。T はスカラー場だが、(6.1.4)式の変換性を持つので U(N)L×U(N)R

の足を持つ (N ×N の)行列になっている。T はスカラー場であり、微分形式で 0-形式になる。
この gauge場 AL, AR とスカラー場 T をまとめたものとして、superconnection Aを以下のよ

うに定義する。
A =

(
AL iT †

iT AR

)
(6.1.5)

今、共変微分 D は D = d+Aと定義しているので、gauge場 AL, AR は反エルミートである。
ここで、(6.1.5)式の行列表示は以下の意味で用いることにする。

A = ALe
+ +ARe

− + iT †σ+ + iTσ− =

(
AL iT †

iT AR

)
(6.1.6)

ここで、e± と σ± は以下のように定義した。

e+ =

(
1 0
0 0

)
, e− =

(
0 0
0 1

)
, σ+ =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

(
0 0
1 0

)
(6.1.7)

この中で、σ± と dxµ(1-form A の中に含まれている) を fermionic に扱うとする。即ち、σ± と
1-form gauge 場はそれぞれ反可換である。(dxµ を反可換に扱うのは、微分形式で書いた場合に
wedge積を反対称に取ることに対応している。ここでは、更にこれに加えて σ± も反可換に扱う
ことを要請する。)

この superconnectionを用いて field strengthを定義すると、以下のようになる。

F ≡dA+A2

=

(
FL − T †T iDT †

iDT FR − TT †

)
(6.1.8)

ここで、DT は T の共変微分であり、以下のように定義した。

DT ≡dT +ART − TAL =
(
∂µT +ARµT − TALµ

)
dxµ (6.1.9)

DT † ≡dT † +ALT
† − T †AR =

(
∂µT

† +ALµT
† − T †ARµ

)
dxµ (6.1.10)

これは T の U(N)L × U(N)R の下での変換性 (6.1.4)式から決まる。
更に、この superconnectionに対して supertraceという操作を定義する。supertraceは偶数次

元では以下のように定義される。

Str

(
a b
c d

)
= tr(a)− tr(d) (6.1.11)
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この supertraceを用いると、field strength(6.1.6)を用いて Chern指標を書くことが出来て、以
下のようになる。

ch(F) =
∑
k≥0

(
i

2π

) k
2

Str(eF )
∣∣
k−form (6.1.12)

右下の |k−form は「k-形式部分を取り出す」という意味で、欲しい「k-形式」になる項を Taylor

展開して全て取り出せば良い。

6.1.2 奇数次元

奇数次元では U(N)の対称性を考える。基本的には、偶数次元の時に AL = AR、T = T † とし
た物を考えれば良い。
U(N)の gauge場を考える。微分形式で書くと 1-形式になり、Aと書く。U(N)の変換性は以
下の通り。

A→ UAU−1 + UdU−1 (6.1.13)

スカラー場 T の変換性は以下の通り。

T → UTU−1 (6.1.14)

superconnectionも偶数次元で導入した物を元に AL = AR、T = T † とすれば良いので、以下
のようになる。

A =

(
A iT
iT A

)
(6.1.15)

ここでも、行列表示は偶数次元の場合と同じ意味で用いており、(6.1.7)式で定義した σ± と dxµ

は fermionicに扱う。この superconnectionを用いた field strengthは以下のようになる。

F ≡dA+A2

=

(
F − T 2 iDT
iDT F − T 2

)
(6.1.16)

ここで、DT は T の共変微分であり、以下のように定義した。

DT ≡dT +AT − TA = dT + [A, T ] = (∂µT +AµT − TAµ) dx
µ (6.1.17)

supertraceは奇数次元では以下のように定義される。

i
3
2 Str

(
a b
b a

)
=

√
2tr(b) (6.1.18)

左辺の i
3
2 の位相と右辺の

√
2の係数は後の表記を偶数次元の場合と統一的に扱えるようにするた

めに付けている。詳細は付録 Aの具体的な計算を参照。
Chern指標は偶数次元の時と同じ形で、以下のようになる。

ch(F) =
∑
k≥0

(
i

2π

) k
2

Str(eF )
∣∣
k−form (6.1.19)
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6.2 Higgs場を加えた場合のアノマリー
標準模型はカイラルな理論であるためアノマリーを持ち得る。しかし、標準模型に含まれる

Higgs場がアノマリーに寄与しないことは、共変アノマリーの計算によって簡単に確認出来る。こ
こでは詳細は計算しないが、付録 Aにある計算を、mが Higgs場であると思って場の値が発散し
ないような場合に実行すれば簡単に導出出来る。
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第 7章

質量項を加えた場合のアノマリー

Higgs場を加えてもアノマリーには寄与しない。しかし、それは Higgs場が 1/Λ展開で落とせ
たからであり、この展開で落ちない、値が発散するような場合を考えればアノマリーに寄与する可
能性がある。このような “場”を “時空に依存する質量m(x)”として考え、アノマリーを計算する。
時空に依存する質量が使われる例としては、格子 QCDで 0質量の chiral fermionを定式化す

る際に用いられる「domain wall fermion」などがある。理論に「時空に依存する定数」が含まれ
る場合のアノマリーの解析は [1]で行われた。また、domain wall fermionが入っている系に対す
るアノマリーの計算は [6]で議論されている。

7.1 作用の構成
第 I部で議論した物と同様に、fermionの作用を考える。第 I部では主に 4次元の場合を議論し

たが、ここでは一般次元の場合に議論を拡張し、偶数次元と奇数次元の場合に分けて考える。第 1

章で議論したように、γ 行列は次元の偶奇によって性質が異なり、偶数次元では γ5 が定義できる
ため chiralityが定義可能だが ((1.1.6)式で、d次元の場合でも chiralityを決める γ 行列を γ5 と
呼んでいる)、奇数次元では γ5 に対応する行列を定義出来ないため chiralityもない。このような、
次元の偶奇による扱いの違いを考慮しながら d次元の fermionの作用を考える。アノマリーを計
算する、時空に依存する質量M(x)が入った d次元 Euclideanの作用は以下のように書ける。

S =

∫
ddxψ̄(x) {iγµ(∂µ +Aµ) +M(x)}ψ(x)

=

∫
ddxψ̄(x)

(
i /D +M(x)

)
ψ(x)

=

∫
ddxψ̄(x)Dψ(x) (7.1.1)

7.1.1 偶数次元の作用

偶数次元の場合、(7.1.1)式中の場は以下のように書ける。

ψ(x) =

(
ψL
ψR

)
, ψ̄(x) =

(
ψ̄R, ψ̄L

)
76



Dµ = (∂µ +Aµ), Aµ(x) =

(
ALµ 0
0 ARµ

)
,M(x) =

(
im(x) 0

0 im†(x)

)
(7.1.2)

D = (i /D +M) = i

(
m(x) /D

R

/D
L

m†(x)

)
= i

(
m(x) σµDR

µ

σµ†DL
µ m†(x)

)
ここで、gauge 場 Aµ は U(N)L × U(N)R の背景 gauge 場として入れた。時空に依存する質
量 m(x) も U(N)L × U(N)R 変換の下で以下のような変換性を持たせた。そのため作用全体で
U(N)L×U(N)R 対称性が gauge化されており、局所 U(N)L×U(N)R 変換に対して不変になっ
ている。

ψL → ULψL , ψ̄L → ψ̄LU
−1
L , ψR → URψR , ψ̄R → ψ̄RU

−1
R

AL → ULALU
−1
L + ULdU

−1
L , AR → URARU

−1
R + URdU

−1
R (7.1.3)

m→ URmU−1
L , m† → ULm

†U−1
R

ここで、UL(x) ∈ U(N)L, UR(x) ∈ U(N)R である。
この表式を用いて (7.1.1)式の作用を chiralityで分解して書くと、以下のようになる。

S =

∫
ddxψ̄(x)Dψ(x)

=

∫
ddx

(
ψ̄R, ψ̄L

)
i

(
m(x) /D

R

/D
L

m†(x)

)(
ψL
ψR

)
=

∫
ddxi

{
ψ̄L /D

L
ψL + ψ̄R /D

R
ψR + ψ̄Rm(x)ψL + ψ̄Lm

†(x)ψR

}
(7.1.4)

7.1.2 奇数次元の作用

奇数次元の場合、chirality がないため、guage 場 Aµ として U(N) の背景 gauge 場を入れる。
奇数次元の場合は作用 (7.1.1)をそのまま使う。

S =

∫
ddxψ̄(x) {iγµ(∂µ +Aµ) +M(x)}ψ(x)

=

∫
ddxψ̄(x)Dψ(x) (7.1.5)

各場の変換性は以下の通り。

ψ → Uψ , ψ̄ → ψ̄U−1

A→ UAU−1 + UdU−1 , M → UMU−1 (7.1.6)

偶数次元の場合と同様に質量M(x)に U(N)の下での変換性を持たせて、作用全体を局所 U(N)

変換の下で不変にしている。

7.2 偶数次元のアノマリー
偶数次元の場合に (7.1.1) 式の作用で与えられる理論の U(1)V アノマリーを計算する。4次元

の場合の U(1)V アノマリーは 2.1.4節で計算し、U(N)L ×U(N)R の gauge場が結合している場
合のアノマリーは (2.1.44)式のようになった。
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今考えるのは U(1)V アノマリーなので、(7.1.3)式で UL = UR = eiα(x) とした変換を考える。
即ち、以下のような変換になる。

ψL → eiα(x)ψL , ψ̄L → ψ̄Le
−iα(x) , ψR → eiα(x)ψR , ψ̄R → ψ̄Re

−iα(x)

AL → AL − idα , AR → AR − idα (7.2.1)

m→ m , m† → m†

また、U(N)V アノマリーも同様に計算可能で、結果は付録 Aに載せてある。
計算の手順は 2.1.4 節と基本的には変わらないが、質量M(x) の寄与が加わる。計算の詳細は

付録 Aに載せたので、そちらを参照。ここでは結果を引用して先へ進む。
U(1)V アノマリーの計算結果は以下のようになる。(A.1.19)式より、

lnJ =− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
exp

(
FL − m̃†m̃ (Dm̃)†

Dm̃ FR − m̃m̃†

)]∣∣∣∣
d−form

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
eF
]∣∣
d−form

(7.2.2)

ここで、m̃ = m/Λ であり、Λ → ∞ の極限で m̃ → 0 と落ちない時にのみこのアノマリーに m

の寄与が入る。m̃ = 0と取れば通常の U(N)L × U(N)R の gauge場が入った理論の持つ U(1)V

アノマリーと一致する。特に、4次元の場合は (7.2.2)式で m̃ = 0とした物は (2.1.44)式と一致
する。
この計算でアノマリーに質量 mの寄与が入るためには、m/Λが Λ → ∞で 0にならないこと

が重要である。そのような例として、例えば質量M(x)が以下のような座標依存性を持つ場合を
考える。

m(xI) → ∞ (xI → ∞), m(xI) → −∞ (xI → −∞) (7.2.3)

ここで、xI は d次元の座標 xµ のうちの一部の方向であるとした。このように、無限遠でm→ ∞
と質量が発散しているような場合には m̃ → ∞ が実現でき、(7.2.1) 式のようにアノマリーに m̃

の寄与が残る。
第 2章で AS指数定理を考えた時に Chern指標を導入したが、今の場合も F に対して Chern

指標を導入することが可能である。(2.5.10)式に従って、以下のように定義する。

ch(F) ≡
(
i

2π

) d
2

α(x)Str
[
eF
]∣∣
d−form

(7.2.4)

これを用いると、U(1)V アノマリーは以下のように書ける。

lnJ = −i
∫
α(x)ch(F) (7.2.5)

7.3 奇数次元のアノマリー
奇数次元の場合に (7.1.1)式の作用で与えられる理論の U(1)アノマリーを計算する。2章では

4次元の場合の計算しかしていないため奇数次元の例は計算していないが、基本的な手順は偶数次
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元の場合と同じである。偶数次元で U(N)L × U(N)R の gauge 場が入っていた場合の計算と比
較すると、奇数次元では偶数次元の gauge場を元に ALµ = ARµ として U(N)V 部分を取り出せば
良い。そのため、4次元で U(N)V の gauge場のみが結合している場合に U(1)V アノマリーはな
かったという結果 (2.1.45)を思い出すと、奇数次元の場合の U(N)アノマリーも通常の場合はな
いことが分かる。
U(1)変換は、(7.1.6)式で U = eiα(x) とすれば良いので、以下のような変換になる。

ψ → eiα(x)ψ , ψ̄ → ψ̄e−iα(x)

A→ A− idα , M →M (7.3.1)

また、偶数次元の時と同様に U(N) アノマリーも容易に計算でき、付録 A にその結果を載せて
ある。
計算手順は偶数次元の場合とほぼ同じである。奇数次元の場合は U(N) アノマリーは質量M

が 0の場合は存在しないが、今の場合にアノマリーを計算すると 0ではない寄与があると分かる。
計算の詳細は付録 Aに載せたので、そちらを参照。
U(1)アノマリーの計算結果は以下のようになる。

lnJ =− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
exp

(
F − m̃†m̃ (Dm̃)†

Dm̃ F − m̃m̃†

)]∣∣∣∣
d−form

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
eF
]∣∣
d−form

(7.3.2)

ここで、im = M、m̃ = m/Λである。このように、supertrace を使って書くと偶数次元の場合
の U(1)V アノマリーの結果に一致する。奇数次元の場合は、m̃ = 0とするとアノマリーは 0にな
り、M が入っていない場合のアノマリーを再現する。
奇数次元の場合でも、アノマリーに質量mの寄与が入るためには、m̃ = m/Λ が Λ → ∞の極

限で 0にならないことが必要である。この条件さえ満たす質量mを使えば、後はアノマリーの計
算結果 (2.3.2)が偶数次元の場合と同じ形になるため、偶数次元の場合と同様に議論可能である。
奇数次元でも (2.3.2)式を見れば分かるように偶数次元の場合と同様に Chern指標を導入する

ことが可能である。今の場合も F に対して Chern指標を導入することが可能である。Chern指
標は以下のように定義する。

ch(F) ≡
(
i

2π

) d
2

α(x)Str
[
eF
]∣∣
d−form

(7.3.3)

U(1)アノマリーは以下のように書ける。

lnJ = −i
∫
α(x)ch(F) (7.3.4)
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7.4 応用
以上の結果から、(2.1.1)式の作用はアノマリーを持ち、次元の偶奇に拘らず supertraceを用い

て以下のように書けると分かった。(奇数次元の場合は FL = FR とすれば良い。)

lnJ =− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
exp

(
FL − m̃†m̃ (Dm̃)†

Dm̃ FR − m̃m̃†

)]∣∣∣∣
d−form

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
eF
]∣∣
d−form

(7.4.1)

このアノマリーを導くには、m̃ = m/Λ が Λ → ∞ の極限で 0 にならないことが必要であった。
この条件を満たす m の配位として、(2.2.3) 式のような場合が考えられる。以下では、具体的に
mの配位を考える。

7.4.1 1次元方向にmが値を持つ場合

次元 dが奇数の場合を考える。d = 2r + 1 (r ∈ Z)とする。この時、質量 m(x)の配位として
以下のようなものを考える。

m(y) = uy1N×N (7.4.2)

ここで、1N×N は U(N) の足に対する N × N の単位行列で、y は 2r + 1 番目の座標、即ち
y = xµ=2r である。uは実数値を取るパラメータである。
この場合にアノマリー lnJ を計算すると以下のようになる。基本的には、(A.2.7)式の計算を
辿って (7.4.2)式を代入すれば良い。

lnJ =− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
eF
]∣∣
d−form

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
exp

(
F − m̃†m̃ (Dm̃)†

Dm̃ F − m̃m̃†

)]∣∣∣∣
d−form

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)tr

[
− i

√
2i

{
1(

d+1
2

)
!
((Dm̃) ∧ F ∧ F · · ·+ · · · )

}
e−m̃

†m̃

]

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)tr

[
− i

u

Λ

√
2i

1(
r
2

)
!
(dy ∧ F ∧ F · · ·+ · · · ) e−

u2

Λ2 y
2

]
=− i

(
i

2π

)r
u√
πΛ

∫
α(x)dye−

u2

Λ2 y
2

tr

[
eF
]∣∣∣∣

2r−form

(7.4.3)

ここで、F と αが y に依存しないと仮定して y 積分を実行すると、以下のようになる。

lnJ =− i

(
i

2π

)r
u

|u|

∫
α(x) tr

[
eF
]∣∣∣∣

2r−form

(7.4.4)

これをみると分かるように、y積分を実行して仕舞えば Λ依存性は消えてしまい、このアノマリー
は Λ → ∞の極限を取った後でも残る寄与である。
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この結果を得るためには、|u|が Λ → ∞で |u| → ∞と振る舞うと考えて、|u| → ∞の極限を
取った形で書いても良い。|u| → ∞の極限で e−

u2

Λ2 y
2 は δ 関数的に振る舞うため、以下のように

書き換えられる。

lim
|u|→∞

Str
[
eF
]
= sgn(u)

(
i

2π

)− 1
2

dyδ(y)tr

[
eF
]

(7.4.5)

(7.4.2)式でm ∝ y という仮定をしたが、この結果を得るためにはmが y のどのような関数で書
けるのかは重要ではなく、単に y → ±∞でのmの漸近的な振る舞いがm → ±∞を満たすよう
な、(7.4.2)式と同様の振る舞いをすれば十分である。
ここで、(7.4.4)式を見ると、このアノマリーは 2r次元 (d− 1次元、偶数次元)のフェルミオン

の持つアノマリーと一致していることが示せる。以下ではこれを示す。
mが y 方向にしか依存していない場合、2r 次元のアノマリーは以下のように書けた。

lnJ =− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
exp

(
FL − m̃†m̃ (Dm̃)†

Dm̃ FR − m̃m̃†

)]∣∣∣∣
2r−form

=− i

(
i

2π

)r ∫
α(x)tr

[{
1

r!

((
FL
)r − (FR)r )

+
1

(r + 1)!

(
Dm̃ ∧ (Dm̃)† ∧ FR ∧ · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}]
e−m̃

†m̃

=− i

(
i

2π

)r ∫
α(x)tr

[
1

r!

((
FL
)r − (FR)r )] (7.4.6)

最後の等号では、(7.4.2) 式より m が y 方向にしか依存せず、y 積分を実行後の (7.4.6) 式では
dm = 0 が成立することを使った。よって、(7.4.6) 式には m を含む項は残らず、m = 0 とし
た場合の U(1)V アノマリーになっている。2r 次元は偶数次元なので chirality が存在し、field

strengthが FL と FR の 2種類存在する。これを (7.4.4)式から得るには、(7.4.4)式で u > 0の
時に F = FL、u < 0の時に F = FR になっていると解釈すれば良い。よって、(7.4.4)式は 2r

次元のアノマリー (7.4.6)と一致し、uの符号の取り方に依って異なる chiralityの gauge場で書
かれるアノマリーを得られると分かった。
このアノマリー (7.4.4)を、y = 0の 2r 次元面に局在した massless fermionによるアノマリー

であると解釈する。

Domain wallとの比較
この質量 m(x)の配位は、例えば 5次元時空で 1次元方向に domain wall mass を入れた場合

に対応するような物である。以下では、5 次元 (d = 5) の場合に注目して domain wall fermion

を考えた場合との比較を行う。
(7.4.6)式のアノマリーをm = 0の 4次元面に局在する massless fermionのアノマリーと解釈

したが、domain wall massを考えた場合にもこのような 4次元面に局在するmassless fermionが
得られる。このような系のアノマリーは Callanと Harveyにより [6]で議論されているが、そこ
では domain wall massを考えた場合に m = 0の面に局在するWeyl fermionの持つアノマリー
は bulk、即ち domain wall massが 0ではない値を取る方向のアノマリーの寄与 (正確には bulk
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の Chern-Simons項の gauge変換による寄与)と相殺すると議論されている。(7.4.6)式ではアノ
マリーが生じているため、今回得られた結果は [6]の結果とは一致しない。これは矛盾ではなく、
考えている系の違いに由来する。
[6]では gauge場として無限遠で 0になるような場合を考えていたが、(7.4.6)式のアノマリー

の計算では gauge 場が y 方向に依存しないと仮定して y 積分を実行し、(7.4.4) 式を得ていたた
め、gauge場は y 方向の無限遠でも 0にならず、y 方向について定数として残る。そのため、部
分積分を実行する際に表面項の寄与が生じ、bulkのアノマリー (正確には bulkの Chern-Simons

項の gauge変換)を計算すると y = 0の寄与と y = ∞の寄与が相殺して 0になり、y = 0に現れ
るWeyl fermionのアノマリーが得られると理解出来る。

7.4.2 2次元方向にmが値を持つ場合

7.4.1節と似たような場合として、今度はmが 2次元方向に依存している場合を考える。d次元
(d = 2r + 2, r ∈ Z)の場合を考え、質量m(x)の配位として以下のような物を考える。

m(z) = uz1N×N (7.4.7)

ここで、z = xµ=2r + ixµ=2r+1 の 2次元方向の座標で、uは複素数のパラメータである。以下で
は、簡単のため A2r = A2r+1 = 0とし、α(x)と Aµ は 2r, 2r+ 1方向には依存しないとして計算
を進める。
この m(x) の配位の場合にアノマリー lnJ を計算すると以下のようになる。(A.1.20) 式に

(7.4.7)式を代入すれば良いので、

lnJ =− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
eF
]

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
exp

(
FL − m̃†m̃ (Dm̃)†

Dm̃ FR − m̃m̃†

)]
=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)tr

[{
1

(r + 1)!

(
FL ∧ FL ∧ · · · − FR ∧ FR ∧ · · ·

)

+
1

(r + 2)!

(
(Dm̃)† ∧Dm̃ ∧ FL ∧ · · · −Dm̃ ∧ (Dm̃)† ∧ FR ∧ · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}]
e−m̃

†m̃

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)tr

[{
|u|2

Λ2

1

(r + 2)!

(
(dz)† ∧ dz ∧ (FL)r − dz ∧ (dz)† ∧ (FR)r

)
+ · · ·

}]
e−

|u|2

Λ2 |z|2

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)tr

[
|u|2

Λ2
dz̄ ∧ dz

{
r + 1

(r + 2)!

(
(FL)r + (FR)r

)

+
1

(r + 2)!

∑
n

(
(FL)n(FR)r−n + · · ·

)
+ · · ·

(
全部で (r + 2)(r + 1)項

)}]
e−

|u|2

Λ2 |z|2

(7.4.8)

ここで、(7.4.8)式の第 1項に注目すると、2r 次元の U(1)A アノマリーの形になっていることが
分かる。以下では vector型の gauge場に注目して、AL = AR として考える。更に計算を進める
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と以下のようになる。

lnJ =− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)tr

[
|u|2

Λ2
dz̄ ∧ dz

{
r + 1

(r + 2)!

(
(F )r + (F )r

)

+
1

(r + 2)!

∑
n

(
(F )n(F )r−n + · · ·

)
+ · · ·

(
全部で (r + 2)(r + 1)項

)}]
e−

|u|2

Λ2 |z|2

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)

|u|2

Λ2
dz̄ ∧ dz 1

r!
tr

[
(F )r

]
e−

|u|2

Λ2 |z|2

=− i

(
i

2π

)r ∫
α(x)

1

r!
tr

[
(F )r

]

=− i

(
i

2π

)r ∫
α(x) tr

[
eF
]∣∣∣

2r−form
(7.4.9)

よって、2r 次元のアノマリーが得られた。これは 7.4.1節で議論した場合と同様に、最終的に得
られた表式 (7.4.9) には m は残っておらず、2r 次元で m = 0 とした場合の U(1) アノマリーの
形になっていると分かる。このアノマリー (7.4.9)を、z = 0の 2r 次元面に局在した masslessの
Weyl fermionの U(1)アノマリーと解釈する。
ここで、2次元の z 積分を実行しているが、z 積分をしてこの結果を得るにはm(z)の関数型の

詳細には依らない。7.4.1節で議論した場合と同様に、m(z)の z → ∞での漸近的な振る舞いが
重要で、|z| → ∞で |m| → ∞の条件を満たすような関数であれば同様の議論を考えることが可
能である。

7.4.3 一般次元への拡張

以上の議論を、m(x)の値が変化する方向が一般次元の場合にも拡張可能である。この議論をす
る場合、以下のような質量m(x)の配位を考えれば良い。

m(x) = u

n∑
I=1

ΓIxI (7.4.10)

ここで、質量mの値が変化する方向は µ = 1, · · · , n方向とした。Γは n次元 γ 行列の一部で、n
次元 γ 行列とは以下のような関係にある。

γI =ΓI (n =odd) (7.4.11)

γI =

(
0 ΓI

ΓI† 0

)
(n =even) (7.4.12)

即ち、nが偶数の時は ΓI を n次元 γ 行列で定義し、nが偶数の時は n次元 γ 行列の中の σI 部分
を ΓI として定義する。(7.4.7)式も確かにこの条件を満たしていると確認出来る。
また、m(x)の x依存性を (2.4.10)式で決めたが、ここでもmの xI → ∞での漸近的な振る舞

いが重要であり、関数m(x)の具体型には依存しない。
この質量 m(x) の配位 (7.4.10) を用いてアノマリーを計算すると、d − n 次元の massless

fermionに対するアノマリーを得ることが出来る。
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この質量 m(x)の配位は、第 5章で議論したタキオン凝縮で、タキオンが全空間で一様でない
値を取る場合の解の形 (5.2.2) と同じ形をしている。7.4 節で行った議論は、5.3 節で少し言及し
たようにタキオン凝縮の議論と関連付けて考えることが出来るため、タキオン凝縮の議論で知ら
れている結果を応用することが可能である。
以上の議論から、(7.4.10)式のような質量mの配位を用いることで低次元の massless fermion

のアノマリーが求められると分かった。
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第 8章

まとめ

本論文では、摂動的アノマリーに関して研究を行った。
前半では摂動的アノマリーを中心とする内容に対するレビューを行った。摂動的アノマリーは

藤川の手法を用いて計算されるが、正則化の方法が複数存在し、その正則化によって異なる形の
アノマリーを得ることを見た。第 2章では特に「共変的正則化」に着目して正則化を行い、共変
アノマリーを得た。第 3章では、アノマリーは「共変アノマリー」と「整合アノマリー」に分類さ
れ、両者は Bardeen-Zumino多項式を通して移り合うことを見た。また、両者に満たす性質の違
いについても見た。第 4章ではトポロジカル項、特に θ 項の性質について見た。第 5章では、本
研究で使うアイデアとして、タキオン凝縮について見た。このタキオン凝縮の議論でアノマリー
に注目すれば、第 7章、特に 7.4節の議論に応用できる。
後半では質量mが無限遠で発散するような場合に対して共変アノマリーを計算した。最初に第

6章で superconnection を導入し、第 7章でこの場合のアノマリーが superconnection を用いて
書けることを示した。計算は付録 Aに示したように多少複雑だが、結果は superconnectionで書
けるため綺麗な形になる。7.4節にはこのアノマリーの応用例についても議論し、低次元のアノマ
リーが導出出来ることを見た。
今後の課題としては、7.4節の応用例は未だ限られた状況についての計算しか行なっていないた

め、もっと様々な状況に対して計算を行うことが最重要である。特に、7.4節では最終的に偶数次
元のアノマリーを得るような場合で計算した。これは奇数次元では 0質量の場合アノマリーがな
いためである。しかし、この質量 m(x)の配位を工夫することで奇数次元の場合にも非自明な結
論が得られる可能性があり、現在計算を進めている。特に、この計算を応用することで APS指数
定理が得られると考えている。APS指数定理は最近も新たな議論がなされており [23, 24]、本論
文の set upを用いて実現出来れば面白いと考えられる。
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付録 A

藤川の手法による計算の詳細

この付録 Aでは、本文で省略した計算の詳細を示す。
基本的には 2.1.4節の共変アノマリーの計算と同じであるが、質量項が入っているため非自明な

寄与が出る。(7.1.1)式の作用から出発する。作用を再掲すると、

S =

∫
ddxψ̄(x) {iγµ(∂µ +Aµ) +M(x)}ψ(x)

=

∫
ddxψ̄(x)

(
i /D +M(x)

)
ψ(x)

=

∫
ddxψ̄(x)Dψ(x) (A.0.1)

A.1 偶数次元
偶数次元の場合、作用は (7.1.4)式のように変形できた。Dirac演算子 D は (7.1.2)式で定義さ

れ、以下のような形をしていた。

D ≡
(

im iσµ(∂µ − iARµ )
iσµ†(∂µ − iALµ) im†

)
= i

(
m /DR

/DL m†

)
(A.1.1)

以下では 2.1.2節の手順に沿って U(1)V アノマリーを計算する。

正則化関数
共変アノマリーを計算するため、正則化関数として以下の関数を用いる。

f

(
λ2n
Λ2

)
= e−

λ2
n

Λ2 =
{
e−

D†D
Λ2 , e−

DD†
Λ2

}
(A.1.2)

今、Dirac演算子 D はエルミートではないが、2.1.2節と同様の議論から固有値 λ2n の正定値性
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は保証される。D†D と DD† を計算しておくと、以下のようになる。

D†D =− i

(
m† /D

†
L

/D
†
R m

)
i

(
m /DR

/DL m†

)
=

(
/D
†
L /DL +m†m m† /DR + /D

†
Lm

†

/D
†
Rm+m /DL /D

†
R /DR +mm†

)
(A.1.3)

=(iγµDµ +M)†(iγµDµ +M) = (iDµγ
µ +M†)(iγµDµ +M)

=− γµγνDµDν + iDµγ
µM + iM†γµDµ +M†M

=− γµγνDµDν − γµ
(

(∂µm) +ARµm−mALµ 0
0 (∂µm

†) +ALµm
† −m†ARµ

)
+M†M

≡− γµγνDµDν − γµ
(
Dµm 0
0 Dµm

†

)
+M†M

≡− γµγνDµDν − γµDµM +M†M

=− ηµνDµDν −
1

4
[γµ, γν ]Fµν − γµDµM +M†M

=− ηµν
(
DL
µD

L
ν P+ +DR

µD
R
ν P−

)
− 1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP+ + FRµνP−

)
− γµDµmP+ − γµDµm

†P− +m†mP+ +mm†P− (A.1.4)

ここで、今考えている gauge 場は反エルミートに取っているため A†
µ = −Aµ を使った。M に

対する共変微分は以下のように定義した。これは U(N)L × U(N)R の下でのM の変換性から決
まる。

DµM ≡ i

(
Dµm 0
0 Dµm

†

)
= i

(
(∂µm) +ARµm−mALµ 0

0 (∂µm
†) +ALµm

† −m†ARµ

)
(A.1.5)

同様に DD† も計算して、

DD† =i

(
m /DR

/DL m†

)
(−i)

(
m† /D

†
L

/D
†
R m

)
=

(
/DR /D

†
R +mm† m /D

†
L + /DRm

/DLm
† +m† /D

†
R /DL /D

†
L +m†m

)
(A.1.6)

=(iγµDµ +M)(iγµDµ +M)† = (iγµDµ +M)(iDµγ
µ +M†)

=− γµγνD̄µD̄ν + iγµDµM
† + iMDµγ

µ +MM †

=− γµγνD̄µD̄ν + γµ
(

(∂µm
†) +ALµm

† −m†ARµ 0
0 (∂µm) +ARµm−mALµ

)
+MM†

=− γµγνD̄µD̄ν + γµ
(
Dµm

† 0
0 Dµm

)
+MM†

≡− γµγνD̄µD̄ν + γµDµM
† +MM†

=− ηµνD̄µD̄ν −
1

4
[γµ, γν ]F̄µν + γµDµM +MM†

=− ηµν
(
DL
µD

L
ν P− +DR

µD
R
ν P+

)
− 1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP− + FRµνP+

)
+ γµDµmP− + γµDµm

†P+ +m†mP− +mm†P+ (A.1.7)
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ここで、D̄µ は以下のように定義した。「Dµ の対角成分を入れ換える」という意味で使っている。

D̄µ ≡ ∂µ +

(
ARµ 0
0 ALµ

)
(A.1.8)

同様に、DµM も DµM の対角成分を上下入れ換えた物、という意味で使った。
D†D、DD† の固有値と固有関数を 2.1.2節と同様に以下のように定義する。

D†Dϕn(x) = λ2nϕn(x), (ϕ†m, ϕn) =

∫
ddxϕ†m(x)ϕn(x) = δm,n,

DD†φn(x) = λ2nφn(x), (φ†
m, φn) =

∫
ddxφ†

m(x)φn(x) = δm,n, (A.1.9)

φn(x) =
1

λn
Dϕn(x).

Jacobianの計算
U(1)V 変換の下での経路積分の積分測度の変化を見る。
Dirac場 ψ, ψ̄ を以下のように展開。

ψ(x) =
∑
n

anϕn(x), ψ̄(x) =
∑
n

bnφ
†
n(x). (A.1.10)

an と bn は grassmann数である。
こっらの関係式を用いて作用 (A.0.1)を書き換えると、以下のようになる。

S =

∫
ddxψ̄(x) (iγµDµ +M(x))ψ(x)

=

∫
ddxψ̄(x)Dψ(x)

=

∫
ddx

∑
m,n

bmφ
†
m(x)Danϕn(x)

=

∫
ddx

∑
m,n

bmφ
†
man(λnφn)

=
∑
m,n

bmanλnδm,n

=
∑
n

λnbnan (A.1.11)

ここで、λn > 0となるように取った。固有値として λ2n が定義されており、これは正定値である
ため λn =

√
λ2n と取れば良い。
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U(1)V 変換は (2.1.39)式以下と同様に書けて、以下のようになる。

an → a′n = (ϕ†n, ψ
′) = (ϕ†n, e

iα(x)ψ)

≃
∫
ddxϕ†n(1 + iα(x))

∑
m

amϕm =
∑
m

(
δn,m + i

∫
ddxα(x)ϕ†n(x)ϕm(x)

)
am

≡
∑
m

Ma
nmam, (A.1.12)

bn → bn
′
= (ψ̄′, φn) = (e−iα(x)ψ̄, φn)

≃
∫
ddx(1− iα(x))

∑
m

bmφ
†
mφn =

∑
m

bm

(
δn,m − i

∫
ddxα(x)φ†

m(x)φn(x)

)
≡
∑
m

bmM
b
mn. (A.1.13)

DψDψ̄ =
∏
n

dandbn → Dψ′Dψ̄′ =JDψDψ̄

=
∏
n

da′ndbn
′
=
∏
n

(det[Ma
nm])

−1 (
det[M b

mn]
)−1

dandbn

=
∏
n

J dandbn. (A.1.14)

この Jacobianは (2.1.43)式と同様で、以下のようになる。

J =

(
det

[
δn,m + i

∫
ddxα(x)ϕ†n(x)ϕm(x)

])−1(
det

[
δn,m − i

∫
ddxα(x)φ†

m(x)φn(x)

])−1

≃ exp

[
−i
∫
ddx

∑
n

α(x)ϕ†n(x)ϕn(x)

]
exp

[
i

∫
ddx

∑
n

α(x)φ†
n(x)φn(x)

]

=exp

[
− lim
N→∞

N∑
n

i

∫
ddxα(x)

{
ϕ†n(x)ϕn(x)− φ†

n(x)φn(x)
}]

=exp

[
− lim

Λ→∞

∞∑
n

i

∫
ddxα(x)

{
ϕ†n(x)e

−λ2
n

Λ2 ϕn(x)− φ†
n(x)e

−λ2
n

Λ2 φn(x)

}]

≡ exp

[
−i
∫
ddxα(x)A(x)

]
(A.1.15)

anomalyの計算
以下では、(A.1.15)式のAを計算する。2.1.2節と同様の計算だが、質量m(x)が入っているこ

とに注意する。

A(x) = lim
Λ→∞

∞∑
n

{
ϕ†n(x)e

−λ2
n

Λ2 ϕn(x)− φ†
n(x)e

−λ2
n

Λ2 φn(x)

}
= lim

Λ→∞

∫
ddk

(2π)d
Tr

[
e−ikx

{
e−

D†D
Λ2 − e−

DD†
Λ2

}
eikx

]
= lim

Λ→∞

∫
ddk

(2π)d
Tr

[
exp

{
− 1

Λ2

[
− ηµν

(
(DL

µ + ikµ)(D
L
ν + ikµ)P+
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+ (DR
µ + ikµ)(D

R
ν + ikµ)P−

)
− 1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP+ + FRµνP−

)
− γµDµmP+ − γµDµm

†P−

+m†mP+ +mm†P−

]}
− exp

{
− 1

Λ2

[
− ηµν

(
(DL

µ + ikµ)(D
L
ν + ikµ)P−

+ (DR
µ + ikµ)(D

R
ν + ikµ)P+

)
− 1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP− + FRµνP+

)
+ γµDµmP− + γµDµm

†P+

+m†mP− +mm†P+

]}]
= lim

Λ→∞
Λd
∫

ddk

(2π)d
e−kµk

µ

Tr

[
exp

{
1

Λ2

[
ηµνDL

µD
L
ν P+ +DR

µD
R
ν P−

+
1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP+ + FRµνP−

) ]
+

1

Λ

[
2iηµνkµ(D

L
ν P+ +DR

ν P−)− γµDµm̃P+

− γµDµm̃
†P−

]
−
[
m̃†m̃P+ + m̃m̃†P−

]}
− exp

{
1

Λ2

[
ηµνDL

µD
L
ν P− +DR

µD
R
ν P+

+
1

4
[γµ, γν ]

(
FLµνP− + FRµνP+

) ]
+

1

Λ

[
2iηµνkµ(D

L
ν P− +DR

ν P+) + γµDµm̃P−

+ γµDµm̃
†P+

]
−
[
m̃†m̃P− + m̃m̃†P+

]}]

= lim
Λ→∞

Λd
∫

ddk

(2π)d
e−kµk

µ

Tr

[
exp

{[
1

Λ2
ηµνDL

µD
L
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν +

1

Λ
2iηµνkµD

L
ν

− m̃†m̃

]
P+ +

[
1

Λ2
ηµνDR

µD
R
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν +

1

Λ
2iηµνkµD

R
ν − m̃m̃†

]
P−

− 1

Λ
γµDµm̃P+ − 1

Λ
γµDµm̃

†P−

}
− exp

{[
1

Λ2
ηµνDL

µD
L
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν +

1

Λ
2iηµνkµD

L
ν − m̃†m̃

]
P−

+

[
1

Λ2
ηµνDR

µD
R
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν +

1

Λ
2iηµνkµD

R
ν − m̃m̃†

]
P+

+
1

Λ
γµDµm̃P− +

1

Λ
γµDµm̃

†P+

}]
(A.1.16)

ここで、m̃を以下のように定義した。
m̃ ≡ 1

Λ
m (A.1.17)

通常、例えばm(x)として Higgs場を入れた場合などは、Λ → ∞で m̃→ 0より全て落ち、アノ
マリーには効かない。今は Λ → ∞の極限で m̃が 0にならずに残るような場合を考え、m̃のア
ノマリーに対する寄与を見る。以下では 1/Λ展開をするが、m̃ ∼ O(1)として扱う。
(A.1.16)式の第 1項と第 2項は反対の chiralityを持っており、その差を取るときに γ5 が出て、

2.1.2 節で U(1)A アノマリーを計算した時と同様の Tr[γ5 を掛けるという計算に帰着するため、
γµ が入っていない項を落とすことが可能になる。そのため先にトレースを取ると落ちる項を落と
して、以下のように整理する。
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A(x) = lim
Λ→∞

Λd
∫

ddk

(2π)d
e−kµk

µ

Tr

[
exp

{[
1

Λ2
ηµνDL

µD
L
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν +

1

Λ
2iηµνkµD

L
ν

− m̃†m̃

]
P+ +

[
1

Λ2
ηµνDR

µD
R
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν +

1

Λ
2iηµνkµD

R
ν − m̃m̃†

]
P−

− 1

Λ
γµDµm̃P+ − 1

Λ
γµDµm̃

†P−

}
− exp

{[
1

Λ2
ηµνDL

µD
L
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν +

1

Λ
2iηµνkµD

L
ν − m̃†m̃

]
P−

+

[
1

Λ2
ηµνDR

µD
R
ν +

1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν +

1

Λ
2iηµνkµD

R
ν − m̃m̃†

]
P+

+
1

Λ
γµDµm̃P− +

1

Λ
γµDµm̃

†P+

}]

≃ lim
Λ→∞

Λd
∫

ddk

(2π)d
e−kµk

µ

Tr

[
exp

{[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν − m̃†m̃

]
P+

+

[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν − m̃m̃†

]
P− − 1

Λ
γµDµm̃P+ − 1

Λ
γµDµm̃

†P−

}
− exp

{[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν − m̃†m̃

]
P− +

[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν − m̃m̃†

]
P+

+
1

Λ
γµDµm̃P− +

1

Λ
γµDµm̃

†P+

}]
+O

(
1

Λ

)

≃ lim
Λ→∞

Λd

2dπ
d
2

Tr

[
exp

{[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν − m̃†m̃

]
P+ +

[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν − m̃m̃†

]
P−

− 1

Λ
γµDµm̃P+ − 1

Λ
γµDµm̃

†P−

}
− exp

{[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν − m̃†m̃

]
P−

+

[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν − m̃m̃†

]
P+ +

1

Λ
γµDµm̃P− +

1

Λ
γµDµm̃

†P+

}]
(A.1.18)

このアノマリー (A.1.18)は微分形式を使って書くことが出来る。Tr[γ5 の計算で生き残るのは
γµ が d 個積を取る項のみで、この d 個の足 µ は反対称になっていた。そのため、Fµν などの µ

の足は全て反対称に潰すことになり、微分形式で書けるようになる。これは U(1)A アノマリーが
F ∧ F の形で書けたのと同じ理由である。最終的に微分形式で書くことを目指すため、以下では
x積分が入った lnJ を計算する。
m̃†m̃ = m̃m̃† を仮定し、これらは全ての他の場と可換であるとすると、

lnJ =− i

∫
ddxα(x)A(x)

≃− i

∫
ddxα(x) lim

Λ→∞

Λd

2dπ
d
2

Tr

[
exp

{[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν − m̃†m̃

]
P+

+

[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν − m̃m̃†

]
P− − 1

Λ
γµDµm̃P+ − 1

Λ
γµDµm̃

†P−

}
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− exp

{[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν − m̃†m̃

]
P− +

[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν − m̃m̃†

]
P+

+
1

Λ
γµDµm̃P− +

1

Λ
γµDµm̃

†P+

}]
+O

(
1

Λ

)

=− i lim
Λ→∞

Λd

2dπ
d
2

∫
ddxα(x)e−m̃

†m̃Tr

[
exp

{[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν

]
P+

+

[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν

]
P− − 1

Λ
γµDµm̃P+ − 1

Λ
γµDµm̃

†P−

}
− exp

{[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FLµν

]
P− +

[
1

Λ2

1

4
[γµ, γν ]FRµν

]
P+

+
1

Λ
γµDµm̃P− +

1

Λ
γµDµm̃

†P+

}]

=− i lim
Λ→∞

Λd

2dπ
d
2

∫
ddxα(x)e−m̃

†m̃Tr

[(
1 +

{
1

4Λ2
[γµ, γν ]FLµνP+ +

1

4Λ2
[γµ, γν ]FRµνP−

− 1

Λ
γµDµm̃P+ − 1

Λ
γµDµm̃

†P−

}
+

1

2

{
1

4Λ2
[γµ, γν ]FLµνP+ +

1

4Λ2
[γµ, γν ]FRµνP−

− 1

Λ
γµDµm̃P+ − 1

Λ
γµDµm̃

†P−

}2

+ · · ·
)

−
(
1 +

{
1

4Λ2
[γµ, γν ]FLµνP− +

1

4Λ2
[γµ, γν ]FRµνP+ +

1

Λ
γµDµm̃P− +

1

Λ
γµDµm̃

†P+

}
+

1

2

{
1

4Λ2
[γµ, γν ]FLµνP− +

1

4Λ2
[γµ, γν ]FRµνP+ +

1

Λ
γµDµm̃P− +

1

Λ
γµDµm̃

†P+

}2

+ · · ·
)]

=− i lim
Λ→∞

Λd

2dπ
d
2

∫
ddxα(x)Tr

[
1(
d
2

)
!

({
1

4Λ2
[γµ, γν ]FLµν

} d
2

γ5 −
{

1

4Λ2
[γµ, γν ]FRµν

} d
2

γ5

)

+
1(

d
2 + 1

)
!

(
1

Λ
γµDµm̃

1

Λ
γνDνm̃

†
{

1

4Λ2
[γµ, γν ]FRµν

} d
2−1

(−γ5) + · · ·
)
+ · · ·

]
e−m̃

†m̃

=− i lim
Λ→∞

Λd

2dπ
d
2

∫
ddxα(x)Tr

[
γ5γ

µγνγργσ · · · 1

Λd

{
1(
d
2

)
!

(
1

2

) d
2
(
FLµνF

L
ρσ · · · − FRµνF

R
ρσ · · ·

)

+
1(

d
2 + 1

)
!

(
1

2

) d
2−1(

−Dµm̃Dνm̃
†FRρσ · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}]
e−m̃

†m̃

=− i

(2π)
d
2

∫
ddxα(x)tr

[
i
d
2 ϵµνρσ···

{
1(
d
2

)
!

(
1

2

) d
2
(
FLµνF

L
ρσ · · · − FRµνF

R
ρσ · · ·

)

+
1(

d
2 + 1

)
!

(
1

2

) d
2−1(

−Dµm̃Dνm̃
†FRρσ · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}]
e−m̃

†m̃

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)tr

[{
1(
d
2

)
!

(
FL ∧ FL ∧ · · · − FR ∧ FR ∧ · · ·

)

+
1(

d
2 + 1

)
!

(
−Dm̃ ∧ (Dm̃)† ∧ FR ∧ · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}]
e−m̃

†m̃
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=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[{
1(
d
2

)
!

(
e+FL ∧ FL ∧ · · ·+ e−FR ∧ FR ∧ · · ·

)

+
1(

d
2 + 1

)
!

(
e+(Dm̃)† ∧Dm̃ ∧ FL ∧ · · ·+ e−Dm̃ ∧ (Dm̃)† ∧ FR ∧ · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}]
e−m̃

†m̃

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[{
1(
d
2

)
!

(
(e+FL) ∧ (e+FL) ∧ · · ·+ (e−FR) ∧ (e−FR) ∧ · · ·

)
+

1(
d
2 + 1

)
!

({
(Dm̃)† ∧Dm̃e+

}
∧ (e+FL) ∧ · · ·

+
{
Dm̃ ∧ (Dm̃)†e−

}
∧ (e−FR) ∧ · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}]
e−m̃

†m̃

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[{
1(
d
2

)
!

(
(e+FL) ∧ (e+FL) ∧ · · ·+ (e−FR) ∧ (e−FR) ∧ · · ·

)
+

1(
d
2 + 1

)
!

({
(Dm̃)† ∧Dm̃σ+σ−

}
∧ (e+FL) ∧ · · ·

+
{
Dm̃ ∧ (Dm̃)†σ−σ+

}
∧ (e−FR) ∧ · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}]
e−m̃

†m̃

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[{
1(
d
2

)
!

(
(e+FL) ∧ (e+FL) ∧ · · ·+ (e−FR) ∧ (e−FR) ∧ · · ·

)
+

1(
d
2 + 1

)
!

({
− (Dm̃)†σ+ ∧Dm̃σ−

}
∧ (e+FL) ∧ · · ·

+
{
−Dm̃σ− ∧ (Dm̃)†σ+

}
∧ (e−FR) ∧ · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}]
e−m̃

†m̃

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[{
1(
d
2

)
!

(
(e+FL) ∧ (e+FL) ∧ · · ·+ (e−FR) ∧ (e−FR) ∧ · · ·

)
+

1(
d
2 + 1

)
!

({
i(Dm̃)†σ+ ∧ iDm̃σ−

}
∧ (e+FL) ∧ · · ·

+
{
iDm̃σ− ∧ i(Dm̃)†σ+

}
∧ (e−FR) ∧ · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}]
e−m̃

†m̃

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
exp

(
FL − m̃†m̃ i(Dm̃)†

iDm̃ FR − m̃m̃†

)]
(A.1.19)

≡− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
eF
]

(A.1.20)

F =

(
FL − m̃†m̃ i(Dm̃)†

iDm̃ FR − m̃m̃†

)
(A.1.21)

Strは supertraceである。(A.1.19)式の行列表示は、6.1.1節で定義した e±、σ± を行列表示した
場合の表記である。
ここで、(A.1.19) 式を見ると m̃が入っていると分かる。しかし、m̃ = m/Λと定義したため m̃

の中に理論の cut-offとして入れた Λが入ってしまっている。Λは cut-offとして入れただけなの
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で、計算結果は Λ → ∞の極限を取り切った形として得られ、Λには依存しないはずである。実
は、m̃は x積分を実行してしまえば lnJ の中に残らないということを示すことが出来る。
3章の非可換アノマリーの場合の計算を思い出すと、U(1)L アノマリーを求めた後に U(N)L ア

ノマリーを求めるのは、パラメータ αを U(N)L のパラメータに変更すれば良いだけで良く、す
ぐに求められた。今の場合も同様に、U(1)V アノマリーの表式 (A.1.20)から U(N)V アノマリー
を求めるのは容易に出来る。U(N)V のアノマリーは以下のようになる。

lnJ = −i
(
i

2π

) d
2
∫

Str
[
α(x)eF

]
(A.1.22)

ここで、α = αaT a は U(N)V のパラメータである。
同様に、背景 gauge場を入れた U(N)L ×U(N)R の対称性に対する’t Hooftアノマリーを求め

ることも可能である。この場合、変換パラメータ α(x)を U(N)L × U(N)R のパラメータにすれ
ば良く、以下のように定義する。

α(x) =

(
αL(x) 0

0 αR(x)

)
=

(
αaLT

a 0
0 αaRT

a

)
(A.1.23)

ここで、T a は U(N)の generator である。この α(x)を用いて U(N)L × U(N)R のアノマリー
を書くと、以下のようになる。

lnJ = −i
(
i

2π

) d
2
∫

Str
[
α(x)eF

]
(A.1.24)

A.2 奇数次元
偶数次元の場合、U(N)L ×U(N)R 対称性を持った作用の U(1)V アノマリーを見出した。奇数

次元、即ち dが奇数の場合は作用が持つ対称性は U(N)だが、この理論が U(1)アノマリーを持
つことを見る。
計算は偶数次元の場合とほぼ同様に出来るが、chiralityがないことに注意する。
Dirac演算子 D は以下のような物である。

D = iγµDµ +M (A.2.1)

共変アノマリーを求めるため、D†D と DD† を計算する。

D†D =(iγµDµ +M)
†
(iγµDµ +M)

=− γµγνDµDν + iγµDµM + iM†γµDµ +M†M

=− ηµνDµDν −
1

4
[γµ, γν ]Fµν + iγµDµM + iM†γµDµ +M†M

=− ηµνDµDν −
1

4
[γµ, γν ]Fµν − γµ

{
(∂µm) +m∂µ +Aµm

}
+ γµ

{
m∂µ +mAµ

}
+m†m

=− ηµνDµDν −
1

4
[γµ, γν ]Fµν − γµDµm+m†m (A.2.2)
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偶数次元の時と同様に、M = imとしてmを定義し、mがエルミートである、即ちm† = mを
課した。mに対する共変微分は以下のように定義。

Dµm ≡ (∂µm) +Aµm−mAµ = (∂µm) + [Aµ,m] (A.2.3)

同様に DD† も計算して、

DD† =− γµγνDµDν + iγµDµM
† + iMγµDµ +MM†

=− ηµνDµDν −
1

4
[γµ, γν ]Fµν + iγµDµM

† + iMγµDµ +MM†

=− ηµνDµDν −
1

4
[γµ, γν ]Fµν + γµDµm+mm† (A.2.4)

(A.2.2)、(A.2.4) 式はそれぞれ偶数次元の時の (A.1.4)、(A.1.7) 式と似た形であることに注意。
chirality分の違いを除けば同じ形である。
これを用いてAを計算すると以下のようになる。(A.1.16)式を元にして、適宜 (A.2.2)、(A.2.4)

式を代入すれば良い。

A(x) = lim
Λ→∞

∫
ddk

(2π)d
Tr

[
e−ikx

{
e−

D†D
Λ2 − e−

DD†
Λ2

}
eikx

]
= lim

Λ→∞

∫
ddk

(2π)d
Tr

[
exp

{
1

Λ2
ηµν(Dµ + ikµ)(Dν + ikν) +

1

4Λ2
[γµ, γν ]Fµν

+
1

Λ
γµ(Dµ + ikµ)m̃− m̃†m̃

}
− exp

{
1

Λ2
ηµν(Dµ + ikµ)(Dν + ikν)

+
1

4Λ2
[γµ, γν ]Fµν −

1

Λ
γµ(Dµ + ikµ)m̃− m̃m̃†

}]
= lim

Λ→∞
Λd
∫

ddk

(2π)d
e−kµk

µ

Tr

[
exp

{
1

Λ2
ηµνDµDν +

2i

Λ
ηµνDµkν +

1

4Λ2
[γµ, γν ]Fµν

+
1

Λ
γµDµm̃− m̃†m̃

}
− exp

{
1

Λ2
ηµνDµDν +

2i

Λ
ηµνDµkν +

1

4Λ2
[γµ, γν ]Fµν

− 1

Λ
γµDµm̃− m̃†m̃

}]
(A.2.5)

偶数次元の時と同様に、m̃を以下のように定義した。

m̃ ≡ 1

Λ
m (A.2.6)

1
Λ 展開を実行する。偶数次元の時は射影演算子 P± の差から γ5 が出たが、奇数次元では射影演

算子がないので結果が異なる。(A.2.5)式を良く見ると、第 1項と第 2項で異なるのは 1
Λγ

µDµm̃

項の符号のみである。よって、 1
Λ 展開をした後に残るのは 1

Λγ
µDµm̃を奇数項含む項のみになる。

また、γ 行列に対するトレースも取るため、トレースを取った後に残るのは γµ を d個以上含む項
のみになる。この性質を用いると奇数次元の場合もアノマリーを微分形式を用いて表記すること
が可能になる。以下では、微分形式で記述するために x積分も含む lnJ を計算する。
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lnJ =− i

∫
ddxα(x)A(x)

=− i

∫
ddxα(x) lim

Λ→∞
Λd
∫

ddk

(2π)d
e−kµk

µ

Tr

[
exp

{
1

Λ2
ηµνDµDν

+
2i

Λ
ηµνDµkν +

1

4Λ2
[γµ, γν ]Fµν +

1

Λ
γµDµm̃− m̃†m̃

}
− exp

{
1

Λ2
ηµνDµDν +

2i

Λ
ηµνDµkν +

1

4Λ2
[γµ, γν ]Fµν −

1

Λ
γµDµm̃− m̃†m̃

}]
≃− i lim

Λ→∞

Λd

2dπ
d
2

∫
ddxα(x)Tr

[
exp

{
1

4Λ2
[γµ, γν ]Fµν +

1

Λ
γµDµm̃− m̃†m̃

}
− exp

{
1

4Λ2
[γµ, γν ]Fµν −

1

Λ
γµDµm̃− m̃†m̃

}]
+O

(
1

Λ

)
=− i lim

Λ→∞

Λd

2dπ
d
2

∫
ddxα(x)Tr

[
γµγνγργσγλ · · · 2

Λd

{
1(

d+1
2

)
!

(
1

2

) d−1
2

(Dµm̃FνρFσλ · · ·+ · · · )

+
1(

d+1
2 + 1

)
!

(
1

2

) d−1
2 −1

((Dµm̃)(Dνm̃)(Dρm̃)Fσλ · · ·+ · · · ) + · · ·
}
e−m̃

†m̃

]
+O

(
1

Λ

)

=− i

(2π)
d
2

∫
ddxα(x)tr

[√
2 i

d−1
2 ϵµνρσλ · · ·

{
1(

d+1
2

)
!

(
1

2

) d−1
2

((Dµm̃)FνρFσλ · · ·+ · · · )

+
1(

d+1
2 + 1

)
!

(
1

2

) d−1
2 −1

((Dµm̃)(Dνm̃)(Dρm̃)Fσλ · · ·+ · · · ) + · · ·
}
e−m̃

†m̃

]

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)tr

[
− i

√
2i

{
1(

d+1
2

)
!
((Dm̃) ∧ F ∧ F · · ·+ · · · )

+
1(

d+1
2 + 1

)
!

(
(Dm̃) ∧ ((Dm̃)†) ∧ (Dm̃) ∧ F · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}
e−m̃

†m̃

]

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
− i

√
2i

{
1(

d+1
2

)
!

(
(Dm̃) ∧ F ∧ F · · ·σ− + · · ·

)
+

1(
d+1
2 + 1

)
!

(
(Dm̃) ∧ ((Dm̃)†) ∧ (Dm̃) ∧ F · · ·σ− + · · ·

)
+ · · ·

}
e−m̃

†m̃

]

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
−

√
2i

{
1(

d+1
2

)
!

(
(iDm̃σ−) ∧ (e+F ) ∧ F · · ·+ · · ·

)
+

1(
d+1
2 + 1

)
!

(
(iDm̃σ−) ∧ (i(Dm̃)†σ+) ∧ (iDm̃σ−) ∧ (e+F ) · · ·+ · · ·

)
+ · · ·

}
e−m̃

†m̃

]

=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
exp

(
F − m̃†m̃ i(Dm̃)†

iDm̃ F − m̃m̃†

)]
=− i

(
i

2π

) d
2
∫
α(x)Str

[
eF
]

(A.2.7)

F =

(
F − m̃†m̃ i(Dm̃)†

iDm̃ F − m̃m̃†

)
(A.2.8)
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ここで、奇数次元の supertrace は以下のように定義されており、係数 −
√
2i = i−

3
2

√
2 は

supertraceに書き換える際に吸収されている。

i
3
2 Str

(
a b
b a

)
=

√
2tr(b) (A.2.9)

以上の計算より、奇数次元でも偶数次元の時と同様にアノマリーが出て、supertraceを使った形
で書けることが分かった。
偶数次元の場合と同様に、この議論を U(N)のアノマリーに拡張することは直ぐに出来、U(N)

のアノマリーは以下のようになる。

lnJ = −i
(
i

2π

) d
2
∫

Str
[
α(x)eF

]
(A.2.10)

ここで、α = αaT a は U(N)のパラメータである。この場合も、U(N)の背景 gauge場を入れて
いるため、この U(N)アノマリーは’t Hooftアノマリーである。
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