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1. はじめに

一般相対性理論は，重力を時空の曲がりとして捉え，基

礎方程式を Riemann幾何学の言葉で書くなど．提案当初

から，微分幾何学に深く根ざした理論であった．このため，

一般相対性理論の登場は，G. Ricci, T. Levi-Civitaらがそ

れまで築き上げきたテンソル解析という不変式論の一分野

を一挙に数学の中心分野へと変化させるほどの影響を数学

に与えた．以後も，一般相対性理論の研究は，豊かな数理

的成果を上げ続けており，現在でも，大域的微分幾何学を

中心として，数学の発展の大きな原動力となっている．本

稿では，これらの一般相対性理論の数理的成果の中で特に

特筆すべきものをいくつか選び，その概要を紹介し，さら

に今後の展望にも触れる．

なお，本稿では，正の固有値が p個，負の固有値が q個

となる計量をもつ擬 Euclide空間をEp,q と表記する．この

記号法では，4次元Minkowski時空はE3,1と表される．ま

た，特に断らない限り，自然単位系 c “ ℏ “ 1を仮定する．

2. ゲージ原理との融合

一般相対性理論の影響で微分幾何学が数学の中心分野へ

と発展する上で重要な役割を果たしたのが，H. Weylや E.

Cartanである．特に，彼らは，1917年に Levi-Civitaが導

入した平行移動（=接続）の概念に着目し，Riemann幾何

学を接続の幾何学として発展させた．これは，無限小解析

に基礎をおく微分幾何学と対称性に基礎をおく F. Kleinの

幾何学という，一見大きく異なる２つの幾何学を融合させ

るものであった．その申し子として Cartanにより導入さ

れたホロノミ－群の概念は，その後，微分幾何学の大域的

研究において中心的な役割を果たし，Calabi-Yau多様体な

どの特殊ホロノミ－群をもつ多様体と超弦理論・Ｍ理論の

N “ 1局所超対称性をもつコンパクト化の関連など，物理

学でも重要な概念となっている．

この接続の概念は，最終的に C. Ehresmannの 1950年

の論文によりファイバー束を用いて現代的な形で一般的に

定式化された．そのすぐ後，Einsteinがなくなった 1954年

には，有名な非可換ゲージ理論のアイデアが C.N. Yangと

R. Millsにより発表されている．未発表ながら，W. Pauli

や内山龍雄も同じ頃，類似のアイデアを得ていたようであ

る．これら２つのアイデアは，その後密接に結びつき，指

数定理，アノーマリー理論，Donaldson理論など豊かな数

学と物理の交流を生み出すこととなった．

3. なぜ，重力理論が幾何学と結びつくのか？

Einsteinは，特殊相対性理論を重力を含む系に拡張する

上で，等価原理を基礎においた．等価原理は「任意の時空

点において適当な基準系（座標系）を選べばその点におい

て重力を微局所的1に消去できる」ことを要求するが，この

重力が消去された微局所慣性系（無限個存在する）に限定

すれば特殊相対性理論が成立することを要請しようという

わけである．すると自然な帰結として，「本質的」重力場が

存在するとき，有限の広がりをもつ局所慣性系は存在せず，

物理法則を一般的な座標系を用いて記述することが要求さ

れるが，この一般座標系では光速はもはや一定でなくなる．

そこで，この場所や方向により異なる光速を記述する量が

必要となる．

Einstein はそのような量として，微局所慣性系の

Minkowski計量に着目した．特殊相対性理論において中心的

な役割を果たすこの計量は，Lorentz変換で不変であるため，

同一時空点Pでの微局所慣性座標系Xa
P pa “ 0, 1, 2, 3, 4qの

取り方に依存しない．この計量 ds2 “ ηabdX
a
P dX

b
P を一般

座標系で表すと，

ds2 “ gµνdx
µdxν ; gµνpP q “ ηab

BXa
P

pdxµ
BXb

P

Bxν
(1)

により，各時空点での一般的な計量が定義される．その構成

法から，各時空点での光の伝搬方向 pdt, dxiqは ds2 “ 0に

より決まりるので，計量によって座標速度 dxi{dt “ vniが

時空点 Pと伝搬方向 niの関数として一意的に決定される．

重力場が存在する場合の物理法則を，局所的な特殊相対性

理論の貼り合わせとして捉える以上の考え方は，Riemann

幾何学を局所的な Euclide幾何学の貼り合わせして捉える

Riemannの思想を物理学に適用したもので，一般相対性理

論が幾何学的色彩を帯びる最大の要因となっている．自由

粒子の時空軌跡が上で導入した時空計量に関する測地線と

なるのも，その現れの一つである．

もちろん，本質的重力場が存在しないMinkowski時空で

も，一般の座標系では見かけ上非自明な計量が現れる．こ

れは（一般に非一様な）加速運動による光速の変化を表す

が，重力場をその源と結びつけるには，この様な運動学的

効果を取り除く方法が必要となる．その一つが，曲率テンソ

ルを用いることである．その基礎となるRiemann曲率テン

ソルは，座標系に相対的な重力場の強さを表す Christoffel

記号

Γµνλ “
1

2
gµα pBνgλα ` Bλgνα ´ Bαgνλq (2)

1無限小の領域で成り立つことを以下「微局所的」と呼ぶことにする．
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を用いて，

Rµνλσ “ BλΓ
µ
σν ´ BσΓ

µ
λν ` ΓµλαΓ

α
σν ´ ΓµσαΓ

α
λν (3)

により定義される４階テンソルである．

4. 因果構造

すでに述べたように，Riemann幾何学は Euclide幾何学

の局所化として誕生した．このため，計量は正定値のもの

のみを考える．これに対して，一般相対性理論で現れる計量

は，Minkowski計量と同じく，時間に対応する方向が負とな

る不定符号計量となっている．この違いは，時空の幾何学に

因果構造という Riemann幾何学にはない構造をもたらす．

この問題は，1965年から 1970年頃にかけて，R. Penrose,

R.P. Geroch, E.H. Kronheimer, H.J. Seifert, B. Carterら

により詳しく研究された．その成果は，S.W. Hawkingと

G.F.R. Ellisによる有名な教科書1) にまとめられている．

もちろん，局所的な状況はMinkowski時空と全く同じで，

条件 ds2 “ 0により決まる各点 Pの光円錐により，点 Pの

接ベクトル V は時間的 (V ¨ V ă 0)，空間的 (V ¨ V ą 0)，

光的 (V ¨V “ 0)の３つに分類され，さらに時間的ベクトル

と光的ベクトルは，未来向きと過去向きに分類される．こ

れらの分類に対応して，時空の曲線は各点での接ベクトル

の向きにより，時間的，光的，因果的（=時間的ないし光

的），空間的などと分類される．

しかし，大域的な観点からは，多様な新たな構造が現れ

る．その一つが，因果律の破れである．例えば，負の宇宙

定数 Λ “ ´npn´ 1q{p2ℓ2qをもつ Einstein方程式の定常真

空解である n` 1次元反 de Sitter時空

adSn`1 : ds2 “ ´pr2 ` ℓ2qdt2 `
dr2

r2 ` ℓ2
` r2dΩ2

n´1 (4)

は，写像

pT, Sq “ pr2 ` ℓ2q1{2pcos t, sin tq, Xi “ rΩi

pΩ¨Ω “ 1qにより，計量ds2 “ ´dT 2´dS2`dX2
1`¨ ¨ ¨`dX2

n

をもつ pn` 2q次元擬 Euclide空間 En,2の中に，２次曲面

Σ : ´T 2 ´ S2 `X2
1 ` ¨ ¨ ¨ `X2

n “ ´ℓ2 (5)

として埋め込むことができる．この時空では Xi “一定と

なる閉曲線が至るところ時間的となる．すなわち，未来向

きに出た曲線が有限な時間で過去から元の時空点に戻って

くる．この様な曲線は時間的閉曲線と呼ばれるが，明らか

に因果律を破っている．この例は，普遍被覆空間を考える

ことにより因果律の破れをなくすることができるが，一般

相対性理論では，このような位相的処理では取り除けない

因果的閉曲線がしばしば現れる．この点に着目し，どのよ

過去

空間的
方向光円錐

未来

図 1: 局所的な因果構造

うな状況で因果的閉曲線が現れるのか，また因果律の破れ

た領域（タイムマシーン）を生成する方法はないかなどの

問題を積極的に研究する分野もあるが2, 3, 4)2，多くの研究

では，これらの因果律の破れが現れないこと（因果性条件）

を前提として要請することが多い．

最もよく用いられる条件は，Cauchy面の存在である．正

確にはこの条件は次のように，定義される．まず，時空M

内の超曲面Σに対し，その点を通過するすべての延長不可能

な過去向き因果的曲線がΣと交わるような点の全体D`pΣq

を未来の依存領域という．同様に，過去向きの代わりに未

来向きの曲線を考えることにより，過去の依存領域D´pΣq

が定義される．M “ DpΣq ” D`pΣq Y D´pΣqとなると

き，ΣをM の Cauchy面と呼ぶ．Cauchy面の存在する時

空は，R ˆ Σと同相になり，因果的には非常に単純な構造

を持つ．以下，Cauchy面の存在するとき，時空は大域的に

双曲的 (globally hyperbolic)であると言うことにする．

5. 時空の端

時空の大域的因果構造に関する研究の大きな成果は，「時

空の端」に豊かな構造があることを発見したことである．も

ちろん，時空の「端点」なるものは実在しないが，集合論

的に仮想端点を定義することができる．

それを説明するために，いくつか記号を用意する．まず，

時空M において，集合 S の点から未来向きの時間的曲線

により到達できる点の全体を I`pSq，因果的曲線により到

達できる点の全体を J`pSqと表す．また，未来向きを過去

向きに変えた場合の集合を I´pSq，J´pSqと表す．これら

は，S の因果的（時間的）未来および因果的（時間的）過

去の大域的バージョンである．特に，S が一点 pからなる

とき，J`ppq ´ I`ppqと J´ppq ´ I´ppqは，それぞれ，pの

未来の光円錐と過去の光円錐に相当する．

W “ I´pSqは，I´pW q Ă W と言う条件を満たす開集合

であるが，この条件を満たす開集合は過去集合と呼ばれる．

過去集合の中で，I´ppqは，2つの異なる過去集合の和とし

て表すことができないという特徴をもつ．この特徴をもつ

2興味深い例としては，Thorneらの提案したブラックホール連星を用
いたタイムマシーンがある5)．この例では，ブラックホールが内部でワー
ムホールによりつながることにより，時間的閉曲線を生み出しているが，
この構造を安定に保つには負のエネルギーを持った物質が必要となる．
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図 2: Minkowski 時空の無限遠と静的 Einstein 宇宙への埋め込み

集合を既約過去集合 (indecomposable past set)と呼ぶ．既

約過去集合は，時空点を集合の因果的性質で特徴づけるも

のであるが，一般に，適当な時空 pを用いてW Ă I´ppqと

表されないもの（終端既約過去集合）が存在する．このよ

うな既約過去集合に仮想的な「頂点」を付与して，それを

時空の（未来の）端点と見なそうというのが基本的なアイ

デアである．一般に，すべての終端既約過去集合W は，適

当な未来に延長不可能な時間的曲線 γを用いてW “ I´pγq

と表されることが示される1).同様に，未来集合，既約未来

集合を用いると，時空の過去の端点が定義される．

例えば，4次元Minkowski時空M での端点を持たない

時間的直線 γ に対して，W “ I´pγqは常に時空全体と一

致するので終端既約過去集合となり，時空の時間的未来の

端点 i`を定義する．また，原点を通過する未来に端点を持

たない光的直線 γ に対して，W “ I´pγqは原点を通過す

る時刻と光線の方向で一意的に決まりるので，対応する未

来の端点の全体 I ` は 3次元面 R ˆ S2 と同相になる．こ

れらは全体として，未来の無限遠を定義する．同様に，既

約未来集合より，時間的過去の端点 i´，過去の光的無限遠

I ´ が定義される（図 2左）．

6. 共形的無限遠

このような無限遠の構成法は，Minkowski時空では比較

的容易に実行できるが，より複雑な時空では実用的でない．

実は，より実用的な無限遠の構成法が，すでに 1964年に

Penroseにより提案されていた6)．Weyl変換 gµν Ñ Ω2gµν

は，Ωが定数でなくても光円錐の構造を変えない．この点

に着目し，時空全体 pM , gqを別の時空 pM̂ , ĝqの有界領域

に共形写像 f : M Ñ M̂，すなわち

C1: ĝµν “ Ω2f˚gµν pΩ ą 0q

を満たす写像で埋め込むことができれば，M の無限遠はそ

の像 fpM qの M̂ での境界 BM “ fpM q ´ fpM qとして実

体化されるというのが，基本的なアイデアである．ただし，

無限遠であることを保証するために，次の条件を加える必

要がある：

-

+

r =
 0 t

-

+

r =
 0

r =
 0

r = l r =
 l

r 
=

 0

Σ

D(Σ)

H  (Σ)+

H  (Σ) -

図 3 定曲率時空の Penrose 図式．左から順に，Minkowski 時空，de
Sitter 時空，反 de Sitter 時空．

C2: BM 上で，Ω “ 0かつ dΩ ‰ 0.

このようにして定義される無限遠は共形的無限遠と呼ばれる．

例えば，極座標表示での pn ` 1q 次元 Minkowski 計量

ds2 “ ´dt2 ` dr2 ` r2dΩ2
n´1 は，

t´ r

2
“ tan

η ´ χ

2
,

t` r

2
“ tan

η ` χ

2
(6)

と座標変換すると

ds2 “ Ω´2d̂s
2
: d̂s

2
“ ´dη2 ` dχ2 ` sin2 χdΩ2

n´1,

Ω “ cos
`

η´χ
2

˘

cos
`

η`χ
2

˘

(7)

と表される．ここで，d̂s
2
はちょうど，静的 Einstein宇宙

M̂ – R ˆ Sn の計量と一致するので3，この変換により，

Minkowski時空全体が静的 Einstein宇宙のコンパクト領域

χ´π ď η ď π´χ(χ ě 0)に埋め込まれ，その境界でΩ “ 0

となる (図 2の右）．ただし，dΩ ‰ 0となるのは，χ ‰ 0, π

の部分なので，角度座標も考慮すると，BM は，それぞれ

RˆSn´1に同相な 2つの連結成分からなる．これらは，ちょ

うど，終端既約因果集合により抽象的に定義した光的無限

遠I ˘（図 2）に対応する．また，pη, χq “ p˘π, πqが時間

的無限遠点 i˘ を実現する．

この埋め込みでは，fpM qの境界として，pη, χq “ p0, πq

に対応するもう余分な点 i0が現れる．この点は，時空内部

から（漸近的に）空間的曲線でしか到達できないので，上

で定義した因果境界には含まれないので，空間的無限遠点

と呼ばれる．ただし，この点は共形埋め込みでは dΩ “ 0

となる特異点なので，その姿は埋め込みに依存する．

以上の共形埋め込みにおいて，角度座標が一定に対応す

る 2次元部分を図示したものはしばしば Penrose図式と呼

ばれる．図 3の左端の図が，Minkowski時空の Penrose図

式である．もとの (n+1)次元時空は，この 2次元図を底空

間として，その各点に場所に依存した半径の球面 Sn´1 を

ファイバーとして付与したファイバー空間と見なされる．

定曲率時空である de Sitter時空 dSn`1や反 de Sitter時

空 adSn`1 も，Minkowski時空と局所的に共形なので，同
3Einstein は，宇宙膨張を止めるために宇宙定数を導入し，この解を

得た．4 次元時空の場合，Λ “ 4πGρ “ 一定の関係が成立する．

解説 一般相対性理論の数理（未発表 long version） 3
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図 4: 漸近的に平坦なブラックホール時空の 2 次元断面

じく静的 Einstein宇宙の部分領域に共形的に埋め込むこと

ができる．それにより得られる Penrose図式が図 3の右 2

つである．上の座標系を用いると，de Sitter時空 dSn˚1は

|η| ă π{2 に，反 de Sitter 時空 adSn`1 は 0 ď χ ă π{2

に埋め込まれる．したがって，dSn`1
– R ˆ Sn で，その

境界は Sn に同相な 2つの空間的面 I ˘ からなる．一方，

adSn`1
– R ˆDnなので，その境界は R ˆ Sn´1に同相な

時間的面I となる．

Penroseによる共形的無限遠の定義の優れたところは，無

限遠の構造やその近傍の漸近構造の解析を具体的に行うこ

とが可能となったことである．例えば，上で定曲率時空の

場合に見た宇宙定数の符号と無限遠の構造の対応は，実は

一般的であることが示される．特に，宇宙定数が負の場合

は，物質（場）が十分局在している場合，無限遠は常に時

間的な超曲面（と 2個の時間的無限遠点 i˘)となる．これ

は，この時空に Cauchy面が存在せず，未来の時間発展を

決定するには，初期面での情報以外に，境界にあたる無限

遠I での境界条件が必要となることを意味している．この

構造は，近年盛んに研究されている adS/CFT対応や類似

の双対性の議論の基礎となっている（詳細については，本

特集の大栗氏の解説参照）．

この無限遠構造の一般的分類に基づいて，共形無限遠の

構造が，Minkowski時空，de Sitter時空，反 de Sitter時

空の無限遠と同一の構造を持つ時空は，それぞれ漸近的に

平坦，漸近的に de Sitter的, 漸近的に反 de Sitter的で

あるという．

7. ブラックホール

この無限遠の定義を基礎として，ブラックホールが定義さ

れる．まず，２つの光的無限遠をもつ漸近的に平坦な時空M

では，天体から十分離れた観測者に情報が伝わる時空領域は

J´pI `, M̂ qと一致するので，その外は観測者には見えない

時空領域となる．そこで，この領域のうちI ´から影響の及

ぶ部分B “ pM ´J´pI `, M̄ qqXJ`pI ´, M̂ qをブラック

ホール領域，その境界H ` “ 9J´pI `, M̂ q X J`pI ´, M̂ q

を未来の事象の地平線（以下ホライズン）と定義する (図

4)．また，I ` から観測可能でかつ I ´ からの情報が

r

Singularity: r=0

Singularity: r=0

r = +∞

r = +∞

r =
 +

∞

r =
 +

∞r = 2m

r =
 2m

black hole

white hole

図 5: Schwarzschild ブラックホールの極大 Penrose 図式

伝わる領域 J´pI `, M̂ q X J`pI ´, M̂ q は DOC(domain

of outer communication) と呼ばれる．ブラックホールが

重力崩壊で作られる場合には，外部に特異点がなければ

DOC“ J´pI `, M̂ q となるが，解析的に極大に拡張され

た Schwarzschild解の表す時空では，ホワイトホール領域

が存在し M ´ J`pI ´, M̄ q ‰ H となるので，DOC は

J´pI `, M̂ qの一部となる（図 5）．実際の天体の重力崩壊

では，この図の橙色の部分が星の内部と対応し，その左側

の領域は存在しない．

ブラックホールは，1965年に銀河 1個分の明るさをもつ

点状天体 QSOが発見され，その活動源の最有力候補とし

て宇宙における実在性が高まって以降，重力崩壊の終状態

の問題と共に数理的な側面からも活発に研究されるように

なった．この研究で非常に重要な役割を果たしたのが，測

地線束方程式，すなわち近傍の測地線間の相対運動を記述

する方程式である．

空間的 2次元面を通過する光的測地線の集まりが織りな

す 3次元の超曲面をN とする．基準となる測地線 γ を一

つ選ぶとき，N の中で γ の近傍の 2次元的測地線集合の

垂直断面積 Aは，次のRaychaudhuri方程式に従う：

d

dv
θ `

1

2
θ2 “ ´Rµνk

µkν ´ 2σ2 ` 2ω2. (8)

ここで，v はアフィンパラメータ，kµ “ dxµ{dv は各測地

線の接ベクトル，θ “ pdA{dvq{A “ ∇µk
µ は面積増大率，

2σ2 “ ∇pµkνq∇µkν ´p1{2qθ2と 2ω2 “ ∇rµkνs∇µkνは，そ

れぞれ垂直断面の等積的な形状の変形率および回転率を表

す．特に，光的測地線束が同じ点を通過する場合や空間的

2次元面に直交する場合には，N は光的超曲面で，ω “ 0

となる．

Raychaudhuri方程式において，物理法則が関与するのは

Rµνk
µkν の項のみであり，この項が正なら，光線間の相対

距離は光波面の面積が減少する側に加速される．そこで，任

意の光的ベクトルに対してRµνk
µkν ě 0となるとき，光収

束条件が成り立つという．これは重力が引力として作用す

ることとを意味する．Einstein方程式が成り立つとき，こ

の条件は Tµνk
µkν ě 0 となり，エネルギー運動量テンソ

ル Tµν が固有値 r´ρ, P1, P2, P3sを持つ時には ρ ` PI ě 0

(I “ 1, 2, 3)と同等となる．

Minkowski時空では，閉じた空間的 2次元面を垂直に通
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過する光線束は外向きのものと内向きのものが存在し，対

応する面積増大率 θは前者では正，後者では負となる．し

かし，強い重力源を囲む 2次元面ではいずれも負，すなわ

ち外向きに「広がる」光波面の面積も減少することが起き

る．このような 2次元面は捕捉面捕捉面 (trapped surface)

と呼ばれる．

ブラックホールの境界であるホライズンは未来の無限遠

を基準として定義されるため，無限の未来までの情報に依

存する大域的な概念で，原理的には有限な時刻での観測で

は決まらない．しかし，上の Raychaudhuri方程式を用い

ると，この判定問題を緩和してくれる次の有名な定理が得

られる1):

【定理 7.1】 　漸近的に平坦で大域的に双曲的時空M “

DpΣqにおいて，光的収束条件が成り立ち，DOCに特異点

がないとすると，閉捕捉面はホライズンの中に含まれる．

l

捕捉面の概念は局所的なので，この定理は，ブラックホー

ルの存在を局所的に判定する方法を提供する．

2 次元面 T に垂直な光的測地線束が収束的，すなわち

θ ă 0となっているとき，Raychaudhuri方程式より，含ま

れる測地線 γ が完備なら，有限な v で θ “ ´8となるこ

とが示される．この点は，T の γ にそう共役点と呼ばれ

る．共役点は，γ の無限小近傍の測地線が一点に集まる点

であるが，γ のこの点より先の部分は I`pT q に含まれる

ことが示される．この事実が上の定理の証明の味噌となる

が，同様の論理でホライズンを織りなす光的測地線が常に
9J´pI `, M̂qの境界にとどまり共役点を持てないことより，

次のホライズンの面積増大則が示される1):

【定理 7.2 (ブラックホール面積増大則)】 　 ホライズン

上および外に特異点がなく，光的収束条件が成り立つなら，

ブラックホールの面積は決して減少しない． l

この定理は，ブラックホール熱力学においてブラックホー

ル面積にエントリピーとしての解釈を与える根拠の一つと

なっている．また，ホライズンを生成する光的測地線が終

点を持たないことから，ブラックホールの位相変化につい

ての次の有名な定理が容易に導かれる1):

【定理 7.3 (ブラックホール不分裂定理)】 　 ホライズン

上および DOCに特異点がないなら，ブラックホールは合

体はできるが分裂はしない． l

8. 特異点定理

もう一度，因果的集合による時空の端の議論に戻ると，

一般に，終端既約過去集合にはこれまで議論した無限遠と

は異なるタイプのものが存在する．例えば，Minkowski時

空 En,1から時空の原点Oを除いた時空M “ En,1 ´ tOu.

En,1 での既約過去集合W “ I´pOqはM に含まれる既約

過去集合でもあるが，OがM に含まれないので，W はM

の終端既約過去集合となる．ただし，この集合は「有限な

長さ」の曲線 γ を用いてW “ I´pγqと表されるが，無限

遠に対応する終端既約過去集合はこのような表示ができな

い．そこで，終端既約過去集合に対応する時空端点を，そ

れが有限な長さの曲線で到達できるものとできないものに

分類し，後者を未来の無限遠点，前者を未来の特異点と呼

ぶ．同様に，終端既約未来集合に対して，過去の無限遠点

と過去の特異点が定義される．もちろん，今の例は人為的

で，穴を埋めれば特異点は消滅する．このような時空の部

分切除による特異性を避けるため，特異点の議論では，通

常，極大な時空に拡張して考える．ただし，一般に，この

ような拡張は一意的ではない．

圧力もエネルギー密度も非負の一様等方な膨張宇宙解や

Schwarzscildブラックホール解など非自明な厳密解では，あ

る座標点で曲率が発散する．これらの特異性はその点で時

空構造が破綻することを意味するので，その座標点は時空

から排除される．すると，そこは今定義した意味での特異

点となる．そこで，一般相対性理論誕生間もない頃から，時

空特異点の発生は，対称性などの特殊性に起因するのか，そ

れとも一般的なものなのかが問題となっていた．この問題

に，一般的な解答を与えたのが，1965年から 1970年にか

けての Geroch, Penrose, Hawkingらの研究である．

彼らの成果はHawking-Ellisの教科書1)に 4個の特異点定

理としてまとめられているが，いずれも，「引力条件，因果性

条件（ないしそれに代わるもの），強重力条件の 3つの条件

が成り立つと，時空が測地的に完備でない」ことを主張する

内容になっている．ここで，引力条件とは重力が引力として

作用することを保証する条件で，すでに説明した光的収束

条件と任意の時間的ベクトル V に対してRµνV
µV ν ě 0を

要求する時間的収束条件 (timelike convergence condition)

の 2種がある4．前者は後者より弱い条件である．特異点定

理は Einstein方程式を仮定しておらず，純粋に幾何学的定

理であるが，Einstein方程式を仮定すると，この条件は宇

宙項を含めたエネルギー運動量テンソルに対する条件とな

る．例えば，エネルギー運動量テンソルが対角化可能な場

合，時間的収束条件は，エネルギー密度 ρと圧力固有値 PI

に対し ρ`
ř

I PI ě 0かつ ρ` PI ě 0(@I)が成り立つこと

と同等である．ρ ě 0で圧力が等方的な場合には，2番目の

不等式は 1番目のものから導かれる．逆に，この条件が成

り立たないと重力は斥力的になり，インフレーションなど

の加速膨張を引き起こす．

次に，強重力条件は文字通り，重力場が十分強い領域が

4ただし，一つの定理では，Ricci テンソルがゼロとなる領域がある場
合は，さらに Riemannテンソルの代数的構造が一般的であることを要求
する
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あることを表す条件であるが，大まかには捕捉面か過去向

き捕捉点 (past trapped point)の存在を要求する条件となっ

ている．ここで，点 Pが過去向きの捕捉点であるとは，P

から過去向き出た光の光波面の面積が有限な時間（正確に

はアフィンパラメータ）で至る所局所的に減少することを

意味する．すなわち，Pを頂点として過去向きに広がった

光円錐が有限な時間で再び縮み始めるという条件である．

最後に，測地的に完備 (geodesically complete)とは，す

べての測地線がアフィンパラメータに関して無限に延長可

能であることを意味する．したがって，例えば，未来向き

の時間的測地線に関して完備でない場合には，アフィンパ

ラメータの値が有限であるにもかかわらずそれ以上延ばせ

ない未来向きの時間的測地線 γが存在することを意味する．

この場合，I´pγqは終端型既約過去集合となり，未来の特

異点が存在することになる．

例えば，次の定理は，重力崩壊によりブラックホールがで

きると，必ず特異点も生成されることを意味している．た

だし，「特異点の場所」については何の情報も与えない．

【定理 8.1 (Penrose 1965)】 　 次の条件が成り立つと，時

空は光的測地線に関して完備でない：

(1) 光的収束条件．

(2) 非コンパクトな Cauchy面の存在．

(3) 閉捕捉面の存在．
l

また，次の定理から，もし宇宙初期でも物質のエネルギー

密度や圧力が非負だとすると，我々の宇宙には特異点が存

在することが導かれる．ただし，この定理だけからは，そ

れが未来にあるのか過去にあるのかは結論できない．

【定理 8.2 (Hawking, Penrose 1970)】 　 次の条件が成り

立つと，時空は時間的ないし光的測地線に関して不完備：

(1) 時間的収束条件と曲率テンソルに対する一般性条件．

(2) 時間的閉曲線の非存在．

(3) 過去向きの捕捉点，閉捕捉面，非時間的なコンパク

ト閉部分多様体のいずれかが存在．
l

これらの定理は，その後，収束条件を測地線に沿う

RµνV
aV b の積分に対する条件に緩めるなどの拡張がなさ

れた7, 8)．

9. 特異点の分類

特異点定理は，星の重力崩壊や宇宙初期など重力の強い

領域では不可避的に特異点が発生することを示唆するが，

それがどのような物理的効果を持つのかについては何の情

報も与えない．例えば，一様等方宇宙模型での初期特異点

は物質のエネルギー密度や曲率の発散を伴うため，明らか

に有害な特異点である．これに対して，反 de Sitter 時空

adSにおいて無限に広がった空間的超曲面 Σを取り，その

依存領域をM “ DpΣqを考えると（図 3右端の点線を境

界とする三角領域），明らかに ΣはM の Cauchy面とな

る．実は，この時空M は測地的に完備でない．実際，M

は adSにおいて時間的に有界なので，測地線である原点を

通る時間軸は有限な時間でM の外に出てしまう．しかし，

この曲線と共に運動する観測者には何ら特異なことは起こ

らない．

そこで，特異点の物理的効果について研究するために，

特異点定理の発表以降，特異点の分類についての研究が盛

んに行われた．その当時の成果は Ellisと Schimidtによる

1977年のレビュー9)およびF.J. Tipler, C.J.S. Clarke, Ellis

による 1980年のレビュー10) にまとめられている．

これらの研究の出発点となったのは，特異点の概念の厳

密化である．これまで，因果的時空境界の「点」を，そこに

到達する曲線の長さにより，無限遠点と特異点を区別した

が，この際に用いる曲線の長さの定義には，曲線が測地線

でない場合には曖昧さがある．実際に，測地的に完備でも，

有限加速度をもつ曲線に関しては完備でない時空の例が構

成できる11)．この問題を解決するため，B. G. Schmidtは

一般化されたアフィンパラメータの概念を導入した12)．ま

ず，v をパラメータとする曲線 γ に対して，それに沿って

平行な擬正規直交基底 tEauを取り，γ の接ベクトル V が

V “ V aEa と成分表示されるとき，この曲線の一般化さ

れたアフィンパラメータを τ “
şv

p
ř

apV aq2q1{2dv により

定義する．そのうえで，任意の曲線 γ がこのパラメータで

計って常に無限に延長可能なとき，b-完備であると定義す

る．対応して，一般化されたアフィンパラメータが上に有

界で延長不可能な曲線 γ が存在するとき，この曲線の仮想

的な端点を特異点として定義する．このような特異点の全

体は，b-境界と呼ばれる．この場合，２つの延長不可能な

曲線が同じ特異点を定義するのはどのような場合か判定す

る基準が必要となるが，Schmidtは，時空 pM , gqの擬正規

直交基底の全体が作る主束OpM qを距離空間として完備化

することにより，この基準を与えた．紙数の都合で詳細は

省略するが，直感的には 2つの曲線が漸近的に近づくとき

には，対応する特異点は一致すると見なす．以下，同じ特

異点を定義する曲線の同値類を rγsと表記する．

このように，特異点をそれに漸近する曲線 γ（の同値類）

により定義した上で，この曲線に沿って曲率がどのように振

る舞うかで特異点の強度を分類する．まず，Riemann曲率

テンソルから作られる適当なスカラ多項式の値が一定値に

収束しない（非有界の）とき，rγsをC0級 (C0´級）スカラ

型曲率特異点と呼ぶ．つぎに，γにそって擬正規直交基底E

を平行移動させるとき，その基底に関する曲率テンソルの

成分の中に一定値に収束しない（有界でない）ものがあるな

ら，C0型（C0´ 型）pp曲率特異点という (pp=parallelly
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propagating)．もちろん，スカラ型曲率特異点は pp特異点

であるが，逆は言えない．これは，時空計量が不定形量で

あることに起因する．スカラ型でない pp特異点に対して

は，曲線 γ に沿って（必ずしも平行でない）うまい擬正規

直交基底をとると，その基底に関する曲率テンソルのすべ

ての成分が C0 級 (C0´ 級）となることが示される (Siklos

の定理 [S. Silkos 1976, PhD thesis]). したがって，特異性

は擬正規直交基底が平行移動により無限の Lorentzブース

トを受けることに起因する．非スカラ型の pp曲率特異点

の例は，平面重力波解や非等方一様宇宙を表す解で知られ

ている9, 13)．ただし，これらが一般的な摂動に対して不安

定であることから，その発生は一般的でないと予想されて

いる．

最後に，曲率テンソルの pp成分がすべてC0級（C0´級）

であるにもかかわらず延長不可能な曲線に対応する特異点

を準正則特異点 (quasiregular singularity)と呼ぶ．円錐の

表面から頂点を除いた 2次元面は局所的に平坦であるが，円

錐の頂点にあたる点は含まれないので，準正則特異点とな

る．この点を追加すると微分可能な面でなくなるので，単

なる空間の拡張で特異性は解消されない．しかし，この面を

切り開くと特異性のない 2次元平面に拡張される．実は，こ

の特徴は準正則特異点に共通するもので，準正則特異点 rγs

に対しては，γの適当な開近傍U に時空を限定すると，γが

延長可能となる U の拡張が存在することが示される14). 準

正則特異点をもつ時空の非自明な例としては，Taub-NUT

時空がある．この時空は正の宇宙項をもつ Einstein方程式

の真空解で，空間が S3に同相なUp1q対称性をもつ非等方

膨張宇宙を表し，極大な解析的拡張では，曲率テンソルは

一様有界であるが，光的測地線に関して完備でない1, 15)．準

正則特異点も曲率テンソルが特殊な代数構造を持っている

ときに発生し，現実の宇宙で発生することはないと考えら

れているが厳密な証明はない．

10. 宇宙検閲仮説

特異点が発生して，それが曲率の発散を伴っているとし

ても，その影響が我々に届かなければ，現実的な問題を引き

起こさない．この期待を表現したのが，Penroseの提唱した

宇宙検閲説である．この仮説には２つのバージョンがある．

一つは，1969年に発表された弱い宇宙検閲仮説 (WCCH)

で16)，大まかな内容は，「物質が現実的な状態方程式に従う

とき，なめらかな初期条件から Einstein方程式の解として

決まる漸近的に平坦な時空の特異点は一般にブラックホー

ルホライズンで隠される」というものである．数学的には

次のように表現される：

【予想 10.1 (弱い宇宙検閲仮説)】 　 初期条件 pΣ, qqから

決まる漸近的に平坦な時空解 pM , gqは一般に次の条件を

満たす：

I ` Ă D`pΣq, J`pΣq X J´pI `,M q Ă D`pΣq.

l

2つめのバージョンは 10年後に発表された強い宇宙検閲

仮説 (SCCH)で17)，次の内容をもつ：

【予想 10.2 (強い宇宙検閲仮説)】 　 物質が現実的な状態

方程式に従うとき，なめらかな初期条件に対する Einstein

方程式の解の極大な拡張は，一般に大域的に双曲型時空と

なる． l

これらの予想のその後はあまり明るいものではなかった．

まず，球対称系についてWCCHが詳しく調べられ，特に

圧力が無視できる天体の重力崩壊に対しては，ホライズン

に隠されない特異点である裸の特異点 (naked singularity)

が中心に一般に生成されることが示された．また，有限な

圧力を流体の持つ場合でも，必ずしも特異点は隠されない．

ただし，これらは球対称性という高い対称性に起因してい

る可能性が否定できない．しかし，非球対称な系の研究は

困難で，未だに明確な結論は得られていない18)．細長い形

状の無衝突ガス系の重力崩壊では，特異点が発生してもそ

れを取り囲む捕捉面が存在しない例が数値計算により与え

られたが19)，この数値計算では特定の時間一定面の取り方

をしているため，捕捉面の非存在がホライズンの非存在を

必ずしも意味せず20)，WCCH の破れの明確な例とは言え

ない．

SCCHについても状況は微妙である．SCCHの破れは，

大域的に双曲的でない極大時空M が存在することを意味す

るが，この様な時空では，その極大な大域的に双曲的領域を

N “ DpΣqとおくと，N はM において境界H “ BN

をもつ．この境界は Cauchy ホライズンと呼ばれる．特

に，H ` “ H X BD`pΣqは未来の Cauchyホライズンと

いう．解析的に極大に拡張されたReissner-Nordstrom解や

Kerr解など (13節参照）多くの基本的なブラックホール解

がCauchyホライズンをもつ．したがって，SCCHはこれら

の解の Cauchyホライズンが不安定であることを予想する．

この問題は様々な側面から研究され，有限エネルギーの

摂動により時空の局所質量が Cauchyホライズンで発散す

るという質量インフレーション21, 22)など Cauchyホライズ

ンの不安定性を示唆する現象が見つかり，その後の数値計

算でも，Cauchyホライズンの一部が空間的スカラ曲率特

異点集合に変わることが指摘された．しかし，Cauchyホラ

イズンの一部は光的なまま残り，そこを通過しても物体が

有限な変形しか受けない程度の弱い特異性しかもたないこ

とが示された23)．

解説 一般相対性理論の数理（未発表 long version） 7



11. 重力崩壊における臨界現象

これに対して，WCCHの研究を全く新たな方向に導いた

数学的研究がある．それは，D. Christodoulouにより 1986

年から 1999年にかけて行われた球対称な Einstein-KG系

（重力場と質量ゼロの自由スカラ場から成る系）の厳密な数

学的研究である (その詳細については，24, 18)参照）．彼は有

界変動なクラスの枠内で，真空に近い初期値は必ず正則な

散乱解を与えることを示す一方で，漸近的に平坦で裸の特

異点を持つ解および特異点がホライズンの発生点にある解

の存在を示した．前者は，原点にある特異点を頂点とする

未来の光円錐がI `に達するので裸の特異点をもつ．この

とき，この光円錐は特異であるが，曲率は有界でその微分

のみが発散するので特異性はマイルドで，時空の光円錐を

超えた C2´ 級での拡張が可能となる．この拡張を許すと，

この解ではWCCも SCCも破れる．後者の解は，微妙な

ケースであるが，限りなく曲率の大きな領域が観測可能で

あるという意味では，WCCが破れる．ただし，1999年に

彼は，これらすべての特異解が少なくとも１次元的な初期

値の摂動に対して不安定であることを示した．すなわち，小

さな摂動を加えると，正則解かWCCが成り立つ解に変化

するのである．これは数学的な意味で，WCCHを支持する

結果となっている．

ただし，ここで新たな展開があった．それは，M.W. Chop-

tuikが行ったこの系の数値計算による研究である25)．彼は

高精度でこの系の初期値問題を解き，スカラ場のある初期

値配位に対して，その振幅を連続的に変えてゆくと，ある

臨界値以下では散乱解，臨界値を超えるとブラックホール

解となる場合を詳しく調べた．その結果，振幅が臨界値の

ときの解は，Christodoulouが存在を示したホライズンの

頂点が特異となる解に対応し，しかもその解が離散的相似

性を持つこと，さらに振幅の臨界値からのずれと形成され

るブラックホールの質量の対応する臨界指数がスカラ場の

初期配位の詳細によらないことを発見した．すなわち，一

種の臨界現象が起きていたのである．この結果は，同時に，

厳密な意味での特異点ではないが，対応する解が任意の与

えられた大きさ以上の曲率をもつ初期値の全体が初期値空

間において開集合を作ることを意味し，物理的な基準から

するとWCCHが成り立たないことを意味している．その

後，物質が異なる様々な系で類似の現象が確認された26).現

在では，この現象が起きる理由は，初期値空間の中で裸の

特異点をもつ解に対応する初期値の全体が予次元１の部分

空間となっているためと理解されている．

12. Penrose不等式

WCCHの研究が生み出したもう一つの興味深い数理的

研究として，Penrose不等式がある．Penroseは 1969年に

WCCHの反例を作る目的で，光速でつぶれる物質殻によ

るブラックホールを考えた16)．対応する時空は，この物質

殻の軌跡である光的超曲面N で不連続となり，N の過去

側はMinkowski時空，N の未来は一般に重力波を含む曲

がった時空となる．この物質殻が十分小さな領域につぶれ

る様な初期配位を取ると，このN の直上に閉捕捉面T が

形成される．N の外は真空なので，もし，WCCが成り立

つと閉捕捉面は必ずブラックホールホライズンに含まれ1)，

T の面積 Aはブラックホール表面積以下となると期待さ

れる．ところが，ブラックホールの面積増大定理（次節参

照）より，このブラックホール表面積は増大し，その最終

値は全系の重力質量M に対応する Schwarzschildブラック

ホールの表面積 16πpGMq2 を超えない．したがって，

GM ě

c

A

16π
(9)

という不等式が成り立つことが期待される．この不等式は

Penrose不等式と呼ばれる．

その後，G.W. Gibbons は，この捕捉面を N を横切っ

てMinkowski時空側に動かした際の T を通過する光波面

の面積増大率の変化量が，物質殻のもつ全エネルギーに比

例することを用いると，Penrose不等式がMinkowski時空

内の空間的２次元面に関係する幾何学量のみで書かれた不

等式
1

8π

ż

T

2θdA ě

c

A

4π
(10)

で換えられることに気づき，この不等式を等周不等式

(isoperimetric ineqality)と名付けた27)．ここで，θはT を

通過して広がる光波面の面積増大率である．当初，Gibbons

は，T が３次元 Euclide空間に含まれる凸な２次元面とき

にのみ，この不等式を証明した．この場合は，2θは T の

各点における平均曲率と一致し，この不等式をMinkowski

不等式 (1903年)に帰着することができたのである．しばら

くこの問題に大きな進展はなかったが，Gibbonsはついに

1997年に，特別な仮定なしにこの不等式を証明し，さらに

一般次元に拡張することに成功した28). その理由は，N.S.

Trudingerが，Minkowski不等式を任意次元の Euclide空

間 En内の任意の閉超曲面 Σに対する次の不等式に拡張す

ることに成功したことによる29)：
ż

Σ

KdA ě pn´ 1qΩ
1{pn´1q
n´1 A

n´2
n´1 . (11)

ここで，K は Σの平均曲率，Ωn は n次元単位球面 Sn の

面積で，等号は Σ “ Sn´1 のときに成立．このように全く

非自明な数学的不等式と対応することは，WCCHを支持す

る事実と見なす人が多い．

Penrose不等式はその後，初期値問題における一般的不

等式型予想に拡張された30)．これらの一般形では，Aは漸
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近的に平坦な初期面 pΣ, qqに含まれる最も外側の捕捉面T

の面積，M は初期面でのADM質量となる．特に，Σのス

カラ曲率 RpΣqが非負で，Σが全測地的，すなわち解が時

間反転不変性をもち，Σがその時間反転の不動面となる場

合については，この不等式は Riemann-Penrose不等式

と呼ばれ詳しい研究がある．この場合，T は最も外側の極

小曲面となる．P.S. JangとR.M. Waldは．1977年に逆平

均曲率流 (inverse mean curvature flow)によるこの極小曲

面の連続変形を用いた証明を発表した31)．ここで，逆平均

曲率流による変形とは，曲面 F をその法ベクトル方向に

平均曲率の逆数に比例する「速度」で変形させることを意

味する．ポイントは，RpΣq ě 0のとき，Hawking質量と

呼ばれる関数mHpF q “ p1´
ş

F K2{16πq
a

ApF q{16πが，

この変形に対して単調に増加し,しかも出発点の捕捉面 T

に対してmHpT q “
a

A{16π，無限遠の球面に近づくとき

mHpF q Ñ GM となることである．したがって，逆平均曲

率流によってT が無限遠球面に滑らかに変形できる場合に

は不等式が証明されることになる．

しかし，実際には，この変形は一般に特異性を持つ面を

含むことが示される．この困難の克服には 20年以上の歳

月を要したが，ついに 2001年にG. HuiskenとT. Ilmanen

が不等式の厳密な証明に成功した32)．基本的なアイデアは，

連続な変形をあきらめ，飛びのある不連続な変形を許すよ

う一般化することにあった．さらに，同じ年に，H.L. Bray

により全く異なった証明が発表された．彼の方法は，極小曲

面の面積を保って，初期値を共形的に Schwarzschildブラッ

クホールに対応するものに変形するというものであった．

13. ブラックホールの一意性

最も単純なブラックホール解はよく知られている

Scharzschild解で，Einstein方程式の静的な球対称解であ

る．この解は一般相対性理論が発表された翌年の 1916年に

発見され，同じ年には電荷を帯びた球対称ブラックホール解

である Reissner-Nordstrom解も発見されている．しかし，

この解がブラックホールを表していることが理解されるよ

うになったのは，G. LeMatreがホライズンの概念を導入し

た 1933年である．回転するブラックホール解である Kerr

解が発見されたのはさらにその 30年後の 1963年である．

このように時間がかかったのは，やはり非線形偏微分方程式

系である Einstein方程式を厳密に解くことが大変難しいこ

とに起因する．実際，1965年には複素解析接続法により回

転する電荷を持ったブラックホールを表すKerr-Newmann

解が発見されているが，その後，Einstein-Maxwell系に対

して，新たな正則真空ブラックホール解は発見されなかっ

た．1973年には有名な富松・佐藤解が発表され世界を驚か

せたが，この解は裸の特異性を持っていた．

Σ
−

Σ
+

P

図 6: 静的ブラックホール時空の共形的改変

静的ブラックホール この様な状況の下，これらの解以外

に正則で漸近的に平坦なブラックホール解がないことを示

そうという研究が行われた．先鞭をつけたのは，W. Israel

である．Einstein 方程式の球対称な真空解は静的であり，

したがって Schwarschild解に限るということを 1923年に

Birkhoff が証明したが（Birkhoff の定理)，Israel はこの

逆，すなわち，静的なら球対称であることを示そうとした．

ここで，静的とは定常で時間反転に対して不変である（し

たがって回転していない）ことを意味する．この剛性定理

が示せれば直ちに，静的なブラックホールの一意が導かれ

る．これまでに得られた最も一般的な静的ブラックホール

に対する一意性定理は次のように表される33):

【定理 13.1 (静的ブラックホールの一意性定理)】 　

Einstein-Maxwell系において，WCCHを満たす漸近的に

平坦で静的なブラックホール解は，ホライズンが非縮退な

ら Reissner-Nordstrom解に限られ，計量は質量M と電荷

q “
?
4πQを用いて次のように表される：

ds2 “ ´fprqdt2`
dr2

fprq
`r2dΩ2

2; fprq “ 1´
GM

r
`
GQ2

r2
.

(12)

また，縮退している場合は，Majumdar-Papapetrou解の一

つに一致する． l

ただし，非縮退とは，無限小等長変換 (Killing ベクト

ル）のうちホライズン上で光的となるものを k とすると

き，∇kk ‰ 0となることを意味し，Reissner-Nordstrom解

ではM2 ą Q2 に対応する．逆に退化型ホライズンに対し

ては ∇kk “ 0となり，Killingベクトルの生成する等長変

換のパラメータとホライズンの光的測地線のアフィンパラ

メータが比例する．静的真空解の場合，M2 “ Q2のとき退

化型となるが，そのような解は無限個存在することが知ら

れている (Majumdar-Papapetrou解）34)．

ξを時間推進のKillingベクトルとして gpξ, ξq “ ´N2と

おくとき，静的な解を求める問題は，時間一定面に対応す

る 3次元多様体 Σの計量 q と関数 N に対する次の初期値

方程式に帰着される：

Rijpqq “ N´1DiDjN, △qN “ 0. (13)

ここで，Diは qに関する共変微分，Rijpqqはその Ricciテ

解説 一般相対性理論の数理（未発表 long version） 9
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η
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l

図 7: 回転するブラックホールホライズンと Killing ベクトル

ンソル，△q “ DiDiである．漸近的に平坦なら，ホライズ

ン BΣでN “ 0，無限遠でN Ñ 1となる．

Israelは，この方程式をN を動径座標とするΣの極座標

を用いて書き下すことにより，ブラックホール表面が連結

で，すべての N “一定面がなめらかな球面となる場合に

ついて，1967年に剛性定理を示すことに成功した35)．しか

し，非縮退でブラックホールが複数ある解はないのか，球

面以外の位相をもつブラックホールはないのかなどの問い

に答えることはできなかった．これらの問いに予想外の方

法で解答を与えたのは，G.L. Bunting, A.K.M. Masood-ul-

Alam, P.J. Rubackらで，約 20年後であった36, 37, 38)．証

明の概要は次の通りである．まず，彼らは，時間一定面に

対応する 3次元 Riemann多様体 pΣ, qqが，ラプス関数 N

を用いたWeyl変換 q̂˘ “ Ωq˘q,Ω˘ “ p1 ˘ Nq2{4を施す

と，そのスカラ曲率がゼロに保たれることに着目した．し

かも，Σ̂` “ pΣ, q̂`qと Σ̂´ “ pΣ, q̂´qは，N “ 0となる境

界のホライズン BΣでなめらかにつながり，しかも無限遠で

Ω´ Ñ 0となるので，Σ̂´は 1点コンパクト化により滑らか

な多様体に拡張される．したがって，Σ̂ “ Σ̂` Y Σ̂´ Y tP u

は，スカラ曲率がゼロかつ ADM質量がゼロの漸近平坦な

滑らかな 3次元 Riemann多様体となる (図 6）．ところが，

正エネルギー定理（次節参照）より，このような多様体は

Euclide空間に限られる．したがって，もとの pΣ, qqは E3

に共形となる．これは，Bachテンソルと呼ばれる 3階テン

ソルが恒等的にゼロであることを意味するが，Bachテンソ

ルをN を動径座標とする座標系で書いてみると，この条件

は空間が球対称であることを意味することが直ちに分かる．

回転するブラックホール さて，Israelの定理が発表されて

から 5年後に，Hawkingは定常で回転するブラックホール

は軸対称であるという剛性定理を証明した39, 1)．ここで，定

常とは，遠方で時間的となるKillingベクトル ξ “ Btが存在

することを，また，軸対称とは至るところ空間的で S1（な

いし一点）を軌道として持つ Killingベクトル η “ Bϕが存

在することを意味する．この剛性定理でポイントとなること

は，回転するブラックホールでは，時間推進のKillingベク

トル ξがホライズンH `上で空間的となることである (図

??）．このため，H `をあるコンパクト面K を底空間とし，

光的測地線をファイバーとするファイバー束 π : H ` Ñ K

と見なしたとき，ξはK に等長変換を誘導する．底空間K

はブラックホール表面と対応するので，それが球面と同相

と仮定すると，ξの軌道はS1（ないし一点）となることが示

される．この各軌道の πによる逆像は，光的測地線から成

る円筒となり，ξの軌道はこの円筒に沿った螺旋となる．こ

のことより，H `上に閉じた軌道をもつ空間的Killingベク

トル η “ Bϕ(ϕは周期 2πの角度座標)で，ξ`Ωhη（Ωhはブ

ラックホールの回転角速度と呼ばれる定数）がH `の光的

測地線に接するものが存在することが示される．このH `

上のKillingベクトルを解析的にホライズンの外に拡張する

ことにより，軸対称性が示される．したがって，Hawking

の剛性定理では，時空の解析性およびホライズンの部分多

様体としての解析性の仮定が本質的である．しかし，解析

性が成り立てば，場の方程式の詳細にはあまり依存しない．

Hawkingの証明では，ブラックホールの位相が球面である

ことも仮定されいた．この仮定の正当化は，２０年後の 1994

年に P. Chruscielと R. Waldによりなされたが40)，その基

礎となったのは次の位相検閲定理 (topological censorshop

theorem)41) である．

【定理 13.2 (位相検閲定理)】 　 漸近的に平坦で大域的に

双曲的な時空において光的収束条件が満たされるとき，I ´

とI `をつなぐ任意の因果的曲線は，連続的に無限遠の標

準近傍内の曲線に変形できる． l

ここで，無限遠の標準近傍とは，Minkowski時空の無限

遠の近傍と同相なI ` Y I ´の近傍を意味する．この定理

は，時空の普遍被覆における光的測地線束の振る舞いに帰

着することにより容易に証明できるが，非常に強力である．

実際，大域的に双曲的な時空における任意の閉曲線は，1

点で切り離すことにより，適当な時間的フローに沿った初

期面への射影が一致する因果的開曲線に連続変形できるの

で，この定理をブラックホール時空のDOCに適用すると，

ブラックホールの位相が球面に限られるということが示さ

れる：

【定理 13.3 (4次元ブラックホールの位相定理)】 　 漸近

的に平坦な時空の DOCが大域的に双曲的で，光的収束条

件が満たされるなら，DOCは単連結である．特に，4次元

時空においてブラックホールの各連結成分は 2次元球面に

同相である． l

Hawkingの剛性定理により，定常で回転するブラックホー

ルは軸対称であることは言えるが，これはまだまだ弱い制

限で，静的な場合のように，この対称性だけで解が一意的

に決まるわけではない．富松佐藤解のように，特異性を持つ

「ブラックホール解」は無限に存在するのである．ホライズ

ン上および外に特異点がないという正則性の要請（WCC)

のもとで解を絞り込む必要がある．この作業で重要な役割
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を果たしたのが，Ernst形式である．

一般に，4次元時空が Killingベクトル α “ Bu を持つと

き，時空をこのベクトル場の軌道の集まり，すなわち 3次

元Riemann多様体 pΣ, qqを底空間しファイバーが 1次元の

ファイバー空間とみなすと，βを Σ上の 1形式として，４

次元計量 gは g “ V pdu` βq2 ` |V |´1qと表される．また，

この時空での定常な電磁場の電磁テンソル F は，Σ上の複

素関数Φをもちいて，
?
GF “ Re rV ´1p1` i q̊pdΦ^ ξqsと

表されることが示される．これらを用いて，

dE “ ´dV ` i ˚qpV
2dβq ´ 2Φ̄dΦ (14)

とおくと，Einstein方程式より右辺が閉形式であることが

示されるので，この式により Ernstポテンシャル (と)呼

ばれる複素関数 E が定義される42, 43)．4次元の Einstein方

程式とMaxwell方程式は，3次元多様体上のΣ上の計量 q，

Ernstポテンシャル E および複素電磁ポテンシャル Φに対

する作用積分

S “

ż

Σ

˚q

ˆ

Rpqq ´ 2
|dΦ|2

V
´

|dE ` 2Φ̄dΦ|2

2V 2

˙

(15)

より得られる変分方程式に帰着する．

時空が定常軸対称の時には，αとして時間推進のKillingベ

クトル Btを取りu “ tとおくと，q “ e2kpdz2`dρ2q`ρ2dϕ2

と表され，場の方程式は，kに対する常微分方程式と，2次

元の pρ, zq平面上の 2つの場 E , Φに対する非線形の楕円

型方程式系となる．この 2次元系への還元は B. Carterに

よってなされた44)．彼はさらに，重力場のみの系では，境

界条件のもつ連続パラメータの自由度は，質量M，角運動

量 J のみであることを示した．D.C. Robinsonはこの結果

を電磁場が存在する場合に拡張し，連続パラメーターの自

由度は，M,J と電荷 Qのみであることを示した45)．ただ

し，これらの結果では，Kerr-Newman解以外に別の解の族

が存在する可能性を排除できない．重力のみの系に対して

は，この問題は，非常に複雑な恒等式を用いることにより，

Robinsonにより解決され，Kerrブラックホールが唯一の

解であることが証明された．しかし，この恒等式を電磁場

が存在する場合に試行錯誤により拡張することは絶望的で

あった．何かより深い議論に基づく恒等式の導出が切望さ

れた46)．

この希望を見事に叶えたのが，P.O. Mazur47)である．彼

は，Ernst形式での理論が，（3次元重力と結合した）非線形

σ模型の構造をしていることに着目した．例えば，αを空間

回転のKillingベクトル ηに取ると，V ą 0なので，作用積

分 (15)は SUp2, 1q不変性をもし，pE ,Φqは対称空間M “

SUp2, 1q{SpUp2q ˆUp1qqと同一視できる．実際，pE ,Φqを

SUp2, 1qに含まれる正値エルミート行列 X に埋め込むと，

これらの場の作用積分は，行列値１形式J “ X´1dX を

用いて
ş

˚qTrpJ µJµqと表される．これより，場の方程式

は∇ ¨ J “ 0となり，その 2つの解Xp1q, Xp2q に対して，

´△qTrΨ “ TrpY : ¨ Y q; Y “ X
1{2
p2q

pJp2q ´ Jp1qqX
´1{2
p1q

(16)

を得る．ここで，Ψ :“ X´1
p2q
Xp1q ´ I3．右辺は非負で，左

辺の Σでの積分は境界条件よりゼロとなる．これより，直

ちに 2つの解は一致すること言える．

このように，Mazur恒等式により，連結なホライズンをも

つ Einstein-Maxwell系の漸近的に平坦な正則ブラックホー

ル解の一意性が言えたが，ブラックホールが複数の連結成

分をもつ可能性を明らかにするには，より詳しい境界値問

題の研究が必要であった．この問題に大きな進展をもたら

したのは，G. Weinsteinである．彼は，いま説明した非線

形σ模型としての定式化が，調和写像と呼ばれるRiemann

多様体間の写像の特殊な場合であることに着目し，その成

果を用いて多成分ブラックホール系に対する存在と一意性

の定理を確立し，一般にN ブラックホール解は各ブラック

ホールの質量，電荷，角運動量とブラックホール間の距離

を表す 4N ´ 1個のパラメータで分類されることを示した
48, 33)．

【定理 13.4 (回転するブラックホールの一意性定理)】 　 4次

元 Einstein-Maxwell系において，漸近的に平坦で正則な定

常ブラックホール解のDOCは，Weinstein解のどれかと等

長である．特に，ホライズンが連結なら，Kerr-Newman解

ds2 “ ´
∆Σ2

Γ
dt2 `

Γ sin2 θ

Σ2
pdϕ´ Ωdtq2 ` Σ2

2

ˆ

dr2

∆
` dθ2

˙

,(17)

∆ “ r2 ´ 2mr ` a2 ` e2, Σ2 “ r2 ` a2 cos2 θ,

Γ “ pr2 ` a2q2 ´ a2∆sin2 θ, Ω “
ap2mr ´ e2q

Γ
(18)

に限られる．ただし，m “ GM, a “ J{M, e2 “ GQ2. l

さらに，電気的に中性の N ブラックホールの場合には，

Weinstein解は，逆散乱法を用いて V.A. Belinskiiと V.E.

Zhakarovにより構成された 2N ソリトン解49)と一致するこ

とが, G.G. Varzuginにより示されている50)．ただし，N ě 2

の多体ブラックホール解ではブラックホールが z 軸に沿っ

て並ぶが，一般にブラックホール間の z軸上にコーン型特

異点が発生する．最近，正則な中性の 2体ブラックホール

解が存在しないことが証明されたが51)，一般の場合につい

ては正則なものが存在するかどうかはまだ不明である．

Einstein-Maxwell系を超えて これまで，たかだか電磁

場しかない系を考えてきたが，現実の理論には様々な場が登

場する．ブラックホール一意性定理の骨格ができて以降，こ

れら電磁場以外の場が存在する場合の解についても研究が

なされてきたが，まだ十分な分類からはほど遠い状況にある
33)．これまでの結果の大きな特徴は，Einstein-Maxwell系
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で成立した多くの定理が成り立たなくなることである．例え

ば，場として電磁場の代わりに非可換ゲージ場を考えると，

球対称静的な解に限っても一意性は破れ，Schwarzschild解

以外に構造の異なる正則ブラックホール解とホライズンを

持たないソリトン解が現れる52, 53, 54)．これらは不安定であ

ることが知られているが，非線形 σ模型に高次相互作用を

加えたスキルミオン場や非可換ゲージ場に 3重項 Higgs場

を加えたモデルでは，Schwarzschild解以外の安定ブラック

ホール解が存在する．また，非可換ゲージ場を含む系では，

静的だが非球対称な解が存在することを示唆する事実もあ

る. これら最近の結果については Heuslerらのレビュー33)

を参照してほしい．

14. 時空の安定性と正エネルギー定理

ニュートン理論では，重力のポテンシャルエネルギーは

負で下限を持たない．このため，重力系は原理的には不安

定である．この状況は一般相対性理論でも変わらないので

あろうか？一般相対性理論では，このような重力不安定は，

時空構造の不安定を産み非常に危険であり，古くから重要

な問題となっていた．

この問題に解答を与えたのが，次の正エネルギー定理で

ある55, 56, 57, 58, 59, 60)．

【定理 14.1 (ADMエネルギーに関する正エネルギー定理)】

　 pΣ, qij ,Kij , ρ, S
iqを 4次元 Einstein方程式に対する漸

近的に平坦で完備な初期値とする．ただし，Σは 3次元閉

多様体か Σ – R3 ´B (B “
ř

iBi, Biは球体）で BBはブ

ラックホール境界とする．このとき，エネルギー運動量テ

ンソルに対して支配的エネルギー条件が成り立てば，全系

のエネルギー E と運動量 P “ pPiqは次の条件を満たす：

E ě |P |. (19)

さらに，等号が成り立つのは，初期値がMinkowski時空に

対応する場合のみである． l

まず，この定理で用いられている記号の説明をする．一

般相対性理論では，初期値問題を取り扱うために，時空を

時間一定面に対応する 3次元多様体の時系列Σt “ pΣ, qqと

見なす p3 ` 1q分解が用いられる：

ds2 “ ´N2dt2 ` qijpdx
i ` βiqpdxj ` βjq (20)

ここで，N はラプス関数と呼ばれ，Ndtが Σt と Σt`dt の

各点での距離を表す．また，βiはシフトベクトルと呼ばれ，

βidtが空間座標一定点の相対変位を表す．すなわち，N は

時間座標のの取り方を，βiは空間座標の取り方を記述する．

この分解の元で，Einstein方程式は，qptq “ pqijpt, xqqと

その共役運動量に対応する Σt の外部曲率

Kij “ p´Btqij `Diβj `Djβiq{p2Nq (21)

に対する正準発展方程式

1

N
Ĺtqij “ ´2Kij , (22a)

1

N
ĹtKij “ Rijpqq ´ 2Kl

iKjl `KKij ´
1

N
DiDjN ´ Sij ,

(22b)

と，pqij ,Kijqの初期条件についての拘束条件

Rpqq ´KijK
ij `K2 “ 16πGρ, (23a)

DjK
j
i ´DiK “ ´8πGSi (23b)

と同等になる．ここで，Diは Σ上の qに関する共変微分，

Rijpqq, RpqqはそのRicci曲率とスカラ曲率，K “ Ki
i，Sij

はエネルギー運動量テンソルの 1次式，ρ “ Tttと Si “ Tti

は物質のエネルギー密度と運動量密度である．また，Ĺtは
ベクトル Bt ´ βiBiに沿った Lie微分である．一般に，この

拘束条件を満たす十分滑らかな初期値 pΣ, qij ,Kij , ρ, S
iqが

与えられると，それを初期値とする Einstein方程式の解が

（局所的には）一意的に存在する．

この拘束条件の漸近的に平坦な解 pqij ,Kijq が与えら

れたとき，ある α ą 1{2 に対して，γij “ qij ´ δij “

Opr´αq , Bsγij “ O
`

r´α´s´1
˘

p1 ď s ď 4q, BsKij “

O
`

r´α´s´1
˘

p0 ď s ď 3q が成り立つとき，全系の質量と

運動量が

E “
1

16πG
lim
rÑ8

ż

Sprq

pBjqij ´ Biqjjqn
idΩ, (24a)

Pi “
1

8πG
lim
rÑ8

ż

Sprq

pKik ´KqikqnkdΩ (24b)

により曖昧さなく定義される61)．ここで，Sprq は漸近的

Descartes座標に関して半径 rの球面，ni はその単位法ベ

クトル，dΩは面積要素である．

このように定義された pE,Piqは，無限遠でのMinkowski

時空に関する４ベクトルと見なされるので，定理の条件は，

Minkowski時空以外ではこの 4ベクトルが未来向きの時間

的ベクトルであること，特に E ą 0であることを主張して

いる．なお，この条件が満たされるとき，ADM質量と呼

ばれる質量M “ pE2 ´ P 2q1{2 が定義され、非負となる．

もちろん，物質のエネルギーが負だとこのような結論が成

り立つことは期待できない．そこで，物質のエネルギー密

度 ρと運動量密度 Siも pE,Piqと同様の条件を満たすこと

を要請する．この条件は，エネルギー運動量テンソル Tµν

で表すと，「任意の未来向きの因果的ベクトル V µ に対して

Tµν V
ν が過去向きの因果的ベクトルとなる」という要請と

なる．この条件は支配的エネルギー条件 (domian energy

condition)と呼ばれる．

正エネルギー定理の最初の証明は，R. Schoen と S.-T.

Yauにより，大域解析学の手法を用いて行われた55, 56)．彼
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らは，エネルギーが負の場合にはGauss曲率の積分が正で平

面の位相を持つ面F が存在することを示した上で，それが

開曲面に対するR. FinnおよびA. Huberによる開Riemann

面に対するGauss-Bonnetの定理と矛盾することを示し，背

理法で E ě 0および E “ 0ならMinkowski的とうことを

示している．この主張は，上記の定理より少し弱いもので

ある．

彼らに続いて，1981 年には E. Witten がスピノール 2

次式に対する恒等式を用いた全く新しい方法で正値性を示

した57)．本質は同じであるが，彼の方法は，J. Nesterによ

り，見通しが良くかつ ADMエネルギーのみでなく光的無

限遠上に境界をもつ空間的面に含まれるエネルギーを表す

Bondiエネルギーに対しても適用できる形に改良された58)．

彼らの方法は次の様なものである．まず，4次元スピノー

ル ψの 2次式で表される次のような 2階反対称テンソルを

考える：

Eµν :“ 2ϵµναβpψ̄γ5γα∇βψ ´ ∇βψ̄γ5γαψq. (25)

対応する 2形式の無限遠 2次元球面 S2
8 “ BΣでの積分は，

Stokesの定理より
ż

BΣ

1

2
EµνdSµν “

ż

Σ

∇νE
µν t̂µdΣ. (26)

ここで，t̂µ は Σ の未来向きの単位法ベクトル．ψ が無限

遠で定数スピノール ψ0 に漸近することを要請し，V
µ

p0q
“

ψ̄0γ
µψ0 とおくと，左辺は 16πGPµV

µ
p0q
と表されることが，

pPµq “ p´E,Piqの定義より示される．一方，右辺を計算

すると，

t̂µ∇νE
µν “ 2t̂µG

µ
νV

ν , modp {Dψq (27)

が得られる．ここで，eµI (I “ 1, 2, 3)をΣのベクトル場の正

規直交基底，{D :“ γI∇µ
I∇µである．また，V “ ψ̄γµψは常

に未来向きの時間的ベクトルとなる．したがって，この式の

右辺は非負となる．以上より，方程式 {Dψ “ 0を満たし無

限遠で定数に近づく 4個の一次独立なスピノール（Witten

スピノール)が存在すれば，正エネルギー定理が示された

ことになる．この存在は，O. Reulaらにより証明されてい

る62, 63, 64).また，ブラックホールが存在する場合は，ホラ

イズンからの寄与がゼロとなる境界条件を課すことができ

ることが G.W. Gibbonsらにより示されている65)．

Wittenの方法は単純な上に非常に強力である．例えば，共

変微分に宇宙定数や電磁場に依存した変形を施すと，電荷を

持つブラックホールが存在する場合の精密化 (M ě |Q|)や，

負の宇宙定数がある場合への拡張 (J04 ě 0, JABpA,B “

0, ¨ ¨ ¨ , 4qは反 de Sitter群 SOp3, 2qの生成元に対応）が得ら

れる65)．ポテンシャルエネルギーが下に非有界となるゲー

ジ化された拡張超重力理論でも漸近的に反 de Sitter 時空

となる場合と同様の正エネルギー定理が成り立つ66)．また，

最近では，軸対称な初期条件に対し，角運動量を考慮した

精密化 (M ě |J |)も得られている67)

1999年には J. Lohkampがスカラ曲率の変形に基づく証

明を，2009年にはM. Peirisが山辺の定理と Thurstonの

幾何学化定理を用いた証明を新たに発表している．一般に，

M “ pE2 ´P 2q1{2より，Penrose不等式は正エネルギー定

理の改良・精密化と言える．

15. 高次元への展開

もともと，一般相対性理論は 4次元世界の理論として作

られたものであるが，数理的な観点からは，それを一般次

元に拡張することは容易であり，古くから 4次元に特有で

ない問題については，一般の次元で研究が行われてきた．

また，Weyl理論やKaluza-Klein理論のように，古くから，

高次元時空理論のコンパクト化により 4次元の統一理論を

作ろうとする研究があったこともその背景にある．さらに，

超弦理論の登場以降は，高次元に特有の現象や特性の研究

も盛んになった．

本稿では，これまで特異点とブラックホールを中心に，一

般相対性理論に関連した数理的研究成果を紹介してきたが，

それらの多くは，次元によらずそのまま成立する．因果構

造，無限遠の構造，特異点定理，ブラックホールの一般的

性質，Penrose不等式などがその例である5. これに対して，

ブラックホールの分類や一意性の問題については，4次元

と 5次元以上では全く状況が異なる．

球形のホライズンをもつ高次元ブラックホール 5次元以

上でも，Schwarschild解やReissner-Nordstrom解の高次元

版69, 70)に加えて，Kerrブラックホールに対応する漸近的に

平坦な回転ブラックホール解70)が古くから知られおり，そ

の宇宙項入りバージョンである漸近的 de Sitterおよび反 de

Sitterな拡張も 2004年に発見されている71)．これらの解は

Myers-Perry解およびGibbons-Lu-Page-Pope解と呼ばれ，

2n` 1次元ないし 2n` 2次元では質量以外に空間回転群の

ランクと同じ n個の独立な回転パラメータをもち，ホライ

ズンの位相は球面に同相である．しかし，Kerr-Newman解

に対応する電荷を帯びた回転ブラックホールを表す厳密解

は，Einstein-Maxwell理論を単純に高次元化した理論では

得られていない．ただし，5次元の超重力理論から得られ

る Einstein-Maxwell型理論では，4次元の理論には対応物

のないChern-Simons項と呼ばれる新たな項 A^ F ^ F

が Lagrangianに現れる．この項を持つ理論では，質量と 2

つの角運動量以外に電荷をもつ回転解が具体的に構成され

ている72)．この解は，極大局所超対称性をもつ 5次元超重

5ただし，無限遠の構造に関しては，重力波など放射が存在する状況で
は，奇数次元時空の光的無限遠を Penrose による共形的枠組みで記述す
ることはできないことが指摘されている68)．
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図 8: ブラックサターン

図 9 bicyclindgブラックリングの S3 による断面と Cliford分解の対応

力理論が 10次元超重力理論を 5次元トーラスでコンパク

ト化して得られることを利用して得られた．

一般に，10次元超重力理論を p10´Dq次元トーラスでコ

ンパクト化すると，双対変換不変性という大きな変換群を

対称性として持つD次元超重力理論が得られる．この変換

はブラックホール解の電荷を変化させるので，無電荷ない

し少ない電荷を持った解から電荷を持つ解や，非常に多く

の電荷をもつ解を構成することができる73, 74)．この方法で，

10次元超重力理論のトーラスコンパクト化により得られる

次元D “ 5 „ 9の超重力理論に対して，最も一般的な電荷

と回転をもつ漸近的に平坦なブラックホール解が構成され

ている75, 76, 77)．また，4次元のKerr-Newman解もKerr解

から同様の方法（Harrison変換)により導くこともできる
15)6．この方法は，5次元超重力理論において超対称をもつ

ブラックホール解であるBMPV解を構成する際にも用いら

れ79)，ブラックホールエントロピーのDブレーンを持ちい

た微視的説明の議論において重要な役割を果たすとともに

adS/CFT対応などの新たな分野形成へとつながった80, ?)．

なお，4次元の縮退 Reissnerブラックホール (M “ Q)と

この 5次元 BMPV解以外に，正則で球形のホライズンを

持つ超対称ブラックホール解は知られていない77)．

ブラックリングと一意性の破れ 高次元ブラックホールの

研究において最も衝撃的であったのは，2001年における 5

次元におけるブラックリング解の発見である?)．この解は，

磁場中で加速運動する磁化ブラックホール対を表す 4次元

DGKT解81) を 5次元真空解の S1 による Kaluza-Kleinコ

6歴史的には，Kerr-Newman解は Kerr解の複素解析接続により得ら
れた78, ?)．

ンパクト化と見なして，5次元に持ち上げ（この操作は酸化

と呼ばれる）た上で解析接続することにより得られた漸近

的に平坦で正則なブラックホール解であるが，そのホライ

ズンは 3次元球面ではなく S2 ˆS1の位相を持っていた．4

次元ではこれと対応するトーラスの位相をもつホライズン

はすでに述べた位相検閲定理により禁止されるが，4次元

空間では S2 ˆS1の余空間は単連結なので，5次元ブラック

リングは禁止されない．Emparan-Reall解は S1 方向の角

運動量のみを持っていたが，2006年には S2 方向にも同時

に回転するより一般的な解が得られた?).その発見には，三

島氏，井口氏，富沢氏ら多くの日本人研究者によるソリト

ン法の 5次元への応用に関する研究が本質的な役割を果た

した?, ?, 82, 83)．さらに，これらの研究は，ブラックサター

ン (図 8)84)や直交 2リング解 (図??)85)など，複数のブラッ

クリングとブラックホールの複合系を表す様々な解の発見

につながった77)．

これらのブラックリング解の発見は位相以外の点でも驚

きをもたらした．それは，漸近的に平坦で正則定常ブラッ

クホール解は質量，角運動量と保存電荷のみで決まるとい

う一意性定理が 5次元では成り立たないという事実である．

まず，Pomeransky-Senkov解は独立な 3つのパラメータを

もつが，質量と 2つの角運動量を与えてもそれらのパラメー

タとして 2つの解が存在するパラメータ領域が存在する．こ

れらのパラメータ領域では，同時に同じ質量と角運動量を

もつMyers-Perry解が存在する77)．次に，ブラックサター

ン解では中心のブラックホールと外側のリングが反対向き

の角運動量をもち，全系の角運動量がゼロという解が許さ

れる84)．これは，同じ質量と角運動量をもつ中性のブラッ

クホール解が連続無限個存在することを意味する．

こられの真空ブラックリング解に加えて，2004年には，

5次元極小重力理論において超対称なブラックリング解が

構成され86)，4次元のMajumdar-Papapetrou解のように，

それらを複数重ね合わせた解が自由に作れることも示され

た87)．さらに，付加的なゲージ場を含む 5次元超重力理論

において，上で述べた変換論を用いて，荷電を持つ回転ブ

ラックリング解が構成されたが，この解は，遠方の場の振

る舞いで決まる保存電荷以外に，双極電荷と呼ばれる新た

な非保存パラメータを含んでいた88)．これは，新たなタイ

プの連続的パラメータを含む一意性の破れの例を与えた．

Kaluza-Kleinブラックホールとブレーンワールドブラッ

クホール 4次元理論が高次元の統一理論から余剰次元の

コンパクト化により得られるとすると，余剰次元のサイズ

Lは，その振動が励起されるのを防ぐため，現在の実験で

到達できるエネルギーに相当する長さより十分小さい必要

がある．しかし，依然として，Lが重力の量子性が重要と

なるPlanckスケールより十分大きい可能性はあり，その場
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図 10: ブラックストリングの Gregory-Laflamme 不安定

図 11: Gregory-Laflamme 不安定の末路

合，高エネルギー現象において時空の高次元性が見えるこ

とになる．この可能性が素粒子理論での階層性問題を解決

する方法として取り上げられて以降?, 89)，低エネルギーでは

4次元ブラックホールに見える高次元ブラックホール，いわ

ゆる Kaluza-Kleinブラックホールの研究が盛んになった．

Kaluza-Kleinブラックホールには 2つの種類がある．一

つは，単に 4次元ブラックホール時空と平坦な余剰次元Rn

の直積となるブラックブレーン解で，ホライズンは S2 ˆRn

という位相をもつ．その代表格が n “ 1のブラックストリ

ング解であるが，その研究は実に豊かな発展を生み出した．

その契機となったのは，R. Gregoryと R. Laflammeによ

る Schwarzschildブラックストリング解の研究である．彼

女らは，4次元時空の観点からは球対称で余剰次元方向に

波長 λで周期的に変動する摂動に対するこの解の安定性を

調べ (図 10），λ{M (M はブラックホールの質量）がある

臨界値を超えると不安定となること，類似の不安定が一般

のブラックブレーンでも起きることを発見した (Gregory-

Laflamme不安定)90)．不安定性が存在すると直ちに問題

になるのが，その行き先である．一つの可能性は，もっと安

定な別の解がありそれに近づくこと91)，もう一つは，特異

性をもつ末路である．前者の可能性は，非一様ブラックス

トリング解や R4 ˆ S1に収まる 5次元の球形ブラックホー

ル解の発見につながったが，ブラックホール熱力学の観点

や位相的な障害から，これらが終状態である可能性は否定

された92, 93, 94)．そこで，後者の可能性を調べるため，高精

度の数値シミュレーションが行われた．結果は，まず不安

定性により S2 ˆ Rの位相をもつホライズンがくびれ，球
形のホライズンが細いひもでつながった状態に移行するが，

さらに時間がたつとこのひもにさらにくびれが生じ，最初

と同じ過程が繰り返され，結果的に自己相似的な構造に有

限時間で移行するという驚くべきものであった95)(図 11）．

もう一つのタイプのKaluza-Kleinブラックホールは，直

積では書けないものである．最もよく知られている例は，5

次元のKKブラックホールである．まず，4次元Euclide空

間において半径 r一定の球面球面 S3prqを S2を基底として

S1ファイバーするファイバー束と見なす（Hopf-fibring)．こ

のとき，Euclide計量は極座標 pr, θ, ϕ, ψqを用いて，ds2 “

dr2 ` r2ω2 ` r2dΩ2
2 と表される．ここで ωは S3 上の不変

1形式 ω “ dψ ` cos θdϕである．当然，r Ñ 8で S1 の

長さは rに比例して無限に増大する．しかし，gψψ(ω2の係

数）を r Ñ 8で微小な値に近づく関数 hprq2で置き換える

と，新たな空間は無限遠では 4次元空間を 3次元 Euclide

空間にねじれた S1 でコンパクト化した構造をもつ．この

改変を 5次元の漸近的に平坦なブラックホールに施すこと

ができれば，ホライズン近傍のみが 5次元的で，ホライズ

ンから十分離れると 4次元的となるKaluza-Kleinブラック

ホールが得られることになる．この様な解は，4次元から見

ると磁場を伴ったブラックホール解となる．Kaluza-Klein

ブラックホールの研究は古く，1980年代に始まっているが
96, 97)，2000年代になり研究が活発になり，5次元Einstein-

Maxwell理論や超重力理論での電荷をもつ（多重）回転ブ

ラックホール解が発見されているが，まだ組織的な研究は

成されていない．

高次元理論から 4次元理論を得る処方として，Kaluza-

Klein型コンパクト化以外に，ブレーンワールド模型があ

る．この模型では，我々の住む 4次元時空を 5次元時空の

境界と見なすことにより，5次元の世界の法則と 4次元の

世界の法則を結びつける．よく知られているものとしては，

5 次元として adS 型時空を用いる RS 模型89, 98), 5 次元と

してMinkowski時空を用いる DGP模型99), M理論のヘテ

ロ型コンパクト化に背景をもつ Horava-Witten模型100) が

ある．このブレーンワールド模型でのブラックホールは，5

次元時空でのホライズンが 4次元ブレーン上に境界を持ち，

ブレーンの変形も同時に解かないといけないため，具体的

な解を求めることは大変難しく，未だに 4次元球対称解ブ

ラックホール解に相当する非回転解さえ解析的には求まっ

ていない．また，数値的に解を探す試みも精力的に行われ

たが，解の存在について研究者の間で合意ができていない
101, 102, 103)．

高次元ブラックホールの不安定性 もう一つ最近の高次元

ブラックホール研究がもたらした驚くべき発見は，多様な

ブラックホールの不安定性である．4次元ブラックホールに

ついては，Schwarzschildブラックホール104)，Kerrブラッ

クホール105) 共に摂動的に安定であることが古くから知ら

れていた．また，高次元でも，球対称ブラックホールにつ
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いては著者らにより安定性が示されている106)．

これに対し，回転するブラックホールについては，球形

のホライズンをもつブラックホールでも状況が異なる．そ

の原因の一つは，4次元と異なり，6次元以上では 2次元面

内での回転する単純回転MP解の回転角運動量に上限がな

い点である．EmparanとMyersは，こられのブラックホー

ルが高速回転でブラックブレーンと類似の構造を持つこと

から，Gregory-Laflammeタイプの不安定性が起きること

を予想していた107)．O.J.C. Diasらは，不安定性がちょう

ど発生するパラメータ値では，解の分岐が起きるため，定

常的な摂動解が存在することに着目し，EmparanとMyers

の予言が正しいことを示すと共に，不安定性が起きる臨界

角運動量値と不安定性のパターンを具体的に求めることに

成功した108)．ただし，彼らの解析は，手法の制限から，回

転方向に軸対称な摂動に限られていた．これに対して，吉

野氏と柴田氏は，この制限を一挙に取り除き，完全な相対

論的数値シミュレーションによりこの問題を研究した109)．

その結果，彼らは，Diasらの求めた臨界角運動量より小さ

な角運動量でバーモード不安定が起きることを見いだした．

これは，現実的には，Emparan-Myers型の不安定性は起き

ないことを意味する．さらに，彼らは，不安定性の進化を

追い，最初は成長するものの振幅がある程度大きくなると，

非線形性が重要となる前に，重力波放出により不安定性に

よって生じた変形が減衰し，最終的に臨界運動量より小さ

な角運動量のブックホールに落ち着くことを見いだした．こ

の結果は，不安定性は別の解の系列か特異な終状態に移行

することを意味すると信じていた多くの研究者に衝撃を与

えた．

16. 終わりに

以上見てきたように，一般相対性理論は，特異点とブラッ

クホールというテーマに限っても，この 100年間，非常に

豊かな数理的成果をもたらしてきた．もちろん，4次元の

枠内でもまだまだ未解明の問題も多いが，超弦理論の研究

を背景にして近年急速に進展した高次元ブラックホールの

研究は，高次元には 4次元とは比べものにならないほど豊

かな世界が広がっていることを示しつつある．我々は，6次

元以上でどのような形状のブラックホールが存在するのか

さえ全く知らないのである．
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