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1
一般相対論の基礎

§1.1
重力と接続

1.1.1 接続の概念

• 平行移動（=接続）の概念 [Levi-Civita 1917]

• 接続の幾何学としてのRimenn幾何学: 無限小解析に基づく微分幾何学＋対
称性に基礎をおく F. Kleinの幾何学 [Weyl H, Cartan E]

• ホロノミー群の概念 [Cartan E]

ñ 微分幾何学の大域的研究，Calabi-Yau多様体などの特殊ホロノミ－群を
もつ多様体と超弦理論・Ｍ理論のN “ 1局所超対称性をもつコンパクト化の
関連

• 接続の概念のファイバー束による現代的定式化 [Ehresmann 1950]

• 非可換ゲージ理論のアイデア [C.N. YangとR. Mills 1954]

未発表ながら，W. Pauliや内山龍雄も同じ頃，類似のアイデアを得ていたよ
うである．

接続＋非可換ゲージ場 ñ 指数定理，アノーマリー理論，Donaldson理論

目次へ
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1.1.2 等価原理と微局所慣性系

• 等価原理

「任意の時空点において適当な基準系（座標系）を選べばその点において重
力を微局所的1に消去できる」

• 対応原理

「重力が消去された微局所慣性系（無限個存在する）に限定すれば特殊相対
性理論が成立する」

• 一般座標系

「本質的」重力場が存在するとき，有限の広がりをもつ局所慣性系は存在せ
ず，物理法則を一般的な座標系を用いて記述することが要求される.

• 時空計量

この一般座標系では光速はもはや一定でなくなる．そこで，この場所や方向
により異なる光速を記述する量が必要となる．Einsteinはそのような量とし
て，微局所慣性系のMinkowski計量に着目した．特殊相対性理論において中
心的な役割を果たすこの計量は，Lorentz変換で不変であるため，同一時空
点Pでの微局所慣性座標系Xa

P pa “ 0, 1, 2, 3, 4qの取り方に依存しない．この
計量 ds2 “ ηabdX

a
PdX

b
P を一般座標系で表すと，

ds2 “ gµνdx
µdxν ; gµνpP q “ ηab

BXa
P

Bxµ
BXb

P

Bxν
(1.1.1)

により，各時空点での一般的な計量が定義される．その構成法から，各時空
点での光の伝搬方向 pdt, dxiqは ds2 “ 0により決まりるので，計量によって
座標速度 dxi{dt “ vniが時空点 Pと伝搬方向 niの関数として一意的に決定
される．

• 重力場=接続

重力場が存在する場合の物理法則を，局所的な特殊相対性理論の貼り合わせ
として捉える以上の考え方は，Riemann幾何学を局所的なEuclide幾何学の
貼り合わせして捉えるRiemannの思想と同じものである．

Christoffel記号

Γµνλ “
1

2
gµα pBνgλα ` Bλgνα ´ Bαgνλq (1.1.2)

1無限小の領域で成り立つことを以下「微局所的」と呼ぶことにする．

目次へ
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平行移動
δ{{V µ “ ´Γµνλdx

νV λ (1.1.3)

共変微分
∇XV “ XνpBνV

µ ` ΓµνλV
λq. (1.1.4)

• Riemann接続

等価原理とRiemann接続：　微局所慣性系において Γ “ 0を要求すると，
接続はRiemann接続となる．

曲率テンソル: もちろん，本質的重力場が存在しないMinkowski時空でも，
一般の座標系では見かけ上非自明な計量が現れる．これは（一般に非一様な）
加速運動による光速の変化を表すが，重力場をその源と結びつけるには，こ
の様な運動学的効果を取り除く方法が必要となる．その一つが，曲率テンソ
ルを用いることである．

Rµ
νλσ “ BλΓ

µ
σν ´ BσΓ

µ
λν ` ΓµλαΓ

α
σν ´ ΓµσαΓ

α
λν (1.1.5)

§1.2
重力場の方程式

Einstein方程式 作用積分

S “ SG ` SM; (1.2.1)

SG “
1

2κ2

ż

dDx
?
gpR ´ 2Λq. (1.2.2)

より
Gµν ` Λgµν “ κ2Tµν (1.2.3)

ここで，

Gµν “ Rµν ´
1

2
Rgµν , Rµν “ Rα

µαν , (1.2.4)

Rα
βµν “ BµΓ

α
νβ ´ BνΓ

α
µβ ` ΓαµγΓ

γ
νβ ´ ΓανγΓ

γ
µβ, (1.2.5)

Γαµν “
1

2
gαβ pBµgνβ ` Bνgµβ ´ Bβgµνq . (1.2.6)

また、

T µν “
2

?
g

δSM

δgµν
. (1.2.7)

目次へ
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特徴

• 一般共変性（微分同相不変性，座標変換不変性）

• 縮約Bianchi恒等式

∇νGµν “ 0 ñ ∇νTµν “ 0 (1.2.8)

運動方程式 圧力がゼロの流体に対して

Tµν “ ρuµuν . (1.2.9)

この系に対する保存則は

∇νT
µν “ uµ∇νpρuνq ` ρuν∇νu

µ (1.2.10)

より
∇νpρuµq “ 0, uν∇νu

µ “ 0. (1.2.11)

この第２式は、構成粒子が測地線に沿って運動することを示している：

:xµ ` Γµνλ 9xνxλ “ 0. (1.2.12)

目次へ
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§1.3
初期値問題

1.3.1 発展方程式

pd ` 1q分解
ds2 “ ´N2dt2 ` qijpdx

i ` βidtqpdxj ` βjdtq (1.3.1)

とおくと，

n “
1

N
T ; T “ Bt ´ βiBi (1.3.2)

に対して，

ĹT qij “ Btqij ´ Diβj ´ Djβi, (1.3.3a)

ĹTK
i
j “ BtK

i
j ´ DβK

i
j ´ Ki

lDjβ
l ` K l

jDlβ
i. (1.3.3b)

発展方程式

1

N
ĹT qij “ ´2Kij, (1.3.4a)

1

N
ĹTKij “ Rijpqq ´ 2K l

iKjl ` KKij ´
1

N
DiDjN ´ Sij,

(1.3.4b)

ここで，

Sij “ Tij ´
1

d
qklTklqij. (1.3.5)

Kijを

Ki
j “ K̂i

j `
Ks

d
δij (1.3.6)

によりトレースKsと K̂i
jに分解すると，

1

N
ĹT qij “ ´2qik

ˆ

K̂k
j `

Ks

d
δkj

˙

, (1.3.7a)

1

N
BTKs “

1

2
K2
s `

d

2pd ´ 1q
K̂2 `

d ´ 2

2pd ´ 1q

dR ´
△N
N

`
κ2

d ´ 1
qlmTlm,

(1.3.7b)

1

N
ĹT K̂

i
j “ KK̂i

j ` dRi
j ´

dRl
l

d
δij ´

1

N

ˆ

DiDjN ´
△N
d
δij

˙

´ κ2qikSkj.

(1.3.7c)

目次へ
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1.3.2 拘束条件

pqij, Kijqの初期条件に対して，

Rpqq ´ KijK
ij ` K2

s “ 16πGρ, (1.3.8a)

DjK
j
i ´ DiKs “ ´8πGSi (1.3.8b)

Ksと K̂で表すと，

dR `
d ´ 1

d
K2
s ´ K̂2 “ 2κ2ρ pρ “ Tnnq, (1.3.9a)

DjK̂
j
i ´

d ´ 1

d
DiKs “ ´κ2Si pSi “ Tniq. (1.3.9b)

縮約Bianchi方程式より，
Eµν :“ Gµν ´ κ2Tµν (1.3.10)

に対して，

BtEnn “ Eµν , BiEµνの式,

BtEni “ Eµν , BiEµνの式,

より，Eij “が常に満たされ，ある時刻で拘束条件Enn “ 0, Eni “ 0 が満たされれ
ば，任意の時刻で拘束条件が満たされる．したがって，拘束条件は初期値に対す
る制限と見なされる．
【公式 1.3.1】 　任意のベクトル場 V µに対して，

∇µV
µ “ DiVi ` KpV ¨ nq ´ n ¨ ∇nV. (1.3.11)

また，任意の対称テンソル Tµνに対して，

p∇νT
ν
µ qnµ “ BnTnn ´ KTnn ` qijDiTin ´ KijTij, (1.3.12a)

p∇νT
ν
µ qhµi “ ´

1

N
ĹTTni ` KTni ` DjTij ´

DjN

N
Tnn ` p∇nn

µqTµi.(1.3.12b)

ここで，
hµν “ gµν ` nµnν . (1.3.13)

l

目次へ
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2
時空の因果構造と時空境界

§2.1
因果構造

References

• Hawking SW, Ellis GFR (1973): “Large Scale Structures of Spacetime”

【定義 2.1.1 (局所因果構造)】 　 条件 ds2 “ 0により決まる各点 Pの光円錐に
おいて，点 Pの接ベクトル V は時間的 (V ¨ V ă 0)，空間的 (V ¨ V ą 0)，光的
(V ¨ V “ 0)の３つに分類され，さらに時間的ベクトルと光的ベクトルは，未来向
きと過去向きに分類される．これらの分類に対応して，時空の曲線は各点での接
ベクトルの向きにより，時間的，光的，因果的（=時間的ないし光的），空間的な
どと分類される． l

【定義 2.1.2 (大域的な未来と過去)】 　 時空M において，

• 集合 Sの点から未来向き（過去向き）の時間的曲線により到達できる点の全
体を Sの時間的未来（時間的過去）といい，I`pSq(I´pSq)で表す．

• 集合 Sの点から未来向き（過去向き）の因果的曲線により到達できる点の全
体を Sの因果的未来（因果的過去）といい J`pSq(J´pSq)と表す．

• 特に，Sが一点 pからなるとき，J`ppq ´ I`ppqと J´ppq ´ I´ppqは，それぞ
れ，pの未来の光円錐と過去の光円錐に相当する

l
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過去

空間的
方向光円錐

未来

図 2.1: 局所的な因果構造

【命題 2.1.3 (非測地的光的曲線)】 　 光的曲線は測地線でなければ時間的曲線に
変形できる． l

【命題 2.1.4 (因果集合の境界)】 　 J˘pSqおよび I˘pSqの境界は光的超曲面とな
り，光的測地線で生成される． l

【例 2.1.5 (反 de Sitter時空における因果律の破れ)】 　

• n ` 1次元反 de Sitter時空: 負の宇宙定数

Λ “ ´npn ´ 1q{p2ℓ2 (2.1.1)

をもつ Einstein方程式の定常真空解

adSn`1 : ds2 “ ´pr2 ` ℓ2qdt2 `
dr2

r2 ` ℓ2
` r2dΩ2

n´1 (2.1.2)

• 擬 Euclide空間への埋め込み：

pT, Sq “ pr2 ` ℓ2q1{2pcos t, sin tq, X i “ rΩi

pΩ ¨ Ω “ 1qにより，計量

ds2 “ ´dT 2 ´ dS2 ` dX2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` dX2

n (2.1.3)

をもつ pn ` 2q次元擬 Euclide空間En,2の中に，２次曲面

Σ : ´T 2 ´ S2 ` X2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` X2

n “ ´ℓ2 (2.1.4)

として埋め込むことができる．

• 因果律の破れ：　この時空ではX i “一定となる閉曲線が至るところ時間的
となる．すなわち，未来向きに出た曲線が有限な時間で過去から元の時空点
に戻ってくる．この様な曲線は時間的閉曲線と呼ばれるが，明らかに因果律
を破っている．

目次へ
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図 2.2: ワームホールによるタイムマシーン [Morris M, Thorne KS, Yurtsever U

(1988)PRL61, 1446]

l

【注 2.1.6 (タイムマシーン)】 　 この例は，普遍被覆空間を考えることにより因
果律の破れをなくすることができるが，一般相対性理論では，このような位相的処
理では取り除けない因果的閉曲線がしばしば現れる．この点に着目し，どのよう
な状況で因果的閉曲線が現れるのか，また因果律の破れた領域（タイムマシーン）
を生成する方法はないかなどの問題を積極的に研究する分野もある [41, 18, 22]．
興味深い例としては，Thorneらの提案したブラックホール連星を用いたタイム

マシーンがある [24]．この例では，ブラックホールが内部でワームホールによりつ
ながることにより，時間的閉曲線を生み出しているが，この構造を安定に保つに
は負のエネルギーを持った物質が必要となる． l

【定義 2.1.7 (大域的双曲性)】 　

• 時空M 内の超曲面Σに対し，その点を通過するすべての延長不可能な過去
向き因果的曲線がΣと交わるような点の全体D`pΣqを未来の依存領域とい
う．同様に，過去向きの代わりに未来向きの曲線を考えることにより，過去
の依存領域D´pΣqが定義される．

• M “ DpΣq ” D`pΣq Y D´pΣqとなるとき，ΣをM のCauchy面と呼ぶ．
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• Cauchy面の存在するとき，時空は大域的に双曲的 (globally hyperbolic)であ
ると言う．

l

【定理 2.1.8 (大域的に双曲的時空の構造)】 　 時空M がΣをCauchy面として
もつとき，M はR ˆ Σと同相になり，因果的には非常に単純な構造を持つ． l

Proof. M 上の非負のBorel測度で全時空の測度が１となるものを µとする．

• D`pΣq上の関数 tを，各点 p P D`pΣqに対して，J´ppq XD`pΣqの µに関す
る体積を対応させる関数とする．

• tは連続な関数で，未来向きの因果的曲線に沿って単調に増大する．

• t “ const面は，空間的な面Σptqを定義する．(Σp0q “ Σ)

• D`pΣq上になめらかな時間的ベクトル場を適当に取ると，その積分曲線は
すべてのΣptqと一度だけ交わる．よって，全単射 f :M Ñ R ˆ Σが定義さ
れる．

• f は同相写像となることが示される．

Q.E.D.
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§2.2
時空の端

時空の大域的因果構造に関する研究の大きな成果は，「時空の端」に豊かな構造
があることを発見したことである．もちろん，時空の「端点」なるものは実在し
ないが，集合論的に仮想端点を定義することができる．
【定義 2.2.1 (過去集合と未来集合)】 　

1. I´pW q Ă W (I`pW q Ă W ) と言う条件を満たす開集合は過去集合 (past

set)(未来集合 (future set))と呼ばれる．

例：W “ I´pSq(I`pSq)は過去集合（未来集合）である．，

2. 2つの異なる過去集合の和として表すことができない集合を既約過去集合 (in-

decomposable past set)と呼ぶ．同様に既約未来集合 (indecomposable future

set)が定義される．

例： I´ppqは既約過去集合．

l

【注 2.2.2 (終端的既約過去（未来）集合)】 　 既約過去集合は，時空点を集合の
因果的性質で特徴づけるものであるが，一般に，適当な時空 pを用いてW Ă I´ppq

と表されないもの（終端既約過去集合 (terminal indecomposable past set)）が存在
する．このような既約過去集合に仮想的な「頂点」を付与して，それを時空の（未
来の）端点と見なそうというのが基本的なアイデアである．一般に，すべての終端
既約過去集合W は，適当な未来に延長不可能な時間的曲線 γを用いてW “ I´pγq

と表されることが示される [19].同様に，未来集合，既約未来集合を用いると，時
空の過去の端点が定義される． l

【例 2.2.3 (Minkowski時空の因果的無限遠)】 　

1. 4次元Minkowski時空M での端点を持たない時間的直線 γに対して，W “

I´pγqは常に時空全体と一致するので終端既約過去集合となり，時空の時間
的未来の端点 i`を定義する．

2. 原点を通過する未来に端点を持たない光的直線 γに対して，W “ I´pγqは
原点を通過する時刻と光線の方向で一意的に決まりるので，対応する未来の
端点の全体I `は 3次元面R ˆ S2と同相になる．
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図 2.3: Minkowski時空の無限遠と静的 Einstein宇宙への埋め込み

3. これらは全体として，未来の無限遠を定義する．同様に，既約未来集合より，
時間的過去の端点 i´，過去の光的無限遠I ´が定義される（図 2.3左）．

l

§2.3
共形的無限遠

このような無限遠の構成法は，Minkowski時空では比較的容易に実行できるが，
より複雑な時空では実用的でない．実は，より実用的な無限遠の構成法が，すで
に 1964年に Penroseにより提案されていた [30]．
【定義 2.3.1 (共形的無限遠)】 　 時空全体 pM , gqを別の時空 pM̂ , ĝqの有界領
域に共形写像 f : M Ñ M̂ と M̂ 上のC2級関数Ωが存在して，次の条件が満たさ
れるとき，M の像 fpM qの M̂ での境界 BM “ fpM q ´ fpM qを共形的無限遠
(conformal infinity)とい：

C1: ĝµν “ Ω2f˚gµν pΩ ą 0q

C2: BM 上で，Ω “ 0かつ dΩ ‰ 0.

l
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【例 2.3.2 (Minkowski時空の共形的無限遠)】 　 極座標表示での pn ` 1q次元
Minkowski計量

ds2 “ ´dt2 ` dr2 ` r2dΩ2
n´1 (2.3.1)

は，
t ´ r

2
“ tan

η ´ χ

2
,

t ` r

2
“ tan

η ` χ

2
(2.3.2)

と座標変換すると

ds2 “ Ω´2d̂s
2
: d̂s

2
“ ´dη2 ` dχ2 ` sin2 χdΩ2

n´1,

Ω “ cos
`

η´χ
2

˘

cos
`

η`χ
2

˘

(2.3.3)

と表される．ここで，d̂s
2
はちょうど，静的 Einstein宇宙 M̂ – R ˆ Snの計量と

一致するので1，この変換により，Minkowski時空全体が静的Einstein宇宙のコン
パクト領域

χ ´ π ď η ď π ´ χpχ ě 0q (2.3.4)

に埋め込まれ，その境界でΩ “ 0となる (図 2.3の右）．ただし，dΩ ‰ 0となるの
は，χ ‰ 0, πの部分なので，角度座標も考慮すると，BM は，それぞれR ˆ Sn´1

に同相な 2つの連結成分からなる．これらは，ちょうど，終端既約因果集合によ
り抽象的に定義した光的無限遠I ˘（図 2.3）に対応する．また，pη, χq “ p˘π, 0q

が時間的無限遠点 i˘を実現する． l

【注 2.3.3 (空間的無限遠)】 　 この埋め込みでは，fpM qの境界として，pη, χq “

p0, πqに対応するもう余分な点 i0が現れる．この点は，時空内部から（漸近的に）
空間的曲線でしか到達できないので，上で定義した因果境界には含まれないので，
空間的無限遠点 (spatially infinity)と呼ばれる．ただし，この点は共形埋め込みで
は dΩ “ 0となる特異点なので，その姿は埋め込みに依存する． l

【注 2.3.4 (Penrose図式)】 　

1. Minkowski時空の共形埋め込みにおいて，角度座標が一定に対応する 2次元
部分を図示したものはしばしばPenrose図式と呼ばれる．図 2.4の左端の図
が，Minkowski時空のPenrose図式である．もとの (n+1)次元時空は，この
2次元図を底空間として，その各点に場所に依存した半径の球面Sn´1をファ
イバーとして付与したファイバー空間と見なされる．

2. 定曲率時空であるde Sitter時空dSn`1Minkowski時空と局所的に共形なので，
同じく静的 Einstein宇宙の部分領域に共形的に埋め込むことができる：

gpdSn`1q “ ´dt2 ` ℓ2 cosh2pt{ℓqgpSnq

“
ℓ2

cos2 η
r´dη2 ` gpSnqs; sinhpt{ℓq “ tan η, (2.3.5)

1Einsteinは，宇宙膨張を止めるために宇宙定数を導入し，この解を得た．4次元時空の場合，
Λ “ 4πGρ “一定の関係が成立する．
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図 2.4: 定曲率時空のPenrose図式．左から順に，Minkowski時空，de Sitter時空，
反 de Sitter時空．

de Sitter時空 dSn`1の像は |η| ă π{2に対応するので，Penrose図式は図 2.4

の真ん中となる．これより，dSn`1 « R ˆ Snで，その境界は Snに同相な 2

つの空間的面I ˘からなる．

3. 定曲率時空の反 de Sitter時空 adSn`1も，静的Einstein宇宙の部分領域に共
形的に埋め込むことができる：

gpadSn`1q “ ´ cosh2 ξdt2 ` ℓ2
`

dξ2 ` sinh2 ξgpSn´1
˘

“
ℓ2

cos2 χ
r´dη2 ` gpSnqs; η “ t{ℓ, tanh

ξ

2
“ tan

χ

2
.(2.3.6)

反 de Sitter時空 adSn`1の像は，0 ď χ ă π{2となる．これより adSn`1 «

R ˆ Dnなので，その境界はR ˆ Sn´1に同相な時間的面I となる．

l

【公式 2.3.5 (曲率テンソルの変換)】 　 Weyl変換

gµν Ñ ĝµν “ e2Φgµν (2.3.7)

に対して，Christofellシンボルおよび曲率テンソルは次のように変換する:

Γ̂µνλ “ Γµνλ ` ∇νΦδ
µ
λ ` ∇λΦδ

µ
ν ´ ∇µΦgνλ, (2.3.8)

R̂µ
νλσ “ Rµ

νλσ ` 2δµ
rσ∇λs∇νΦ ´ 2gνrσ∇λs∇µΦ

´2∇νΦ∇rλΦδ
µ
σs

` 2∇µΦ∇rλΦgσsν ´ 2p∇Φq2δµ
rλgσsν , (2.3.9)

R̂µν “ Rµν ´ gµν∇2Φ ´ pn ´ 2q∇µ∇νΦ

`pn ´ 2q∇µΦ∇νΦ ´ pn ´ 2qp∇Φq2gµν , (2.3.10)

e2ΦR̂ “ R ´ 2pn ´ 1q∇2Φ ´ pn ´ 1qpn ´ 2qp∇Φq2. (2.3.11)

l
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【定理 2.3.6 (共形無限遠の構造と宇宙定数の対応)】 　 物質（場）のエネルギー
運動量テンソルが無限遠でゼロに近づくとき，共形的無限遠の計量構造は宇宙定
数のみで次の様に決定される：

i) Λ “ 0: I は光的超曲面．

ii) Λ ą 0: I は空間的超曲面．

iii) Λ ă 0: I は時間的超曲面．

特に，Λ ă 0のとき，時空にCauchy面が存在せず，未来の時間発展を決定するに
は，初期面での情報以外に，境界にあたる無限遠I での境界条件が必要となる．

l

Proof. pn ` 1q次元時空の共形埋め込み ĝ “ Ω2f˚gに対して，

f˚Rs “ Ω2R̂s ` 2nΩ∇̂2Ω ´ npn ` 1qp∇̂Ωq2. (2.3.12)

ここで，Einstein方程式

Ric ´
1

2
Rsg ` Λg “ κ2T (2.3.13)

より，

Rs “
2pn ` 1q

n ´ 1
Λ ´

2κ2

n ´ 1
Ts Ñ

2pn ` 1q

n ´ 1
Λ. (2.3.14)

よって，I 上で

p∇̂Ωq2 “ ´
2

npn ´ 1q
Λ. (2.3.15)

Q.E.D.

【定義 2.3.7 (漸近的単純)】 　 この無限遠構造の一般的分類に基づいて，共形無
限遠の構造が，Minkowski時空，de Sitter時空，反 de Sitter時空の無限遠と同一
の構造を持つ時空は，それぞれ漸近的に平坦，漸近的にde Sitter的, 漸近的に反
de Sitter的であるという． l
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§2.4
Weylテンソル

【定義 2.4.1 (Weylテンソル)】 　 n次元（擬）Riemann多様体 pM, gqの正規直
交基底を ea “ peµaq, θa “ θaµdx

µとするとき，曲率形式

Ra
b “

1

2
Ra

bµνdx
µdxν (2.4.1)

から

C ab “ Rab ´
1

n ´ 2
pSa ^ θb ´ Sb ^ θaq, (2.4.2a)

Sa “ Ra
cθ
c ´

R

2pn ´ 1q
θa (2.4.2b)

により定義されるテンソルCµ
νλσ,

C a
b “

1

2
θaµe

ν
bC

µ
νλσdx

λ ^ dxσ (2.4.3)

をWeylテンソルという． l

【公式 2.4.2 (Weyl変換)】 　 Weyl変換 ĝ “ e2Φgに対して，C abと Saは次のよ
うに変換する：

Ĉ ab “ C ab, (2.4.4a)

Ŝa ^ θ̂b “ Sa ^ θb ` pn ´ 1q
“

p∇aΦ∇cΦ ´ ∇a∇cΦqθc ´ 1
2
p∇Φq2θa

‰

^ θb.(2.4.4b)

l
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3
ブラックホール

§3.1
いくつかの例

3.1.1 Schwarzschild(-Tanghelini) BH

計量

ds2 “ ´fprqdt2 `
dr2

fprq
` r2dΩ2

n; (3.1.1)

fprq “ 1 ´
2M

rn´1
. (3.1.2)

対称性

1. 時間並進 R: ξ “ Bt

2. 空間回転 SOpn ` 1q: ηi (i “ 1, 2, 3)

3. 時間反転 Z2: t Ñ ´t

4. 空間反転 Z2: Ωn Ñ ´Ωn

Kretchmann不変量

RabcdR
abcd “

4n2pn2 ´ 1qM2

r2n`2
. (3.1.3)
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Future Finkelstein座標 : pv, rq．

r˚ “

ż

dr

fprq
, (3.1.4)

v “ t ` r˚ (3.1.5)

とおくと，
ds2 “ 2dvdr ´ fprqdv2 ` r2dΩ2

n (3.1.6)

より，時空は r ą rH(r
n´1
H “ 2M)から r ą 0に解析的に正則に拡張される．ξ “ Bt

とおくと，
ξ “ Bv (3.1.7)

より，

k “ ´Br, l “ Bv `
1

2
fprqBr (3.1.8)

は，r ą rH において未来向きの nullベクトル：

ξ ¨ k “ ´1, ξ ¨ l “ ´
1

2
fprq, (3.1.9)

k ¨ k “ l ¨ l “ 0, k ¨ l “ ´1. (3.1.10)

よって，r “ rH 面は r ą rH の領域にとって future null面 (future horizon)．

図 3.1: Future Finkelstein座標
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Past Finkelstein座標 : pu, rq．

u “ t ´ r˚ (3.1.11)

とおくと，
ds2 “ ´2dudr ´ fprqdu2 ` r2dΩ2

n (3.1.12)

より，時空は r ą rH(r
n´1
H “ 2M)から r ą 0に解析的に正則に拡張される．

ξ “ Bu (3.1.13)

より，

k “ Br, l “ Bu ´
1

2
fprqBr (3.1.14)

は，r ą rH において未来向きの nullベクトル：

ξ ¨ k “ ´1, ξ ¨ l “ ´
1

2
fprq, (3.1.15)

k ¨ k “ l ¨ l “ 0, k ¨ l “ ´1. (3.1.16)

よって，r “ rH 面は r ą rH の領域にとって past null面 (past horizon)．

Szekeres座標 : pU, V q．4次元時空 (n “ 2)において，Null座標 pu, vqを用いる
と計量は

ds2 “ ´fprqdudv ` r2dΩ2
2. (3.1.17)

今，r ą rH “ 2M において

U “ ´2Me´u{4M , V “ 2Mev{4M (3.1.18)

とおくと，

UV “ ´2Mpr ´ 2Mqer{2M , (3.1.19)

|V {U | “ et{2M . (3.1.20)

この座標では計量は

ds2 “ ´
8M

r
e´r{2MdUdV ` r2dΩ2

2, (3.1.21)

となり，
dpUV q

dr
“ ´rer{2M ă 0 (3.1.22)

より，出発点の領域U ă 0, V ą 0から r ą 0に対応する領域UV ă 4M2に解析的
に拡張される．
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r

‚

abc

Singularity: r=0

Singularity: r=0

r = +∞

r = +∞

r =
 +
∞

r =
 +
∞

r = 2m

r =
 2m

black hole

white hole

図 3.2: Szekeres座標

共形図式

U “ 2M tan
T ´ R

2
, V “ 2M tan

T ` R

2
; (3.1.23)

|T ´ R| ă π, |T ` R| ă π. (3.1.24)

とおくと，

dUdV “
M2

cos2 T´R
2

cos2 T`R
2

pdT 2 ´ dR2q. (3.1.25)

ここで，

1 ´
UV

4M2
“

cosT

cos T´R
2

cos T`R
2

(3.1.26)

より，UV ă 4M2は |T | ă π{2に対応．

Killingホライズンと特異点 Schwarzschild時空において，r “ 2M 面は時間推
進の変換で不変な光的超曲面となっている．この様な面はKillingホライズンと
いう．この面は，t, r座標による表示では特異であるが，これは座標の特異性であ
る．一方，r “ 0は曲率スカラが発散するので，曲率特異点となる．Schwarzschild

時空の例では，曲率特異点は空間的な時空の因果境界となり，しかもホライズン
に隠される．
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3.1.2 Reissner-Nordstrøm BH

Einstein-Maxwell系

dF “ 0, ˚d ˚ F “ ´J, (3.1.27a)

G ` Λg “ κ2T; Tµν “ Fµ ¨ Fν ´
1

2
F ¨ Fgµν . (3.1.27b)

RN解

• 計量

gRN “ ´fprqdt2 `
dr2

fprq
` r2gpSnq; (3.1.28)

fprq “ 1 ´
2M

rn´1
`

Q2

r2pn´1q
´

2Λ

npn ` 1q
r2, (3.1.29)

M “
8πGE

n volpSnq
, Q2 “

n

n ´ 1

8πGq2

volpSnq2
. (3.1.30)

• 電磁場

F “ ϕ1dt ^ dr, A “ ´ϕprqdt; ϕ “
q

volpSnqrn´1
, (3.1.31)

対称性

1. 時間並進と時間反転: R ˆ Z2

2. 空間回転と空間反転: Opn ` 1q

ホライズン：Λ “ 0(漸近平坦）のとき

1. Q2 ą M2のとき，fprq ą 0でホライズンは存在しない．このため，r “ 0の
特異点は裸となる．

2. Q2 ă M2のとき，

fprq “ 0 ñ rn´1 “ M ˘
a

M2 ´ Q2. (3.1.32)

より，2つのKillingホライズンが現れる．

3. Q2 “ M2のとき，ホライズンは

rn´1 “ M (3.1.33)

のみとなり，この面以外で Btは至る所時間的となる．
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図 3.3: RN BHの Penrose図式

目次へ



第 3章 ブラックホール 23 目次へ

表面重力 ホライズンに接し，そこで光的となるKillingベクトル kに対し，

∇kk “ κk (3.1.34)

Killing方程式
∇µkν ` ∇νkµ “ 0 (3.1.35)

より，この式は
dpk2q “ ´2κk˚ (3.1.36)

と変形される．
RN解の場合，

k2 “ ´f ñ dpk2q “ ´f 1dr, (3.1.37a)

k˚ “ ´fdt “ ´fpdt ` dr{fq ` dr “ dr ´ fdv (3.1.37b)

より，

κ “
1

2
f 1. (3.1.38)

明らかに，Q2 ă M2のとき f 1 ‰ 0だが，Q2 “ M2のとき，

∇kk “ 0 ô κ “ 0 (3.1.39)

すなわち，ホライズンが縮退する．

3.1.3 Kerr-Newman BH

Kerr-Newman解

ds2 “ ´
∆Σ2

Γ
dt2 `

Γ sin2 θ

Σ2
pdϕ ´ Ωdtq2 ` Σ2

ˆ

dr2

∆
` dθ2

˙

“ ´
∆ ´ a2 sin2 θ

Σ2
dt2 ´

2ap2Mr ´ Q2q

Σ2
sin2 θdϕdt

` sin2 θ
Γ

Σ2
dϕ2 ` Σ2

ˆ

dr2

∆
` dθ2

˙

(3.1.40)

と表される [40, 47]．ここで，

∆ “ r2 ´ 2Mr ` a2 ` Q2, (3.1.41a)

Σ2 “ r2 ` a2 cos2 θ, (3.1.41b)

Γ “ pr2 ` a2q2 ´ a2∆sin2 θ, (3.1.41c)

Ω “
ap2Mr ´ Q2q

Γ
, (3.1.41d)
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ホライズン ：Killingホライズンは

ξ ¨ ξη ¨ η ´ pξ ¨ ηq2 ” ´∆sin2 θ “ 0 (3.1.42)

で与えられる．この方程式は，a2 ` Q2 ă M2 のとき 2つの解 r “ r˘ “ M ˘
a

M2 ´ a2 ´ Q2をもつ．これらの解は，a2 ` Q2 “ M2の時一致する．（縮退型ホ
ライズン）．さらに a2 `Q2 ą M2の時には解が存在しない．分岐型ホライズンが
存在するとき，ホライズン近傍で計量が正則となる座標系は，

du˘ “ dt ˘
2Mr ´ Q2

∆
dt, dϕ˘ “ dϕ ˘

dr

∆
. (3.1.43)

この座標系を用いると，計量は

ds2 “ ´
Σ2

Γ

“

∆du2˘ ¯ 2p2Mr ´ Q2qdu˘dr ` pΣ2 ` 2Mr ´ Q2qdr2
‰

`
Γ sin2 θ

Σ2

ˆ

dϕ˘ ´ Ωdu˘ ¯
Σ2 ` 2Mr ´ Q2

Γ
drdϕ˘

˙2

` Σ2dθ2.(3.1.44)

エルゴ領域 Killingホライズンは，無限赤方偏移面

gtt “ ∆ ´ a2 sin2 θ “ 0 (3.1.45)

とは一致しない．このため，ホライズンの外に，gtt ą 0となる領域が現れる．こ
の領域はエルゴ領域と呼ばれる．

特異点 ホライズンに対応する見かけの特異点を除くと，計量はΣ2 “ r2`a2 cos2 θ “

0，i.e. r “ 0, θ “ π{2に曲率特異点をもつ．θ “ π{2平面に沿ってこの特異点に近
づくと

gϕϕ Ñ a2 `
a2p2Mr ´ Q2q

r2
(3.1.46)

となるので，この特異点はリング状で，その周の長さは無限大となる．また，Q2 “ 0

のときには，このリングは閉じた時間的曲線となる．a2 `Q2 ą M2では，このリ
ング状特異点は裸の特異点となる．

Penrose過程 エルゴ領域では，無限遠に対する粒子のエネルギーE “ ´p ¨ ξが
負となることが可能となる．このため，外部からこの領域に入射した粒子がE ą 0

およびE ă 0の２粒子に分裂し，E ă 0の粒子がブラックホールに吸収されると，
結果的にブラックホールからエネルギーを取り出すことができる．いま，Kerr BH

に対して，BHの回転角速度を

ΩH :“ Ωpr`q “
a

2Mr`

(3.1.47)
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k ξ

η

l

図 3.4: 回転ブラックホールのホライズン

により定義し，
k :“ ξ ` ΩHη (3.1.48)

とおくと，kはホライズン上で光的なKillingベクトルとなる．BHに吸収される
粒子の４元運動量を pとすると

p ¨ k ď 0 ñ E ą ΩHL (3.1.49)

が成り立つ．この不等式をブラックホールの質量および角運動量に対する式とし
て書くと，

0 ă dM ´ ΩHdJ “
κ

8πG
dA; κ “

?
M2 ´ a2

r2` ` a2
, A “ 4πpr2` ` aq2 (3.1.50)

となる．すなわち，ブラックホールの面積は必ず増大する．したがって，Penrose

過程によりKerr BHが全角運動量を失うと，後に残されるBHの質量は，

MIR :“
1

2

?
Mp

?
M ´ a `

?
M ` aq (3.1.51)

で定義される簡約質量以上となる．

BH熱力学 Kerr-Newman BHの面積A，質量M，角運動量 J，電荷Qの間には

κc2

8πG
dA “ dMc2 ´ ΩHdJ ´ ΦHdQ (3.1.52)

の関係がある．ここで，κはBHの表面重力

κ “ c2
a

M2 ´ a2 ´ Q2

r2` ` a2
, (3.1.53)
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図 3.5: Penroseプロセス

ΦH はBHの電気ポテンシャルΦの極での値

ΦH “
1

4πϵ0

Qr`

r2` ` a2
(3.1.54)

である．温度としてHawking輻射の温度

kBTH “
ℏκ
2πc

(3.1.55)

を用い，BHエントロピーを
S

kB
“

c3

4Gℏ
A (3.1.56)

で定義すると，上記の公式は可逆過程に対する熱力学の第２法則と一致する．

§3.2
ブラックホールの一般的定義

【定義 3.2.1 (ブラックホール，ホライズン，DOC)】 　 ２つの光的無限遠をも
つ漸近的に平坦な時空M では，天体から十分離れた観測者に情報が伝わる時空領
域は J´pI `, M̂ qと一致するので，その外は観測者には見えない時空領域となる．

1. この領域のうちI ´から影響の及ぶ部分

B “ pM ´ J´pI `, M̄ qq X J`pI ´, M̂ q (3.2.1)
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Σ

DOC

I
+

I
+

I
− I

−

H
+

B

図 3.6: 漸近的に平坦なブラックホール時空の 2次元断面

をブラックホール領域，その境界

H ` “ 9J´pI `, M̂ q X J`pI ´, M̂ q (3.2.2)

を未来の事象の地平線 (future event horizon)（以下ホライズン）と定義する
(図 3.6)．

2. また，I `から観測可能でかつI ´からの情報が伝わる領域

J´pI `, M̂ q X J`pI ´, M̂ q (3.2.3)

はDOC(domain of outer communication)と呼ばれる．

l

【注 3.2.2】 　ブラックホールが重力崩壊で作られる場合には，外部に特異点が
なければDOC“ J´pI `, M̂ qとなるが，解析的に極大に拡張された Schwarzschild

解の表す時空では，ホワイトホール領域が存在しM ´ J`pI ´, M̄ q ‰ Hとなる
ので，DOCは J´pI `, M̂ qの一部となる（図 3.2）．実際の天体の重力崩壊では，
この図の橙色の部分が星の内部と対応し，その左側の領域は存在しない． l
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§3.3
測地線束方程式

3.3.1 Jacobi方程式

曲線族 Γ : xµ “ xµpτ, zqの単位接ベクトル場を uµ “ 9xµ，曲線間の相対位置ベク
トルをZµ “ δziBxµ{Bziとすると，

∇uZ “ ∇Zu (3.3.1)

が成り立つ．これより

∇2
uZ “ ∇u∇Zu “ Rpu, Zqu ` ∇Z∇uu. (3.3.2)

したがって，
∇uu “ A (3.3.3)

とおくと，
∇2
uZ “ Rpu, Zqu ` ∇ZA (3.3.4)

を得る．特に，Γが測地線束，すなわちA “ 0のとき，この方程式は Jacobi方程
式と呼ばれる．
【注 3.3.1】 　 Γが光的測地線束のとき，

∇UpU ¨ Zq “ U ¨ ∇UZ “ U ¨ ∇ZU “ 0 (3.3.5)

となるので，U に直交する光的超平面に横断的な方向の変位の振る舞いは自明と
なる．したがって，以下，U の接する光的超平面方向の変位のみに限定する． l

【定義 3.3.2 (共役点)】 　

1. 測地線 γおよびその上の 2点 p, qに対して，Zppq “ Zpqq “ 0となる γ上の
Jacobi場が存在するとき，pと qは γに沿って共役 (conjugate)であるという．

2. 部分多様体 T と点 p直交する測地線 γ とその上の点 q に対して，Zpqq “

0, Zppq{{T となる γ上の Jacobi場が存在するとき，T と qは γに沿って共役
であるという．

l
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3.3.2 弧長の2次変分

曲線族 Γ “ tγpzqu : xµ “ xµpτ, zqの弧長

Spzq “

ż

γpzq

ds “

ż 1

0

a

˘gµν 9xµ 9xνdτ (3.3.6)

の 1次変分は．

Uµ “
dxµ

ds
, Zµ

i “
Bxµ

Bzi
(3.3.7)

と置くとき，(中間点ではZiが peace-wise C2となることを許すと）

BziS “
ÿ

r˘U ¨ Zis ¯

ż

Zi ¨ ∇UUds (3.3.8)

Γが端点で U ¨ Ziとなる測地線族のとき，2次変分は

BziBzjS “
ÿ

r˘∇Zj
pU ¨ Ziqs ¯

ż

ds∇Zj
pZi ¨ ∇UUq

“
ÿ

r˘∇Zj
pU ¨ Ziqs ¯

ż

dsZi ¨ ∇Zj
∇UU

“
ÿ

r˘∇Zj
pU ¨ Ziqs ¯

ż

dsZi ¨ p∇U∇Zj
U ` RpZj, UqUq. (3.3.9)

よって，

BziBzjS “
ÿ

r˘∇Zj
pU ¨ Ziqs ¯

ż

dsZi ¨ p∇2
UZj ` RpZj, UqUq

“ ˘

ż

ds r∇UZi ¨ ∇UZj ´ RpZj, U, Zi, Uqs . (3.3.10)

（注） 光的測地線での 2次変分を議論するには，

S “

ż 1

0

dτL; L “
1

2
gµν 9xµ 9xν (3.3.11)

を用いるとよい，これを用いると，1次変分に関する停留曲線は測地線となり，τ
は自動的にアフィンパラメータとなる (Uµ “ 9xµ):

BziL “ ∇UpU ¨ Ziq ´ Zi ¨ ∇UU. (3.3.12)

2次変分の計算はほとんど同じで

BziBzjL “ ∇U∇Zj
pU ¨ Ziq ´ Zi ¨ p∇2

UZj ` RpZj, UqUq (3.3.13)

【命題 3.3.3 (共役点を超える時間的測地線)】 　
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1. 時空M上の pと qが時間的測地線 γに沿って共役なとき，p “ γpbq, q “ γpaq

(a ă b)とすると，a ă b ă cに対して，pと r “ γpcqを結ぶ時間的曲線で γ

より長い弧長をもつものが存在する．

2. 時空M 内の部分多様体T と直交する時間的測地線に沿って共役な点 qが存
在したとする．このとき，γ上の qを超える点とT 上の点を結ぶ時間的曲線
で，γより長いものが存在する．

l

Proof. W を区間 rp, qsではW ppq “ W pqq “ 0なる γ上の Jacobi場，区間 rq, rs

ではW ” 0となる γ上のベクトル場とする．いま，Kを

K ¨ ∇UW “ ´1 at q (3.3.14)

とすると，Z “ ϵK ` ϵ´1W に対して，

D2SpZ,Zq “ ϵ2D2LpK,Kq`2D2LpK,W q`ϵ´2D2LpW,W q “ ϵ2D2LpK,Kq`2 ą 0

(3.3.15)

Q.E.D.

【命題 3.3.4 (共役点を超える光的測地線)】 　

1. 時空M 上の pと qが光的測地線 γに沿って共役なとき，p “ γp0q, q “ γp1q

とすると，1 ă cに対して，pと r “ γpcqを結ぶ時間的曲線が存在する．

2. 時空M 内の部分多様体T と直交する光的測地線に沿って共役な点 qが存在
したとする．このとき，γ上の qを超える点とT 上の点を結ぶ時間的曲線が
存在する．

l

Proof. 1. WをW ppq “ W pqq “ 0となるJacobi場とし，W “ fŴ (W ¨W “ 1)

と置くとき，Jacobi方程式より

:f ` hf “ 0; h “ Ŵ ¨ ∇2
UŴ ` RpŴ , U, Ŵ , Uq. (3.3.16)

2. いま，rq, rs内の点 xを pq, xqでW ‰ 0となるようにとる．このとき，a ą

0, b ą 0を適当にとり，

Z0 “ tbpeaτ ´ 1q ` fu Ŵ (3.3.17)

に対して，Z0ppq “ 0, Z0pxq “ 0かつ

Z0 ¨ ∇2
UZ0 ` RpZ0, U, Z0, Uq “ ba2eτbpeaτ ´ 1q ` f ą 0 in pp, xq (3.3.18)

となるようにできる．
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3. 変形場Z “ Zpτ, zqをZpτ, 0q “ Z0pτqで，∇ZZが z “ 0で

∇ZpU ¨ Zq “

$

’

&

’

%

´ϵt for0 ď τ ď τx{4,

ϵpτ ´ τx{2q forτx{4 ď τ ď 3τx{4,

ϵpτx ´ τq for3τx{4 ď τ ď τx

(3.3.19)

を満たすように選ぶ．このとき，ϵ ą 0を十分小さく選べば，0 ď τ ď τxで

d2L

dz2
“ ∇U∇ZpU ¨ Zq ´ Z ¨ p∇2

UZ ` RpZ,UqUq ă 0 (3.3.20)

となる．
Q.E.D.

3.3.3 時間的測地線束

Fermi基底 uµが時間的ベクトル場（粒子の速度場）

u “ Bτ ; u ¨ u “ ´1. (3.3.21)

の場合に，次の条件を満たす流線に沿った正規直交基底Eaを考える．

E0 “ u, u ¨ EI “ 0, 9EI ” ∇uEI “ AIu. (3.3.22)

このとき，AI は
AI “ ´u ¨ 9EI “ 9u ¨ EI “ A ¨ EI (3.3.23)

を満たすので，流線上のある点でEaを与えると他の点でのEaは一意的に決まる．
流線間の相対位置ベクトルZを Fermi基底に関して

Z “ Z0u ` ZIEI (3.3.24)

と成分表示すると，

9ZI “ 9EI ¨ Z ` EI ¨ ∇uZ “ ´aIZ
0 ` EI ¨ ∇Zu

“ ´aIZ
0 ` Z0EI ¨ 9u ` EI ¨ ∇EJ

uZJ . (3.3.25)

よって，
9ZI “ MIJZ

J ; MIJ “ EI ¨ ∇EJ
u. (3.3.26)

また，

9Z0 “ ´ 9u ¨ Z ´ u ¨ ∇uZ “ ´ 9u ¨ EIZ
I ´ u ¨ ∇Zu

“ ´aIZ
I . (3.3.27)

これらより
9Z “ Z0 9u ` MIJZ

JEI . (3.3.28)
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Expansion, shear, rotation

θIJ “ σIJ `
1

d
δIJθ :“ MpIJq; σII “ 0, (3.3.29)

ωIJ :“ MrIJs. (3.3.30)

とおくと，

MIJE
I
µE

J
ν “ pEI

µE
λ
I qpEJ

νE
σ
J q∇σuλ “ pδλµ ` uµu

λqpδσν ` uνu
σq∇σuλ

“ ∇νuµ ` uν 9uµ (3.3.31)

より，

∇νuµ “ θµν ` ωµν ´ 9uµuν ; θµν :“ EI
µE

J
ν θIJ , ωµν :“ EI

µE
J
ν ωIJ . (3.3.32)

3.3.4 光的測地線束

Fermi基底 kµが光的ベクトル場のとき，光的測地線γに沿った光的Fermi基底を

E0 “ k, E1 “ l, Enpn “ 2, ¨ ¨ ¨ , d ´ 1q; (3.3.33a)

k ¨ l “ ´1, k ¨ En “ l ¨ En “ 0, En ¨ Em “ δnm, (3.3.33b)

∇kEa “ 0 (3.3.33c)

により定義する．一般に，Enはmodkで決まる．
この基底を用いて，

Z “ Z0k ` Z1l ` ZnEn (3.3.34)

と成分表示すると，

9Z1 “ 0, (3.3.35)

9Zn “ M̂nmZ
m; M̂nm “ En ¨ ∇Emk (3.3.36)

となる．M̂nmは lの取り方によらず決まる．

Expansion, shear, rotation

θ̂mn “ σ̂mn `
1

d ´ 1
δmnθ̂ :“ M̂pmnq; σ̂nn “ 0, (3.3.37)

ω̂mn :“ M̂rmns. (3.3.38)

とおくと，
∇µkν “ pθ̂mn ` ω̂mnqEmνEnµ pmodkq (3.3.39)

特に，
∇µk

µ “ θ̂. (3.3.40)
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3.3.5 Raychaudhuri方程式

時間的曲線則 ru, Zs “ 0より

:Z “ ∇u∇Zu “ Rpu, Zqu ` ∇Z 9u. (3.3.41)

一方， 9Zの表式より，

:Z ´ ∇Z 9u “ ´aIZ
I 9u ´ ZI∇EI

9u ` aIMIJZ
Ju

`p 9M ` M2qIJZ
JEI . (3.3.42)

よって，
p 9M ` M2qIJ “ ´RIµJνu

µuν ` aIaJ ` EI ¨ ∇EJ
9u. (3.3.43)

これより

9θ `
1

d
θ2 “ ´2σ2 ` 2ω2 ´ Ricpu, uq ` ∇µ 9uµ, (3.3.44a)

9σIJ `
2

d
θσIJ “ ´σIKσ

K
J `

2

d
σ2δIJ ` ωIKωJ

K ´
2

d
ω2δIJ

´RIuJu `
1

d
RuuδIJ ` aIaJ ` EpI ¨ ∇EJq

9u ´
1

d
∇ ¨ 9uδIJ , (3.3.44b)

9ωIJ `
2

d
θωIJ ` σKI ωKJ ´ σKJ ωKI “ ErI ¨ ∇EJs

9u. (3.3.44c)

ここで
2σ2 :“ σIJσIJ , 2ω2 :“ ωIJωIJ . (3.3.45)

特に， 9u ” 0のとき， 9θの方程式はRaychaudhuri方程式と呼ばれる．
【命題 3.3.5 (非回転的測地線束)】 　 pd ` 1q次元時空において，一点を通過す
る d次元的測地線束は非回転的 (ω “ 0)である．また，空間的超曲面に垂直な d次
元的測地線束も非回転的である． l

Proof. 1. γpt, zqが空間的超曲面Σに垂直とする．f をΣ上で定数となる非退
化な関数，V を γの接ベクトル場とするとき，関数 kが存在して

V˚ “ kdf ñ dV˚ “ dk ^ df ñ V˚ ^ dV˚ “ 0 ô ω “ 0. (3.3.46)

Σ上で ω “ 0となると， 9ωの方程式より，至る所 ω “ 0.

2. 弧長に対する第 1変分公式より，時間的測地線束が一点 pを通過するとき，
測地線束は pから固有長が一定となる超曲面に垂直．

Q.E.D.

【定義 3.3.6 (時間的収束条件)】 　任意の時間的ベクトルV に対して，RicpV, V q ě

0となるとき，時間的収束条件 (timelike convergence condtion)，あるいは強エネ
ルギー条件 (strong energy condition)が成り立つという． l
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【命題 3.3.7 (非回転時間的測地線束)】 　 非回転的な時間的測地線束に含まれる
測地線 γ上の 1点 pで θ ă 0となるとする．もし，時間的収束条件が成り立ち，こ
の測地線が完備なら，γに沿った共役点が存在する． l

光的測地線束 同様にして，

9̂
θ `

1

d ´ 1
θ̂2 “ ´2σ̂2 ` 2ω̂2 ´ Ricpk, kq, (3.3.47a)

9̂σmn `
2

d ´ 1
θ̂σ̂mn “ ´σ̂mlσ̂

l
n `

2

d ´ 1
σ̂2δmn ` ω̂mlω̂n

l ´
2

d ´ 1
ω̂2δmn

´Riempk,m, k, nq `
1

d ´ 1
Ricpk, kqδmn, (3.3.47b)

9̂ωmn `
2

d ´ 1
θ̂ω̂mn ` σ̂lmω̂ln ´ σ̂lnω̂lm “ 0. (3.3.47c)

【定義 3.3.8 (光的収束条件)】 　 任意の光的ベクトル kに対して，Ricpk, kq ě 0

となるとき，光的収束条件 (null convergence condtion)が成り立つという． l

【命題 3.3.9 (非回転的光測地線束)】 　 一点 pを通過する（余次元２の空間的面
T に直交する）非回転的な光測地線束に含まれる測地線 γ上の 1点で θ̂ ă 0とな
るとする．もし，光収束条件が成り立ち，この測地線が未来向きに完備なら，γに
沿った p(T ）の共役点が存在する． l

Proof. Raychaudhuri方程式より，

´
d

dτ

ˆ

1

θ̂

˙

`
1

d ´ 1
ď 0 ñ θ̂pτq ď

´|θ̂pτ0q|

1 ´ τ´τ0
d´1

|θ̂pτ0q|
(3.3.48)

よって，τ ´ τ0 ď pd ´ 1q{|θ̂pτ0q|で θ̂ Ñ ´8. Q.E.D.

§3.4
一般的な諸定理

【定義 3.4.1 (閉捕捉面 (Hawking-Ellis 1978B))】 　 時空内の余次元２の空間
的コンパクト閉部分多様体 T に対し，その未来向きの光的法ベクトル場の組を
pk, ℓq(ℓ ¨ k “ ´1)とする．このとき，θpkq ă 0, θpℓq ă 0となるなら，T を閉捕捉面
(closed trapped surface)という． l
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【定理 3.4.2 (捕捉面とホライズンの関係 (Hawking-Ellis1973B))】 　 漸近的に平
坦で大域的に双曲的時空M “ DpΣqにおいて，光的収束条件が成り立ち，DOC

に特異点がないとすると，閉捕捉面はホライズンの中に含まれる． l

Proof. (証明の概要）

1. 2次元面T に垂直な光的測地線束が収束的，すなわち θ ă 0となっていると
き，Raychaudhuri方程式より，含まれる測地線 γが完備なら，有限な vで
θ “ ´8となる．この発散点は，T の γにそう共役点となる．．

2. 共役点は，γの無限小近傍の測地線が一点に集まる点であるが，γのこの点
より先の部分は I`pT qに含まれる．

3. いま，T がホライズンに含まれないとすると，BpJ`pT qqを生成する光的測
地線でI `に達するものが存在し，この測地線は共役点を持つことができな
いが，これは１．に反する．

Q.E.D.

【定義 3.4.3 (外向き捕捉面，見かけのホライズン，MOTS (Hawking-Ellis 1978B))】
　 時空M がCauchy面Σをもち，その中の超曲面T がそれを外側と内側に分離
するとする．このとき，Σへの垂直射影の向きにより光的ベクトルにも外向きと
内向きの区別が定義される．この向きの定義のもとで，T の外向きの光法ベクト
ルを k，内向きの光法ベクトルを ℓとする．

1. θpkq ď 0のとき，外向き捕捉面 (outer trapped surface)という．

2. Σの点のうち，その点を含む外向き捕捉面が存在するものの全体を捕捉領域
(trapped region)という．

3. 捕捉領域の境界の各連結成分の外側の境界を見かけのホライズン (apparent

horizon)という．

4. θpkq “ 0のとき，臨界外向き捕捉面 (MOTS)(marginally outer trapped sur-

face)という．

l

【命題 3.4.4 (MOTSと見かけのホライズンの関係 (Hawking-Ellis 1978B))】 　
捕捉領域の境界の各連結成分はMOTSとなる． l

【定理 3.4.5 (BHの面積増大定理 (Hawking-Ellis1973B))】 　 ホライズン上およ
び外に特異点がなく，光的収束条件が成り立つなら，ブラックホールの面積は決
して減少しない． l
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Proof. ホライズンを織りなす光的測地線が常に 9J´pI `, M̂qの境界にとどまり共
役点を持てないことより Q.E.D.

【注 3.4.6】 　この定理は，ブラックホール熱力学においてブラックホール面積
にエントリピーとしての解釈を与える根拠の一つとなっている． l

【定理 3.4.7 (ブラックホール不分裂定理 (Hawking-Ellis1973B))】 　 ホライズン
上およびDOCに特異点がないなら，ブラックホールは合体はできるが分裂はしな
い． l

Proof. ホライズンを生成する光的測地線が終点を持たないので． Q.E.D.

§3.5
静的ブラックホールの一意性

3.5.1 Israelの一意性定理（4次元）

球対称 ñ 静的

【定理 3.5.1 (Birkhoffの定理 [Birkhoff 1923])】 　 Einstein方程式の弱漸近単純か
つ球対称な４次元真空解は必ず静的で，(dS/adS-)Schwarzscild解に限られる． l

【定理 3.5.2 (一般化されたBirkhoffの定理)】 　高々電磁場しか存在しない (n+2)

次元系に対して、Einstein方程式のSOpn`1q，SOpn, 1qないし ISOpnq(“ IsompEnq)

対称な解は必ず静的で，次のいずれかと局所同型である：

• 成相解： M “ dS2 ˆ Sn, adS2 ˆ Hn.

• ブラックホール解：

ds2 “ ´fprqdt2 ` fprq´1dr2 ` r2dσ2
k, (3.5.1)

fprq “ k ´
m

rn´1
`

q2

r2n´2
´ λr2 (3.5.2)

l
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静的 ñ 球対称

【定理 3.5.3 (Israelの剛性定理 [Israel W 1967])】 　 漸近的平坦で漸近予言可能
な静的な Einstein方程式の真空解は，DOC« S2 ˆ R2ならば球対称である． l

Proof. 静的 pn ` 2q次元時空

ds2 “ ´N2dt2 ` dσ2pΣq (3.5.3)

に対して，Einstein方程式は

RijpΣq “
1

N
∇i∇jN, △N “ 0 (3.5.4)

空間計量を
dσ2 “ ρ2dN2 ` γabdz

adzb (3.5.5)

と表すと，N=一定面 (n次元)SpNqの外部曲率

Kab “
1

2ρ
BNγab “ K̂ab `

1

n
Kγab (3.5.6)

に対して，Einstein方程式より

BN

ż

SpNq

K

N
ρ1{n´1 “ ´

ż

SpNq

ˆ

n ´ 1

n

pDρq2

ρ2
` K̂2

˙

, (3.5.7)

ñ 2nΩn tpn ´ 1qMu
1´1{n ρ

´1{n
H ď

ż

H

R, (3.5.8)

BN

ż

SpNq

ˆ

KN

ρ
`

2n

n ´ 1

1

ρ2

˙

“ ´
N

n ´ 1

ż

SpNq

ˆ

R ` pn ´ 1q
pDρq2

ρ2
` nK̂2

˙

,(3.5.9)

ñ

ż 1

0

dN N

ż

SpNq

R ď
2nAH
ρ2H

, M “
AH

pn ´ 1qΩnρH
(3.5.10)

を得る．特に，n “ 2のとき，SpNq « S2ならGauss-Bonnetの定理より
ż

SpNq

R “ 8π ñ 4π ď
4AH
ρ2H

“
16πM

ρH
ď 4π ñ Dρ “ K̂ “ 0 (3.5.11)

これより，SpNqが２次元球面に等長で，時空が SOp3q対称性をもつことが導かれ
る． Q.E.D.

3.5.2 一般次元における一意性定理

【定義 3.5.4 (非縮退ホライズン)】 　 kをホライズンで光的となるKillingベク
トル場とするとき，∇kk “ 0となるときホライズンは縮退しているという．また，
∇kk “ κk(κ ‰ 0)のとき，ホライズンは非縮退と呼ばれ，κはホライズンの表示面
重力という． l
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Σ
−

Σ
+

P

図 3.7: 静的ブラックホール時空の共形的改変

【定理 3.5.5 (一般剛性定理 [Bunting, Masood-ul-Alam 1987; Hwang S 1998; Gib-

bons, Ida, Shiromizu 2002])】 　 漸近的平坦で漸近予言可能な静的な Einstein-

Maxwell方程式の真空解は，ホライズンが非縮退ならば球対称であり，（一般次元
の）RN解で表される． l

Proof. 静的ブラックホール解は次の方程式系の解である：

ds2 “ ´V 2dt2 ` gijdx
idxj,

△V “ 0; V “ 1 ´
2M

rn´1
` O

ˆ

1

rn

˙

, pn “ D ´ 2q

Rij ´
1

V
DiDjV “ 0; gij “

ˆ

1 `
4M

rn´1

˙

δij ` O

ˆ

1

rn

˙

.

1. (Conformal flatness)

Σ˘ : g̃˘
ij “ Ω2

˘gij; Ω˘ “

ˆ

1 ˘ V

2

˙2{pn´1q

ñ Σ̃ “ Σ` Y Σ´ Y p : Regular,

AF, zero mass and R̃ “ 0

ñ pΣ̃, g̃ijq : flat ( Positive Energy Theorem)

ñ gij “ v4{pn´1qδij with v “
2

1 ` V
and the horizon is connected

2. (Spherical symmetry)

ホライズンの正則性 ñ H: totally umbilical in Eucliean space ñ H: an

Euclidean sphere

△0v “ 0, v “ 2 on H, v “ 1 ` Op1{rn´1q at infinity ñ v: spherically

symmetric

Q.E.D.
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§3.6
4次元回転ブラックホールの一意性

3.6.1 回転ブラックホールの剛性定理

【定理 3.6.1 (HawkingのBH位相定理)】 　 4次元時空においてDOEが成り立
つとする．このとき，見かけのホライズンに含まれるMOTS T は S2か T 2に同
相である． l

Proof.

2πχpT q “

ż

T

Rs ě

ż

8πGT pℓ, ℓ ` kq ě 0 (3.6.1)

Q.E.D.

【定理 3.6.2 (回転ブラックホールの剛性定理 (Hawking 1973))】 　 Einstein-

Maxwell系において，正則解析的で定常な回転ブラックホール解は，ホライズン
が連結で解析的な部分多様体なら，軸対称である． l

3.6.2 Ernst形式

【定義 3.6.3 (Ernstポテンシャル)】 　

1. 一般に，4次元時空がKillingベクトル α “ Buを持つとき，時空をこのベク
トル場の軌道の集まり，すなわち 3次元 Riemann多様体 pΣ, qqを底空間し
ファイバーが 1次元のファイバー空間とみなすと，βをΣ上の 1形式として，
４次元計量 gは

g “ V pdu ` βq2 ` |V |´1q (3.6.2)

と表される．

2. この時空での定常な電磁場の電磁テンソル F は，Σ上の複素関数 Φをもち
いて，

?
GF “ Re rV ´1p1 ` i q̊pdΦ ^ ξqs (3.6.3)

と表されることが示される．

3. これらを用いて，
dE “ ´dV ` i ˚qpV

2dβq ´ 2Φ̄dΦ (3.6.4)

とおくと，Einstein方程式より右辺が閉形式であることが示されるので，この
式によりErnstポテンシャル (と)呼ばれる複素関数E が定義される [12, 13]．
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l

【定理 3.6.4 (Ernst形式)】 　 Killingベクトルを持つ系に対し，4次元のEinstein

方程式とMaxwell方程式は，3次元多様体上のΣ上の計量 q，Ernstポテンシャル
E および複素電磁ポテンシャルΦに対する作用積分

S “

ż

Σ

˚q

ˆ

Rpqq ´ 2
|dΦ|2

V
´

|dE ` 2Φ̄dΦ|2

2V 2

˙

(3.6.5)

より得られる変分方程式に帰着する． l

3.6.3 一意性定理

【注 3.6.5 (回転ブラックホール一意性定理の歴史)】 　

1. 時空が定常軸対称の時には，αとして時間推進のKillingベクトル Btを取り
u “ tとおくと，q “ e2kpdz2 ` dρ2q ` ρ2dϕ2と表され，場の方程式は，kに
対する常微分方程式と，2次元の pρ, zq平面上の 2つの場 E , Φに対する非線
形の楕円型方程式系となる．この 2次元系への還元はB. Carterによってな
された [4]．

2. 彼はさらに，重力場のみの系では，境界条件のもつ連続パラメータの自由度
は，質量M，角運動量 J のみであることを示した．

3. D.C. Robinsonはこの結果を電磁場が存在する場合に拡張し，連続パラメー
ターの自由度は，M,J と電荷Qのみであることを示した [36]．ただし，こ
れらの結果では，Kerr-Newman解以外に別の解の族が存在する可能性を排
除できない．

4. 重力のみの系に対しては，この問題は，非常に複雑な恒等式を用いることに
より，Robinsonにより解決され，Kerrブラックホールが唯一の解であるこ
とが証明された．

5. しかし，この恒等式を電磁場が存在する場合に試行錯誤により拡張すること
は絶望的であった．何かより深い議論に基づく恒等式の導出が切望された [5]．
この希望を見事に叶えたのが，P.O. Mazur[23]である．彼は，Ernst形式で
の理論が，（3次元重力と結合した）非線形 σ模型の構造をしていることに着
目し，それから得られるMazur恒等式と呼ばれる電流保存則を用いること
により，一意性定理を証明した．

l
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【定理 3.6.6 (Carter 1972; Robinson; Mazur 1982;Chrusciel 1996;Weinstein 1996)】
　 上記剛性定理と同じ仮定の下で，4次元 Einstein-Maxwell系に対する漸近的に
平坦で予測可能な定常回転ブラックホール解は，Weinstein解のどれかと等長であ
る．特に，ホライズンが連結ならKerr-Newman解に限られ，質量，角運動量およ
び電荷で一意的に決まる． l

Proof. (ホライズンが連結な場合のMazurによる証明）

1. αを空間回転のKillingベクトル ηに取ると，V ą 0なので，作用積分 (3.6.5)

は SUp2, 1q不変性を持ち，pE ,Φqは対称空間M “ SUp2, 1q{SpUp2q ˆ Up1qq

と同一視できる．

2. 実際，pE ,Φqを SUp2, 1qに含まれる正値エルミート行列X P SUp2, 1q XHp3q

に

v “
1

2|N |1{2
pE ´ 1,E ` 1, 2Φq , (3.6.6)

Xab “ ηab ` 2ϵv̄avb (3.6.7)

により埋め込むと，これらの場の作用積分は，行列値１形式

J “ X´1dX (3.6.8)

を用いて

S “

ż

˚qTrpJ
µJµq (3.6.9)

と表される．これより，場の方程式は

∇ ¨ J “ 0 (3.6.10)

となり，その 2つの解Xp1q, Xp2qに対して，

´△qTrΨ “ TrpY : ¨ Y q; Y “ X
1{2
p2q

pJp2q ´ Jp1qqX
´1{2
p1q

(3.6.11)

を得る．ここで，
Ψ :“ X´1

p2q
Xp1q ´ I3 (3.6.12)

右辺は非負で，左辺のΣでの積分は境界条件よりゼロとなる．これより，直
ちに 2つの解は一致すること言える．

Q.E.D.
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§4.1
特異点の定義

【定義 4.1.1 (一般化されたアフィンパラメータと b-完備)】 　

1. C1級曲線 γptqに沿って平行な正規直交基底をEa，接ベクトルを V とすると
き，γのパラメータ

u “

ż t

t0

˜

ÿ

a

pEa 9V q2

¸1{2

(4.1.1)

を平行基底Eaに関する一般化されたアフィンパラメータ (generalized affine

parameter)という．一般化されたアフィンパラメータの有限性は，平行基底
の選び方によらない．

2. 時空は，一般化されたアフィンパラメータに関して有限長のC1級曲線が常
に端点をもつとき，b-完備 (b-complete)であるという．

l

【定義 4.1.2 (未来（過去）の特異点と無限遠点)】 　 終端既約過去集合Pは未
来向きに延長不可能な因果的曲線 γを用いて T “ I´pγqと表される．このとき，

1. γの一般化されたアフィン長が無限大の時，Pを未来の無限遠点 (future in-

finity point)という．

2. γの一般化されたアフィン長が有限の時，P を未来の特異点 (future singu-

larity)という．

同様に，終端既約未来集合を用いて，過去の無限遠点，過去の特異点が定義され
る． l

【定理 4.1.3 (OpMqバンドルと b完備性の関係 (Schmidt))】 　 時空 pM, gqの擬
正規直交基底全体の作るバンドルOpMqには，gから自然な正定値Riemann計量
が定義される：

pV, ωq P Tpp,EqpOpMqq ñ gpOpMqq “
ÿ

a

pV 9Eaq
2 `

ÿ

ab

ω2
ab (4.1.2)

このとき，この計量から誘導される距離に関してOpMqが完備となることと，pM, gq

が b-完備となることは同値である． l

【定義 4.1.4 (b-特異点)】 　 時空 pM, gqに対応するOpMqバンドルが完備でな
いとき，その完備化をOpMqとして，BpOpMqq “ OpMq ´OpMqの点をb-特異点
という． l
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§4.2
特異点定理

次の定理は，重力崩壊によりブラックホールができると，必ず特異点も生成され
ることを意味している．ただし，「特異点の場所」については何の情報も与えない．
【定理 4.2.1 (Penrose 1965)】 　 次の条件が成り立つと，時空は光的測地線に関
して完備でない：

(1) 光的収束条件．
(2) 非コンパクトなCauchy面の存在．
(3) 閉捕捉面の存在．

l

Proof. (証明の概要)

1. Cauchy面をΣ、閉捕捉面をT とする．M “ DpΣqが光測地線に関して完備
とすると，E “ BpJ`pT qqを生成するすべての光測地線は延長するとT の
共役点をもつので，Eに含まれる部分は有限で，T はコンパクトなので，そ
の長さは一様有界となる．よって，Eはコンパクト閉な超曲面となる．

2. DpΣq上の時間的ベクトル場の各積分曲線は，T と高々1度だけ交わり，T

からΣの中への微分同相写像 f を誘導する．

3. fpEqはΣと同じ次元のコンパクト閉部分多様体となるが，Σは非コンパク
トなので，これは許されない．したがって，背理法により，Mは光的測地線
に関して完備でない．

Q.E.D.

【定義 4.2.2 (一般性条件)】 　 曲率テンソルが任意のベクトル V に対して，
VraRasV V rbVbs ‰ 0を満たすとき，一般性条件 (generic condition)が満たされるとい
う． l

【定義 4.2.3 (過去向き捕捉点)】 　点Pが過去向きの捕捉点 (past trapped point)

であるとは，Pから過去向き出た光の光波面の面積が有限な時間（正確にはアフィ
ンパラメータ）で至る所局所的に減少することを意味する．すなわち，Pを頂点
として過去向きに広がった光円錐が有限な時間で再び縮み始めるという条件であ
る． l
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また，次の定理から，もし宇宙初期でも物質のエネルギー密度や圧力が非負だ
とすると，我々の宇宙には特異点が存在することが導かれる．ただし，この定理
だけからは，それが未来にあるのか過去にあるのかは結論できない．
【定理 4.2.4 (Hawking, Penrose 1970)】 　 次の条件が成り立つと，時空は時間
的ないし光的測地線に関して不完備：

(1) 時間的収束条件と曲率テンソルに対する一般性条件．
(2) 時間的閉曲線の非存在．
(3) 過去向きの捕捉点，閉捕捉面，非時間的なコンパクト閉部分多様体のい
ずれかが存在．

l

これらの定理は，その後，収束条件を測地線に沿うRµνV
aV bの積分に対する条

件に緩めるなどの拡張がなされた [42, 1]．

§4.3
特異点強度

【定義 4.3.1 (特異点の分類)】 　 特異点をそれに漸近する曲線 γ（の同値類）に
より定義するとき，この曲線に沿って曲率がどのように振る舞うかで特異点の強
度を分類する．

1. Riemann曲率テンソルから作られる適当なスカラ多項式の値が一定値に収束
しない（非有界の）とき，rγsをC0級 (C0´級）スカラ型曲率特異点と呼ぶ．

2. γにそって擬正規直交基底Eを平行移動させるとき，その基底に関する曲率
テンソルの成分の中に一定値に収束しない（有界でない）ものがあるなら，
C0型（C0´型）pp曲率特異点という (pp=parallelly propagating)．

3. 曲率テンソルの pp成分がすべてC0級（C0´級）であるにもかかわらず延長
不可能な曲線に対応する特異点を準正則特異点 (quasiregular singularity)と
呼ぶ．

l

【注 4.3.2】 　

1. スカラ型曲率特異点は pp特異点であるが，逆は言えない．これは，時空計
量が不定形量であることに起因する．
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2. スカラ型でない pp特異点に対しては，曲線 γに沿って（必ずしも平行でな
い）うまい擬正規直交基底をとると，その基底に関する曲率テンソルのすべ
ての成分が C0 級 (C0´ 級）となることが示される (Siklosの定理 [S. Silkos

1976, PhD thesis]). したがって，特異性は擬正規直交基底が平行移動により
無限の Lorentzブーストを受けることに起因する．

3. 非スカラ型の pp曲率特異点の例は，平面重力波解や非等方一様宇宙を表す
解で知られている [9, 7]．ただし，これらが一般的な摂動に対して不安定で
あることから，その発生は一般的でないと予想されている．

4. 円錐の表面から頂点を除いた 2次元面は局所的に平坦であるが，円錐の頂点
にあたる点は含まれないので，準正則特異点となる．この点を追加すると微
分可能な面でなくなるので，単なる空間の拡張で特異性は解消されない．し
かし，この面を切り開くと特異性のない 2次元平面に拡張される．実は，こ
の特徴は準正則特異点に共通するもので，準正則特異点 rγsに対しては，γ
の適当な開近傍Uに時空を限定すると，γが延長可能となるUの拡張が存在
することが示される [6].

5. 準正則特異点をもつ時空の非自明な例としては，Taub-NUT時空がある．こ
の時空は正の宇宙項をもつ Einstein方程式の真空解で，空間が S3に同相な
Up1q対称性をもつ非等方膨張宇宙を表し，極大な解析的拡張では，曲率テン
ソルは一様有界であるが，光的測地線に関して完備でない [19, 47]．準正則
特異点も曲率テンソルが特殊な代数構造を持っているときに発生し，現実の
宇宙で発生することはないと考えられているが厳密な証明はない．

l

§4.4
宇宙検閲予想
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特異点が発生して，それが曲率の発散を伴っているとしても，その影響が我々に
届かなければ，現実的な問題を引き起こさない．この期待を表現したのが，Penrose
の提唱した宇宙検閲説である．この仮説には２つのバージョンがある．一つは，1969
年に発表された弱い宇宙検閲仮説 (WCCH)で [31]，大まかな内容は，「物質が現実
的な状態方程式に従うとき，なめらかな初期条件から Einstein方程式の解として
決まる漸近的に平坦な時空の特異点は一般にブラックホールホライズンで隠され
る」というものである．数学的には次のように表現される：
【予想 4.4.1 (弱い宇宙検閲仮説)】 　 初期条件 pΣ, qqから決まる漸近的に平坦な
時空解 pM , gqは一般に次の条件を満たす：

I ` Ă D`pΣq, J`pΣq X J´pI `,M q Ă D`pΣq.

l

2つめのバージョンは 10年後に発表された強い宇宙検閲仮説 (SCCH)で [32]，次
の内容をもつ：
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【予想 4.4.2 (強い宇宙検閲仮説)】 　 物質が現実的な状態方程式に従うとき，な
めらかな初期条件に対する Einstein 方程式の解の極大な拡張は，一般に大域的に
双曲型時空となる． l

【注 4.4.3 (WCCHの歴史)】 　

1. 球対称系についてWCCHが詳しく調べられ，特に圧力が無視できる天体の重
力崩壊に対しては，ホライズンに隠されない特異点である裸の特異点 (naked

singularity)が中心に一般に生成されることが示された．また，有限な圧力
を流体の持つ場合でも，必ずしも特異点は隠されない．ただし，これらは球
対称性という高い対称性に起因している可能性が否定できない．

2. しかし，非球対称な系の研究は困難で，未だに明確な結論は得られていない
[44]．細長い形状の無衝突ガス系の重力崩壊では，特異点が発生してもそれ
を取り囲む捕捉面が存在しない例が数値計算により与えられたが [39]，この
数値計算では特定の時間一定面の取り方をしているため，捕捉面の非存在が
ホライズンの非存在を必ずしも意味せず [45]，WCCHの破れの明確な例とは
言えない．

l

【定義 4.4.4 (Cauchyホライズン)】 　大域的に双曲的でない時空では，その極大
な大域的に双曲的領域をN “ DpΣqとおくと，N はM において境界H “ BN

をもつ．この境界はCauchyホライズンと呼ばれる．特に，H ` “ H X BD`pΣq

は未来のCauchyホライズンという． l

【注 4.4.5 (SCCHの意味)】 　 SCCHの破れは，大域的に双曲的でない極大時
空M が存在することを意味し，これらの時空ではCauchyホライズンが存在する．
解析的に極大に拡張されたReissner-Nordstrom解やKerr解など多くの基本的なブ
ラックホール解がCauchyホライズンをもつ．したがって，SCCHはこれらの解の
Cauchyホライズンが不安定であることを予想する． l

【注 4.4.6 (Mass inflation)】 　 Cauchyホライズンの安定性の問題は様々な側面
から研究され，有限エネルギーの摂動により時空の局所質量がCauchyホライズン
で発散するという質量インフレーション [33, 28]などCauchyホライズンの不安定
性を示唆する現象が見つかり，その後の数値計算でも，Cauchyホライズンの一部
が空間的スカラ曲率特異点集合に変わることが指摘された．しかし，Cauchyホラ
イズンの一部は光的なまま残り，そこを通過しても物体が有限な変形しか受けな
い程度の弱い特異性しかもたないことが示された [3]． l
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§5.1
正エネルギー定理
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5.1.1 諸定義

【定義 5.1.1 (初期値問題)】 　 n次元Riemann多様体 pΣ, qqとその上のテンソル
Kij, ρ, Siの組 pΣ, qij, Kij, Siqに対して，

Rpqq ´ KijK
ij ` K2

s “ 16πGρ, (5.1.1a)

DjK
j
i ´ DiKs “ ´8πGSi (5.1.1b)

l

【定義 5.1.2 (全エネルギー，全運動量，ADM質量)】 　

1. 拘束条件の漸近的に平坦な解 pqij, Kijqが与えられたとき，あるα ą 1{2に対
して，

γij “ qij ´ δij “ O
`

r´α
˘

, (5.1.2a)

Bsγij “ O
`

r´α´s´1
˘

p1 ď s ď 4q, (5.1.2b)

BsKij “ O
`

r´α´s´1
˘

(5.1.2c)
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(0 ď s ď 3)が成り立つとき，全系の質量と運動量が

E “
1

16πG
lim
rÑ8

ż

Sprq

pBjqij ´ Biqjjqn
idΩ, (5.1.3a)

Pi “
1

8πG
lim
rÑ8

ż

Sprq

pKik ´ KqikqnkdΩ (5.1.3b)

により曖昧さなく定義される [26]．ここで，Sprqは漸近的Descartes座標に
関して半径 rの球面，niはその単位法ベクトル，dΩは面積要素である．

2. 無限遠でのベクトル pE,P qが因果的ベクトルであるとき，

M “ pE2 ´ P 2q1{2 (5.1.4)

によりADM質量が定義される．

l

【定義 5.1.3 (支配的エネルギー条件 (DEC))】 　 エネルギー運動量テンソル T
が，任意の時間的ベクトルV に対してTpV, V q ě 0を満たす時，支配的エネルギー
条件 (()DEC)が満たされるという． l

5.1.2 正エネルギー定理

【定理 5.1.4 (ADMエネルギーに関する正エネルギー定理)】 　 pΣ, qij, Kij, ρ, S
iq

を 4次元Einstein方程式に対する漸近的に平坦で完備な初期値とする．ただし，Σ

は 3次元閉多様体かΣ – R3 ´B (B “
ř

iBi, Biは球体）で BBはブラックホール
境界とする．このとき，エネルギー運動量テンソルに対して支配的エネルギー条
件が成り立てば，全系のエネルギーEと運動量P “ pPiqは次の条件を満たす：

E ě |P |. (5.1.5)

さらに，等号が成り立つのは，初期値がMinkowski時空に対応する場合のみであ
る． l

【注 5.1.5 (証明の歴史)】 　

• 正エネルギー定理の最初の証明は，R. Schoenと S.-T. Yauにより，大域解
析学の手法を用いて行われた [37, 38]．彼らは，エネルギーが負の場合には
Gauss曲率の積分が正で平面の位相を持つ面F が存在することを示した上
で，それが開曲面に対するR. FinnおよびA. Huberによる開Riemann面に
対するGauss-Bonnetの定理と矛盾することを示し，背理法でE ě 0および
E “ 0ならMinkowski的とうことを示している．この主張は，上記の定理よ
り少し弱いものである．
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• 彼らに続いて，1981年には E. Wittenがスピノール 2次式に対する恒等式
を用いた全く新しい方法で正値性を示した [46]．本質は同じであるが，彼の
方法は，J. Nesterにより，見通しが良くかつADMエネルギーのみでなく光
的無限遠上に境界をもつ空間的面に含まれるエネルギーを表すBondiエネル
ギーに対しても適用できる形に改良された [25]．

• Wittenの方法は単純な上に非常に強力である．例えば，共変微分に宇宙定
数や電磁場に依存した変形を施すと，電荷を持つブラックホールが存在す
る場合の精密化 (M ě |Q|)や，負の宇宙定数がある場合への拡張 (J04 ě 0,

JABpA,B “ 0, ¨ ¨ ¨ , 4qは反 de Sitter群 SOp3, 2qの生成元に対応）が得られる
[16]．ポテンシャルエネルギーが下に非有界となるゲージ化された拡張超重
力理論でも漸近的に反 de Sitter時空となる場合と同様の正エネルギー定理
が成り立つ [17]．また，最近では，軸対称な初期条件に対し，角運動量を考
慮した精密化 (M ě |J |)も得られている [8]

• 1999年には J. Lohkampがスカラ曲率の変形に基づく証明を，2009年には
M. Peirisが山辺の定理とThurstonの幾何学化定理を用いた証明を新たに発
表している．

l

Proof. (Wittenらによるスピノールを使った証明)

1. まず，4次元スピノール ψの 2次式で表される次のような 2階反対称テンソ
ルを考える：

E “
1

2
Eµνdx

µ ^ dxν :“ 2 ˚
“

pψ̄γ5γα∇βψ ´ ∇βψ̄γ5γαψqdxα ^ dxβ
‰

. (5.1.6)

ここで

∇µψ “ Bµψ `
1

2
ωabµσ

abψ, (5.1.7)

σαβ “ p1{2qγ αβ. (5.1.8)

対応する 2形式の無限遠 2次元球面S2
8 “ BΣでの積分は，Stokesの定理より

ż

BΣ

˚E “

ż

Σ

d ˚E “

ż

Σ

∇νEµ
ν t̂µdΣ. (5.1.9)

ここで，t̂µはΣの未来向きの単位法ベクトル．ψが無限遠で定数スピノール
ψ0に漸近することを要請し，V

µ
p0q

“ ψ̄0γ
µψ0とおくと，左辺は´16πGPµV

µ
p0q

と表されることが，pPµq “ p´E,Piqの定義より示される:

´16πGP ¨ Vp0q “

ż

Σ

∇νEµ
ν t̂µdΣ. (5.1.10)
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2. 一方，右辺を計算すると，

∇αE
µα “ 2Gµ

αψ̄γ
αψ ` 4∇αψ̄pγµσαβ ` σαβγµq∇βψ (5.1.11)

および

∇αψ̄pγ0σαβ ` σαβγ0q∇βψ “ ´2∇jψ
:σjk∇kψ

“ qjk∇jψ
:∇kψ ´ ∇jψ

:γjγk∇kψ (5.1.12)

より，
t̂µ∇νE

µν ě 2t̂µG
µ
νV

ν , modp {Dψq (5.1.13)

が得られる．ここで，eµI (I “ 1, 2, 3)をΣのベクトル場の正規直交基底，

{D :“ γIeµI∇µ (5.1.14)

である．また，V “ ψ̄γµψは常に未来向きの時間的ベクトルとなる．した
がって，この式の右辺は非負となる．

3. 以上より，方程式
{Dψ “ 0 (5.1.15)

を満たし無限遠で定数に近づく 4個の一次独立なスピノール（Wittenスピ
ノール)が存在すれば，正エネルギー定理が示されたことになる．この存在
は，O. Reulaらにより証明されている [34, 35, 29].また，ブラックホールが
存在する場合は，ホライズンからの寄与がゼロとなる境界条件を課すことが
できることがG.W. Gibbonsらにより示されている [16]．

Q.E.D.

§5.2
Penrose不等式
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5.2.1 Penrose不等式

【予想 5.2.1 (Penrose不等式)】 　 4次元時空においてブラックホールホライズ
ンに含まれる閉捕捉面の面積をA，ブラックホールの質量をM とすると，

GM ě

c

A

16π
(5.2.1)

が成り立つ．この不等式はPenrose不等式と呼ばれる． l

【注 5.2.2 (Penroseの議論)】 　 Penroseは 1969年にWCCHの反例を作る目的
で，光速でつぶれる物質殻によるブラックホールを考えた [31]．対応する時空は，
この物質殻の軌跡である光的超曲面N で不連続となり，N の過去側はMinkowski

時空，N の未来は一般に重力波を含む曲がった時空となる．この物質殻が十分小
さな領域につぶれる様な初期配位を取ると，このN の直上に閉捕捉面T が形成
される．もし，WCCが成り立つと閉捕捉面は必ずブラックホールホライズンに含
まれ [19]るが，N の下はMinkowski時空なので，N で計量が連続となることよ
り，T の面積Aはブラックホール表面積以下となる．ところが，ブラックホール
の面積増大定理より，このブラックホール表面積は増大し，その最終値は全系の
重力質量M に対応する Schwarzschildブラックホールの表面積 16πpGMq2を超え
ない．したがって，Penrose不等式が成り立つことが期待される． l

【定理 5.2.3 (isoperimetric不等式 (Gibbons 1984, 1997))】 　 Minkowski時空内
の空間的 2次元面T を外向きに通過する光波面の面積増大率を θとするとき

1

8π

ż

T

2θdA ě

c

ApT q

4π
. (5.2.2)

が成り立つ．この不等式を等周不等式 (isoperimetric ineqality)と呼ばれる． l
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【注 5.2.4 (Gibbonsの議論)】 　 G.W. Gibbonsは，Penroseの議論において，捕
捉面T をN を横切ってMinkowski時空側に動かした際のT を通過する光波面
の面積増大率の変化量が，物質殻のもつ全エネルギーに比例することを用いると，
Penrose不等式がMinkowski時空内の幾何学量のみで表される等周不等式に帰着
することに気づいた [14]．当初，Gibbonsは，T が３次元Euclide空間に含まれる
凸な２次元面ときにのみ，この不等式を証明した．この場合は，2θはT の各点に
おける平均曲率と一致し，この不等式をMinkowski不等式 (1903年)に帰着するこ
とができたのである．しばらくこの問題に大きな進展はなかったが，Gibbonsは
ついに 1997年に，特別な仮定なしにこの不等式を証明し，さらに一般次元に拡張
することに成功した [15]. その理由は，N.S. Trudingerが，Minkowski不等式を任
意次元のEuclide空間En内の任意の閉超曲面Σに対する次の不等式に拡張するこ
とに成功したことによる [43]：このように全く非自明な数学的不等式と対応するこ
とは，WCCHを支持する事実と見なす人が多い． l

【定理 5.2.5 (Trudinger不等式 (1994))】 　 Euclide空間En内の任意の閉超曲面
Σに対して次の不等式が成り立つ：

ż

Σ

KdA ě pn ´ 1qΩ
1{pn´1q

n´1 A
n´2
n´1 . (5.2.3)

ここで，KはΣの平均曲率，Ωnは n次元単位球面Snの面積で，等号はΣ “ Sn´1

のときに成立． l

5.2.2 Riemann-Penrose不等式

Penrose不等式はその後，初期値問題における一般的不等式型予想に拡張された
[2]．
【予想 5.2.6 (初期値問題における Penrose不等式)】 　 漸近的に平坦な初期面
pΣ, qqに含まれる最も外側の捕捉面T の面積をA，初期面でのADM質量をAと
するとき，次の Penrose不等式が成り立つ．

GM ě

c

A

16π
(5.2.4)

l

【定理 5.2.7 (Riemann-Penrose不等式 (Huisken-Ilmanen 2001; Bray 2001))】 　
Σのスカラ曲率RspΣqが非負で，Σが全測地的，すなわち解が時間反転不変性を
もち，Σがその時間反転の不動面となるとき，初期値 pΣ, qqに対してPenrose不等
式が成り立つ．
この不等式はRiemann-Penrose不等式と呼ばれ，T は最も外側の極小曲面と

なる． l

目次へ



第 5章 時空構造の安定性 56 目次へ

【注 5.2.8】 　

1. P.S. JangとR.M. Waldは．1977年に逆平均曲率流 (inverse mean curvature

flow)によるこの極小曲面の連続変形を用いた証明を発表した [21]．ここで，
逆平均曲率流による変形とは，曲面F をその法ベクトル方向に平均曲率の逆
数に比例する「速度」で変形させることを意味する．ポイントは，RpΣq ě 0

のとき，Hawking質量と呼ばれる関数

mHpF q “ p1 ´

ż

F

K2{16πq
a

ApF q{16π (5.2.5)

が，この変形に対して単調に増加し,しかも出発点の捕捉面T に対してmHpT q “
a

A{16π，無限遠の球面に近づくときmHpF q Ñ GMとなることである．し
たがって，逆平均曲率流によってT が無限遠球面に滑らかに変形できる場
合には不等式が証明されることになる．

2. しかし，実際には，この変形は一般に特異性を持つ面を含むことが示され
る．この困難の克服には 20年以上の歳月を要したが，ついに 2001年に G.

HuiskenとT. Ilmanenが不等式の厳密な証明に成功した [20]．基本的なアイ
デアは，連続な変形をあきらめ，飛びのある不連続な変形を許すよう一般化
することにあった．

3. さらに，同じ年に，H.L. Brayにより全く異なった証明が発表された．彼の
方法は，極小曲面の面積を保って，初期値を共形的に Schwarzschildブラッ
クホールに対応するものに変形するというものであった．

l
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§5.3
*摂動論

5.3.1 一般摂動方程式

【公式 5.3.1】 　 pn ` 2q次元時空における Einstein方程式

Rµν ´
1

2
Rgµν ` Λgµν “ κ2Tµν

の線形摂動は次のように表される：

p△Lhqµν ´ ∇µ∇νh ` 2∇pµ∇αhνqα ` p´∇α∇βhαβ ` △h ` Rαβhαβqgµν

`p2Λ ´ Rqhµν “ 2κ2δTµν .

ここで，△Lは次式で定義される Lichinerowicz作用素である：

p△Lhqµν :“ ´∇ ¨ ∇hµν ` 2Rα
pµhνqα ´ 2Rµανβh

αβ.

この作用素について次の式が成り立つ：

p△Lhqαα “ ´△h,
∇αp△Lhqµα “ ´∇ ¨ ∇p∇αhµαq ` Rα

µ∇βhαβ ` p2∇αRµβ ´ ∇µRαβqhαβ.

ψµνを

ψµν “ hµν ´
1

2
hgµν

により定義すると，

hµν “ ψµν ´
1

n
ψgµν ,

h “ ´
2

n
ψ

および

Rµν “ κ2
ˆ

Tµν ´
T

n
gµν

˙

`
2Λ

n
gµν ,

R “
2pn ` 2q

n
Λ ´

2κ2

n
T

より，

△Lψµν ´
4Λ

n
ψµν ` 2∇pµ∇αψνqα ´ ∇α∇βψαβgµν

“ 2κ2δTµν ´
2κ2

n
Tψµν ´ κ2

ˆ

Tαβψ
αβ ´

T

n
ψ

˙

gµν .

l
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【公式 5.3.2 (ゲージ変換)】 　 摂動変数には，背景時空計量の微分同相変換によ
る移動の自由度の伴い，ゲージ自由度と呼ばれる不定性が存在する：

δ̄h “ δ̄pg̃ ´ gq “ Ĺξg ô δ̄hµν “ ∇µξν ` ∇νξµ. (5.3.1)

ψで表すと，
δ̄ψµν “ ∇µξν ` ∇νξµ ´ p∇ ¨ ξqgµν . (5.3.2)

l

【命題 5.3.3 (DeDongerゲージでの摂動 Einstein方程式)】 　 ゲージ条件

∇νψµν “ 0 (5.3.3)

のもとで，真空 Einstein方程式の線形摂動方程式は

´△ψµν ´ 2Rµανβψ
αβ “ 0 (5.3.4)

で与えられる． l

5.3.2 ワープ積型背景時空での摂動

Background Solution

1. 背景時空
Mn`m « N ˆ K Q pzMq “ pya, xiq (5.3.5)

2. 計量
ds2 “ gMNdz

MdzN “ gabpyqdyadyb ` rpyq2dσ2
n, (5.3.6)

ここで， dσ2
n “ γijdx

idxjはK 上の n次元 Einstein計量

R̂ij “ pn ´ 1qKγij. (5.3.7)

3. 共変微分の分解：

∇M ,Γ
M
NLpzq, RMNLSpzq ñ Da,

mΓabcpyq,mRabcdpyq; D̂i, Γ̂
i
jkpxq, R̂ijklpxq.

(5.3.8)

4. 曲率テンソルの関係は，

Ra
bcd “ mRa

bcd, Ri
ajb “ ´

DaDbr

r
δij, Ri

jkl “ mRabcd´pDrq2pδikγjl´δ
i
lγjkq,

(5.3.9)
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5. Einsteinテンソルの分解は

Gab “ mGab ´
n

r
DaDbr ´

„

npn ´ 1q

2

K ´ pDrq2

r2
´
n

r
˝ r

ȷ

gab (5.3.10a)

Gi
j “

„

´
1

2
mR ´

pn ´ 1qpn ´ 2q

2

K ´ pDrq2

r2
`
n ´ 1

r
˝ r

ȷ

δij. (5.3.10b)

6. Einstein方程式より，エネルギー運動量テンソルは次の構造をもつ：

Tab “ Tabpyq, Tai “ 0, T ij “ P pyqδij. (5.3.11)

Examples

This class of background spacetimes include quite a large variety of important

solutions to the Einstein equations in four and higher dimensions.

1. Robertson-Walker universe: m “ 1 and K is a constant curvature space.

ds2 “ ´dt2 ` aptq2dσ2
n.

The gauge-invariant formulation was first introduced for perturbations of

this background by Bardeen[?] and applied to realistic cosmological models

by the author[?, ?, ?].

2. Braneworld model: m “ 2 (and K is a constant curvature space). For

example, the metric of AdSn`2 spacetime can be written

ds2 “
dr2

1 ´ λr2
´ p1 ´ λr2qdt2 ` r2dΩ2

n. (5.3.12)

The gauge-invariant formulation of this background was first discussed by

Mukohyama[?] and then applied to the braneworld model taking account of

the junction conditions by the author and collaborators[?].

3. Higher-dimensional static Einstein black holes: m “ 2 and K is

a compact Einstein space. For example, for the Schwarzschild-Tangherlini

black hole, K “ Sn. In general, the generalised Birkhoff theorem says[?]

that the electrovac solutions of the form (5.3.6) with m “ 2 to the Einstein

equations are exhausted by the Nariai-type solutions such that M is the

direct product of a two-dimensional constant curvature spacetime N and

an Einstein space K with r “ const and the black hole type solution whose

metric is given by

ds2 “
dr2

fprq
´ fprqdt2 ` r2dσ2

n; (5.3.13)

fprq “ K ´
2M

rn´1
`

Q2

r2n´2
´ λr2. (5.3.14)
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The gauge-invariant formulation for perturbations was applied to this back-

ground to discuss the stability of static black holes by the author and collaborators[?,

?, ?]. This application is explained in the next section.

4. Black branes: m “ 2 ` k and K “ Einstein space. In this case, the

spacetime factor N is the product of a two-dimensional black hole sector

and a k-dimensional brane sector:

ds2 “
dr2

fprq
´ fprqdt2 ` dz ¨ dz ` r2dσ2

n. (5.3.15)

One can also generalise this background to introducing a warp factor in front

of the black hole metric part. The stability of this background for the case

in which K is an Euclidean space is discussed in §??.

5. Higher-dimensional rotating black hole (a special Myers-Perry solu-

tion): m “ 4 and K “ Sn.

ds2 “ grrdr
2 ` gθθdθ

2 ` gttdt
2 ` 2gtϕdtdϕ ` gϕϕdϕ

2 ` r2 cos2 θdΩ2
n, (5.3.16)

where all the metric coefficients are functions only of r and θ. The stability

of this background was studied in [?].

6. Axisymmetric spacetime: m is general and n “ 1.

摂動のテンソル型

hMN and τMN can be classified into the following three algebraic types according

to their transformation property as tensors on the n-dimensional space K :

i) Spatial scalar: hab, τab

ii) Spatial vector: hai, τ
a
i

iii) Spatial tensor: hij, τ
i
j

Among these, spatial vectors and tensors can be further decomposed into more

basic quantities. First, we decompose a vector field vi on K into a scalar field vpsq

and a transverse vector v
ptq
i as

vi “ D̂iv
psq ` v

ptq
i ; D̂iv

ptqi “ 0. (5.3.17)

Then, from the relation

△̂vpsq “ D̂iv
i, (5.3.18)
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the component fields vpsq and v
ptq
i can be uniquely determined from vi up to the

ineffective freedom in vpsq to add a constant, provided that this Poisson equation

has a unique solution on K up to the same freedom. For example, when K is

compact and closed, this condition is satisfied.

Next, we decompose a symmetric tensor field of rank 2 on K as

tij “
1

n
tgij ` D̂iD̂js ´

1

n
△̂sgij ` D̂itj ` D̂jti ` t

pttq
ij ; (5.3.19a)

D̂it
i “ 0, t

pttqi
i “ 0, D̂it

pttqi
j “ 0. (5.3.19b)

Here, t is uniquely determined as t “ tii. Further, from the relations derived from

this definition,

△̂p△̂ ` nKqs “
n

n ´ 1

ˆ

D̂iD̂jt
ij ´

1

n
△̂t

˙

, (5.3.20a)

r△̂ ` pn ´ 1qKsti “ pδij ´ D̂i△̂´1D̂jqpD̂mt
jm ´ n´1D̂jtq, (5.3.20b)

s and ti, hence t
pttq
ij , can be uniquely determined from tij up to the addition of

ineffective zero modes, provided that these Poisson equations have solutions unique

up to the same ineffective freedom.

After these decompositions of vectors and tensors to basic components, we can

classify these components into the following three types:

i) Scalar type: vi “ D̂ivpsq, tij “ 1
n
tgij ` D̂iD̂js ´ 1

n
△̂sgij.

ii) Vector type: vi “ v
ptq
i , tij “ D̂itj ` D̂jti.

iii) Tensor type: vi “ 0, tij “ t
pttq
ij .

We call these types reduced tensorial types.

5.3.3 Tensor Perturbation

Let us start from the tensor-type perturbation, for which the argument is sim-

plest.

Tensor Harmonics

We utilise tensor harmonics to expand tensor-type perturbations. They are

defined as the basis for 2nd-rank symmetric tensor fields satisfying the following

eigenvalue problem:

p△̂L ´ λLqTij “ 0; Tii “ 0, D̂jTji “ 0, (5.3.21)
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where △̂L is the Lichnerowicz operator on K defined by

△̂Lhij :“ ´D̂ ¨ D̂hij ´ 2R̂ikjlh
kl ` 2pn ´ 1qKhij. (5.3.22)

When K is a constant curvature space, this operator is related to the Laplace-

Beltrami operator by

△̂L “ ´△̂ ` 2nK, (5.3.23)

and, Tij satisfies
p△̂ ` k2qTij “ 0; k2 “ λL ´ 2nK. (5.3.24)

We use k2 in the meaning of λL ´ 2nK from now on when K is an Einstein space

with non-constant sectional curvature.

The harmonic tensor has the following basic properties:

1. Identities: Let Tij be a symmetric tensor of rank 2 satisfying

T ii “ 0, DjTij “ 0.

Then, the following identities hold:

2DriTjskD
riT jsk “ 2DipTjkD

riT jskq ` Tjk
“

´△T jk ` Rj
lT

lk ` Ri
jk
lT

il
‰

,

2DpiTjqkD
piT jqk “ 2DipTjkD

piT jqkq ` Tjk
“

´△T jk ´ Rj
lT

lk ´ Ri
jk
lT

il
‰

.

On the constant curvature space with sectional curvature K, these identities

read

2DriTjskD
riT jsk “ 2DipTjkD

riT jskq ` Tjkp´△ ` nKqT jk,

2DpiTjqkD
piT jqk “ 2DipTjkD

piT jqkq ` Tjkp´△ ´ nKqT jk.

2. Spectrum: When K is a compact and closed space with constant sectional

curvature K, these identities lead to the following condition on the spectrum

of k2:

k2 ě n|K|. (5.3.25)

In contrast, when K is not a constant curvature space, no general lower

bound on the spectrum k2 is known.

3. When K is a two-dimensional surface with a constant curvature K, a sym-

metric 2nd-rank harmonic tensor that is regular everywhere can exist only

for K ď 0: for T 2 (K “ 0), the corresponding harmonic tensor Tij becomes

a constant tensor in the coordinate system such that the metric is written

ds2 “ dx2 ` dy2(k2 “ 0); for H2{Γ(K “ ´1), a harmonic tensor corresponds

to an infinitesimal deformation of the moduli parameters.

4. For K “ Sn, the spectrum of k2 is given by

k2 “ lpl ` n ´ 1q ´ 2; l “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ , (5.3.26)
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Perturbation equations

The metric and energy-momentum perturbations can be expanded in terms of

the tensor harmonics as

hab “ 0, hai “ 0, hij “ 2r2HTTij, (5.3.27)

τab “ 0, τai “ 0, τ ij “ τTTij. (5.3.28)

Since the coordinate transformations contain no tensor-type component, HT and

τT are gauge invariant by themselves:

ξM “ δ̄zM “ 0; δ̄HT “ 0, δ̄τT “ 0. (5.3.29)

Only the pi, jq-component of the Einstein equations has the tensor-type compo-

nent:

´ ˝ HT ´
n

r
Dr ¨ DHT `

k2 ` 2K

r2
HT “ κ2τT . (5.3.30)

Here, ˝ “ DaDa is the D’Alembertian in the m-dimensional spacetime N . Thus,

the Einstein equations for tensor-type perturbations can be always reduced to the

single master equation on our background spacetime.

5.3.4 Vector Perturbation

Vector harmonics

We expand transverse vector fields in terms of the complete set of harmonic

vectors defined by the eigenvalue problem

p△̂ ` k2qVi “ 0; D̂iVi “ 0. (5.3.31)

Tensor fields of the vector-type can be expanded in terms of the harmonic tensors

derived from these vector harmonics as

Vij “ ´
1

2k
pD̂iVj ` D̂jViq. (5.3.32)

They satisfy
”

△̂ ` k2 ´ pn ` 1qK
ı

Vij “ 0, (5.3.33a)

Vi
i “ 0, D̂jVj

i “
k2 ´ pn ´ 1qK

2k
Vi. (5.3.33b)

Here, there is one subtle point; Vij vanishes when Vi is a Killing vector. For

this mode, from the above relations, we have k2 “ pn ´ 1qK. We will see below
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that the converse holds when K is compact and closed. We call these modes

exceptional modes.

Now, we list up some basic properties of the vector harmonics relevant to the

subsequent discussions.

1. Spectrum: In an n-dimensional Einstein space K satisfyingRij “ pn ´ 1qKgij,

we have

2DriVjsD
riV js “ 2DipVjD

riV jsq ` Vj r´△ ` pn ´ 1qKsV j,(5.3.34a)

2DpiVjqD
piV jq “ 2DipVjD

piV jqq ` Vj r´△ ´ pn ´ 1qKsV j.(5.3.34b)

When K is compact and closed, from the integration of these over K , we

obtain the following general restriction on the spectrum of k2:

k2 ě pn ´ 1q|K|. (5.3.35)

Here, when the equality holds, the corresponding harmonic vector becomes

a Killing vector for K ě 0 and a harmonic 1-form for K ď 0, respectively.

2. ForK n “ Sn, we have

k2 “ ℓpℓ ` n ´ 1q ´ 1, pℓ “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. (5.3.36)

Here, the harmonic vector field Vi becomes a Killing vector for l “ 1 and is

exceptional.

3. For K “ 0, the exceptional mode exists only when K is isometric to T p ˆ

C n´p, where C n´p is a Ricci flat space with no Killing vector.

Perturbation equations

Vector perturbations of the metric and the energy-momentum tensor can be

expanded in terms of the vector harmonics as

hab “ 0, hai “ rfaVi, hij “ 2r2HTVij, (5.3.37a)

τab “ 0, τai “ rτaVi, τ
i
j “ τTVi

j. (5.3.37b)

For the vector-type gauge transformation

ξa “ 0, ξi “ rLVi (5.3.38)

the perturbation variables transform as

δ̄fa “ ´rDa

ˆ

L

r

˙

, δ̄HT “
k

r
L, δ̄τa “ 0, δ̄τT “ 0. (5.3.39)
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Hence, we adopt the following combinations as the fundamental gauge-invariant

variables for the vector perturbation:

generic modes: τa, τT , Fa “ fa `
r

k
DaHT (5.3.40)

exceptional modes: τa, F
p1q

ab “ rDa

ˆ

fb
r

˙

´ rDb

ˆ

fa
r

˙

(5.3.41)

Note that for exceptional modes, Fa “ fa because HT is not defined.

The reduced vector part of the Einstein equations come from the components

corresponding to Ga
i and Gi

j. In terms of the gauge-invariant variables defined

above, these equations can be written as follows.

• Generic modes:

1

rn`1
Db

´

rn`1F
p1q

ab

¯

´
k2 ´ pn ´ 1qK

r2
Fa “ ´2κ2τa,

(5.3.42a)

k

rn
Dapr

n´1F aq “ ´κ2τT . (5.3.42b)

• Exceptional modes: k2 “ pn ´ 1qK ą 0. For these modes, the second of

the above equations coming from Gi
j does not exist.

1

rn`1
Db

´

rn`1F
p1q

ab

¯

“ ´2κ2τa. (5.3.43)

5.3.5 Scalar Perturbation

Scalar harmonics

Scalar functions on K can be expanded in terms of the harmonic functions

defined by

p△̂ ` k2qS “ 0. (5.3.44)

Correspondingly, scalar-type vector and tensor fields can be expanded in terms of

harmonic vectors Si and harmonic tensors Sij define by

Si “ ´
1

k
D̂iS, (5.3.45a)

Sij “
1

k2
D̂iD̂jS `

1

n
γijS. (5.3.45b)

These harmonic tensors satisfy the following relations:

D̂iSi “ kS, (5.3.46a)

r△̂ ` k2 ´ pn ´ 1qKsSi “ 0, (5.3.46b)

Sii “ 0, D̂jSji “
n ´ 1

n

k2 ´ nK

k
Si, (5.3.46c)

r△̂ ` k2 ´ 2nKsSij “ 0. (5.3.46d)
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Note that as in the case of vector harmonics, there are some exceptional modes:

i) k “ 0: Si ” 0, Sij ” 0.

ii) k2 “ nK (K ą 0): Sij ” 0.

For scalar harmonics, k2 “ 0 is obviously always the allowed lowest eigenvalue.

Therefore, the information on the second eigenvalue is important. In general, it is

difficult to find such information. However, when K n is a compact Einstein space

with K ą 0, we can obtain a useful constraint as follows. Let us define Qij by

Qij :“ DiDjY ´
1

n
gij△Y.

Then, we have the identity

QijQ
ij “ DipDiY DiDjY´Y Di△Y´RijD

jY q`Y r△p△ ` pn ´ 1qKqsY´
1

n
p△Y q2.

For Y “ S, integrating this identity, we obtain the constraint on the second eigen-

value

k2 ě nK. (5.3.47)

For K n “ Sn, the equality holds because the full spectrum is given by

k2 “ ℓpℓ ` n ´ 1q, pℓ “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. (5.3.48)

Perturbation equations

The scalar perturbation of the metric and the energy-momentum tensor can be

expanded as

hab “ fabS, hai “ rfaSi, hij “ 2r2pHLγijS ` HTSijq, (5.3.49a)

τab “ τabS, τai “ rτaSi, τ ij “ δPδijS ` τTSij. (5.3.49b)

For the scalar-type gauge transformation

ξa “ TaS, ξi “ rLSi, (5.3.50)

these harmonic expansion coefficients for generic modes k2pk2 ´ nKq ą 0 of a

scalar-type perturbation transform as

δ̄fab “ ´DaTb ´ DbTa, δ̄fa “ ´rDa

ˆ

L

r

˙

`
k

r
Ta, (5.3.51a)

δ̄HL “ ´
k

nr
L ´

Dar

r
Ta, δ̄HT “

k

r
L, (5.3.51b)

δ̄τab “ ´T cDcTab ´ TacDbT
c ´ TbcDaT

c, (5.3.51c)

δ̄τa “
k

r
pTabT

b ´ PTaq, δ̄pδP q “ ´T aDaP, δ̄τT “ 0. (5.3.51d)

目次へ



第 5章 時空構造の安定性 67 目次へ

From these we obtain

δ̄Xa “ Ta; Xa “
r

k

´

fa `
r

k
DaHT

¯

. (5.3.52)

Hence, the fundamental gauge invariants can be given by τT and the following

combinations:

F “ HL `
1

n
HT `

1

r
DarXa, (5.3.53a)

Fab “ fab ` DaXb ` DbXa, (5.3.53b)

Σab “ τab ` T cbDaXc ` T caDbXc ` XcDcTab, (5.3.53c)

Σa “ τa ´
k

r
pT baXb ´ PXaq, (5.3.53d)

ΣL “ δP ` XaDaP. (5.3.53e)

The scalar part of the Einstein equations comes from Gab, Gai and Gi
j. First,

from δGab, we obtain

´ ˝ Fab ` DaDcF
c
b ` DbDcF

c
a ` n

Dcr

r
p´DcFab ` DaFcb ` DbFcaq

`mRc
aFcb ` mRc

bFca ´ 2mRacbdF
cd `

ˆ

k2

r2
´ R ` 2Λ

˙

Fab ´ DaDbF
c
c

´2n

ˆ

DaDbF `
1

r
DarDbF `

1

r
DbrDaF

˙

´

„

DcDdF
cd `

2n

r
DcrDdFcd `

´2n

r
DcDdr `

npn ´ 1q

r2
DcrDdr

´mRcd
¯

Fcd ´ 2n ˝ F ´
2npn ` 1q

r
Dr ¨ DF ` 2pn ´ 1q

k2 ´ nK

r2
F

´ ˝ F c
c ´

n

r
Dr ¨ DF c

c `
k2

r2
F c
c

ȷ

gab “ 2κ2Σab. (5.3.54)

Second, from δGa
i , we obtain

k

r

„

´
1

rn´2
Dbpr

n´2F b
aq ` rDa

ˆ

1

r
F b
b

˙

` 2pn ´ 1qDaF

ȷ

“ 2κ2Σa. (5.3.55)

Finally, from the trace-free part of δGi
j, we obtain

´
k2

2r2
r2pn ´ 2qF ` F a

a s “ κ2τT , (5.3.56)
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and from the trace δGi
i,

´
1

2
DaDbF

ab ´
n ´ 1

r
DarDbFab

`

„

1

2
mRab ´

pn ´ 1qpn ´ 2q

2r2
DarDbr ´ pn ´ 1q

DaDbr

r

ȷ

Fab

`
1

2
˝ F c

c `
n ´ 1

2r
Dr ¨ DF c

c ´
n ´ 1

2n

k2

r2
F c
c ` pn ´ 1q ˝ F

`
npn ´ 1q

r
Dr ¨ DF ´

pn ´ 1qpn ´ 2q

n

k2 ´ nK

r2
F “ κ2ΣL. (5.3.57)

Note that for the exceptional mode with k2 “ nK ą 0, the third equation does

not exist, and for the mode with k2 “ 0, the second and the third equations do

not exist. For these exceptional modes, the other equations hold without change,

but the variables introduced above are not gauge invariant.

Although the energy-momentum conservation equation ∇NT
N
M “ 0 can be de-

rived from the Einstein equations, it is often useful to know its explicit form. For

scalar-type perturbations, they are given by the following two sets of equations:

1

rn`1
Dapr

n`1Σaq ´
k

r
ΣL `

n ´ 1

n

k2 ´ nK

kr
τT

`
k

2r
pT abFab ´ PF a

a q “ 0, (5.3.58a)

1

rn
Db

“

rnpΣb
a ´ T caF

b
c q
‰

`
k

r
Σa ´ n

Dar

r
ΣL

`n
`

T baDbF ´ PDaF
˘

`
1

2

`

T baDbF
c
c ´ T bcDaFbc

˘

“ 0. (5.3.58b)

5.3.6 静的ブラックホールの摂動

References

• Kodama H, Ishibashi A (2003): PTP110, 701.

”Master equation for gravitational perturbations of maximally symmetric

black holes in higher dimensions”

• Kodama H, Ishibashi A (2003): PTP110, 903.

”Stability of higher dimensional Schwarzschild black holes”

• Kodama H, Ishibashi A (2004): PTP111, 29.

”Master equations for perturbations of generalized static black holes with

charge in higher dimensions”

目次へ



第 5章 時空構造の安定性 69 目次へ

• Kodama H (2009): Lect.Notes Phys. 769, 427.

”Perturbations and Stability of Higher-Dimensional Black Holes”

【定理 5.3.4 (Master方程式 (Kodama-Ishibashi2003))】 　 Einsteinブラックホー
ルの摂動方程式は，テンソル型，ベクトル型，スカラ型のそれぞれが，自己共役
型の 2階常微分作用素の固有値問題

LΦ “

ˆ

´
d2

dr2˚
` V prq

˙

Ψ “ ω2Φ (5.3.59)

に帰着される． l

【定理 5.3.5 (中性球対称ブラックホールの安定性 (Kodama-Ishibashi2003))】 　
Schwarzschild(-Tanhgelini)ブラックホールは線形摂動に対して安定である. l

5.3.7 Gregory-Laflamme不安定

【定理 5.3.6 (Gregory-Laflamme 1994; Kodama H 2009)】 　 ブラックブレーン
(Schwarzschild BHˆRn)の球対称スカラ型摂動（Sモード）h9 expp´iωt` ik ¨ zq

の方程式は，自己共役型 2階常微分型作用素の固有値問題に帰着され，k{M(Mは
ブラックホールの質量）の大きさがある臨界値以下だとω2 ă 0となる．すなわち，
系は摂動に対して不安定である． l

【注 5.3.7】 　ブラックブレーン系に対して，非球対称なスカラ型摂動の方程式
は連立系の常微分方程式となり，自己共役型の固有値問題に帰着されない．また，
ベクトル型摂動の方程式は 2個の連立型常微分作用素の固有値問題に帰着される
が，自己共役型でない． l

5.3.8 回転ブラックホールの摂動

【注 5.3.8】 　回転ブラックホールに対して，摂動方程式は自己共役型の固有値
問題に帰着されない． l

【定理 5.3.9 (Kerrブラックホールの線形安定性 (Whiting B 1989 ))】 　 4次元
Kerr BHは線形摂動に対して安定である． l
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【注 5.3.10 (高次元回転ブラックホールの安定性)】 　

1. 6次元以上のMP BHは単回転のとき，十分速い回転に対して不安定であるこ
とが数値計算により示されている．[Dias et al 2009, 2010; Shibata, Yoshino

]

2. 5次元単回転 BRは，常に不安定であることが示されている．[Santos, Way

2015]

l
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6
*高次元ブラックホール

§6.1
剛性定理

References

• Hollands S, Ishibashi A, Wald R.M. : Commun.Math.Phys. 271, 699-722

(2007) [gr-qc/0605106].

”A Higher dimensional stationary rotating black hole must be axisymmetric”

• Hollands S, Ishibashi A: Commun.Math.Phys. 291, 403-441 (2009) [arXiv:0809.2659

[gr-qc]]

”On the ‘Stationary Implies Axisymmetric’ Theorem for Extremal Black

Holes in Higher Dimensions ”

【定理 6.1.1 (一般次元での剛性定理 [Hollands, Ishibashi, Wald 2007])】 　 解析
的な定常回転ブラックホール解は，ホライズンが連結な解析的部分多様体ならば，
軸対称である． l

Proof. • H `の光的接ベクトルを k, 各光的生成母線を一点につぶして得られ
る軌道空間をF とする: p : H ` Ñ F .

• BHが回転的なら，ホライズンH`上で時間推進のKillingベクトル ξは空間
的なので，ξ̂ “ p˚ξはF のKillingベクトルとなる．
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図 6.1: ホライズンH `とその底空間F

• ξ̂の軌道がエルゴード的でない時には，軌道は単純閉曲線となり (ξ̂ “ ΩhBϕ)，
適当に fpϕqを取ると，η “ ξ´ fkはH `の構造を保ち，かつH `上での軌
道が閉曲線となる．

• 時空およびH `が解析的な場合には，Einstein方程式を用いると, ηを時空
全体の回転的Killingベクトルで rξ, ηs “ 0を満たすものに解析的に拡張でき
ることが示される．

• ξ̂ の軌道がエルゴード的な時にも，F がより高い対称性を持つことより，
Killingベクトルを適当に取り替えることのより，同様の議論ができることが
示される．

Q.E.D.

6.1.1 帰結

1. ξ̂がゼロ点を持たないとき：F はUp1q作用に関して Seifert多様体となる．

コンパクト閉 Seifert多様体F は，コンパクト閉多様体B上の S1バンドル
F̃ を用いて，F « F̃ {Γ (Γはバンドル自己同形からなる有限群)とあらわさ
れる．

2. ξ̂がゼロ点を持つとき：このとき，ξ̂の零点集合は，余次元２のコンパクト
閉部分多様体Niの直和となり，各NiはUp1q不変な管状近傍Ui – D2 ˆNi
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を持つ．もし，Ni “ BMiとなる境界のある多様体が存在する場合（i.e. Ni

がゼロコボルダント），一般化された手術 pF ´ YiUq Y pYiS
1 ˆMiqにより

得られるコンパクト閉多様体は，F ´ YiUiのUp1q構造を全体に自然に拡張
でき，Seifert多様体となる．

– n “ 3のときは，Ni « S1となり，手術は p2, 2q型の球面改変となる．
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§6.2
ホライズン曲率定理

References
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“A simple proof of the recent generalizations of Hawking’s black hole topol-

ogy theorem”.

【定義 6.2.1 (Yamabe Constant)】 　 Mをn次元コンパクト閉多様体とする．M
上のRiemann計量の共形類 rgsに対して，

Y pM, rgsq :“ inf
ĝPrgs

ş

M
Rsrĝsdµĝ

`ş

M
dµĝ

˘pn´2q{n
, (6.2.1a)

Y pMq :“ sup
rgs

Y pM, rgsq (6.2.1b)

により定義される Y pMqを山辺定数 (Yamabe constant)と呼ぶ．Y pM, rgsqは次の
様にも表される：

Y pM, rgsq “ inf
uą0

ş

M

`

4n´1
n´2

pDuq2 ` u2Rsrgs
˘

dµg
´

ş

M
u

2n
n´2dµg

¯pn´2q{n
(6.2.2)
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l

【定義 6.2.2 (外側の見かけのホライズン (Galloway-Schoen 2006))】 　 Cauchy

面Σ内の超曲面T が次の 2条件を満たすとき，外側の見かけのホライズン (outer

apparent horizon)という．

i) T は臨界外向き捕捉面 (MOTS).

ii) T の外に外向き強捕捉面 (θ ă 0)は存在しない

l

【定理 6.2.3 (ホライズン曲率定理 (Galloway-Schoen 2006))】 　 pMn`2, gq(n ě 2)

をDECを満たすEinstein方程式G “ κ2Tの解とする．MのCauchy面Σn`1内の
外側の見かけのホライズンA nに対して次のいずれかが成り立つ：

1. A は正の山辺タイプ (P)に属する．

2. pA , hq(hは gから誘導された計量）はRicci平坦で，U をΣの未来向きの単
位法ベクトル，N をΣに平行なA の外向き単位法ベクトル，k “ U `N と
するとき，kに関する外部曲率テンソル χpkq “ 0および Tpk, Uq “ 0(A 上）
が成り立つ．

l

Proof. A をΣ内で，法ベクトル場 V “ ϕN (ϕ P C8pA q)に沿って変形した時の
θの変化は

Bθ

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ Lϕ; (6.2.3)

Lϕ ” ´△ϕ ` 2X ¨ ∇ϕ ` pQ ` ∇ ¨ X ´ |X|2qϕ, (6.2.4)

Q ”
1

2
RspA q ´ TpU,Kq ´

1

2
|χ|2, (6.2.5)

X “ projp∇NU, T pA qq. (6.2.6)

で与えられる [Cai M, Galloway GJ: CQG18, 2707 (2001); Andersson L, Mars M,

Simon W: PRL 95, 111102 (2005)]. ここで，Lは実数の固有値 λ1をもち，その固
有関数 ϕ1は至る所正であることが示される．A が外側の見かけのホライズンなの
で，λ1 ě 0．よって，ϕ1 “ euとおくと，

´△u ` Q ` ∇ ¨ X ´ |X ´ ∇u|2 ě 0. (6.2.7)

この式は，
Y “ X ´ ∇u (6.2.8)
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を用いて
Q ` |Y |2 ď ∇ ¨ Y. (6.2.9)

これより

´ψ2Q ` ψ2|Y |2 ď ψ2∇ ¨ Y

“ ∇ ¨ pψ2Y q ´ 2ψ∇ψ ¨ Y

ď ∇ ¨ pψ2Y q ` |∇ψ|2 ` ψ2|Y |2. (6.2.10)

積分すると，
ż

A

p|∇ψ|2 ` Qψ2）ě 0, @ψ P C8pA q. (6.2.11)

いま，
h̃ “ ψ2{n´2h (6.2.12)

とおくと，

Rsph̃q “ ψ´n{pn´2q

ˆ

´2△ψ ` Rsrhsψ `
n ´ 1

n ´ 2

|∇ψ|2

ψ2

˙

. (6.2.13)

ここで，固有値問題
´△ψ ` Qψ “ µψ (6.2.14)

の最小固有値 µ1は，上の積分不等式より µ1 ě 0で，対応する固有関数 ψ1は至る
所正．よって，

Rsph̃q “ ψ
´n{pn´2q

1

ˆ

2pµ1 ´ Qqψ1 ` Rsrhsψ1 `
n ´ 1

n ´ 2

|∇ψ1|
2

ψ2
1

˙

“ ψ
´n{pn´2q

1

„

p2µ1 ` 2TpU, kq ` |χ|2qψ1 ` `
n ´ 1

n ´ 2

|∇ψ1|
2

ψ2
1

ȷ

ě 0. (6.2.15)

ここで，Rsph̃q “ 0なら，µ1 “ 0, TqpU, kq “ 0, χ “ 0, ψ1 “ constが要求されるの
で，Q “ 0，よって，Rsrhs “ 0. Q.E.D.

【定義 6.2.4 (Stably outermost MOTS)】 　 T をMOTS，kと ℓをその外向きおよ
び内向きの光的未来向き法ベクトル場 (k ¨ ℓ “ ´1)とする．変換 pℓ, kq Ñ pℓ1, k1q “

pevℓ, e´vkqに対して，T を ℓ1に接する測地線に沿って移動して得られる余次元２
の空間的部分多様体の族をT puqして，各T puqの外向きの光的未来向き法ベクト
ル k1を k1 9ℓ1 “ ´1を満たすよう取る．このとき，

Ĺℓ1θpk1q ď 0 (6.2.16)

がなりたつとき，T は stably outermostであるという．また，Ĺℓ1θpk1q ą 0のとき，
strictly stably outermostであるという． l
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【定理 6.2.5 (ホライズン曲率定理 (Racz I 2008))】 　 pM, gqを pn` 2q次元時空
で，宇宙項ΛとDECを満たすエネルギー運動量テンソルTをもつEinstein方程式

G ` Λg “ κ2T (6.2.17)

の解とする．さらに，A を outermost stable MOTS, hを gからA に誘導される
計量とする．このとき，

(1) もしΛ ě 0ならば，Y pA q ě 0. さらに，A が strictly outermost stableなら
Y pA q ą 0.

(2) もしΛ ă 0 かつ Y pT q ă 0なら

ż

T

dµh ě

ˆ

|Y pT q|

2|Λ|

˙n{2

. (6.2.18)

ここで，T が strictly outermost stable MOTSなら，(1)において Y pT q ą 0が成
り立つ． l

Proof. A の外向き方向の光的法ベクトル場を k(θpkq “ 0，ℓを k ¨ ℓ “ ´1となる
A の（内向きの）未来向き光的法ベクトルとする．このとき，A を通過し ℓに接
する光的超曲面N 上で，

2Gpk, ℓq “ γabRab

“ 2Ĺℓθ
pkq ´ αθpkq `

1

2
θpℓqθpkq ` Rsrhs ` D ¨ β ´

1

2
β ¨ β. (6.2.19)

特に，A 上では θpkq “ 0より，

Ĺℓθ
pkq|T “ Gpk, ℓq ´

1

2

ˆ

Rsrqs ` D ¨ β ´
1

2
β ¨ β

˙

. (6.2.20)

いま，DECが成り立つとすると，

Gpk, ℓq “ κ2Tpk, ℓq ´ Λk ¨ ℓ ě Λ. (6.2.21)

よって，

Rsrqs ` D ¨ β ´
1

2
β ¨ β ě ´2Gpn, ℓq ě 2Λ ` 2Ĺnθ

pℓq. (6.2.22)

ここで，

u2D ¨ β “ D ¨ pu2βq ´ 2uDu ¨ β

ď D ¨ pu2βq ` 2pDuq2 `
1

2
u2β2. (6.2.23)
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を用いると，

2pDuq2 ` Rsrhsu2 ` D ¨ pu2βq ě 2u2Λ ´ 2Ĺℓθ
pkq. (6.2.24)

よって，Λ ě 0でA がoutermost stable MOTSのとき，4pn´1q{pn´2q ą 2(n ě 3)

より, 任意の u ą 0に対して
ż

A

dµh

ˆ

4pn ´ 1q

n ´ 2
pDuq2 ` u2Rsrhs

˙

ě

ż

A

dµh

ˆ

2n

n ´ 2
pDuq2 ` 2pΛ ´ Ĺℓθ

pkqqu2
˙

ě 0.

(6.2.25)

これは，Y pA q ě Y pA , rhsq ě 0を意味する．さらに，A が strictly outermost

stableのときには，コンパクト閉多様体上の Sobolev不等式

}u}L2n{pn´2q ď C}u}2,1 (6.2.26)

（Cは uに依存しない定数)より，

ş

A
µh

4pn´1q

n´2
pDuq2 ` u2Rsrhs

`ş

A
u2n{pn´2q

˘pn´2q{n
ě C 1 ą 0 (6.2.27)

となり，Y pA q ě Y pA , rhsq ą 0が導かれる．
つぎに，Hölderの不等式

ż

A

ϕ1ϕ2dµh ď

ˆ
ż

A

|ϕ1|a
˙1{aˆż

A

|ϕ2|b
˙1{b

;
1

a
`

1

b
“ 1 (6.2.28)

において，ϕ1 “ u2, ϕ2 “ 1, a “ n
n´2

, b “ n
2
とおくと

ż

A

u2dµh ď

ˆ
ż

A

u
2n
n´2dµh

˙1´2{n

rApA qs2{n. (6.2.29)

よって，Λ ă 0のとき，
ş

A

`

4n´1
n´2

pDuq2 ` u2Rsrhs
˘

dµh
´

ş

A
u

2n
n´2dµh

¯pn´2q{n
ě ´2|Λ|rApA qs2{n. (6.2.30)

さらに，Y pA q ă 0ならば，

|Y pA q| ď |Y pA , rhsq| “ ´Y pA , rhsq ď 2|Λ|rApA qs2{n. (6.2.31)

（注）D “ 4(n “ 2)の場合，(6.2.22)の積分より，Λ ą 0または A が strictly

outermost stableなら，χpA q ą 0となるので，A « S2. Q.E.D.
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§6.3
位相検閲定理

【定義 6.3.1 (光収束条件)】 　 任意の光的ベクトル kに対して，Ricpk, kq ě 0が
なりたつとき，光収束条件 (null convergence condition)が成り立つという． l

【命題 6.3.2 (光測地線の共役点)】 　 光収束条件が成り立つ時空では，余次元２
の面T に垂直な収束的光的測地線束は必ずT の共役点をもつ． l

Proof. Raychaudhuri方程式

dθ

du
`

1

n
θ2 “ ´2σ̂2 ` 2ω̂2 ´ Ricpk, kq, (6.3.1)

において，T に垂直なら ω̂ “ 0より，

dθ

du
`

1

n
θ2 ď 0 ô

d

du

ˆ

1

θ

˙

ě
1

n
ô θpuq ď ´

n

n{|θp0q| ´ u
(6.3.2)

Q.E.D.

【命題 6.3.3】 　余次元２の空間的曲面T と垂直に交わる未来向きの光測地線 γ

上の J`pT qの部分にT の共役点 pが存在するとき，γの pを超える部分は I`pT q

に含まれる． l

【定理 6.3.4 (位相検閲定理 [Friedman, Schleich, Witt 1993])】 　 光収束条件が
成り立つなら，漸近的に平坦で予言可能な時空の各DOCは単連結である． l

Proof. • DOC M において，I ` と I ´ をつなぐ因果的な曲線 Cを勝手に
取る．

• もし，M が単連結でないなら，その普遍被覆空間 M̃pfl Mqが存在する．さ
らに，無限遠I の近傍に連続変形できないCが存在する．

• Cの M̃へのリフト C̃は，Mの異なる被覆シートのI `
1 とI ´

2 に端点 p P M1

と q P M2をもつ．

• q近傍で C̃と交わる球面を Sとすると，SはI `
1 から見て外部強捕捉面とな

る．また，BJ`pSqの光的生成母線の中に，I `
1 に終点をもつ測地線 γが存

在する．
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図 6.2: 単連結でないDOCとその被覆空間

• これは，光収束条件が成り立つとき，外部強捕捉面に直交する無限に長い測
地線が常に共役点対を持つことと矛盾する．

Q.E.D.

【系 6.3.5 (Cauchy面の単連結性)】 　 光収束条件が成り立つ漸近的に平坦な時
空において，DOCが大域的に双曲的ならそのCauchy面は単連結である． l
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§6.4
ホライズンの位相

References

• Helfgott C, Oz Y, Yanay Y: JHEP 0602, 025 (2006) [arXiv: hep-th/0509013]

“On the topology of black hole event horizons in higher dimensions” —

• Galloway GJ, Schoen R: CMP 266, 571 (2006).

“ A generalization of Hawking ’s black hole topology theorem to higher

dimensions”

• Galloway GJ: gr-qc/0608118 (2006).

“Rigidity of outer horizons and the topology of black holes.”

• Hollands S, Holland J, Ishibashi A: Annales Henri Poincare 12, 279 (2011)

[arXiv:1002.0490 [gr-qc]]

“Further restrictions on the topology of stationary black holes in five dimen-

sions”

• Ida D, Ishibashi A, Shiromizu T: PTP suppl. No. 189, 52 (2011)[]

“Topology and Uniqueness of Higher Dimensional Black Holes”

• Hollands S, Ishibashi A: CQG 29, 163001 (2012) []

“Black hole uniqueness theorems in higher dimensional spacetimes”

6.4.1 5次元ブラックホール

【定理 6.4.1 (5次元ブラックホールの位相 (Galloway-Schoen 2006; Helfgott-Oz-Yanay

2006; Hollands-Holland-Ishibashi 2011))】 　 Hを漸近的に平坦で解析的定常回
転真空ブラックホール解の非縮退ホライズンの断面の連結成分とする．このとき，
DOCが大域的に双曲的なら，

H « S3{Γ p7S2 ˆ S1qℓ (6.4.1)

l

【注 6.4.2】 　剛性定理より，Hは空間回転に対応するUp1q対称性をもつ．その
Killingベクトルを ηとするとき，
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• H上で ηがゼロ点を持たないときは，Hは Seifert多様体となり，より強い制
限が得られる：H « S3{Γ, S2 ˆ S1.

l

Proof. • 一般に，向きづけられたコンパクト閉 3次元多様体は

pS3{Γ1q 7 ¨ ¨ ¨ 7pS3{Γmq 7pS2 ˆ S1q ¨ ¨ ¨ 7pS2 ˆ S1q 7Kpπ1, 1q ¨ ¨ ¨ 7Kpπn, 1q

(6.4.2)

と同相である．ここで，Kpπ, 1qは普遍被覆が可縮となる空間である [Milnor

1962; Hemple 1976]

• ホライズン曲率定理より，Hは非負の山辺タイプである．

• もし，H が正の山辺タイプとすると，H がKpπ, 1qを因子として持つこと
はできない [Lawson-Michelsohn 1989B; Gromov-Lawson 1983; Schoen-Yau

1979]

• H がゼロ山辺タイプの時には，H は T 3 “ S1 ˆ T 2で被覆される．すると，
位相検閲定理より，Cauchy面がΣは単連結なので，S1はΣ内のD2の境界
となり，T 2とD2は交差数１をもつ．ところが，Σは単連結なので，T 2は
D2外の１点にホモトープに変形できる．これは交差数が奇数変化できるこ
とを意味し，矛盾する．

Q.E.D.
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6.4.2 6次元以上の時空のブラックホール

【注 6.4.3】 　

1. 6次元時空に対しては，連結，単連結かつ素なホライズンは，S4か S2 ˆ S2

に同相であることが示される [Helfgott, Oz, Yanay 2006]. しかし，単連結性
の要請を外すと，S3 ˆ S1，S4{Γが排除されなくなり，またそれ以外の位相
も排除されない．また，連結和を許すと，スピン多様体であることを要請し
ても，K37K3なども排除できなくなる．

l

【定理 6.4.4 (6次元時空の単連結・素なホライズン (Helfgott-Oz-Yanay 2006))】
　 Kを漸近的に平坦な 6次元時空のコンパクト連結で非縮退なホライズンの切断
とする．もし，Kが単連結で素なら，K « S4またはK « S2 ˆ S2である． l

【注 6.4.5】 　

1. Kがスピン多様体で単連結なら，素でない場合は，K « 7kpS2 ˆ S2q.

2. Kが単連結でない場合には，S4{Γ, S1 ˆ S3{Γ, S3 ˆ S1, S2 ˆ Σg{Γが許され
る可能性がある．

l

Proof. • Hirzeburchの指数定理より

σpKq “
1

3

ż

H

p1. (6.4.3)

一方，BΣ “ K ` S4より，Kと S4は cobordantなので，

p1pKq “ p1pS
4q “ 0 ñ σpKq “ 0. (6.4.4)

• Firedmanの 4次元位相多様体の分類定理より，Kが単連結とすると

i) Q “ 0のとき，K “ S4.

ii) Q ‰ 0で Qが偶 (II型）不定形式なら Q “ ˘aE8 ` bH. σpE8q “

8, σpHq “ 0より，a “ 0. よって，K « 7bpS2 ˆ S2q.

iii) Q ‰ 0で Qが奇（I型）不定形式なら Q “ `ar1s ` br´1s. よって，
σpQq “ a ´ bより，Q “ ar1s ` ar´1s. すなわち，K “ 7apCP 27CP 2

q.

Q.E.D.
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【注 6.4.6 (n ě 5)】 　 n “ D ´ 2 ě 5では，コボルディズム理論やホライズン
曲率定理は余り役に立たない． l

【定理 6.4.7 (Gromov-Lawson 1980)】 　 Xを 5次元以上のコンパクト単連結連
結多様体とする．このとき，

1. Xがスピン構造を持たなければ，XはRs ą 0のRiemann計量を許容する．

2. X がスピン多様体で Rs ą 0の多様体とスピン同境なら，X は Rs ą 0の
Riemann計量を許容する．

l

For n， 5, the cobordism theory and the horizon curvature theorem are not

helpful. Theorem (Gromov-Lawson 1980). Let X be a compact simply connected

manifold of dimension ， 5. If X is not spin, then X carries a metric with Rs ¿0.

If X is spin, and spin cobordant to a manifold with Rs¿0, then X carries a metric

with Rs ¿0.

【系 6.4.8 (Lawson-Michelsohn1989)】 　 次元が５，６ないし７のすべてのコン
パクト単連結はRs ąの計量を許容する． l

.
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§6.5
*Black fold
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A
時空の幾何学

§A.1
Weyl変換

【公式 A.1.1 (曲率テンソルの変換)】 　 n次元Riemann多様体のWeyl変換

gµν Ñ ĝµν “ e2Φgµν (A.1.1)

に対して，Christofellシンボルおよび曲率テンソルは次のように変換する:

Γ̂µνλ “ Γµνλ ` ∇νΦδ
µ
λ ` ∇λΦδ

µ
ν ´ ∇µΦgνλ, (A.1.2)

R̂µ
νλσ “ Rµ

νλσ ` 2δµ
rσ∇λs∇νΦ ´ 2gνrσ∇λs∇µΦ

´2∇νΦ∇rνΦδ
µ
σs

` 2∇µΦ∇rλΦgσsν ´ 2p∇Φq2δµ
rλgσsν , (A.1.3)

R̂µν “ Rµν ´ gµν∇2Φ ´ pn ´ 2q∇µ∇νΦ

`pn ´ 2q∇µΦ∇νΦ ´ pn ´ 2qp∇Φq2gµν , (A.1.4)

e2ΦR̂ “ R ´ 2pn ´ 1q∇2Φ ´ pn ´ 1qpn ´ 2qp∇Φq2. (A.1.5)

l
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§A.2
時空の分解

A.2.1 接続の分解

Riemann接続 : Riemann多様体 pM , gqの Riemann接続∇は次の条件を満た
す一意的な線形接続である．

1. (計量条件) ∇g “ 0.

2. (ねじれ条件) ∇XY ´ ∇YX “ rX,Y s.

Gaussの公式 : 時空 pM , g̃qのRiemann接続を ∇̃，M 内の超曲面をΣ，nをΣ

の単位法ベクトル場とする．Σに接するベクトル場X,Y に対して，

∇̃XY “ ∇XY ´ KpX,Y qn; ∇XY {{Σ (A.2.1)

と直交分解すると，rX,Y sがΣに接することより，∇は g̃ からΣに誘導された計
量 gに関するRiemann接続となり，またKpX,Y qはΣ上の対称テンソル（第２基
本形式ないし外部曲率）となる：

KpX,Y q “ KpY,Xq. (A.2.2)

Weingartenの公式 : XをΣに平行なベクトル場，nをΣの単位法ベクトル場
として，Σ上の p1, 1q型混合テンソル場KpXqを

gpKpXq, Y q “ KpX,Y q (A.2.3)

により定義すると，

∇̃Xn “ ˘KpXq {{Σ; gpn, nq “ ˘1 (A.2.4)

が成り立つ．

計量による表現 : pd ` 1q次元時空の計量は一般に，

ds2 “ ´N2dt2 ` gijpdx
i ` βidtqpdxj ` βjdtq (A.2.5)

と表される．この表示のもとで，t “一定面Σtの単位法ベクトル nは

n “
1

N
pBt ´ βiBiq (A.2.6)
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となる．T “ Nnとおくと，

KpX,Y q “ ˘
1

N
g̃p∇̃XT, Y q “ ˘

1

N
g̃prX,T s ` ∇̃TX,Y q

“ ˘
1

2N
pĹTgqpX,Y q (A.2.7)

より

Kij “ ˘
1

2N
pBtgij ´ ∇iβj ´ ∇jβiq (A.2.8)

を得る．

A.2.2 曲率の分解

Riemann曲率 : 線形接続∇の曲率テンソルは次式で定義される：

RpX,Y qZ “ p∇X∇Y ´ ∇Y∇X ´ ∇rX,Y sqZ. (A.2.9)

特に，計量 gに関するRiemann接続に対して

RpX,Y, Z,W q “ gpZ,RpX,Y qW q (A.2.10)

とおくとき，次式が成り立つ：

RpX,Y, Z,W q “ ´RpX,Y,W,Zq, (A.2.11a)

RpX,Y, Z,W q “ RpZ,W,X, Y q, (A.2.11b)

RpX,Y, Z,W q ` RpX,Z,W, Y q ` RpX,W, Y, Zq “ 0, (A.2.11c)

p∇WRqpX,Y, U, V q ` p∇URqpX,Y, V,W q ` p∇VRqpX,Y,W,Uq “ 0.(A.2.11d)

第３式は第１Bianchi恒等式，第４式は第２Bianchi恒等式と呼ばれる．

Gauss-Codazzi方程式 ：∇XY の分解公式より，Σの接ベクトル場X,Y, Zに対
して，

R̃pX,Y qZ “ ∇̃X∇̃YZ ´ ∇̃Y ∇̃XZ ´ ∇̃rX,Y sZ

“ RpX,Y qZ ˘ pKpX,ZqKpY q ´ KpY, ZqKpXqq

`r´p∇XKqpY, Zq ` p∇YKqpX,Zqsn. (A.2.12)

この式は次の２式と同等である：

R̃pX,Y, Z,W q “ RpX,Y, Z,W q ˘ pKpX,W qKpY, Zq

´KpX,ZqKpY,W qq, (A.2.13)

R̃pX,Y, Z, nq “ ˘ pp∇XKqpY, Zqq ´ p∇YKqpX,Zqq . (A.2.14)
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Σの正規直交基底 eIおよびΣの単位法ベクトル e0 “ nからなるM の正規直交基
底に関する成分表示のもとで，これらの方程式は次のように表わされる：

R̃IJKL “ RIJKL ˘ pKILKJK ´ KIKKJLq, (A.2.15a)

R̃0IJK “ nµR̃
µ
IJK “ ˘p∇KKIJ ´ ∇JKIKq. (A.2.15b)

となる．

残りの成分 T “ Nn “ Bt ´ βiBiに対して，t “一定面 Σtに接するベクトル場
X,Y を

ĹTX “ 0, ĹTY “ 0 (A.2.16)

となるようにとる．このとき，

g̃pn, R̃pX,nqY q “
1

N2
g̃pT, ∇̃X∇̃TY ´ ∇̃T ∇̃XY q. (A.2.17)

ここで，∇̃TY “ ∇̃Y T より

g̃pT, ∇̃X∇̃TY q “ g̃pT, ∇̃X∇̃Y T q “ g̃pT, ∇̃XppBYNqn ˘ NKpY qqq

“ g̃pT, pBXBYNqn ˘ N∇̃XpKpY qqq

“ ˘NBXBYN ´ N2KpX,KpY qq. (A.2.18)

また，ĹT∇XY {{Σtより

g̃pT, ∇̃T ∇̃XY q “ g̃pT, ∇̃T p∇XY ´ KpX,Y qnqq

“ g̃pT, ∇̃∇XY T ´ BT pKpX,Y qqnq

“ ˘NB∇XYN ¯ pĹTKqpX,Y q. (A.2.19)

ここで

BXBYN “ ∇Xp∇YNq “ ∇XpY i∇iNq “ p∇XY qi∇iN ` p∇2NqpX,Y q. (A.2.20)

よって

g̃pn, R̃pX,nqY q “ ˘
1

N
pĹTKqpX,Y q ´ KpX,KpY qq ˘

1

N
p∇2NqpX,Y q (A.2.21)

成分表示では，

R̃0i0j “ ¯
1

N
p 9Kij ´ pĹβKqijq ` KikK

k
j ¯

1

N
p∇2Nqij. (A.2.22)
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Note : dimΣ “ 2のとき，曲率テンソルは必ず

2RIJKL “ kpδIKδJL ´ δILδJKq (A.2.23)

と表され，独立な成分は 2R1212 “ kのみとなる．特に，Σ が３次元Euclid空間内
の２次元面の時，Rabcd “ 0とGaussの方程式より

k “ K2
12 ´ K11K22 “ detKIJ (A.2.24)

となる．したがって，Σの曲率半径をR1, R2とすると，KIJの固有値は 1{R1, 1{R2

となるので，有名なGaussの公式

k “
1

R1R2

(A.2.25)

を得る．

A.2.3 Einstein方程式の分解

Gauss方程式およびCodazzi方程式のトレースより

2G̃nn “ 2R̃nn ¯ R̃ “ ¯R ` K2 ´ Ki
jK

j
i , (A.2.26a)

G̃ni “ R̃ni “ ˘p∇jK
j
i ´ ∇iKq. (A.2.26b)

また，

G̃ij “ R̃ij ` pG̃0
0 ´ R̃0

0qgij, (A.2.27)

R̃ij “ gklR̃kilj ` R̃0
i0j

“ Rij ˘ pKikK
k
j ´ KKijq ` R̃0

i0j. (A.2.28)

ここで，T “ Bt ´ βiBiとして，

R̃0
i0j “ ´

1

N
ĹTKij ˘ KikK

k
j ´

1

N
∇i∇jN, (A.2.29)

gijĹTKij “ ĹTK ˘ 2NKi
jK

j
i . (A.2.30)

よって，

R̃ij “ Rij ˘ p2KikK
k
j ´ KKijq ´

1

N
ĹTKij ´

1

N
∇i∇jN, (A.2.31a)

R̃0
0 “ ´

1

N
ĹTK ¯ Ki

jK
j
i ´

1

N
△N, (A.2.31b)

R̃ “ R ´
2

N
ĹTK ¯ pK2 ` Ki

jK
j
i q ´

2

N
△N. (A.2.31c)
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これより，

G̃ij “ Gij ˘

„

2Kk
i Kkj ´ KKij `

1

2
pK2 ` Kk

l K
l
kqgij

ȷ

´
1

N
pĹTKij ´ gijĹTKq ´

1

N
∇i∇jN `

1

N
△Ngij. (A.2.32)

ただし，pĹTKqij “ BtKij ´ pĹβKqijにおいて，

pĹβKqij “ p∇βKqij ` Kik∇jβ
k ` Kjk∇iβ

k. (A.2.33)

§A.3

初期値問題に対する O’Murchandha-

Yorkの方法

K̂i
jを

K̂i
j “ Sij ` pLW qij; (A.3.1)

pLW qij “ DjW
i ` DiWj ´

2

d
D ¨ Wδij, (A.3.2)

Sjj “ 0, DjS
j
i “ 0 (A.3.3)

と分解する．このとき，次の定理が成り立つ．
【定理 A.3.1】 　 pqjk, K

jk, ϕ, πqを任意の配意データとするとき、変換

qjk Ñ q1
jk “ e2Ωqjk, (A.3.4a)

Kj
k Ñ K 1j

k “ Kj
k ` pLW q

j
k (A.3.4b)

は pΩpxq,W jpxqqをパラメーターとする可換な無限次元変換群をなす。勝手なデー
タ pqjk, K

jk, ϕ, πqを１つ与えたとき、それにこの変換を施して得られる位相空間で
の軌道上では、拘束条件はΩとW j に対する次の楕円型連立微分方程式で表わさ
れる：

2pd ´ 1q△Ω ` pd ´ 1qpd ´ 2qpDΩq2 “ ´e2Ω
”

2K̂ ¨ pLW q ` pLW q2
ı

`dR ` e2Ω
„

d ´ 1

d
K2 ´ K̂2

ȷ

´ 2κ2e2ΩT 1
nn, (A.3.5a)

(A.3.5b)

△Wi `
d ´ 2

d
DiD ¨ W ` dRijW

j ` dDjΩpLW q
j
i

“ ´DjK̂
j
i ´ dDjΩK̂

j
i `

d ´ 1

d
DiK ´ κ2T 1

ni (A.3.5c)
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ここで T 1
nn, T

1
nj は Tnn, Tnj の表式で qjk Ñ q1

jk, K
j
k Ñ K 1j

kと置き換えたものであ
る。 l

４次元時空 (d “ 3)に対して，この定理より，初期条件の自由度は空間の各点ご
とに，計量の共形クラス rqjks “ qjk{q1{3の自由度 5とゼロトレース，ゼロ発散テ
ンソル Sjkの自由度 2，Kj

kのトレースK の自由度 1の計 8となる．このうち 4個
は座標変換の自由度（ゲージ自由度）なので，真の力学的自由度は 2 ` 2p`物質
場の自由度)となる．これはちょうど近似的に平坦な時空での重力波の自由度と一
致している．
上記の連立楕円型方程式は必ずしも解を持つとは限らない．また、解が存在し

ても一般には一意的とも限らない．しかし，適当なゲージ条件のもとでは存在と
一意性がいえる [27]．例えば、時間座標に対してK “const（一様膨張時間スライ
ス）、空間座標に対して Tnj “ 0（共動ゲージ）の座標条件を課すと、運動量拘束

条件 (1.3.9b)はDjK̂
j
i “ 0となる．いま，pqij, K̂

i
j, Kqを拘束条件 (1.3.9)の解，

˝
qij

を qijの共形類に属する一つの計量，qij “ e2Ω
˝
qijとおくと，

DjK̂
j
i “ e´dΩ

˝

Dj pedΩK̂j
i q (A.3.6)

より，K̂j
i は

K̂j
i “ e´dΩSji ; Sjj “ 0,

˝

Dj S
j
i “ 0 (A.3.7)

と表される．また，ハミルトン拘束条件 (1.3.9a)は

pd ´ 1q

„

2
˝

△ Ω ` pd ´ 2qp
˝

D Ωq2
ȷ

“ d
˝

R `
d ´ 1

d
K2e2Ω ´ e´2pd´1qΩS2 ´ 2κ2e2ΩT 1

nn

(A.3.8)

となる．この方程式は，ほとんど全てのデータ p
˝
qjk, S

j
k, Tnn, Kqに対して解を持つ

ことが示される。さらに、同じゲージのもとで、Tnn “ Sjk “ K “ 0の場合を除
くと、解は一意的であることも示される。この除外された場合にはΩの方程式は
epd´2qΩ{2に対する同次線形方程式となるため、一般にはたくさんの解を持つが、時
空が漸近的に平坦な場合にはΩ “ O

`

1
rd´2

˘

pr Ñ 8qの境界条件のもとでは一意性
が言える。また、このゲージ条件から僅かにずれたゲージ条件K “ const`δKpxq,

Tnj “ δTnjpxqに対しても解の存在と一意性が示されている。
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§A.4
時空の摂動

A.4.1 計量・接続・曲率

【公式 A.4.1】 　計量テンソル gµνの変分

δgµν “ hµν

に対して、接続係数、曲率テンソルなどの幾何学的諸量の１次変分は次のように
なる：

δgµν “ ´hµν ,

δ|g| “ |g|h; h “ gµνhµν ,

δΓµνλ “
1

2
p∇νh

µ
λ ` ∇λh

µ
ν ´ ∇µhνλq,

δRµ
νλσ “ ∇λδΓ

µ
νσ ´ ∇σδΓ

µ
νλ

“
1

2
p∇λ∇νh

µ
σ ´ ∇σ∇νh

µ
λ ´ ∇λ∇µhνσ ` ∇σ∇µhνλ

`Rλσ
µ
βh

β
ν ` Rλσν

βhµβq,

δRµν “
1

2
p´∇2hµν ´ ∇µ∇νh ` ∇µ∇αh

α
ν ` ∇ν∇αh

α
µ

`Rµαh
α
ν ` Rναh

α
µ ´ 2Rµανβh

αβq,

δR “ ´hµνR
µν ` ∇µ∇νhµν ´ ∇2h.

l

A.4.2 Einstein方程式

【公式 A.4.2】 　 pn ` 2q次元時空における Einstein方程式

Rµν ´
1

2
Rgµν ` Λgµν “ κ2Tµν

の線形摂動は次のように表される：

p△Lhqµν ´ ∇µ∇νh ` 2∇pµ∇αhνqα ` p´∇α∇βhαβ ` △h ` Rαβhαβqgµν

`p2Λ ´ Rqhµν “ 2κ2δTµν .
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ここで，△Lは次式で定義される Lichinerowicz作用素である：

p△Lhqµν :“ ´∇ ¨ ∇hµν ` 2Rα
pµhνqα ´ 2Rµανβh

αβ.

この作用素について次の式が成り立つ：

p△Lhqαα “ ´△h,
∇αp△Lhqµα “ ´∇ ¨ ∇p∇αhµαq ` Rα

µ∇βhαβ ` p2∇αRµβ ´ ∇µRαβqhαβ.

ψµνを

ψµν “ hµν ´
1

2
hgµν

により定義すると，

hµν “ ψµν ´
1

n
ψgµν ,

h “ ´
2

n
ψ

および

Rµν “ κ2
ˆ

Tµν ´
T

n
gµν

˙

`
2Λ

n
gµν ,

R “
2pn ` 2q

n
Λ ´

2κ2

n
T

より，

△Lψµν ´
4Λ

n
ψµν ` 2∇pµ∇αψνqα ´ ∇α∇βψαβgµν

“ 2κ2δTµν ´
2κ2

n
Tψµν ´ κ2

ˆ

Tαβψ
αβ ´

T

n
ψ

˙

gµν .

l

A.4.3 摂動の pm ` nq分解

背景時空の計量が

ds2 “ gµνpxqdxµdxν “ gabpyqdyadyb ` rpyq2γijpzqdzidzj (A.4.1)

で与えられるとし，共変微分を

gµν ñ ∇µ, Rµ
νλσ, (A.4.2a)

gab ñ Da, Ra
bcd “ mRa

bcd, (A.4.2b)

γij ñ 9Di, R̂i
jkl (A.4.2c)
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と表す．対応して，曲率テンソルとRicci曲率の非ゼロ成分は

Ra
bcd “ mRa

bcd, (A.4.3a)

Ra
ibj “ ´

DaDbr

r
gij, (A.4.3b)

Ri
jkl “ R̂i

jkl ´ pDrq2pδikγjl ´ δilγjkq. (A.4.3c)

と

Rab “ mRab ´ n
DaDbr

r
, (A.4.4a)

Rai “ 0, (A.4.4b)

Rij “ R̂ij ´

ˆ

lr

r
` pn ´ 1q

pDrq2

r2

˙

gij, (A.4.4c)

R “ mR `
R̂

r2
´ n

ˆ

2
lr

r
` pn ´ 1q

pDrq2

r2

˙

. (A.4.4d)

で与えられる．
【公式 A.4.3 (lhの分解)】 　 この背景時空での計量の摂動を

hµν “ δgµν (A.4.5)
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とおくとき以下の公式が成り立つ．

lhab “ D2hab ` n

ˆ

Dcr

r
Dch

a
b ´

DarDbr

r2
hcb ´

DbrD
cr

r2
hac

˙

`
1

r2
△̂hab ´ 2

Dar

r
D̂kh

b
k ´ 2

Dbr

r3
γijD̂ih

a
j

`2
DarDbr

r2
hkk, (A.4.6a)

lhai “ 2
Dbr

r
D̂ih

a
b

`
1

r2
△̂hai ` D2hai ` pn ´ 2q

Dbr

r
Dbh

a
i

´

"

pn ´ 1q
pDrq2

r2
`

lr

r

*

hai ´ pn ` 2q
DarDbr

r2
hbi

´2
Dar

r
D̂jh

j
i , (A.4.6b)

(A.4.6c)

lhia “ 2
Dar

r
γikD̂kh

b
a

`
1

r2
△̂hia ` D2hia ` pn ` 2q

Dbr

r
Dbh

i
a

`

"

D2r

r
` pn ´ 1q

pDrq2

r2

*

hia ´ pn ` 2q
DarD

br

r2
hib

´2
Dar

r3
γjkD̂jh

i
k, (A.4.6d)

(A.4.6e)

lhij “ 2
DarD

br

r2
hab

`2
Dar

r

´

γikD̂kh
a
j ` D̂jh

i
a

¯

`D2hij `
1

r2
△̂hij ` n

Dar

r
Dah

i
j ´ 2

pDrq2

r2
hij. (A.4.6f)

l
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B
厳密解

§B.1
回転球形ブラックホール解

B.1.1 GLPP解

Ref:

• Gibbons GW, Lü H, Page DN, Pope CN(2004)
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GLPP解のKerr-Schild形:

ds2 “ ds̄2 `
2M

U
k˚ b k˚; (B.1.1)

ds̄2 “ ´p1 ´ λr2qWdt2 `
Fdr2

1 ´ λr2
`

N`ϵ
ÿ

i“1

r2 ` a2i
1 ` λa2i

dµ2
i `

N
ÿ

i“1

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µ2
i dϕ

2
i

`
λ

p1 ´ λr2qW

˜

N`ϵ
ÿ

i“1

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µidµi

¸2

, (B.1.2)

k˚ “ Wdt `
Fdr

1 ´ λr2
´

N
ÿ

i“1

aiµ
2
i

1 ` λa2i
dϕi, (B.1.3)

U “ rϵ´2F
N
ź

j“1

pr2 ` a2jq, (B.1.4)

W “

N`ϵ
ÿ

i“1

µ2
i

1 ` λa2i
, (B.1.5)

F “ r2
N`ϵ
ÿ

i“1

µ2
i

r2 ` a2i
. (B.1.6)

ここで，
D “ 2N ` 1 ` ϵ; ϵ “ 0, 1, (B.1.7)

で，ϵ “ 1のとき，aN`1 “ 0．また，µiは

N`ϵ
ÿ

i“1

µ2
i “ 1 (B.1.8)

を満たす．（注：F の定義は，Gibbons-Lu-Page-Popeと少し異なる．）

Boyer-Lindquist形

Kerr-Schild形の座標系に対して変換

dt1 “ dt ´
2Mr2´ϵ

p1 ´ λr2qfprqΠ1
ipr

2 ` a2i q
, (B.1.9a)

dϕ1
i “ dϕi ´

2Mair
2´ϵ

pr2 ` a2i qfprqΠ1
jpr

2 ` a2jq
(B.1.9b)

を施す．ここで、Π1
i “ ΠN

i“1で、fprqは次式で与えられる rのみの関数．

fprq :“ 1 ´ λr2 ´
2Mr2´ϵ

Π1
ipr

2 ` a2i q
. (B.1.10)
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変換後 t1 Ñ t, ϕ1 Ñ ϕと書き換えると，計量は次の形になる：

ds2 “ ´p1 ´ λr2qWdt2 `
ÿ1

i

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µ2
i dϕ

2
i

`
2M

U

˜

Wdt ´
ÿ

i

ai
1 ` λa2i

µ2
i dϕi

¸2

`
F

fprq
dr2 `

ÿ

i

r2 ` a2i
1 ` λa2i

dµ2
j ,

`
λ

p1 ´ λr2qW

ˆ

ÿ r2 ` a2i
1 ` λa2i

µidµi

˙2

. (B.1.11)

一様セクター pt, ϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕNqの計量を gpqdy
pdyqとおくと，

∆̄ “ ´ detpgpqq “ fprqWΠ1
i

r2 ` a2i
1 ` λia2i

µ2
i . (B.1.12)

よって，ホライズンの位置は
fprq “ 0 (B.1.13)

の解として決まる．また，体積要素は

?
´g dDx “ dtdr

F

µN`ϵ

˜

N
ź

i“1

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µidϕidµi

¸

ˆ

1

rdµN`ϵ

˙1´ϵ

(B.1.14)

次に，
k “ ξ ` ciηi (B.1.15)

に対して，

k ¨ k “
ÿ1

i

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µ2
i pc

i ´ Ωiq2 `
2M

U

ˆ

ÿ1

i

aiµ
2
i

1 ` λa2i
pci ´ Ωiq

˙2

´
fprqW

X
(B.1.16)

ここで，

X “ 1 `
2M

U

ÿ1

i

a2iµ
2
i

pr2 ` a2i qp1 ` λa2i q
“
f ` 2MW

U

1 ´ λr2
, (B.1.17)

Ωi “
2MW

UX

ai
r2 ` a2i

. (B.1.18)

これより，ホライズンの null geodesic generatorは

k “ ξ ` Ωi
hηi, (B.1.19)

Ωi
h “ p1 ´ λr2hq

ai
r2h ` a2i

. (B.1.20)
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また，計量は次のように書き換えられる：

ds2 “ ´
∆Σ2

Γ
dt2 `

Σ2

∆
dr2

`
λ

p1 ´ λr2qW

ˆ

ÿ r2 ` a2i
1 ` λa2i

µidµi

˙2

`
ÿ

i

r2 ` a2i
1 ` λa2i

dµ2
j

`
ÿ1

i

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µ2
i pdϕi ´ Ωidtq2

`
2M

U

"

ÿ1

i

aiµ
2
i

1 ` λa2i
pdϕi ´ Ωidtq

*2

. (B.1.21)

ここで，

∆ :“ r2fprq, Σ2 :“ r2F, (B.1.22a)

Γ :“
UX

W

r6´ϵ

Π1
ipr

2 ` a2i q
. (B.1.22b)

Γはホライズン状では定数となる：

Γ0 :“ Γ|r“rh “
2M

1 ´ λr2h

r6´ϵ
h

Π1pr2h ` a2i q
. (B.1.23)

したがって，

ϕ̃i “ ϕ ´ Ωht, (B.1.24a)

du˘ “ dt ˘
Γ
1{2
0

∆
dr (B.1.24b)

とおくと，座標系 pu˘, ϕ̃i, r, µiqは未来（過去）のホライズンで正則な座標系を与
える．
計量に現れる諸関数の r Ñ 8での漸近挙動は

F Ñ 1 ´
ÿ1

i

µ2
i a

2
i

r2
` ¨ ¨ ¨ , (B.1.25a)

U Ñ r2pN´1q`ϵ

ˆ

1 `
ÿ1

i

p1 ´ µ2
i qa

2
i

r2
` ¨ ¨ ¨

˙

, (B.1.25b)

X Ñ 1 `
2M

r2N`ϵ

ÿ1

i

a2iµ
2
i

1 ` λa2i
` ¨ ¨ ¨ , (B.1.25c)

Ωi Ñ
2MaiW

r2N`ϵ
. (B.1.25d)

これより一般に，Killingベクトル kのノルムの無限遠での漸近挙動は

k ¨ k “ r2
ˆ

ÿ1

i

µ2
i c

2
i

1 ` λa2i
` λW

˙

`
ÿ1

i

µ2
i a

2
i c

2
i

1 ` λa2i
´ W ` O

ˆ

1

r2pN´1q`ϵ

˙

. (B.1.26)
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これより，時空次元Dが奇数で λ “ ´1{ℓ2 ă 0のときには，

c2i “
1

ℓ2
(B.1.27)

に対して（かつその時のみ）k2は無限遠で有界となる．このとき，その漸近値は

k2 Ñ ´1 (B.1.28)

となる．一方，時空次元Dが偶数の時には k2の漸近挙動における r2の係数が

λ `
ÿ1

i

pc2i ´ λ2a2i qµ
2
i

1 ` λa2i
(B.1.29)

となるので，この係数をゼロとすることはできない．しかし，

c2i “ λ2a2i (B.1.30)

と取れば，µiに依存しなくなる．このとき，

k2 Ñ λr2 ` λ
ÿ1

i
a2iµ

2
i ´ 1 ` O

ˆ

1

r2pN´1q`ϵ

˙

. (B.1.31)

B.1.2 単純GLPP解

Kerr-Schild形

一般GLPP解で，
a1 “ a, a2 “ ¨ ¨ ¨ “ arpD´1q{2s “ 0 (B.1.32)

のとき，D “ n ` 4として，

ds2 “ ´
p1 ` λa2 cos2 θqp1 ´ λr2q

1 ` λa2
dt2 `

ρ2dr2

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

`
ρ2dθ2

1 ` λa2 cos2 θ
`
r2 ` a2

1 ` λa2
sin2 θdϕ2 ` r2 cos2 θdΩ2

n

`
2M

rn´1ρ2

ˆ

1 ` λa2 cos2 θ

1 ` λa2
dt `

ρ2dr

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q
´
a sin2 θ

1 ` λa2
dϕ

˙2

.

(B.1.33)

ここで，
ρ2 :“ r2 ` a2 cos2 θ. (B.1.34)

この計量は，a, b “ t, ϕ, r, θとして，

ds2 “ gabpyqdyadyb ` Spyq2dΩ2
n (B.1.35)
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とまとめられる．ここで，
Spyq “ r cospθq. (B.1.36)

また，
detpgabq

1{2 “ p1 ` λa2q´1ρ2 sin θ. (B.1.37)

具体的な計量成分は

gtt “ ´p1 ´ λr2qσ `
2Mσ2

ρ2rn´1

“ ´
σ2

ρ2

„

∆ ´
a2 sin2 θ

1 ` λa2 cos2 θ
p1 ´ λr2q2

ȷ

, (B.1.38a)

gtϕ “ ´
2aMσ sin2 θ

ρrn´1p1 ` λa2q

“ ´
ap1 ´ λr2qpr2 ` a2qσ sin2 θ

p1 ` λa2qρ2

„

1 ´
∆

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

ȷ

,

(B.1.38b)

gϕϕ “

ˆ

r2 ` a2 `
2a2M sin2 θ

ρ2rn´1

˙

sin2 θ

1 ` λa2

“
pr2 ` a2q2 sin2 θ

p1 ` λa2q2ρ2

„

1 ` λa2 cos2 θ ´
∆a2 sin2 θ

pr2 ` a2q2

ȷ

, (B.1.38c)

gtr “
2Mσ

rn´1p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

“ σ

„

1 ´
∆

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

ȷ

, (B.1.38d)

gϕr “ ´
a sin2 θ

1 ` λa2 cos2 θ
gtr, (B.1.38e)

grr “
ρ2

pr2 ` a2qp1 ´ λr2q

„

1 `
2M

rn´1pr2 ` a2qp1 ´ λr2q

ȷ

“
ρ2

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

„

2 ´
∆

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

ȷ

, (B.1.38f)

gθθ “
ρ2

1 ` λa2 cos2 θ
. (B.1.38g)

ここで，

σ :“
1 ` λa2 cos2 θ

1 ` λa2
, (B.1.39a)

∆ :“ pr2 ` a2qp1 ´ λr2q ´
2M

rn´1
. (B.1.39b)
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また，gµνは

gtt “ ´
1

p1 ´ λr2qσ
´

2M

rn´1ρ2p1 ´ λr2q2

“ ´
r2p2 ` λa2q ` a2 ` a2p1 ` λr2 ` 2λa2q cos2 θ

p1 ´ λr2qρ2p1 ` λa2 cos2 θq
`

∆

p1 ´ λr2q2ρ2
,

(B.1.40a)

gtϕ “ ´
2aM

rn´1ρ2pr2 ` a2qp1 ´ λr2q

“ ´
a

ρ2

„

1 ´
∆

pr2 ` a2qp1 ´ λr2q

ȷ

, (B.1.40b)

gϕϕ “
1 ` λa2

pr2 ` a2q sin2 θ
´

2a2M

rn´1pr2 ` a2q2ρ2

“
p1 ` 2λa2qr2 ´ a2 ` a2p2 ` λa2 ´ λr2q cos2 θ

pr2 ` a2qρ2 sin2 θ
`

a2∆

pr2 ` a2q2ρ2
,

(B.1.40c)

gtr “
2M

rn´1ρ2p1 ´ λr2q
“
r2 ` a2

ρ2
´

∆

ρ2p1 ´ λr2q
, (B.1.40d)

gϕr “
2aM

rn´1pr2 ` a2qρ2
“

a

ρ2

ˆ

1 ´ λr2 ´
∆

r2 ` a2

˙

, (B.1.40e)

grr “
pr2 ` a2qp1 ´ λr2q

ρ2
´

2M

rn´1ρ2
“

∆

ρ2
, (B.1.40f)

gθθ “
1 ` λa2 cos2 θ

ρ2
. (B.1.40g)

Boyer-Lindquist形

Boyer-Lindquist型座標を

dt1 “ dt ´
2M

rn´1∆

dr

1 ´ λr2
, (B.1.41a)

dϕ1 “ dϕ ´
2M

rn´1∆

adr

r2 ` a2
(B.1.41b)
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により導入し，dt1 Ñ dt, dϕ1 Ñ dϕと置くと，計量は

grr “
ρ2

∆
, (B.1.42a)

gθθ “
ρ2

X
, (B.1.42b)

gtt “
X

C2ρ2

"

2M

rn´1
X ´ Cp1 ´ λr2qρ2

*

, (B.1.42c)

gtϕ “ ´
2aMX

C2ρ2rn´1
sin2 θ, (B.1.42d)

gϕϕ “
sin2 θ

C2ρ2

"

Cpr2 ` a2qρ2 `
2a2M

rn´1
sin2 θ

*

. (B.1.42e)

ここで，
C “ 1 ` λa2, X “ 1 ` λa2 cos2 θ. (B.1.43)

すなわち，

ds2 “
X

C2ρ2

„

2M

rn´1
X ´ Cp1 ´ λr2qρ2

ȷ

dt2 ´
4aMX sin2 θ

C2ρ2rn´1
dtdϕ

`
sin2 θ

C2ρ2

„

Cpr2 ` a2qρ2 `
2a2M

rn´1
sin2 θ

ȷ

dϕ2

`
ρ2

∆
dr2 `

ρ2

X
dθ2 ` r2 cos2 θdΩ2

n. (B.1.44)

さらに，ϕ座標を
ϕ ` λat Ñ ϕ (B.1.45)

と変換すると，計量は次のように書き換えられる．

ds2 “ ´
∆

ρ2

´

dt ´
a

C
sin2 θdϕ

¯2

`
X sin2 θ

ρ2

ˆ

adt ´
r2 ` a2

C
dϕ

˙2

`
ρ2

∆
dr2 `

ρ2

X
dθ2 ` r2 cos2 θdΩ2

n

“ ´
∆ ´ a2X sin2 θ

ρ2
dt2 ´

2a sin2 θ

Cρ2

"

λρ2pr2 ` a2q `
2M

rn´1

*

dtdϕ

`
sin2 θ

C2ρ2

„

Cpr2 ` a2qρ2 `
2a2M

rn´1
sin2 θ

ȷ

dϕ2

`
ρ2

∆
dr2 `

ρ2

X
dθ2 ` r2 cos2 θdΩ2

n. (B.1.46)

この最後の座標系において

ξ “ Bt, η “ Bϕ (B.1.47)
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とおくと，r Ñ 8 (Λ ă 0で)

gpξ, ξq Ñ λpr2 ` a2q. (B.1.48)

これに対して，一つ前の座標系において gpBt, Btqの r Ñ 8での極限は θに依存す
る．このような角度依存性がなくなるのは，ξないし ξ ` 2λaηのみ．

共通の性質

Horizon ホライズンは，

gpξ, ξqgpη, ηq ´ gpξ, ηq2 “ ´
1

C2
∆X sin2 θ (B.1.49)

より，
∆ “ 0. (B.1.50)

未来のホライズン近傍で正則な座標は

du` “ dt `
r2 ` a2

∆
dr, dϕ` “ dϕ `

aC

∆
dr. (B.1.51)

この座標を用いると，計量は

ds2 “ ´
∆

ρ2

´

du` ´
a

C
sin2 θdϕ`

¯2

` 2dr
´

du` ´
a

C
sin2 θdϕ`

¯

`
X sin2 θ

ρ2

ˆ

adu` ´
r2 ` a2

C
dϕ`

˙2

`
ρ2

X
dθ2 ` r2 cos2 θdΩ2

n. (B.1.52)

これより，ホライズンの面積は

Ah “ Ωn`2r
n
h

r2h ` a2

C
(B.1.53)

ここで，Ωn`2は n ` 2次元単位球面の面積．

角速度と表面重力 一般に，
k “ ξ ` Aη (B.1.54)

に対して，

gpk, kq “ ´
pC ´ aA sin2 θq2

C2ρ2
∆ `

X sin2 θ

C2ρ2
␣

aC ´ Apr2 ` a2q
(2
. (B.1.55)

これより，ブラックホールの角速度は

Ωh “
aC

r2h ` a2
. (B.1.56)
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また，

∇kk “ ´
1

2
∇gpk, kq (B.1.57)

より，r Ñ rhで

∇kk Ñ
ρ2∆1

2pr2h ` a2q2
∇r. (B.1.58)

一方，

du`pkq “ 1, du`p∇rq “
r2 ` a2

ρ2
(B.1.59)

より，r Ñ rhで

∇r Ñ
r2h ` a2

ρ2
k. (B.1.60)

よって，

∇kk Ñ
∆1

2pr2h ` a2q
k. (B.1.61)

すなわち，表面重力は

κ “
∆1

2pr2h ` a2q
“

´3λr4h ` p1 ´ λa2qr2h ´ a2

2pr2h ` a2q
. (B.1.62)

特異点 見かけ上，

´g “
ρ4

C2
sin2 θpr2 cos2 θqn (B.1.63)

も考慮すると，計量は
∆ “ 0, ρ2 “ 0, r “ 0 (B.1.64)

で特異となる．ここで，∆ “ 0はホライズン．また，r “ 0は n “ 1(D “ 5)のと
き，ρ2 ‰ 0なら座標特異点，n ą 1では曲率特異点となる（nが奇数のとき，計
量は r2の有理関数となるが，´g ě 0を要求すると，r2 ě 0の制限が得られる）．
よって，特異点はD “ 5のとき，

S D“5
sing “

␣

ρ2 “ 0
(

Y “ tr “ cos θ “ 0u , (B.1.65)

D ą 5のとき，
S Dě6

sing “ tr “ 0u (B.1.66)

AdSブラックホール

以下，

λ “ ´
1

ℓ2
(B.1.67)

とおく．
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a2

l
2

0

1

l
M

x=
1

x=
1/
3
1/
2

図 B.1: ４次元AdS-Kerrがホライズンをもつ条件

Horizon radius ∆の振る舞いは nにより大きく代わる．

1 . n “ 0 (D “ 4)の場合：

この場合，固定した a{ℓの値し対し，M{ℓがある臨界値を超えるとホライズ
ンが存在する．臨界値は∆ “ 0が重解を持つ条件

∆prhq “ 0, ∆1prhq “ 0 (B.1.68)

より，x “ rh{ℓによるパラメーター表示で

a2

ℓ2
“
x2p1 ` 3x2q

1 ´ x2
,

M

ℓ
“
xp1 ` x2q2

1 ´ x2
. (B.1.69)

この臨界値は，図の実線に対応し，この線の下かつ a2{ℓ2 ă 1でホライズンが
存在（∆ “ 0が２つの実根 r “ r`, r´をもち，rh “ r`）．この図で，x “ rh{ℓ

の等高線は直線群
M

ℓ
“
xp1 ` x2q

2
`

1 ` x2

2x

a2

ℓ2
(B.1.70)

となり，実線はその包絡線となっている．この実線と a{ℓ “ 1との交わりは

x “
1

?
3
, M{ℓ “

8

3
?
3

(B.1.71)

に対応．実線上で xは 1{
?
3からゼロまで単調に変化．
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§B.2
ブラックリング解

B.2.1 Emparan-Reall解

Reference

• Emparan R, Reall HS (2002) PRD65:084025

”Generalized Weyl solutions”

• Emparan R, Reall HS (2002) PRL88:101101

”A rotating black ring in five dimensions”

• Emparan R, Reall HS (2006) CQG23: R169

”Black Rings”

• Emparan R, Reall HS (2008) LLR11: 6

”Black Holes in Higher Dimensions”

計量

計量の一般型:

ds2 “ ´
F pyq

F pxq

ˆ

dt ´ CR
1 ` y

F pyq
dψ

˙2

`
R2

px ´ yq2
F pxq

„

´
Gpyq

F pyq
dψ2 ´

dy2

Gpyq
`

dx2

Gpxq
`
Gpxq

F pxq
dϕ2

ȷ

.

(B.2.1)

ここで，一般に

F pξq “ 1 ` λξ, (B.2.2a)

Gpξq “ g0 ` g1ξ ` g2ξ
2 ` g3ξ

3, (B.2.2b)

C “ ˘

a

´λ4Gp´1{λq

1 ´ λ
(B.2.2c)
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のとき，この計量は真空Einstein方程式の解となる．ただし，Gpξqの係数のうち
2個は ξの線形変換，パラメータの線形変換，座標の線形変換により適当な値に固
定できる．
Kretschmann不変量は

RabcdR
abcd “

3px ´ yq4P px, yq

2R4F pxq6
. (B.2.3)

ここで，P は次の多項式：

P “
`

8λ4g23x
4 ` 32λ3g23x

3 ` 32λg23x ` 48λ2g23x
2 ` 8g23

˘

y2

`
␣

´4λ4g23x
5 ` 4λ3g3p´4g3 ` g2λqx4

´4λ2g3p9g3 ` g1λ
2 ´ 6g2λqx3 ´ 4g3λp10g3 ` 3g0λ

3 ´ 9g2λqx2

´4g3p4g3 ´ 4g2λ ´ 3g1λ
2 ` 6g0λ

3qx ´ 4g3λp3g0λ ´ 2g1q
(

y

`3λ4g23x
6 ` 14λ3g23x

5 ` λ2g3p27g3 ` 2g1λ
2qx4

`4g3λp2g3 ` 2g0λ
3 ´ g1λ

2 ` 4g2λqx3

`p8g23 ´ 16λg2g3 ´ 16λ3g2g1 ` 16λ2g22 ` 3λ4g21 ` 4g0λ
4g2 ` 18λ2g3g1qx2

`2λp8g0g1λ
3 ´ 5λ2g21 ´ 12g0g2λ

2 ` 12λg0g3 ` 8λg2g1 ´ 4g1g3qx

`λ2p16g20λ
2 ´ 16g0g1λ ` 3g21 ` 4g0g2q. (B.2.4)

ただし，
P p´1{λ, yq “ 16λ4Gp´1{λq2. (B.2.5)

特に，x “ ´1{λでKretschmann不変量が有界であるためには，Gpξq “ cF pξq2と
なることが必要十分であることが示される．よって，この場合を除くと，λ ‰ 0な
ら，x “ ´1{λは曲率特異点．
また，Killing軌道に誘導される計量 hij :“ gpξi, ξjq(ξ0 “ Bt, ξ1 “ Bψ, ξ2 “ Bϕ)は，

Bt ¨ Bt “ ´
F pyq

F pxq
, (B.2.6a)

Bt ¨ Bψ “ C
1 ` y

RF pxq
, (B.2.6b)

Bt ¨ Bϕ “ 0, (B.2.6c)

Bψ ¨ Bψ “
R2Qpx, yq

p1 ´ λq2px ´ yq2F pxq
, (B.2.6d)

Bψ ¨ Bϕ “ 0, (B.2.6e)

Bϕ ¨ Bϕ “
R2Gpxq

px ´ yq2
. (B.2.6f)
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ここで，Qは

Q “ pλ3g0 ´ λ2g1 ` λg2 ´ g3qy
3

`
␣

p2λ2g3 ´ λ3g3 ´ λg3qx2

`
`

´2λ3g0 ` p2g1 ´ 2g3qλ2 ` p´2g2 ` 4g3qλ
˘

x

`2λ3g0 ` p´2g1 ´ g0qλ2 ` p2g2 ´ g3 ` g1qλ ´ g2
(

y2

`
␣`

p´g2 ` g0qλ3 ` pg3 ` 2g2 ´ g1qλ
2 ´ 2λg3

˘

x2

`
`

´4λ3g0 ` p´2g2 ` 4g1 ` 2g0qλ2 ` p´2g1 ` 2g3qλ
˘

x

`λ3g0 ` p´2g0 ´ g1qλ
2 ` p2g1 ` g0qλ ´ g1

(

y

`
`

p´g1 ` 2g0qλ
3 ` pg2 ´ g0qλ2 ´ λg3

˘

x2

`p4λ2g0 ´ 2λg0 ´ 2λ3g0qx ` 2λg0 ´ λ2g0 ´ g0. (B.2.7)

また，その行列式は

∆ :“ deth “
R4GpxqGpyq

px ´ yq4
. (B.2.8)

これより，特に，CTCが存在しないための必要条件はGpxq ą 0．このとき，計量
の各（直交）成分の符号は

F pxq F pyq rts rψs rϕs rys rxs Gpyq

` ` ´ ` ` ` ` ´ ⃝
´ ´ ` ´ ` ` ˆ

` ´ ` ´ ` ` ` ´ ⃝
` ` ` ´ ` ` ⃝

´ ` ` ´ ` ´ ´ ´ ˆ

` ` ` ` ´ ` ⃝
´ ´ ´ ` ` ´ ´ ´ ˆ

´ ´ ` ` ´ ` ˆ

以上より，漸近的に平坦な領域があるとすると，無限遠では，

x “ y, Gpxq “ Gpyq “ 0, F pxq “ F pyq ą 0. (B.2.9)

よって，漸近的に平坦なDOCでは，CTCが無いとすると

F pxq ą 0, Gpxq ą 0, Gpyq ă 0 (B.2.10)

で無限遠の近傍では F pyq ą 0. また，F pyq ă 0の領域はエルゴ領域で，ホライズ
ンではGpyq “ 0．
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0 1

1

-1

-1

-1/λ

-1/λ

-1/ν

-1/ν

(− + +  − −)

(− − − − −)

(− + + − −)

(+ − + − −)

(+ + − − −)

(− + + + +)(+ − −
 +  −)

(− − − + +)

(− + +
  − −)

(− + + + +)

(+ − + + +)

(+ + − + +)

(− + +
   − −)

(− − − 
   − −)

(+ − +
   − −)

(+ + −
   − −)

(+ + + 
   + −)

(+ − −
  + −)

(− + +
   + −)

(− − +
   + −)

(+ − −
  − +)

(+ + + 
   − +)

(+ − −
  − +)

(− + +
   − +)

(− − +
   − +)

Black Ring: x-y plane
( 0<λ<ν<1 )

正則解 Gpξqのパラメータを

Gpξq “ p1 ´ ξ2qp1 ` νξq, (B.2.11)

(1 ą ν ą 0)と選ぶと，

Cpν, λq “

c

λpλ ´ νq
1 ` λ

1 ´ λ
. (B.2.12)

このとき，正質量の漸近的平坦な領域およびそれに接する物理領域は，

´1 ď x ď 1, ´8 ă y ď ´1. (B.2.13)

パラメータ λ, νの変域は
0 ă ν ď λ ă 1. (B.2.14)

このときに，計量が Lorentz型となる領域は図のようになる．

Conical singularity: ２次元面 x “ ´1および y “ ´1で conical singularityを
持たない条件は

∆ψ “ ∆ϕ “ 2π

?
1 ´ λ

1 ´ ν
. (B.2.15)

さらに，２次元面 x “ 1で conical singularityを持たない条件は，

λ “
2ν

1 ` ν2
(B.2.16)

目次へ



付 録B 厳密解 112 目次へ

特殊な場合：

• 静的ブラックリング解：λ “ ν．

• 正則回転ブラックリング解 (ER解）：λ “ 2ν
1`ν2

.

• 特殊MP解：次式で定義されるm, aを一定に保って，λ, ν Ñ 1, R Ñ 0の極
限をとる．

m “
2R2

1 ´ ν
, a2 “ 2R2 λ ´ ν

p1 ´ νq2
(B.2.17)

回転正則ブラックリング解

物理パラメーター: 質量M , 角運動量 J，ホライズン面積AH，表面重力 κは [11]

M “
3πR2

4G

λ

1 ´ ν
, (B.2.18a)

J “
πR3

2G

a

λpλ ´ νqp1 ` λq

p1 ´ νq2
, (B.2.18b)

AH “ 8π2R3ν
3{2
a

λp1 ´ λ2q

p1 ´ νq2p1 ` νq
, (B.2.18c)

κ “ 2πTH “
1 ` ν

2R

d

1 ´ λ

λνp1 ` λq
. (B.2.18d)

M,J,AH から無次元量

j2 :“
27π J2

32GM3
, aH :“

3
?
3

16
?
π

AH

pGMq3{2
(B.2.19)

を定義すると，

aH “ 2
a

νp1 ´ νq, j2 “
p1 ` νq3

8ν
. (B.2.20)

Kretchman不変量

RabcdR
abcd “

6ν2p1 ` ν2q2px ´ yq4P

R4p1 ` ν2 ` 2νxq6
, (B.2.21)
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P :“
␣

32ν4x4 ` 64ν3p1 ` ν2qx3 ` 48ν2p1 ` ν2q2x2

`16νp1 ` ν2q3x ` 2p1 ` ν2q4
(

y2

`
␣

´ 16ν4x5 ´ 16ν3p2ν2 ` 1qx4 ´ 4ν2p´3 ` 9ν4 ` 2ν2qx3

´4νp5ν6 ` 6ν4 ´ 4 ´ 15ν2qx2 ´ 4p1 ` ν2qpν6 ` 4ν4 ´ 10ν2 ´ 1qx

´4νpν2 ´ 2qp1 ` ν2q2
(

y

`12ν4x6 ` 28ν3p1 ` ν2qx5 ` ν2p46ν2 ` 27ν4 ` 27qx4

`4νp5ν2 ` ν6 ` 5 ` 9ν4qx3 ` p10 ` 2ν8 ` 14ν2 ´ 18ν6 ` 12ν4qx2

`4νp3 ` 6ν2 ´ 12ν4 ` ν6qx ´ 4 ´ 30ν4 ` 3ν6 ` 27ν2.

(B.2.22)

MP極限

座標変換

x “ ´1 ` 2δ
R2 cos2 θ

r2 ´ mδ cos2 θ
, (B.2.23a)

y “ ´1 ´ 2δ
R2 sin2 θ

r2 ´ mδ cos2 θ
, (B.2.23b)

pψ, ϕq Ñ

?
2mδ

2R
pψ, ϕq, (B.2.23c)

m “
2R2

1 ´ ν
, a2 “ 2R2 λ ´ ν

p1 ´ νq2
, δ “ 1 ´

a2

m
(B.2.23d)

の後，m, aを一定にして，R Ñ 0の極限を取ると，単純回転MP解

ds2 “ ´

´

1 ´
m

Σ

¯

ˆ

dt ´
ma sin θ

Σ ´ m
dψ

˙2

`
∆sin2 θ

1 ´ m{Σ
dψ2 ` r2 sin2 θdϕ2

`Σ

ˆ

dr2

∆
` dθ2

˙

, (B.2.24)

Σ “ r2 ` a2 cos2 θ, (B.2.25)

∆ “ r2 ` a2 ´ m (B.2.26)

を得る．

B.2.2 Pomeransky-Senkov解

Ref: Pomeransky AA, Sen’kov RA: ”Black ring with two angular momenta”,

hep-th/0612005.
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計量:

ds2 “ ´
Hpy, xq

Hpx, yq
pdt ` Ωq2 ´

F px, yq

Hpy, xq
dϕ2 ´ 2

Jpx, yq

Hpy, xq
dϕdψ

`
F py, xq

Hpy, xq
dψ2 `

2k2Hpx, yq

p1 ´ σq2px ´ yq2

ˆ

dx2

Gpxq
´

dy2

Gpyq

˙

. (B.2.27)

ここで，

Gpxq “ p1 ´ x2qp1 ` νx ` σx2q, (B.2.28a)

Hpx, yq “ 1 ` ν2 ´ σ2 ` 2νσp1 ´ x2qy ` 2νxp1 ´ σ2y2q

`σp1 ´ ν2 ´ σ2qx2y2, (B.2.28b)

Jpx, yq “
2k2ν

?
σp1 ´ x2qp1 ´ y2q

p1 ´ σq2px ´ yq

␣

1 ` ν2 ´ σ2

`2νσpx ` yq ´ σp1 ´ ν2 ´ σ2qxy
(

, (B.2.28c)

F px, yq “
2k2

p1 ´ σq2px ´ yq2

”

Gpxqp1 ´ y2q
␣ `

p1 ´ σq2 ´ ν2
˘

p1 ` σq

`νp1 ` 2σ ´ 3σ2 ´ ν2qy
(

` Gpyq
␣

2ν2 ` ν
`

p1 ´ σq2 ` ν2
˘

x

`p1 ` σq
`

p1 ´ σq2 ´ ν2
˘

x2 ` νp1 ´ ν2 ´ 3σ2 ` 2σ3qx3

`σp1 ´ σqp1 ´ ν2 ´ σ2qx4
(

ı

, (B.2.28d)

Ω “ ´
2kν

a

p1 ` σq2 ´ ν2

Hpy, xq

”?
σp1 ´ x2qydψ `

1 ` y

1 ´ ν ` σ

ˆ
␣

1 ` ν ´ σ ` σp1 ´ ν ´ σqx2y ` 2σxp1 ´ yq
(

dϕ
ı

. (B.2.28e)

計量を

ds2 “ Φabpx, yqdzadzb ` k2px, yq

ˆ

dx2

Gpxq
´

dy2

Gpyq

˙

(B.2.29)

と表記するとき（pzaq “ pt, ϕ, ψq），

ρ2 :“ detpΦabq “ ´
4k4GpxqGpyq

p1 ´ σq2py ´ xq4
, (B.2.30)

´g “
16k8Hpx, yq2

p1 ´ σq6py ´ xq8
. (B.2.31)

B.2.3 双極子型ブラックリング解

Ref: Emparan R (2004)[10]

作用積分: Einstein-Maxwell-Dilaton系とみたとき，

S “
1

16πG

ż

d5x
?

´g

ˆ

R ´
1

2
p∇ϕq2 ´

1

2
e´αϕ|Fr2s|

2

˙

. (B.2.32)
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変換
ϕ̃ “ ´ϕ, Hr3s “ dBr2s “ e´αϕ ˚Fr2s (B.2.33)

により，

S “
1

16πG

ż

d5x
?

´g

ˆ

R ´
1

2
p∇ϕ̃q2 ´

1

2
e´αϕ|Hr3s|

2

˙

. (B.2.34)

以下，N を

α2 “
4

N
´

4

3
, p0 ă N ď 3q (B.2.35)

により定義する．

計量の一般型:

ds2 “ ´
F pyq

F pxq

ˆ

Hpxq

Hpyq

˙N{3ˆ

dt ` Cpν, λqR
1 ` y

F pyq
dψ

˙2

`
R2

px ´ yq2
F pxq

`

HpxqHpyq2
˘N{3

ˆ

„

´
Gpyq

F pyqHpyqN
dψ2 ´

dy2

Gpyq
`

dx2

Gpxq
`

Gpxq

F pxqHpxqN
dϕ2

ȷ

.(B.2.36)

ここで，

F pξq “ 1 ` λξ, Gpξq “ p1 ´ ξ2qp1 ` νξq, Hpξq “ 1 ´ µξ(B.2.37a)

Cpν, λq “

c

λpλ ´ νq
1 ` λ

1 ´ λ
. (B.2.37b)

変数 x, yの変域は
´1 ď x ď 1, ´8 ă y ď ´1. (B.2.38)

パラメータ λ, ν, µの変域は

0 ă ν ď λ ă 1, 0 ď µ ă 1. (B.2.39)

Conical singularity: ２次元面 x “ ´1および y “ ´1で conical singularityを
持たない条件は

∆ψ “ ∆ϕ “ 4π
Hp´1qN{2

a

F p´1q

|G1p´1q|
“ 2π

p1 ` µqN{2
?
1 ´ λ

1 ´ ν
. (B.2.40)

さらに，２次元面 x “ 1で conical singularityを持たない条件は，

∆ϕ “ 4π
Hp1qN{2

a

F p1q

|G1p1q|
ô

1 ´ λ

1 ` λ

ˆ

1 ` µ

1 ´ µ

˙N

“

ˆ

1 ´ ν

1 ` ν

˙2

. (B.2.41)
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物理パラメーター

M “
3πR2

4G

p1 ` µqN

1 ´ ν

ˆ

λ `
N

3

µp1 ´ λq

1 ` µ

˙

, (B.2.42a)

J “
πR3

2G

p1 ` µq3N{2
a

λpλ ´ νqp1 ` λq

p1 ´ νq2
, (B.2.42b)

AH “ 8π2R3 p1 ` µqNνp3´Nq{2pµ ` νqN{2
a

λp1 ´ λ2q

p1 ´ νq2p1 ` νq
, (B.2.42c)

TH “
1

4πR

νpN´1q{2p1 ` νq

pµ ` νqN{2

d

1 ´ λ

λp1 ` λq
, (B.2.42d)

ΩH “
1

Rp1 ` µqN{2

d

λ ´ ν

λp1 ` λq
, (B.2.42e)

Q “ R
?
N

p1 ` µqpN´1q{2
a

µpµ ` νqp1 ´ λq

p1 ´ νq
?
1 ´ µ

, (B.2.42f)

ΦH “
πR

?
N

2G

p1 ` µqpN´1q{2
a

µp1 ´ µqp1 ´ λq
?
µ ` ν

. (B.2.42g)

ここで，

Q :“
1

4π

ż

S2

e´αϕ̃ ˚H, (B.2.43)

ΦH :“
π

2G

“

Btψ̃px “ y “ ´1q ´ Btψ̃py “ ´1{νq
‰

, ψ̃ :“
2π

∆ψ
ψ.(B.2.44)

熱力学関係式： Smarr関係式は

M “
3

2

ˆ

1

4G
AHTH ` ΩHJ

˙

`
1

2
QΦH . (B.2.45)

微分関係式は

dM “
1

4G
THdAH ` ΩHdJ ` ΦHdQ. (B.2.46)

目次へ



目次へ - 117-

C
３次元多様体

§C.1
2次元面の一意化定理

【命題 C.1.1 (2次元曲面の位相)】 　 閉曲面は種数 gないしEuler数 χで分類さ
れる（向き付け可能なとき，χ “ 2 ´ 2g)

• χ “ 2: 球面 S2.

• χ “ 0: トーラス T 2 “ S1 ˆ S1.

• χ ă 0: 7pT 2.4

l

【定理 C.1.2 (一意化定理)】 　 任意の向き付け可能なコンパクト面は，定曲率
曲面を被覆面として持つ：F “ M{Γ.

• トーラス： T 2 “ E2{Z2.

• g ě 2の面：Fg “ H2{Γ.

l

【定理 C.1.3 (Gauss-Bonnetの定理)】 　 一様被覆空間のタイプは位相のみで決
まる:

ż

F

d2x
?
gRspgq “ 4πχpF q. (C.1.1)

l
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§C.2
光的座標系

【定義 C.2.1 (Future null coordinates)】 　

1. s ` 2次元時空M において，T を余次元２の空間的部分コンパクト閉多様
体，ℓと kをT 上の未来向きの光的法ベクトル場の組で条件 ℓ ¨ k “ ´1を満
たすものとする．

2. T の各点を始点とし，´kをT 上での接ベクトルとする光的測地線全体が張
る光的超曲面をN とする．このとき，各測地線の接ベクトルを同じnで表し，
T を始点とするそのアフィンパラメータを uとおくと，∇nn “ 0, Ĺnu “ 1

で，u “ const面T puqは u “ 0近傍でT p0q “ T と微分同相となり，uに
よらず nと直交する．

3. pz1, ¨ ¨ ¨ , zD´2qをT の座標系として，それを条件 Ĺnz
i “ 0によりN 全体に

拡張する．このとき，u “ 0近傍で pu, ziqはN の正則な座標系を与える．

4. 各T puq上で，未来向きの光的法ベクトル場 ℓを規格化条件 ℓ ¨ n “ 1を満た
すようにとり（一意的），T puq上の各点において ℓに接する未来向きの光的
測地線全体の張る光的超曲面をS puqと表す．S puq X N “ T puqである．
S puqの光的測地線の接ベクトルを ℓで表す．

5. N 上の座標系 pu, ziqを Ĺℓu “ 0, Ĺℓz
i “ 0により，各S puq面に拡張する．

これらに ℓのアフィンパラメータ rを加えた，pxµq “ pu, r, ziqはT の近傍
でM の正則な局所座標系を与える．この座標系を pT , ℓqに関する未来向き
の光的座標系 (Past null coordinate system)と呼ぶ．

6. pu, rq “ constにより定義される s次元部分多様体をT pu, rqとおくと，ℓはこ
れらの部分多様体と常に直交する恋る光的ベクトルとなる．T pu, 0q “ T puq.

kを各点でT pu, rqに直交する未来向きの光的ベクトルで ℓ ¨ k “ ´1となる
ものとする．

l

【公式 C.2.2 (Future null coordiantes)】 　 未来向きの光的座標系 pu, r, ziqにお
いて，M の計量は次の形で表される：

ds2 “ du
`

dr ` rαpxqdu ` rβipxqdzi
˘

` γijpxqdzidzj. (C.2.1)
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また，n “ B{Brとおくとき，

ℓ˚ “ du, ´k˚ “ dr ´

ˆ

rα `
1

2
r2β2

˙

du, (C.2.2a)

n˚ “ dr ´ 2rαdu ´ rβjdz
j, (C.2.2b)

´k “ n `

ˆ

αr `
1

2
r2β2

˙

ℓ ` rβjBj, (C.2.2c)

ds2 “ ´ℓ˚ b k˚ ´ k˚ b ℓ˚ ` q;

q “ γijpdz
i ´ rβiduqpdzj ´ rβjduq. (C.2.2d)

さらに，N 上で，

γabRab “ ´2Ĺnθ
pℓq ´ 2αθplq ´ 2pθpℓqq2 ` Rrqs ` Daβ

a ´
1

2
βaβa. (C.2.3)

[Hollands S, Ishibashi A, Wald R: CMP271, 699 (2007)]. l
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§C.3
極大幾何学

【定義 C.3.1 (極大幾何学とコンパクト商)】 　

1. 単連結多様体 M̃ とその推移的変換群Gの組 pM̃,Gqは，M̃ 上にG不変な計
量が存在するとき，幾何 (geometry)と呼ぶ．

2. 幾何 pM̃,Gqに対して，M̃{Kがコンパクト閉多様体となるGの離散部分群
Kが存在するとき，pM̃,Gqはコンパクト商を許すという．

3. M̃の幾何 pM̃,Gmaxqは，Gmax Ă Gとなる幾何 pM̃,Gqが存在しないとき，極
大幾何 (maximal geometry)という．

l

【注 C.3.2】 　一般に，M̃ を固定しても極大幾何が一つという保証はない．例え
ば， En “ pRn, IOpnqqとHn “ pRn,Opn, 1qqはいずれもRn上の極大幾何である．

l

【定理 C.3.3 (極大幾何学の分類定理 Thurston W 1982)】 　 コンパクト商を許
す 3次元の極大幾何は次の 8個に分類される：

E3, H3, S3, S2 ˆ E1, H2 ˆ E1, Nil, Sol, ĆSL2R (C.3.1)

さらに，同じ離散群が異なる 2つ以上の極大幾何に対しコンパクト商を与えるこ
とはない．特に，異なる極大幾何から得られるコンパクト商が微分同相となるこ
とはない． l

【系 C.3.4】 　極大幾何学の商として得られる 3次元コンパクト閉多様体M は，
その基本群 π1pMqにより完全に分類される． l
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§C.4
Seifert fibre space

C.4.1 Twisted torus

【定義 C.4.1 (Fibred torus)】 　 D2 ˆ Rを次の滑り回転により生成される巡回
群Kにより同一視する：

λ “ TaRp´2πq{pq : D2 ˆ R Ñ D2 ˆ R; pp, qq “ 1, 0 ă q ă p. (C.4.1)

このとき，トーラスT pp, qq “ pD2 ˆRq{Kは自然に次のようなねじれたファイバー
構造をもつ：

• λ ô 中心の S1: 指数 pp, qqをもつ特異ファイバー.

• ℓ “ λp ô 非特異ファイバー S1: 正則ファイバー

l

【定義 C.4.2 (Orbifold)】 　 Kから誘導されるD2の変換群をK 1とする：

K 1 “ tρn | n P Z, ρ “ Rp2π{pqu – Zp. (C.4.2)

このとき，次のようなファイバー空間 π : T pp, qq Ñ D2ppq “ D2{K 1の構造が存在
する：

D2 ˆ R {K
ÝÑ T pp, qq

Ó Óπ

D2 {K1

ÝÑ D2ppq : orbifold

.

l

【命題 C.4.3 (Twisted torusの基本群)】 　 ℓが生成する循環群を Lとすると次
の exact sequenceが成り立つ：

0 Ñ L
i

ÝÑ K
j

ÝÑ K 1 Ñ 0. (C.4.3)

さらに，変換 ρ P K 1に対応するKの変換として

γ “ λ´r “ T´raRp2π{pq; ps ` qr “ 1, 0 ă r ă p. (C.4.4)

を選ぶ．このとき，K の生成変換 λは λ “ γ´qℓsと表される．これより，T pp, qq

の基本群 π1pT pp, qqq – Zは次のようにも表される：

π1pT pp, qqq – K “ xℓ, γ | rℓ, γs “ 1, ℓrγp “ 1y. (C.4.5)

l
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C.4.2 Seifert Fibre Space

【定義 C.4.4 (slice表現)】 　 群GがRiemann多様体 pM, gqに等長変換群とし
て作用するとする：G◁ pM, gq. 点 x P Mの固定部分群Gxに対し，Txの直交分解
TxM “ TxpGxq ‘ N により誘導されるGxの表現 ρ : Gx ◁ N をGxの slice表現
という． l

【定義 C.4.5 (Up1qの局所自由作用)】 　 Up1qのRiemann多様体への作用が次
の条件を満たす時，局所自由 (locally free)であるという：

1) 各点において固定部分群が有限群（i.e. Zp).

2) スライス表現が向きを保つ．

l

【定義 C.4.6 (Seifert manifold)】 　

1. 3次元コンパクト多様体が局所自由なUp1q作用を持つとき，Seifert多様体
という．

2. Seifert多様体M に Up1q作用を与えると，M は S1 ファイバーにより葉層
分解され，各 S1ファイバーは適当な twisted torusT pp, qqと同型な近傍をも
つ．この S1葉層構造を与えられた Seifert多様体を Seifertファイバー空間
という．

l

【定義 C.4.7 (Seifert bundle)】 　 Seifertファイバー空間は，自然にオービフォー
ルドX “ M{S1上のファイバー空間の構造をもつ：

π :M Ñ X “ M{S1 (C.4.6)

さらに，Xの指数 pp, qqの特異ファイバーは，Xに指数 pの conical singularityを
生み出す． l

【命題 C.4.8 (Seifert多様体の基本群)】 　 Seifert bundle π :M Ñ Xにおいて，
Xの種数が gで，k個の特異点 xiを持つとする．また，M の正則ファイバーを ℓ,

xiにおける特異ファイバーの指数が ppi, qiqとする．

1. Xが向き付け可能なとき，M の基本群は次のように表される：

π1pΣq “ xα1, β1, ¨ ¨ ¨ , αg, βg, γ1, ¨ ¨ ¨ , γk, ℓ | rαa, ℓs “ rβa, ℓs “ rγi, ℓs “ 1,

γpii ℓ
ri “ 1, rα1, β1s ¨ ¨ ¨ rαg, βgsγ1 ¨ ¨ ¨ γk “ ℓby. (C.4.7)

この基本群をもつ Seifertファイバー空間をS`pg, e; pp1, r1q, ¨ ¨ ¨ , ppk, rkqq，ま
たは単に S`pg, e; kqと表記する. k “ 0のとき, ´bは通常の S1-バンドルの
Euler数と一致する.
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2. Xが向け付きできないとき，M の基本群は

π1pΣq “ xα1, ¨ ¨ ¨ , αg, γ1, ¨ ¨ ¨ , γk, ℓ | αaℓα
´1
a “ ℓ´1, rγi, ℓs “ 1, γpii ℓ

ri “ 1,

α2
1 ¨ ¨ ¨α2

gγ1 ¨ ¨ ¨ γk “ ℓby. (C.4.8)

対応するSeifertファイバー空間をS´pg, e; pp1, r1q, ¨ ¨ ¨ , ppk, rkqqないしS´pg, e; kq

と表記する．

l

Proof. xiを指数piをもつXの特異点，xiを中心とする小さな円盤をDi，γ̄i “ BDi

とおく. X が向き付け可能で種数 gをもつとき，N “ X ´ YiDiの基本群は次の
様に表される:

π1pNq “ xᾱ1, β̄1, ¨ ¨ ¨ , ᾱg, β̄g, γ̄1, ¨ ¨ ¨ , γ̄k | rᾱ1, β̄1s ¨ ¨ ¨ rᾱg, β̄gsγ̄1 ¨ ¨ ¨ γ̄k “ 1y. (C.4.9)

したがって， N 上の S1-バンドルM 1 “ π´1pNqの基本群は

π1pM 1q “ xα1, β1, ¨ ¨ ¨ , αg, βg, γ1, ¨ ¨ ¨ , γk, ℓ | rαa, ℓs “ rβa, ℓs “ rγi, ℓs “ 1,

rα1, β1s ¨ ¨ ¨ rαg, βgsγ1 ¨ ¨ ¨ γk “ ℓby, (C.4.10)

ここで，bは整数．一方，π´1pDiqの基本群は

π1pπ´1pDiqq – K “ xℓ, γi | rℓ, γis “ 1, ℓriγpi “ 1y. (C.4.11)

よって，Van Kampfenの定理より， π1pMqの表式が得られる． Q.E.D.

【定理 C.4.9 (Seifert Fibringの一意性)】 　 コンパクト閉 3次元多様体Mが 2つ
の同型でない Seifertバンドルの構造をもったとすると，M は S3, S2 ˆ R，T 3の
いずれかで被覆される． l

【定義 C.4.10 (分数特性数)】 　 オービフォールドXの位相多様体としてEuler

標数をχ0pXqとすると，オービフォールドとしても分数Euler標数χpXqを次式で
定義する：

χpXq :“ χ0pXq ´
ÿ

i

ˆ

1 ´
1

pi

˙

. (C.4.12)

また，Seifertバンドル η “ pΣ, Xqの Euler数 epηqを Seifert指数 ppi, riqと bを用
いて

e :“ ´b ´
ÿ

i

ri
pi
. (C.4.13)

により定義する． l
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【命題 C.4.11】 　 Seifertバンドル η “ pM,Xqの被覆バンドルを η̃ “ pM̃, X̃q，
M̃ Ñ M と X̃ Ñ Xの被覆度をそれぞれ d，lとする．このとき，m “ d{lは整数
となり，つぎの関係が成り立つ：

χpX̃q “ lχpXq, epη̃q “
l

m
epηq. (C.4.14)

l

【定理 C.4.12 (Thurstonタイプとの関係)】 　 ThurstonタイプE3, S3, S2 ˆE1,

H2 ˆE1, Nil,ĆSL2Rに属するコンパクト閉 3次元多様体は Seifert多様体である．両
者の対応は，pχ, eqにより決まる．

χ ą 0 χ “ 0 χ ă 0

e “ 0 S2 ˆ R E3 H2 ˆ R
e “ 0 S3 Nil ĆSL2R

l
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§C.5
極大幾何

References

• Scott P: Bull. London Math. Sco. 15, 401 (1983).

”The geometries of 3-manifilds”

C.5.1 E3

極大幾何： pR3, IOp3qq.

ds2 “ dx2 ` dy2 ` dz2. (C.5.1)

0 Ñ R3 Ñ IsompE3q Ñ Op3q Ñ 1. (C.5.2)

コンパクト商: M “ E3{Kがコンパクト閉なら,K X R3 “ Z3. したがって,

M は常に T 3で被覆され，
e “ 0, χ “ 0. (C.5.3)

微分同相類は６つ：

T 3 Ñ T 2, T 3{Z2 Ñ K2, T 3{Z2 ˆ Z2 Ñ P 2p2, 2q,

T 3{Z3 Ñ S2p3, 3, 3q, T 3{Z4 Ñ S2p2, 4, 4q, T 3{Z6 Ñ S2p2, 3, 6q.

(C.5.4a)

C.5.2 Nil – Bianchi-II group

極大幾何: pR3, GII ¸ Op2qq.

ds2 “ dx2 ` dy2 ` Q3

„

dz `
1

2
pydx ´ xdyq

ȷ2

. (C.5.5)

Nill群の構造:

pa, b, cqpx, y, zq “

ˆ

a ` x, b ` y, c ` z `
ay ´ bx

2

˙

.

0 Ñ R Ñ Nil Ñ R2 Ñ 0, (C.5.6)

0 Ñ R Ñ IsompNilq Ñ IsompE2q Ñ 1. (C.5.7)
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コンパクト商: IsompNilqはNilのもつ自然なRバンドル構造を保つ. よって，
コンパクト商M は T 2上の S1バンドルとなる. 結果として，

χ “ 0, e “ 0. (C.5.8)

微分同相類は 7族あり，それぞれは正整数 nで分類される：

T 3pnq Ñ T 2, K3pnq Ñ K2, T 3p2nq{Z2 ˆ Z2 Ñ P 2p2, 2q,

T 3pnq{Z2 Ñ S2p2, 2, 2, 2q, T 3pnq{Z3 Ñ S2p3, 3, 3q,

T 3pnq{Z4 Ñ S2p2, 4, 4q, T 3pnq{Z6 Ñ S2p2, 3, 6q. (C.5.9a)

C.5.3 Sol – Bianchi VI0 group

極大幾何: pR3, GIV0 ¸ D̄4q.

ds2 “ e2zdx2 ` e´2zdy2 ` Q3dz
2. (C.5.10)

Sol群の構造:

pa, b, cqpx, y, zq “ pa ` e´cx, b ` ecy, c ` zq. (C.5.11)

0 Ñ R2 Ñ Sol
p

ÝÑ R Ñ 0, (C.5.12)

0 Ñ K X R2 Ñ K X Sol
p

ÝÑ ppK X Solq Ñ 0. (C.5.13)

コンパクト商: M “ Sol{K がコンパクト閉だとすると，K X R2 – Z ˆ Z.
したがって，Sol{K X SolはS1上の T 2-バンドルで，M “ Sol{Kは双曲型接
着写像により T 2 ˆ Iから得られる S1上の T 2-バンドルとなる．

基本群:

π1pSolpnqq “ xα, β, γ | rα, βs “ 1, γαγ´1 “ αpβq, γβγ´1 “ αrβsy, (C.5.14)

ここで

n “ p ` s, ω1, ω2 “
p ´ s ˘

?
n2 ´ 4

2r
;

˜

p q

r s

¸

P SLp2,Zq. (C.5.15)

C.5.4 H2 ˆ E1 – Bianchi III group

極大幾何: pR3,O`p2, 1q ˆ IOp1qq.

ds2 “ Q
dx2 ` dy2

y2
` dz2. (C.5.16)
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Bianchi III群の構造:

pa, b, cq ¨ px, y, zq “ pa ` bx, by, z ` cq. (C.5.17)

IsompH2 ˆ E1q “ IsompH2q ˆ IsompE1q. (C.5.18)

特徴付け: 等長変換はH2 ˆ E1の自然なバンドル構造を保つので，そのコ
ンパクト商M “ H2 ˆ E1{K は一意的な Seifertバンドル構造M Ñ X “

H2{K 1をもつ．H2に自由に作用するK 1の変換からなる部分群をK2とする
と，Q “ K 1{K2は有限群となり，Mは S1-バンドルM 1 “ H2 ˆE1{j´1pK2q

で被覆される．ここで，

0 Ñ L Ñ K
j

ÝÑ K 1 Ñ 0,

0 Ñ L Ñ j´1pK2q
j

ÝÑ K2 Ñ 0.

等長変換群の構造より，2番目の完全系列は分裂するので，epM 1q “ 0. この
バンドルの底空間に対しては χ ă 0なので，M “ M 1{Qに対して

χ ă 0, e “ 0. (C.5.19)

基本群: M は χ ă 0, e “ 0となる Seifertファイバー空間 S˘pg, 0; kqと同型．

C.5.5 ĆSL2R – Bianchi VIII group

極大幾何: pR3, ĆSL2R ¸ Op2qq.

ds2 “ Q1
dx2 ` dy2

y2
` Q3

ˆ

2dz `
dx

y

˙2

. (C.5.20)

Bianchi-VIII群:

pa ` ib, cq ¨ px ` iy, zq “ pa ` bRpcq ˚ px ` iyq, z ` Hpc, x ` iyqq , (C.5.21)

ここで，

V ˚ ζ “
dζ ` c

bζ ` a
for V “

˜

a b

c d

¸

, (C.5.22)

Hpz, ζq “ Im ζ

ż z

0

dϕ

| cosϕ ´ ζ sinϕ|2
. (C.5.23)

Seifertバンドル構造: 自然な射影

ĆSL2R Ñ SL2R Ñ Isom0pH2q – PSL2R,
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より，ĆSL2RはH2に推移的に作用するので，ĆSL2RはRをファイバーとする
H2上のファイバーバンドル

0 Ñ R Ñ ĆSL2R Ñ H2 Ñ 1. (C.5.24)

と見なすことができ，IsompĆSL2Rqはこのバンドル構造を保つ．したがって，
M は一意的な Seifertバンドル構造をもち，H2 ˆE1の場合と同様に. g ě 2

の面上の S1バンドルにより被覆される．さらに，このバンドルは常に非自
明（e “ 0)であることが示される．よって，

χ ă 0, e “ 0. (C.5.25)

基本群:χ ă 0, e “ 0となる Seifertバンドル Σ “ S˘pg, e; kqの基本群で与え
られる．
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D
微分多様体

§D.1

スピン構造とスピン多様体

【定義 D.1.1 (ベクトルバンドルの向き付けバンドル)】 　 π : E Ñ Xを多様体
X上のRiemann計量をもつ n次元実ベクトルバンドルとする．その直交枠バンド
ルを POpEqから作られるXの 2重被覆面OrpEq “ POpEq{SOnを向き付けバンド
ルという．特に，OrpEqが自明となるときEは向き付け可能となる． l

【命題 D.1.2】 　Cov2pXqをXの 2重被覆空間の同値類の集合とする．このと
き，次の自然な同型対応が存在する：

Cov2pXq – H1pX;Z2q (D.1.1)

l

【定義 D.1.3 (第 1Stiefel-Whitney類)】 　 X 上のベクトルバンドル E に対し
て，OrpEqに対応するコホモロジー類 w1pEq P H1pX;Z2qを E の第１ Stiefel-

Whitney類という． l

【定理 D.1.4 (ベクトルバンドルの向き付け)】 　

1. X 上のベクトルバンドル E が向き付け可能であるための必要十分条件は
w1pEq “ 0となることである．

2. w1pEq “ 0のとき，Eの異なる向き付けは，H0pX;Z2qの要素と 1対 1に対
応する．
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l

【定義 D.1.5 (スピン構造)】 　 n ě 3とする．n次元ベクトルバンドルEに対し
て，Spinn-バンドルPSpinpEqと次の 2重被覆写像 ξの組をE上のスピン構造 (spin

structure on E)という：

ξ : PSpinpEq Ñ PSOpEq; ξppgq “ ξppqξ0pgq, @p P PSpinpEq, g P Spinn. (D.1.2)

l

【定義 D.1.6 (第 2Stiefel-Whitney類)】 　 n次元ベクトルバンドルEに対して，
完全系列

0 ÝÝÝÑ H1pX;Z2q
π˚

ÝÝÝÑ H1pPSOpEq;Z2q
i˚

ÝÝÝÑ H1pSOn;Z2q
wE

ÝÝÝÑ H2pX;Z2q

(D.1.3)

において，H1pSOn;Z2q – Z2 の生成元 g2 に wE による像 w2pEq “ wEpg2q P

H2pX;Z2qをEの第2Stiefel-Whitney類 (2nd Stiefel-Whitney class)という． l

【定義 D.1.7 (スピン多様体)】 　 接バンドルにスピン構造が与えられた向きづ
けられたRiemann多様体をスピン多様体 (spin manifold)という． l

【定理 D.1.8 (スピン構造の存在条件)】 　 Xを向きづけられたRiemann多様体
とする．

1. Xがスピン構造をもつための必要十分条件は第 2Siefel-Whitney類がゼロと
なる (w2pXq “ 0)ことである．

2. w2pXq “ 0のとき，X上のスピン構造とH1pX;Z2qの元が一対一に対応する．

l
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E
幾何学不等式

§E.1
Sobolev不等式

【定理 E.1.1 (Gagliardo-Nirenberg不等式)】 　 n, p, q, r, αを

n ě 1, 1 ď p, q, r ď 8, 0 ď α ď 1, (E.1.1a)

1

p
“ α

ˆ

1

q
´

1

n

˙

`
1 ´ α

r
(E.1.1b)

を満たす定数とする（ただし，n ě 2の場合は，p ‰ 8ないし q ‰ n)．このとき，
f P C1

0pRnqに対するノルム } ˚ }pに関して次の不等式が成り立つ；

}f}p ď Cpn, p, q, rq}f}1´α
r }∇f}αq . (E.1.2)

ここで，Cpn, p, q, rqは定数．この不等式で，特にα “ 1の場合をSobolevの不等
式と呼ぶ．また，p “ q “ 2, r “ 1, α “ 1 ´ 2

n`2
のとき，Nashの不等式という．

l

【定理 E.1.2 (Ledoux 1999)】 　 非負Ricci曲率をもつ n次元完備Riemann多様
体上で,

1 ď q ă n,
1

p
“

1

q
´

1

n
(E.1.3)

を満たす pp, qqに対して

}f}p ď C0}∇f}q, @f P C8
0 pMq (E.1.4)

が成り立てば，M はRnと等長である．ここで，C0はM “ Rnの場合の最適値．
[M Ledoux: Comm. Anal. Geom. 7, 347 (1999), “On manifolds with non-negative

Ricci curvature and Sobolev inequalities”] l
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【定理 E.1.3 (Xia CY 2001)】 　 非負Ricci曲率をもつ n次元完備Riemann多様
体上で,

1 ď q ă n,
1

p
“

1

q
´

1

n
(E.1.5)

を満たす適当な pp, qqに対して

}f}p ď C1}∇f}q, @f P C8
0 pMq (E.1.6)

が成り立てば，M はRnと微分同相である．ここで，C0をM “ Rnの場合の最適
値として，C1 ą C0．
[CY Xia: Illinois J. Math. 45, 1253 (2001), “Complete manifolds with negative

Ricci curvature and almost best Sobolev constant”] l

【定理 E.1.4 (Ruan-Chen 2005)】 　Mを非負Ricci曲率をもつn次元完備Riemann

多様体とする．M 上で適当な定数C ą 0と 1 ď p, q, r ď 8, 0 ď α ď 1に対して

}f}p ď C}f}1´α
r }∇f}αq , @f P C8

0 pMq,
1

p
“ α

ˆ

1

q
´

1

n

˙

`
1 ´ α

r
(E.1.7)

が成り立てば，M はRnに微分同相である．
[Q Ruan, Z Chen: aXiv:math/0501009/math.DG, “General Sobolev inequality on

Riemannian manifolds”] l

【定義 E.1.5 (Sobolevノルムと Sobolev空間)】 　

1. f P C8pMq, 1 ď p ă 8および整数 k ě 0に対して，Sobolevノルムを

}f}p,k “

»

–

ż

M

dµg
ÿ

0ď|j|ďk

|Djf |p

fi

fl

1{p

, (E.1.8)

により定義する．

2. さらに，このノルムによるC8pMqの完備化をSobolev空間LpkpMqという．

3. LpkpMqは，M 上の可測関数の同値類のうち，k階までの微係数がLppMqに
属するものの全体と一致する．

（注）Lpkの代わりに，しばしばHp,k, W
p
k という記号が使われる．

l

【定理 E.1.6 (コンパクト閉Riemann多様体上の Sobolev不等式と埋め込み定理)】
　 M を n次元C8コンパクト閉Riemann多様体とし，

δpp, kq “ k ´
n

p
(E.1.9)

とおく．このとき，0 ď l ď kを満たす整数 k, lおよび f P LpkpMqに対して，
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(a) p, qが

0 ă
1

p
´
k ´ l

n
ď

1

q
(E.1.10)

を満たすとき，f に依存しない正定数 cが存在して

}f}q,l ď c}f}p,k. (E.1.11)

したがって，埋め込みLpk ãÑ Lql は連続である．さらに，l ă kで 1{p´ pk ´

lq{n ă 1{qのとき，この埋め込みはコンパクト作用素となる．

(b) pk ´ lq ´ 1 ă n{p ă k ´ lのとき，α “ δpp, kq ´ lとおくと (0 ă α ă 1)，f
に依存しない正定数 cが存在して，

}f}Cδpp,kq “ }f}l`α ď c}f}p,k. (E.1.12)

これより，埋め込み LpkpMq ãÑ Cδpp,kqpMqは連続であり，さらに 0 ă γ ă

δpp, kqに対して，埋め込め LpkpMq ãÑ CγpMqはコンパクトである．

l

【系 E.1.7】 　

i) f P LpkpMqで p ą n ñ f P Ck´1pMq.

ii) f P LpkpMqで pk ą n ñ f P C0pMq.

iii) f P L2
1pMq ñ f P L2n{pn´2qpMq (n ě 3)であり，次に不等式を満たす定数

A,B ą 0が存在:

}f}L2n{pn´2q ď A}Df}L2 ` B}f}L2 . (E.1.13)

l
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§E.2
山辺の問題

【問題 E.2.1 (山辺の問題)】 　 C を n次元多様体M 上のRiemann計量の共形
類とするとき，汎関数

g P C ÞÑ Ipgq “

ż

M

Rsrgsdµg{

ˆ
ż

M

dµg

˙
n´2
n

(E.2.1)

を最小にする計量はあるか？（存在すればRsrgs “ const）． l

【定義 E.2.2 (山辺不変量)】 　 上記 Ipgqの下限値

Y pg,Mq :“ inf
qPC rgs

ş

M
Rsrqsdµq

`ş

M
dµq

˘
n´2
n

“ inf
ϕPC8pMq

ş

M
dµq

`

4n´1
n´2

|Dϕ|2q ` Rsrqsϕ
2
˘

`ş

M
ϕ2n{pn´2qdµq

˘pn´2q{n
(E.2.2)

を山辺不変量という． l

【定理 E.2.3 (J Lelong-Ferrand (1971), 小畠守生 (1971))】 　 n次元多様体M の
共形変換群が非コンパクトなら，M は標準的共形構造をもつ球面 Snに共形的に
微分同相である．
[ă 岩波数学事典] l

【定理 E.2.4 (Augan T 1976)】 　

i) 任意のコンパクトRiemann多様体 pM, gqに対して，Y pM, gq ď Y pSn, canq.

ii) もし Y pM, gq ă Y pSn, canqならば，gの共形類の中にスカラ曲率は一定値
Y pM, gqで体積１の計量が存在する．

iii) n ě 6で pM, gqが共形平坦でなければ，Y pM, gq ă Y pSn, canqが成り立つ．
（十分条件）

l

【定理 E.2.5 (山辺問題の解決 [R Schoen])】 　 C が球面の標準的共形構造と一
致する場合を除いて，Ipgqを最小にする計量が存在する．
[ă 岩波数学事典] l

【定理 E.2.6 (T Aubin (1998), AL Besse (1987))】 　
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1. 3次元以上の多様体上には常に負の一定スカラ曲率をもつRiemann計量が存
在する．

2. M 上にRsrgs ě 0でRsrgs ı 0となる計量 gが存在すれば，スカラ曲率が正
の定数となる計量および至る所ゼロとなる計量が存在する．

[ă 岩波数学事典, Besse AL 1987B] l

【定理 E.2.7 (Kozan-Warner 1975)】 　 多様体M 上のC8関数がある点で負の
値を取るなら，常にそれをスカラ曲率とする計量が存在する．
[ă 岩波数学事典] l

【注 E.2.8 (正のスカラ曲率を持たない多様体)】 　 次の多様体は，スカラ曲率
が至るところ正となる計量を持たない：

i) K3面．[Lichnerowicz 1963]

ii) トーラス [Gromov-Lawson 1980; Schoen-Yau 1979 ]

次の多様体は，スカラ曲率が非負となる計量を持たない:

i) トーラスの連結和. [Gromov-Lawson 1980; Schoen-Yau 1979]

l
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§E.3
山辺タイプと位相

【定義 E.3.1 (山辺タイプ)】 　 n次元コンパクト閉多様体M に対して，

Y pMq “ sup
rgs

Y pM, gq (E.3.1)

を山辺定数という．この符号により，多様体は pP q(Y pMq ą 0), pZq(Y pMq “ 0),

pNq(Y pMq ă 0)に分類される． l

【定理 E.3.2 (J. Kazdan & F. Warner (1975), L. Bérnard Bergery (1981))】 　次
元 n ě 3のコンパクト Riemann多様体はつぎの３つのカテゴリー（山辺タイプ）
に分類される：

(P) M上の任意のなめらかな関数をスカラ曲率としてもつ計量が存在する．(Y pMq ą

0)

(Z) M 上の関数は，恒等的にゼロまたはある領域で負定値のとき，かつそのと
きのみ，ある計量のスカラ曲率となり，しかもスカラ曲率がゼロとなる計量
は必ずRicci平坦である．(Y pMq “ 0)

(N) M上の関数は，ある領域で負定値になるとき，かつその時のみ，ある計量の
スカラ曲率となる．(Y pMq ă 0).

l

【命題 E.3.3 (Dirac作用素に対するWeitzenböck公式)】 　 D “ iΓµDµをRiemann

多様体M 上のスピノールバンドルに対するDirac作用素とする．このとき，Dお
よびD2は自己共役な楕円型作用素で

D2 “ D˚D `
1

4
s

が成り立つ．ここで，sはスカラ曲率である． l

【定理 E.3.4 (Lichnerowiczの定理 [Lichnerowicz A (1963)])】 　 pM, gqをコン
パクトなスピン多様体とする．

1. もしスカラ曲率が非負で恒等的にゼロでなければ，ゼロ以外に調和スピノー
ルは存在しない．また，スカラ曲率が恒等的にゼロなら，すぺての調和スピ
ノールは平行となる．
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2. M P pP qなら Â “ 0.

l

【定理 E.3.5 (Hitchinの定理 [Hitchin N (1974)])】 　 Â : Ωspin
˚ Ñ KO´˚pptqを

一般化された Â種数とする．

1. もしM がコンパクトなスピン多様体で山辺タイプ (P)なら，ÂpMq “ 0で
ある．

2. 山辺タイプ (P)に属さない異種球面が存在する．

l

【例 E.3.6】 　

1. ４次元では ÂpMq “ 1
16
τpMqとなる．K3曲面はスピン多様体で ÂpMq “ ´1

となるので，スカラ曲率が正の計量を許さない．

2. CP 2はスピン多様体でないので，τpCP 2q “ 1であるがスカラ曲率正の計量
をもつ．

l

【定理 E.3.7 (Schoen-Yau 1979; Gromov-Lawson 1980)】 　 M P pP qなら，M
に余次元 3以上の手術を施した多様体も (P)に属する． l

【定理 E.3.8 (Gromov-Lawsonの定理)】 　 [Gromov M, Lawson HB (1980)]]

M が次元 5以上のコンパクト多様体とする．

1. M がスピン構造を持たないなら，M P pP q．

2. M が単連結スピン多様体でタイプ (P)のスピン多様体とスピン同境なら，
M P pP q．また，Mが単連結スピン多様体で ÂpMq “ 0なら，適当な数の連
結和M7 ¨ ¨ ¨ 7M は (P)に属する．

l

【定理 E.3.9 ( S Stolz 1992)】 　 M を 5次元以上の単連結スピン多様体とする．
このとき，M P pP qとなる必要十分条件は一般化された Â種数 (αpMq)がゼロと
なることである． l

【定理 E.3.10 (Schoen-Yau, Gromov-Lawson)】 　

1. T n P pZq.

2. M が断面曲率K ď 0となる計量を許容するなら，M R pP q．

3. M がK ă 0となる計量を許容するなら，M P pNq.

l
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