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§1.1
Poincaré超対称性

概要 Lie超代数の一般的定義，S行列の最大対称性とPoincaré超対称代数の結び
付きについて触れた後，超対称性からの最も基本的な帰結および超対称代数の既
約表現である超組の構造を説明する．

1.1.1 超対称性とS-行列

【Definition 1.1.1 (Poincaré 代数)】 　

1. P “ RD ‘ sopD ´ 1, 1q

2. 交換関係は

rPa, Pbs “ 0, rMab, Pcs “ ´ pδacPb ´ δcbPaq ,

rMab,Mcds “ 2
`

δarcMdsb ´ δbrcMdsc

˘

.

3. スピノールへの表現は

ξa ÞÑ δψ “ ξaPaψ “ ξpBaψ, (1.1.1a)

δΛab “ ωab ÞÑ δψ “
1

2
ωabMabψ “ ´

1

4
ωabΓ

abψ (1.1.1b)

l

【Theorem 1.1.2 (Coleman-Mandulaの定理 (1967))】 　 仮定

1) S行列は４次元Minkowski時空上の局所的相対論的量子論に基づく．

2) 同じ質量の１粒子状態をもつ粒子の種類は有限個．

3) 真空と１粒子状態の間にはエネルギーギャップがある．

のもとで，S行列の対称性を表す Lie代数は，Poincare Lie代数とコンパクト Lie

代数の直和となる． l
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【Definition 1.1.3 (Lie超代数)】 　 Z2次数付き線形空間Ls “ L0 ` L1に次の
性質をもつ積 ra, bsが定義されているとき，Lsを Lie超代数という：

i) a, bがそれぞれ斉次元のとき，

degpra, bsq “ dega ` degb.

すなわち，

rL0,L0s Ă L0, rL0,L1s Ă L1, rL1,L1s Ă L0.

ii) a, b, c P Ls，α, β P CpRqのとき，

rαa ` βb, cs “ αra, cs ` βrb, cs.

iii) a, bが斉次元のとき，

rb, as “ ´p´1qdega¨degbra, bs.

iv) a, b, cが斉次元のとき

ra, rb, cssp´1qdega¨degc ` rb, rc, assp´1qdegb¨dega ` rc, ra, bssp´1qdegc¨degb “ 0.

l

【Theorem 1.1.4 (Haag- Lopuszánski-Sohniusの定理 (1975))】 　 Coleman-

Mandulaの定理の仮定が満たされるとき，４次元理論の S-行列の持ちうる超対称
性は，超対称代数が正定値内積をもつHilbert空間への表現をもち，かつ，任意の
奇元Qのエルミート共役作用素が再び代数に属するならば，奇元は必ずスピン 1{2

の表現に属し，次の交換関係で特徴付けられるPoincare SUSY代数で与えられ
る (Q̄ “ Q:iγ0)：

L0 “ P ‘ S ‘ C , L1 “ xQI “ PLQI , Q
I “ PRQ

I ; I “ 1, ¨ ¨ ¨ , Ny;

rPm, QIs “ rPm, Q
J s “ 0,

rMab, QIαs “ ´
1

2
pγabqα

βQIβ, rMab, Q
I
αs “ ´

1

2
pγabqα

βQI
β

rB,QIs “ SpBqI
JQJ , rB,QIs “ ´SpBq˚I

JQ
J pB P S q,

␣

QIα, Q̄
Jβ
(

“ ´
1

2
pPLγmqα

βPmδIJ ,
!

QI
α, Q̄

β
J

)

“ ´
1

2
pPRγmqα

βPmδJI ,

tQIα, QJβu “ pPLCqαβZIJ ,
␣

QI
α, Q

J
β

(

“ pPRCqαβZ
˚IJ , ,

SpBqI
KZKJ “ SpBqJ

KZKI pB P S , ZIJ “ ´ZJI P C q

l
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1.1.2 超対称性からの帰結

【Note 1.1.5】 　

1. Boson ⇔ Fermion :

δϵϕ̂ “ ´irϵ̄Q̂, ϕ̂s “ ϵ ¨ X ñ ϵ : Grassmann odd constant spinor

2. Boson-fermion cancellation:

Vacuum energy “ `
1

2

ÿ

p

ωp pbosonq, ´
1

2

ÿ

p

ωp pfermionq

2. N “ 1 case (P̂a “ iPaa):

tQ̂α, Q̂
:
βu “ ´

1

2
P̂apPLγ

aγ0qαβ, tQ̂α.Q̂βu “ 0, rP̂ a, Q̂αs “ 0

3. Positivity of energy
ÿ

α

xtQ̂α, Q̂
:
αuy “ 8E

l
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1.1.3 Poincaré超代数のHilbert空間への表現：超組

【Theorem 1.1.6 (Supermultiplet)】 　

1. (massless multiplet)

N “ 1 : p0, 1{2q, p1{2, 1q, p1, 3{2q, p3{2, 2q

N “ 2 :
`

´1
2
, 02, 1

2

˘

,
´

0, 1
2

2
, 1
¯

,
`

1
2
., 12, 3

2

˘

,
´

1, 3
2

2
, 2
¯

N “ 8 :
´

´2, ´3
2

8
, ´128, ´1

2

56
, 070, 1

2

56
, 128, 3

2

8
, 2

¯

2. (massive multiplet)

N “ 1 :
`

´1
2
, 02, 1

2

˘

,
´

0, 1
2

2
, 1
¯

,
`

1
2
., 12, 3

2

˘

,
´

1, 3
2

2
, 2
¯

l

Proof. • Massless multiplet: スピノールに対するWeyl表示では，P “

pP 0, P iq “ pω, 0, 0, ωqとなる座標系で，N “ 1 Poincare Lie超代数の交換関
係は

tQ1, Q1u “ tQ1, Q2u “ tQ1, Q
:
1u “ tQ1, Q

:
2u “ 0,

tQ2, Q
:
2u “ ω, tQ2, Q2u “ 0.

交換関係

rJ3, Q2s “ rM12, Q2s “ ´
i

2
pγ12q2

αQα “
1

2
pσ3q2

αQα “ ´
1

2
Q2 (1.1.2)

より，ヘリシティsの状態に対して，

J3Q2|sy “ Q2J3|sy ´
1

2
|sy “

ˆ

s ´
1

2

˙

Q2|sy. (1.1.3)

同様に，J3Q
:
2|sy “ ps`1{2q|sy. よって，N “ 1 Poincare Lie超代数の規約ユ

ニタリ表現で４元運動量 P “ pω, 0, 0, ωqをもつ最大ヘリシティ状態を |P, sy
とすると，Qα, Q

:
αの作用は，次の状態の組を生成する：

|P, sy, |P, s ´ 1{2y “ Q2|P, sy; Q:
2|P, sy “ 0. (1.1.4)

Q.E.D.

【Exercise 1.1.7 (Massive supermultiplet)】 　 最高スピン sの有質量超組が
ps, ps ´ 1q2, s ´ 2qというスピン成分からなることを示せ． l
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Answer. • Massive multiplet: 4元運動量が P “ pM, 0, 0, 0qとなるフレー
ムにおいて，N “ 1 Poincare Lie超代数の交換関係は

tQα, Q
:
βu “

M

2
δαβ (1.1.5)

また，

rJj, Qαs “
1

2
ϵjklrMkl, Qαs “ ´

i

4
ϵjklpγklqα

βQβ “
1

2
pσjqα

βQβ. (1.1.6)

すなわち，

rJ3, Q1s “
1

2
Q1, rJ3, Q2s “ ´

1

2
Q2, (1.1.7a)

rJ`, Q1s “ Q2, rJ`, Q2s “ 0, rJ´, Q1s “ 0, rJ´, Q2s “ Q1.(1.1.7b)

これより，スピン sの最高ウエイト状態を |s, sz “ sy，Ψ1 “ Q:
1|s, syとお

くと，

J3Ψ1 “

´

rJ3, Q
:
1s ` Q:

1J3

¯

|s, sy “

ˆ

s ´
1

2

˙

Ψ1, (1.1.8a)

J2Ψ1 “ pJ´J` ` J3pJ3 ` 1qqΨ1 “ ps2 ´ 1{4qΨ1. (1.1.8b)

よって，Ψ1はスピン s ´ 1{2,sz “ s ´ 1{2の状態.同様に，Ψ2 “ Q2|s, syと
おくと，

J3Ψ2 “ prJ3, Q2s ` Q2J3q |s, sy “

ˆ

s ´
1

2

˙

Ψ2, (1.1.9a)

J2Ψ2 “（s2 ´ 1{4qΨ2 (1.1.9b)

よって，Ψ2もスピン s´ 1{2,sz “ s´ 1{2の状態.さらに，Q:
1Ψ1 “ Q2Ψ2 “ 0

で，Q2Ψ1とQ:
1Ψ2は同じ状態 |s ´ 1, s ´ 1yを与える．

Q.E.D.

目次へ
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§1.2
４次元N “ 1大域的超対称理論

概要 超対称代数とPoincare不変性を足場として，超対称変換の局所場への作用，
その既約成分であるカイラル超組，実超組，ベクトル超組およびそれらに対する
大域的に超対称不変な作用積分をボトムアップで構築する．また，こうれらの構
成を見通しよく行う枠組みである超空間と超場の概念にも触れる．

記法

1. 基本スピノール場はすべてマヨラナで反可換：

χC ” B´1χ˚ “ χ ñ PRχ “ pPLχqC . (1.2.1)

TB “ B, BB˚ “ 1, (1.2.2a)

BγaB
´1 “ `γ˚

a , Bγ5B
´1 “ ´γ˚

5 . (1.2.2b)

2. 荷電共役変換：マヨラナスピノール χに対し，

C “ iBγ0 ñ χ̄ “ TχC “ χ:piγ0q. (1.2.3)

TC “ ´C, C˚ “ ´C´1, (1.2.4a)

CγaC
´1 “ ´ Tγa, Cγ5C

´1 “ ` Tγ5. (1.2.4b)

大域的超対称変換 （古典）交換関係

tQα, Q̄
βu “ ´

1

2
pγaqα

βP a (1.2.5)

より，ϵをGrassmann-oddな定数スピノールとして，場の無限小超対称変換を古
典正準変換

δX̂ “ δpϵ̄QqX “ δϵpQqX “ tϵ̄Q, X̂u (1.2.6)

により定義すると，古典場に対して

rδ1, δ2sX “ ´
1

2
pϵ̄1γ

aϵ2qDaX. (1.2.7)

目次へ
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Fierz恒等式 次元Dが偶数のときn “ D,奇数のときn “ pD´1q{2，N “ 2rD{2s

として，

pψ̄1ψ2qpψ̄3ψ4q “ ´
1

N

n
ÿ

I“0

p´1qIpI´1q{2

I!
pψ̄1ΓrIsψ4qpψ̄3Γ

rIsψ2q (1.2.8)

例えば，４次元では

ψ4pψ̄1ψ2q “ ´
1

4
ψ2pψ̄1ψ4q

`
1

4
γaψ2pψ̄1γ

aψ4q

`
1

8
γabψ2pψ̄1γ

abψ4q

´
1

4
γ5γaψ2pψ̄1γ5γ

aψ4q

´
1

4
γ5ψ2pψ̄2γ5ψ4q. (1.2.9)

特に，χ1, χ2, ϵがマヨラナスピノールの時，

2χp1pϵ̄PLχ2qq “ ´PLϵpχ̄1PLχ2q, (1.2.10)

χr1pϵ̄PLχ2sq “ ´
1

8
PLγabϵpχ̄1PLγ

abχ2q. (1.2.11)

1.2.1 Chiral multiplet

(1)１成分系

超対称変換 １成分系のカイラル超組は２個の複素スカラ場Z, F および１個のマ
ヨラナスピール χの組 pZ, χ, F qで，その超対称変換は

δZ “
1

?
2
ϵ̄PLχ, (1.2.12a)

δPLχ “
1

?
2
PLp{BZ ` F qϵ, (1.2.12b)

δF “
1

?
2
ϵ̄PR{Bχ. (1.2.12c)

ここで，第１式は χの定義で，第２式と第３式の構造は，交換関係 (1.2.7)より完
全に決まる．

目次へ
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作用積分の運動項 スカラ場Zとスピノール場の作用積分を標準的なもの

S0 “

ż

d4x

„

´BZ̄ ¨ BZ ´
1

2
χ̄{Bχ

ȷ

(1.2.13)

に取ると，その超対称変換は

δS0 “

ż

d4x
“

´FδF̄ ´ F̄ δF
‰

(1.2.14)

となる．よって，

SK,chiral “

ż

d4x
“

´BZ̄ ¨ BZ ´ χ̄PL{Bχ ` F̄F
‰

(1.2.15)

が超対称性をもつ作用積分となる．

複合カイラル超組とその F 項 ２組のカイラル超組 pZ1, χ1, F1q, pZ2, χ2, F2qに対
して，aZ1 ` bZ2(a, bは定数）および Z1Z2を最低次元のスカラ場とするカイラル
超組が一意的に存在し，それぞれ

Z “ aZ1 ` bZ2, χ “ aχ1 ` bχ2, F “ aF1 ` bF2, (1.2.16)

Z “ Z1Z2, χ “ Z2χ1 ` Z1χ2, F “ F1Z2 ` F2Z1 ´ χ̄1PLχ2 (1.2.17)

で与えられる．これより，特に，任意の正則関数W pZqに対し，それを最低次元
のスカラ場とするカイラル超組が一意的に存在し，

ZpW q “ W pZq, χpW q “ W 1pZqχ, rW pZqsF ” F pW q “ W 1F ´
1

2
W 2χ̄PLχ

(1.2.18)

で与えられる．一般に，F 項の超対称変換は全微分項となるので，その共形次数
が 4ならば，その 4次元積分は超対称な作用積分を与える．特に，W pZqの共形次
数が 3なら，rW pZqsF は超対称な相互作用項を与える．
【Exercise 1.2.1】 　 (1.2.17)および (1.2.18)を証明せよ． l
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相互作用項（F 項） 相互作用項として

LI,chiral “ ´V pZ, Z̄q ` Mχ̄PLχ ` M̄χ̄PRχ (1.2.19)

を仮定すると，超対称性が成り立つ条件は

BZV “ 2MF, BFV “ gpZq, BZg “ 2M (1.2.20)

となる．これより，M “ ´W 2pZq{2とおくと，

LI,chiral “ ´
1

2
W 2χ̄PLχ ` W 1F. (1.2.21)

が得られる．これは，ちょうど，W pZqから生成されるカイラル超組の F 項と一
致する．
カイラル超組に対する超対称な全作用積分は

Schiral,0 “

ż

d4x

„

´BZ̄ ¨ BZ ´ χ̄{BPLχ ` F̄F `

ˆ

´
1

2
W 2χ̄PLχ ` W 1F ` h.c.

˙ȷ

(1.2.22)

で与えられる．F に対する変分方程式は

F “ ´W̄ 1, F̄ “ ´W 1 (1.2.23)

となるので，F を消去すると，

S 1
chiral,0 “

ż

d4x

„

´BZ̄ ¨ BZ ´ VF ´ χ̄{BPLχ ´
1

2

`

W 2χ̄PLχ ` W̄ 2χ̄PRχ
˘

ȷ

(1.2.24)

を得る．ここで，
VF “ |W 1pZq|2. (1.2.25)

目次へ
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(2) 多成分化

複数のカイラル超組が存在する系 pZj, χj, F jqに対して，運動項が標準的で運
動項での異なる組の間の混合がない場合には，超対称な作用積分の運動項は単
に各超組に対する運動項の和で与えられる．また，相互作用は，超ポテンシャル
W pZ1, ¨ ¨ ¨ , Znqに対するF 項より得られる．したがって，この場合の作用積分は，

Schiral “

ż

d4x
“

δjk
`

´BZ̄j ¨ BZk ´ χ̄j{BPLχ
k ` F̄ jF k

˘

´
1

2
Wjkχ̄

jPLχ
k ` WjF

j ` h.c.

ȷ

(1.2.26)

で与えられる．ここで，Wj “ BW {BZj,Wjk “ B2W {BZjBZkである．
しかし，運動項の係数がスカラ場 Zに依存する一般の場合には，いくつかの補

正が必要となる
【Theorem 1.2.2 (一般的なカイラル超組系に対する超対称作用積分)】 　 時空
微分について高々２階の最も一般的なカイラル超組系 pZj, χj, F jqに対する超対称
ラグランジアンは，次式で与えられる：

Lchiral “ ´gjk̄BZj ¨ BZ̄k ´
1

2
gjk̄

`

χ̄k {DPLχ
j ` χ̄k {DPRχ

j
˘

`gjk̄

ˆ

F j ´
1

2
Γjlmχ̄

lPLχ
m

˙ˆ

F k ´
1

2
Γk̄l̄m̄χ̄

lPRχ
m

˙

`
1

4
Rjkl̄m̄pχ̄jPLχ

kqpχ̄lPRχ
mq

`F jWj ` F jWj ´
1

2
Wjkχ̄

jPLχ
k ´

1

2
Wjkχ̄

jPRχ
k. (1.2.27)

ここで，gjk̄はKähler計量，Γjlm,Γ
j̄

l̄m̄
は対応するLevi-Civita接続係数，Rjkl̄m̄は曲

率テンソル，Dχjは

DµPLχ
j “ PL

`

Bµχ
j ` BµZ

lΓjlkχ
k
˘

, DµPRχ
j “ PR

´

Bµχ
j ` BµZ̄

lΓj̄
l̄k̄
χk
¯

,

(1.2.28)

により定義される共変微分，W pZqは超ポテンシャル，Wj “ BW {BZj,Wjk “

B2W {BZjBZkである． l
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Proof.

L0 “ ´KjkBZj ¨ BZk ´ pKjkq˚BZ̄j ¨ BZ̄k ´ Kjk̄BZj ¨ BZ̄k

´
1

2
gjk̄χ̄

k {DPLχ
j ´

1

2
pgjk̄q˚χ̄k {DPRχ

j

`Ljk̄pF j ´ χ̄lBj
lmχ

mqpF̄ j ´ χ̄lpBj
lmq˚χmq

`χ4項 (1.2.29)

ここで，
DµPLχ

j “ PL
`

Bµχ
j ` BµZ

lΓjlkχ
k
˘

, (1.2.30)

ΓjlkpZ, Z̄qは，Z座標変換χj Ñ χ1j “ pBZ 1j{BZkqχkに対して，D1
µPLχ

1j “ pBZ 1j{BZkqDµPLχ
k

が成り立つスカラ多様体上の適当な接続係数である．Kjk̄pZ, Z̄qとLjk̄pZ, Z̄qはエ
ルミート行列に値を取る関数．また，gjk̄pZ, Z̄qはエルミート行列としてよい，実
際，gjk̄を gjk̄ “ hjk̄ ` ajk̄とエルミート部分 hjk̄と反エルミート部分 ajk̄の和とし
て表すと，部分積分により，ajk̄に比例した部分は

hlm̄pgnm̄Γ
n
jk ` Bjakm̄q Ñ Γljk (1.2.31)

の置き換えにより，Γljkに吸収できる．以下，gjk̄はエルミート行列とする．
このラグランジアンの超対称変換のうち，（適当な部分積分により）B2ZPLχお
よび BZ2PLχに比例する項は

´
1

?
2

BlKjkBZj ¨ BZkpϵ̄PLχ
lq (1.2.32)

のみなので，BlKjk “ 0を得る．すなわち，Kjk “ KjkpZ̄qは反正則関数でないと
いけない．したがって，理論が複素スカラ場が値を取る複素多様体の正則座標変
換Zj Ñ Z 1j “ Z 1ipZqに対して共変的となることを要求するとKjk “ 0となる．
次に B2ZPRχおよび BZ2PRχに比例する項は,

1

2
?
2

”

2
`

Kjk̄ ´ gjk̄
˘

B2Zj

`
`

´2Bl̄Kjk ` 2BjKkl̄ ´ gml̄Γ
m
jk ´ Bjgkl̄

˘

BZj ¨ BZk
ı

pϵ̄PRχ
lq

´
1

2
?
2

Bkgjl̄BµZ
jBνZ

kpϵ̄γµνPRχ
lq (1.2.33)

これより，

Kjk̄ “ gjk̄, (1.2.34a)

Bj̄glk̄ ´ Bk̄glj̄ “ 0, (1.2.34b)

0 “ 2Bl̄Kjk “ Bpjgkql̄ ´ gml̄Γ
m
pjkq. (1.2.34c)
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この第２式はエルミート計量 gjk̄に対するKähler条件となっており，これより gjk̄
は実関数KpZ, Z̄qを用いて，

gjk̄ “ Kjk̄ “ BjBk̄K. (1.2.35)

すなわち，計量 gjk̄はKähler計量となる．さらに，第３式より，Γmjk “ Γmjkpgqと
なる．
次に，F̄BPLχに比例した項を取り出すと，

1
?
2

pLjk̄ ´ gjk̄qϵ̄PRBχjF̄ k “ 0 ñ Ljk̄ “ gjk̄. (1.2.36)

F jF kに比例した部分より

1
?
2
F jF k

”

`

Blgjk̄χ̄
lPLϵ ´ 2gnk̄χ̄

lPLB
n
ljPLϵ

˘

`
`

Bl̄gjk̄χ̄
lPRϵ ´ 2gnk̄χ̄

lPLpBn
ljq

˚PRϵ
˘

ı

“ 0 (1.2.37)

よって，

Blgjk̄ “ 2gmk̄B
m
lj ô Bm

jk “
1

2
Γmjkpgq. (1.2.38)

最後に，Fχ3の係数より，χ4項の構造が決まる． Q.E.D.
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1.2.2 実超組とベクトル超組

D項 実超組 pC, ζ,H, Bµ, λ,Dqは３個の複素スカラC,H, D，２個のマヨラナス
ピノール ζ, λおよび実ベクトル場Bµからなり，超対称変換に対して次のように変
換する：

δC “
1

2
iϵ̄γ5ζ, (1.2.39a)

δPLζ “
1

2
PLpiH ´ {B ´ i{BCqϵ, (1.2.39b)

δH “ ´iϵ̄PRpλ ` {Bζq, (1.2.39c)

δBµ “ ´
1

2
ϵ̄pγµλ ` Bµζq, (1.2.39d)

δλ “
1

2
pγµνBµBν ` iγ5Dq ϵ, (1.2.39e)

δD “
1

2
iϵγ5γ

µBµλ. (1.2.39f)

Cから出発して，第１式を ζ の定義とし，新たに登場するスピノール場が１個の
みであることを要求すると，超対称性代数より，この変換則が一意的に導かれる．
１個以上の超組の成分から作られる複合スカラをCとして用いると、D成分は超

対称変換が全微分となるので，超対称なラグランジアンを与える．例えば，KpZ, Z̄q

を複素スカラ場の組 pZjqの実関数とすると，rp1{2qKpZ, Z̄qsD ` rW pZqsF がちょ
うど定理 1.2.2を与える:

Lchiral “
1

2
rKpZ, Z̄qsD ` rW pZqsF . (1.2.40)
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ゲージ超組 つぎに，pZ, χ, F qをカイラル超組として，C “ ImZに対応する実超
組を構成すると

pC, ζ,H, Bµ, λ,Dq “

ˆ

ImZ,´
1

?
2
χ, iF, BµReZ, 0, 0

˙

(1.2.41)

となる．これより，任意の実超組 pC, ζ,H, Bµ, λ,Dqとカイラル超組 pZ, χ, F qに対
して，

ˆ

C ` ImZ, ζ ´
1

?
2
χ,H ` iF,Bµ ` BµReZ, λ,D

˙

(1.2.42)

は再び実超組として変換する．そこで、実超組 pC, ζ,H, Bµ, λ,Dqをゲージ場を表
す超組、カイラル超組 pZ, χ, F qから今構成した実超組を一般化されたゲージパラ
メータと見なし、理論が拡張されたゲージ変換 (1.2.42)となることを要求する。す
ると、明らかに、C, ζ,Hはラグランジアンに現れない。残りの場Bµ, λ,Dのうち、
Bµの超対称変換は閉じないが、余分な項´p1{2qϵ̄Bµζ “ ´Bµpp1{2qϵ̄ζqは、Bµに対
するゲージ変換と見なせる。したがって、次の超対称変換を受ける場の組 pAµ, λ,Dq

をゲージ場を表す超組と定義することができる：

δAµ “ ´
1

2
ϵ̄γµλ, δλ “

1

2
pγµνBµAν ` iγ5Dqϵ, δD “ ´

1

2
iϵ̄γ5{Bλ. (1.2.43)

この超組は（Wess-Zuminoゲージでの）ゲージ超組と呼ばれる．ただし、これら
の場の超対称変換の代数は、標準的なものからゲージ変換分だけずれる：

rδpϵ̄1Qq, δpϵ̄2QqsAAµ “ ´
1

2
ϵ̄1γ

νϵ2F
A
µν , (1.2.44a)

rδpϵ̄1Qq, δpϵ̄2QqsλA “ ´
1

2
ϵ̄1γ

νϵ2Dνλ
A, (1.2.44b)

rδpϵ̄1Qq, δpϵ̄2QqsDA “ ´
1

2
ϵ̄1γ

νϵ2DνD
A. (1.2.44c)

複数のゲージ超組 pAAµ , λ
A, DAqの直和は，可換ゲージ場を含むヘリシティp1, 1{2q

の超組を表現し，超対称ラグランジアンは

Lvector,0 “ ´
1

2
FA ¨ FA ´

1

2
λ̄A{BλA `

1

2
DADA (1.2.45)

で与えられることが容易に示される．
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非可換ゲージ超組 非可換ゲージ場に対応するゲージ超組 pAAµ , λ
A, DAqに対して，

超対称な理論を構成するには，まず，超対称変換をゲージ変換と可換な形

δAAµ “ ´
1

2
ϵ̄γµλ

A, (1.2.46a)

δλA “
1

4
pγµνFA

µν ` 2iγ5D
Aqϵ, (1.2.46b)

δDA “ ´
1

2
iϵ̄γ5 {DλA. (1.2.46c)

に修正する必要がある．ここで，

DλA “ dλA ` fABCA
BλC , (1.2.47a)

FA
µν “ BµA

A ´ BνA
A ` fABCA

B
µA

C
ν (1.2.47b)

である．この変更のもとで，正則関数NABpZq “ NBApZqと λAから作られる複合
スカラ場NABλ̄

APLλ
Bが生成するカイラル超組を作ると次式を得る：

ZpN q “ ´
1

4
NABλ̄

APLλ
B, (1.2.48a)

PLχpN q “
1

2
?
2
NAB

´

{F´A
´ iDA

¯

PLλ
B ´

1

4
NABjPLχ

jλ̄APLλ
B,(1.2.48b)

F pN q “
1

4
NAB

`

´2λ̄APL {DλB ´ 2F´A ¨ F´B ` DADB
˘

`
1

2
?
2
NABjχ̄

j
´

´ {F´A
` iDA

¯

PLλ
B ´

1

4
NABjF

jλ̄APLλ
B

`
1

8
NABjkχ̄

jPLχ
kλ̄APLλ

B. (1.2.48c)

ここで，F´
µν “ pFµν ` iF̃µνq{2, {F “ p1{2qγµνFµν , F

A ¨ FB “ p1{2qFµνF
µν である．

これより，F 項
Lgauge “

“

NABλ̄
APLλ

B
‰

F
` hc (1.2.49)

が，ゲージ結合係数がカイラル場に依存する一般的の場合に対して，ゲージ場の
超対称ラグランジュ密度関数を与える．
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1.2.3 超場による記述

θαを定数のGrassmann Majoranaスピノールとするとき，E3,1上の関数を係数
として θから生成される代数の元

Φpx, θq “ ϕ0pxq ` θαχαpxq ` θαθβϕαβpxq ` ¨ ¨ ¨ ` θ1θ2θ3θ4ϕ4pxq (1.2.50)

は形式的に，xµと θαの関数と見なすことができる．Φpx, θqは超場 (superfield)と
呼ばれる．

超空間における並進変換としての超対称変換 4個の生成元をもつ実外積代数を
RB，その偶成分と奇成分への分解をRB “ RB0 ` RB1と表記するとき，

RS4,1 ” RB4,4 “ pRB0q
4 ˆ pRB1q4 (1.2.51)

を４次元におけるN “ 1の超空間と呼ぶ．xµはRB0に，θαはRB1に値を取ると
すると，超場はRS4,1からCBに 値を取る関数と見なすことができる．
いま，超空間におけるGrassmannスピノール ϵをパラメータとする無限小変換

δpϵqを

xµ Ñ x1µ “ xµ `
1

4
ϵ̄γµθ, (1.2.52a)

θ Ñ θ1 “ θ ´ ϵ (1.2.52b)

により定義すると，対応する超場の変換は

δΦ “ ϵ̄QΦ, (1.2.53)

Qα “

Ñ

B

Bθ̄α
´

1

4
pγµθqα

B

Bxµ
(1.2.54)

と表される．ここで，
Ñ

B

Bθ̄α
“ pC´1qα

β

Ñ

B

Bθβ
(1.2.55)

Qαは，超対称変換と同じ交換関係

tQα,Qβu “
1

2
pγµC´1qαβ

B

Bxµ
. (1.2.56)

を満たす．したがって，この変換を超場の成分場で表せば，成分場の組が作る超
組への超対称変換の表現が得られる．
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ベクトル超場 例えば，Φを任意の複素超場として，Lorentz不変性を考慮して超
場を θで展開し，スピノール２次形式の対称性とFierz恒等式から得られる関係式

pθ̄γ˚θqθ̄ “ ´pθ̄θqθ̄γ˚, (1.2.57a)

pθ̄γ˚γµθqθ̄ “ ´pθ̄θqθ̄γ˚γµ (1.2.57b)

を考慮すると，一般に，

Φ “ Cpxq `
i

2
γ̄˚θζ ´

1

8
θ̄pPLHL ` PRHRqθ ´

i

8
θ̄γ˚γ

µθBµ

´
i

8
pθ̄θqθ̄γ˚

ˆ

λ `
1

2
{Bζ

˙

`
1

32
θ̄PLθθ̄PRθ

ˆ

D `
1

2
lC

˙

(1.2.58)

が得られる． こレにより定義され複素成分場 pC, ζ,HL,HR, Bµ, λ,Dqにより上記
の変換を表すと，

δC “
i

2
ϵ̄γ˚ζ, (1.2.59a)

δζ “
i

2
pHLPL ` HRPRqϵ ´

1

2
p {B ` iγ˚{BCqϵ, (1.2.59b)

δHL “ ´iϵ̄PRpλ ` {Bζq, (1.2.59c)

δHR “ iϵ̄PLpλ ` {Bζq, (1.2.59d)

δBµ “ ´
1

2
ϵ̄pγµλ ` Bµζq, (1.2.59e)

δλ “
1

2
piDγ˚ ` γµνBµBνq ϵ, (1.2.59f)

δD “
i

2
ϵ̄γ˚{Bλ. (1.2.59g)

これより，Cが実場であることを要請すると，超対称変換との整合性より，HR “

H˚
L, Bµ, Dが実場，ζと λがMajorana場であることが必要となり，実超組が得ら
れる．
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カイラル超場 次に，超空間のベクトル場Dαを

Dα “

Ñ

B

Bθ̄α
`

1

4
pγµθqα

B

Bxµ
(1.2.60)

により定義すると，

tDα,Dβu “ ´
1

2
pγµC´1qαβ

B

Bxµ
. (1.2.61)

tDα,Qβu “ 0 (1.2.62)

が成り立つ．これより，超場に対するカイラリティ条件

PRDΦ “ 0 (1.2.63)

は，超対称変換で保存される．新しい偶座標系を

xµ` ” xµ `
1

8
θ̄γ˚γ

µθ (1.2.64)

により導入し，超場を xµ`と θを用いて

Φ “ Φ̃px`, θq (1.2.65)

と表すと，カイラリティ条件は

PR
BΦ̃

Bθ̄

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x`“const

“ 0 (1.2.66)

となる．この条件は，Φ̃を x`を固定して θで展開したとき，PLθのみが現れるこ
とと同等である．したがって，Φ̃は

Φ̃px`, θq “ Zpx`q `
1

?
2
θ̄PLχpx`q `

1

4
θ̄PLθF px`q (1.2.67)

と，pZ, χ, F qにより表される．この表式を展開して，x, θで表すと，

C “ Z, ζ “ ´i
?
2PLχ, HL “ ´2F, HR “ 0, Bµ “ iBµZ, λ “ 0, D “ 0

(1.2.68)

が得られる．この対応により，pZ, χ, F qの超対称変換に対する変換則を求めると，
標準的なカイラル超組の変換則と一致することが確かめられる．
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ベクトル型カイラル超場とゲージ超組 ゲージ超組 pBµ, λ,Dqは，次のベクトル
超場と対応する：

V “ ´
i

8
θ̄γ˚γ

µθBµpxq ´
i

8
pθ̄θqpθ̄γ˚λpxqq `

1

64
pθ̄θq2Dpxq

“ ´
i

8
θ̄γ˚γ

µθBµpx`q ´
i

8
pθ̄θqpθ̄γ˚λpx`qq `

1

64
pθ̄θq2pDpx`q ` iB ¨ Bpx`qq.

(1.2.69)

この超場より，新しい超場Wαを

Wα ” 4D̄PRDPLDαV (1.2.70)

により定義すると，Wαは自動的にカイラルな超場となる：

PRDWα “ 0. (1.2.71)

具体的に計算すると，

W “ ´iPLλpx`q `
1

2
pDpx`q ´ iγµνBµBνpx`qqPLθ´

i

4
PL{Bλpx`qpθ̄PLθq. (1.2.72)

この超場の超対称変換

δWα “ ϵ̄QWα “ ϵ̄β

˜ Ñ

B

Bθ̄β
´ 1

2
pPRγ

µθqβ
B

Bxµ`

¸

Wα (1.2.73)

を計算すると，ゲージ超場の正しい変換則が得られる．また，ゲージ超組に対す
る Lagrange密度は，カイラル超場NABW̄

AWBの F 項と一致する:

Lgauge “
“

NABW̄
AWB

‰

F
` hc. (1.2.74)
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1.2.4 ゲージ理論の一般論の復習

変換群と無限小変換 群Gの多様体Xへの左作用Φgが与えられたとする：

G Q g ÞÑ Φg P DiffpXq : Φg1g2pxq “ pΦg1˝Φg2qpxq “ Φg1pΦg2pxqq. (1.2.75)

これより、Gのリー代数L pGqからX上のベクトル場の集合 X́pXqへの線形写像
が定まる：

L pGq Ñ X́pXq : A ÞÑ VA “ V pAq, VA “
d

dt
ΦexpptAqpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

” δpAqx. (1.2.76)

このとき、次の関係式が成り立つ：

rA,Bs ÞÑ VrA,Bs “ ´rVA, VBs. (1.2.77)

つぎに、ϕ : X Ñ Lを内部自由度Lに値を取る関数 ϕ P FpXq bL、ρをGのL上
の表現として、Gの ϕへの作用 Tgを

Tgϕ “ ρpgq´1Φ˚
gϕ (1.2.78)

により定義する。このとき、ϕの無限小変換 δpAqϕが

A P L pGq ÞÑ δpAqϕ “ pĹV pAq ´ pdρq˚pAqqϕ (1.2.79)

により定義される。さらに、これを用いて、ϕの汎関数 F pϕqの無限小変換を

δpAqF pϕq “ pδpAqϕqi ¨
δF

δϕi
(1.2.80)

により定義すると、
rA,Bs ÞÑ δprA,Bsq “ rδpAq, δpBqs (1.2.81)

が成り立つ。
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内部対称性に対するゲージ場 系の内部対称性の作る代数をL とする；

L “ xTAy ; rTA, TBs “ TCf
C
AB. (1.2.82)

このとき、L に値を取るゲージ場

A “ Aµdx
µ “ TAA

A
µdx

µ (1.2.83)

のゲージ変換は、λ “ λATAを変換パラメータとして、

δpλqAµ “ Dµλ ” Bµλ ` rAµ, λs

ô δpλqAAµ “ Dµλ
A “ Bµλ

A ` fABCA
B
µ λ

C (1.2.84)

で与えられる。また、場 ϕの共変微分が

δpλqϕ “ ´dρpλqϕ ÞÑ Dµϕ “ pBµ ´ δpAµqqϕ (1.2.85)

により定義される。この共変微分はゲージ変換に対して、

δpλqDµϕ “ ´dρpλqDµϕ (1.2.86)

と変換する。また、

rDµ, Dνsϕ “ dρpRµνqϕ “ ´δpRµνqϕ (1.2.87)

が成り立つ。ここで、

R “
1

2
Rµνdx

µ ^ dxν , Rµν “ TARµν
A (1.2.88)

は曲率テンソルで、

R “ dA `
1

2
rA ,A s, (1.2.89a)

Rµν “ BµAν ´ BνAµ ` rAµ,Aνs, (1.2.89b)

Rµν
A “ BµA

A
ν ´ BνA

A
µ ` fABCA

B
µA

C
ν (1.2.89c)

により定義される。曲率テンソルは、ゲージ変換に対して次のように変換する：

δpλqR “ ´rλ,Rs. (1.2.90)

また、次のBianchi恒等式を満たす：

DR ” dR ` rA ,Rs “ 0. (1.2.91)

目次へ



第 1章 超重力理論の基礎 23 目次へ

1.2.5 カイラル超対称理論のゲージ化

前節で求めたゲージ場に対する超対称理論では，カイラル超組は中性でゲージ
変換を受けない．この部分を修正して，ゲージ場のカイラルセクターへの結合を
与える操作をゲージ化 (gauging)と呼ぶ．
ゲージ化を行うには，まず，ゲージ群をスカラ多様体 pM , gqの等長変換群へ埋

め込む必要がある．この埋込は，ゲージ群のリー代数の基底を tAに対して，次の
条件を満たす pM , gqのKillingベクトルを対応させることにより指定される：

tA ÞÑ kA : rtA, tBs “ tCf
C
AB ÞÑ rkA, kBs “ kCf

C
AB. (1.2.92)

カイラル超組の運動項に現れる計量はKähler計量となるので，kAは正則Killing

ベクトルでないといけない．この対応により，無限小ゲージ変換 θApxqtAに対し
て，スカラ場，スピノール場，ゲージ場は次のように変換する：

δgZ
j “ θAkjApZq, (1.2.93a)

δgPLχ
j “ θABkk

j
ApZqPLχ

k, (1.2.93b)

δgλ
A “ ´θCfACBλ

B, (1.2.93c)

δgA
A
µ “ Bµθ

A ` fABCA
B
µ θ

C (1.2.93d)

これに対応して，共変微分を

DµZ
j “ BµZ

j ´ AAµk
j
A, (1.2.94a)

DµPLχ
j “ BµPLχ

j ` DµZ
lγjlkPLχ

k ´ AAµ Bkk
j
APLχ

k, (1.2.94b)

Dµλ
A “ Bµλ ` ACµ f

A
CBλ

B, (1.2.94c)

DµfAB “ BµfAB ´ 2ACµ f
D
CpAfBqD (1.2.94d)

により定義する．この定義の元で，ゲージ変換と可換なカイラル超組の超対称変
換は

δZj “
1

?
2
ϵ̄PLχ

j, (1.2.95a)

δPLχ
j “

1
?
2

p {DZj ` F jqϵ, (1.2.95b)

δF j “
1

?
2
ϵ̄
`

{DPLχ
j ` PRλ

AkjA
˘

(1.2.95c)

となる．ベクトル超組の変換は (1.2.46)のままで変更はない．
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この修正された超対称変換を用いて KpZ, Z̄q{2に対する D 項，W pZqおよび
p´1{4qfABpZqλ̄APLλ

Bに対する F 項を計算することによりゲージ化されたカイラ
ル超組と（非可換）ゲージ超組の系に対するゲージ不変かつ超対称なラグランジュ
関数が，KpZ, Z̄q, fABpZq, W pZq, fABC , PpZ, Z̄qにより一意的に定まる：

L “ Lkin,chiral ` Lkin,gauge ` Lpot,chiral. (1.2.96)

ここで，

Lkin,chiral “ ´gjk̄DZ
j ¨ DZk ´

1

2
gjk̄

`

χ̄k {DPLχ
j ` χ̄k {DPRχ

j
˘

`gjk̄

ˆ

F j ´
1

2
Γjlmχ̄

lPLχ
m

˙ˆ

F k ´
1

2
Γk̄l̄m̄χ̄

lPRχ
m

˙

`
1

4
Rjkl̄m̄pχ̄jPLχ

kqpχ̄lPRχ
mq

´DAPA ´
?
2λ̄A

´

PLχ
jkAj ` PRχ

j̄kAj̄

¯

, (1.2.97a)

Lpot,chiral “ F jWj ` F jWj ´
1

2
Wjkχ̄

jPLχ
k ´

1

2
Wjkχ̄

jPRχ
k, (1.2.97b)

Lkin,gauge “ ´
1

2
pRe fABq

`

λ̄APL {DλB ` FA ¨ FB ´ DADB
˘

`
1

2
pIm fABqF ¨ F̃ `

i

4
pImDµfABqλ̄Aγ5γ

µλB

`

” 1

2
?
2
fABjχ̄

j
´

´ {F´A
` iDA

¯

PLλ
B ´

1

4
fABjF

jλ̄APLλ
B

`
1

8
fABjkχ̄

jPLχ
kλ̄APLλ

B ` h.c.
ı

. (1.2.97c)

正確には，KählerポテンシャルKpZ, Z̄qがキリングベクトル kAで不変なときの
み，以上の方法で超対称なラグランジアンが得られる．この場合，直接得られるD

項では，PA Ñ ikjABjKとおいた表式が得られる．しかし，上の表式は，ĹkAK “

rApZq ` r̄ApZ̄qとして，P “ ipkjABjK ´ rApZqqとなっている．この修正により，
rApzqがゼロでない一般の場合にも，ラグランジアンが超対称変換で不変となる
ことが直接計算で確かめられる．この修正は，ĹkAK “ 0の場合にも，PA “

ikjABjK`pA(pAは実定数）より，新たな付加項 pAD
Aを生み出す．ただし，整合性

条件より pCf
C
AB “ 0が要求される．この付加項はFI項 (Fayet-Illiopoulos term)

と呼ばれる．
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§1.3
純超重力理論

概要 超対称代数の構造より，一般共変性を保って超対称性を導入するには，超
対称性の局所化が必要となる．したがって，超対称な重力理論，すなわち超重力
理論には，重力を表す計量場（ないしフレーム場）に加えて超対称変換に対応す
るゲージ場であるRarita-Schwinger場が含まれる．4次元では，これらボーズ場と
フェルミ場の力学自由度が一致することを確かめ，さらに，フレーム場とRarita-

Schwinger場に対する一般共変性をもつ最も単純な作用積分が局所超対称変換で不
変であることを示す．

1.3.1 準備的事項

• 線形接続とテンソルの共変微分

∇µV
ν “ BµV

ν ` ΓνµλV
λ, (1.3.1a)

∇µVν “ BµVν ´ ΓλµνVλ. (1.3.1b)

• Torsionと曲率トーションテンソル Tνλ
µを

∇XY ´ ∇YX ´ rX,Y s “ T pX,Y q ô Tνλ
µ “ 2Γµ

rνλs
(1.3.2)

により定義する。また、曲率テンソルRµ
νλσを

pr∇X ,∇Y s ´ ∇rX,Y sqZ “ RpX,Y qZ ô Rλσ
µ
ν “ 2BrλΓ

µ
σsν ´ 2Γµ

rλ|ρ|
Γρσsν

(1.3.3)

により定義する。

• 接続係数 一般フレーム場を eµa、双対フレーム場を θaµとする：

θapebq “ δab , ea ¨ eb “ gabpxq, θa ¨ θb “ gabpxq (1.3.4)

これに対する接続形式 ωab “ dxµωµ
a
bを

∇µea “ ebωµ
b
a, ∇µθ

a “ ´ωµ
a
bθ
b. (1.3.5)

により定義する。このとき、テンソルの共変微分は

∇XpV aeaq “ XµpDµV
aqea : DµV

a “ BµV
a ` ωµ

a
bV

b, (1.3.6a)

∇XpWaθ
aq “ XµpDµWaqθ

a : DµWa “ BµWa ´ Wbωµ
b
a (1.3.6b)
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と表される。また、トーションテンソル、曲率テンソルに対応するトーショ
ン形式T a、曲率形式Ra

bが

T a ”
1

2
Tbc

aθb ^ θc “ Dθa ” dθa ` ωab ^ θb, (1.3.7a)

Ra
b ”

1

2
Rcd

a
bθ
c ^ θd “ dωab ` ωac ^ ωcb (1.3.7b)

と表される。これより、次のBianchi恒等式が得られる：

DT a “ Ra
b ^ θb ô BrλTµνs

a ` Trµν
bωλs

a
b “ θbrλRµνs

a
b, (1.3.8a)

DRa
b ” dRa

b ` ωac ^ Ra
b ´ Ra

c ^ ωcb “ 0. (1.3.8b)

• 計量接続ContorsionKνλ
µを

Γµνλ “ t
µ
ν λu ` Kν

µ
λ ô ωµ

a
b “ ωµ

a
bpeq ` Kµ

a
b (1.3.9)

により定義する。このとき、接続が計量を保つことを要求すると

∇µgνλ “ 0 ô Kµpλνq “ 0. (1.3.10)

が成り立ち、これより、torsionと contorsionは一対一に対応

Kνλµ “ ´
1

2
pTνλµ ` Tµνλ ` Tµλνq , (1.3.11a)

Tνλµ “ 2
`

´Kpµνqλ ` Kpµλqν

˘

(1.3.11b)

• 正規直交フレームバンドルの接続 正規直交フレーム場を eµa、双対フレーム
場を θaµとするとき、計量接続の接続係数は

ωab ` ωba “ ´dgab “ 0 (1.3.12)

を満たす。また、スピノールの共変微分が

Dµψ “ Bµψ `
1

4
ωµabγ

abψ (1.3.13)

により定義される。このとき、

Dµγ
a “ 0, Dµγν “ Γλµνγλ (1.3.14)

が成り立つ。

• Levi-Civita接続 ωabpeq “ ωµ
a
bpeqdx

µは、条件

ωabpeq ` ωbapeq “ ´dgab “ 0, (1.3.15a)

dθa ` ωabpeq ^ θb “ 0 (1.3.15b)

により一意的に定まる。
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1.3.2 重力場

一般共変性 重力場が計量テンソルのみで決定され、重力場の方程式が一般共変
性をもつ計量の２階微分方程式とするとるとすると、４次元では、場の方程式あ
るいは作用積分は一意的に定まり、Einstein-Hilert作用積分

SEH “
1

2κ2

ż

dDx
?

´gpRspgq ´ 2Λq. (1.3.16)

ただし、D ě 5では、一意性は破れ、より一般的な Lovelock理論で与えられる:

SLovelock “

ż

dDx
?

´g

rpD´1q{2s
ÿ

m“0

cmLm; (1.3.17)

Lm “
1

23mπmm!
δλ1σ1¨¨¨λmσm
ρ1κ1¨¨¨ρmκmRλ1σ1

ρ1κ1 ¨ ¨ ¨Rλmσm
ρmκm (1.3.18)

具体的な表式は、

L0 “ 1, L1 “
1

4π
Rs, L2 “

1

32π2

`

R2
s ´ 4Rµ

νRν
µ ` RµνλσR

λσµν
˘

(1.3.19)

局所ローレンツ不変性 スピノール場は、接バンドルの構造群の SOpD ´ 1, 1q簡
約、すなわち正規直交基底の選択に依存するので、重力場がスピノール場と結合
する場合には、正規直交基底 eaないしその双対基底 θaが重力場を記述する基本場
となる。また、このとき、接続 ωabはトーションを持ち得る。
これらフレーム場と接続係数の組Ω “ pθa, ωabqを基本変数とする記述では、局

所ローレンツ変換に対応する正規直交基底の変更に対して理論は不変でないとい
けないので、新たなゲージ対称性が生じる。対応するゲージ変換は、無限小局所
ローレンツ変換 λ “ pλabpxqq P sopD ´ 1, 1qに対し、

δλθ
a “ λabθ

b, δωab “ ´Dλab “ ´dλab ´ rω, λsab (1.3.20)

で与えられる。1階形式での Einstein-Hilbert作用積分に対応する作用積分

S2 “
1

2κ2

ż

dDx|θ|eµae
ν
bRµν

abpωq (1.3.21)

は、局所ローレンツ変換で不変となる。公式

Bµ|θ| “ ´|θ|θaνBµe
ν
a “ |θ|Γλµλ, (1.3.22a)

Dµe
ν
a “ ´eλaΓ

ν
µλ, Dµθ

a
ν “ Γλµνθ

a
λ (1.3.22b)

より、この作用積分の ωabに対する変分は

2κ2δωS “

ż

dDx|θ|

ˆ

1

2
T abµ ` Tc

ra|c|ebsµ
˙

δωµab (1.3.23)
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で与えられる。対応する変分方程式により、トーションは一意的に決まり、他の場
が存在しない今の場合は、T a “ 0となる。
なお、Ωをポアンカレ群P “

␣

pa,Λq
ˇ

ˇ a P RD,Λ P SOpD ´ 1, 1q
(

に対するゲー
ジ場とみなすと、その曲率形式は

pT a,Ra
bq “ dΩ ` rΩ,Ωs (1.3.24)

となる。

力学自由度 変分方程式によりトーションは他の場により一意的に決まるので、重
力場の力学自由度は、計量理論のものと一致する。計量を

ds2 “ ´N2dt2 ` qijpdx
i ` βidtqpdxj ` βjdtq (1.3.25)

と ppD ´ 1q ` 1q分解すると、ラプス関数Npxqとシフトベクトル βjpxqは、座標
系の取り方を決定する非力学的自由度となります。また、Einstein-Hilbert作用積
分は

SEH “
1

2κ2
dDx

“

9qijp
ij ´ NHK ´ βjHj

‰

; (1.3.26)

pij “ ´

?
q

2κ2
pKij ´ Kqijq; Kij “ ´

1

2N
p 9qij ´ Diβj ´ Djβiq , (1.3.27)

HK “
2κ2
?
q

ˆ

pjkp
k
j ´

1

2
p2
˙

´

?
q

2κ2
Rsrqs, (1.3.28)

Hj “ ´2Dkp
k
j (1.3.29)

と表される。これより、pqij, p
ijqに対する時間について１階の時間発展方程式と、

各時空点ごとに、初期値に対するD個の拘束条件

HK “ 0, Hj “ 0 (1.3.30)

が得られる。以上より、真空重力場の力学自由度は

1

2
DpD ` 1q ´ 2D “

1

2
DpD ´ 1q ´ D “

1

2
DpD ´ 3q (1.3.31)

となる。
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1.3.3 Rarita-Schwinger場

局所超対称性 スピノール場が存在するとき、正規直交フレーム場 pea, θ
aqを導入

し、その局所ローレンツ変換に対して不変となるよう理論を作る必要がある。大域
的なローレンツ変換 δλ(λ P sopD ´ 1, 1q）と超対称変換 δϵ(ϵはD次元のMajorana

スピノール)の交換関係は

rδλ, δϵs “
1

2
δλ¨γϵ (1.3.32)

となるので、ローレンツ変換を λ Ñ λpxq局所化すると、ϵ1 “ λ ¨ γϵ Ñ ϵ1pxq “

λpxq ¨ γϵより、 超対称変換も局所化する必要がある。すなわち、一般共変性と整
合的に超対称性を導入するには、必ず、そのゲージ化が必要である。
逆に、超対称変換の交換関係

rδϵ1 , δϵ2s “ ´
1

2
Dϵ̄1γaϵ2 (1.3.33)

より、超対称性を局所化（ゲージ化）するためには、理論の変換群に一般的な併
進、すなわち一般座標変換を含めることが要求される。

ゲージ場 一般に、群で記述される理論の大域的対称性をゲージ対称性に拡張す
るには、ゲージ変換に対して、δAµ “ Dµλと変換するゲージ場Aµを導入する必
要がある。同様に、大域的超対称性をゲージ化するには、δψµ “ Dµϵと変換する
ベクトル－スピノール場が必要となる。実際、このゲージスピノール場を用いる
と、例えば、カイラル超組 pZ, χ, F qの「共変微分」を

D̂µZ “ BµZ ´
1

?
2
ψ̄µPLχ, (1.3.34a)

D̂µPLχ “ BµPLχ ´
1

?
2
PLp {̂DZ ` F qψµ, (1.3.34b)

D̂µF “ BµF ´
1

?
2
ψ̄µ {̂Dχ (1.3.34c)

により導入すれば、これらの量の局所超対称変換は Bµϵを含まない形で与えられる．

Rarita-Schwinger場 一般座標変換、局所ローレンツ変換、局所超対称変換δψµ “

Dµϵに対して不変で、ψµについて２次、微分に関して１階の作用積分は

S3{2 “
1

2κ2

ż

dDx|θ|
`

´ψ̄µγ
µνλDνψλ

˘

(1.3.35)

という表式をもつ。ここで、Dµの取り方には自由度があるが、ここでは、４次元
の場合の純超重力理論と一致するよう、SOpD ´ 1, 1q接続に対応する共変微分

Dµψν “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµabγ

ab

˙

ψν (1.3.36)
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を採用する。ただし、この定義だと、rµ, νsについて反対称化しない限り、座標の添
え字に関してはテンソル性を持たないので注意を要する。∇µψν “ Dµψν´Γλµνpeqψλ
を用いてこのテンソル性を回復することもできるが、ここでは採用しない。
ここで、S “ S2 `S3{2に対する変分方程式から、ωabを決定することにする。こ

のとき、
∇̂peqµV

a
ν “ ∇µpeqV a

ν ` ωpeqµ
a
bV

b (1.3.37)

に対して、
Bµp|θ|V µq “ |θ|∇peqµV

µ, ∇̂peqµe
ν
a “ ∇̂peqµθ

a
ν “ 0 (1.3.38)

より、

2κ2δωS2 “

ż

dDx |θ|p´2qeµae
ν
bDνδωµ

ab

“

ż

dDx |θ| pTab
µ ` 2T qcaceµ

bs
δωµ

ab. (1.3.39)

つぎに、

γmnlγab “ γmnlab ` 6δrl
a δ

n
b γ

ms ` 6δrl
a γ

mns
b,

γabγ
mnl “ γmnlab ` 6δrl

a δ
n
b γ

ms ´ 6δrl
a γ

mns
b, (1.3.40a)

より、

2κ2δωS3{2 “

ż

dDx|θ|

ˆ

´
1

4

˙

ψ̄µγ
µνλγabψλδωµab

“

ż

dDx|θ|
1

4
ψ̄ν

`

γµνλab ` 6δrλ
a δ

ν
b γ

µs
˘

ψλδωµ
ab (1.3.41)

よって、δωS “ 0より

Tab
µ “

1

2
ψ̄aγ

µψb `
1

4
ψ̄νγ

νµρ
abψρ. (1.3.42)

トーションとしてこの値を取る接続をもとの作用積分に代入し、その θaµ, ψµに関
する変分を取ると、δωab経由の項は自動的にゼロとなる。これより、θaµ, ψµに対
する場の方程式は、ωabを独立の場として θaµ, ψµに関する変分を取り、得られた変
分方程式で ωabに上記のトーションに対応する表式を代入すれば正しい方程式が
得られる（1.5次形式）。
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場の方程式 この方法を用いると、ます、ψµに対する方程式は

|θ|´1Bν
`

|θ|ψ̄µγ
µνλδψλ

˘

“ Dνψµγ
µνλδψλ ` ψ̄µγ

µνλDνδψλ ´ 3Kν
rλ
aψ̄µγ

µνsaδψλ (1.3.43)

より、

γµνλDνψλ “ ´
3

2
Kν

rµ
aγ

λνsaψλ. (1.3.44)

この方程式は、次式と同等：

γµνλDpeqνψλ `
3

2
Kν

rλνγµsψλ `
1

4
Kνabγ

µνλabψλ “ 0. (1.3.45)

次に、作用積分の θaµに関する変分

2κ2δθS3{2 “

ż

dDx|θ|
`

eµaψ̄ργ
ρνλ ´ 3ψ̄ρe

rρ
a γ

νλsµ
˘

Dνψλδθ
a
µ, (1.3.46a)

2κ2δθS2 “

ż

dDx|θ|
`

Rspωqeµa ´ 2ebµeνaRνb

˘

δθaµ (1.3.46b)

より、Einstein方程式は

eνaRpωqνbe
bµ ´

1

2
Rspωqeµa

“
1

2
ψ̄ργ

ρνλDνψλ ´
3

2
ψ̄ρe

rρ
a γ

νλsµDνψλ. (1.3.47)

上記のRS場の方程式を代入すると、右辺はゼロとなることが示される。よって、

Rpωqµa ” ebνRpωqµνab “ 0 (1.3.48)
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力学自由度 dspDqをD次元での既約実スピノール表現の次元とする：

D 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ds 4 4 8 8 16 16 16 16 32

タイプ M M SM SMW SM M M MW M

線形化された方程式
γµνλDνψλ “ 0 (1.3.49)

(Dµ “ D
peq
µ )は、次式と同値：

γνpDνψµ ´ Dµψνq “ 0. (1.3.50)

簡単のため、背景時空が平坦とすると、ゲージ変換 δϵψµ “ Bµϵにより、ψ0 “ 0と
できる。このとき、残留ゲージ自由度 δϵψj “ Bjϵpx

jqと、上記方程式の µ “ 0成分
より得られる方程式 B0γ ¨ ψ “ 0より、γ ¨ ψ “ 0とゲージ固定できる。このとき、
このゲージ条件の整合性条件として、

{Bpγ ¨ ψq “ γabBaψb ` B ¨ ψ “ 0 ñ B ¨ ψ “ Bjψj “ 0 (1.3.51)

が得られる。以上より、ゲージ固定条件は

ψ0 “ 0, γjψj “ 0, Bjψj “ 0 (1.3.52)

となり、場の方程式は
{Bψj “ 0 (1.3.53)

と簡単化される。このゲージ固定条件は完全なので、初期値の自由度は pD´3qdspDq

となる。発展方程式は１階なので、通常の力学自由度はその半分の

1

2
pD ´ 3qdspDq (1.3.54)

で与えられる。これと、重力場の力学自由度の差は

∆ “
1

2
pD ´ 3qdspDq ´

DpD ´ 3q

2
“
D ´ 3

2
pdspDq ´ Dq (1.3.55)

となる。これより、D “ 3およびD “ 4では両者の自由度がちょうど一致する。
一方、D ě 5では、重力場の自由度が不足する。したがって、これらの次元で超
重力理論を作るには、余分な場が必要となる。
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1.3.4 ４次元極小超重力理論

４次元では、以上で用いた作用積分

S “ S2 ` S3{2; (1.3.56)

S2 “
1

2κ2

ż

dDx|θ|eµae
ν
bRµν

abrωs, (1.3.57)

S3{2 “ ´
1

2κ2

ż

dDx|θ|ψ̄µγ
µνλDνrωsψλ, (1.3.58)

ωab : Tab
µ “

1

2
ψ̄aγ

µψb (1.3.59)

が局所超対称性をもつ。
まず、基本場 pθaµ, ψµqの局所超対称変換は

δϵθ
a
µ “

1

2
ϵ̄γaψµ, (1.3.60a)

δϵψµ “ Dµϵ ” Bµϵ `
1

4
ωµabγ

abϵ (1.3.60b)

となる。実際、交換関係は

rδϵ1 , δϵ2sθµa “ pδξ ´ δλ̂ ´ δϵ̂qe
a
µ, (1.3.61a)

rδϵ1 , δϵ2sψµ “ pδξ ´ δλ̂ ´ δϵ̂qψµ pmod EOMq (1.3.61b)

となり、微分同相変換、局所ローレンツ変換と合わせて閉じた超代数を構成する。
ここで、

ξa “ ´
1

2
ϵ̄1γ

aϵ2, λ̂ab “ ξρωρab, ϵ̂ “ ξρψρ. (1.3.62)

1.5次形式を用いると、この変換に対する作用積分の変化は

2κ2δS “

ż

d4x|θ|

”

peµaRsrωs ´ 2Ra
µrωsqδθaµ ` iϵµνλσψ̄µγ5γaDνψρδθ

a
µ

`
i

4
ϵµνρσ

`

ψ̄µγ5γσγ
abRνρabϵ ` 2T aνσψ̄µγ5γaDρϵ

˘

ı

(1.3.63)

ここで、
i

4
ϵµνρσψ̄µγ5γσγ

abRνρabϵ “ pRse
µ
a ´ 2Ra

µqδθaµ `
i

2
ϵµνλρRνλρσψ̄µγ5γ

σϵ,

(1.3.64)

pψ̄µγ5γaDνψρqpϵ̄γaψσq “
1

2
T bνσpϵ̄γ5γbDνψρq (1.3.65)

を用いると、

2κ2δS “

ż

d4x|θ|
i

2
ϵµνρσpRνρσa ` DνT

a
ρσqpϵ̄γ5γ

aψµq. (1.3.66)

したがって、ビアンキ恒等式

DT a “ Ra
b ^ θb ô DrνT

a
ρσs “ ´Rrνρσs

a (1.3.67)

より、δS “ 0となる。
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§1.4
4次元N “ 1超重力理論

概要 まず，曲がったD次元時空において，Poincaré代数を含む最小の共形変換
群 SOpD, 2qに対応するゲージ場を極小結合させることにより，スカラー場に対す
る共形不変な理論を構成し，その理論に適当な拘束条件を課し，さらに Poincaré

変換以外の共形ゲージ自由度を固定すると，フレーム場に対するEinstein-Hilbert

作用積分が得られることを示す．次に，対称性を Poincaré超代数を含む超共形変
換群 SUp2|2qに拡張し，スカラー場の代わりにカイラル超組に対する超共形不変な
理論に対して類似の処理を行うと，フレーム場と Rarita-Schwinger 場からなる 4

次元の純超重力理論が得られることを見る．最後に，スケール変換不変性をもつ，
一般的な 4次元超対称理論に超共形ゲージ場を極小結合させることにより，超共
形不変な理論を構成し，それに同様の拘束条件によるゲージ場の除去とゲージ固
定処理を行うことにより，カイラル超組およびゲージ超組と結合した最も一般的
な 4次元超重力理論を導出する．
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1.4.1 一般座標変換

無限小座標変換 δxµ “ ξµに対する場の一般座標変換は

δgctpξqϕ “ Ĺξϕ. (1.4.1)

ただし，この変換は内部ゲージ変換と整合的でないので，共変的無限小座標変換を

δcgctpξq “ δcgtpξq ´ δpξµAAµTAq (1.4.2)

により定義する．この節では，ゲージ場，リー代数の基底の添え字A,B,Cは内部
自由度のみを動くとし，並進の自由度を含める時は，A1, B1, C 1などを使う
具体的には

• 座標スカラ場 ϕ:

δcgctpξqϕ “ ξµDµϕ ” ξµpBµ ` AAµ tAqϕ. (1.4.3)

• 内部ゲージ場AAµ : ゲージ場の変換が，拡張した形

δpΛqAAµ “ BµΛ
A ` fABCA

B
µΛ

C ` ΛBMµB
A, (1.4.4)

をとるとき，
δcgctpξqAAµ “ ξνR̂A

νµ. (1.4.5)

ここで，
R̂A “ dAA ` fABCA

B ^ AC ´ AB ^ MB
A.. (1.4.6)

なお，このゲージ変換の一般化により，共変量のゲージ変換は以下のように
修正される：

δpΛqDaϕ “ ´λa
bDbϕ ´ θAtADaϕ, (1.4.7a)

δpΛqR̂ab
A “ fACBΛ

BR̂ab
C ` 2ΛBDraMbsB

A ´ 2ΛCMra|C|
BMbsB

A.

(1.4.7b)

また，共変微分の交換関係およBianchi恒等式は

rDa,Dbsϕ “ ´R̂ab
ATAϕ, (1.4.8)

DraR̂bcs
A “ 2R̂rab

BMcsB
A. (1.4.9)

• フレーム場 θaµ:

δcgctpξqθaµ “ Bµξ
a ` faBcA

B
µ ξ

c ´ ξνRµνpP aq. (1.4.10)

以上の，共変的一般座標変換は，座標スカラ場，ゲージ場に対しては，内部自
由度に対応するゲージ変換と可換となる：

rδpΛq, δcgctpξqsϕ “ rδpΛq, δcgctpξqsAAµ “ 0. (1.4.11)
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1.4.2 Einstein重力に対する共形的アプローチ

共形代数 D次元時空の共形群は SOpD, 2qで与えられ，そのリー代数は

L pSOpD, 2qq “ xPa, Mab, Ka, Dy (1.4.12)

交換関係は

rPa, Pbs “ 0, rMab,Mcds “ 4ηrarcMdsbs, (1.4.13a)

rMab, Pcs “ ´2ηcraPbs, rMab, Kbs “ ´2ηcraKbs, (1.4.13b)

rPa, Kbs “ 2pηabD ` Mabq, rD,Pas “ Pa, rD,Kas “ ´Ka.(1.4.13c)

平坦なミンコフスキー時空への作用は

ξa “ aa ` λabxb ` λDx
a ` px ¨ xλaK ´ 2xax ¨ λKq, (1.4.14)

より，

Pa “ Ba, Mab “ xbBa ´ xaBb, D “ xaBa, Ka “ x ¨ xBa ´ 2xax
bBb. (1.4.15)

局所共形対称性と対応するゲージ場 共形代数の基底 TAと，無限小局所変換のパ
ラメータΛA, およびゲージ場AAを次のように表す：

ΛATAq “ ξapxqPa `
1

2
λabpxqMab ` λDpxqD ` λaKpxqKa (1.4.16a)

A “ AATA “ θaPa `
1

2
ωabMab ` bD ` faKa. (1.4.16b)

ゲージ場の内部局所変換に対する変換は

δθa “ ´λabθ
b ´ λDθ

a, (1.4.17a)

δωab “ dλab ` 2ωc
raλbsc ´ 4λ

ra
Kθ

bs, (1.4.17b)

δfa “ dλaK ´ bλaK ` ωabλ
b
K ´ λabf

b ` λDf
a, (1.4.17c)

δb “ dλD ` 2λaKθa. (1.4.17d)

曲率テンソルは

RpP aq “ T a ` b ^ θa; T a “ dθa ` ωabθ
b, (1.4.18a)

RpMabq “ dωab ` ωac ^ ωcb ` 4θra ^ f bs, (1.4.18b)

RpKaq “ dfa ` ωabf
b, (1.4.18c)

RpDq “ db ` 2θa ^ fa. (1.4.18d)

これらの内部ゲージ変換は

δRpP aq “ ´λabRpP bq ´ λDRpP aq, (1.4.19a)

δRpMabq “ 2λra
cRpM bscq ´ 4λ

ra
KRpP bsq, (1.4.19b)

δRpKaq “ ´λabRpKbq ` λDRpKaq, (1.4.19c)

δRpDq “ 2λKaRpP aq. (1.4.19d)
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拘束条件

(i) RµνpP aq “ 0: この条件は

T a ” dθa ` ωab ^ θb “ ´b ^ θa (1.4.20)

となる．これより，

ωµ
a
b “ ωµ

a
bpeq ` Kµ

a
b; (1.4.21)

Kµab “ 2θra
µ e

bsνbν (1.4.22)

(ii) eνbRµνpMabq “ 0: この条件は

eνbRµνpMabq “ Rµ
apωq ` θaµf

b
b ` faµ (1.4.23)

より，

faa “ ´
1

2pD ´ 1q
Rspωq, (1.4.24a)

pD2qfaµ “ ´Rµ
apωq `

Rspωq

2pD ´ 1q
θaµ. (1.4.24b)

これらの拘束条件は，局所共形変換と整合的である．

共形不変な作用積分 スカラ場 ϕの共形ウエイトをwとする：

δpλDDqϕ “ λDwϕ. (1.4.25)

このとき，ϕの共変微分は

Daϕ “ pBa ´ wbaqϕ “ eµapBµ ´ wbµqϕ. (1.4.26)

また，そのゲージ変換は

δDaϕ “ ´λa
bDbϕ ´ 2wλKaϕ ` pw ` 1qλDDaϕ. (1.4.27)

よって，
lCϕ “ BaDaϕ `

␣

ωb
ba ´ pw ` 1qba

(

Daϕ ` 2wfaaϕ (1.4.28)

このゲージ変換は，

δlCϕ “ pw ` 2qλDlCϕ ` 2pD ´ 2w ´ 2qλaKDaϕ. (1.4.29)

よって，
δ|θ| “ eµaδ

a
µ|θ| “ ´DλD|θ| (1.4.30)
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より，

w “
1

2
pD ´ 2q (1.4.31)

と取ると，
δp|θ|ϕlCϕq “ pw ` 2 ´ D ` wq|θ|ϕlCϕ “ 0. (1.4.32)

以上より，作用積分

S “

ż

dDx|θ|

ˆ

´
1

2

˙

ϕlCϕ (1.4.33)

は共形不変で，拘束条件RµνpP aq “ 0, eνbRµνpMabq “ 0に加えて，Ka変換に対す
るゲージ条件

K-gauge : bµ “ 0 Ñ λaK “ ´
1

2
BaλD (1.4.34)

を課すと，作用積分は

S “

ż

dDx|θ|

ˆ

´
1

2
ϕlϕ `

D2

4pD ´ 1q
Rsϕ

2

˙

. (1.4.35)

この作用積分は依然として局所共形不変で，このゲージ自由度を

ϕ2 “
2

κ2
D ´ 1

D ´ 2
(1.4.36)

により固定すると，最終的に Einstein-Hilbert作用積分が得られる：

S “

ż

dDx|θ|
1

2κ2
Rspeq. (1.4.37)
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1.4.3 4次元純超重力理論に対する超共形アプローチ

超共形代数 SUp2, 2|1q Poincaré共形代数SUp2, 2qを含む最小の超代数は，SUp2, 2|1q

で与えられ，生成元は

L0 “ xPa,Mab, Ka, Dy ‘ xT y , L1 “ xQα, Sαy . (1.4.38)

SUp2, 2q – SOp4, 2q部分代数以外のゼロでない交換関係は，

rMab, Qs “ ´
1

2
γabQ, rMab, Ss “ ´

1

2
γabS, (1.4.39a)

rKa, Qs “ γaS, rPa, Ss “ γaQ, (1.4.39b)

rD,Qs “
1

2
Q, rD,Ss “ ´

1

2
S, (1.4.39c)

rT,Qs “ ´
3

2
iγ5Q, rT, Ss “

3

2
iγ5S, (1.4.39d)

tQα, Q
βu “ ´

1

2
pγaqα

βPa, tSα, S
βu “ ´

1

2
pγaqα

βKa, (1.4.39e)

tQα, S
βu “ ´

1

2
δβαD ´

1

4
pγabqα

βMab `
i

2
pγ5qα

βT, (1.4.39f)

tSα, Q
βu “ `

1

2
δβαD ´

1

4
pγabqα

βMab ´
i

2
pγ5qα

βT (1.4.39g)

,

超共形ゲージ場（Weyl超組） リー代数の各生成元に対応したゲージパラメータ
およびゲージ場を以下のように表記する：

TA : Pa Mab Ka D T Qα Sα
ΛA : ξa λab λaK λD λT ϵα ηα

AAµ : θaµ ωµ
ab faµ bµ Bµ ψµ ϕµ

(1.4.40)

ゲージ場に対する内部ゲージ変換 pΛA ‰ ξaq

A “ AAµdx
µTA : δA “ dΛ ` rA ,Λs (1.4.41)
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の具体的表式は

δθa “ ´λabθ
b ´ λDθ

a `
1

2
ϵ̄γaψ, (1.4.42a)

δωab “ dλab ` 2ωc
raλbsc ´ 4λ

ra
Kθ

bs `
1

2
η̄γabψ `

1

2
ϵ̄γabϕ, (1.4.42b)

δfa “ dλaK ´ bλaK ` ωabλ
b
K ´ λabf

b ` λDf
a `

1

2
η̄γaϕ, (1.4.42c)

δb “ dλD ` 2λKaθ
a ´

1

2
η̄ψ `

1

2
ϵ̄ϕ, (1.4.42d)

δB “ dλT `
i

2
η̄γ5ψ ´

i

2
ϵ̄γ5ϕ, (1.4.42e)

δψ “ dϵ `

ˆ

1

4
ωabγab `

1

2
b ´

3

2
iBγ5

˙

ϵ ´ θaγaη

`

ˆ

´
1

2
λD `

3

2
iλTγ5 ´

1

4
λabγab

˙

ψ, (1.4.42f)

δϕ “ dη `

ˆ

1

4
ωabγab ´

1

2
b `

3

2
iBγ5

˙

η ´ faγaϵ

`

ˆ

1

2
λD ´

3

2
iλTγ5 ´

1

4
λabγab

˙

ϕ ` λaKγaψ. (1.4.42g)

また，

δeµa “ ´λa
beµb ` λDe

µ
a ´

1

2
ϵ̄γµψa, (1.4.43)

δ|θ| “
`

´4λD ` 1
2
ϵ̄γµψµ

˘

|θ| (1.4.44)

カイラル超組への表現 カイラル超組 pZ, PLχ, F qへの超共形代数の表現は，Zの
共形ウエイトwを指定すると，次のように一意的に定まる：

δZ “ pwλD ` iwλT qZ `
1

?
2
ϵ̄PLχ, (1.4.45a)

δPLχ “

"ˆ

w `
1

2

˙

λD `

ˆ

w ´
3

2

˙

iλT

*

PLχ

`
1

?
2
PLp {DZ ` F qϵ `

?
2wZPLη, (1.4.45b)

δF “ tpw ` 1qλD ` pw ´ 3qiλT uF

`
1

?
2
ϵ̄ {DPLχ `

?
2p1 ´ wqη̄PLχ. (1.4.45c)
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これより，Zと PLχの共変微分がブートストラップ的に定まり

DZ “ dZ ´ pwb ` iwBqZ ´
1

?
2
ψ̄PLχ, (1.4.46a)

DPLχ “ PL

”

dχ `
␣1

4
ωabγab ´

`

w ` 1
2

˘

b ´
`

w ´ 3
2

˘

iB
(

χ

´
1

?
2

p {DZ ` F qψ ´
?
2wZϕ

ı

. (1.4.46b)

Proof. 1) Qの作用

δpϵ̄QqZ “
1

?
2
ϵ̄PLχ, δpϵ̄QqPLχ “

1
?
2
PLpp {DZ`F qϵ, δpϵ̄QqF “

1
?
2
ϵ̄ {D2PLχ.

(1.4.47)

ここで，共変微分DZ, Dχは，表現が確定すると，一般公式

Dϕ “ dϕ ´ δpA qϕ (1.4.48)

により定まる．

2) Dの作用：共形ウエイト ．rD,Qsより，

δpDqZ “ wZ, δpDqPLχ “ pw ` 1{2qPLχ, δpDqF “ pw ` 1qF. (1.4.49)

3) T の作用：カイラルウエイト．rT,Qsより，

δpT qZ “ icZ, δpT qPLχ “ ipc ´ 3{2qPLχ, δpT qF “ ipc ´ 3qF. (1.4.50)

4) Ka, Sの作用：ηの共形ウエイトが1/2で，すべての場およびその微分の共形ウ
エイトはw以上となるのて，δpSqZ “ 0．これと rS, Ss9Kより，δpKaqZ “ 0．
この結果に，Q変換を施すことにより，PLχ, F に対するS変換が定まり，整
合性よりw “ cが得られる．さらに，rS, Ss9Kを用いると，K変換も定まる．

Q.E.D.

修正 F 項 F の変換則より，w “ 3と取ると，|θ|F は

|θ|´1δp|θ|F q “
1

?
2
ϵ̄ {DPLχ `

1

2
F ϵ̄γµψµ ´ 2

?
2η̄PLχ (1.4.51)

と変換するので，平坦な時空の場合と異なり，
ş

d4x|θ|F は超対称変換で不変でな
い．この問題は，F の代わりに

F̃ “ F `
1

?
2
ψ̄µγ

µPLχ `
1

2
Zψ̄µγ

µνPRψν (1.4.52)

を用いることにより解消される．実際，次に述べる拘束条件のもとで

δp|θ|F̃ q “
1

?
2

Bµ p|θ|ϵ̄γµPLχq (1.4.53)

が成り立つ．
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カイラル超組に対する超共形不変な作用積分 pZ, PLχ, F qを超共形変換に対して
(1.4.45)に従って変換するカイラル超組とする．このとき，次の組がZ 1 “ F̄ を基
本スカラ場とするカイラル超組となる：

pZ 1, PLχ
1, F 1q “ pF̄ , {DPRχ,l

CZ̄q (1.4.54)

ここで，

lCZ ” DµDµZ “ eaµ
`

BµDaZ ´ 2bµDaZ ` ωµabD
bZ ` 2fµaZ

´iBµDaZ ´
1

?
2
ψ̄µPLDaχ `

1
?
2
ϕ̄µγaPLχ

˘

. (1.4.55)

これらの 2つのカイラル超組の積で定義される新たなカイラル超組

Z2 “ ZF̄ , (1.4.56a)

PLχ
2 “ Z {DPRχ ` F̄PLχ, (1.4.56b)

F 2 “ FF̄ ` ZlCZ̄ ´ χ̄ {DPRχ (1.4.56c)

に対応する修正F 項 F̃ 2より，Zのカイラルウエイトが 1のとき，次の超共形不変
な作用積分が得られる：

SSG “

ż

d4x|θ|Re
”

FF̄ ` ZlCZ̄ ´ χ̄PL {Dχ

`
1

?
2
ψ̄µγ

µpZ {DPRχ ` F̄PLχq `
1

2
ZF̄ ψ̄µγ

µνPRψν

ı

. (1.4.57)

拘束条件

C1 : RµνpP aq “ 0.

RpP aq “ T a ` b ^ θa ´
1

4
ψ̄ ^ γaψ; T a ” dθa ` ωab ^ θb (1.4.58)

より，この条件は

T a “ ´b ^ θa `
1

4
ψ̄ ^ γaψ (1.4.59)

これより，

ωab “ ωabpe, b, ψq “ ωabpe, bq `
1

2
ψ̄µγ

raψbs `
1

4
ψ̄aγµψ

b. (1.4.60)

ωabpe, b, ψqの変換則は，Q変換に関して，元の独立したゲージ場としてのωab

と異なり，

δpϵ̄Qqωabpe, b, ψq “ δgaugeω
ab ` δMωab “

1

2
ϵ̄γabϕ ` ϵ̄M abpQq,(1.4.61)

Mµ
abpQq “ ´

1

2
γraRµ

bspQq ´
1

4
γµR

abpQq. (1.4.62)
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となる．このゲージ変換則の変更により，RpMabqの定義は次のように変更
される：

R̂µνpMabq “ R̂µν
ab ` 8f

ra
rµθ

bs
νs
; (1.4.63)

R̂µν
ab “ Rµν

abpωq ´ ψ̄rµγ
abϕνs ´ 2ψ̄rµMνs

abpQq. (1.4.64)

C2 : eνb R̂µνpMabq “ 0. この条件は，次式と同等：

faµ “ ´
1

4
R̂µ

a `
1

24
θaµR̂s (1.4.65)

C3 : γµRµνpQq “ 0. この条件は，

RµνpQq “ R 1
µνpQq ´ 2γrµϕνs, (1.4.66)

R 1pQq “ Dψ ”

ˆ

d `
1

2
b ^ ´

3

2
iB ^ γ5 `

1

4
ωab ^ γab

˙

ψ (1.4.67)

とおくと，次式と同等：

ϕµ “ ´
1

2
γνR 1

µνpQq `
1

2
γµγ

abR 1
abpQq. (1.4.68)

以上のC1„C3の条件が満たされるとき，

fµµ “ ´
1

2
R̂S “ ´

1

12

`

Rspωq ´ ψ̄aγ
abϕb

˘

, (1.4.69a)

γµϕµ “ ´
1

6
γµνR 1

µνpQq, (1.4.69b)

γabϕb “ ´
1

4
γabR 1

bcpQq, (1.4.69c)

Mµ
abpQq “ ´

1

2
γµR

abpQq “ γµγ
raϕbs ´

1

2
γµR

1abpQq. (1.4.69d)

したがって，独立な場としては，ゲージ場 θa, B, ψµおよび F のみが残る．
【Exercise 1.4.1 (未確認事項)】 　 拘束条件を課すと、従属ゲージ場 ωab, fa, ϕ

の変換則が変化する。この変化した後の変換則でも、作用積分 (1.4.57)が不変であ
ることを示せ。すなわち、

ż

d4x
δSSG

δAA
¨ δMAA “ 0 (1.4.70)

を示せ。 l
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ゲージ固定 P a,Mab, Q以外の変換に対するゲージ自由度を取り除くため，次の
ゲージ条件を課す：

K-gauge : bµ “ 0, (1.4.71a)

D-gauge and T -gauge : Z “
?
3{κ, (1.4.71b)

S-gauge : χ “ 0 (1.4.71c)

このとき，

0 “ δZ “ pλD ` iλT qZ ñ λD “ λT “ 0, (1.4.72a)

0 “ δPLχ “
1

?
2
PLp´i {BZ ` F qϵ `

?
2ZPLη ñ η, (1.4.72b)

0 “ δb “ 2λaK ´
1

2
η̄ψ `

1

2
ϵ̄ϕ ñ λaK (1.4.72c)

より，D, T , Ka, Sに対するゲージ変換が固定される．

超重力作用積分 ゲージ固定条件を (1.4.57)に代入すると，

DµZ “ ´iBµZ. (1.4.73a)

DµPLχ “ PL

„

1
?
2

pi {BZ ´ F qψµ ´
?
2Zϕµ

ȷ

, (1.4.73b)

lCZ̄ “ ´ieaµDpωqµBaZ̄ ` 2faa Z̄ ´ BaB
aZ̄ ´

1
?
2
ψ̄aDµPRχ (1.4.73c)

より，

SSG “

ż

d4x|θ|

”

FF̄`|Z|2
␣

´BaB
a`2faa ´

i

4
ψ̄aγ

abcγ5ψbBc´
1

2
ψ̄aγ

abϕb
(

ı

. (1.4.74)

さらに，拘束条件とゲージ固定条件より

faa “ ´
1

12
R̂S “ ´

1

12

`

Rspωq ´ ψ̄aγ
abψb

˘

, (1.4.75a)

γaϕa “ ´
1

6
γabR 1

abpQq, (1.4.75b)

γabψb “ ´
1

4
ψ̄aγ

abcR 1
bcpQq, (1.4.75c)

R 1
ab “ 2Dpωqraψbs ´ 3iBraγ5ψbs (1.4.75d)

となることを用いると，

SSG “

ż

d4x|θ|

„

1

2κ2
`

Rspωq ´ ψ̄aγ
abcDpωqbψc ` 6BaB

a
˘

´ |F |2
ȷ

(1.4.76)

を得る．ここで，ωabはトーションをもつ接続係数

ωµ
ab “ ωµ

abpeq `
1

2
ψ̄µγ

raψbs `
1

4
ψ̄aγµψ

b. (1.4.77)

である．
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【Note 1.4.2 (超対称変換の修正)】 　 もとの作用積分 (1.4.57)は，本来の超対
称変換 (1.4.42)に対して不変であるが，拘束条件C1を課すと，ωabの変換則が変
化するため，δpϵqに対する不変性が壊れる可能性がある．しかし，ゲージ固定条
件と拘束条件C3のもとで，

δpϵqSSG “

ż

d4xδMωµ
ab δSSG

δωµab
“

ż

d4x|θ|Mµ
abpQqeaµBb “ 0 (1.4.78)

より，不変性は破れない．
この作用積分を不変にする超対称変換 δ̃pϵqは，ゲージ固定条件より得られる関

係式

PLη “
1

2
iPL {Bϵ ´

κ

2
?
3
FPLϵ (1.4.79)

を考慮すると，

δ̃ea “
1

2
ϵ̄γaψ, (1.4.80a)

δ̃PLψ “ PLD̂ϵ ” PL

ˆ

Dpωq ´
3

2
iB `

1

2
iγµdx

µ {B `
κ

2
?
3
γµdx

µF̄

˙

ϵ,

(1.4.80b)

δ̃Bµ “ ´
1

4
iϵ̄γ5

ˆ

´γνR̂µνpQq `
1

6
γµγ

abR̂abpQq

˙

, (1.4.80c)

δ̃F “

?
3

6κ
ϵ̄PRγ

µνR̂µνpQq. (1.4.80d)

ここで，
PLR̂µνpQq “ 2PLD̂rµψνs. (1.4.81)

l

【Exercise 1.4.3 (未確認)】 　 上の修正された変換則が閉じた代数をなすこと
をしめせ。また、この変換に対して、作用積分 (1.4.76)が不変であることを確かめ
よ。 l
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adS超対称代数
【Exercise 1.4.4 (共形不変ポテンシャル)】 　 超共形不変作用積分を用いたア
プローチにおいて，超ポテンシャルW “ cZ3に対応する修正F 項を加えることが
できる．対応する作用積分SSG `Scにおいて，補助場B,F を場の方程式を用いて
消去すると，反 de Sitter超重力理論

SSG`Sc “

ż

d4x|θ|
1

2κ2
“

Rspωq ´ 2Λ ´ ψ̄µγ
µνρDpωqνψρ ` m3{2ψ̄µγ

µνψν
‰

. (1.4.82)

が得られることを示せ．ここで，

m3{2 “
1

L
“

33{2c

2κ
, Λ “ ´3m2

3{2. (1.4.83)

また，対応
Pa ÞÑ δcgct, Q ÞÑ δ̃pϵq (1.4.84)

のもとで，次の adS超対称代数が成り立つことを示せ（未確認）：

rPa, Pbs “
1

4L2
Mab, (1.4.85a)

rPa, Qs “
1

4L
γaQ, (1.4.85b)

rQα, Qβs “ ´
1

2
pγaqαβPa ´

1

8L
pγabqαβMab. (1.4.85c)

l
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1.4.4 物質セクターとの結合

超共形対称性およびゲージ対称性の表現 超共形変換と物質場のゲージ対称性は
可換であるとする．

Wyle超組（超共形ゲージ場） θa, ωab, fa, b, B; ψ, ϕ

カイラル超組 pXI ,ΩI , FKq

ゲージ超組 pAA, PRλ
A, DAq

実超組 pC,PLζ,H, Va, PRλ,Dq

Weyl超組 Weyl超組の共形およびカイラルウエイトは以下の通り：

θa PLψ b ωab B PLϕ fa

w ´1 ´1
2

0 0 0 1
2

1

c 0 3
2

0 0 0 ´3
2

0

超共形ゲージ超組 AAµ は実ベクトル場で，ゲージ変換とカイラル変換は可換なの
で，AAµ のカイラルウエイトはゼロ．また，A

A
a “ eµaA

A
µ と eµa の共形ウエイトが 1

なので，AAµ の共形ウエイトはゼロ．これと，超共形変換の構造より，ゲージ超組
に属する場の共形ウエイトとカイラルウエイトは

AAµ PRλ
A DA

w 0 3{2 2

c 0 ´3{2 0

これと，超共形代数の構造より，Ka、Sのゲージ超組への作用は自明で，Q変換
の作用は次のように定まる：

δpϵ̄QqAAµ “ ´
1

2
ϵ̄γµλ

A, (1.4.86a)

δpϵ̄QqλA “

ˆ

1

4
γabF̂A

ab `
1

2
iγ5D

A

˙

ϵ, (1.4.86b)

δpϵ̄QqDA “
1

2
iϵ̄γ5γ

µDµλ
A. (1.4.86c)

ここで，

F̂A “ dAA `
1

2
fABCA

B ^ AC `
1

2
ψ̄ ^ γνdx

νλA, (1.4.87a)

DλA “ dλA ´

ˆ

´
1

4
ωabγab `

3

2
b `

3

2
iγ5B

˙

λA

`λCABfABC ´

ˆ

1

4
γabF̂ab

A `
1

2
iγ5D

A

˙

ψ. (1.4.87b)

【Exercise 1.4.5 (未確認事項)】 　 上の変換が，rQ,Qsの交換関係と整合的で
あることを確認せよ。 l
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超共形実超組 実超組の基礎スカラ場 C は実場なのでカイラルウエイトはゼロ．
そのカイラルウエイトをwとすると，超共形変換則より，

C PLζ H Va PRλ D

w w w ` 1{2 w ` 1 w ` 1 w ` 3{2 w ` 2

c 0 ´3{2 ´3 0 ´3{2 0

また，δ “ δpλaKKa ` ϵ̄Q ` η̄Sqに対する変換則は

δC “
1

2
iϵ̄γ5ζ, (1.4.88a)

δPLζ “
1

2
PLpiH ´ {V ´ i {DCqϵ ´ iwCPLη, , (1.4.88b)

δH “ ´iϵ̄PRpλ ` {Dζq ` pw ´ 2qiη̄PLζ, (1.4.88c)

δVa “ ´
1

2
ϵ̄pγaλ ` Daζq `

1

2
p1 ` wqη̄γaζ, (1.4.88d)

δPRλ “ PR

ˆ

1

4
γabFab ´ i

D

2

˙

ϵ `
w

2
PR piH ´ {V ` i {DCq η

´w{λKPLζ, (1.4.88e)

δD “
i

2
ϵ̄γ5 {Dλ ` iwη̄

ˆ

λ `
1

2
{Dζ

˙

´ 2wλaKDaC. (1.4.88f)

ここで，
Fab ” 2DraVbs ` ϵabcdD

cDdC. (1.4.89)

【Exercise 1.4.6 (未確認)】 　 この変換則が超共形代数の交換関係と整合的で
あることを確認せよ． l

超共形カイラル超組 規準スカラ場XIのカイラルウエイトをw、c “ wとすると，
δ “ δpλaKKa ` ϵ̄Q ` η̄Sqに対する変換則は

δXI “
1

?
2
ϵ̄ΩI , (1.4.90a)

δΩI “
1

?
2
PL

`

{DXI ` F I
˘

ϵ `
?
2wXIPLη, (1.4.90b)

δF I “
1

?
2
ϵ̄ {DΩI ` ϵ̄PRλAkIApXq `

?
2p1 ´ wqη̄ΩI . (1.4.90c)

各成分場の共形ウエイトとカイラルウエイトは

XI ΩI F I

w w w ` 1
2

w ` 1

c w w ´ 3
2

w ´ 3

【Exercise 1.4.7 (未確認)】 　 この変換則が超共形代数の交換関係と整合的で
あることを確認せよ． l
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修正D項による不変作用積分 pC, ζ,H, Va, λ,Dqを wpCq “ 2の超共形実超組と
すると，

Z “ ´H̄, PLχ “ ´
?
2iPLpλ ` {Dζq, F “ D ` DaDaC ` iDaVa (1.4.91)

により定義される組 pZ, PLχ, F qがwpF q “ 4の超共形カイラル超組として変換す
ることが示される．したがって，対応する修正 F 項は，超共形不変な作用積分を
与える；

SD “

ż

d4x|θ|

„

D ` lCC `
1

2

ˆ

iψ̄ ¨ γPRpλ ` {Dζq ´
1

4
ψ̄µPLγ

µνψνH ` h.c

˙ȷ

.

(1.4.92)

ここで，

DaC “ BaC ´ 2baC ´
1

2
iψ̄aγ5ζ, (1.4.93a)

DaPLζ “

ˆ

Ba `
1

4
ωa

bcγbc ´
5

2
ba `

3

2
iBa

˙

ζ ´
1

2
PL piH ´ {V ´ i {DCqψa

`2iCPLϕa, (1.4.93b)

lCC “ DaDaC

“ BaDaC ´ 3baDaC ` ωa
abDbC ` 4Cfaa ´

1

2
iψ̄aγ5Daζ `

1

2
iϕ̄ ¨ γγ5ζ.

(1.4.93c)

拘束条件C1, C2, C3を課して，ωab, fa, ϕを他のゲージ場で表すと，この作用積
分は次の形で表される：

SD “

ż

d4x|θ|

”

D ´
1

2
iψ̄ ¨ γγ5λ ´

1

3
CRpωq `

1

6

`

Cψ̄µγ
µρσ ´ ´iζ̄γρσγ5

˘

R1
ρσpQq

`
1

4
ϵabcdψ̄aγbψc

ˆ

Bd ´
1

2
ψ̄dζ

˙

ı

. (1.4.94)
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1.4.5 カイラル超組およびゲージ超組と結合した超重力理論の導出

超共形的作用積分 pXI , χI , F Iq(I “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n)をn`1個のカイラル超組，pAA, λA, DAq

をゲージ超組，pθa, ωab, fa, b, B;ψ, ϕqを超共形ゲージ場とする．曲がった時空での
最も一般的な超対称理論の超共形不変な拡張は次式で与えられる：

L “ rNpX, X̄qsD̃ ` rW pXqsF̃ `
“

fABpXqλ̄APLλ
B
‰

F̃
. (1.4.95)

ここで，

1) NpX, X̄q：共形ウエイトw “ 2，カイラルウエイト c “ 0の実関数．

NpλX, λ̄X̄q “ λλ̄NpX, X̄q. (1.4.96)

2) W pXq: 共形ウエイトw “ 3の正則関数．

XIWI “ 3W pXq; WI ”
BW pXq

BXI
. (1.4.97)

3) fABpXq: 共形ウエイトw “ 0の正則関数．

XIfAB,I “ 0; fAB,I ”
BfABpXq

BXI
. (1.4.98)

ゲージ化 ゲージ群GのKähler多様体 M̃ “ pXI , NpX, X̄qqへの正則変換群とし
ての作用が与えられると，共変微分を

DµX
I “ pBµ ´ bµ ´ iBµqXI ´

1
?
2
ψ̄µΩ

I ´ AAµk
I
A, (1.4.99a)

DµΩ
I “

ˆ

Bµ ´
3

2
bµ `

1

4
ωµ

abγab ´
1

2
iBµ

˙

ΩI

´
1

?
2
PLp {DXI ` F Iqψµ ´

?
2XIPLϕµ ´ AAµΩ

JBJk
I
A (1.4.99b)

と変更することにより，カイラル超組がゲージ相互作用する超重力理論が決まる．
ただし，理論の超共形不変性を保つために，対応する M̃ 上の正則Killingベク

トル
kA “ pkIAq : δXI “ θAkIA, δΩI “ θABJk

I
AΩ

J (1.4.100)

は，XI と同じ共形ウエイトw “ 1を持つことが要求される：

XJBJk
I
A “ kIA, BJ̄k

I
A “ 0. (1.4.101)
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また，W とNはこの無限小変換で不変であることが必要で，Nの同次性のために
Kähler変換の自由度は失われる：

WIk
I
A “ 0, NIk

I
A ` NĪk

Ī
A “ 0, (1.4.102a)

PA “
1

2
ipNIk

I
A ´ NĪk

Ī
Aq “ iNIk

I
A “ ´iNĪk

Ī
A. (1.4.102b)

ここで，PAは次式で定義されるモーメント写像：

BĪPA “ iNJĪk
J
A. (1.4.103)

作用積分の具体的表式 拘束条件C1, C2, C3の元で，

|θ|´1rN sD̃ “ NIJ̄

ˆ

´DµX
IDµX̄ J̄ ´

1

2
Ω̄I {DΩJ̄ ´

1

2
Ω̄J̄ {DΩI ` F IF̄ J̄

˙

1

2

”

NIJK̄

´

´Ω̄IΩJ F̄ K̄ ` Ω̄Ip {DXJqΩK̄
¯

` h.c.
ı

`
1

4
NIJK̄L̄Ω̄

IΩJΩ̄K̄ΩL̄

´iNIK
I
AD

A ´
?
2λ̄ANIJ̄pΩIkJ̄A ` ΩJ̄kIAq

`

” 1

2
?
2
ψ̄ ¨ γ

ˆ

NIJ̄F
IΩJ̄ ´ NIJ̄ {DX̄ J̄ΩI ´

1

2
NIJK̄Ω

K̄Ω̄IΩJ ` NIPRλ
AkIA

˙

`
1

8
iϵµνρσψ̄µγνψρ

ˆ

NIDσX
I `

1

2
NIJ̄Ω̄

IγσΩ
J̄ `

1
?
2
NIψ̄σΩ

I

˙

` h.c.
ı

`
1

6
N

ˆ

´Rpωq `
1

2
ψ̄µγ

µνρR1
νρpQq

˙

´
1

6
?
2

´

NIΩ̄
I ` NĪΩ̄

Ī
¯

γµνR1
µνpQq,

(1.4.104a)

|θ|´1rW sF̃ “ WIF
I ´

1

2
WIJΩ̄

IΩJ ` WIψ̄ ¨ γΩI `
1

2
W ψ̄µPRγ

µνψν ` h.c.,

(1.4.104b)

|θ|´1rfABλ̄
APLλ

BsF̃ “ ´
1

4
fAB

”

2λ̄APL {DλB ` F̂´A
µν F̂

µν´B ´ DADB

`
1

4
ψ̄ ¨ γPL

ˆ

1

2
γµνF̂´A

µν ´ iDA

˙

λB ´
1

8
ψ̄µγ

µνPRψνλ̄
APLλ

B
ı

`
1

2
?
2
fAB,IΩ̄

I

ˆ

´
1

2
γµνF̂´A

µν ` iDA

˙

λB

`

„

´
1

4
fAB,I

ˆ

F I `
1

?
2
ψ̄ ¨ γΩI

˙

`
1

8
fAB,IJΩ̄

IΩJ

ȷ

λ̄APLλ
B ` h.c.(1.4.104c)

補助場の消去 運動項を持たない補助場 F I , F̄ Ī , DA, Bµに対する変分方程式は

´F̄ J̄NIJ̄ “ WI ´
1

2
NIJ̄K̄Ω̄

J̄ΩK̄ , (1.4.105a)

pRe fABqDB “ PA ` PF
A, (1.4.105b)

Bµ “ Bµ ` BF
µ . (1.4.105c)
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ここで，

PF
A “

i

2
?
2

´

´fAB,IΩ̄
IλB ` f̄AB,ĪΩ̄

ĪλB
¯

, (1.4.106)

Bµ “
i

2N

´

NĪBµX̄
Ī ´ NIBµX

I
¯

`
1

N
AAµPA. (1.4.107)

BF
µ “

i

4N

„

?
2ψ̄µpNIΩ

I ´ NĪΩ
Īq ` NIJ̄Ω̄

IγµΩ
J̄ `

3

2
pRe fABqλ̄Aγµγ5λ

B

ȷ

.

(1.4.108)

これらを上で求めた超共形不変作用積分に代入し整理すると，次式を得る：

|θ|´1L “
N

6

“

´Rpe, bq ` ψ̄µR
µ ` |θ|´1Bµp|θ|ψ̄ ¨ γψµq

‰

`L0 ` L1{2 ` L1 ´ V ` Lm ` Lmix ` Ld ` L4f . (1.4.109)

ここで，

L0 “ ´GIJ̄DµX
IDµX J̄ , (1.4.110a)

L1{2 “ ´
1

2
GIJ̄

´

Ω̄I {̂Dp0qΩJ̄ ` Ω̄J̄ {̂Dp0qΩI
¯

, (1.4.110b)

L1 “ pRe fABq

ˆ

´
1

4
FA
µνF

µνB ´
1

2
λ̄A {Dp0qλB

˙

`
i

4

´

pIm fABqFA
µνF̃

µνB ` pDµIm fABqλ̄Aγ5γ
µλB

¯

, (1.4.110c)

V “ VF ` VD “ GIJ̄WIW̄J̄ `
1

2
pRe fq´1ABPAPB, (1.4.110d)

Lm “
1

2
W ψ̄µPRγ

µνψν ´
1

2
∇IWJΩ̄

IΩJ `
1

4
W̄J̄fAB,I λ̄

APLλ
B

`
?
2i

„

´BIPA `
1

4
fAB,IpRe fq´1BCPC

ȷ

λ̄AΩI ` h.c., (1.4.110e)

Lmix “ ψ̄ ¨ γPL

ˆ

i

2
PAλ

A `
1

?
2
WIΩ

I

˙

` h.c., (1.4.110f)

Ld “
1

8
pRe fABqψ̄µγ

abpFA
ab ` F̂A

abqγ
µλB `

1
?
2

!

GIJ̄ ψ̄µ {DX J̄γµΩI

´
1

4
fAB,IΩ̄

IγabF̂A
abλ

B ´
2

3
NIΩ̄

IγµνDµψν ` h.c.
)

, (1.4.110g)

L4f “ ´
N

6
LSG,torsion ` ¨ ¨ ¨ . (1.4.110h)

目次へ



第 1章 超重力理論の基礎 53 目次へ

ただし，

DXI “ pd ´ b ´ iBqXI ´ AAkIA, (1.4.111)

D̂p0qΩI “

ˆ

d ´
3

2
b `

1

4
ωabpe, bqγab `

i

2
B
˙

ΩI

`ΓIJKΩ
KDµX

I ´ AABJk
I
AΩ

J , (1.4.112)

Dp0qλA “

ˆ

d ´
3

2
b `

1

4
ωabpe, bqγab ´

3

2
iBγ5

˙

λA ´ ACλBfABC , (1.4.113)

Rµ “ γµρσ
ˆ

Bρ `
1

2
bρ `

1

4
ωρ

abpe, bqγab ´
3

2
iBργ5

˙

ψρ, (1.4.114)

Dµψν “

ˆ

Bµ `
1

2
bµ `

1

4
ωµ

abpe, b, ψqγab ´
3

2
iBµγ5

˙

ψν , (1.4.115)

LSG,torsion “ ´
1

16

“

pψ̄ργµψνqpψ̄ρ ` γµψν ` 2ψ̄ργνψµq ´ 4pψ̄µγ ¨ ψqpψ̄µγ ¨ ψq
‰

.(1.4.116)

カイラルスカラーの運動項 同次座標XI の代わりに，

XI “ yZIpzq (1.4.117)

により，新たな複素座標 py, zαq(α “ 1, ¨ ¨ ¨ , n) を導入する．ここで，ZIpzq は，
BZI{Bzαがランク nを持つような zの正則関数の組である．y座標には，fpzqを任
意の正則関数として，

y Ñ y1 “ efpzq{ay, ZI Ñ ZI 1pzq “ e´fpzq{aZIpzq (1.4.118)

という変換の自由度が存在する．XI に対して，D-gauge条件N “ ´aを課すと，
|y|2は zの関数となる：

yȳ “ eKpz,z̄q{a ” ´
a

NpZI , Z̄ Īq
. (1.4.119)

このゲージ条件のもとで，変換 (1.4.118)を施すと，Kは次の変換を受ける：

K Ñ K1 “ K ` fpzq ` fpzq. (1.4.120)

最終的にKはカイラルスカラが値を取るKähler多様体のKählerポテンシャルと
なるので，これはKählerポテンシャルのKähler変換を与える．
このD-ゲージ条件を満たす超曲面上では，スカラー場の運動項は

L0 “ ´GIJ̄DX
I ¨ DX̄ J̄ “ ´Kαβ̄ B̂zα ¨ B̂z̄β̄; Kαβ̄ “ BαBβ̄K (1.4.121)

すなわち，Kはカイラルスカラの運動項に対応するKähler計量に対するKählerポ
テンシャルと一致する．
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Proof. カイラルスカラーの共変微分を新たな座標系で表すと，

DXI “ tdy ´ pb ` iBqyuZI ` ydzαBαZ
I ´ AAkIA. (1.4.122)

ここで，キリングベクトル場 kAは共形ウエイト 0なので，

rkIABXI , XIBXI s “ 0 ô Byk
α
A “ 0, yByk

y
A “ kyA (1.4.123)

より，
kαA “ kαApzq, kyA “

y

a
rApzq. (1.4.124)

また，

δgaugeK “ θAĹkAK “ δ pa lnpyȳqq “ θA
´

rApzq ` rApzq

¯

(1.4.125)

よって，

δXI “ δyZI ` yδzαBαZ
I “ θAy

"

kαA∇αZ
I `

i

a
PAZ

I

*

. (1.4.126)

ここで，∇αZ
I はKähler変換 (1.4.118)に関する共変微分で

∇αy “ Bαy ´
1

a
BαKy, (1.4.127a)

∇αZ
I “ BαZ

I `
1

a
BαKZI , ∇ᾱZ

I “ 0. (1.4.127b)

また，
PA ” ipkαABαK ´ rAq “ ´ipkᾱABᾱK ´ r̄Aq. (1.4.128)

以上より，Killingベクトルは

kIA “ y
`

kαA∇αZ
I ` ia´1PAZ

I
˘

(1.4.129)

と表される．これをDµX
I の表式に代入すると，

DµX
I “ YµX

I ` yB̂µz
α∇αZ

I . (1.4.130)

ただし，

Y ”
dy

y
´ ipB ` a´1PAA

Aq ´ a´1dzαBαK, (1.4.131)

B̂µz
α “ Bµz

α ´ kαAA
A
µ . (1.4.132)

この表式において，ZIと∇αZ
Jはエルミート内積GIJ̄に関して直交する．実際，

D-gauge N “ ´aのもとで, NIJX
J “ 0より，

BαpX̄ ĪNĪq “ BαN “ 0

ô BαX̄
ĪNĪ ` X̄ ĪBαX

JNĪJ ` BαX
J̄NĪJ̄X̄

Ī “ 0

ô
Bαȳ

ȳ
N `

Bαy

y
N ` yGJĪX̄

ĪBαZ
J “ 0

ô eK{aGĪJ Z̄
Ī∇αZ

J “ 0. (1.4.133)
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よって，カイラルスカラの運動項は

´GIJ̄DX
I ¨ DX̄ J̄ “ ´|y|2Y ¨ Y GIJ̄Z

IZ̄ J̄ ` Kαβ̄ B̂µz
αB̂µz̄β̄. (1.4.134)

ここで，
Kαβ̄ “ |y|2GIJ̄∇αZ

I∇βZJ . (1.4.135)

Bµは

ImY “ ´B ´
1

a
PAA

A ´
i

2
d lnpy{ȳq `

i

2
pdzαBαK ´ dz̄ᾱBᾱKq (1.4.136)

にのみ含まれるので，Bµについての変分方程式は，ImY “ 0となる．また，この
とき，

ReY “
1

2
d lnpyȳq ´

1

2a
dK “ 0 (1.4.137)

すなわち，Y “ 0． さらに，

GIJ̄∇αZ
IZ̄ J̄ “ 0 ñ GIJ̄BαZ

IZ̄ J̄ “ ´
1

a
BαKGIJ̄Z

IZ̄ J̄ “
1

|y|2
BαK (1.4.138)

より，

Kαβ̄ “ |y|2GIJ̄BαZ
IBβ̄Z̄

J̄ `
1

a
BαKBβ̄K. (1.4.139)

一方，NIJ̄K̄Z̄
J̄ “ 0より，

BαBβ̄K “ ´aBαBβ̄ ln
”

´a´1ZIGIJ̄ Z̄
J̄
ı

“ |y|2GIJ̄BαZ
IBβ̄Z̄

J̄ `
|y|2

a
pNIBαZ

IqpNJ̄Bβ̄Z̄
J̄q. (1.4.140)

ここで，

NIBαZ
I “

1

y
NIpBαX

I ´ BαyZ
Iq “

1

y
pBαN ´ NĪBαȳZ̄

Īq ´
Bαy

y2
N

“ ´
N

y
Bα lnpyȳq “

1

ay
BαK (1.4.141)

よって，
L0 “ ´Kαβ̄ B̂zα ¨ B̂z̄β̄; Kαβ̄ “ BαBβ̄K (1.4.142)

Q.E.D.
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カイラルスピノール場の運動項 カイラルスピノール場ΩI から

ΩI “ yχ0ZI ` yχα∇αZ
I (1.4.143)

により，pχ0, χαqを導入する：

χ0 “ ´a´1NIΩ
I , χα “ ȳKαβ̄ΩIGIJ̄∇̄β̄Z̄

J̄ . (1.4.144)

このとき，
S-gauge : χ0 “ 0. (1.4.145)

以下，この条件を課すと，スピノール場は χα(α “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqのみで表される．χα

の共形ウエイトとカイラルウエイトはw “ 1{2, c “ ´3{2、Kählerウエイトは p0.0q

である．
このゲージ条件のもとで，カイラルスピノール場の運動項は

L1{2 “ ´
1

2
GIJ̄

´

Ω̄I {̂Dp0qΩJ̄ ` Ω̄J̄ {̂Dp0qΩI
¯

“ ´
1

2
Kαβ̄

´

χ̄β̄ {Dp0qχα ` χ̄α {Dp0qχβ̄
¯

.

(1.4.146)

Proof. ΩI の運動項に含まれる共変微分

D̂p0q
µ ΩI “ Dp0q

µ py∇αZ
Iχαq ` ΓIJKDµX

Jy∇αZ
Kχα (1.4.147)

において，

DµX
J “ yYµZ

J ` yB̂µz
β∇βZ

J “ yB̂µz
β∇βZ

J , (1.4.148a)

Dp0q
µ ΩI “ Dpω,Bqµpy∇αZ

Iχαq ´ AAµ BJk
I
Ay∇αZ

Jχα. (1.4.148b)

ここで，

BJk
I
Ay∇αZ

J “ Bαk
I
A `

1

a
kIA

Bαȳ

ȳ
“ y∇α

ˆ

kIA
y

˙

“ y

„

∇αk
β
A∇βZ

I ` kβA∇α∇βZ
I `

i

a
pPA∇αZ

I ` BαPAZ
Iq

ȷ

.(1.4.149)

よって，

Dp0q
µ ΩI “ y∇αZ

IDp0q
µ χα ` yχα

´

B̂µz
β∇β∇αZ

I ` B̂µz̄
β̄∇β̄∇αZ

I
¯

´i
y

a
AAµ BαPAZ

Iχα. (1.4.150)

ここで，

∇β̄∇αZ
I “

1

a
Kαβ̄Z

I . (1.4.151)
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また，(1.4.135)の両辺に∇γを作用させると，

GIJ̄∇βZJ∇γ∇αZ
I ` y∇γZ

KNIJ̄K∇αZ
I∇̄β̄Z̄

J̄ “ 0. (1.4.152)

これを∇γ∇αZ
I について解くと，

∇β∇αZ
I “ ´yNKLJ̄G

IJ̄∇αZ
K∇βZ

L “ ´yΓIKL∇αZ
K∇βZ

L. (1.4.153)

以上より，

D̂p0q
µ ΩI “ y∇αZ

IDp0q
µ χα `

y

a

´

Kαβ̄ B̂µz̄
β̄ ´ iAAµ BαPA

¯

ZIχα. (1.4.154)

よって，カイラルスピノール場の運動項は

L1{2 “ ´
1

2
Kαβ̄

´

χ̄β̄ {Dp0qχα ` χ̄α {Dp0qχβ̄
¯

. (1.4.155)

Q.E.D.

ポテンシャル項 W pzqを
WpXq “ y3W pzq (1.4.156)

により導入すると，

GIJ̄WIW̄J̄ “ yȳ

ˆ

´
1

a
ZIZ̄ J̄ ` Kαβ̄∇αZ

I∇̄β̄Z̄
J̄

˙

WIW̄J̄ (1.4.157)

において，

ZIWI “ 2y2W pzq, (1.4.158a)

∇αZ
IWI “ y2∇αW. (1.4.158b)

ここで，N “ ´a “ ´3{κ2より，

∇αW ” BαW ` κ2BαKW. (1.4.159)

よって，

V “ VF ` VD;

VF “ eκ
2K

´

´3κ2WW̄ ` ∇αWKαβ̄∇βW
¯

, (1.4.160)

VD “
1

2
rpRe fq´1sABPAPB. (1.4.161)
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残留ゲージ対称性 最終的な 4次元超重力理論は，局所座標変換，局所Lorentz変
換Mab，局所超対称変換Q，局所内部ゲージ変換 TAおよびKähler変換に対して
不変となるが，これらの変換の一部は，元の理論におけるカイラル変換および S

変換を伴う．
まず，T-gauge条件 y “ ȳより，

λT “
i

2a
θAprA ´ r̄Aq `

i

2a
?
2
ϵ̄ pχαBαK ´ χᾱBᾱKq `

i

2a
rfpzq ´ f̄pz̄qs. (1.4.162)

つぎに，S-gauge条件NIΩ
I “ 0より，

2

κ2
PLη “ ´W̄PLϵ ` γaPRϵ

ˆ

1

4
NIJ̄Ω̄

IγaΩJ̄ `
1

8
Re fABλ̄

Aγaγ5λ
B

˙

. (1.4.163)
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1.4.6 最も一般的な4次元超重力理論の最終形

基本場と自由データ

• Weyl超組: フレーム場 θaµ; グラヴィティーノ場 ψµ(Majorana)

• カイラル超組: 複素スカラー場 zα; スピノール場 χα (γ˚χ
α “ χα)。

スカラ場 zαは、Kähler-Hodge多様体 pMs, g, Jqに値を取る。この Kähler-

Hodge多様体の選択は、理論の自由データの一つ。特に、Kähler計量 gαβ̄は、
gαβ̄ “ BαB̄β̄Kにより、KählerポテンシャルKを、Kähler変換K Ñ K`fpzq`

f̄pz̄qの自由度を除いて決定。

• ゲージ超組: ゲージ場AAµ ; ゲージーノ場 λA(Majorana).

ゲージセクターの自由データは、ゲージ群GとMs上の正則関数を要素と
する対称行列であるゲージ結合関数 fABpzq。この関数は、ゲージ変換に対し
て、随伴表現のもとで２階対称テンソルとして変換することが必要。

• ゲージ結合: ゲージ場のカイラルセクターとの結合は，ゲージ群GのKähler

多様体 pM, g, Jqの正則等長変換群への埋込により定義される．対応する正
則キリングベクトルの基底を kAとおくと，pzα, χαqのゲージ変換は

δzα “ θAkαA, δχα “ θABβk
α
Aχ

β. (1.4.164)

各正則Killingベクトル場には，対応して，次の条件で特徴付けられるモー
メント写像PAが一意的に存在する：

kAα “ iBαPA, kAᾱ “ ´iBᾱPA, (1.4.165a)

PA “ ipkαABαK ´ rAq “ ´ipkᾱABᾱK ´ r̄Aq. (1.4.165b)

一方，ゲージセクターとの結合はGの随伴表現により決まり，特にゲージー
ノ場は次のように変換する：

δλA “ ´θCfACBλ
B. (1.4.166)
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ラグランジアン

|θ|´1L “
1

2κ2
“

Rpeq ´ ψ̄µR
µ
‰

´Kαβ̄

ˆ

B̂µz
αB̂µz̄β̄ `

1

2
χ̄α {Dp0qχβ̄ `

1

2
χ̄β̄ {Dp0qχα

˙

´ V

`pRe fABq

„

´
1

4
FA
µνF

µνB ´
1

2
λ̄A {Dp0qλB

ȷ

`
1

4

”

pIm fABqFA
µνF̃

µνB ` pB̂µIm fABqλ̄Aγ5γ
µλB

ı

`
1

8
pRe fABqψ̄µγ

abpFA
ab ` pFA

abqγ
µλB `

1
?
2

”

Kαβ̄ψ̄µ{̂Bz̄β̄γµχα ` h.c.
ı

`
1

4
?
2

”

fAB,αλ̄
Aγab pFB

abχ
α ` h.c.

ı

` Lm ` Lmix ` L4f . (1.4.167)

ここで，

Rµ “ γµρσ
ˆ

Bρ `
1

4
ωρ

abpeqγab ´
3

2
iBργ5

˙

ψρ, (1.4.168a)

B̂µz
α “ Bµz

α ´ AAµk
α
A, (1.4.168b)

Dp0qχα “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpeqγab `
3

2
iBµ

˙

χα ´ AAµ Bβk
α
Apzqχβ ` Γαβγχ

γ B̂µz
β.

(1.4.168c)

Kähler接続係数 Γαβγとカイラル接続係数 Bµは，

Γαβγ “ Kαδ̄BβKγδ̄, (1.4.169a)

Bµ “
i

6
κ2 pBµz

αBαK ´ Bµz̄
ᾱBᾱKq ´

κ2

3
AAµPA. (1.4.169b)

ゲージーノの共変微分は

Dp0q
µ λA “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpeqγab ´
3

2
iBµγ5

˙

λA ´ ACµλ
BfABC . (1.4.170)

超共形ゲージ曲率 pFabは

pFA
ab “ eµae

ν
b

`

2BrµA
A
νs ` fABCA

B
µA

C
ν ` ψ̄rµγνsλ

A
˘

. (1.4.171)

次に，質量項は

Lm “
1

2
m3{2ψ̄µPRγ

µνψν

´
1

2
mαβχ̄

αχβ ´ mαAχ̄
αλA ´

1

2
mABλ̄

APLλ
B ` h.c.. (1.4.172)
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ここで，

m3{2 “ κ2eκ
2K{2W, (1.4.173a)

mαβ “ eκ2K{2∇α∇βW, (1.4.173b)

mαA “ i
?
2

„

BαPA ´
1

4
fAB,αrpRe fq´1sBCPC

ȷ

“ mAα, (1.4.173c)

mAB “ ´
1

2
eκ

2K{2fAB,αK
αβ̄∇βW. (1.4.173d)

グラヴィティーノとカイラルフェルミオンの混合項は

Lmix “ ψ̄ ¨ γ

„

i

2
PLλ

APA `
1

?
2
χαeκ

2K{2∇αW

ȷ

` h.c.. (1.4.174)

最後に，4体フェルミ項は

L4f “
1

2κ2
LSG,torsion

`

"

´
1

4
?
2
fAB,αψ̄ ¨ γχαλ̄APLλ

B `
1

8
p∇αfAB,βqχ̄αχβλ̄APLλ

B ` h.c.

*

`
i

16
ϵµνρσψ̄µγνψρ

ˆ

1

2
pRe fABqλ̄Aγ5γσλ

B ` Kαβ̄χ̄
β̄γσχ

α

˙

´
1

2
Kαβ̄ψ̄µχ

β̄ψ̄µχα

`
1

4

ˆ

Rαγ̄βδ̄ ´
1

2
κ2Kαγ̄Kβδ̄

˙

χ̄αχβχ̄γ̄χδ̄

`
3

64
κ2

“

pRe fABqλ̄Aγµγ5λ
B
‰2

´
1

16
fAB,αλ̄

APLλ
BKαβ̄ f̄CD,β̄λ̄

CPRλ
D

`
1

16
rpRe fq´1sAB

`

fAC,αχ̄
α ´ f̄AC,ᾱχ̄

ᾱ
˘

λC
´

fBD,βχ̄
β ´ f̄BD,β̄χ̄

β̄
¯

λD

´
1

4
κ2Kαβ̄pRe fABqχ̄αλAχ̄β̄λB. (1.4.175)
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残留ゲージ変換 局所ローレンツ変換と一般座標変換を除く残留ゲージ変換のう
ち，内部ゲージ変換と局所超対称変換に対する変換則は，

δθAµ “
1

2
ϵ̄γaψµ, (1.4.176a)

δPLψµ “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpeqγab ´
3

2
iBµ

˙

PLϵ `
κ2

2
γµe

κ2K{2WPRϵ

`
κ2

4
PLψµθ

Apr̄A ´ rAq ` cubic in fermions, (1.4.176b)

δzα “
1

?
2
ϵ̄χα ` θAkαA, (1.4.176c)

δχα “
1

?
2
PL

´

{̂Bzα ´ eκ
2K{2Kαβ̄∇βW

¯

ϵ

`θA
„

Bβk
α
Aχ

β `
1

4
κ2prA ´ r̄Aqχα

ȷ

` cubic in fermions,(1.4.176d)

δAAµ “ ´
1

2
ϵ̄γµλ

A ` Bµθ
A ` θCABµ f

A
BC , (1.4.176e)

δλA “

„

1

4
γµνFA

µν `
i

2
γ5rpRe fq´1sABPB

ȷ

ϵ

`θB
„

λCfACB `
κ2

4
γ5pr̄B ´ rBqλA

ȷ

` cubic in fermions.(1.4.176f)
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1.4.7 Diracの量子化条件

ゲージ場Aとスピノール場 ψの結合を

Dψ “ pd ´ iqAqψ. (1.4.177)

ゲージ変換を
ψ Ñ eiqθψ, A Ñ A ` dθ (1.4.178)

とする．
いま，2次元球面 S2上の赤道に対応する円を C, C の北半球を HN , 南半球を

HS，それぞれにおけるゲージポテンシャルをAN , ASとするとき，AN ´AS “ dθ

で，eqθはC上の一価関数となることより，

exp

ˆ

iq

ż

S2

F

˙

“ exp

"

iq

ˆ
ż

HN

F `

ż

HS

F

˙*

“ exp

„

iq

ż

C

pAN ´ ASq

ȷ

“ exp

ˆ

iq

ż

C

dθ

˙

“ 1(1.4.179)

よって，フラックスに対する次の量子化条件が得られる：

q

ż

S2

F “ 2πn, n P Z. (1.4.180)

単体分割を利用することにより，この条件は，球面だけでなく任意の閉曲面に対
して成り立つことが示される：

q

ż

Σ2

F “ 2πn. (1.4.181)
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1.4.8 Kähler-Hodge条件

N “ 1, D “ 4の大域的超対称理論 では，スカラ多様体として任意のKähler多
様体を用いることができる．しかし，超重力理論におけるスカラ多様体は，以下
の理由で，Kähler-Hodge多様体というKäher多様体の部分クラスに限定される．
まず，超重力理論では，P a, Mab, Q以外の超共形ゲージ自由度をゲージ固定す

ると，Kähler変換K Ñ K ` fpzq ` fpzqは，カイラルUp1qゲージ変換を伴うよう
になる．このため，最終的な理論での基本場のうち，ψ, χα, λAがケーラー変換に
伴い次のように変換する：

δψ “ ´i
κ2

2
Im pfqγ˚ψ, (1.4.182a)

δχα “ i
κ2

2
Im pfqχα, (1.4.182b)

δλA “ i
κ2

2
Im pfqγ˚λ

A. (1.4.182c)

対応して，複合ゲージ場

A “
i

6
κ2 pdzαBαK ´ dz̄ᾱBᾱKq (1.4.183)

がこのゲージ変換を打ち消すためにこれらの場に次のように結合する：

Dψ “

ˆ

d ´
3

2
iAγ˚ ` ¨ ¨ ¨

˙

ψ ` ¨ ¨ ¨ . (1.4.184)

(他の場への作用も全く同じ）．よって，Aは次のDirac量子化条件の制限を受ける：

3

2

ż

Σ2

dA “ ´
κ2

2

ż

Σ2

ω “ 2πn, n P Z, (1.4.185)

ここで，ωはKähler形式

ω “ igαβ̄dz
α ^ dz̄β̄ “ iBαBβ̄Kdzα ^ dz̄β̄ (1.4.186)

である．これより，pMs, pκ
2{p4πqqg, JqはKähler-Hodge多様体となる．

目次へ



目次へ - 65-

2
４次元超重力理論に基づく宇宙論

§2.1
宇宙論の基礎

2.1.1 基礎方程式

時空次元 D “ 1 ` n

等長変換群 G “ ISOpnq, SOpn ` 1q, SOpn, 1q: 空間は定曲率

dσ2
K “ dχ2 ` rKpχq2dΩ2

n´1; rKpχq “

$

’

&

’

%

χ K “ 0

K´1{2 sinpK1{2χq K ą 0

|K|´1{2 sinhp|K|1{2χq K ă 0

(2.1.1)

時空計量
ds2 “ ´dt2 ` aptq2dσ2

K (2.1.2)

エネルギー運動量テンソル

Ttt “ ρptq, Ttj “ 0, T ij “ P ptqδij (2.1.3)

Einstein方程式 Gµν ` Λgµν “ κ2Tµν

Gtt :

ˆ

9a

a

˙2

`
K

a2
´

2Λ

npn ´ 1q
“

2κ2

npn ´ 1q
ρ (2.1.4a)

Gi
j :

:a

a
`
n ´ 2

2

#

ˆ

9a

a

˙2

`
K

a2

+

´
Λ

n ´ 1
“ ´

κ2P

n ´ 1
(2.1.4b)

目次へ



第 2章 ４次元超重力理論に基づく宇宙論 66 目次へ

エネルギー保存則 ∇νTµν “ 0

9ρ “ ´npρ ` P q
9a

a
(2.1.5)
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2.1.2 単純な宇宙モデル

w “ P {ρが一定とすると，基礎方程式
は

ρ9a´np1`wq ñ 9a2 ` V paq “ ´K

(2.1.6)

に帰着される．ここで，

V “ ´
C

anp1`wq
´ λa2, (2.1.7)

C “
2κ2ρ0

npn ´ 1q
“ ΩMH

2
0 ,(2.1.8)

λ “
2Λ

npn ´ 1q
“ ΩΛH

2
0 .(2.1.9)

V

a
0

w<-1/3

Λ=0

Λ>0

Λ<0

pure adS

pure dS

特徴

• Λ ă 0の時，常に宇宙は有限時間で収縮を始める．

• Λ “ 0の時は，K “ 0ないしK ă 0なら，宇宙は膨張を続ける．

• Λ ą 0の時，Kがある正の臨界値より大きいと，再収縮するとサイズが有限
な最小値を持つ解の２つが存在．

F(K<0)

F(K=0)

F(K>0)
AdS

dS(K>0)

dS(K=0)

a

t

dS(K<0)

inflation
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2.1.3 宇宙パラメーター

基礎方程式

• 膨張方程式

H2 ”

ˆ

9a

a

˙2

“
κ2

3
ρ ´

K

a2
“
κ2

3
ρM ´

K

a2
`

Λ

3
(2.1.10)

• エネルギー方程式
9ρ

ρ
“ ´3p1 ` wq

9a

a
(2.1.11)

• 状態方程式
w “

P

ρ
(2.1.12)

宇宙パラメーター

• Hubble定数： H0 (apt0q “ 1)

• 密度パラメータ：

H2
0 “

κ2

3
ρcr ñ ΩE “

ρ

ρcr
, ΩM “

ρM
ρcr

, ΩK “ ´
K

H2
0

, ΩΛ “
Λ

3H2
0

(2.1.13)

これらは，関係式

1 “ ΩE ` ΩK , ΩE “ ΩM ` ΩΛ (2.1.14)

を満たす．

• 物質組成：

ΩM “ ΩDM ` Ωb ` Ων ` Ωγ ` ΩGW ` ΩDE ` ¨ ¨ ¨

ñ w “ wpaq. (2.1.15)
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2.1.4 LFRWモデル

基本仮定
D “ 4, Λ “ 0, ΩM “ Ωn ` Ωr. (2.1.16)

曲率による違い

• ΩM “ 1 (Einstein-de Sitterモデル: K “ 0）

a “ Ωnξ
2 ` 2Ω1{2

r ξ, (2.1.17a)

H0t “
2

3
Ωnξ

3 ` 2Ω1{2
r ξ2 (2.1.17b)

H0t0 “
2

3

1 ` 2Ω
1{2
r

p1 ` Ω
1{2
r q2

(2.1.17c)

• ΩM ă 1 (Openモデル; K ă 0）

a “
Ωn

2p1 ´ ΩMq
pcosh θ ´ 1q `

Ω
1{2
r

?
1 ´ ΩM

sinh θ, (2.1.18a)

H0t “
Ωn

2p1 ´ ΩMq3{2
psinh θ ´ θq `

Ω
1{2
r

1 ´ ΩM

pcosh θ ´ 1q (2.1.18b)

H0t0 “
Ωn

1 ´ ΩM

˜

1 ` Ω
1{2
r

ΩM ` 2Ω
1{2
r ` Ωr

´
1

?
1 ´ ΩM

ln
1 `

?
1 ´ ΩM ` Ω

1{2
r

pΩ0 ` 2Ω
1{2
r ` Ωrq

1{2

¸

`
2Ω

1{2
r

ΩM ` 2Ω
1{2
r ` Ωr

(2.1.18c)

• ΩM “ 0 (Milne宇宙: K ă 0）

ds2 “ ´dt2 ` t2dσ2
´1 (2.1.19)
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2.1.5 平坦モデル

物質優勢 p4D,Λ “ 0q: γ “ 2{3

t0 “ 2{p3H0q “ 9.3Gyrsp0.7{hq (2.1.20)

輻射優勢 p4D,Λ “ 0q: γ “ 1{2

t0 “ 1{p2H0q “ 7Gyrsp0.7{hq (2.1.21)

FlatΛCDM p4D,ΩM “ 0.25q:

t0 » 1.01{H0 “ 14Gyrsp0.7{hq (2.1.22)

Look back time  H0t

a

flatΛCDM

Einstein-de Sitter

ΩM=0.25  ΩK=0 

ΩM=1  ΩK=0 

openCDM

ΩM=0.25  ΩΛ=0 

0 1

1
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2.1.6 特異点

宇宙膨張の加速度

:a

a
“ ´

pn ´ 2qκ2

npn ´ 1q

ˆ

ρ `
n

n ´ 2
P

˙

`
2Λ

npn ´ 1q
(2.1.23)

（宇宙項Λは ρ “ ´P “ Λ{κ2と対応．）

宇宙の初期特異点 強エネルギー条件

P ě ´
n ´ 2

n
ρ ô w ě ´1 `

2

n
(2.1.24)

が満たされれば、必ず有限な過去に a “ 0となる．すなわち，宇宙は有限な年齢
をもつ．

Big-Rip 特異点 w ă ´1 のとき，α “

´np1 ` wq{2pą 0q とおくと，

ρ9a2α ñ t “

ż a da

aH
9const´

1

aα
(2.1.25)

より，有限な時間でスケール因子も密度も発
散

a9
1

pt˚ ´ tq1{α
, ρ9

1

pt˚ ´ tq2
(2.1.26)

t
t
*

0

a
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2.1.7 Raychaudhuri方程式

n
:ℓ

ℓ
“ ´σ2 ` ω2 ´ RµνV

µV ν (2.1.27)

重力の引力性 これより，強エネルギー条件

RµνV
µV ν ě 0 (2.1.28)

が満たされるとき，

• 重力は引力となる．

• 一旦収束し始めた非回転的光線束（時間的測地線束）は 有限時間内に「一
点」に収束する．

Hawking-Penroseの特異点定理

• 強エネルギー条件（＋一般性条件）

• 因果性条件

• 強重力条件（捕捉的集合の存在）

の３つの条件が満たされるとき，無限に延長できない光的ないし時間的測地線が
存在する．
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2.1.8 光の伝搬

光波面の方程式 RW計量が

ds2 “ ´dt2 ` aptq2pdχ2 ` r2KdΩ
2
n´1q (2.1.29)

と表される座標系において，

dη :“
dt

aptq
“ ˘dχ ñ χ “ χ0 ˘ pη ´ η0q (2.1.30)

宇宙論的赤方偏移 動径距離 χの位置から時刻 tおよび t ` ∆tに出た光が原点
χ “ 0に到達する時刻をそれぞれ t0, t0 ` ∆t0とすると

∆η “ ∆η0 ô
∆t

aptq
“

∆t0
apt0q

ô λ0 “
apt0q

aptq
λ ô ν0 “

aptq

apt0q
ν (2.1.31)

これより，時刻 t に共動的天体から出た光の赤方偏移は

z ”
λ0 ´ λ

λ
“
apt0q

aptq
´ 1 ô aptq “

apt0q

1 ` z
(2.1.32)
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2.1.9 ホライズン
粒子ホライズン 時刻 tの観測者を頂点とす
る過去の光円錐は

χ “ η0 ´ η “

ż t0

t

dt

aptq
“

ż a0

a

da

a2H
(2.1.33)

時刻 t までに観測できる球領域の共動半径
LHptqは

LHptq “

ż aptq

0

da

a2H
(2.1.34)

LH は次の条件が満たされると有限となる．

lim
aÑ0

a2ρ “ 8 (2.1.35)

LHptqは，初期面上の１点から出た光波面の
時刻 tでの共動半径と一致する．

Hubbleホライズン

• ゆらぎの力学的振る舞いなどでは，Hubbleホライズン半径 1{H が上記の
LHptqより重要となる．

• Friedmannモデルでは，Hubbleホライズン半径はLHptqと同程度となり，時
間 tに比例して増大する．
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§2.2
加速膨張宇宙モデル

定義 宇宙が加速膨張する時期が宇宙初期に存在する宇宙モデル．

:a

a
“ ´

κ2

6
pρ ` 3P q ą 0. (2.2.1)

これより，インフレーション時期では P ă ´ρ{3.

2.2.1 １成分スローロールモデル

• 運動方程式

:ϕ ` 3H 9ϕ ` V “ 0, (2.2.2a)

H2 “
κ2

3

ˆ

1

2
9ϕ2 ` V

˙

(2.2.2b)

これより，

9H “ ´
κ2

2
9ϕ2, (2.2.3a)

:a

a
“ 9H ` H2 “

κ2

3

´

V ´ 9ϕ2
¯

(2.2.3b)

となり， 9ϕ2 ă V なら加速膨張が実現される．

• Slow roll近似インフレーションが持続するには，一般に，|:ϕ|が 3H| 9ϕ|と比
べて小さい必要がある．そこで，:ϕが無視できる条件を求めてみよう．まず，
(2.2.2a)においてこの項を無視すると

3H 9ϕ » ´V 1pϕq (2.2.4)

この解に対して，

ϵ :“
m2

plpV
1q2

2V 2
! 1 (2.2.5)

が成り立つ時期では，加速膨張が起こりかつHの変化が緩やかになる：

| 9H|

H2
“
κ2 9ϕ2

2H2
»
m2

plpV
1q2

2V 2
“ ϵ ! 1 (2.2.6)

さらに，

η :“
m2

plV
2

V
(2.2.7)
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とおくと，(2.2.4)の時間微分より

:ϕ

3H 9ϕ
»

1

3
pη ´ ϵq (2.2.8)

となるので，
|η| ! 1 (2.2.9)

なら，:ϕを無視する近似が正当化される

• 指数膨張数１成分インフラトンモデルにおいて，時刻 tからインフレーショ
ン終了時 t “ tf までの指数膨張数N は，一般に

N “

ż tf

t

Hdt “

ż ϕf

ϕ

H

9ϕ
dϕ (2.2.10)

となるので，slow roll近似が良い場合には，Nを時刻の代わりにそのときの
ϕの値の関数と見なすと

Npϕq »

ż ϕ

ϕf

3H2

V 1
»

ż ϕ

ϕf

V

m2
plV

1
dϕ “ ˘

ż ϕf

ϕ

dϕ

mpl

?
2ϵ

(2.2.11)

• 観測量の表式

PS “
V

24π2ϵm4
pl

“
V 3

12π2pV 1q2m6
pl

, (2.2.12a)

ns ´ 1 “ ´6ϵ ` 2η “ 1 ´ 3

ˆ

mplV
1

V

˙2

` 2
m2

plV
2

V
, (2.2.12b)

r “ 16ϵ, (2.2.12c)

nt “ ´2ϵ “ ´
r

8
(2.2.12d)
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図 2.1: 指数関数型ポテンシャル．

2.2.2 Power-law inflation model

• ポテンシャル
V “ m4

ple
2αϕ{mpl (2.2.13)

• slow roll パラメータ
ϵ “ 2α2, η “ 4α2 (2.2.14)

• slow roll条件

α !
1

2
. (2.2.15)

• slow roll解

e´αϕ{mpl “
2

?
3
α2mplt ` e´αϕi{mpl , (2.2.16a)

a “ a˚ exp
ϕi ´ ϕ

2αmpl

“ ai

ˆ

2
?
3
α2mplt ` e´αϕi{mpl

˙1{p2α2q

,(2.2.16b)

H »
mpl
?
3
eαϕ{mpl «

1

2α2t
. (2.2.16c)

• e-folding数

N “
∆ϕ

2αmpl

(2.2.17)

• 観測的予言

PS “
1

48π2α2
e2αϕe{mple4α

2N , (2.2.18a)

ns ´ 1 “ ´4α2, r “ 32α2, nt “ ´4α2. (2.2.18b)

ns « 0.96を考慮すると

α « 0.01 ñ r « 0.32. (2.2.19)
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図 2.2: カオティックインフレーション型ポテンシャル．

2.2.3 Chaotic inflation model

• ポテンシャル
V “ µ2m2

pl p|ϕ|{mplq
n

pn ą 0q (2.2.20)

• Slow roll パラメーター

ϵ “
n2

2

ˆ

mpl

|ϕ|

˙2

, η “ npn ´ 1q

ˆ

mpl

|ϕ|

˙2

. (2.2.21)

• slow roll条件

|ϕ| "
1

n
mpl. (2.2.22)

• Slow roll解

ϕ “

$

’

&

’

%

ϕi

„

1 ´
np4´nq

2
?
3
µt

´

mpl

|ϕi|

¯2´n{2
ȷ2{p4´nq

n ‰ 4

ϕie
´4µt{

?
3 n “ 4

, (2.2.23a)

a “ a˚

ˆ

mpl

|ϕ|

˙1{n

, (2.2.23b)

H »
µ

?
3

ˆ

|ϕ|

mpl

˙n{2

. (2.2.23c)

• 指数膨張数
N “

ϕ2 ´ ϕ2
e

2nm2
pl

(2.2.24)

• 観測的予言

Pζ »
p2nNqn´2

12πn2

ˆ

µ

mpl

˙2

(2.2.25a)

r » 16ϵ »
4n

N
(2.2.25b)

ns ´ 1 » 2η ´ 6ϵ » ´
npn ` 2q

4N
(2.2.25c)

αs “
dns
d ln k

“ ´
npn ` 2q

4N2
(2.2.25d)
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-

-

---

.

図 2.3: カオティックインフレーションのインフラトンの時間発展．n “ 2, µ “

0.02mplの場合，横軸は ϕ{mpl, 縦軸は 9ϕ{m2
pl.

2.2.4 Natural inflation

• 作用積分

S “

ż

d4x
?

´g

„

m2
pl

2
Rs ´

1

2
p∇ϕq2 ´ V pϕq

ȷ

, (2.2.26)

V “ µ4

ˆ

1 ` cos
ϕ

fa

˙

(2.2.27)

• slow roll parameters

ϵ “
m2

pl

2f 2
a

tan2 ϕ

2fa
, (2.2.28a)

η “ ´
m2

pl

2f 2
a

ˆ

1 ´ tan2 ϕ

2fa

˙

. (2.2.28b)

• 観測的予言

sin
ϕ

2fa
“ e´ξ, PS “

N

3π2

ˆ

µ

mpl

˙4
sinh2 ξ

ξ
, (2.2.29a)

ns ´ 1 » ´
2ξ

N

ˆ

1 `
2

e2ξ ´ 1

˙

, r »
16

N

ξ

e2ξ ´ 1
. (2.2.29b)
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ここで，

ξ ”
N

2

m2
pl

f 2
a

(2.2.30)
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2.2.5 Starobinsky型モデル

以下，κ “ 1とおく．
f を

fpRq “ R ` cR2 (2.2.31)

と取ると，
χ “ 1 ` 2cR. (2.2.32)

Jordan frameでのポテンシャルは

2Upχq “ cX2 “
pχ ´ 1q2

4c
. (2.2.33)

Einstein frameでのポテンシャルは

2V pϕq “
1

2c

`

1 ´ e´γϕ
˘2
. (2.2.34)

Starobinskyモデルでは γ “
a

2{3(κ “ 1unit)だが，以下では γをフリーパラメー
タとして扱う．
slow roll parametersは

ϵ “
2γ2

peγϕ ´ 1q2
, (2.2.35a)

η “ ´2γ2
eγϕ ´ 2

peγϕ ´ 1q2
. (2.2.35b)

これより，インフレションが終了する ϕの値は exppγϕeq « 2. よって，e-folding数
Npϕqは

N “

ż ϕ

ϕe

dϕ
?
2ϵ

“
1

2γ2
`

eγϕ ´ eγϕe
˘

´
1

2γ
pϕ ´ ϕeq

«
1

2γ2
eγϕ peγϕ " 1q. (2.2.36)

よって，

ϵ »
3

4N2
»

4γ2

3
ˆ 10´4

ˆ

60

N

˙2

, (2.2.37a)

η » ´
1

N
» ´1.7 ˆ 10´2

ˆ

60

N

˙

. (2.2.37b)

スカラゆらぎの振幅より

Pζ »
H2

8π2ϵ
» 2.5 ¨ 10´9 (2.2.38)
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図 2.4: Starobinsky型モデルでの等価スカラーポテンシャル

より，

H » 6.4 ˆ 10´6mpl

c

2

3γ2

ˆ

60

N

˙

(2.2.39)

よって，

H2 »
1

12c
p1 ´ e´γϕq2 ñ c » 3γ2 ˆ 109m´2

pl pN{60q2 (2.2.40)

スペクトル指数は

1 ´ ns “ 6ϵ ´ 2η “
4γ2peγϕ ` 1q

peγϕ ´ 1q2
»

2

N
`

3

γ2N
» 0.035 pγ2 “ 2{3, N “ 60q.

(2.2.41)

テンソル・スカラ比は

r “ 16ϵ » 3.2 ˆ 10´3 2

3γ2

ˆ

60

N

˙2

. (2.2.42)
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2.2.6 観測よりの制限

Reference

• Planck 2015 (Ade PAR et al): AA594, A20 (2016). arXiv: 1502.02114

“ Planck 2015 results. XX. Constraints on inflation “

(1) インフレーションの程度

• 平坦性
|ΩK | À 0.005 (2.2.43)

インフレーションが始まる前の空間曲率を ks，対応するスケール因子を as，
インフレーション終了後（再加熱後）のスケール因子を aeとおくと，

ΩK “
ksa

2
s

H2
0

“ e´2Nt
ksa

2
e

H2
0

, (2.2.44)

H2
0 » H2

e ˆ

ˆ

af
aeq

˙4

ˆ a3eq “
a4e
aeq

H2
e ñ a2e “

?
aeq

H0

He

(2.2.45)

および aeq » 2.5 ˆ 10´5より，

ΩK “ e´2Nt
ks

?
aeq

H0He

» 1054e´2Nt

ˆ

He

3 ˆ 1014GeV

˙ˆ

ks
H2
e

˙

(2.2.46)

(Hf “ 3 ˆ 1014GeV ô Tf » 1016GeV). よって，

Nt Á 64.8 ´ 0.5 ln
He

3 ˆ 1014GeV

ks
H2
e

. (2.2.47)

• 一様性 (ホライズン問題) 現在のHubbleホライズンサイズがインフレーショ
ンの途中でHubbleホライズンサイズ以下の領域になるためには，

1

H0

ˆ as ă
1

Hs

ô e´Nt
Hsae
H0

ă 1. (2.2.48)

これは

e2Nt ą

?
aeqH

2
s

H0He

“ 6 ˆ 1053
ˆ

Hs

He

˙2ˆ
He

3 ˆ 1014GeV

˙

(2.2.49)

と同等．よって，

Nt ą 62 ` ln

«

Hs

He

ˆ

He

3 ˆ 1014GeV

˙1{2
ff

． (2.2.50)

より正確には，

Nt ą No ” 61 ` ln

«

Hos

He

ˆ

He

2 ¨ 1014GeV{ℏ

˙1{3ˆ
gpTrq

216

˙12ˆ
Tr

1016GeV

˙1{3
ff

(2.2.51)
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(2) ゆらぎ

• ゆらぎの振幅 ñ ポテンシャルの傾き

PSpkoq “ p2.142˘0.049qˆ10´9 pko “ 0.002Mpc´1q p68%CLq [Planck+LSS]

(2.2.52)

ポテンシャルが支配的なスローロルモデルでは

PSpkq “
H2

} 9ϕ}2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“tk

Pϕpkq »

˜

H2

2π} 9ϕ}

¸2

t“tk

»

˜

H2

8π2ϵm2
pl

¸

t“tk

(2.2.53)

ここで，

ϵ “ ´
9H

H2
»
m2

pl

2

}DV }2

V 2
. (2.2.54)

• スカラゆらぎのスペクトル指数 ñ ポテンシャルの曲率

PSpkq “ PSpk˚q

ˆ

k

k˚

˙ns´1

; (2.2.55a)

ns “ 0.9667 ˘ 0.0040 p68%CLq [Planck+LSS], (2.2.55b)

dns{d lnpkq “ ´0.0065 ˘ 0.0075 p68%CLq [Planck+LSS+BKP]

(2.2.55c)

ポテンシャルが支配的なスローロルモデルではスペクトル指数は

ns ´ 1 » 2η ´ 6ϵ “ ´2ϵ ´
9ϵ

Hϵ
(2.2.56)

ここで，

η “ 2ϵ ´
9ϵ

2Hϵ
»
DaV DbDaDbV

V GpDV,DV q
. (2.2.57)

• 原始重力波の振幅 ñ インフレーションのスケール
振幅に対する観測的制限は

PT pk˚q »
2H2

π2m2
pl

ă 1.9 ˆ 10´9 (2.2.58)

現在の観測的制限は，テンソル-スカラ比 r “ PT {PSで表して

r0.002 ă 0.09 p95%CLq [Planck+LSS+BKP] (2.2.59)

ポテンシャルが支配的なスローロルモデルでは，

r » 16ϵ. (2.2.60)
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図 2.5: Planck2015により得られた ns ´ r平面での制限

• ゆらぎの断熱性等曲率ゆらぎの振幅 Sm “ Sc ` Sbρb{ρcが断熱的曲率ゆらぎ
を表すバーディーンパラメータZと S “ sgnpαq

a

|α|{p1 ´ |α|qZという比例
関係にあると仮定したとき，パラメータαに対して次の制限が得られている:

α “ 0.0003`0.0016
´0.0012 p95%CLq [Planck] (2.2.61)

これは，等曲率ゆらぎの割合が断熱ゆらぎの 3%以下であることを意味する．

• ゆらぎの非ガウス性ゆらぎの統計については，ガウス的であることを支持す
る結果が得られている．

fNL “ 2.5 ˘ 5.7 plocalq, ´16 ˘ 73 pequilq, ´34 ˘ 33 porthoq p68%CLq.

(2.2.62)

(3) 再加熱

• バリオン非対称性：nB{nγ “ p6.10 ˘ 0.21q ˆ 10´10 (WMAP3yr)

– GUT baryogenesis ñ High Tr

– Thermal leptogenesis ñ Tr ą Op109qGeV[Buchmuller W, Di Bari P,

Plumacher M 2005[16]]

– Afleck-Dine baryogenesis
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• Gravitino問題 [Kawasaki M, Takahashi F, Yanagida 2006 [50];Kawasaki M,

Moroi T 1995[49]]

– m3{2 Á 100TeV (unstable): No probem

– m3{2 “ 100GeV ´ 30TeV (unstable): Thermal production ñ Tr ă

106´8GeV (BBN constraint)

– 10keV ă m3{2 ă Op10qGeV (stable, LSP): Tr ă 107GeVpm3{2{1GeVq

(ΩM constraint)
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§2.3
N “ 1超重力理論のまとめ

2.3.1 構成要素

カイラル場セクター

• スカラ多様体: pzαq P M : Kähler多様体

• Kählerポテンシャル: Kpz, z̄q

• 超ポテンシャル: W pzq

これらのポテンシャルは，Kähler変換

K Ñ K 1 “ Kpz, z̄q ` fpzq ` fpzq, (2.3.1a)

W Ñ e´fpzqW (2.3.1b)

の任意性をもつ．

ゲージセクター

• ゲージ群: 構造定数 fAB
C Ñ G

• ゲージ結合関数: fABpzq (holomorphic)

• Gauging Killing ポテンシャル: PApz, z̄q

tAをGのKillingベクトル基底とするとき，

kαApzq “ ´igαβ̄Bβ̄PApz, z̄q; ∇αBβPApz, z̄q “ 0 (2.3.2)

と表される pM , Kqのholomorphic Killing vector kαAを用いて，gauging G Ă

IsompM qが tA ÞÑ kαAにより定義される．群Gを生成する条件は，

gαβ̄

´

kαAk
β̄
B ´ kαBk

β̄
A

¯

“ ifAB
CPC . (2.3.3)

理論のゲージ不変性を保つため，K, W , fABはゲージ変換

δAA “ DθA “ dθA ` ABθCfBC
A, (2.3.4a)

δzα “ θAkαApzq (2.3.4b)
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に対して，次の変換性をもつことが要求される：

δK “ θArrApzq ` rApzqs; rA “ BkAK ` iPA, (2.3.5a)

δW “ ´θArAW, (2.3.5b)

δfAB “ θC
`

2fCrA
DfBqD ` iCAB,C

˘

. (2.3.5c)

§2.4
η問題

インフラトンΦが標準的な運動項をもつとすると，

K “ ΦΦ̄ ` ¨ ¨ ¨ ñ KΦΦ̄ “ 1 ñ e´1L “ ´DΦ ¨ DΦ̄ ` ¨ ¨ ¨ (2.4.1)

他の場が安定化されていて，スーパーポテンシャルがΦに依存しないとすると，

BΦW “ 0 ñ VF “ e|Φ|2
`

V0 ` |Φ|2|W |2
˘

. (2.4.2)

よって，Φの質量は

m2 “

#

VF ` e|Φ|2 |W |2

p1 ` 2|Φ|2qVF ` e|Φ|2p1 ` 4|Φ|2q|W |2
ě VF » 3H2 (2.4.3)

したがって，ηパラメータに対して次の制限を得る：

η “
V 2

V
“
m2

VF
ě 1 (2.4.4)

シフト対称性 ΦのKählerポテンシャルが

K “ F pΦ ˘ Φ̄q (2.4.5)

という構造を持てば，Φの実部ないし虚部の後方に対し η問題は回避される．例
えば，K “ 1{2pΦ ` Φ̄q2は標準的な運動項を生み出し，かつ η問題を起こさない．

VF “ epΦ`Φ̄q2{2`K0
“

V0 ` pΦ ` Φ̄q2|W |2
‰

, (2.4.6)

V0 “ KIJ̄
0 DIWDJ̄W̄ ´ 3|W |2, (2.4.7)

BΦW “ 0 ñ m2
ϕ “ 0; Φ “ pσ ` iϕq{

?
2 (2.4.8)
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Reference

• Kawasaki M, Yamaguchi H, Yanagida TT : PRL 85, 3572 (2000) [arXiv:hep-

ph/0004243]

“Natural chaotic inflation in supergravity”

【Note 2.4.1】 　標準のケーラーポテンシャルとシフト対称性をもつケーラーポ
テンシャルは，ケーラー変換で結ばれる：

1

2
pΦ ` Φ̄q2 “ ΦΦ̄ ` fpΦq ` fpΦq; fpzq “

1

2
z2. (2.4.9)

l
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図 2.6: 不安定性をもつインフラトンポテンシャル (n “ 2, µ “ 1,W0 “ 1)

§2.5
安定性問題

2.5.1 単インフラトンモデルの不安定性

シフト対称性をもつケーラーポテンシャルを用いて，超重力理論に基づく現実
的なインフレーションモデルを作るには，スパーポテンシャルにインフラトン依
存性を持たせることが必要となる．しかし，1成分のカイラルスカラー場 Φを用
いてこのようなモデルと作ると，一般に，不安定性が生じる．

例 ケーラーポテンシャルKと超ポテンシャルW を

K “ K0 ` pΦ ` Φ̄q2, W “ W0 ` µΦn; Φ “
σ ` iϕ

?
2

(2.5.1)

と取ると，

VF pϕ, σ “ 0q “ V0 `
µ2

2n
ϕ2pn´1qp2n2 ´ 3ϕ2q ´

6

2n{2
Re pinµW0qϕn, (2.5.2)

B2
σVF pϕ, σ “ 0q “ 2V0 ` 4|W0|

2 ` 21´nϕ2pn´2q
␣

2n2pn ´ 1q ` np2n ` 1qϕ2 ´ ϕ4
(

´21´n{2ϕn´2
␣

ϕ2 ` npn ´ 1q
(

Re pp´iqnµW0q. (2.5.3)
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2.5.2 Sf型模型

インフラトンセクターのカイラススカラー場を 2種類以上に増やすと，不安定
性を持たない模型を作ることができる．例えば，2つのカイラルスカラー場 f, Sを
導入し，ケーラーポテンシャルと超ポテンシャルを

W “ SfpΦq, K “
1

2
pΦ ` Φ̄q2 ` SS̄ ñ DSW “ p1 ` |S|2qfpΦq (2.5.4)

と選ぶと，

VF “ eσ
2`|S|2

”

p1 ´ |S|2 ` |S|4q|f |2 ` |S|2|fΦ `
?
2σf |2

ı

ě 0, (2.5.5a)

B|S|VF “ 2|S|p1 ` |S|2q

´

|S|2|f |2 ` |f 1 `
?
2σf |2

¯

(2.5.5b)

VF |S“0 “ eσ
2

|fpΦq|2; Φ “
σ ` iϕ

?
2

(2.5.5c)

となるので，S “ σ “ 0は安定で，ϕ方向にカオティックインフレーションが実現
される：

VF “ |f |2 ` σ2 ` |S|2 ñ V pϕq “ |fpiϕ{
?
2q|2 “ 2´nµ2ϕ2n pf “ µΦnq (2.5.6)

しかし，このインフラトンセクターを物質セクターと結合すると，しばしば，今
度は安定化場 Sに対して不安定性が発生する．実際，ケーラーポテンシャルと超
ポテンシャルを

W “ SfpΦq ` W0, K “
1

2
pΦ ` Φ̄q2 ` SS̄ ` K0 (2.5.7)

と取ると，F項ポテンシャルは

VF “ eσ
2`|S|2`K0

”

V0 ` p1 ´ |S|2 ` |S|4q|f |2 ` |W0|
2|S|2

`2p|S|2 ´ 2qRe pfSW̄0q ` |SpfΦ `
?
2σfq `

?
2σW0|

2
ı

(2.5.8)

となる．例えば，f “ µΦnに対して，S “ σ “ 0での質量行列は，Sの位相を適当
に調節してW0 “ in|W0|となるように選ぶと，pS1, S2, σ, ϕqに関する成分表示で

M2 “

¨

˚

˚

˚

˝

a 0 0 d

0 a 0 0

0 0 b 0

ϵ 0 0 c

˛

‹

‹

‹

‚

; (2.5.9)

a “ 22´nn2µ2ϕ2pn´1q ` 2|W0|2, (2.5.10)

b “ 21´nnp2n ´ 1qµ2ϕ2n ` 22´nnµ2ϕ2n´2 ` 2|W0|
2, (2.5.11)

c “ 21´nnp2n ´ 1qµ2ϕ2n´2|W0|, (2.5.12)

ϵ “ ´22´n{2nµϕn´1 (2.5.13)
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図 2.7: Sfモデルの ps “ Re pSq, ϕqセクターのポテンシャル (n “ 1, µ “ 1,W0 “ i)

となる．a, b, c ą 0なので，質量の 2乗がすべて正である条件は

ac ´ ϵ2 “ 23´2nnµ2ϕ2pn´1q
␣

n2p2n ´ 1qµ2ϕ2pn´1q ´ 2n´1p2n ` 1q|W0|2
(

ą 0

(2.5.14)

となる．
例えば，n “ 1のときには，|W0|

2 ą µ2{3なら S “ 0は常に不安定となる．具体
的な表式は，W0 “ ikµのとき，ps “ Re pSq, ϕqセクターで

VF “ µ2es
2

„

1

2
ps4 ´ s2 ` 1qϕ2 ` pk2 ` 1qs2 ´

?
2ksps2 ´ 2qϕ

ȷ

. (2.5.15)

また，n ą 1のときには，

ϕ2pn´1q ă
2n

2n2

2n ` 1

2n ´ 1

|W0|
2

µ2
(2.5.16)

のレンジで S “ 0が不安定となる．S, Φが大きい領域でポテンシャルは下限をも
つので，これらの不安定性はインフラトンの軌道を S “ 0からずらすだけで致命
的ではないが，インフレーションの振る舞いの解析が複雑になり，またインフレー
ションの終盤の振る舞いを大きく帰る．また，複数の極小点が現れドメインウォー
ルが生じる可能性も生じる（図 2.7参照）．

2.5.3 解決策

• Higher-order correction to the Kahler potential of a shift-symmetric model

– Single Superfield models
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[Ketov SV, Takada T: arXiv:1408.6524; plb736, 272 (2014)]

• W “ Sf -type 2 SF models

– Starobinsky influm

[Kallosh, Linde (2013) JCAP1306, 128; Ferrara S, Kallosh R, Van

Proeyen (2013) JHEP1311,134; Cecotti S (1987) plb190, 86 ]

– Chaotic influm

[Kallosh, Linde (2010) JCAP1011,011]

– Natural influm

[Kallosh, Linde, Vercnocke (2014)arXiv:14-4.6244]

– General potential

[Kallosh, Linde, Rube T (2011) prd83, 043507]

• Stabilisation of the F-term influm by nilpotent SF

[Kallosh R, Linde A: arXiv:1408.5950; Ferrara S, Kallosh R, Linde A: JHEP1410,

143(2014)]

• R2 inflation from scale invariant supergravity and anomaly free superstrings

with fluxes

[Kounnas C, Lust D, Toumbas N: Fortsch. Phys. 63, 12-35 (2015). arXiv:1409.7076]

• Higher-derivative generalisation of supergravity

[Aoki S, Yamada Y (2014) prd90, 127701; Koehn M, Lehners JL, Ovrut BA

(2012) prd86, 085019]
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§2.6
*巾零理論

References

• Kallosh R, Linde A: arXiv:1408.5950;

• Ferrara S, Kallosh R, Linde A: JHEP1410, 143(2014)

“ Stabilisation of the F-term influm by nilpotent SF”

2.6.1 べきゼロカイラル場

カイラル場
Spx, θq “ spx`q `

?
2iθ ¨ Gpx`q ` θ2F Spx`q (2.6.1)

の 2乗
S2 “ s2 ` 2

?
2spθ ¨ Gq ` p2sF S ´ G2qθ2 (2.6.2)

がゼロとすると，

S2 “ 0 ñ s “
1

2F S
G2, s2 “ 0, sG “ 0 (2.6.3)

これより，
xsy 9

@

G2
D

“ 0. (2.6.4)

次のようなラグランジュ未定係数法により，このべきゼロ条件をラグランジュ
形式の枠内で課すことができる：

e´1L “ rK pX, X̄qsD ` rW pXqsF ` rΛS2sF (2.6.5)

2.6.2 Sfモデルへの応用

例 1

K “ K0 `
1

2
pΦ ` Φ̄q2 ` SS̄, W “ W0 ` µSΦ (2.6.6)
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に対して，従来の方法では，ポテンシャルは

VF “ eσ
2`|S|2`K0

”

V0 ` µ2p1 ´ |S|2 ` |S|4q|Φ|2 ` |W0|
2|S|2

`2µ2p|S|2 ´ 2qRe pSΦW̄0q ` |µSp`
?
2σΦq `

?
2σW0|2

ı

(2.6.7)

となり，不安定項をもつが，S2 “ 0拘束条件を用いると，

VF “ eσ
2`K0

`

V0 ` 2|W0|
2σ2 ` µ2|Φ|2

˘

(2.6.8)

となり，σ “ 0で安定なカオティックインフレーションが実現される．

例 2 ケーラーポテンシャルと超ポテンシャルが

K “ ´3 log
“

1 ´ 1
6
pΦ ` Φ̄q2 ´ 1

3
SS̄

‰

, W “ µSΦ (2.6.9)

で与えられる系のポテンシャルは，Sが通常のスカラ場の場合には，ϕ2 ą 6{5の
とき，s “ 0が不安定となる：

VF |σ“0 “
3µ2

2

p13ϕ2 ´ 6qs4 ` p18 ´ 15ϕ2qs2 ` 9ϕ2

p3 ´ s2q3
(2.6.10)

安定な軌道でのポテンシャルは

Veff “
µ2

3

p13ϕ2 ´ 6q2p3ϕ4 ` 4ϕ2 ´ 4q

p7ϕ2 ´ 2q3
(2.6.11)

« µ2p0.49ϕ2 ` 0.62 ` O
`

1{ϕ2
˘

q pϕ " 1q (2.6.12)

一方，S2 “ 0条件を課す場合には，ポテンシャルは，単に，

VF “
µ2pϕ2 ` σ2q

2p1 ´ σ2{3q2
«
µ2

2
ϕ2 `

µ2 ` 4H2

2
σ2 (2.6.13)

となり，標準的なカオティック型となる．

一般の場合 インフレトンセクターを pΦ, Sq, 物質セクターを Z として，pK,W q

を

K “ kppΦ ` Φ̄q2{2, SS̄q ` ZZ̄, W “ SfpΦq ` W0pZq, S2 “ 0 (2.6.14)

とおくと，F 項ポテンシャルは

VF “ ekpσ2,0q

„

V 1
0 `

|fpΦq|2

k2pσ2, 0q
`

2k1pσ2, 0qσ2

k1pσ2, 0q ` 2σ2k11pσ2.0q
|W0|

2

ȷ

(2.6.15)
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となる．ここで，kipx1, x2q “ Bk{Bxi．このポテンシャルは，
„

pV 1
0 ` 2|W0|

2qk1 `
k1k2 ´ k12

k22
|f |2

ȷ

Φ“σ{
?
2

ą 0 (2.6.16)

のとき，σ “ 0が安定な極小となる．そこで，σ “ 0に安定化されるとすると，イ
ンフラトンポテンシャルは

V pϕq “ V0 ` c|fpiϕ{
?
2q|2 (2.6.17)

となる．したがって，多様なポテンシャルが安定的に実現される．
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§2.7
*準共形不変理論とD項インフレーション

References

• Kounnas C, Lust D, Toumbas N: Fortsch. Phys. 63, 12-35 (2015). arXiv:1409.7076]

“R2 inflation from scale invariant supergravity and anomaly free superstrings

with fluxes

2.7.1 fpRq理論とスカラテンソル理論の等価性

References

• De Felice A, Tsujikawa S: Living Review 13:3 (2010) ”fpRq theories”

スカラ・テンソル形式 (Jordan frame) 作用積分

S “ SG ` SM ; (2.7.1)

SG “

ż

d4x
?

´g

ˆ

1

2κ2
fpRq

˙

(2.7.2)

において，重力部分は

SG “
1

2κ2

ż

d4x
?

´g rχpR ´ Xq ` fpXqs (2.7.3)

と同等．Xを消去すると，

SG “

ż

d4x
?

´g
´ χ

2κ2
R ´ Upχq

¯

, (2.7.4)

χ “ f 1pXq, (2.7.5)

2κ2Upχq “ χX ´ fpXq. (2.7.6)

場の方程式は，

lχ ´
2κ2

3
p2U ` χU 1q “

κ2

3
TM, (2.7.7a)

R “ 2κ2U 1pχq, (2.7.7b)

χGµν ´ ∇µ∇νχ ` plχ ´ κ2Uqgµν “ κ2TM
µν . (2.7.7c)
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ここで，TM
µνは物質の EMテンソル，TM “ TM

µ
µ.

空間的に一様な場合，方程式系は

:χ ` 3H 9χ ´
2κ2

3
p2U ` χU 1q “

κ2

3
τM, (2.7.8a)

9H ` 2H2 “
κ2

3
U 1, (2.7.8b)

χH2 ´ 3H 9χ ´
κ2

3
p3U ` 2χU 1q “ ´κ2ρM. (2.7.8c)

スカラ・テンソル形式 (Einstein frame) Weyl変換

gµν Ñ e´γϕgµν (2.7.9)

を行い，
χ “ eγϕ, γ “

a

2{3{κ (2.7.10)

とおくと，作用積分は

S “

ż

d4x
?

´g

„

1

2κ2
R ´

1

2
p∇ϕq2 ´ V pϕq ` e´γϕLMpΦ, e´γϕgq

ȷ

,(2.7.11)

V pϕq “ χ´2Upχq “
1

2κ2
Xf 1pXq ´ fpXq

pf 1pXqq2
, f 1pXq “ eγϕ.. (2.7.12)

空間的に一様な宇宙モデルに対しては

H2 “
κ2

6

´

9ϕ2 ` 2V
¯

` eγϕρM, (2.7.13)

:ϕ ` 3Ĥ 9ϕ ` V 1pϕq “
1

2γ
e´2γϕTM. (2.7.14)

2.7.2 スケール不変理論

純R2理論 fpRq9R2となる理論は，スケール不変性をもつ．対応するスカラテ
ンソル理論は

fptq “
1

8µ2
t2 ñ V “

tf 1ptq ´ fptq

2pf 1ptqq2
“ µ2 (2.7.15)

より，
ż

d4x
?

´g
1

16µ2
R2 ô

ż

d4x
?

´g

ˆ

R

2
´

1

2
p∇ϕq2 ´ µ2

˙

(2.7.16)

したがって，この理論は，安定な dS真空解をもつ．

目次へ



第 2章 ４次元超重力理論に基づく宇宙論 99 目次へ

対称性 R2理論のスケール不変性

g Ñ e´2σg (2.7.17)

は，Einsteinフレームでのスカラテンソル理論では，シフト対称性

g Ñ g, γϕ Ñ γϕ ` 2σ (2.7.18)

へと変化する．

スケール不変性の破れ fpRq “ R2 ñ R2 `Rにより，理論のスケール不変性は
破られる：

S “ Sc `

ż

d4x
?

´g
1

2
R. (2.7.19)

2.7.3 SUp1, 1 ` nq超重力模型

• カイラルスカラーの構成

pZIq “ pT, zjqpj “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq : T “ t ` ib, zj “
1

?
6
Φjeiθ

j

(2.7.20)

• ケーラーポテンシャルとスカラー多様体

K “ ´3 lnpY q; Y “ T ` T̄ ´ |z|2 “ eαϕ. (2.7.21)

対応するスカラー多様体は，一様アインシュタイン-ケーラー多様体：

ds2 “ dϕ2 ` 3e´αϕ|dz|2 `
27

4
e´2αϕ

„

db `
i

2
pz̄ ¨ dz ´ z ¨ dz̄q

ȷ2

,(2.7.22a)

M pT, zq –
SUp1, 1 ` nq

Up1q ˆ SUp1 ` nq
; RIJ̄ “ ´

2 ` n

3
KIJ̄ (2.7.22b)

• 超ポテンシャル：T と zjの共形ウエイトはそれぞれ 2と 1なので，超ポテン
シャルが次のような形をもつとき，理論はスケール不変となる：

W “ cT 3{2 ` ciz
iT ` cijkz

izjzk (2.7.23)

2.7.4 ミンコフスキー真空とdS真空

No-scale模型 一般に，一個のサイズモジュラス T とその他の n個のモジュライ
変数 zjからなる系で，ケーラーポテンシャルと超ポテンシャルが
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K “ ´3 lnY “ ´3 lnpT ` T̄ ´ gpz, z̄qq.

W “ W pzq

という構造をもつとき，F 項ポテンシャルは，T に依存しなくなる：

VF “
1

3Y 2
Kjk̄BjWBk̄W̄ ě 0 (2.7.24)

ミンコフスキー真空をもつ SUp1, nqスケール不変模型

• 超ポテンシャル: W “ cijkz
izjzk ` W0

• ポテンシャル：

VF “ 3e´2αϕ
ÿ

i

|cipzq|2 ě 0; cipzq “ cijkz
jzk (2.7.25)

• 極小点：z “ 0 ñ Bi^ “ 0

– ミンコフスキー真空．ただし，m3{2, ϕの値は未定．

– W0 ‰ 0 ñ DTW0 ‰ 0 ñ Susyの破れ．

dS真空をもつ SUp1, nqスケール不変模型

• 超ポテンシャル: W “ hTz

• ポテンシャル：

VF “
|h|2

12

`

1 ` 4B2 ´ 2|Φ|2 ´ 3|Φ|4
˘

, (2.7.26)

B “ b{Y, Φ “ z{
?
Y . (2.7.27)

• 極点：B “ Φ “ 0 ñ b “ z “ 0

– dS真空： V “ |h|2{12 ą 0.．

– 極点は按点で不安定．

2.7.5 dS真空のD項による安定化

SUp1, 1qスケール不変模型において，超ポテンシャルを

W “ hzT (2.7.28)

と取る．
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1) Up1qRゲージ化 Up1qR変換

T Ñ T, z Ñ eiωz ñ kT “ 0, kz “ iz (2.7.29)

をゲージ化すると，
δW “ iωW, δK “ 0 ñ r “ ´i (2.7.30)

より，モーメント写像PRは

PR “ ipkIBIK ´ rq “ ´1 ´
3|z|2

Y
. (2.7.31)

よって，ゲージ結合係数を gとおくと，ポテンシャルは

V “
|h|2

12

`

1 ` 4B2 ´ 2|Φ|2 ´ 3|Φ|4
˘

`
g2

2
p1 ` 3|Φ|2q2 (2.7.32)

“ p2 `
q2

3
` 4p2B2 ` pq2 ´ p2q

`

2|Φ|2 ` 3|Φ|4
˘

(2.7.33)

となる．ここで，
p2 “ |h|2{12, q2 “ 3g2{2 (2.7.34)

したがって，p2 ă q2のとき，dS真空 (B “ Φ “ 0)は安定となる．また，t “ Re pT q

方向が dS平坦方向となる．

2) Up1qdゲージ化 Up1qd変換

T Ñ e2ξωT, z Ñ epi`ξqωz ñ kT “ 2ξT, kz “ pi ` ξqz (2.7.35)

をゲージ化すると，

δW “ pi ` 3ξqωW ñ r “ ´pi ` 3ξq (2.7.36)

より，モーメント写像PRは

PR “ ipkIBIK ´ rq “ ´1 ´ 3|Φ|2 ` 6ξB. (2.7.37)

よって，ゲージ結合係数を gとおくと，ポテンシャルは

V “ p2
`

1 ` 4B2 ´ 2|Φ|2 ´ 3|Φ|4
˘

`
q2

3
p1 ` 3|Φ|2 ´ 6ξBq2 (2.7.38)

特に，BBV “ 0上では，

V “ p2 `
q̂2

3
` pq̂2 ´ p2q

`

2|Φ|2 ` 3|Φ|4
˘

, q̂2 “
p2q2

p2 ` 3ξ2q2
(2.7.39)

これより，q̂2 ą p2( ñ ξ ă 1{2)のとき，Φ “ B “ 0が安定な dS真空を与える．
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2.7.6 ミンコフスキー真空のD項による安定化

§p1, 1qスケール不変模型において，超ポテンシャルを

W “ hz3 (2.7.40)

と取る．

1) Up1qRゲージ化 Up1qR変換

T Ñ T, z Ñ eiωz ñ kT “ 0, kz “ iz (2.7.41)

をゲージ化すると，

δW “ 3iωW, δK “ 0 ñ r “ ´3i (2.7.42)

より，モーメント写像PRは

PR “ ipkIBIK ´ rq “ ´3 ´
3|z|2

Y
. (2.7.43)

よって，ゲージ結合係数を gとおくと，ポテンシャルは

V “ p2|Φ|4 ` q2p1 ` |Φ|2q2; p2 “ 3|h|2, q2 “
1

2
g2 (2.7.44)

これより，Φ “ 0が安定な dS真空となる．

2) Up1qdゲージ化 Up1qd変換

T Ñ e2ξωT, z Ñ epi`ξqωz ñ kT “ 2ξT, kz “ pi ` ξqz (2.7.45)

をゲージ化すると，
δW “ ñ r “ ´3pi ` ξq (2.7.46)

より，モーメント写像PRは

PR “ ipkIBIK ´ rq “ ´3 ´ 3|Φ|2 ` 6ξB (2.7.47)

よって，ゲージ結合係数を gとおくと，ポテンシャルは

V “ V “ p2|Φ|4 ` q2p1 ` |Φ|2 ´ 2ξBq2; Φ “ z{
?
Y , B “ b{Y (2.7.48)

これより，Φ “ 0, 2ξB “ 1に安定なミンコフスキー真空をもつ．この真空は，超
対称で，スケール変換およびUp1qR に対して不変となる．この模型では，

BΦV “ 0 ñ |Φ|2 “ ´
q2

p2 ` q2
p1 ´ 2ξBq, V “

p2q2

p2 ` q2
p1 ´ 2ξBq2 (2.7.49)

となるので，カオティックインフレーションが可能となる．

目次へ



第 2章 ４次元超重力理論に基づく宇宙論 103 目次へ

3) スケール不変性の破れ ñ Starobinsky型インフレーション 次のような，
スケール変換と非可換なUp1qt変換

T Ñ T ` iξω, z Ñ eiωz ñ kT “ iξ, kz “ iz (2.7.50)

によりゲージ化を行うと

δW “ 3iωW ñ r “ ´3i (2.7.51)

より，モーメント写像は

Pt “ 3

ˆ

ξ

Y
´ |Φ|3 ´ 1

˙

(2.7.52)

となるので，ポテンシャルは

V “ p2|Φ|4 ` q2
`

|Φ|2 ` 1 ´ ξe´αϕ
˘2

(2.7.53)

となる．したがって，この模型では，Starobinsky型のインフレーションが起きる．
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3
高次元超重力理論

§3.1
高次元超重力理論の一般的分類

3.1.1 次元と最大超対称性への制限

References

• 　 Porrati M: PRD78, 065016 (2008)

“Universal limits on massless high-spin particles”

• C. Aragone and S. Deser, Phys. Lett. 86B, 161 (1979).

“Consistency Problems of Hypergravity”

４次元時空において、一般の曲がった時空でのダイナミクスが整合的となるた
めには、場のスピンは２以下に制限される。例えば，4次元時空において，スピン
5/2を持つ場は添え字について対称なスピノールテンソルψµνにより記述され，自
由場の作用積分は，正規直交基底に関する成分表示のもとで，

S “

ż

d4x|θ|

”

´
1

2
ψ̄ab {Dψab ´ ψ̄abγ

b {Dγcψ
ca ` 2ψ̄abγ

bDcψ
ca

`
1

4
ψ̄aa {Dψbb ´ ψ̄aaDbγcψ

bc
ı

(3.1.1)

で与えられる．平坦な時空では，場は次のゲージ自由度をもつ：

δψµν “ Bµζν ` Bνζµ; γµζµ “ 0. (3.1.2)
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しかし，曲がった時空に対応原理に従って移行し，作用積分において Bµ Ñ ∇µの
置き換えを行うと，対応する共変化されたゲージ変換に対して，作用積分は

δψab “ Daζb ` Dbζa ñ δS “ ´4

ż

d4x|θ|ζ̄aγbψcdR
acbd (3.1.3)

このため、４次元へのトーラスコンパクト化の整合性を考慮すると、高次元に
おいても、超対称変換生成元の最大数は 32となる。これより、各次元での複素ス
ピノール表現の最小次元を dimC

s,min, 実スピノール表現の最初次元を dimR
s,minとお

くと、独立な超対称変換生成元を表すスピノールQiの数N は、N dimR
s,min ď 32

となる。

3.1.2 基本超対称代数

超対称変換の作る極小代数の交換関係は、ϵj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ ,N )を各次元でのGrass-

mannスピノールパラメータ、∆ijをN 次の定数行列として、

rϵ̄p1qiQ
i, ϵ̄p2qjQ

js “
1

2
∆ij ϵ̄p1qiΓ

Mϵp2qjPM (3.1.4)

と表される。ただし、Cを荷電共役変換行列として、

ϵ̄ “ TϵC (3.1.5)

である。
Majoranaスピノールが存在するD ” 4, 8, 9, 10, 11pmod 8qでは、ϵiおよびQiを

Majoranaスピノールに取るものとする。このとき、

ϵ̄1Γ
Mϵ2 “ ´ϵ̄2Γ

Mϵ1, (3.1.6)

pϵ̄1Γ
Mϵ2q

: “ ϵ̄1Γ
Mϵ2 (3.1.7)

が成り立つので、交換関係の左辺が ϵp1q Ø ϵp2qに対して反対称であることとP :
M “

´PM を考慮すると、∆ijは実対称行列となる。したがって、Qiの基底を適当に取
り替えることにより、∆ij “ δijとできる。
一方、Majoranaスピノールが存在しないD ” 5, 6, 7pmod 8qでは、次の条件に

より定義される symplectic Majoranaスピノールに取る：

ϵi “ pJ´1qijB
´1pϵjq

˚, Qj “ J jkB´1pQkq:. (3.1.8)

ここで、J “ pJ ijqは正則な定数行列である。D ” 5, 6, 7ではB˚B “ ´1となるの
で、Symplectic Majorana条件の整合性は

J˚J “ ´1 (3.1.9)
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となる。
一般に、SMスピノールの基底の変更に対して、J は次のように変換する：

ψ1
i “ Ti

jψj ñ J 1 “ T ˚JT´1 (3.1.10)

特に、J “ J˚を要請すると、J2 ´1となるので、適当なT P GLp2n,Rqを用いて、

J “ TJ0T
´1; J0 “ ‘n p 0 1

´1 0 q (3.1.11)

と表される。以下、J “ J0とする。したがって、N は偶数となることが要求さ
れる。
Majoranaスピノールおよび SMスピノールに対して、

pϵ̄iQ
iq: “ σϵ̄iQ

i; σ “

#

1 : D ” 4, 5, 10, 11pmod 8q,

´1 : D ” 6, 7, 8, 9pmod 8q
(3.1.12)

が成り立つ（ϵ,Qは、ともに、Grassmann代数の奇元であることに注意）。
SMスピノールで表される超対称変換生成元Qi(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2n “ N)に対する交

換関係は、一般に

rϵ̄p1qiQ
i, ϵ̄p2qjQ

js “
1

2
∆ij ϵ̄p1qiΓ

Aϵp2qjPA

ô tQi, TQju “ ´
1

2
∆ijΓA TC´1PA (3.1.13)

で与えられる。D ” 5, 6, 7では、一般に

ϵ̄1Γ
Aϵ2 “ ϵ̄2Γ

Aϵ1 (3.1.14)

が成り立つので、∆ijは反対称行列でないといけない：

∆ij “ ´∆ji. (3.1.15)

さらに、
pϵ̄p1qiΓ

Aϵp2qjq
: “ J ikJ jlpϵ̄p1qiΓ

Aϵp2qjq (3.1.16)

より、
TJ∆˚J “ ∆ (3.1.17)

が要求される。例えば、∆ “ J は、これら２つの条件を満たす。

3.1.3 各次元の基本超対称代数の構造

11次元: Cℓ11 – Cp32q ‘Cp32q,Cℓ˚
10 – Rp32q. スピノールQはMajoranaで、

個数はN “ 1. 対応する超重力理論は、微分について２階の範囲で一意的
[Cremmer E, Julia B, Scherk J 1978].

tQα, Qβu “ ´
1

2
pΓM TC´1qαβPM . (3.1.18)
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D C-spinor rep. Majorana Weyl Majorana-Weyl by R-rep.
2 1 ` 11 ⃝ self ⃝ p1R ` 11

Rq b C
3 2 ⃝ ´ ´ p2Rq b C
4 2 ` 2̄ ⃝ complex ´ p4R “ 2Cq b C
5 4 ´ ´ ´ 8R “ 4C
6 4 ` 41 ´ self ´ 8R ` 81

R

7 8 ´ ´ ´ 16R “ 8C
8 8 ` 8̄ ⃝ complex ´ p16R “ 8Cq b C
9 16 ⃝ ´ ´ 16R b C
10 16 ` 161 ⃝ self ⃝ p16R ` 161

Rq b C
11 32 ⃝ ´ ´ 32R b C
12 32 ` 32 ⃝ complex ´ 64R b C

表 3.1: Spinor representation of SOpD ´ 1, 1q

10次元: Cℓ10 – Cp32q,Cℓ˚
9 – Rp16q ‘ Rp16q. スピノールQj はMajorana-

Wyleで、N ď 2. N “ 2となるタイプ II型は、Qiのカイラリティが p1, 1q

となる

IIA型 : PLQ
1 “ Q1, PRQ

2 “ Q2, (3.1.19a)

tQ1
α, Q

2
βu “ 0, (3.1.19b)

tQ1
α, Q

1
βu “ ´

1

2
pPLΓ

M TC´1 TPLqαβPM , (3.1.19c)

tQ2
α, Q

2
βu “ ´

1

2
pPRΓ

M TC´1 TPRqαβPM (3.1.19d)

と、p2, 0qないし p0, 2qとなる

IIB型 : PLQ
i “ Qi pi “ 1, 2q, (3.1.20a)

tQi
α, Q

j
βu “ ´δij

1

2
pPLΓ

M TC´1 TPLqαβPM (3.1.20b)

por PL Ñ PRq (3.1.20c)

が存在。II型の理論は、微分について２階の範囲では一意的。

一方、N “ 1のタイプ I型理論の超対称代数の構造は一意的で、カイラリ
ティは p1, 0qないし p0, 1q：

tQα, Qβu “ ´
1

2
pPLΓ

M TC´1 TPLqαβPM , por PL Ñ PRq. (3.1.21)

I型の理論は、任意の１０次元ゲージ超組と結合することができる。この自
由度を除く重力セクターは、微分について２階の範囲では一意的。
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9次元: Cℓ9 – Cp16q ‘ Cp16q,Cℓ˚
8 – Rp16qで、スピノールQj はMajorana。

カイラリティがないので、タイプは、N “ 1の I型とN “ 2の II型の２種
類のみ:

tQi
α, Q

j
βu “ ´δij

1

2
pΓM TC´1qαβPM (3.1.22)

II型の理論は一意的だが、I型の理論には、９次元ベクトル超組を結合させ
る自由度あり。

8次元: Cℓ8 – Cp16q,Cℓ˚
7 – Cp8q,Cℓ7 – C b Cp8q – Cp8q ` Cp8q˚で、スピ

ノールQjはMajorana. N ď 2だが、カイラルスピノールは複素表現で、複
素共役変換でカイラリティが入れ替わるので、N “ 1の I型理論、N “ 2の
II型理論のいずれも１種類のみ。超対称交換関係は、D “ 9と同じで、カイ
ラル射影を行うと、

tpPLQ
iqα, pPRQ

jqβu “ ´δij
1

2
pPLΓ

M TC´1 TPRqαβPM , (3.1.23a)

tpPLQ
iqα, pPLQ

jqβu “ tpPRQ
iqα, pPRQ

jqβu “ 0. (3.1.23b)

II型の理論は一意的だが、I型の理論には、８次元ベクトル超組を結合させ
る自由度あり。

7次元: Cℓ7 – Cp8q ‘ Cp8q,Cℓ˚
6 – Hp4q,Cℓ6 – Cp8qで、スピノール Qj は

Symplectic Majorana. N “ 2, 4(超対称生成元の数は 16, 32). 交換関係は

rQi
α, Q

j
βs “ ´

1

2
∆ijpΓM TC´1qαβPM pi, j “ 1, ¨ ¨ ¨ ,N q (3.1.24)

ここで、∆ “ J0.

N “ 4の理論は一意的だが、N “ 2の理論には、７次元ベクトル超組を結
合させる自由度あり。

6次元: Cℓ6 – Cp8q,Cℓ˚
5 – Hp2q ` Hp2q,Cℓ5 – Cp4q ` Cp4qで、スピノール

Qjは Symplectic Weyl. N “ 2, 4, 6, 8で、カイラリティで分類すると、

– N “ 8: p2, 2q, p3, 1q, p4, 0q. p2, 2q型の理論は、D ě 7からの KK次元
低下により得られるものと一致する。これに対し、p3, 1q, p4, 0qの理論
は、原理的には存在するが [Townsend PK:PLB139, 283 (1984)]], 重力
が計量とは異なるテンソルにより記述され、これまで線形レベルでの
み具体的に構成されている [Hull CM: NPB583, 237 (2000) arXiv:hep-

th/0004195]]。

– N “ 6: p2, 1q, p3, 0q. p2, 1q型は重力が計量で記述されるが、p3, 0q型の
理論では重力が計量テンソルでは表されず、これまでに相互作用する理
論は発見されていない。
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– N “ 4: p1, 1q, p2, 0q.

∗ p1, 1q: ベクトル超組を結合させる自由度あり。

∗ p2, 0q: テンソル超組を結合させる自由度あり。

– N “ 2: p1, 0q. ベクトル超組、テンソル超組、ハイパー超組を結合する
自由度あり。

5次元: Cℓ5 – Cp4q ‘ Cp4q,Cℓ˚
4 – Hp2q,Cℓ4 – Cp4q. スピノール Qj は

Symplectic Majorana. N “ 2, 4, 6, 8. 交換関係は (3.1.24)と同じ。理論の自
由度は、

– N “ 6, 8：理論は一意的で、D ě 6から次元低下で得られるものと一致。

– N “ 4の理論には、５次元ベクトル超組を結合させる自由度あり。

– N “ 2の理論には、ベクトル超組とハイパー超組を結合させる自由度
と、前ポテンシャルと呼ばれるスカラ多様体上の正則関数の自由度あり
（？）。

4次元: Cℓ4 – Cp4q,Cℓ˚
3 – Cp2qq,Cℓ3 – Cp2q ` Cp2q˚. スピノール Qj は

Majoranaで、N “ 1.2, 3, 4, 5, 6, 8. 超対称変換の交換関係の構造は、８次元
と同じ。理論の自由度は

– N “ 5, 6, 8: 物質超組の自由度はなく、ベクトル場のゲージ化の自由度
を除いて理論は一意的。

– N “ 3, 4: ベクトル場のゲージ化の自由度に加え、４次元ベクトル超組
を結合させる自由度あり。

– N “ 2: ４次元ベクトル超組およびハイパー超組を結合させる自由度、
ゲージ化の自由度、および前ポテンシャルの自由度あり。

– N “ 1: ４次元ゲージ超組およびカイラル超組を結合させる自由度、
ゲージ化の自由度、カイラル超組に対するKählerポテンシャル、超ポ
テンシャルおよびゲージ超組の結合関数の自由度あり。

3.1.4 基本超重力理論の構造と一意性

超対称性の数による分類 以下、理論の含む微分は、スカラ場について２階まで、
スピノール場について１階までとする。また、実超電荷の数を nsと表記する：

• ns ą 8: 超重力理論の運動項は、理論が含む超組のタイプと数を指定すると、
一意的に決まる。

– ns ą 16: 重力超組のみの理論なので、運動項は一意的。
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– ns “ 16: 結合するベクトル超組（ないし、D “ 6, p2, 0q型に対してはテ
ンソル超組）の数を指定するすると、運動項は一意的。

• ns “ 8: スカラ多様体はハイパー超組のスカラに対する quotanionic- Kähler

多様体とテンソル超組 (D “ 6)/ベクトル超組ないしテンソル超組（D “ 5)/

ベクトル超組 (D “ 4)のスカラに対する特殊多様体の直積．これら特殊多様
体の取り方は自由．

• ns “ 4: スカラ多様体はKähler-Hodge構造を持つ複素多様体で、カイラル
超組の運動項の自由度は、Kähler計量Kpz, z̄q。ゲージ超組の運動項にはス
カラ多様体上の正則関数行列NABpzqの自由度あり。

物理自由度 各タイプのテンソル場，スピノール場の物理自由度は次の通り：

計量 ベクトル場 スカラ-場 p´形式場 RS場 スピノール場
DpD´3q

2
D ´ 2 1 pD´2q¨¨¨pD´p´1q

p!
dspDq

2
pD ´ 3q

dspDq

2

ここで，dspDqをD次元での既約実スピノール表現の次元で，以下の通り：

D 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ds 4 4 8 8 16 16 16 16 32

タイプ M M SM SMW SM M M MW M

N 1 1 2 2 2 1 1 1 1

基本場

• D “ 8

– N “ 2:

Boson: gMN p20q, AIM p6 ˆ 6q, Φj p7 ˆ 1q, Cp
r2s

p3 ˆ 15q, Cr3s p20q

Fermion: ψ
piq
M p2 ˆ 40q, λI p6 ˆ 8q

– N “ 1:

Sugra: gMN p20q, BMN p15q, AIM p2 ˆ 6q, σp1q; ψM p40q, χ p8q

Vector: AM p6q, ϕi p2 ˆ 1q; λ p8q.

3.1.5 理論の変形とゲージ化された超重力理論

用語の定義

Ungauged supersymmetry: すべての内部ゲージ場は可換で、超ポアン
カレ群はゲージ化されていない。

目次へ



第 3章 高次元超重力理論 111 目次へ

Gauged supersymmetry: 物質超組のベクトル場は、一般に非可換群に対
するゲージ場となっていて、ゲージ場は他の超組にもゲージ結合するが、超
ポアンカレ群はゲージ化されていない。

Ungauged supergravity: 超ポアンカレ群はゲージ化されているが、物質
超組のベクトル場は可換で、他の場と結合しない。

Gauged supergravity: 超重力セクターのベクトル場が非可換群に対する
ゲージ場となっているか、物質セクターの場の非可換対称性がゲージ化され
ている。

理論の変形 基本超重力理論に対して、次のような理論の改変操作を理論の変形
(deformation)という：

• 非可換ゲージ群によりゲージ化する。

• R対称性をゲージ化する。例：SOp8q-gauged maximal supergravity in 4D [de

Wit B, Nicolai H (1982)]

• フェルミオンに質量項（湯川結合）を持たせ、宇宙項やスカラポテンシャル
を導入する。例：adS超重力理論、massive IIA in 10D [Romans LL (1986)]

3.1.6 中心電荷

基本超対称代数は，一般に中心電荷 (central charge)と呼ばれる他の変換と可換
な作用素による拡大を許す．

• D “ 4: Majorana表示では

tQi
α, Q

j
βu “ ´

1

2
δijpγµ TC´1qαβPµ ` pArijs ` iBrijsγ5qp TC´1qαβ. (3.1.25)

Weyl表示では

tpPLQ
iqα, pPRQ

jqβu “ ´δij
1

2
pPLΓ

M TC´1 TPRqαβPM , (3.1.26a)

tpPLQ
iqα, pPLQ

jqβu “ ZrijspPL
TC´1qαβ, (3.1.26b)

tpPRQ
iqα, pPRQ

jqβu “ Z̄rijspPR
TC´1qαβ. (3.1.26c)

ここで，Zrijs “ Arijs ` iBrijs.
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D 32 24 20

10 Op1, 1q
SUp1,1q

Up1q

9 SLp2q

SOp2q
b Op1, 1q

8 SLp3q

SUp2q
b

SLp2q

Up1q

7 SLp5q

USpp4q

6 Op5,5q

USpp4qˆUSpp4q

F4,4

USpp6qˆUSpp2q

E6,6

USpp8q

SU˚p4q

USpp4q

SU˚p6q

USpp6q

5 E6,6

USpp8q

SU˚p6q

USpp6q

4 E7,7

SUp8q

SO˚p12q

Up6q

SUp1,5q

Up5q

D 16 12 8

10 Op1, 1q?

9 Op1,nq

Opnq
b Op1, 1q

8 Op2,nq

Up1qˆOpnq
b Op1, 1q

7 Op3,nq

USpp2qˆOpnq
b Op1, 1q

6 Op4,nq

SOp4qˆOpnq
b Op1, 1q

Op5,nq

OpnqˆUSpp4q

Op1,nq

Opnq
ˆ QK

5 Op5,nq

USpp4qˆOpnq
b Op1, 1q VSR ˆ QK

4 SUp1,1q

Up1q
ˆ

SOp6,nq

SUp4qˆSOpnq

SUp3,nq

Up3qˆSUpnq
SK ˆ QK

表 3.2: 8個以上の超電荷をもつ超重力理論におけるスカラ多様体の等質空間として
の構造リスト. QK=quaternionic-Kähler多様体、VSR=very special real多様体、
SK=special Kähler多様体。

次元 スピノールタイプ R-対称性
D “ 10 MW SOpNLq ˆ SOpNRq

D “ 9 M SOpN q

D “ 8, 4 M UpN q

D “ 7, 5 SM USppN q

D “ 6 SW USppNLq ˆ USppNRq

表 3.3: 各次元の超対称変換代数におけるR-対称性

目次へ



第 3章 高次元超重力理論 113 目次へ

§3.2
11D超重力理論

Refereces

• Cremmer E, Julia B, Scherk J: PLB76, 409 (1978)

“Supergravity theory in 11 dimensions”

3.2.1 基本場:

基本的な場は

フレーム場 : eA “ peMA q; gMN “ ηABeMA e
N
B , θApeBq “ δAB,

３形式場 : A3 “
1

3!
AMPQdx

M ^ dxP ^ dxQ,

Majorana 3/2場 : ΨM ; Ψ̄ “ TΨC

ここで，Cはつぎの条件により定義される荷電共役変換行列：

C´1ΓAC “ ´ TΓA,
TC “ ´C. (3.2.1)

Majorana表示では、

TΓA “ ΓA, pΓAq˚ “ ΓA, C “ iΓ0. (3.2.2)

3.2.2 作用積分

完全な作用積分は

2κ2S “

ż

d11x|θ|

„

eMA e
N
BRMN

ABpωq ´
1

2
|F4|2 `

1

6
˚ pF4 ^ F4 ^ A3q

´Ψ̄MΓMNPDN

“

1
2
pω ` ω̃q

‰

ΨP

`
1

192

“

Ψ̄MΓMNWXY ZΨN ` 12Ψ̄WΓXYΨZ
‰

pFWXY Z ` F̃WXY Zq

ȷ

.

(3.2.3)
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ここで，

ωMAB “ ωMABpeq ` KMAB, (3.2.4a)

KMAB “
1

8

“

Ψ̄NΓMAB
NPΨP ` 4Ψ̄MΓrAΨBs ´ 2Ψ̄BΓMΨA

‰

,

(3.2.4b)

ω̃MAB “ ωMAB ´
1

8
Ψ̄NΓMAB

NPΨP , (3.2.4c)

DMpωq “ BM `
1

4
ωM

ABΓAB, (3.2.4d)

F “ dA, (3.2.4e)

F̃MNPQ “ FMNPQ `
3i

2
Ψ̄rMΓNPΨQs. (3.2.4f)

基本場の次元は

rκs “ L9{2, reMA s “ L0, rAMNP s “ L0, rΨM s “ L´1{2. (3.2.5)

3.2.3 場の方程式:

RMNpω̃q ´
1

2
gMNRpω̃q “

1

12
F̃MPQRF̃N

PQR ´
1

4
gMN |F4|

2, (3.2.6a)

ΓMNP D̃Npω̃qΨP “ 0, (3.2.6b)

d ˚F̃ `
1

2
F̃ ^ F̃ “ 0. (3.2.6c)

ここで，

D̃Mpω̃q “ DMpω̃q ` TM
PQRSF̃PQRS, (3.2.7)

TM
PQRS “

1

288

´

ΓM
PQRS ´ 8δ

rP
M ΓQRSs

¯

. (3.2.8)

3.2.4 対称性:

a) 一般共変性：

δθAM “ pĹξθ
AqM ” θANBMξ

N ` ξNBNθ
A
M , (3.2.9a)

δΨM “ ΨNBMξ
N ` ξNBNΨM , (3.2.9b)

δAMNP “ pĹξA3qMNP ” 3AQrMNξP sξ
Q ` ξQBQAMNP . (3.2.9c)

b) 局所 SOp10, 1q変換：

δθAM “ ´θBMαB
A, (3.2.10a)

δΨM “ 1
4
αABΓ

ABΨM , (3.2.10b)

δAMNP “ 0. (3.2.10c)
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c) N “ 1 SUSY:

δθAM “
1

2
ϵ̄ΓAΨM , (3.2.11a)

δΨM “ D̃Mpω̃qϵ, (3.2.11b)

δAMNP “ ´
3

2
ϵ̄ΓrMNΨP s. (3.2.11c)

d) A3のゲージ変換：

δθAM “ 0, (3.2.12a)

δΨM “ 0, (3.2.12b)

δA “ dΛ. (3.2.12c)

e) T {P 変換：空間ないし時間座標の奇数個の反転と

AMNP Ñ ´AMNP . (3.2.13)

3.2.5 Bosonic part:

ΨM “ 0とおくと，作用積分は

2κ2S “

ż

d11xp´gq1{2

ˆ

R ´
1

2
|F4|2

˙

´
1

6

ż

A3 ^ F4 ^ F4. (3.2.14)

場の方程式は
d ˚F4 ` 1

2
F4 ^ F4 “ 0. (3.2.15)

また，エネルギー運動量テンソルは

κ2TMN “
1

12
FMABCFN

ABC ´
1

4
|F4|

2gMN . (3.2.16)

よって，

RMN “
1

12
FMABCFN

ABC ´
1

6
|F4|2gMN . (3.2.17)

3.2.6 物理自由度

以下、しばらく、時空の次元Dを特定せずに議論する。
計量場およびRarita-Schwinger場については、すでの求めたので、残る３形式

場の物理自由度を求める。自明な背景場に対して，A3場の方程式は

kMFMPQR “ 0; FMPQR “ 4ikrMAPQRs. (3.2.18)
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ゲージ変換は
δAMNP “ i pkMχNP ` kNχPM ` kPχMNq . (3.2.19)

ゲージ条件
AIJ0 “ 0 (3.2.20)

を課すと，残留ゲージ自由度は

χIJ “
1

k0
pkIχJ0 ´ kJχI0q. (3.2.21)

このとき，
ikMFMPQR “ ´k2APQR ` 3krPAQRsIk

I (3.2.22)

より，
ikMFMPQ0 “ k0APQIk

I “ 0. (3.2.23)

よって，
AIJKk

K “ 0. (3.2.24)

この条件下で，元の場の方程式は

ikMFMIJK “ ´k2AIJK “ 0. (3.2.25)

よって，
k2 “ 0. (3.2.26)

また，AIJK は残留ゲージ変換で不変．よって，物理自由度は

pD ´ 1qpD ´ 2qpD ´ 3q

3!
´

pD ´ 2qpD ´ 3q

2
“

pD ´ 2qpD ´ 3qpD ´ 4q

3!
(3.2.27)

以上より、結局、D “ 11のとき、

ボーズ場 :
1

2
DpD ´ 3q `

1

6
pD ´ 2qpD ´ 3qpD ´ 4q “ 128 (3.2.28a)

フェルミ場 : pD ´ 3q ˆ 2rD{2s´1 “ 128 (3.2.28b)

【Exercise 3.2.1 (フォーム場の物理自由度)】 　 一般に，D次元における p-形
式場Cに対する場の方程式が，平坦な背景時空での線形摂動のレベルで

F “ dC, d ˚F “ 0 (3.2.29)

で与えられるとき，pー形式場の物理自由度は，D´2Cpで与えられることを示せ．
l
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§3.3
10次元超重力理論

3.3.1 IIA型理論

Refereces

• Campbell C, West PC: NPB243, 112 (1984)

“N “ 2 D “ 10 nonchiral supergravity and its spontaneous compactifica-

tion”

• Giani F, Pernici M: PRD 30, 325 (1984)

“N “ 2 supergravity in ten dimensions”

11次元超重力理論の S1コンパクト化： y “ x7(7 “ 10)

• 計量
ds2 “ e´2ϕ{3gµνdx

µdxν ` e4ϕ{3pdy ` C1q2. (3.3.1)

• 3形式ポテンシャル

Aµνλ “ Cµνλpxq, Aµν7 “ Bµνpxq (3.3.2)

• Rarita-Schwinger場

Ψµ “ pψµ, ψ
1
µq, Ψ7 “ pλ, λ1q. (3.3.3)

基本場

• ボーズ場

– NS場：gMN , ϕ, Br2s

– R場： Cr1s, Cr3s

• フェルミ場

– Chiralityの異なるMajorana 1/2 場：λ, λ1

– Chiralityの異なるMajorana 3/2 場：ψM , ψ1
M
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作用積分 (Stringフレーム） IIA理論のストリングフレームでのBosonic partの
作用積分は

SIIA,B “ SNS ` SR ` SCS; (3.3.4)

SNS “
1

2κ210

ż

d10xp´g̃q1{2e´2ϕ

ˆ

R̃ ` 4p∇̃ϕq2 ´
1

2
H3 ¨ H3

˙

, (3.3.5)

SR “ ´
1

4κ210

ż

d10xp´g̃q1{2
´

F̃2 ¨ F̃2 ` F̃4 ¨ F̃4

¯

, (3.3.6)

SCS “ ´
1

4κ210

ż

B2 ^ F4 ^ F4. (3.3.7)

ここで，

H3 “ dB2, F2 “ dC1, F4 “ dC3, F̃4 “ F4 ´ C1 ^ H3. (3.3.8)

3.3.2 IIB型理論

Refereces

• Schwarz JH, West PC: PLB126, 301 (1983)

“Symmetries and transformation rules of chiral N “ 2, d “ 10 supergravity”

• Schwarz JH: NPB226, 269 (1983)

“Covariant field equations of chiral N “ 2, d “ 10 supergravity”

• Howe P, West PC: NPB238, 181 (1984)

“The complete N “ 2, d “ 10 supergravity”

基本場

• ボーズ場

– NS場：gMN , ϕ, Br2s

– R場： Cr0s, Cr4s

• フェルミ場

– 同じChiralityのMajorana 1/2 場：

λ “ λp1q ` iλp2q; Γ11λ “ ¯λ

– 同じChiralityのMajorana 3/2 場：

– ψM “ ψ
p1q

M ` iψ
p2q

M ; Γ11ψM “ ˘ψM
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場の方程式: τ,G3, F̃5を

τ “ C0 ` ie´ϕ, (3.3.9)

G3 :“ τH3 ´ F3, G̃3 “ τ
´1{2
2 G3, (3.3.10)

F̃5 “ dC4 ´
1

2
C2 ^ H3 `

1

2
B2 ^ F3 (3.3.11)

により定義すると，

lτ ` i
p∇τq2

τ2
“ ´

i

2
G3 ¨ G3, (3.3.12a)

∇ ¨ G3 “ ´
i∇τ
2τ2

pG3 ` G˚
3q ´ iF̃5 ¨ G3, (3.3.12b)

dG3 “ ´
i

2τ2
dτ ^ pG3 ´ G˚

3q, (3.3.12c)

dF̃5 “
i

2τ2
G3 ^ G˚

3 , (3.3.12d)

˚F̃5 “ ˘F̃5, (3.3.12e)

RMN “
1

4τ 22
p∇Mτ∇Nτ

˚ ` ∇Mτ
˚∇Nτq

`
1

8τ2

”

GMPQG
˚PQ
N ` G˚

MPQGN
PQ

ı

´
1

8τ2
G3 ¨ G˚

3 gMN

`
1

96
F̃MP1¨¨¨P4F̃N

P1¨¨¨P4 . (3.3.12f)

作用積分 (String frame): IIB理論のストリングフレームでのBosonic partの作
用積分は

SIIB “ SNS ` SR ` SCS; (3.3.13a)

SNS “
1

2κ2

ż

dx10p´g̃q1{2e´2ϕ

ˆ

R̃ ` 4p∇̃ϕq2 ´
1

2
H3 ¨ H3

˙

, (3.3.13b)

SR “ ´
1

4κ2

ż

dx10p´g̃q1{2

ˆ

F1 ¨ F1 ` F̃3 ¨ F̃3 `
1

2
F̃5 ¨ F̃5

˙

, (3.3.13c)

SCS “ ˘
1

4κ2

ż

C4 ^ H3 ^ F3. (3.3.13d)

ここで，
F1 :“ dC0, F̃3 :“ F3 ´ C0 ^ H3. (3.3.14)

作用積分 (Einstein frame): String frameでの計量 g “ gsを Einstein frameで
の計量 g “ gE “ e´ϕ{2gsに直すと，

2κ2SIIB “

ż

Ω

„

R ´
∇τ ¨ ∇τ̄
2pIm τq2

ȷ

´
1

2Im τ
˚G2 ^ Ḡ2

´
1

4
˚F̃5 ^ F̃5 ˘

i

4Im τ
C4 ^ G2 ^ Ḡ2. (3.3.15)

目次へ



第 3章 高次元超重力理論 120 目次へ

3.3.3 10次元 II型理論のDemocratic formulation

Reference

• Bergshoeff E, Kallosh R, Ortin T, Roest D, van Proeyen A: CQG17, 3359-82

( 2001)[12]

New Formulations of D “ 10 Supersymmetry and D8-O8 Domain Walls

• Grana M: PLC 433, 91-158 (2006) [38]

“Flux compactifications in string theory: A comprehensive review”

(1) 基本場

IIA :
!

gMN , Br2s, ϕ, C
p1q

M , C
p3q

MNP , C
p5q

M ¨¨¨P , C
p7q

M ¨¨¨P , C
p9q

M ¨¨¨P , ψM , λ
)

,

(3.3.16a)

IIB :
!

gMN , Br2s, ϕ, C
p0q

M , C
p2q

MNP , C
p4q

M ¨¨¨P , C
p6q

M ¨¨¨P , C
p8q

M ¨¨¨P , ψM , λ
)

(3.3.16b)

ここで，IIAに対しては ψM , λは右と左カイラリティの doublets，IIBに対しては
条件

Γ11ψM “ ψM , Γ11λ “ ´λ (3.3.17)

を満たす同じカイラリティの doublets.

(2) 擬作用積分

S “
1

2κ210

ż

d10x
?

´g
”

e´2ϕ
´

Rpωpeqq ` 4dϕ ¨ dϕ ` 2dϕ ¨ χp1q

´
1

2
H ¨ H ´ H ¨ χp3q

´2ψ̄MΓMNP∇NψP ` 2λ̄ΓM∇Mλ ´ 4λ̄ΓMN∇MψN

¯

´
ÿ

nPS

ˆ

1

4
Gpnq ¨ Gpnq `

1

2
Gpnq ¨ Ψpnq

˙

ff

`quartic fermionic terms. (3.3.18)
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ここで，

S “

#

p0, 2, ¨ ¨ ¨ , 10q; IIA

p1, 3, ¨ ¨ ¨ , 9q; IIB
(3.3.19)

また，

G “
ÿ

nPS

1

ℓn´1
s

Gpnq, C “
ÿ

nPS

1

ℓn´1
s

Cpn´1q (3.3.20)

として，

H “ dB, G “ dC ´
1

ℓ2s
dB ^ C ` ℓsG

p0qeB{ℓ2s . (3.3.21)

(この定義は，IIBの標準的なものに対応．IIAの標準的なものとはBの符号が異
なる．) 各場の次元は，微分形式は成分でなく dx˚を含むとして，

rκ10 “ L4, rgMN s “ L0, rϕs “ L0,

rHr3ss “ L2, rBr2ss “ L2, rGrnss “ Ln´1, rCrnss “ Ln, (3.3.22)

rλs “ rΨM s “ L´1{2. (3.3.23)

さらに，

χ
p1q

M “ ´2ψ̄NΓ
NψM ´ 2λ̄ΓNΓMψN , (3.3.24a)

χ
p3q

MNP “
1

2
ψ̄QΓ

rQΓMNPΓ
RsPψR ` λ̄ΓMNP

QPψQ ´
1

2
λ̄PΓMNPλ,

(3.3.24b)

Ψ
pnq

M1¨¨¨Mn
“

1

2
e´ϕψ̄PΓ

rPΓM1¨¨¨MnΓ
QsPnψQ `

1

2
e´ϕλ̄ΓM1¨¨¨MnΓ

QPnψQ

´
1

4
e´ϕλ̄ΓrM1¨¨¨Mn´1PnΓMnsλ. (3.3.24c)

ここで，

P :“ Γ11 pIIAq, ´σ3 pIIBq, (3.3.25a)

Pn :“ pΓ11qn pIIAq,

#

σ1 pn ` 1q{2 : even

σ2 pn ` 1q{2 : odd
pIIBq. (3.3.25b)

Ψpnqは次の関係式を満たす；

Ψpnq “ p´1qrn{2s`1 ˚Ψp10´nq. (3.3.26)

(3)場の方程式

Bianchi恒等式
dH “ 0, dG ´ H ^ G “ 0. (3.3.27)
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付加拘束条件
Gpnq ` Ψpnq “ p´1qrn{2s ˚Gp10´nq. (3.3.28)

変分方程式 (string frame, bosonic part only)

d ˚Gpnq ` H ^ ˚Gpn`2q “ 0, (3.3.29a)

dpe´2ϕ ˚Hq `
1

2

ÿ

n

˚Gpnq ^ Gpn´2q “ 0, (3.3.29b)

lϕ ´ p∇ϕq2 `
1

4
Rs ´

1

8
H2 “ 0, (3.3.29c)

RMN “ ´2∇M∇Nϕ `
1

4

`

´lϕ ` 2p∇ϕq2
˘

gMN

`
1

2
H

p2q

M ¨ H
p2q

N ´
1

8
Hp3q ¨ Hp3qgMN

`e2ϕ
ÿ

n

1

4

ˆ

G
pn´1q

M ¨ G
pn´1q

N ´
n ´ 1

8
Gpnq ¨ GpnqgMN

˙

. (3.3.29d)

これより，

Rs “ ´
9

2
lϕ ` 5p∇ϕq2 `

1

4
H2 ´

ÿ

n

n ´ 5

16
e2ϕpGpnqq2. (3.3.30)

（注）Gpnqの内積とその双対Gp10´nqの間には，Lorentz時空では

pGpnqq2 “ ´pGp10´nqq2, (3.3.31a)

pGpnqqM ¨ pGpnqqN “ pGp10´nqqM ¨ pGp10´nqqN ´ pGp10´nqq2gMN

(3.3.31b)

の関係があるので，RMN の右辺で，互いに双対なGの寄与は同じ値を与える．

場の方程式（Einstein frame, bosonic part only) 計量を gMN Ñ eϕ{2gMN と
変換すると，

dpep5´nqϕ{2 ˚Gpnqq ` ep3´nqϕ{2H ^ ˚Gpn`2q “ 0, (3.3.32a)

Gpnq “ p´1qrnsepn´5qϕ{2 ˚Gp10´nq, (3.3.32b)

dpe´ϕ ˚Hq `
1

2

ÿ

n

ep5´nqϕ{2 ˚Gpnq ^ Gpn´2q “ 0, (3.3.32c)

lϕ ` p∇ϕq2 ´ 2Rs ` e´ϕH2 “ 0, (3.3.32d)

RMN “
1

2
∇Mϕ∇Nϕ `

e´ϕ

2

ˆ

H
p2q

M ¨ H
p2q

N ´
1

4
Hp3q ¨ Hp3qgMN

˙

`
ÿ

n

1

4
e´pn´5qϕ{2

ˆ

G
pn´1q

M ¨ G
pn´1q

N ´
n ´ 1

8
Gpnq ¨ GpnqgMN

˙

(3.3.32e)
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特に，

Rs “
1

2
p∇ϕq2 `

1

4
pHp3qq2 `

ÿ

n

5 ´ n

16
e´pn´5qϕ{2pGpnqq2 (3.3.33)

これを用いると，dilatonの方程式は次のように書き換えられる：

lϕ “ ´
1

2
e´ϕpHp3qq2 `

ÿ

n

5 ´ n

8
e´pn´5qϕ{2pGpnqq2 (3.3.34)

（注）Gpnqの内積とその双対Gp10´nqの間には，Lorentz時空では

e´pn´5qϕ{2pGpnqq2 “ ´epn´5qϕ{2pGp10´nqq2 (3.3.35)

の関係がある．

(4) 対称性

ゲージ対称性
δΛB “ dΛ, δΛC “ pdΛ ´ Gp0qΛq ^ eB, (3.3.36)

ここで，
Λ “

ÿ

nPS

Λpnq. (3.3.37)

局所超対称性

δeAM “ ϵ̄ΓAψM , (3.3.38a)

δϕ “
1

2
ϵ̄λ, (3.3.38b)

δBMN “ ´2ϵ̄ΓrMPψNs, (3.3.38c)

δC
pn´1q

M1¨¨¨Mn´1
“ ´e´ϕϵ̄ΓrM1¨¨¨Mn´2Pn

"

pn ´ 1qψMn´1s ´
1

2
ΓMn´1sλ

*

`
1

2
pn ´ 2qpn ´ 1qC

pn´3q

rM1¨¨¨Mn´3
δBMn´2Mn´1s, (3.3.38d)

δλ “

ˆ

ΓMBMϕ `
1

2
{H P

˙

ϵ `
eϕ

8

ÿ

nPS

p´1qnp5 ´ nq {GnPnϵ,

(3.3.38e)

δψM “ ∇Mϵ `
1

4
P {HMϵ `

eϕ

16

ÿ

nPS

{GpnqΓMPnϵ. (3.3.38f)

ここで，

{H “
1

3!
HMNPΓMNP , {HM “

1

2
HMNPΓ

NP , (3.3.39a)

{Gpnq
“

1

n!
G

pnq

M1¨¨¨Mn
ΓM1¨¨¨Mn (3.3.39b)
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また，P,Pnは

IIA : P “ Γ˚, Pn “ Γn{2
˚ σ1, (3.3.40a)

IIB : P “ ´σ3, Pn “

#

σ1 : n “ 3, 7,

iσ2 : n “ 1, 4, 9
(3.3.40b)

3.3.4 I型理論

基本場

• 重力超組

– ボーズ場：gMN , ϕ, Br2s

– Majorana 3/2場 ψM，1/2場 λ: Γ11ψM “ ˘ψM Γ11λ “ ¯λ

• ゲージ超組

– ゲージ場A1 (ゲージ群Gは任意）

– Gの随伴表現に従うMajorana 1/2 場 χ

作用積分 ストリングフレームでのBosonic partの作用積分は

SHet,B “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2e´2ϕ

„

R ` 4pBϕq2 ´
1

2
|H̃3|

2 ´
κ210
g210

Trv
`

|F2|2
˘

ȷ

.

(3.3.41)

ここで，

H̃3 “ dB2 ´
κ210
g210

ω3, (3.3.42)

ω3 “ Trv

ˆ

A1 ^ dA1 ´
2i

3
A1 ^ A1 ^ A1

˙

. (3.3.43)

Einsteinフレームでの作用積分は，

gMN Ñ eϕ{2gMN (3.3.44)

とおいて，

SHet,B “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2

„

R ´
1

2
pBϕq2 ´

1

2
eϕ|H̃3|

2 ´
κ210
g210

e´ϕ{2Trv
`

|F2|
2
˘

ȷ

.

(3.3.45)
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場の方程式 ディラトンおよびゲージ場の方程式は

lϕ ´
1

2
eϕH̃3 ¨ H̃3 `

κ210
2g210

e´ϕ{2TrF2 ¨ F2 “ 0, (3.3.46a)

dH̃3 “ ´
κ210
g210

TrF2 ^ F2, (3.3.46b)

dpeϕ ˚H̃3q “ 0, (3.3.46c)

DF2 :“ dF2 ´ iA1 ^ F2 ` iF2 ^ A1 “ 0, (3.3.46d)

dpe´ϕ{2 ˚F2q ` eϕF2 ^ ˚H̃3 “ 0. (3.3.46e)

また，

κ210TMN “
1

2
BMϕBNϕ ´

1

4
p∇ϕq2gMN

`
1

4
eϕ

´

H̃MPQH̃N
PQ ´ |H̃3|

2gMN

¯

`
κ210
g210

e´ϕ{2

ˆ

TrvpFMPFN
P q ´

1

2
Trvp|F2|

2qgMN

˙

(3.3.47)

より，Einstein方程式は

RMN “
1

2
BMϕBNϕ

`eϕ
ˆ

1

4
H̃MPQH̃N

PQ ´
1

8
|H̃3|

2gMN

˙

`
κ210
g210

e´ϕ{2

ˆ

TrvpFMPFN
P q ´

1

8
Trvp|F2|

2qgMN

˙

. (3.3.48)

3.3.5 問題点

• 発散の問題（繰り込み不可能性）

Cf. 弦理論

• ゲージセクターの非一意性 (I型）

Cf. Anomaly cancelation

• 標準宇宙モデルの起源

– 次元低下・コンパクト化の問題

– モジュライ問題，ディラトン安定化問題

– Inflation問題，宇宙項問題

Cf. Massive IIA, 9-brane
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• 素粒子標準モデルの起源

– Chiralityの起源 (IIA型）

Cf. T-duality

– 低エネルギーゲージ群の起源（と対称性の破れ）(II型）

Cf. branes

– SUSY breaking mechanism
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§3.4
量子アノーマリー

3.4.1 カイラルアノーマリー（４次元）

要約: カイラルカレントは，それを構成しているフェルミ粒子がゲージ相互作用
すると，一般的に量子効果によりアノーマリーが生じ，カレントの保存則に位相
的なゲージ補正項が加わる [Bell JS, Jackiw R (1969); Adler SL (1969)]．

参考文献

• Harvey JA: ”TASI 2003 Lecturenotes on Anamalies” [arXiv:hep-th/0509097]

• Adler SL: ”Anomalies” [arXiv:hep-th/0411038]

可換ゲージ場のTriangle Anomaly

• Lagrangian

L “ ´iψ̄pγµDµ ´ mqψ ´
1

4
FµνF

µν , (3.4.1)

Dµ “ Bµ ` ieAµ (3.4.2)

• 古典的対称性: 一般に，
ψ ÞÑ eiαψ (3.4.3)

質量m “ 0のとき，さらに
ψ ÞÑ eiβγ5ψ (3.4.4)

• 保存則（量子論）

Jµ “ ψ̄γµψ : BµJ
µ “ 0, (3.4.5a)

Jµ5 “ ψ̄γµγ5ψ : BµJ
µ
5 “ ´2mψ̄γ5ψ `

e2

8π2
F µνF̃µν . (3.4.5b)

ここで，

F̃µν “ ˚Fµν :“
1

2
ϵµνλσF

λσ. (3.4.6)
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q

k1

k2

p1

p

p2

γλ

γν

γµγ5

図 3.1: Triangle Digram

Adler-Bardeen-Jackiw(ABJ) anomaly

• 不可避性：正則化においてベクトルカレントの保存を要請すると，軸性ベク
トルカレントの保存則には anomalyが発生し，その値は正則化の方法に依存
しない．

• 非くり込み定理：くり込みにより形を変えない．[Adler-Bardeenの定理]

• 普遍性：非可換ゲージ場，重力場との結合もカイラルアノマリーを生む．

Dµ “ ∇µ ´ igtaA
a
µ, Jµ5 “ ψ̄γµγ5tψ

ñ BµJ
µ
5 “ ¨ ¨ ¨ `

g2

8π2
TrpttatbqF

a
µνF̃

bµν `
1

384π2
TrptqRµνλσR̃

µνλσ

(3.4.7)

• 物理的には，アノマリーはインスタントンとスピノール場の相互作用により
引き起こされる．

• 様々な証明法

– Cut offによる正則化．

– Pauli-Villars正則化．

– Point-splitting正則化．

– 藤川による経路積分法:PI measureの正則化とAthiya-Singer指数定理．
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3.4.2 Gauge and gravitational anomaly

References

• Harvey JA: hep-th/0509097,“ TASI Lecture on Anomalies”

• Adler SL: ”Anomalies” [arXiv:hep-th/0411038]

• Alvarez-Gaume L, Ginsparg P: Ann. Phys. 161:423-490 (1985),“The Struc-

ture of Gauge and Gravitational Anomalies”

• Alvarez-Gaume L, Witten E: NPB234:269-330 (1983),“Gravitational anoma-

lies”

• Witten E: plb117(1982)324,“ SU(2) anomaly”

Anomalous U(1) and GCS/GGS

• Anastasopoulos P, Bianchi M, Dudascde E, Kiritsis E.: JHEP0611:057 (2006)

“ Anomalies, anomalous U(1) ’s and generalized Chern-Simons terms”

ゲージアノーマリー

δϵZrAs “

ż

dDxTrϵpxqDµ
δZ

δAµpxq
‰ 0 (3.4.8)

• 自己共役表現（実表現，ないし擬実表現）はゲージアノーマリーを生まない．
これは，このような表現に対しては，ゲージ不変性をもつ Pauli-Villarse型
counter termが作れるためである．これより，特に，アノーマリーは Im pZq

にのみ生じる．

• アノーマリーは，荷電共役変換（複素共役変換）およびパリティ変換で符号
を変える．このため，アノーマリーは偶数次元でのみ生じる．

• アノーマリーは，D{2 ` 1個の外線をもつカイラルフェルミオンのループ積
分より生じる．

• 4次元のGauge anomalyは次の形にかける：

Id “ CαaTrptatpbtcqqF
b ^ F c. (3.4.9)

これより，4次元の場合，自己共役表現ではアノーマリーが生じないことを
直接示すことができる．まず，

δψr “ iαataψr, δψ˚
r “ ´iαat˚aψ

˚
r (3.4.10)
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で，taはエルミートなので，自己共役表現に対しては，

ta “ Sp´ TtaqS
´1. (3.4.11)

よって，

Trptatpbtcqq “ ´Trp Tta
Ttpb

Ttcqq “ ´Trptatpbtcqq. (3.4.12)

• 4次元では，G “ SUp2q, SOp2n` 1qpn ě 2q, Spp2nqpn ě 3q, G2, F4, E7, E8の
ときゲージアノーマリーは生じない．一方，G “ Up1q, SUpnqpn ě 3q, SOp4n`

2q, E6はアノーマリーを生じる可能性がある．これらは，Up1qを除くとすべ
て π5pGq ‰ 0.

重力アノーマリー

δξZrgs “ 2

ż

dDx ξµpxqDν
δZ

δgµνpxq
‰ 0 (3.4.13)

• 理論のCPT不変性と重力相互作用のP不変性より，カイラルスピノール（お
よびカイラルテンソル）がローレンツ群の複素表現となっている場合には，
必ずカイラリティが反対の項が作用積分に対になって現れ，アノーマリーは
キャンセルする．このため，重力アノーマリーはD “ 4k`2次元でのみ発生．

• 重力アノーマリーは，D{2 ` 1個の外線をもつカイラルフェルミ粒子と自己
共役テンソルにより生じる．

一般的構造 アノーマリーはカイラルな場の量子効果によってのみ生成され，d次
元時空では，一般に次の構造をもつ：

δ lnZ “
´i

p2πq5

ż

ÎdpF2, R2q, (3.4.14)

Îd`2 ñ Îd : Îd`2 “ dÎd`1, δÎd`1 “ dÎd. (3.4.15)
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3.4.3 10次元超重量理論のアノーマリー

10次元超重力理論に登場するカイラル場と対応する I12は

• dilatino: 8,81

Î8pF2, R2q “ ´
TrpF 6

2 q

1440

`
TrpF 4

2 qtrpR2
2q

2304
´

TrpF 2
2 qtrpR4

2q

23040
´

TrpF 2
2 qrtrpR2

2qs2

18432

` dimpGq

ˆ

trpR6
2q

725760
`

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
`

rtrpR2
2qs3

1327104

˙

. (3.4.16)

ここで，trはR2 “ pRa
bqの接空間添え字 a, bに関するトレース，Trはフェ

ルミ粒子のゲージ群Gの表現に関するトレース．

• gravitino: 56,561

Î56pR2q “ ´495
trpR6

2q

725760
` 225

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
´ 63

rtrpR2
2qs3

1327104
. (3.4.17)

• 5-form flux (IIB): r5s`, r5s´

ÎSDpR2q “ `992
trpR6

2q

725760
´ 448

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
` 128

rtrpR2
2qs3

1327104
. (3.4.18)

II型理論 IIA型理論はカイラルでないので，アノーマリーは自明にキャンセル
する．また，IIB型理論でも，アノーマリーはキャンセルする：

ÎIIBpR2q “ ´2Î8pR2q ` 2Î56pR2q ` ÎSDpR2q “ 0. (3.4.19)

I型理論 I型理論のアノーマリーは

Î1 “ Î56pR2q ´ Î8pR2q ` Î8pF2, R2q

“
Y4X8

768
`

1

1440

"

´TrapF
6
2 q `

1

48
TrapF

2
2 qTrapF

4
2 q ´

1

14400
rTrapF

2
2 qs3

*

`pdimpGq ´ 496q

"

trpR6
2q

725760
`

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
`

rtrpR2
2qs3

1327104

*

(3.4.20)

ここで，

Y4 “ trpR2
2q ´

1

30
TrapF

2
2 q, (3.4.21a)

X8 “ trpR4
2q `

rtrpR2
2qs2

4
´

TrapF
2
2 qtrpR2

2q

30
`

TrapF
4
2 q

3
´

rTrapF
2
2 qs2

900
.(3.4.21b)
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まず，G “ SOpnqのとき，任意の生成元 t P sopnqに対し，

Trapt
2q “ pn ´ 2qTrvpt

2q, (3.4.22a)

Trapt
4q “ pn ´ 8qTrvpt

4q ` 3rTrvpt
2qs2, (3.4.22b)

Trapt
6q “ pn ´ 32qTrvpt

6q ` 15Trvpt
2qTrvpt

4q, (3.4.22c)

より，第２項は

32 ´ n

1440

"

TrvpF
6
2 q ´

n ` 22

48
TrvpF

2
2 qTrvpF

4
2 q `

pn ´ 2qpn ` 28q

14400
rTrvpF2qs3

*

(3.4.23)

より，n “ 32のときのみゼロとなる．同様に，G “ E8に対して，

Trapt
4q “

1

100
rTrapt

2qs2, Trapt
6q “

1

7200
rTrapt

2qs3 (3.4.24)

より，第 2項はG “ E8ˆE8, E8ˆUp1qmのときゼロ．第３項は，G “ SOp32q, E8ˆ

E8, E8 ˆ Up1q248.Up1q496に対してゼロ．
次に，（ヘテロ表示での）作用積分において，H̃3の定義を

H̃3 “ dB2 ´ cω3Y ´ c1ω3L; (3.4.25)

ω3Y “ Tr

ˆ

A1 ^ dA1 ´
2i

3
A1 ^ A1 ^ A1

˙

, (3.4.26)

ω3L “ tr

ˆ

ω1 ^ dω1 `
2

3
ω1 ^ ω1 ^ ω1

˙

(3.4.27)

に置き換え，ゲージ変換を

δA1 “ dλ ´ irA1, λs, (3.4.28a)

δω1 “ dΘ ` rω1,Θs, (3.4.28b)

δB2 “ cTrpλdA1q ` c1trpΘdω1q (3.4.28c)

と定義すると，Chern-Simons型繰り込み項

S1 “

ż

B2X8pF2, R2q (3.4.29)

は，ゲージ変換に補正

δS1 “

ż

δB2X8 (3.4.30)

を与える．これは，アノーマリー換算で

Î 1
10 “ rcTrapλdA1q ` c1trpΘdω1qsX8

ñ Î 1
12 “ rcTrapF

2
2 q ` c1trpR2

2qsX2 (3.4.31)
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となる．よって，
c1 “ ´

c

30
(3.4.32)

ととれば，第１項と相殺する（Green-Schwarz機構）．このとき，

dH̃3 “
α1

4

„

trpR2
2q ´

1

30
TrapF

2
2 q

ȷ

; 4κ210 “ α1g210. (3.4.33)

以上より，I型理論では，G “ SOp32q, E8 ˆ E8, E8 ˆ Up1q248.Up1q496に対して，
アノーマリーは相殺する．
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§3.5
超弦理論との対応

3.5.1 フレームワーク

超弦理論は，2次元時空上の超対称性をもつ共形不変な場の理論であり，そのボ
ゾン的な基礎場の数がDのとき，D次元時空内を運動する内部自由度をもったひ
もの量子論となる．

1. 古典論

• 2次元world sheetの位相：

– 閉曲面（閉弦）: 球面、トーラス、Fg(g ě 2); RP 2, Kleinボトル、¨ ¨ ¨ .

– 開曲面（開弦）: 円盤、円筒、Fg ´ nD2(g ě 1); Möbiusバンド、¨ ¨ ¨ .

• Target space & background fields: X : pΣ, hq Ñ pM ,Φq

例：pX,ψq CFT. M “ MD ˆ S D
2

X “ pXµpσq, ψµpσqq, Φ “ pgµνpXq, BµνpXq, ϕpXq;AµpXqq

• Action: S “ Smph,X ; Φq

例：pX,ψq CFT

S “ ´
1

4πα1

ż

Σ

d2σ
?

´h
”

habgpBaX, BbXq ` ϵabBpBaX, BbXq ` α1Rsϕ

`
α1

2
gµνψ

µ {Dψν ` ¨ ¨ ¨

ı

　´
1

4πα1

ż

BΣ

dXµAµpXq ` ¨ ¨ ¨ . (3.5.1)

• Invariances:

– WS diffeomorphism invariance

– WS Weyl invariance

– WS supersymmetry

– Target space symmetries

• Field Equation: F rX s “ 0, Tab “ 0.
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• 境界条件

– Closed string: ψpt, σ ` 2πq “ e2iνπψpt, σq

∗ Neveu-Schwarz: ν “ 1{2

∗ Ramond: ν “ 0

– Open string: BΣ Ă Dp branes: pNp`1;F,Bulk fieldsq

2. 量子論

• WS diff` Weyl, local SUSYのゲージ固定: h “ dzdz̄

ñ CFT with superconformal symmetry

– FP ghost: Sg “ 1
2π

ş

d2zpbB̄c ` βB̄γq.

– Constraint: Ln « 0, Gr « 0

ここで、

Tzz “ TBpzq “

8
ÿ

m“´8

Lm
zm`2

, Tz̄z̄ “ T̃Bpz̄q “

8
ÿ

m“´8

L̃m
z̄m`2

, (3.5.2a)

TF pzq “

8
ÿ

rPZ`ν

Gr

zr`3{2
, T̃F pz̄q “

8
ÿ

rPZ`ν

G̃r

z̄r`3{2
. (3.5.2b)

• Regularization

WS» C˚上の自由場を

BXpzq “ ´i

ˆ

α1

2

˙1{2
ÿ

mPZ

αm
zm`1

, B̄Xpz̄q “ ´i

ˆ

α1

2

˙1{2
ÿ

mPZ

α̃m
z̄m`1

,

(3.5.3a)

ψpzq “
ÿ

rPZ`ν

ψr
zr`1{2

, ψ̃pz̄q “
ÿ

rPZ`ν̃

ψ̃r
z̄r`1{2

(3.5.3b)

とモード展開すると、

L0 “
α1

4ϵ
p2 `

8
ÿ

n“1

α´n ¨ αn `
1

2

ÿ

rPN´ν

rψ´r ¨ ψr ` am, (3.5.4a)

Lm “
1

2

ÿ

nPZ

αm´n ¨ αn `
1

4

ÿ

rPν`Z

p2r ´ mqψm´r ¨ ψr, (3.5.4b)

Gr “
ÿ

nPZ

αn ¨ ψr´n. (3.5.4c)
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ここで、ϵ “ 0(open string), 1(closed string)で α2
0 “ α12´ϵp2, また、

am “
c

24
´
DB

24
`
DR

24
´
DNS

48
“ 0pX ` NSq,

D

16
pRq. (3.5.5)

また、ghostに対応する値は、

ag “ ´1pbosoni stringq, ´
5

8
pRq, ´

1

2
pNSq. (3.5.6)

ñ Super-Virasoro代数

rLm, Lns “ pm ´ nqLm`n `
c

12
pm3 ´ mqδm,´n, (3.5.7a)

tGr, Gsu “ 2Lr`s `
c

12
p4r2 ´ 1qδr,´s, (3.5.7b)

rLm, Grs “
m ´ 2r

2
Gm`r. (3.5.7c)

• Free physical states

– Constraint: Ln|Physy “ 0 pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, Gr|Physy “ 0 pr P N´νq:

m2

m2
0

“ a `
ÿ

nPN

nNn `
ÿ

rPN´ν

rNr. (3.5.8)

ここで、a “ am ` ag.

• Vertex operatorsの構成 ñ Vα

δS “ ´
1

4πα1

ż

Σ

phabδg ` ϵabδBqpBaX, BbXq (3.5.9)

より

Vg9eMNh
abBaX

Mp0qBbX
Np0qeik¨Xp0q, (3.5.10a)

Vb9bMNϵ
abBaX

Mp0qBbX
Np0qeik¨Xp0q. (3.5.10b)

• Projections: Tachyon ñ GSO, Orientifold

例：D=10 pX,ψq

R: a “ 15
24

´ 10
24

` 10
24

´ 5
8

“ 0

NS: a “ 15
24

´ 10
24

´ 10
48

´ 1
2

“ ´1
2

– WS fermion number F :

Σµλ “ ´
i

2

ÿ

rPν`Z

rψµr , ψ
λ
´rs, (3.5.11a)

F “

4
ÿ

a“0

Sa : Sa “ iδa,0Σ2a,2a`1, (3.5.11b)

(3.5.11c)
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exppπiF qはWSスピノール場と反可換：

eπiFψµr “ ´ψµr e
πiF . (3.5.12)

また，基底状態に対して，

exppπiF q|0yNS “ ´|0yNS, (3.5.13a)

exppπiF q|syR “ |syΓs1s. (3.5.13b)

• Construction of S-matrix:

Sp1; ¨ ¨ ¨ ;nq “
ÿ

χ,γ

e´λχ

nR

ż

χ,γ

dnet dnoν

C

ne
ź

j“1

Bj

no
ź

a“1

δpBaq

n
ź

i“1

V̂i

G

. (3.5.14)

ここで、χはWSの位相、γはスピン構造、tは偶モジュライパラメータ、ν
は奇モジュライパラメータ。

3. Outcome

• 重力とゲージ場を含む整合的理論

– 粒子の質量・スピンのスペクトル

例：10次元 flat BG SSTでのmassless粒子・場

∗ Open string:aNS “ ´1{2, aR “ 0 ñ vector 8v(NS) + spinor 8s(R)

∗ NS sector(共通部分): 8v ˆ 8v{s ñ gµν , Bµν , ϕ;ψµ, χ p, ψ1
µ, χ

1q

∗ RR sector(closed string):8s ˆ 8s ñ tCpu

– 散乱行列

• 低エネルギー極限の場の理論 = 10次元超重力理論

– Weyl不変性 ñ バルクNS場に対する場の方程式

特に、flat BGの SSTが整合的であるためには、D “ 10.

背景場 pGMN , BMN ,Φqでのボーズ弦理論に対するアノーマリーは

T aa “ ´
1

2α1
βGMNg

abBaX
MBbX

N ´
i

2α1
βBMNϵ

abBaX
MBbX

N ´
1

2
βΦR.

(3.5.15)

ここで，

βGMN “ α1

ˆ

RMN ` 2∇M∇NΦ ´
1

4
HMPQHN

PQ

˙

` O
`

α12
˘

,(3.5.16a)

βBMN “ α1

ˆ

´
1

2
∇PHPMN ` ∇PΦHPMN

˙

` O
`

α12
˘

, (3.5.16b)

βΦ “
D ´ 10

4
` α1

ˆ

´
1

2
∇2Φ ` p∇Φq2 ´

1

4
Hr3s ¨ Hr3s

˙

` O
`

α12
˘

.(3.5.16c)
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– Anomaly free ñ RR場の方程式，Braneの作用積分

• Dualityによる理論の統一

• コンパクト化 (=非自明な target上の弦理論） ñ 低エネルギーでの 4次元
素粒子標準理論、GUT

４．得られないもの

• 一般の動的な時空（＋場）の振る舞い（物質励起の背景場への反作用）

• 宇宙定数（への量子補正）

• コンパクト化や低エネルギー理論の選別

3.5.2 平坦な時空上の超弦理論の分類

• 閉弦のみの理論

– I型（16 susy)

∗ ヘテロ型E8ˆE8{Z2理論 ñ 10次元 Type I sugra + E8ˆE8-SYM

∗ ヘテロ型 SOp32q理論 ñ 10次元 Type I sugra + SOp32q-SYM

– II型（32 susy)

∗ IIA型理論 ñ 10次元 type IIA sugra

∗ IIB型理論 ñ 10次元 type IIB sugra

• 開弦＋閉弦理論 (16 susy以下）

– IIA型理論＋ブレーン ñ 10次元 type II sugra + brane上の (chi-

ral)SYM

– IIB型理論＋ブレーン ñ 10次元 type II sugra + brane上の (chi-

ral)SYM

– I型 SOp32q ñ IIB型理論＋D9ブレーン

• M理論 ñ 11次元 sugra

3.5.3 厳密に構成された非自明背景場・時空上の超弦理論

• Linear dilaton 理論

• PP GW上の超弦理論

• 直積型Calabi-Yau/Orbifoldコンパクト化（no flux)
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§3.6
Brane

3.6.1 分類

D次元時空における p-braneは，Cp`1ポテンシャルと電気的に，CD´p´3ポテン
シャルと磁気的に結合する．すなわち，dCD´p´3 “ ˚dCp`1として，

Electric : µp

ż

Dp

Cp`1, (3.6.1a)

Magnetic : µ1
p

ż

Dp

C̃p`1. (3.6.1b)

フォーム場 FD´p´2の磁荷ないし Fp`2の電荷を持ちうる：

Electric charge :

ż

SD´p´2

˚Fp`2 “ 2κ210µp, (3.6.2a)

Magnetic charge :

ż

SD´p´2

FD´p´2 “ 2κ210µ
1
p. (3.6.2b)

IIA

Potential Flux electric magnetic

Φ dΦ — NS7(?)

B2 H3 F1 NS5

C1 F2 D0 D6

C3 F4 D2 D4

(C5) (F6) D4 D2

(C7) (F8) D6 D0

C9 F10 D8 —

C10(?) 0 D9(?) —

3.6.2 電荷の量子化

DpD ´ p ´ 4qブレーンを囲む多様体ΣD`2上をDpが，Σp`1 “ BNp`2に沿って
DpD ´ p ´ 4qの周りを一周すると，Dpの波動関数はこの軌道に沿った運動により，

exp

˜

iµp

ż

Σp`1

Cp`1

¸

“ exp

˜

iµp

ż

Np`2

Fp`2

¸

(3.6.3)
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だけ位相が変化する．いま，軌道をだんだん小さくして，Np`2 Ñ Σp`2となるよ
う 1点に縮めると，位相の変化はなくならないといけないので，

exp

˜

iµp

ż

Σp`2

Fp`2

¸

“ exp
`

iµp ˆ 2κ210µ
1
D´p´4

˘

“ 1. (3.6.4)

これより，次のDirac型量子化条件を得る：

2κ210µpµ
1
D´4´p “ 2nπ, n P Z. (3.6.5)

IIB

Potential Flux electric magnetic

Φ dΦ — NS7(?)

B2 H3 F1 NS5

C0 F1 D-1 D7

C2 F3 D1 D5

pC4q` pF5q` D3 D3

(C6) (F7) D5 D1

(C8) (F9) D7 D-1

C10 0 D9 —

3.6.3 Dブレーンの作用積分

References

• Anomaly cancelation, inflaw and brane action

– Izquierdo JM, Townsend PK: NPB 414:93 (1994), “ Axionic defect

anomalies and their cancellation”

– Green MB, Harvey JA, Moore G: CQG14:47(1997),“ I-brane inflow

and anomalous couplings on D-branes”

– Cheung YK, Yin Z: NPB 517:67 (1998)“ Anomalies, branes, and cur-

rents”

– Minasian R, Moore GW: JHEP9711:002 (1997)“K-theory and Ramond-

Ramond charge

• Extension to the non-Abelian case (N Dp-branes with N ą 1)

– Myers RC: jhep9912, 022 (1999)

”Dielectric-branes”
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Abelian case

DBI作用積分 1枚のDpブレーンに対するDBI作用積分は，F をその上のUp1q

ゲージ場フラックスとして，[33]

SDBI,Dp “ ´µp

ż

Σp`1

dp`1ξ e´ΦpXq
a

´ detpgabpXq ` 2πα1FabpXqq. (3.6.6)

ここで，

2πα1F “ 2πα1F ` B, (3.6.7)

µp “ 2πℓ´p´1
s ˆ

#

1 for type II
1?
2

for type I
(3.6.8)

Chern-Simons作用積分 C “
ř

q Cq{ℓ
q
sとして，Dpブレーン Bp`1と RR場と

の結合は

SCS “ 2π

ż

Bp`1

C ^ Tre
B

ℓ2s
` F

2π

b

ÂpTBq
b

ÂpNBq

(3.6.9)

ここで ÂpTBqと ÂpNBqは，それぞれブレーンの接バンドル，法バンドルの Â-特
性類．ただし，ゲージ場はエルミートな行列に値を取るものを取る．
また，Op面に対するDBI作用積分は

SCS “ ´2p´42π

ż

Bp`1

C ^

a

LpRT {4q
a

LpRN{4q
(3.6.10)

ここで，LはHirzebruch特性類，RT , RNはOp面の接バンドルおよび法バンドル
の曲率形式 (ℓsのべきで無次元化されたもの．

Non-abelian case

N 枚重なったブレーン上には,SUpNqゲージ場AM とその adjoint表現で変換す
るN 次エルミート行列に値をもつ非可換スカラ場 Φi(i “ 1, . . . , 9 ´ p)が現れる．
以下

λ “ 2πℓ2s “ 2πα1, Tp “ µp “
2π

gsp2πℓsqp`1
. (3.6.11)

DBI作用積分

SDBI “ ´Tp

ż

dp`1σTr
´

e´ϕ
a

´pdetP ` λF q detQ
¯

. (3.6.12)
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ここで

EMN “ gMN ` BMN , (3.6.13a)

Pab “ Eab ` EaipQ
´1 ´ δqijEjb, (3.6.13b)

Qi
j “ δij ` iλrΦi,ΦjsEk,j (3.6.13c)

λが小さいとき
a

detQ “ 1 ´
λ2

4
rΦi,ΦjsrΦi,Φjs ` ¨ ¨ ¨ . (3.6.14)

CS作用積分

SCS “ µp

ż

Tr
´

P
”

eiλIΦIΦCeB{ℓ2s

ı

eλF
¯

. (3.6.15)

ここで，

IΦIΦB “ BijΦ
iΦj “

1

2
BijrΦ

i,Φjs. (3.6.16)

ヒグス場Φがゼロのとき，重力場との結合も含めたうえで，場について展開すると，

SCS “ µp

«

ż

Bp`1

Cp`1 ` p2πα1q

ż

Bp`1

Cp´1 ^ trF

`
p2πα1q2

2

ż

Bp`1

Cp´3 ^ trF 2 ´
1

24p8π2q

ż

Bp`1

Cp´3 ^ trR2 ` ¨ ¨ ¨

ff

(3.6.17)

3.6.4 RR tadpole条件

RRフォーム場に対する場の方程式

dF8´p “ H3 ^ F6´p ` κ210µp rNDppδpDpq ` δpDp1q ` QpNOpδpOpqs ,(3.6.18)

κ210µp “ p2π
?
α1q7´p, (3.6.19)

Qp “ ´2p´4 (3.6.20)

これをDpに横断的な p9 ´ pq次元部分多様体に沿って積分して，

NDp ` Nflux,p “ 2p´5NOp (3.6.21)

where

Nflux “
1

2κ210µp

ż

Y9´p

H3 ^ F6´p (3.6.22)
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4
超弦理論コンパクト化とインフ
レーション

§4.1
直積型コンパクト化

4.1.1 共通セクター

基本場

• ボーズ場

– 計量/フレーム場： gMN (eAM)

– 2形式場： B “ 1
2
BMNdx

M ^ dxN ñ H

– ディラトン： ϕ

• フェルミ場

– スピン 3{2場: ψM

– ディラティーノ： λ

作用積分 ストリングフレームでのBosonic partの作用積分は

SB “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2e´2ϕ

„

R ` 4pBϕq2 ´
1

2
|H|2

ȷ

(4.1.1)

ここで，
H “ dB (4.1.2)
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超対称変換 String frameで

δψM “ DMϵ; DM “ ∇p`q

M ” ∇Mpeq ´
1

4
{HM , (4.1.3a)

δλ “ Oϵ; O ” ΓMBMϕ ´
1

2
{H. (4.1.3b)

ここで

{HM :“
1

2
HMPQΓ

PQ, (4.1.4a)

{H :“
1

6
HMNPΓ

MNP . (4.1.4b)

場の方程式 ストリングフレームで

EMN :“ RMN ` 2∇M∇Nϕ ´
1

4
H̃MPQH̃N

PQ, (4.1.5a)

Eϕ :“ R ´ 4p∇ϕq2 ` 4lϕ ´
1

2
|H̃|2, (4.1.5b)

JMN :“ e2ϕ∇P pe´2ϕH̃P
MNq “ 0. (4.1.5c)

最後の式は
dpe´2ϕ ˚H̃q “ 0 (4.1.6)

と同等．
縮約Bianchi恒等式

∇NRMN “
1

2
∇MR (4.1.7)

より

∇NEMN “
1

2
∇MEϕ ` 2EMN∇Nϕ ´

1

4
J PQHMPQ

`
1

12
HNPQpdHqMNPQ (4.1.8)

EM
M と Eϕより，曲率を含まない次の式を得る：

E 1
ϕ :“ e2ϕle´2ϕ ´ |H|2 “ 0. (4.1.9)

Killingスピノール 方程式

DMϵ “ 0, Oϵ “ 0 (4.1.10)

を満たす（c数）スピノールをKillingスピノールと呼ぶ．
【Theorem 4.1.1 (Killingスピノールと超対称解)】 　 キリングスピノール ϵが
存在し，対応するキリングベクトル ϵ̄ΓMϵが時間的ベクトルなら，場の方程式が自
動的に満たされる． l
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Proof. 関係式

r∇M ,∇N s “
1

4
RMNPQΓ

PQ ”
1

2
R̂MN (4.1.11)

および
rΓPQ,ΓRs “ 2ηQRΓP ´ 2ηPRΓQ (4.1.12)

より，

rDM ,DN s “
1

4
R

p`q

ABMNΓ
AB

“
1

2
R̂MN ´

1

2
∇rMĤNs ´

1

8
HMPSHNQ

SΓPQ. (4.1.13)

ここで，

RMNPQΓ
NΓPQ “ RMNPQ

`

2ηNPΓQ ` ΓNPQ
˘

“ ´2RMPΓ
P (4.1.14)

および

pdHqMNPQΓ
NPQ “ p∇MHNPQ ´ 3∇NHMPQqΓNPQ

“ ´12∇MĤ ` 6∇rMHNsPQΓ
NPQ (4.1.15)

を用いると，

ΓN rDM ,DN s “ rDM ,Os ´
1

2
EMPΓ

P ´
1

4
JMPΓ

P ´
1

24
pdHqMNPQΓ

NPQ,

(4.1.16)

rDM ,Os “ ΓN∇N∇Mϕ ´
1

2
∇MĤ ´

1

2
HMPNΓ

P∇Nϕ

`
1

8
HSMPH

S
QRΓ

PQR. (4.1.17)

を得る．さらに，

Ĥ2 “ ´|H|2 `
1

4
HPQHRSΓ

PQRS (4.1.18)

を用いると，

ΓM rDM ,Os “ ´
1

2
E 1
ϕ ´

1

2
ˆdH ` 2O2 ´

1

4
JPQΓ

PQ (4.1.19)

を得る．
以上より，Killingスピノール ϵが存在し，Hに対するBianchi恒等式 dH “ 0が

満たされれば，

p2EMN ` JMNqΓNϵ “ 0, (4.1.20a)
ˆ

E 1
ϕ ´

1

4
JPQΓ

PQ

˙

ϵ “ 0, (4.1.20b)

(4.1.20c)
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が成り立つ．これより
KM “ iϵ̄ΓMϵ (4.1.21)

とおくと

p2EMN ` JMNqp2EMN ` JMNq “ 0, (4.1.22a)

p2EMN ` JMNqKN “ 0 (4.1.22b)

が成り立つ．KM は常に時間的ないし光的ベクトルKillingであるが，時間的なら
これらより

EMN “ JMN “ 0 (4.1.23)

が導かれる．一方，KM が光的な場合には，LMKM ‰ 0となる適当なベクトルに
対して，さらに

p2EMN ` JMNqLMLN “ 0 (4.1.24)

が成り立てば同じ結論が得られる．さらに，整合性条件より

E 1
ϕ “ 0 (4.1.25)

が導かれる．したがって，すべての場の方程式は満たされる．
Q.E.D.
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4.1.2 Calabi-Yauコンパクト化

概要 RRセクターおよびゲージセクターの場がすべてゼロで，共通の NSセク
ターからなる 10次元超重力理論において，時空がX4 ˆ Y 6にコンパクト化され，
４次元Mink/adS/dSに対応する等長変換群で不変かつN “ 1超対称性をもつ解
では，ϕ “ const, H3 “ 0となり，X はMink4{adS4，Y は 6次元Calabi-Yau多様
体となる．

Ansatz 10次元時空解が４次元Mink/adS/dSに対応する等長変換群で不変とす
ると，

ds2 “ g̃MNdz
MdzN “ h1{2pyqds2pX4q ` ds2pY6q, (4.1.26a)

ϕ “ ϕpyq, (4.1.26b)

H “ Hpqrpyqdyp ^ dyq ^ dyr, (4.1.26c)

Γa “ γa b 1, Γp “ γ5 b γ̂p. (4.1.26d)

接続係数と曲率 θ̃Aを正規直交基底として

dθ̃a “ h1{4dθa `
1

4
h´3{4dh ^ θa “ ´ω̃ab ^ θ̃b ´ ω̃apθ

p (4.1.27)

より，
ω̃ab “ ωabpXq, ω̃ap “ θapdAqp, ω̃pq “ ωpqpY q. (4.1.28)

Ricciテンソルは

R̃µν “ RµνpXq ´
1

4
h´1{2△Y hgµνpXq, (4.1.29a)

R̃µm “ 0, (4.1.29b)

R̃mn “ RmnpY q ´ 4h´1{4DmDnph1{4q. (4.1.29c)

これより，

∇̃µ “ ∇µ `
1

2
γµγ5 b γ̂pBph

1{4, ∇̃p “ ∇p. (4.1.30)

また，
˚H “ υpXq ^ h ˚YH. (4.1.31)
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超対称条件と SUp3q構造 以上より，超対称条件は

Dµϵ “

ˆ

∇µ `
1

2
γµγ5γ̂

mBmph1{4q

˙

ϵ “ 0, (4.1.32a)

Dmϵ “

ˆ

∇m ´
1

8
{̂Hm

˙

ϵ “ 0, (4.1.32b)

Oϵ “ γ5

ˆ

{̂Bϕ ´
1

12
{̂H

˙

ϵ “ 0. (4.1.32c)

この解は，系が 4次元時空の極大対称群で不変であることより，次の形の解の線
形和で与えられる：

ϵ “ ξ`pxqη˘pyq ` ξ´pxqη¯pyq, ξ´ “ ξc`, η¯ “ ηc˘. (4.1.33)

特に，Y6上にとおいて，Y6上の微分形式 J,Ωを

Jpq “ ´2iη:
`γ

pqη`, Ωpqr “ ´2iη:
´γ

pqrη` (4.1.34)

により定義すると，次の代数関係式が成り立つ：

Jpq “ ´Jqp, JpqJ
q
r “ ´δpr , (4.1.35a)

J ^ Ω “ 0, ˚Ω “ ´iΩ, (4.1.35b)

J ^ J ^ J “
3

4
iΩ ^ Ω̄ “ ´6υpY6q. (4.1.35c)

これらの最初の条件は，J が概複素構造を定義し，計量が J に関してエルミート
である（すなわち Y6が概エルミート多様体である）ことを意味している．これに
より，Y6の接バンドルの構造群はUp3qに簡約される（Up3q構造）．また，２番目
の式は，Ωがこの概複素構造に関して，p3, 0q型となることを意味している．この
Ωを用いるとさらに，接バンドルの構造群は SUp3qに簡約される（SUp3q構造）．
さらに，トーションをもつ共変微分 ∇̂を

∇̂mV
p “ ∇mV

p ´
1

2
Hp

qmV
q (4.1.36)

により定義すると，一般に，6次元スピノール ηiに対して

∇̂pη`
1 γrksη2q “ pDη1q:γrksη2 ` η:

1γrksDη2 (4.1.37)

が成り立つので，Killingスピノール方程式より，微分関係式

∇̂J “ 0, ∇̂Ω “ 0 (4.1.38)

が得られる．これは，∇̂g “ 0を考慮すると，∇̂が複素構造と SUp3q構造を保つ接
続であることを意味する．
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また，整合性条件より

0 “ r∇̂m, ∇̂nsϵ “
1

4
R̂mnpqγ̂

pqϵ ñ R̂mn “ 0 (4.1.39)

より，Y6は ∇̂に関してRicci平坦となる．しかし，

∇lJmn “ Hl
p

rmJnsp, (4.1.40a)

∇lΩmnp “
3

2
Hl

p
rmΩnpsq (4.1.40b)

より，Y6はKählerでない．実際，Y6がKählerとなることとH “ 0となることが
同等であることが容易に示される．

No-Go定理 Dilatonに対する場の方程式より，

△Y e
´2ϕ “ e´2ϕ|H|2Y . (4.1.41)

Y がコンパクト閉で滑らか，かつ ϕが有界とすると，これより
ż

Y

υpY qe´2ϕ|H|2Y “ 0 ñ H “ 0, ϕ “ const (4.1.42)

となる．
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H “ 0の場合 Killingスピノール ϵが存在すると，

∇µϵ “ ´
1

2
γµγ

5 b γ̂pBph
1{4ϵ, ∇pϵ “ 0, γ̂pBpϕϵ “ 0. (4.1.43)

• ϕ “ 0: δλ “ Oϵ “ 0より，

γ̂m∇mϕϵ “ 0 ñ p∇ϕq2 “ 0 ñ ϕ “ const. (4.1.44)

• No warp & 4D平坦性：δψµ “ 0の整合性より

r∇µ,∇νsϵ “
1

2
p∇h1{4q2γµνϵ

“
1

4
RµνabpXqγabϵ “

1

2
kγµνϵ. (4.1.45)

よって，
p∇mh

1{4qp∇mh1{4q “ k. (4.1.46)

また，δψµ “ 0と δψm “ 0の整合性より

γ̂mBnBmh
1{4ϵ “ 0 ñ △Y h

1{4 “ 0. (4.1.47)

よって，Y がコンパクト閉で滑らか，hが正で有界とすると，

h “ const ñ k “ 0. (4.1.48)

となる．

• Y のRicci平坦性: δψm “ 0の整合性条件

0 “ r∇m,∇nsϵ “
1

4
RmnrspY qγ̂rsϵ (4.1.49)

より，

RmnpY qγ̂nϵ “ 0 ñ Rm
p pY qRmnpY qγ̂pγ̂nϵ “ 0 ñ Rm

n pY qRn
mpY q “ 0,

(4.1.50)

すなわちRmnpY q “ 0という条件が得られる．

• Y のKähler性:

H “ 0とすると，(4.1.40)より，

∇mJnp “ 0., ∇mΩnpq “ 0 (4.1.51)

これより，特に，Nijenhuisテンソルは

Npq
r ” Jp

sJrrq;ss ´ Jq
sJrrp;ss “ 0. (4.1.52)

よって，J は複素構造を定義し，gpqpY qは J に関してKähler計量となる．
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【Note 4.1.2 (SUp3qホロノミー)】 　 ３次元コンパクト複素多様体に対して，

• Kähler ô ∇J “ 0 ô Up3qホロノミー

– 複素接空間

T pMqC “ T 1pMq ` T 2pMq :

JV 1 “ iV 1 pV 1 P T 1pMqq, JV 2 “ ´iV 2 pV 2 P T 2pMqq,

hpV, V q “ gpV̄ , V q, gpV, V q “ gpV̄ , V̄ q “ 0 pV P T 1pMqq

において，∇J “ 0より，共変微分∇による接続は複素接空間の接続を
誘導し，しかもエルミート計量を保つ．

• 特殊ホロノミー多様体

– 実 2m次元Calabi-Yau ô SUpmqホロノミー

– 実 4m次元Hyper-Kähler ô Sppmq “ USpp2mqホロノミー

– SUpmq/Sppmqホロノミー ñ Kähler, Ricci平坦，既約，有限基本群

• コンパクト，Ricci平坦，Kählerのとき：標準線バンドルが自明 ô Holpgq Ă

SUp3q

– Kähler多様体の接続∇は，標準線バンドルKpMq “ ^3T 1pMqのUp1q

接続を誘導し，その曲率は∇のRicci形式 ρij “ Jj
kRijと対応する．し

たがって，この接続が平坦なら，M が単連結な時KpMqは大域的な切
断をもち，T 1pMqバンドルの構造群がUp3qから SUp3qに簡約される．

– KpMqの大域的切断は，３形式

Ωpqr “ ´2iη´γ
pqrη` (4.1.53)

により与えられる．実際，Ωは次の性質をもつ：

Jp
qΩqrs “ ´iΩprs, (4.1.54a)

Ω ^ Ω̄ “ ´6iυpY6q, (4.1.54b)

∇Ω “ 0. (4.1.54c)

l

目次へ



第 4章 超弦理論コンパクト化とインフレーション 153 目次へ

【Note 4.1.3】 　

• ϕ “ const，H “ 0, X4:Minkowski, Y6:Ricci平坦という結論は，最初の一般
的仮定，Y6がコンパクト閉で滑らか，hが有界，滑らかで正という要請と場
の方程式のみから導かれ，超対称性は必要ない．

• Y6が複素多様体でKahlerという性質は，超対称性からの帰結である．

l

【Definition 4.1.4 (Calabi-Yau多様体)】 　 ホロノミー群がHolpgq “ SUpmq

となる複素m次元コンパクトKähler多様体 pM,J, gqを（非特異）Calabi-Yau多
様体という． l

【Proposition 4.1.5 (ホロノミーによる特徴付け)】 　 pM,J, gqを単連結，既約，
コンパクト，Ricci平坦な複素m次元Kähler多様体とする．このとき，m ě 2かつ
Holpgq “ SUpmq，またはmが偶数かつHolpgq “ Sppm{2qとなる．逆に，pM,J, gq

が複素m次元コンパクトKähler多様体でHolpgqが SUpmqか Sppm{2qと一致すれ
ば，gはRicci平坦，既約でその基本群は有限群となる．(Joyce DD 2000[45]) l
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4.1.3 ４次元有効理論

References

• Grimm TW, Louis J: NPB699, 387 (2004)

”The effective action of N “ 1 Calabi-Yau orientifolds”

• Grimm TW, Louis J: NPB718, 153 (2005)

”The effective action of type IIA Calabi-Yau orientifolds”

直積型コンパクト化に得られる超対称古典解の周りの摂動は，内部空間 Y で調
和モード展開することにより，適当な超重力理論で記述される４次元時空上の場
と見なすことができる．特に，ゼロモードに対する摂動は４次元では質量ゼロの
場を与え，なかでもスカラ型のモードはモジュライと呼ばれる．

(1) モジュライ

１０次元超重力論・超弦理論に含まれるゼロ質量ボゾン場は，次の２つに分類
される．

1) 重力セクター： gMN , BMN ,Φ（すべてに共通）

2) ゲージセクター：

i) I型理論： 非可換ゲージ場 AM

ii) II型理論： tCpu (RR-form場）

Cohomology group basis

Hp1,1q wa a “ 1, .., hp1,1q

Hp0q ‘ Hp1,1q wA “ p1, waq A “ 0, .., hp1,1q

Hp2,2q w̃a a “ 1, .., hp1,1q

Hp2,1q χk k “ 1, .., hp2,1q

Hp3q pαK , β
Kq K “ 0, .., hp2,1q

表 4.1: Basis of harmonic forms in a Calabi–Yau manifold.
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重力セクター (NSセクター） これらのうち，重力セクターはすべての理論に共
通で，CYコンパクト化におけるゼロモードは次の２種類のモジュライを生み出
す (Candelas, Horowitz, Strominger, Witten 1985[19]; Candelas P, de la Ossa XC

1991[17])．

1) 複素モジュライ＋ dilaton-axion： h2,1 ` 1コの chiral場

2) Kählerモジュライ： h1,1コの chiral場

重力セクターの摂動 gMN，bMN，ϕ(および ψM , λ)から得られるゼロモードは，
具体的には次のようになる：

• ϕ, bµν , λ ñ Dilaton-axionカイラル超場

– bµν ñ ˚db “ da: pϕ ` ai, λq

• gµν , ψµ ñ 4次元重力超組

– pgµν , ψ
2`2˚

µ )

• gµi, bµi, ψ
6`6˚

µ , ψ2`2˚

i ñ no massless field

– gµi, bµi P H 1,0: h1,0 “ 0.

• gij, bij, ψi,j & cc ñ Complex moduliカイラル超場 zk (k “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1)

– gij ñ gik̄l̄ “ z̄kpχ̄kqik̄l̄ “ gijG
jm̄Ωm̄k̄l̄ P H 1,2

– bij P H 2,0: h2,0 “ 0.

• gij̄, bij̄, ψi,j̄ ñ Kähler moduliカイラル超場 ta (a “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1)

– gij̄, bij̄ P H 1,1 ñ igij̄ ` bij̄ “ taωa
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RRセクター 一方，ゲージセクターからの寄与はＩ型とＩＩ型で異なる．まず，
IIA, IIBのいずれに対しても，CYコンパクト化により得られるモジュライ場に対
する４次元理論は，N “ 2超対称性をもつゲージ結合のない超重力理論 (ungauged

sugra)となる．登場するmasslessの超組（超場）は以下の通りである：

• IIA型理論

Cr1spx, yq “ C0
r1spxq, (4.1.55a)

Cr3spx, yq “ Ca
r1spxq ^ ωapyq ` ξKpxqαKpyq ´ ξ̃KpxqβKpyq.(4.1.55b)

gravity multiplet 1 pgµν , C
0
1q

vector multiplets hp1,1q pCa
1 , v

a, baq

hypermultiplets hp2,1q pzk, ξk, ξ̃kq

tensor multiplet 1 pB2, ϕ, ξ
0, ξ̃0q

表 4.2: Type IIA moduli arranged in N “ 2 multiplets.

– 重力超組：pgµν , ψ
p`q
µ , ψ

p´q
µ , C0

r1sq

– ベクトル超組 (Kahlerモジュライ）：pCa
r1s, ψ

ap´q, ψap`q, ta “ ba ` ivaq

pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1q

– ハイパー超組（複素モジュライ）：pψkp`q, zk, ψkp´q, ξk ` iξ̃kq pk “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1q

– テンソル超組：pλp´q, ϕ ` ia, λp`q, ξ0 ` iξ̃0q p˚db “ daq

注 N “ 2 SUSYでのmassless超組は

hypermultiplet:
`

´1
2
, 02, 1

2

˘

vector multiplet:
´

´1,´1
2

2
, 0
¯

`

´

0, 1
2

2
, 1
¯

supergravity multiplet:
´

´2,´3
2

2
,´1

¯

`

´

1, 3
2

2
, 2
¯
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• IIB型理論

Cr0spx, yq “ Cr0spxq, (4.1.56a)

Cr2spx, yq “ Cr2spxq ` capxqωapyq, (4.1.56b)

dCr4spx, yq “ p1 ` ˚Y q
“

dV K
r1spxq ^ αKpyq ` dρapxq ^ ω̃apyq

‰

.(4.1.56c)

gravity multiplet 1 pgµν , V
0
1 q

vector multiplets hp2,1q pV k
1 , z

kq

hypermultiplets hp1,1q pva, ba, ca, ρaq

tensor multiplet 1 pB2, C2, ϕ, C0q

表 4.3: Type IIB moduli arranged in N “ 2 multiplets.

– 重力超組：pgµν , ψ
p1q
µ , ψ

p2q
µ , V 0

r1sq

– ベクトル超組 (複素モジュライ）：pV k
r1s, ψ

kp2q, ψkp1q, zkq pk “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1q

– ハイパー超組（Kahlerモジュライ）：pψap1q, ta “ ba ` iva, ψap2q, ca ` iρaq

pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1q

– テンソル超組：pλp1q, ϕ ` ia, λp2q, C0 ` icq p˚dC2 “ dc, ˚db “ daq
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(2) H 2,1セクター（複素モジュライ）

複素構造の変形 複素構造の変形は， 9J により記述され，次の条件を満たす：

9JJ ` J 9J “ 0, N 1
Jp 9Jq “ 0. (4.1.57)

これらの条件は次のように書き換えられる：

9J “ I ` Ī; I “ Iab̄Ba b dz̄b P T 1,0 b A0,1, (4.1.58a)

pi ` JqB̄I “ 0. (4.1.58b)

また，無限小変換X “ pZ ` Z̄q{2 (Z P T 1,0pMq)に対して，

ĹXJ “ 2ipB̄Z ´ BZ̄q ô δXI “ 2iB̄Z. (4.1.59)

以上より，正則ベクトル場の層Θの散布層分解

0 Ñ Θ Ñ T 1,0 Ñ T 1,0 b A 0,1 Ñ T 1,0 b A 0,2 Ñ ¨ ¨ ¨ (4.1.60)

において，複素構造の変形自由度は 1次のDolbeaultコホモロジー群H0,1

B̄
pM,T 1,0q

と一致する．これはDolbeaultの定理より，層係数コホモロジー群H1pM,Θqと同
型となる．
Calabi-Yau多様体では，標準線バンドルの大域断面Ωを用いると，同型対応

X “ XaBa P ΓUpΘq ÞÑ ω “ XaΩabcdz
b ^ dzc P ΓUpΩ2q (4.1.61)

が存在するので，
H1pM,Θq – H1pM,Ω2q – H2,1

B̄
pMq (4.1.62)

となる．
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Kählerポテンシャル CY6の複素構造を Ĵ，対応するKähler形式を J，Ĵから決
まる正則３形式をΩpĴq，複素モジュライのパラメーターを zaとすると，次の小平
の公式が成り立つ：

BΩ

Bza
“ kapzqΩ ` χa P H 3,0 ‘ H 2,1. (4.1.63)

ここで，χaは複素構造の変形と

χaijk̄ “ ´
1

2
Ωij

l̄ Bgk̄l̄
Bza

(4.1.64)

の関係にある．これより，モジュライ空間の計量

Gab̄δz
aδzb̄ :“

1

4V

ż

Y

dvolpY qgij̄gkl̄δgikδgj̄ l̄ “ ´
i

V }Ω}2
δzaδzb̄

ż

Y

χa ^ χ̄b̄ (4.1.65)

は

Gab̄ “ ´

ş

Y
χa ^ χ̄b̄

ş

Y
Ω ^ Ω̄

“ BaB̄bK pz, z̄q (4.1.66)

となる．ここで，

K “ ´ log

ˆ

i

ż

Y

Ω ^ Ω̄

˙

(4.1.67)

は複素モジュライに対するKählerポテンシャルである．
つぎに，pAa, Bbq (a, b “ 0, ¨ ¨ ¨ , h2,1)をH3pY,Zqの基底，pαa, β

bqをその双対基
底とする：

ż

Ab

αa “

ż

Y

αa ^ βb “ δba,

ż

Ba

βb “

ż

Y

βb ^ αa “ ´δba. (4.1.68)

いま，

za :“

ż

Aa

Ω, Ga :“

ż

Ba

Ω (4.1.69)

とおくと，zaは複素構造モジュライ空間の（済次）複素座標となり，Gaは Ĵで決
まる zaの関数となる：

Ω “ zaαa ´ Gapzqβa. (4.1.70)

小平の関係式より，Gaは２次の済次正則関数を用いて

Ga “ BaG , G pλzq “ λ2G pzq (4.1.71)

と書けることが示される．

e´K “ ´i
`

zaB̄aḠ ´ z̄aBaG
˘

(4.1.72)

が導かれる．

超ポテンシャル フラックスがない場合，II型理論ではこのポテンシャルは存在
しない．
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(3) H 1,1セクター（Kählerモジュライ）

Kähler変形 Einstein計量の変形は，次の条件をみたす２階対称テンソル h “ δg

により記述される：

∇2hmn ` 2Rmpnqh
pq “ 0, ∇mhmn “ 0, hmm “ 0. (4.1.73)

一方，特に hがKahler計量の変形のとき，hは

h “ TJhJ (4.1.74)

を満たし，
ψmn “ hmlJ

l
n (4.1.75)

とおくと，
ψmn “ ´ψnm P A 1,1pY q, Jmnψmn “ 0 (4.1.76)

すなわち primitive p1, 1q形式となる．これを上記の条件に代入すると

△ψ “ ´rpp∇2 ` 2R̂qhs˝J ` 2
s

n
ψ “ 2

s

n
ψ (4.1.77)

を得る．ここで sはスカラ曲率である．したがって，特に，Calabi-Yau多様体に
対しては，変形の自由度は，調和的 primitive p1, 1q形式の自由度となる．Hodge

理論よりこれは，h1,1 ´ 1と一致する．

Kählerポテンシャ ρ, σ, τ P H 1,1に対して，

Gpρ, σq :“
1

2V

ż

Y

ρ ^ ˚σ, (4.1.78a)

κpρ, σ, τq :“

ż

Y

ρ ^ σ ^ τ (4.1.78b)

とおく．さらに，eA(A “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1)をH2pY,Zqの基底として，

J ` iB “ wAeA; wA “ vA ` ibA (4.1.79)

によりKählerモジュライ空間の複素座標wAを導入する．このとき，Y の位相構
造のみで決まるwの正則関数

P pwq “
1

3!
κABCw

AwBwC : κABC “ κpeA, eB, eCq (4.1.80)

を用いて，モジュライ空間のKähler計量は

GAB̄ “ BAB̄B̄K 1pw, w̄q, (4.1.81)

K 1 “ ´ logpκpJ, J, Jqq “ ´ logP p1
2
pw ` w̄qq (4.1.82)

と表される．
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注：

• 値としては，κpJ, J, Jq “ 6υpY qである．

• teAuの Poincare双対にあたるH4pY,Zqの基底を tCAuとおくと，

κpeA, eB, eCq “ #pCA, CB, CCq : intersection number (4.1.83)

が成り立つ．

超ポテンシャル： 一般に，超ポテンシャル（F項）はKählerモジュライに依存
しない．また，ゼロフラックスの II型理論では，超ポテンシャルはゼロとなる．

目次へ



第 4章 超弦理論コンパクト化とインフレーション 162 目次へ

(4)ゲージセクター

I型理論では，アノーマリー相殺条件

dH “
α1

4

“

trpR2q ´ TrvpF
2q
‰

;
α1

4
“
κ210
g210

(4.1.84)

を考慮する必要がある（Trvは，F P SOp16qの場合のベクトル表現におけるトレー
ス）．H “ 0のCYコンパクト化では，6次元内部空間が SUp3qホロノミーを持つ
ので，SUp3qゲージ場が背景場として存在するコンパクト化を考えれば，アノー
マリー相殺条件が満たされる．以下，

R “ F P SUp3q Ă SOp6q (4.1.85)

となる，ゲージバンドルの正規直交フレームバンドル LpMqへの標準埋め込みを
仮定する．
E8 ˆE8の随伴表現の部分群 SUp3q ˆE6 ˆE8に関する分解は，次のような添え

字で表される：

a : p1,78,1q ` p1,1,248q, (4.1.86a)

ix : p3,27,1q, īx̄ : p3˚,27˚,1q, ij̄ : p8,1,1q (4.1.86b)

また，コンパクト化により

SOp9, 1q Ą SOp3, 1q ˆ SOp6q (4.1.87)

に対応して，１０次元スピノールは

16 “ p2, 1q ` p2˚, 1q ` p2, 3q ` p2˚, 3˚q (4.1.88)

と分解する．これより，ゲージセクターの摂動

aM,X pM “ µ, i, ī; X “ a, ix, īx̄, ij̄q,

BµBµa “ ´DpD
pa; Dp “ ∇p ´ irAp, ˚s

のゼロモード
DpD

pa “ 0

は次のようになる：

• aµ,X , χ ñ ゲージ超場

– aµ,a: X4上のE6 ˆ E8ゲージ場

– aµ,X (X “ a): no massless mode
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• ai,X , χ ñ カイラル超場

– ai,a P H 1,0: h1,0 “ 0

– ai,jx ñ ail̄m̄x “ ai,jxG
jk̄Ωk̄l̄m̄ P H 1,2: h2,1 ˆ27pE6q.

– ai,j̄x̄ P H 1,1: h1,1 ˆ27˚pE6q.

– ai,jk̄ P H1pEndT q: dimpH1pEndT qq (E6 singlet).

• aī,X̄ ñ ai,X の複素共役

世代数 以上の質量ゼロモードの解析より，ゲージ場と結合する質量ゼロフェル
ミオンの世代数Ng “ |N27 ´ N27˚ |は

Ng “ |h2,1 ´ h1,1| “
1

2
χpY6q (4.1.89)

となる．

h3,3

h3,2 h2,3

h3,1 h2,2 h1,3

h3,0 h2,1 h1,2 h0,3

h2,0 h1,1 h0,2

h1,0 h0,1

h0,0

“

1

0 0

0 h1,1 0

1 h2,1 h2,1 1

0 h1,1 0

0 0

1

超ポテンシャル

1) 複素構造モジュライ:

ゲージ超組のゼロモード aī,j̄x̄px, yq, λī,j̄x̄px, yqをH 2,1pY qの基底 χapyqで

aī,j̄x̄px, yq “
1

2
σax̄pxqχa kl̄ipyqΩ̄kl

j̄ pyq, (4.1.90a)

λī,j̄x̄px, yq “
1

2
λax̄pxqχa kl̄ipyqΩ̄kl

j̄ pyq, (4.1.90b)

(4.1.90c)

と展開し，１０次元理論の湯川結合項
ż

d6yTrv
`

λ̄ΓmrAm, λs
˘

(4.1.91)

に代入すると，

dx̄ȳz̄λ̄ax̄λ
b
ȳσ

c
z̄κabc, (4.1.92)

κabc “ ´

ż

Y

Ω ^ χia ^ χjb ^ χkcΩijk (4.1.93)
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を得る (Strominger A, Witten E 1985[60])．ここで，

χia “
1

2}Ω}2
Ω̄ijkχajkl̄dx

l̄ “ χa
i
j̄dx

j̄. (4.1.94)

この湯川結合係数は，うえの前ポテンシャル G を用いて

κabc “ ´BaBbBcG (4.1.95)

と表される．したがって，H 2,1セクターの超ポテンシャルは

W pz, σq “
σaσbσc

3!
BaBbBcG pzq (4.1.96)

2) ケーラーモジュライ：
ゲージ超組のゼロモード ai,j̄x̄px, yq, λi,j̄x̄px, yqをH 1,1pY qの基底 eAij̄pyqで

ai,j̄x̄px, yq “ ϕAx̄ pxqeAij̄pyq, (4.1.97a)

λi,j̄x̄px, yq “ λAx̄ pxqeAij̄pyq, (4.1.97b)

と展開し，１０次元理論の湯川結合項
ż

d6yTrv
`

λ̄ΓmrAm, λs
˘

(4.1.98)

に代入すると，
dx̄ȳz̄λ̄Ax̄ λ

B
ȳ σ

C
z̄ κABC (4.1.99)

を得る．したがって，ゲージセクターでの超ポテンシャルW pϕqは，

W pϕq “ dx̄ȳz̄ϕAx̄ϕ
B
ȳ ϕ

C
z̄ κABC (4.1.100)

で与えられる．このポテンシャルはゲージ群と Y の位相のみにより決まり，
複素構造やKählerモジュライに依存しない．

非繰り込み定理: 超ポテンシャルは，摂動論の範囲では，σ-モデル量子補正を受
けない (Witten E 1986 [62])．
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§4.2
フラックスコンパクト化

4.2.1 IIB理論での解

基本場

gµν , τ “ C0 ` ie´ϕ, H3, (4.2.1)

F1 “ dC0, F3 “ dC2 ´ C0H3, F5 “ ˚F5 “ dC4 ´ H3 ^ C2, (4.2.2)

Γ11λ “ ´λ, Γ11ψM “ ψM (4.2.3)

以下、
G3 :“ τH3 ´ dC2 “ ie´ϕH3 ´ F3 (4.2.4)

とおく。

超対称変換

δλ “

„

{Bϕ ´
1

2
σ3

´

{H ´ ieϕ {F r3sσ2

¯

´ eϕ {F r1siσ2

ȷ

ϵ, (4.2.5a)

δψM “ ∇Mϵ ´
1

4
{HMσ3ϵ `

eϕ

8
{F r3sΓMσ1ϵ

`eϕ
ˆ

1

8
{F r1s `

1

16
{F r5s

˙

ΓM iσ2ϵ. (4.2.5b)

ここで，

∇M “ BM `
1

4
ωABMΓAB, {F rns “

1

n
FM1¨¨¨MnΓ

M1¨¨¨Mn . (4.2.6)
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【Theorem 4.2.1 (IIB理論の超対称CCYフラックスコンパクト化解)】 　 Gを
4次元極大対称時空X4，すなわちE3,1, dS4, adS4のいずれかの等長変換群とする．
このとき，Gで不変な IIB理論のコンパクト化M “ X4 ˆ Y6に対応する配位は，
次のように表される：

• 計量とディラトン

ds2 “ Apyq2ds2pX4q ` Bpyq2ds2pY6q, (4.2.7)

ϕ “ ϕpyq. (4.2.8)

• フラックス

C0 “ C0pyq, Gr3s “
1

3!
Glmnpyqdyl ^ dym ^ dyn, (4.2.9a)

F̃r5s “

ˆ

A

B

˙4

p1 ` q̊Vmpyqdym ^ υpX4q (4.2.9b)

この条件に加えて，Gr3sフラックスに対する ISD条件

˚YGr3s “ iGr3s ô ˚YH “ ´eϕF3, ˚Y F3 “ e´ϕH (4.2.10)

を満たす超対称解が存在するための必要十分条件は，

i) X4がMinkowski時空，Y6がCalabi-Yau多様体

ii) ϕ “ C0 “ const

ii) Y6の SUp3q構造に関して，

Hp1q ” ´
i

36
H ijkΩijk “ 0, H

p3q

i ”
1

4
HimnJ

mn “ 0. (4.2.11)

このとき，

Apyq “ hpyq´1{4, Bpyq “ hpyq1{4, Vmpyq “ ´Bmhpyq, (4.2.12)

△Y h “ ´
gs
2

pG3 ¨ Ḡ3qY . (4.2.13)

解を不変にする独立な超対称変換の数は，H ‰ 0のとき4個 (N “ 1), H “ F “ 0

のとき 8個 (N “ 2)となる． l
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Proof. まず，
{H “ B´3 {̂H, {F 3 “ ´iγ̂7e

´ϕB´3 {̂H. (4.2.14)

より，

δλ “ B´1γ̂m
`

Bmϕ ´ eϕBmC0iσ2γ̂7
˘

ϵ ´
1

2B3
γ̂7 {̂Hσ3p1 ´ γ̂7σ2qϵ. (4.2.15)

ここで，

{̂Qk “
1

k!
γ̂m1¨¨¨mkQm1¨¨¨mk

. (4.2.16)

次に，A “ Apyq, B “ Bpyqとして，

ω̃ab “ ωabpXq ` 2A´1DrbAθas, (4.2.17a)

ω̃ap “ B´1D̂pAθ
a ´ A´1DaBθp, (4.2.17b)

ω̃pq “ ωpqpY q ` 2B´1DrqBθps (4.2.17c)

および

{F 5 “
i

B5
Vmγ̂

mp1 ´ Γ11q (4.2.18)

より

δψµ “ ∇X
µ ϵ `

1

2B
γ̂mγµ

ˆ

BmAγ5 `
eϕA

4
BµC0iσ2 ´ eϕ

A

4B4
Vmσ2

˙

ϵ

`
A

8B3
γ5γµ {̂F 3σ1ϵ, (4.2.19a)

δψm “ B´1{2∇Y
m

`

B1{2ϵ
˘

`
eϕ

8
{̂BC0γ̂miσ2ϵ ´

1

2B

ˆ

BnB `
eϕ

4B3
Vmσ2γ̂7

˙

γ̂nγ̂mϵ

`
1

8B2
σ3

”

{̂Hγ̂mpσ2γ̂7 ´ 1q ´ 2 {̂Hm ` {̂Hγ̂m

ı

ϵ. (4.2.19b)

ここで，
{̂Hγ̂m ` γ̂m {̂H “ 2 {̂Hm ñ ´2 {̂Hm ` {̂Hγ̂m “ ´γ̂m {̂H. (4.2.20)

より，

A “ h´1{4pyq, B “ h1{4pyq, Vm “ ´Bmhpyq, (4.2.21a)

C0 “ ϕ “ 0 (4.2.21b)

と取れば (この仮定は，場の方程式を考慮すると定理の仮定より導かれる），
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Killingスピノール方程式は

δλ “ ´
1

2h3{4
γ̂7σ3p1 ` γ̂7σ2q {̂Hϵ “ 0, (4.2.22a)

δψµ “ ∇X
µ ϵ `

1

8h
γ5γµ {̂F 3σ1ϵ “ 0, (4.2.22b)

δψm “ h´1{8∇Y
mph1{8ϵq `

1

8
?
h

”

{̂Hγ̂mpσ2γ̂7 ´ 1q ´ γ̂m {̂H
ı

ϵ “ 0.(4.2.22c)

ここで、一般に、解に対する対称性の要請より、Killingスピノールは

ϵ “ Tpϵ1, ϵ2q ϵi “ ζ
piq
` pxq b η

piq
` pyq ` ζ

piq
´ pxq b η

piq
´ pyq (4.2.23)

の形をしていると仮定して良い。ここで、ζpiq
´ “ pζ

piq
` qc, η

piq
´ “ pη

piq
` qc。これを第２

式に代入すると、

∇X
µ ζ

p1q
` b η

p1q
` pyq `

1

8h
γµζ

p2q
´ pxq b {̂F 3η

p2q
´ “ 0 (4.2.24)

および、この式で p1q Ø p2qと入れ替えた式が得られる。これらの式が恒等的に成
り立つための必要十分条件は、

∇X
µ ζ

p1q
` “ pγµζ

p2q
´ , ∇X

µ ζ
p2q
` “ qγµζ

p1q
´ , (4.2.25a)

pη
p1q
` `

1

8h
{̂F 3η

p2q
´ “ 0, qη

p2q
` `

1

8h
{̂F 3η

p1q
´ “ 0 (4.2.25b)

となる。特に、最初の式の整合性条件より、

r∇X
µ ,∇X

ν sζp1q “ ´2pq˚γµνζ
p1q
` “

1

4
Rµνabγ

abζ
p1q
` (4.2.26)

および、この式で p1q Ø p2q、p Ø qと入れ替えた式が得られる。
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p “ 0, q ‰ 0とすると、 {̂Hηp2q “ 0, {̂Hηp1q ‰ 0となるが、これは δλ “ 0の式と整
合的でない。同様に、p ‰ 0, q “ 0も許されない。したがって、pp, qqの値として、
次の２つのケースが考えられる。

1) pq˚ ‰ 0: このとき、 {Hη
piq
˘ ‰ 0となるので、δλ “ 0より、ζp2q

` 9ζ
p1q
` が得られ

る。このとき、ηpiqの rescalingにより、ζp1q “ ζp2q “ ζ、q “ pとおくことが
できる。すると、δλ “ 0は

{̂Hp1 ´ γ̂7σ2qϵ “ 0 ô {̂Hpη
p1q
` ` iη

p2q
` q “ 0 (4.2.27)

と同値。このとき、(4.2.25b)より

ppη
p1q
` ` iη

p2q
` q “ ´

1

8h
{̂F 3piη

p1q
´ ` η

p2q
´ q9 {̂Hpη

p1q
` ` iη

p2q
` qc “ 0. (4.2.28)

よって、ηp1q “ ´iηp2q “ ηとおくことができる。このとき、(4.2.25b)および
δψm “ 0は、η̃ “ h1{4ηとして、

pη` “
i

8h
{̂F 3η´ “

1

8h
e´ϕ {̂Hη´, (4.2.29a)

∇Y
mη̃` “ p

eϕ

8
?
h
γ̂mη̃´ ” fγ̂mη̃´. (4.2.29b)

pは常に正の実数に変換できる。この第２式の整合性より、

r∇Y
m,∇Y

n sη̃` “ 2f 2γ̂mnη̃` ` 2∇Y
rmfγ̂nsη̃´ “

1

4
R̂mnpqγ̂

pqη̃` (4.2.30)

が要求されるが、これが成り立つのは、∇mf “ 0、すなわち hが定数のとき
のみ。これはA “ B “ constおよびH “ F3 “ 0を要求するので、フラック
スの存在する場合の解とはならない。
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2) p “ q “ 0: このとき、δψµ “ 0は

∇X
µ ζ

piq “ 0, {̂Hηpiq “ 0 (4.2.31)

で、δλ “ 0は自動的に成り立つ。さらに {̂Hγ̂mη
piq “ 0が成り立つとH “ 0

となるので、H ‰ 0のとき、残る方程式 δψm “ 0は、

ζp1q “ ζp2q “ ζ, (4.2.32a)

∇Y
mpη

p1q
` ` iη

p2q
` q “

1

4
?
h

{̂Hγ̂mpη
p1q
` ` iη

p2q
` q, (4.2.32b)

∇Y
mpη

p1q
` ´ iη

p2q
` q “ 0 (4.2.32c)

と同値。いま、ηp1q ´ iηp2q “ 2ηとおくと、ηは Y に積分可能な SUp3q構造
pĝmnpyq, J,Ωqを与え, Y6は Calabi-Yauとなる。特に、第 3の方程式の整合
性より、

{Hη “ 0, Rmnpqγ̂
pqη` “ 0 ñ Rmn “ 0, Im pHp1qq “ Hp3q “ 0. (4.2.33)

また、ηp1q ` iηp2q “ 2η1とおくと、

{Hη1 “ 0 ñ η1
` “ sη` ` tiγ̂

iη´, H
p6q

ij q
j “ 0. (4.2.34)

さらに、∇Y
mη

1に対する式より、∇ms “ 0かつ

∇jti “
is

16
?
h
H

p6q

ji , ∇j̄ti “ ´
1

64
?
h
tk̄Ω̄j̄k̄

lH
p6q

li . (4.2.35)

一般には、これらの方程式は解を持たない。このとき、η1 “ 0. すなわち、
pηp1q, ηp2qq “ p1, iqηが解になる。ηは定数倍を除いて一意的なので、Killling

スピノールの数は４個、すなわちN “ 1 SUSY.

なお、H “ F “ 0なら一般には条件が∇mη
piq “ 0のみとなるので、，Killingス

ピノールの数は 4 ˆ 2 “ 8個、すなわちN “ 2 SUSY.． Q.E.D.
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4.2.2 ワープ

仮定

計量
ds2pMq “ Apx, yq2ds2pX4q ` Bpx, yq2ds2pY6q, (4.2.36)

場

τ ” C0 ` i e´Φ “ ig´1
s p“ constq , (4.2.37a)

G3 ” ig´1
s H3 ´ F3 “

1

3!
Gpqrpyq dyp ^ dyq ^ dyr , (4.2.37b)

˚YG3 “ ϵiG3 pϵ “ ˘1q , (4.2.37c)

F̃5 “ p1 ˘ q̊Vpdy
p ^ υpX4q “ V ^ υpX4q ¯ A´4B4 ˚Y V,(4.2.37d)

場の方程式 自明でない方程式は

dG3 “ 0, (4.2.38a)

∇ ¨ G3 “ ˚d ˚ G3 “ ´iG3 ¨ F̃5, (4.2.38b)

dF̃5 “ H3 ^ F3, (4.2.38c)

RMN “
gs
4

„

Re pGMPQG
˚
N
PQq ´

1

2
G3 ¨ G˚

3gMN

ȷ

`
1

96
F̃NP1¨¨¨P4F̃M

P1¨¨¨P4 .(4.2.38d)

一般解 G3は Y6上の閉 ISD 3形式なので，yにのみ依存し，(4.2.38b)は
`

V ¯ ϵdypA
4q
˘

¨ G3 “ 0 (4.2.39)

を与える．ここで，dy “ dypBp．これより，G3 ‰ 0なら

V “ ˘ϵdypA
4q, (4.2.40)

したがって，(4.2.38c)は次の２式と同値となる．

BµpA´4B4BppA
4qq “ 0, (4.2.41a)

pD̂ ¨ pA´4B4D̂pA4qqY “ ´
gs
2

pG3 ¨ Ḡ3qY, (4.2.41b)

次に，これらの第１式と Einstein方程式の R̃ap成分

0 “ ABR̃ap “ 3

«

´
DaD̂pA

A
`
D̂pADapABq

A2B

ff

` 5

«

´
D̂pDaB

B
`
DaB D̂ppABq

AB2

ff

(4.2.42)

より，DaD̂p lnpABq “ 0が得られるので、gpX4q Ñ apxqgpX4q, gpY6q Ñ bpyqgpY6q

により
A “ hpx, yq´1{4, B “ hpx, yq1{4 (4.2.43)
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と置くことができる。対応して，F̃5と (4.2.41b)は

F̃5 “ ˘ϵp1 ˘ q̊dph´1q ^ υpX4q, (4.2.44)

△Yh “ ´
gs
2

pG3 ¨ Ḡ3qY. (4.2.45)

よって，Einstein方程式は

hRµνpX4q ´ DµDνh `
1

4
gµνpX4q△Xh “ 0, (4.2.46a)

BµBph “ 0, (4.2.46b)

RpqpY6q ´
1

4
gpqpY6q△Xh “ 0. (4.2.46c)

この第２式より直ちに，
hpx, yq “ h0pxq ` h1pyq. (4.2.47)

さらに，h1 ‰ 0とすると，残りの方程式は

RµνpX4q “ 0, (4.2.48a)

DµDνh0 “ λgµνpX4q, (4.2.48b)

RpqpY6q “ λgpqpY6q. (4.2.48c)

ここで，pDh0q
2 ‰ 0ならX4が局所平坦となることが示される．

以上より，任意のRicci平坦な４次元空間X4，任意のコンパクEinstein空間 Y6
とその上の実調和３形式が与えられると，（一般に超対称な）IIB型超重力理論の
CYフラックスコンパクト化解が得られる．ただし，この解はG3 ‰ 0なら必ずワー
プしており，しかもワープ因子 hは必ず特異点をもつ．また，X4が平坦な場合に
は，この任意の解 h “ h1pyqに対し，h “ h1pyq ` aµx

µ型の解が存在する [Kodama

H, Uzawa K 2006[52]]．

References

• Kodama H, Uzawa K : jhep 0507, 061 (2005)

” Moduli Instability in Warped Compactifications of the Type IIB Super-

gravity”

• Kodama H, Uzawa K: jhep 0603m 053 (2006)

”Comments on the four-dimensional effective theory for warped compactifi-

cation”
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4.2.3 Conifold型解

Refereces

• Candelas P, de la Ossa XC: NPB342, 246-268 (1990)

” Comments on conifolds”

(1) adS5 ˆ S5

【Example 4.2.2 (adS5 ˆ S5)】 　

ds2pMq “ ds2padS5q ` L2ds2pS5q

“ h´1{2ds2pE3,1q ` h1{2
`

dr2 ` r2ds2pS5q
˘

, (4.2.49a)

h “
L4

r4
, (4.2.49b)

F5 “
4

L4
p1 ` q̊r3dr ^ υpE3,1q, (4.2.49c)

H3 “ F3 “ 0, ϕ “ C0 “ 0. (4.2.49d)

超対称性: 16kis l

【Exercise 4.2.3 (E1,3 ˆ E6へのワープしたコンパクト化と見なしたときの、超
対称性カウント)】 　 adS5 ˆ S5が 16個のKillingスピノールを持つことを示せ.

l

Answer. Killing方程式は、

δλ “ 0, (4.2.50a)

δψM “ ∇Mϵ `
1

6
{F 5ΓM iσ2ϵ “ 0. (4.2.50b)

ここで、h “ e´4Aとおき、10次元のガンマ行列を、E3,1のガンマ行列 γµとE6の
ガンマ行列 γ̂mを用いて、

Γµ “ e´Aγµ b 1 pµ “ 0, ¨ ¨ ¨ , 3q, Γm “ eAγ5 b γ̂m (4.2.51)

と表すと、
{F 5 “ ´ {˚F5Γ˚ “ 4ieA{̂BAp1 ´ Γ˚q (4.2.52)

よって、

δψµ “ Bµϵ `
1

2
e2Aγµ{BApγ5 ´ σ2qϵ, (4.2.53a)

δψm “ eA{2Bmpe´A{2ϵq `
1

2
{̂BAγ̂mp1 ´ γ5σ2qϵ (4.2.53b)
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Killingスピノールは、Γ˚ϵ “ ϵより、E3,1のスピノール ζ
piq
˘ pxqおよびE6のスピ

ノール η
piq
˘ pyqを用いて

ϵ “

˜

ζ
p1q
` pxq b η

p1q
` pyq ` cc

ζ
p2q
` pxq b η

p2q
` pyq ` cc

¸

(4.2.54)

と表される。このとき、

pδψµqp1q “ Bµζ
p1q
` b η

p1q
` `

1

2
e2A

`

´ γµζ
p1q
´ b {̂BAη

p1q
´ ` iγµζ

p2q
´ b {̂BAη

p2q
´

˘

` cc (4.2.55)

より、p, qを定数として、

Bµζ
p1q
` “ pγµζ

p1q
´ ` qγµζ

p2q
´ (4.2.56)

これを δψ
p1q
µ に代入すると、

γµζ
p1q
´ b

ˆ

pη
p1q
` ´

1

2
e2A{̂BAη

p1q
´

˙

` γµζ
p2q
´ b

ˆ

qη
p1q
` ´

i

2
e2A{̂BAη

p2q
´

˙

“ 0 (4.2.57)

よって、ζp2q
´ 9ζ

p1q
´ 。これより、η

piq
˘ のスケール変換により、ζ

p1q
` “ ζ

p2q
` “ ζ`、p`q ñ

pとおいて良い。すると、

p η
p1q
` “

1

2
e2A{̂BApη

p1q
´ ` iη

p2q
´ q. (4.2.58)

Bµζ` “ pγµζ´, Bµζ´ “ p̄γµζ`. (4.2.59)

この 2番目の式より、

0 “ rBµ, Bνsζ` “ ´2|p|2γµνζ´ ñ p “ 0. (4.2.60)

よって、

δψµ “ 0 ô Bµϵ “ 0, pγ5σ2 ´ 1qϵ “ 0, (4.2.61a)

δψm “ 0 ô Bmpe´A{2ϵq “ 0. (4.2.61b)

ここで、
pγ5σ2 ´ 1qϵ “ 0 ô η

p2q
` “ iη

p1q
` . (4.2.62)

よって、Killing方程式の一般解は、

ϵ “ ζ0` b η0`e
A{2

˜

1

i

¸

` cc. (4.2.63)

ここで、ζ0`と η0`は、それぞれ、E
3,1およびE6の定数左巻きスピノール。よって、

独立なKillingスピノールの数は 16個。 Q.E.D.
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(2) Conifold解
【Example 4.2.4 (Conifold)】 　 (Candelas P, de la Ossa XC 1990[18]) 代数多
様体

4
ÿ

A“1

w2
A “ 0 (4.2.64)

は S2 ˆ S3上のコーンの構造をもつ．これにKahler計量を入れた６次元空間であ
る，Einstein空間 T 11p– S2 ˆ S3q上のコーン空間へのコンパクト化．

ds2pMq “ h´1{2ds2pE3,1q ` h1{2
`

dr2 ` r2ds2pT11q
˘

, (4.2.65a)

ds2pT11q “
1

9

˜

dψ `

2
ÿ

i“1

cos θi dϕi

¸2

`
1

6

2
ÿ

i“1

`

dθ2i ` sin2 θi dϕ
2
i

˘

,(4.2.65b)

h “
9gsM

2

8r4

„

ln

ˆ

r

r0

˙

`
1

4

ȷ

`
C

r4
, (4.2.65c)

F5 “ p1 ` q̊dph´1q ^ υpE3,1q, (4.2.65d)

H3 “ ´gs ˚Y F3 “
3gsM

2r
dr ^

“

υpS2
1q ´ υpS2

2q
‰

, (4.2.65e)

ϕ “ C0 “ 0. (4.2.65f)

超対称性はN “ 1. l

【Exercise 4.2.5 (Conifoldの SUp3q構造)】 　 Conifoldに対する pJ,Ωqを具体
的に決定し、Hp1q “ Hp3q “ 0となることを示せ。 l

Answer. 1) 位相構造:

Y : w ¨ w ” w2
1 ` w2

2 ` w2
3 ` w2

4 “ 0 (4.2.66)

において、
wA “ xA ` iyA (4.2.67)

とおくと、
Σpρq :“ Y X S7 “

␣

w P C4
ˇ

ˇ w ¨ w̄ “ ρ2
(

(4.2.68)

は

Σpρq “
␣

px, yq P R4 ˆ R4
ˇ

ˇ x ¨ x “ y ¨ y “ ρ2{2, x ¨ y “ 0
(

(4.2.69)

よって、Σpρqは S3の単位接ベクトルバンドルと同型。S3は平行化可能な
ので、

Σpρq – UT pS3q – S3 ˆ S2. (4.2.70)

対応して、Y6は S3 ˆ S2上の錐体。
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2) Ricci曲率: 計量 gmnが、適当な rの関数 rpρqとΣ “ Σp1qの計量 gpΣqを用
いて

gpY q “ dr2 ` r2gpΣq (4.2.71)

と表されるとすると、Ricci曲率は

RijpY q “ RijpΣq ´ 4gijpΣq, RrmpY q “ 0 pm “ r, iq. (4.2.72)

よって、Y がRicci平坦となるための必要十分条件は

RmnpY q “ 0 ô RijpΣq “ 4gijpΣq. (4.2.73)

3) Einstein空間 T p,q: S3を SUp2qと同一視し、

S3 ˆ S3 Q pL,Rq, L “ Upθ1, ϕ1, ψ1q, R “ Upθ2, ϕ2, ψ2q P SUp2q (4.2.74)

により、座標付けする。ここで、

Upθ, ϕ, ψq “

˜

a ´b̄

b ā

¸

P SUp2q; (4.2.75)

a “ cos
θ

2
eipψ`ϕq{2, b “ sin

θ

2
eipψ´ϕq{2 (4.2.76)

いま、p, qを互いに素な正の整数として、Up1q Q Θ “ reiλ, e´iλsのS3 ˆS3へ
の自由な作用を

pL,Rq Ñ pLΘq, RΘ´pq (4.2.77)

により定義する。k, lを kp` lq “ 1となる整数の組として、ψ1, ψ2の代わり
に、新たな座標 ψ, χを

ψ1 “ kψ ´ qχ, ψ2 “ lψ ` pχ (4.2.78)

により導入すると、Up1q作用は、

ψ Ñ ψ, χ Ñ χ ´ λ (4.2.79)

で与えられる。

この作用による商空間を T p,q “ pS3 ˆ S3q{Up1qp,qと表記すると、一般に、

α2pdψ1 ` cos θ1dϕ1q
2 `

1

α2
pdψ2 ` cos θ2dϕ2q

2 “

ˆ

p2

α2
` q2α2

˙

„

dχ `
p´α2kq ` lp{α2qdψ ´ q cos θ1dψ1 ` p cos θ2dϕ2

p2{α2 ` q2α2

ȷ2

`
1

p2{α2 ` q2α2
pdψ ` p cos θ1dϕ1 ` q cos θ2dϕ2q

2 . (4.2.80)

目次へ



第 4章 超弦理論コンパクト化とインフレーション 177 目次へ

より、A,B,Cを任意の正定数とし、T 1,1上に自然な計量

ds2 “ A2ds2pS2
1q `B2ds2pS2

2q `C2pdψ` p cos θ1dϕ1 ` q cos θ2dϕ2q
2 (4.2.81)

が誘導される。ここで、ds2pS2
i q “ dθ2i ` sin2 θidϕ

2
i . この５次元多様体が

Einstein空間となるための必要十分条件は

2A2 ´ p2C2

2A4
“

2B2 ´ q2C2

2B4
“
C2pq2A4 ` p2B4q

2A4B4
“ λ ñ Rm

n “ λδmn .

(4.2.82)

4) Conifold– CpT 1,1q: 複素座標wAからMp2,Cqへの写像を

W “
1

?
2

4
ÿ

A“1

wAσA “
1

?
2

˜

w3 ` iw4 w1 ´ iw2

w1 ` iw2 ´w3 ` iw4

¸

, (4.2.83)

pσAq “ pσi, iid2q (4.2.84)

により定義すると、

detW “ 0, TrpW :W q “ w ¨ w̄ “ ρ2 (4.2.85)

が成り立つ。

いま、

Z ” W {ρ : detZ “ 0, TrpZ:Zq “ 1 ô Z P Σ (4.2.86)

において、

Z “ LZ0R
:; L,R P SUp2q, Z0 “

˜

0 1

0 0

¸

(4.2.87)

は、S3 ˆ S3からΣへの全射を与え、Z “ Z0の逆像はUp1qと一致：

LZ0R
: “ Z0 ô L “ R “ Θ “

˜

eiλ 0

0 e´iλ

¸

(4.2.88)

これより、conifoldは T 1,1上の錐と同相：

Conifold – C
`

S3 ˆ S3{Up1q1,1
˘

“ CpT 1,1q. (4.2.89)

特に、適当な動径座標 r “ rpρqを用いて

ds2 “ dr2 ` r2gpT 1,1q (4.2.90)

により定義される計量が conifoldのRicci平坦計量を与える。ここで、

gpT 1,1q “
1

9
pdψ ` cos θ1dϕ1 ` cos θ2dϕ2q

2

`
1

6
pdθ21 ` sin2 θ1dϕ

2
1q `

1

6
pdθ22 ` sin2 θ2dϕ

2
2q (4.2.91)

Rm
n pT 1,1q “ 4δmn . (4.2.92)
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5) ケーラー構造: つぎに、この計量が rpρqを適当に選ぶとケーラー計量となる
ことを示す。この計量は SUp2q ˆ SUp2q不変なので、ケーラーポテンシャル
Kも同じ対称性を持つとすると、K “ Kpρ2q. 対応するケーラー計量は

gij̄ “ BiBj̄K “ pBiBj̄pρ
2qqK 1 ` Bipρ

2qBj̄pρ
2qK2. (4.2.93)

ρ2が
ρ2 “ TrpW :W q (4.2.94)

で与えられることを用いて、gij̄を計算すると、

?
g “ detpgij̄q “

pγ3q1

3ρ2|w4|
2
; γ “ ρ2K 1. (4.2.95)

ケーラー多様体のRicci曲率は

Rij̄ “ ´BiBj̄ ln
?
g (4.2.96)

で与えられるので、Ricci平坦となる条件は

Rij̄ “ 0 ô
?
g “ fpzqfpzq ô pγ3q1 “ 2c3ρ2. (4.2.97)

この解は

K “
3

2
cρ4{3 “

1

2
r2. (4.2.98)

対応する計量は、

ds2 “ 2K 1
ÿ

A

dwAdw̄A ` 2K2|
ÿ

A

w̄AdwA|2

“
4

3
cρ´2{3dρ2 ` 2cρ4{3

"

TrpdZ:dZq ´
1

3
|TrpZ:dZq|2

*

“ dr2 ` r2gpT 1,1q. (4.2.99)
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6) SUp3q構造: ケーラー形式 ω “ J˚は

J˚ “ iBB̄K

“ K 1
ÿ

A

dwA ^ dw̄A ` K2p
ÿ

A

w̄AdwAq ^ p
ÿ

A

wAdw̄Aq

“
1

3
rdr ^ pdψ ` cos θ1dϕ1 ` cos θ2dϕ2q ´

ρ2

6

`

υpS2
1q ` υpS2

2q
˘

.

(4.2.100)

これより、dJ˚ “ 0.

正則３形式Ωは

Ω “

c

2

3
p2cq3{2 1

w4

dw1 ^ dw2 ^ dw3

“ ´

?
2

8
?
3

p2cq2{3r2eiψ
ˆ

2
dr

r
` if1

˙

^ pdθ1 ´ i sin θ1dϕ1q ^ pdθ2 ´ i sin θ2dϕ2q.

(4.2.101)

ここで、
f1 “ dψ ` cos θ1dϕ1 ` cos θ2dϕ2. (4.2.102)

この３形式は dΩ “ 0を満たす。

7) フラックス条件: conifold解のHフラックスは、N “ 1SUSYのための条件

Hp1q “ ´
i

6
H ¨ Ω “ 0, Hp3q “

1

2
H ¨ J “ 0 (4.2.103)

を満たす。
Q.E.D.
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(3) Klebanov-Strasser解 (deformed conifold)

【Example 4.2.6 (KS解)】 　 (Klebanov IR, Strassler MJ 2000[51]) 変形コニ
フォールド

x2 ` y2 ` v2 ` w2 “ ϵ2 (4.2.104)

へのコンパクト化．

ds2pMq “ h´1{2ds2pE3,1q ` h1{2ds2pY6q, (4.2.105a)

ds2pY6q “
1

2
ϵ4{3Kpτq

„

1

3K3pτq

␣

dτ 2 ` pg5q2
(

` sinh2
´τ

2

¯

␣

pg1q2 ` pg2q2
(

` cosh2
´τ

2

¯

␣

pg3q2 ` pg4q2
(

ı

, (4.2.105b)

hpx, τq “ h0pxq ` gsM
23

2{3

ϵ8{3

ż 8

τ

du
u cothu ´ 1

sinh2 u
tsinhp2uq ´ 2uu

1{3 ,

(4.2.105c)

F5 “ p1 ` q̊dph´1q ^ υpE3,1q, (4.2.105d)

B2 “ Mgs
“

p1 ´ F q tanh2pτ{2qg1 ^ g2 ` F coth2pτ{2qg3 ^ g4
‰

, (4.2.105e)

H3 “ gs ˚Y F3 “ dB2, (4.2.105f)

ϕ “ C0 “ 0. (4.2.105g)

ここで

Kpτq “
rsinhp2τq ´ 2τ s

1{3

21{3 sinhpτq
, F “

sinh τ ´ τ

2 sinh τ
. (4.2.106)

また，基底 g1 „ g5は

g1 “
1

?
2

pe1 ´ e3q , g2 “
1

?
2

pe2 ´ e4q , g3 “
1

?
2

pe1 ` e3q ,(4.2.107)

g4 “
1

?
2

pe2 ` e4q , g5 “ e5 , (4.2.108)

e1 ” ´ sin θ1 dϕ1 , e2 ” dθ1 , e3 ” cosψ sin θ2 dϕ2 ´ sinψ dθ2

e4 ” sinψ sin θ2 dϕ2 ` cosψ dθ2 , e5 ” dψ ` cos θ1 dϕ1 ` cos θ2 dϕ2 .

この解はN “ 1超対称性をもち，τ Ñ 8で漸近的に conifold解に近づく:

ds2pY6q Ñ dr2 ` r2gpT1,1q, r Ñ
31{2

25{6
ϵ2{3eτ{3. (4.2.109)

また，至る所滑らかで，コーン型突起の頂点では

ds2 »
ϵ4{3

121{3

„

1

2
pdτ 2 ` τ 2gpS2qq ` gpS3q

ȷ

(4.2.110)

l
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§4.3
SUp3q構造

参考文献

• GurrieriS, Louis J, Micu A, Waldram D: NPB 654, 61-113 (2003)

“Mirror symmetry in generalized Calabi-Yau compactifications”

• Frey AR, Grana M: prd63 106002 (2003)

“Type IIB solutions with interpolating supersymmetries”

• Grana M, Minasianb R, Petrini M, Tomasiello A: jhep0408, 046 (2004)

“Supersymmetric backgrounds from generalized Calabi-Yau manifolds”

• Fidanza S, Minasian R, Tomasiello A : cmp254, 40-23 (2005)

“Mirror symmetric SU(3) structure manifolds with NS fluxes”

4.3.1 SUp3q構造の基本的性質

一般に，6次元多様体 Y 上の SUp3q構造は次の性質をもつ 2形式 J と 3形式 Ω

により指定される：

Jpq “ ´Jqp, JpqJ
q
r “ ´δpr , (4.3.1a)

J ^ Ω “ 0, (4.3.1b)

J ^ J ^ J “
3

4
iΩ ^ Ω̄ “ ´6υpY q (4.3.1c)

これらは、さらに次の関係式を満たす：

@

Ω, Ω̄
D

“ 8, xJ, Jy “ 3, (4.3.2a)

˚Ω “ ´iΩ, ˚J “ ´
1

2
J ^ J (4.3.2b)
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4.3.2 固有トーション

SUp3q構造の積分可能性（Calabi-Yauとのずれ）は，これらと整合的な接続 ∇̂
のトーション Tmn

rを用いて

pdJqmnp “ 3Trmn
rJ|r|ps, (4.3.3a)

pdΩqmnpq “ 6Trmn
rΩ|r|pqs (4.3.3b)

と表される．
SUp3q構造と整合的な別の接続∇1に対応するトーションを T 1

mn
rに置き換えて

も，(4.3.3)の左辺は変化しないので，右辺は，SUp3q構造と整合的な接続の取り
方によらない成分である固有トーション T 0のみが残る：

pdJqmnp “ 3T 0
rmn

rJ|r|ps, (4.3.4a)

pdΩqmnpq “ 6T 0
rmn

rΩ|r|pqs (4.3.4b)

そこで，dJと dΩを次にように分解する．まず，dJの p3, 0q ` p0, 3q成分は，dJが
実形式なので，Ωと Ω̄の実線形和で表される．また，V を実 1形式として，pV ^

J ^ JqabcdeJ
deJ bc “ 16Va．これより，dJ の p2, 1q ` p1, 2q成分の primitiveな成分

をW3とおくと，dJ は

dJ “ ´
3

2
Im pW1Ω̄q ` W4 ^ J ` W3 (4.3.5)

と表される．つぎに，dΩは一般に，p3, 1q ` p2, 2qという成分をもつが，そのうち
p3, 1q “ p0, 1q ^ p3, 0q “ p0, 1q ^ Ω．また，J2 ^ J9Ω ^ Ω̄より，p2, 2q成分は J2に
比例する項と primitiveな p2, 2q形式 χ4の和となるが，χ4は適当な p1, 1q形式W2

を用いて χ4 “ W2 ^ Jと表されることが示される．これより，dΩは次のように表
される：

dΩ “ W1J
2 ` W2 ^ J ` W̄5 ^ Ω (4.3.6)

が得られる．ここで，

• W1: 関数

• W2: 複素 primitivep1, 1q形式

• W3: 実 primitivep2, 1q ‘ p1, 2q形式

• W4 “ W p3q

4 ` W p3̄q

4 : 実１形式

• W5: 複素 p1, 0q形式

である [41, 39, 31]．
SUp3q構造はこれらの振る舞いにより次のように特徴付けられる [37, 38]：
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• W1 “ 0 “ W2 ô J が複素構造を与える [56, ?]．

• W1 “ W3 “ W4 “ 0 ô dJ “ 0 (シンプレクティック）

• W1 “ W2 “ W3 “ W4 “ 0 ô Kahler.

• W1 “ W2 “ W3 “ W4 “ W5 “ 0 ô Calabi-Yau.

4.3.3 Killingスピノール

SUp3q構造 pg, J,Ωqが与えられると、SUp3q不変なMajoranaスピノール η “

η` ` η´(γ˚η˘ “ ˘η˘, η´ “ ηc`)がスケールの自由度を除いて一意的に存在し、

η:η “ 1 (4.3.7)

と規格化すると、

Jmn “ ´iη:γmnγ˚η “ ¯2iη:
˘γmnη˘, (4.3.8a)

Ωmnp “ ´uη:γmnpp1 ` γ˚qη “ ´2iη:
´γmnpη` (4.3.8b)

を満足する。また、Fierz恒等式より、次の関係が成り立つ：

η˘ b η:
˘ “

1

8
{e¯iJ , η` b η:

´ “ ´
i

8
{Ω, η´ b η:

` “ ´
i

8
{̄Ω. (4.3.9)

一般に、η, iγ˚η, iγmηは、６次元多様体の８次元Majoranaスピノール空間の基
底となる。したがって、ηの Levi-Civita接続に関する共変微分Dmηは,

Dmη “ pq̃m ` iqmγ˚ ` iqmnγ
nqη, q̃m, qm, qmn P R (4.3.10)

と表される。ここで、η:η “ 1より、q̃m “ 0となる。これより、概複素構造 Jに対
応する複素接空間 T 1pY qのエルミート直交基底を ϕiとするとき、

dJ˚ “ ´iqllΩ ´
i

2
Ωijkql̄

kϕi ^ ϕj ^ ϕ̄l̄ ` cc, (4.3.11a)

dΩ “ 2iqr1s ^ Ω ´ 8iqp2,0q ^ J˚ ` 4iqj̄iϕ
i ^ ϕ̄j̄ ^ J˚ (4.3.11b)

が得られる。これを固有トーションの定義式と比較することにより、

qij “ ´
i

8
W3,ij ´

1

8
ΩijkW̄

k
4 , (4.3.12a)

qij̄ “ ´
i

4
W̄2,ij̄ `

1

4
W̄1qij̄, (4.3.12b)

qi “
i

2
pW5 ´ W4qi (4.3.12c)

が得られる。ここで、

W3,mn “
1

2
W3,mpqΩ

pq
m. (4.3.13)

[右辺の赤字の係数 1/2は、Grana M et al (2004)の結果と異なる。要チェック]

以上より、Dmηは固有トーションにより表される。

目次へ



第 4章 超弦理論コンパクト化とインフレーション 184 目次へ

§4.4

II型理論での４次元N “ 1超対称コン
パクト化解の分類

References

• Grana M, Minasianb R, Petrini M, Tomasiello A: jhep0408, 046 (2004)

“Supersymmetric backgrounds from generalized Calabi-Yau manifolds”

• Grana M: PLC 423, 91-158 (2006)

“Flux compactifications in string theory: A comprehensive review”

仮定

計量 X4を４次元定曲率空間として、

ds2 “ e2Apyqds2pX4q ` ds2pY6q (4.4.1)

対称性 すべての場が、X4の等長変換群に作用に対して不変。

超対称性 ４次元時空X4から見て、N “ 1超対称性をもつ。

4.4.1 IIA型

フラックスの構造

H “ Ĥpyq, F0 “ F̂0pyq, F2 “ F̂2pyq,

F4 “ ´p ˚Y F̂6pyqqe4AυpXq ` F̂4pyq, F6 “ ´e4AυpXq ˚Y F̂4pyq ` F̂6pyq,

F8 “ e4AυpXq ^ ˚Y F̂2pyq, F10 “ ´F̂0pyqe4AυpXq ^ υpY q. (4.4.2a)

これらのフラックスは、SUp3q変換に対する変換性により次のように分解され
る。まず、Hフラックスは

Ĥ “ ´
3

2
Im pHp1qΩ̄q ` Hp3q ^ J ` Hp6q, (4.4.3)

Hp1q “ ´
i

36
H ijkΩijk, H

p3q

i “
1

4
HimnJ

mn, H
p6q

ij “ Hkl
piΩjqkl. (4.4.4)
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つぎに、RRフラックスは

F
p1q

2 “ F̂2 ¨J, F
p3q

2,k “
1

8
F̂ ijΩijk, F

p1q

4 “
1

8
F̂mnpqJmnJpq, F

p1q

6 “
1

6
F̂6 ¨J ^J ^J

(4.4.5)

とおくと、

F̂2 “
1

3
F

p1q

2 J ` Re pF
p3q

2 ¨ Ω̄q ` F
p8q

2 , (4.4.6a)

F̂4 “
1

6
F

p1q

4 J ^ J ` Re pF
p3q

4 ^ Ω̄q ` F
p8q

4 , (4.4.6b)

F̂6 “
1

6
F

p1q

6 J ^ J ^ J. (4.4.6c)

Killingスピノール方程式 ϵを局所超対称性変換のパラメータ ϵ “ Tpϵ1, ϵ2qとし
て、,Killingスピノール方程式は

δψµ “

”

DX
µ ` 1

2
eA{̂BAγµγ5 ` 1

8
eAeϕ {̂F IIAγµσ1

ı

ϵ, (4.4.7a)

δψm “

”

D̂m ` 1
4

{̂HmΓ11 ` 1
8
eϕ {̂F IIAγ̂mγ5σ1

ı

ϵ, (4.4.7b)

ΓMδψM ´ δλ “

´

{D ´ {Bϕ ` 1
4

{̂HΓ11

¯

ϵ. (4.4.7c)

ここで、̂のついた量は Y6上の量で、

{̂F IIA “ F̂0 ´ {̂F 2Γ11 ` {̂F 4 ´ {̂F 6Γ11. (4.4.8)

解に対する対称性の要請より、N “ 1の場合、Killingスピノールは

ϵ “ ζ`pxq b

˜

aη`

b̄η´

¸

` ζ´pxq b

˜

āη´

bη`

¸

(4.4.9)

という構造を持つとしてよい．ここで，a, bは Y 上の複素関数、ζ´pxq “ ζ`pxqc,

η´pyq “ η`pyqcである。．この表式を上記のKilling方程式に代入すると、ζ˘に対
して

DX
µ ζ` “

p

2
γµζ´ pp̄ “ pq (4.4.10)

これより、

rDX
µ , D

X
ν sζ` “

1

4
Rµνabγ

abζ` “ ´
p2

2
γµνζ` (4.4.11)

よって、
Rµνλσ “ ´p2pgµλgνσ ´ gµσgνλq. (4.4.12)

また、η˘に対して、

α{̂BAη` ` i
4
eϕ {FA1η´ “ ´pe´Aα˚η´, (4.4.13a)

αDmη` `

´

Bmα ` 1
4
β {̂Hm

¯

η` `
i

8
eϕ {FA1γ̂mη´ “ 0, (4.4.13b)

α {̂Dη` `

!

α{̂Bp2A ´ ϕ ` lnαq ` 1
4
β {̂H

)

η` “ ´
p

2
e´Aβ̄η´, (4.4.13c)
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および、これらの方程式で α Ñ β, β Ñ α, FA1 Ñ FA2と置き換えた３式が得られ
る。ここで、αと βは Y6上の関数

α “ apyq ` ibpyq, β “ apyq ´ ibpyq, (4.4.14)

FA1,2は

´ {FA1 “ β˚pF̂0 ` {̂F4q ` α˚p {̂F 2 ` {̂F 6q, (4.4.15a)

{FA12 “ α˚pF̂0 ` {̂F4q ` β˚p {̂F 2 ` {̂F 6q (4.4.15b)

以上の式は、Dmηを固有トーションにより表し、Weylスピノール基底 η˘, γ
mη˘

で展開すると、フラックスおよび固有トーションに対する次の代数的方程式系を
与える：

δψm : ipQm ` Rmqη` ` ipQmn ` Rmnqγnη´ “ 0, (4.4.16a)

δψµ : Sη´ ` pSm ` Amqγmη` “ 0, (4.4.16b)

δλ : Tη´ ` Tmγ
mη` “ 0. (4.4.16c)

ここで、A,Q, T は幾何学とHフラックスのみを含む量、RとSはRR-fluxのみを
含む量で、p “ 0、すなわちX4がMinkowski時空の時、次式で与えられる：

S “
i

4
eϕp {FA1 {eiJq0 (4.4.17a)

T “
3

2
piαW1 ´ βHp1qq, (4.4.17b)

Am “ αBmA, (4.4.17c)

Sm “
1

4
eϕRe rp {FA1 {̄Ωqms, (4.4.17d)

Tm “ αBmp2A ´ ϕ ` logαq ` α

„

W4,m `
i

2
Jm

npW5 ´ W3qn

ȷ

`
1

2
βJm

nHp3q
n , (4.4.17e)

Qm “ ´iBmα `
1

2
αJm

npW5 ´ W4qn `
1

2
βHp3q

m , (4.4.17f)

Rm “ ´
i

8
eϕ

`

{̄Ω {FA1

˘

m
, (4.4.17g)

Qmn “ Re
“1

2
pαW1 ` 3iβHp1qqP̄mn ´

1

4
ΩmnppαW4 ` iβHp3qqp

´
i

8
pαW3 ` iβHp6qqmn `

i

2
P̄m

pαW2,pn

‰

, (4.4.17h)

Rmn “
1

4
eϕRe

“

´ p {FA1m {eiJqn ` p {FA1 {eiJqmn `
1

2
p {FA1 {eiJq0gmn

‰

.(4.4.17i)

目次へ



第 4章 超弦理論コンパクト化とインフレーション 187 目次へ

ただし、

Pn
m ´

1

2
pδmn ´ iJn

mq, (4.4.18a)

p {FA1 {eiJq0 “ β˚p´F0 ` F
p1q

4 q ` iα˚pF
p1q

2 ´ F
p1q

6 q, (4.4.18b)

p {FA1 {Ωqm “ 4P̄m
n
´

α˚F
p3̄q

2 ` β˚F
p3̄q

4

¯

n
, (4.4.18c)

p{Ω {FA1qm “ ´4P̄m
n
´

α˚F
p3̄q

2 ´ β˚F
p3̄q

4

¯

, (4.4.18d)

Rīj “ ´
1

8
eϕ

´

gījS̄ ´ 8
3
gīj

´

βF
p1q

4 ´ α˚F
p1q

6

¯

´ 2α˚F
p8q

2,̄ij
´ 2iβF

p8q

ījk̄l
J k̄J

¯

,(4.4.18e)

Rij “ 0. (4.4.18f)

解の分類

A ab “ 0:

1 : W1 “ H
p1q

3 “ 0,

F
p1q

0 “ ¯F
p1q

2 “ F
p1q

4 “ ¯F
p1q

6 ,

8 : W2 “ F
p8q

2 “ F
p8q

4 “ 0,

6 : W3 “ ¯ ˚YH
p6q

3 ,

3 : W̄5 “ 2W p3̄q

4 “ ¯2iH
p3̄q

3 “ B̄ϕ,

B̄A “ B̄a “ B̄b “ 0

B a “ beiθ (eiθ ‰ 1)

1 : W1 “ H
p1q

3 “ 0, F
p1q

2n “ 0,

8 : W `
2 “ eϕF

p8q

2 , W ´
2 “ 0,

6 : W3 “ H
p6q

3 “ 0,

3 : W4 “ 0,

2iW̄5 “ F
p3̄q

2 “ ´2iB̄A “
2i

3
B̄ϕ.

B0 a “ b

1 : W1 “ H
p1q

3 “ 0, F
p1q

2n “ 0,

8 : W `
2 “ eϕpF

p8q

2 ` F
p8q

4 q, W ´
2 “ 0,

6 : W3 “ H
p6q

3 “ 0,

3 : W4 “ 0,

2iW̄5 “ F
p3̄q

2 “ ´2iB̄A “
2i

3
B̄ϕ.
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4.4.2 IIB型

フラックスの構造

H “ Ĥpyq, F1 “ F̂1pyq, F3 “ F̂3pyq, (4.4.19)

F5 “ ´p1 ` q̊pe4AυpX4qV̂ pyqq

“ ´e4AυpXqV̂ pyq ` ˚Y V̂ pyq

“ ´2e4AυpXqF
p3q

5 ¨ J ` F
p3q

5 ^ J ^ J. (4.4.20)

F̂5 “ F
p3q

5 ^ J ^ J ô F
p3q

5 i “
1

16
Fi
mnpqJmnJpq. (4.4.21)

また、F̂3フラックスは、Hフラックスと同様に、SUp3qの既約表現に分解される：

F̂3 “ ´
3

2
Im pF

p1q

3 Ω̄q ` F
p3q

3 ^ J ` F
p6q

3 , (4.4.22)

F
p1q

3 “ ´
i

36
F̂ ijkΩijk, F

p3q

3,i “
1

4
F̂imnJ

mn, F
p6q

3,ij “ F̂ kl
3 piΩjqkl. (4.4.23)

Killingスピノール方程式 ϵを局所超対称性変換のパラメータ ϵ “ Tpϵ1, ϵ2qとし
て、,Killingスピノール方程式は

δψµ “

´

DX
µ ` 1

2
eA{̂BAγµγ5 ` 1

8
eAeϕ {̂F IIBγ5γµ

¯

ϵ, (4.4.24a)

δψm “

´

D̂m ` 1
4

{̂Hmσ
3 ` 1

8
eϕ {̂F IIBγ̂mγ5

¯

ϵ, (4.4.24b)

ΓMδψM ´ δλ “

´

{D ´ {Bϕ ´ 1
4

{̂Hσ3

¯

ϵ. (4.4.24c)

ここで、̂のついた量は Y6上の量で、

{̂F IIB “ {̂F 1piσ2q ` {̂F 3 ` 1
2

{̂F 5piσ2q. (4.4.25)

解に対する対称性の要請より、N “ 1の場合、Killingスピノールは

ϵ “ ζ`pxq b η`pyq

˜

a

b

¸

` ζ´pxq b η´pyq

˜

ā

b̄

¸

(4.4.26)

という構造を持つとしてよい．ここで，a, bは Y 上の複素関数、ζ´pxq “ ζ`pxqc,

η´pyq “ η`pyqcである。．この表式を上記のKilling方程式に代入すると、ζ˘に対
して

DX
µ ζ` “

p

2
γµζ´ pp̄ “ pq (4.4.27)

これより、

rDX
µ , D

X
ν sζ` “

1

4
Rµνabγ

abζ` “ ´
p2

2
γµνζ` (4.4.28)
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よって、
Rµνλσ “ ´p2pgµλgνσ ´ gµσgνλq. (4.4.29)

また、η˘に対して、
´

α{̂BA ` i
4
eϕ {FB1

¯

η` “ ´pe´Aβ˚η´, (4.4.30a)

αDmη´ `

ˆ

Bmα ´ 1
4
β {̂Hm ´

i

8
eϕ {FB1γ̂m

˙

η` “ 0, (4.4.30b)

α {̂Dη` `

!

α{̂Bp2A ´ ϕ ` lnαq ´ 1
4
β {̂H

)

η` “ ´
p

2
e´Aβ˚η´, (4.4.30c)

および、これらの方程式で α Ñ β, β Ñ α, FB1 Ñ FB2と置き換えた３式が得られ
る。ここで、αと βは Y6上の関数

α “ apyq ` ibpyq, β “ apyq ´ ibpyq, (4.4.31)

FB1,2は

{FB1 “ α {̂F 1 ´ β {̂F 3 ` α {̂F 5, (4.4.32a)

´ {FB2 “ β {̂F 1 ´ α {̂F 3 ` β {̂F 5. (4.4.32b)

以上の式は、Dmηを固有トーションにより表し、Weylスピノール基底 η˘, γ
mη˘

で展開すると、フラックスおよび固有トーションに対する次の代数的方程式系を
与える：

δψm : ipQm ` Rmqη` ` ipQmn ` Rmnqγnη´ “ 0, (4.4.33a)

δψµ : Sη´ ` pSm ` Amqγmη` “ 0, (4.4.33b)

δλ : Tη´ ` Tmγ
mη` “ 0. (4.4.33c)

ここで、A,Q, T は幾何学とHフラックスのみを含む量、RとSはRR-fluxのみを
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含む量で、p “ 0、すなわちX4がMinkowski時空の時、次式で与えられる：

S “
1

4
eϕp {FB1 {Ωq0 (4.4.34a)

T “
3

2
pαiW1 ` βHp1qq, (4.4.34b)

Am “ αBmA, (4.4.34c)

Sm “
1

4
eϕRe rp {FB1 {e´iJqms, (4.4.34d)

Tm “ αBmp2A ´ ϕ ` logαq ` α

„

W4,m `
i

2
Jm

npW5 ´ W3qn

ȷ

`
1

2
βJm

nHp3q
n , (4.4.34e)

Qm “ ´iBmα `
1

2
αJm

npW5 ´ W4qn ´
1

2
βHp3q

m , (4.4.34f)

Rm “ ´
1

8
eϕ

`

{e´iJ {FB1

˘

m
, (4.4.34g)

Qmn “ Re
“1

2
pαW1 ´ 3iβHp1qqP̄mn ´

1

4
ΩmnppαW4 ´ iβHp3qqp

´
i

8
pαW3 ´ iβHp6qqmn ´

i

2
P̄m

pαW2,pn

‰

, (4.4.34h)

Rmn “
1

4
eϕRe

“

ip {FB1m {Ωqn ´ p {FB1 {Ωqmn ´
i

2
p {FB1 {Ωq0gmn

‰

. (4.4.34i)

ただし、

Pn
m “

1

2
pδmn ´ iJn

mq, (4.4.35a)

p {FB1 {Ωq0 “ 6iβF
p1q

3 , (4.4.35b)

p {FB1 {e´iJqm “ 2P̄m
n
´

αF
p3̄q

1 ´ 2iβF
p3̄q

3 ´ 2αF
p3̄q

5

¯

n
, (4.4.35c)

p {e´iJ {FB1qm “ 2iPm
npαF

p3q

1 ´ 2iβF
p3q

3 ´ 2αF
p3q

5 qn, (4.4.35d)

Rij “ ´
i

16
eϕ

´

αF
p3̄qk
1 Ωijk ´ βF

p6q

3,ij ` 2αF
p3̄qk
5 Ωijk

¯

, (4.4.35e)

Rij̄ “ 0. (4.4.35f)

解の分類

A ab “ 0:

1 : W1 “ F
p1q

3 “ H
p1q

3 “ 0,

8 : W2 “ 0,

6 : W3 “ ˘ ˚YH
p6q

3 , F
p6q

3 “ 0,

3 : W̄5 “ 2W p3̄q

4 “ ¯2iH
p3̄q

3 “ 2B̄ϕ,

B̄A “ B̄a “ B̄b “ 0
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B a “ ˘ib

1 : W1 “ F
p1q

3 “ H
p1q

3 “ 0,

8 : W2 “ 0,

6 : W3 “ 0, eϕF
p6q

3 “ ¯ ˚YH
p6q

3 ,

3 : eϕF
p3̄q

5 “
2i

3
W̄5 “ iW p3̄q

4 “ ´2iB̄A “ ´4iB̄ log a,

B̄ϕ “ 0.

注：この解において，G3 “ F3 ´ ie´ϕHは ISDでprimitive p2, 1q形式となる：

˚YG3 “ iG3, Gp0,3q “ 0. (4.4.36)

さらに，Y6の共形変換

gmnpyq “ e´2Aĝmnpyq (4.4.37)

に対して、

Ŵ1 “ e´AW1, Ŵ2 “ eAW2, Ŵ3 “ e2AW3,

Ŵ4 “ W4 ` 2dA, Ŵ5 “ W5 ` 3B̄A (4.4.38)

より、Ŵu “ 0( u “ 1, 2, 3, 4, 5)となるので、 Y6は conformally CYとなる．

F a “ ˘ib

1 : W1 “ F
p1q

3 “ H
p1q

3 “ 0,

8 : W2 “ 0,

6 : W3 “ 0, eϕF
p6q

3 “ ¯ ˚YH
p6q

3 ,

3 : eϕF
p3̄q

1 “ 2eϕF
p3̄q

5 “ iW̄5 “ iW p3̄q

4 “ iB̄ϕ.

注： この解では，Y6は複素多様体となるが conformally CYではない．

C a “ ˘b

1 : W1 “ F
p1q

3 “ H
p1q

3 “ 0,

8 : W2 “ 0,

6 : W3 “ ˘eϕ ˚Y F
p6q

3 , H
p6q

3 “ 0,

3 : ˘eϕF
p3̄q

3 “ 2iW̄5 “ ´2iB̄A “ ´4iB̄ log a “ ´iB̄ϕ.
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ABC |a|2 ` |b|2 “ eA

1 : W1 “ F
p1q

3 “ H
p1q

3 “ 0,

8 : W2 “ 0,

6 : 2abW3 “ eϕpa2 ` b2q ˚Y F
p6q

3 ,

2abH
p6q

3 “ ´eϕpa2 ´ b2qF
p6q

3 ,

3 : eϕF
p3̄q

3 “
´4iabpa2 ` b2q

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

eϕF
p3̄q

5 “
´4abpa2 ´ b2q

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

H
p3̄q

3 “
´2ipa2 ` b2qpa2 ´ b2q

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

W p3̄q

4 “
2pa2 ´ b2q2

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

W̄5 “
2pa4 ´ 4a2b2 ` b4q

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

B̄A “
´4pabq2

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

B̄ϕ “
2pa2 ` b2q2

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a.

IIBでの例

• Maldacena-Nunez解 [54]：タイプA非コンパクト正則解．N “ 1超対称性を
もち，２サイクルに巻き付いたNS5ブレーンに対応．S双対解はタイプCの
解となる．

• Klebanov-Strassler解 [51]：タイプB非コンパクト正則解．Y6は conifold CY

に共形．この解はO3プレーンを加えることによりコンパクト化できる．
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§4.5

高次元超重力理論における加速膨張宇
宙に対するNO-GO定理

4.5.1 問題点

4次元超重力理論の枠組みでは，dS真空やインフレーションを実現する理論が
多数存在する．これに対し，高次元超重力理論（超弦理論）の枠組みでは，dS真
空を実現するコンパクト化はほんの僅かしかない．

• なぜ，そんなに難しいのか？

• dS真空を実現するうえで鍵となる要素はなにか？

• dS真空解をもつ 4次元超重力理論の高次元へのアップリフトはどのような
理論家？

• 超弦理論（高次元超重力理論）へのアップリフトにおいて，ポテンシャルは
何に対応するのか？

• 量子効果が困難を解消する唯一の手段か？
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4.5.2 強エネルギー条件（時間的収束条件）

一般に、pn ` 1q次元時空における時間的測地線束（単位接ベクトル V )の体積
膨張率 θ ” ∇ ¨ V に対して、Raychaudhuri方程式

9θ `
1

n
θ2 “ ´RicpV, V q ´ 2σ2 ` 2ω2 (4.5.1)

が成りたつ。ここで、

2σ2 “ ∇µVν∇pµV νq, 2ω2 “ ∇µVν∇rµV νs. (4.5.2)

この方程式を一様膨張宇宙に適用する。、宇宙時間一定面にたいする単位法ベク
トル V は測地的で非回転的 (ω2 “ 0)となるので、スケール因子 aを

θ “ n
9a

a
“ nH (4.5.3)

により定義すると、Raychaudhuri方程式は

n
:a

a
“ ´RicpV, V q ´ 2σ2 (4.5.4)

となる。 したがって、時間的収束条件（＝時間的強エネルギー条件）

RicpV, V q ě 0 @V : timelike (4.5.5)

が成りたつと、宇宙膨張は非加速的となる。
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4.5.3 GibbonsのNO-GO定理

【Theorem 4.5.1 (GW Gibbons 1984)】 　 For a (warped) compactification

Mn`4 “ X4ˆYn of a higher dimensional theory by a classical solution satisfying the

following conditions, the strong energy condition is satisfied in the four-dimensional

spacetime X4:

1. The spacetime metric has the structure

ds2pMn`4q “ Hpyq1{2ds2pX4q ` ds2pYnq.

2. The internal space Yn is a smooth compact manifold without bounary, and

its metric is static.

3. The warp factor Hpyq is regular and bounded everywhere.

4. The original higher-dimensional theory satisfies the strong energy condition.

l

• Gibbons GW (1984): Aspects of Supergravity Theories, Three lectures given

at GIFT Seminar on Theoretical Physics, San Feliu de Guixols, Spain, Jun

4-11, 1984.

Proof. From the assumptions, we have

RV V pXq “ RV V ´
1

4H
△YH (4.5.6)

for any timelike vector V parallel to X. By integrating this equation over Y , we

obtain

RV V pXq

ż

Y

dυpY qH “

ż

Y

dυpY q

„

H RV V ´
1

4
△YH

ȷ

(4.5.7)

If RV V ě 0 and H is regular and bounded everywhere, the right-hand side of this

equation is non-negative. Hence, we obtain

RV V pXq ě 0. (4.5.8)

Q.E.D.
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4.5.4 D “ 10{11超重力理論におけるSEC

M-theory (D “ 11)

RMN “
1

12
FM ¨¨¨FN

¨¨¨ ´
1

6
|F4|2gMN

R00 “
1

18
F0ijkF0

ijk `
1

144
FijklF

ijkl (4.5.9)

D “ 10 Type IIB Supergravity

RMN “
1

2τ 22
∇pMτ∇Nqτ̄ `

1

4τ2

ˆ

G˚˚pMḠNq
˚˚ ´

1

2
|G3|

2gMN

˙

`
1

96
F̃M˚˚˚˚F̃N

˚˚˚˚

R00 “
1

2τ 22
|∇0τ |2 `

3

16τ2
G0ijḠ0

ij `
1

48τ2
GijkḠ

ijk `
1

96
F̃0ijklF̃0

ijkl (4.5.10)

D “ 10 Type IIA Supergravity

RMN “
1

2
BMϕBNϕ ` e´ϕ

ˆ

1

4
HM˚˚HN

˚˚ ´
1

8
|H3|

2gMN

˙

`eϕ{2

ˆ

1

12
F̃M˚˚˚F̃N

˚˚˚ ´
3

16
|F̃4|2gMN

˙

`e3ϕ{2

ˆ

1

2
F̃M ˚ F̃N

˚ ´
1

16
|F̃2|

2gMN

˙

`
m2

0

16
e5ϕ{2gMN ,

R00 “
1

2
pB0ϕq2 ` e´ϕ

ˆ

3

16
H0ijH0

ij `
1

48
HijkH

ijk

˙

`eϕ{2

ˆ

5

96
F̃0ijkF̃0

ijk `
1

128
F̃ijklF̃

ijkl

˙

`e3ϕ{2

ˆ

7

16
F̃0iF̃0

i `
1

32
F̃ijF̃

ij

˙

´
m2

0

16
e5ϕ{2. (4.5.11)

D “ 10 Type I Supergravity

RMN “
1

2
BMϕBNϕ ` e´ϕ

ˆ

1

4
H̃M˚˚H̃N

˚˚ ´
1

8
|H̃3|

2gMN

˙

`
α1

4
e´ϕ{2Tr

ˆ

FM˚FN
˚ ´

1

8
|F2|

2gMN

˙

R00 “
1

2
pB0ϕq2 `

e´ϕ

48

´

9H̃0ijH̃0
ij ` H̃ijkH̃

ijk
¯

`
α1

64
e´ϕ{2Tr

`

14F0iF0
i ` FijF

ij
˘

(4.5.12)
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加速膨張を実現するための必要条件 以下のいずれかの条件を破る必要がある：

1. 内部空間の古典的記述

2. ワープしたコンパクト化の枠組み：ds2pMDq “ W pyq2gpX4q ` gpYnq

3. Yn: 定常、コンパクト、閉多様体。

4. ワープ因子W pyqが有界で滑らかな非ゼロ関数。

5. 出発点となる高次元理論が強エネルギー条件を満たす。
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4.5.5 Maldacena-NunezのNo-Go定理

【Theorem 4.5.2 (Maldacena-Nunez 2001)】 　 For a compactification MD “

Xd ˆ Yn of a higher dimensional theory by a classical solution satisfying the fol-

lowing conditions, Xd cannot be de Sitter spacetime:

1. The spacetime metric has the structure

gpMDq “ W pyq2 rgpXdq ` ĝpYnqs .

2. The Newton constant in Xd is finite:
ż

Y

dµĝW
D´2 ă 8.

3. Near the boundary of Yn or singularities of W , W decreases monotonically

toward them.

4. In the original higher-dimensional theory, the potential is non-positive and

all massless bosonic fields have positive kinetic terms.

l

Reference

• Maldacena JM, Nunez G (2001): IJMPA16, 822

【Note 4.5.3】 　A stronger result can be obtained for the massive IIA super-

gravity. l
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Proof. In the Einstein equations

RicpMq “ TpMq ´
1

D ´ 2
TsgpMq (4.5.13)

RicpMq can be written

RicpMq “ RicpXq ´

´

∇̂2 lnW ` pD ´ 2qp∇̂ lnW q2
¯

gpXq (4.5.14)

Hence, the contraction of the Einstein equations with WD´2gpXq´1 gives

d

D ´ 2
△̂pWD´2q “ WD´2RspXq ` WDT̃ ; T̃ “ ´T µµ `

d

D ´ 2
TMM (4.5.15)

If X is Mink or dS, massless form field strength Fp should have the form

Fp “ WdpXq ^ αp´dpY q ` βppY q (4.5.16)

Then, from the condition 4

T̃ “ ´
2d

D ´ 2
V `

ÿ

p

d

D ´ 2
ppD ´ p ´ 1qα ¨ α ` pp ´ 1qβ ¨ βq ě 0 (4.5.17)

Hence,

0 ě
d

D ´ 2

ż

BY

dσĝ∇KpWD´2q “

ż

Y

dµĝ

´

dpd ´ 1qΛWD´2 ` WDT̃
¯

ě 0 (4.5.18)

Q.E.D.

【Note 4.5.4】 　D “ 10に対して，p “ Dとなるフラックスは，IIA理論にお
ける質量 F0 “ m0のHodge双対．このフレックスが存在すると，T̃ の正値性は保
証されない． l
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4.5.6 ブレーンを含む IIB理論におけるNo-Go定理

【Theorem 4.5.5 (Dasgupta et al 2014; Giddings, Kachru, Polchinski 2002)】 　
For a compactification M10 “ X4 ˆ Y6 of 10D IIB string theory by a classical

solution satisfying the following conditions, X4 cannot be de Sitter spacetime:

1. The spacetime metric has the structure

gpM10q “ e2Apyq
“

gpX4q ` e´2ApyqĝpY6q
‰

.

2. The internal space is a smooth, compact closed manfold, and the warp factor

is smooth.

3. All fields are invariant under the maximal symmetry of X4.

4. Flux, non-trivial dilaton, smeared D-brane/D̄-brane are allowed, but O-

planes/Ō-planes or higher-order corrections/quantum corrections are not in-

cludes.

l

References

• Dasgupta K et al (2014): JHEP 1407, 054

• Giddings SB, Kachru S, Polchinski J (2002): PRD66, 106006

【Note 4.5.6】 　The inclusion of curvature corrections, D-instanton corrections,

loop-corrections may lead to a de Sitter solution. l
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Proof. 1. From the Einstein equations, the scalar curvature of X4 can be writ-

ten

△̂e4A “ RspXq ´
κ210
2
e2A

“

T µµ ´ Tmm
‰

. (4.5.19)

Integrating this yields

RspXq

ż

Y

dµpY q “
κ210
2

ż

Y

dµpY qe2A
“

T µµ ´ Tmm
‰

(4.5.20)

2. The D-brane and O-plane actions read

SDp “ ´Tp

ż

Σp`1

dp`1x e
p`1
4
ϕ
a

´ detpg ` F ` Bq ` µp

ż

Σp`1

C ^ eF`B,

(4.5.21a)

SOp “ ´TOp

ż

Σp`1

dp`1x e
p`1
4
ϕ
a

´ detpgq ` µOp

ż

Σp`1

C. (4.5.21b)

where Tp ą 0, TOp ă 0.

3. Their EM tensors are given by

T µµ rDp{D̄ps “ ´4Tpe
p`1
4
ϕdµrDp{D̄ps, (4.5.22a)

Tmm rDp{D̄ps “ ´pp ´ 3qTpe
p`1
4
ϕdµrDp{D̄ps, (4.5.22b)

T µµ rOp{Ōps “ 4|TOp |e
p`1
4
ϕdµrOp{Ōps, (4.5.22c)

Tmm rOp{Ōps “ pp ´ 3q|TOp |e
p`1
4
ϕdµrOp{Ōps (4.5.22d)

Hence, D-brane does not help to realise dS:

T µµ rDp{D̄ps ´ Tmm rDp{D̄ps “ ´p12 ´ pqTpe
p`1
4
ϕdµrDp{D̄ps ă 0 (4.5.23)

In contrast, O-planes have negative energy and may help to realise dS:

T µµ rOp{Ōps ´ Tmm rOp{Ōps “ p12 ´ pq|TOp |e
p`1
4
ϕdµrOp{Ōps ą 0 (4.5.24)

However, they cannot be smoothed out, so its back reaction produces singu-

larity.

Q.E.D.
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【Note 4.5.7 (Argument based on SEC)】 　 The strong energy condition gives

slightly different conditions:

(4.5.25)

• Dp-brane pτ ą 0q: only 8-brane or 9-brane provides a negative contribution

to R00

• Op-plane pτ ă 0q: p-brane (p ă 7) provide a negative contribution to R00.

l

【Note 4.5.8】 　

• The tadpole condition requires the existence of an Op-plane if Dp-branes

exist, and if the internal space is closed.

• An Op-plane produces naked singularities classically.

l

【Note 4.5.9 (Tadpole condition)】 　 By integrating the field equation with the

brane source

dFn “ H3 ^ Fn´2 ` p2π
?
α1qn´1ρloc8´n (4.5.26)

for n “ 5 over the internal space Y , we obtain the constraint

ND3 ` Nflux “
1

4
NO3 (4.5.27)

where

Nflux “
1

p2πq4α12

ż

Y6

H3 ^ F3 “ eKm
K
RR ´ mKeKRR, (4.5.28)

1

p2πq2α1

ż

AK{BK

H3 “ mK{eK , K “ 1, ¨ ¨ ¨ , h3{2, (4.5.29)

1

p2πq2α1

ż

AK{BK

F3 “ mK
RR{eKRR, K “ 1, ¨ ¨ ¨ , h3{2. (4.5.30)

Hence, if the flux does not match the number of D3 branes, an appropriate number

of O3 planes are required.

For example, for the flux CY compactification of IIB, the 3-form fluxes are

imaginary self-dual and satisfies the condition ˚Y F3 “ e´ϕH3. Hence,

Nflux “
1

p2πq4α12

ż

Y

e´ϕ ˚Y F3 ^ F3 “
1

p2πq4α12

ż

Y

dµpY qe´ϕ|F3|2 ě 0. (4.5.31)

l

目次へ



第 4章 超弦理論コンパクト化とインフレーション 203 目次へ

4.5.7 ブレーンを含む IIA理論におけるNo-Go定理

【Theorem 4.5.10 (Hertzberg MP, Kachru S, Taylor W, Tegmark M (2007))】 　
For a CY compactification ofM10 “ X4ˆY6 of 10D IIA string theory by a classical

solution satisfying the following conditions, X4 cannot be de Sitter spacetime:

1. The spacetime metric has the structure

gpM10q “ gpX4q ` ĝpY6q. (4.5.32)

2. The internal space is a Calabi-Yau manifold.

3. All fields are invariant under the maximal symmetry of X4.

4. H3-flux, RR-flux, non-trivial dilaton, smeared D6-branes and O6-planes are

allowed,

Further, if one of the RR-fluxes does not vanish, X4 cannot be the Minkowski

spacteime. l

References

• Hertzberg MP, Kachru S, Taylor W, Tegmark M: jhep 12, 095 (2007)

”Inflationary constraints on type IIa string theory”

Proof. モジュライ変数 ρ，τ を

ρ “ pVolpY6qq1{3, τ “ e´ϕpVolpY6qq1{2 (4.5.33)

おくと，Einstein frame

gEµν “
τ 2

m2
plκ

2
10

gµνpXq (4.5.34)

において，これらの運動項は

LK “ ´
1

2

␣

pBρ̂q2 ` pBτ̂q2
(

; (4.5.35)

ρ̂ “

c

3

2
mpl ln ρ, τ̂ “

?
2mpl ln τ. (4.5.36)

Fluxの量子化
ż

Σp

Fp9fΣ P Z (4.5.37)
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より，フラックスのポテンシャルへの寄与は

H3 ñ V NS
3 9ρ´3τ´2, (4.5.38a)

Fp ñ Vp9ρ
3´pτ´4. (4.5.38b)

また，ブレーンの寄与は

D6 : VD69τ
´3, (4.5.39a)

O6 : VO69 ´ τ´3. (4.5.39b)

よって，ψを ρ, τ 以外のモジュライ変数として，

V “ V NS
3 `

ÿ

p

Vp ` VD6 ` VO6

“
ANS3 pψq

ρ3τ 2
`
ÿ

p

Appψq

ρp´3τ 4
`
AD6pψq ´ AO6pψq

τ 3
. (4.5.40)

これより，

´ρ
BV

Bρ
´ 3τ

BV

Bτ
“ 9V `

ÿ

p

pVp ě 9V. (4.5.41)

Q.E.D.

【Note 4.5.11 (No-Go定理を克服する可能性)】 　

• Geometrical/NG flux T : Habc Ñ fabc Ñ Qab
c Ñ Rabc

Vf9 ˘ ρ´1τ´2 ñ ´pρBρ ` 3τBτ qVf “ 9Vf ´ 2Vf , (4.5.42a)

VQ9 ˘ ρτ´2 ñ ´pρBρ ` 3τBτ qVQ “ 9VQ ´ 4VQ, (4.5.42b)

VR9 ˘ ρ3τ´2 ñ ´pρBρ ` 3τBτ qVR “ 9VR ´ 6VR. (4.5.42c)

• NS5ブレーン

VNS59 ˘ ρ´2τ´2 ñ ´pρBρ ` 3τBτ qVNS5 “ 9VNS5 ´ VNS5 (4.5.43)

l
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4.5.8 α1補正を含む 10Dヘテロ型超重力理論

Field contents

• Boson: gMN , ϕ, BMN ; AM P adpGq

ここで、G “ Spinp32q{Z2 or E8 ˆ E8

• Fermion: Majorana-Weyl spinors ψM , λ; χ P adpGq

Action with Opα12q corrections

S “

ż

M

e´2ϕ
”

Rspω`q`4|∇ϕ|2´
1

2
|T |2´

α1

4

`

tr|F |2 ´ tr|Rpω`q|2 ` 2trpχ̄ {Dχq
˘

`¨ ¨ ¨

ı

(4.5.44)

where

ωAB˘ “ ωAB ˘ 1
2
HAB

Mdx
M ` O

`

α12
˘

, (4.5.45a)

T “ H3 `
α1

8
trpχ̄Γr3sχq, (4.5.45b)

H3 “ dB2 `
α1

4
rCSpω`q ´ CSpAqs, (4.5.45c)

CSpAq “ tr
`

A ^ dA ` 2
3
A ^ A ^ A

˘

. (4.5.45d)

This α1-correction is consistent with the anomaly cancellation condition

dH “
α1

4
rtrpR` ^ R`q ´ trpF ^ F qs (4.5.46)
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4.5.9 α1を考慮した 10D超重力理論におけるNo-Go定理

【Theorem 4.5.12 (Gautason,Junghans, Zagermann 2012)】 　 10D HET super-

gravity with the full α corrections does not allow a compactificationM “ dS4 ˆY6
or M “ adS4 ˆ Y6 under the following conditions:

1. Metric is regular and takes the warped form

gM “ e2ApyqgXpxq ` ĝY pyq (4.5.47)

2. Fields are regular and invariant under the maximal symmetry of X

F2 “ FY pyq, H3 “ HY pyq, ϕ “ ϕpyq (4.5.48)

3. No gaugino condensates

4. No stringy loop/non-perturbative correction.

5. α1-expansion is allowed.

l

Reference

• Gautason FF, Junghans D, Zagermann M (2012): JHEP 1206, 029 [arXiv:1204.0807]

“ On Cosmological Constants from a ’-Corrections
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Proof. 1. Neglecting the terms that vanish when the configuration is invariant

under the maximal symmetry group of X, the effective action reads

S “

ż

dµXτ
2

«

e4aV̂ ` e2aCRspXq `

8
ÿ

n“0

pα1qn`1e´2naWn

ff

(4.5.49)

where

e´2ϕ “ τ 2e´2ϕ̂, A “ a ` Âpyq, (4.5.50a)

C “

ż

dµY e
´2ϕ̂`2Â

ˆ

1 ´
α1

2
pD̂Aq2 ` ¨ ¨ ¨

˙

, (4.5.50b)

W0 “
1

4
|RpXq|2, (4.5.50c)

V̂ “

ż

dµY e
´2ϕ̂`4Â

!

RspY q ´ 8l̂A ´ 20pD̂Aq2 ` 4pD̂ϕq2 ´
1

2
|Ĥ|2

`
α1

4

´

´ tr|F̂ |2 ` |R̂`|2 ` 8pD̂D̂Aq2 ` 8D̂A ¨ D̂ppD̂Aq2q ` 20ppD̂Aq2q2 ` |D̂A ¨ Ĥ|2
¯

(4.5.50d)

2. Variations wrt τ and a give

δτ : V̂ ` CRspXq ` W “ 0, (4.5.51a)

δa : 4V̂ ` 2CRspXq ´

8
ÿ

n“1

2npα1qn`1Wn “ 0 (4.5.51b)

From these, it follows

CRspXq `

8
ÿ

n“0

2pn ` 1qpα1qn`1Wn “ 0 (4.5.52)

3. When X is a constant curvature space

Rµνλσ “
Λ

3
pgµλgνσ ´ gµσgνλq

ñ Rµν “ Λgµν , Rs “ 4Λ, |R|2 “
4Λ2

3
(4.5.53)

Hence, the above equation can be written

4pC0 ` α1C1 ` ¨ ¨ ¨ qΛ ` α1Λ2
8
ÿ

n“0

2pn ` 1qwnpα1Λqn “ 0 (4.5.54)

There exists no solution such that

Λ “ Λ0 ` α1Λ1 ` ¨ ¨ ¨ ‰ 0. (4.5.55)

Q.E.D.
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【Theorem 4.5.13 (Quigly C 2015)】 　 10D HET supergravity with the quadratic

α corrections and gaugino condensates does not allow a compactification M “

dS4 ˆ Y6 or M “ adS4 ˆ Y6 under the following conditions:

1. Metric is regular and takes the warped form

gM “ e2ApyqgXpxq ` ĝY pyq (4.5.56)

2. Fields are regular and invariant under the maximal symmetry of X

F2 “ FY pyq, H3 “ HY pyq, ϕ “ ϕpyq,

χ “ e´3φ{4 pχ4pxq b χ6pyq ` c.c.q ; {̂Dχ6 “ Opα1q (4.5.57)

3. Gaugino condensates

xtrpχ̄4χ4qy “ M3fpϕ0, ρ0q (4.5.58)

4. No stringy loop/non-perturbative correction.

5. α1-expansion is allowed.

l

Reference

• Quigley C (2015): arXiv: 1504.00652“Gaugino Condensation and the Cos-

mological Constant”

Proof. 1. Under the ansatz of the theorem, the 10D action reduces to

S “

ż

X

d4x
?

´g4

ż

Y

d6y
a

ĝ6

„

RspXq `
α1

4
e´φ|RX |2 ´ V pyq ` O

`

α13
˘

ȷ

(4.5.59)

where

V “ eφ
”

e´ρp´RspY q ` |D̂ρ|2 ` D̂ρ ¨ D̂φq `
1

2
e´3ρ|TY |2

`
α1

4
e´2ρ

`

tr|FY |2 ´ tr|R`Y |2
˘

`
α1

2
M3fe´pφ`ρq{2pχ̄6γ

mD̂mχ6 ` ccq
ı

(4.5.60)

2. Variation wrt φ gives

´∇̂ ¨ peφ´ρ∇̂ρq `
α1

4
e´φ

@

|RX |2
D

X
` V pyq (4.5.61)

“
α1

2
M3eφ´2ρBφpe´3pφ´ρq{2fqrχ̄6pγ

m∇̂m `
1

4
e´ργr3s ¨ T qχ6 ` ccs ` O

`

α13
˘

(4.5.62)
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RHS of this equation can be set to Opα13q) by requiring

”

γm∇̂m ` 1
4
γm∇̂mp´φ ´ ρ ` 2 ln fq ` 1

4
e´ργr3s ¨ T

ı

χ6 “ O
`

α13
˘

(4.5.63)

Hence, by integrating over Y , we obtain

α1

4

@

e´φ
D

Y

@

|RX |2
D

X
` xV yY “ O

`

α13
˘

(4.5.64)

3. Variation wrt g gives

Rµν ´
1

2
RspXqgµν `

α1

4

@

e´φ
D

Y

„

Rµ˚˚˚Rν
˚˚˚ ` 2∇α∇βR

µανβ ´
1

2
gµν |RX |2

ȷ

“ ´
1

2
gµν xV yY ` O

`

α13
˘

(4.5.65)

4. When X is a constant curvature spacetime

Rµνλσ “
Λ

3
pgµλgνσ ´ gµσgνλq

ñ Rµν “ Λgµν , Rs “ 4Λ, |R|2 “
4Λ2

3
(4.5.66)

The two field equations reduce to

2α1

3
Λ2

@

e´φ
D

Y
` xV yY “ O

`

α13
˘

(4.5.67a)

Λ “
1

2
xV yY ` O

`

α13
˘

(4.5.67b)

Hence, by eliminating V, we obtain

Λ “ ´
α1

3
Λ2

@

e´φ
D

Y
` O

`

α13
˘

ñ Λ “ O
`

α13
˘

(4.5.68)

Q.E.D.

【Theorem 4.5.14 (Kutasov D, Maxfield T, Melnikov I, Sethi S 2015)】 　 For

heterotic or type IIB with no RR fluxes, compactification to dSn(n ě 4) is not

allowed even when all α1-corrections including perturbative curvature corrections

and world sheet non-perturbative effects are allowed, if no stringy loop or non-

perturbative correction is included. l

Reference

• Kutasov D, Maxfield T, Melnikov I, Sethi S (2015):arXiv:1504.00056. “
Constraining de Sitter Space in String Theory”
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4.5.10 如何にしてNo-Go定理を回避するか？

残る可能性

• 高次の α1補正とRRフラックスを含む II型超重力理論（DブレーンとOブ
レーンを含む）

1. KKLTシナリオ

i) IIB理論のwarped CYコンパクト化 with ISD flux(+compensating

O3-planes) ñ No scale 4D N “ 1 Sugra

ii) Instanton (Euclidean D-brane)/D7上での gaugino condensatesに
よるNP効果 ñ Kählerモジュライの安定化 ñ adS4.

iii) D̄3ブレーンによる vacuum uplift ñ dS4

2. LVS (Large volume scenario)

ii’) ii)+Kählerポテンシャルへの α1補正 ñ LVコンパクト化

iii’) iii) and/or Kähler uplifting ñ dS4

3. Monodromy inflation (低エネルギーでのN “ 1 sugraの放棄)

• 超重力理論の枠組みの拡大

– Non-geometric fluxを用いたコンパクト化 [Blumenhagen et al 2015-

2016]

• 開多様体によるコンパクト化

– 例：4D SOp4, 4q-GSugraのDall’Agata-Inverso dS-臨界点のM理論への
アップリフト [Baron, Dall’Agata 2015]

• ストリングループ効果・非摂動効果
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§4.6
KKLT

4.6.1 KKLTモデル

• 基本モデル

– IIB型理論の no scale ISD CY フラックスコンパクト化（複素モジュラ
イ固定)[Giddings SB, Kachru S, Polchinski J 2002[35]]

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄q ` K0pz, z̄q, W “ W pzq

ñ V “ eKpKij̄DiWDj̄W̄ ´ |W |2q “ eKKab̄DaWDb̄W(4.6.1)

ここで，i “ pρ, aq.

• 非摂動論効果（インスタントン/gaugino凝縮:Witten E 1996[64];Tripathy PK,

Trivedi SP 2003[61];Gorlich L, Kachru S, Tripathy PK, Trivedi SP 2004[36])

ñ Kahlerモジュライの安定化

K “ K0pz, z̄q ´ 3 lnpρ ` ρ̄q, W “ W0pzq ` Ae´aρ pa “ 2π{Nq. (4.6.2)

ñ N “ 1超対称な adS真空

• 反D3ブレインにより超対称性を破りMinkowski真空（ないし dS真空）を
実現．または，磁化D7ブレインの誘起する超ポテンシャルのD項により自
発的に SUSYを破る．

100 150 200 250 Σ

-2

-1

1

2

V
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4.6.2 Fluxコンパクト化により得られる4次元超重力理論

II型超重力理論では，RRフォームフラックスが存在しない直積型コンパクト
化はモジュライに対する超ポテンシャルを生み出さない．しかし，フラックス存
在すると，有限なポテンシャルが生じる．(Gukov S, Vafa C, Witten E 2000[40];

Giddings SB, Kachru S, Polchinski J 2002[35])

Moduliについての仮定 IIB型理論において，計量が

ds2 “ e´4upxqds2pX4q ` e4upxqds2pY6q (4.6.3)

の形をしていて，モジュライ場が次の構成（対応するN “ 1超組）を持つとする：

• 重力場：gµν

• dilaton-axion場： τ “ C0 ` ie´Φ

• サイズモジュラス：ρ “ b{
?
2 ` ie4u. ここで，

Cr4s “ ar2s ^ J ñ dar2s “ e´8u ˚Xdb (4.6.4)

• 複素モジュライ： za, a “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1

τ, ρセクター このとき，10次元作用積分より，τ, ρに対する作用積分は

S “
1

2κ24

ż

X

dvolpXq

ˆ

RpXq ´ 2
∇τ ¨ ∇τ̄
|τ ´ τ̄ |2

´ 6
∇ρ ¨ ∇ρ̄
|ρ ´ ρ̄|2

˙

(4.6.5)

ここで，

κ24 “
κ210

volpY q
(4.6.6)

これは，次のKählerポテンシャルに対応する：

K1 “ ´ ln r´ipτ ´ τ̄qs ´ 3 ln r´ipρ ´ ρ̄qs (4.6.7)

超ポテンシャルはゼロである．
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複素構造モジュライセクター 一方，複素構造モジュライに対するKählerポテン
シャルは，一般論より，

K2 “ ´ ln

ˆ

´i

ż

Y

Ω ^ Ω̄

˙

(4.6.8)

で与えられる．ポテンシャルを求めるため，上記のモジュライ場による表式を１
０次元作用積分に代入すると，Gr3sを含む項

SG “ ´
1

4κ210

ż

X

dvolpXq

ż

Y

1

Im τ
˚YGr3s ^ Ḡr3s (4.6.9)

が残る．ここで，Gr3sをカイラル分解する：

Gr3s “ G`
r3s

` G´
r3s
; ˚YG

˘
r3s

“ ¯iG˘
r3s
, (4.6.10)

すると，

˚α3 ^ ˚β3 “ α3 ^ β3 ñ α`
3 ^ β`

3 “ 0, α´
3 ^ β´

3 “ 0 (4.6.11)

より

˚YG ^ Ḡ “ ip´G` ` G´q ^ pḠ` ` Ḡ´q “ ´2iG` ^ Ḡ` ` iG ^ Ḡ

“ ´2iG` ^ Ḡ` ` 2pIm τqHr3s ^ Fr3s (4.6.12)

よって， SGは

SG “

ż

X

dvolpXq

„

´V ´

ż

Y

Hr3s ^ Fr3s

ȷ

(4.6.13)

ここで，第２項はHr3およびFr3sのコホモロジー類のみで決まる位相的項．一方，V
は

V “ ´
i

2κ210Im τ

ż

Y

G`
r3s

^ Ḡ`
r3s

(4.6.14)

（Im τ “ 1{gs “ constを仮定）．
このポテンシャルは，次の超ポテンシャル

W “

ż

Y

Gr3s ^ Ω (4.6.15)

から導かれることを示す．まず，調和３形式が

˚YΩ “ ´iΩ, ˚Y χa “ `iχa (4.6.16)

となることに注意する．これより，

G`
r3s

“ w0Ω ` w̄āχ̄ā; w0 “

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ω ^ Ω̄

, w̄ā “ Gāb

ş

Y
Gr3s ^ χb

ş

Y
Ω ^ Ω̄

. (4.6.17)
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よって，

V “

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ḡr3s ^ Ω ` Kab̄

ş

Y
Gr3s ^ χa

ş

Y
Ḡr3s ^ χ̄b̄

2pIm τqκ210p´iq
ş

Y
Ω ^ Ω̄

. (4.6.18)

一方，

K “ ´ lnr´ipτ ´ τ̄qs ´ 3 lnr´ipρ ´ ρ̄qs ´ lnr´i

ż

Ω ^ Ω̄s (4.6.19)

に対して，

BτK “
1

τ̄ ´ τ
, BρK “

3

ρ̄ ´ ρ
, BaK “ ´ka, (4.6.20)

Kτ τ̄ “
1

|τ̄ ´ τ |2
, Kρρ̄ “

3

|ρ̄ ´ ρ|2
(4.6.21)

より，

DτW “
1

τ̄ ´ τ

ż

Y

Ḡ ^ Ω, (4.6.22a)

DρW “
3

ρ̄ ´ ρ
W, (4.6.22b)

DaW “

ż

Y

G ^ χa. (4.6.22c)

よって，超ポテンシャルとポテンシャルの関係式は

V “
eK

κ2

”

Kij̄DiWDjW ´ 3|W |2
ı

“
eK

κ2

”

|τ̄ ´ τ |2|DτW |2 ` Kab̄DaWDbW
ı

“

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ḡr3s ^ Ω ` Kab̄

ş

Y
Gr3s ^ χa

ş

Y
Ḡr3s ^ χ̄b̄

2pIm τqp2Im ρq3κ2p´iq
ş

Y
Ω ^ Ω̄

(4.6.23)
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4.6.3 No-scale structure

CYに対する一般的なKählerモジュライの定義 Dj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1)をH4pY,Rq

の基底となる divisors, D˚
j をそのHodge双対から得られるH2pY,Rqの基底とする．

このとき，Y のKähler形式 ωは h1,1個の実パラメータ tjを用いて

ω “
ÿ

j

tjD˚
j (4.6.24)

と表される．このとき，tjはD˚
j の双対となるH2pY,Rqの基底 σjの体積となり，

tj “

ż

σj

ω (4.6.25)

Y の体積 V は

V ”
1

6

ż

Y

ω3 “
1

6
κjklt

jtktl. (4.6.26)

また，divisor Djの体積 τjは

τj “ BtjV “
1

2
κjklt

ktl (4.6.27)

この記法の元，複素Kähler変数 ρjを

ρj “ bj ` iτj (4.6.28)

により定義する．ここで，アクシオン場 bjは，RR場Cr4sにより

bj “

ż

Dj

Cr4s (4.6.29)

で定義される．

フラックスコンパクト化の no-scale構造 一般に，フラックスコンパクトされた
IIB理論の 4次元有効理論は，次のN “ 1超重力理論で与えられる：

K “ ´ lnr´ipτ ´ τ̄qs ´ lnrV s ´ lnr´i

ż

Ω ^ Ω̄s, (4.6.30a)

W “

ż

Y

Gr3s ^ Ω (4.6.30b)

W はKählerモジュライに依存しないので，この系のポテンシャルは no-scale構造
をもつ：

V “ eK
ÿ

a,b

Ka b̄DaWDb̄W̄ . (4.6.31)

ここで，a, bは axion-dilatonおよび複素モジュライを動く．
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Proof. まず，

Kj “ BρjK “ iV ´1BτjV “ iV ´1Btm

Bτj
τm

“ 3 iV ´1BτjV ´ iV ´1tj (4.6.32)

より，

Kj “
i

2V
tj. (4.6.33)

また，

Kjk̄ “ ´
1

4V

Btj

Bτk
`

1

8V 2
tjtk (4.6.34)

より，

Kjk̄τ
k “

1

4V
tj ñ Kjk̄tj “ 4V τk. (4.6.35)

よって，

|W |´2Kjk̄DjWDkW “ Kjk̄KjKk̄ “
1

4V 2
Kjk̄tjtk “

1

V
τkt

k “ 3. (4.6.36)

Q.E.D.

4.6.4 複素モジュライの固定

基底状態では V “ 0より，Gr3sは ISD(imaginary self-dual)となる：

DaW “ 0 ñ G`
r3s

“ 0 ñ ˚YGr3s “ iGr3s ISD (4.6.37)

この条件は，
Gr3s P H 2,1 ‘ H 0,3 (4.6.38)

と同等で，複素構造モジュライ（＋ dilaton-axion）に対する h2,1 ` 1個の拘束条件
となるので，一般にそれらの値を完全に決定する．
ただし，超対称性はより強い条件DτW “ KτW “ 0, DiW “ KiW “ 0（任意の

i）を要求する．今のモデルでは，この条件は，DρW “ 0 ñ W “ 0，したがって，

Gr3s P H 2,1 (4.6.39)

を要求する．
また，この基底状態は，フラックスGr3sに依存するが，超ポテンシャルの形よ

り，正確にはGr3sのコホモロジー類にのみ依存する：
ż

Aj

F3 “ 4π2α1Mj,

ż

Bj

H3 “ ´4π2α1Kj (4.6.40)

さらに，弦理論においては，これらの pMj, Kjqは整数に量子化される．
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図 4.1: （左）KKLTシナリオにおける非摂動論的ポテンシャル V {D．（右）それに反D3
ブレーンを加えて upliftしたポテンシャル V {D＋E{x3. C{D “ 3, E “ 0.084の場合．

4.6.5 非摂動論的量子効果

摂動論の範囲では，Kählerモジュライの超ポテンシャルはゼロであるが，非摂動
論的効果を考慮すると自明でないポテンシャルが生成される可能性がある．例えば，
IIBモデルのF理論的記述において，１２次元の時空が８次元CY8により４次元にコ
ンパクト化される際に，CY8が算術種数１のdivisorDを含む場合（χpD,ODq “ 1)，
超ポテンシャルにサイズモジュラスに依存した項が加わる：(Witten E 1996 [63])

W “ W0pzq ` Apzqeiaρ; a “ 2π{n, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . (4.6.41)

このとき，対応するポテンシャル V pρqは，σ “ e4u “ Im ρに関して最小点 ρmを
持つようになる．この最小点は，V pρmq ă 0よりAdS4時空を与える (KKLT[48]．
また，この基底状態はN “ 1超対称性を保つ．
ここで，真空はフラックスを特徴づける整数値の組 pMj, Njqごとに決まり，宇

宙項の値が準連続となる無限個の超対称な真空の集合を与える（ランドスケープ
問題）．
σに対するポテンシャルは，複素構造モジュライzが固定されたとすると，b “ Re ρ

について最小化して，

V “
C

x
e´2x ´

D

x2
e´x; x “ aσ, C “

a3|A|2

6
, D “

a3|A||W |

2
. (4.6.42)

このポテンシャルは，
C

D
“

|A|

3|W |
ą 2.5865 ¨ ¨ ¨ (4.6.43)

のとき極大点 x “ x1と極小点 x “ x2をもつ．
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4.6.6 Vacuum uplift

References

• Kachru S, Pearson J, Verlinde H: jhep0206, 021 (2002)

”Brane/flux annihilation and the string dual of a non-supersymmetric field

theory”

Fractional D3ブレーン (H ^ F )のみが存在する場合のWarpedコンパクト化の
突起部分を表すKlebanov-Strassler解（deformed conifold)は，

ż

S3

F3 “ 4π2M (4.6.44)

とすると，突起の先端近傍で

ds2 “ hprq´1{2gpX4q ` hprq1{2gpCY3q

» a20gpX4q ` gsMb20

ˆ

dr2

2
` dΩ2

3 ` r2dΩ2
2

˙

(4.6.45)

とあらわされる．ここで，

a20 »
ϵ4{3

g
1{2
s M

, b20 » 0.93266 (4.6.46)

である．
いま，この空間に反D3ブレーンを入れると，F5フラックスによる力＋重力

Frprq “ ´2µ3Brph
´1q (4.6.47)

により突起の先端 r “ 0に引かれそこに溜る．一般に，反D3ブレーンの作用積
分は

SD̄3 “
µ3

gs

ż

Tr
b

detpG{{q ´ 2πµ3

ż

C4. (4.6.48)

これに apex近傍での計量と場の値を代入すると，次のポテンシャルを得る：

Ṽeff » 2
µ3p

gs
(4.6.49)

ここで、pは反D3ブレーンの枚数。これにワープ因子を考慮すると，

Veff »
1

hp0q1{2

ˆ

a0
hp0q1{4

˙4

Ṽeff “
8D

σ3
; D »

2pa40µ3

g4s
pσ “ Im ρ “ g´1

s h1{2q.

(4.6.50)
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4.6.7 インフレーションモデル

1. モジュライインフレーション

Racetrack model

• Kählerモジュライが１個 T “ X ` iY で，超ポテンシャルに非摂動論効果に
起因する２種類の項が現れる場合に，axion方向に沿って saddle pointイン
フレーションが起きる．

• モデル

K “ ´3 lnpT ` T̄ q; T “ X ` iY, (4.6.51a)

W “ W0 ` Ae´aT ` Be´bT (4.6.51b)

• 運動項と Uplifted ポテンシャル

Lk “
3M2

P

4X2

`

pBXq2 ` pBY q2
˘

, (4.6.52)

V “ VF `
E

Xα
; (4.6.53)

VF “
e´aX

6X2

“

aA2paX ` 3qe´aX ` 3W0aA cospaY q
‰

`
e´bX

6X2

“

bB3pbX ` 3qe´bX ` 3W0bA cospbY q
‰

`
e´pa`bqX

6X2
rABp2abX ` 3a ` 3bq cosppa ´ bqY qs . (4.6.54)

このポテンシャルは，パラメータを適当に調整すると，２つの最小点（Mink/dS)

と１つの鞍点をもつ．

• 例：A “ 1
50
, B “ ´ 35

1000
, a “ 2π

100
, b “ 2π

90
,W0 “ ´ 1

25000

saddle pt : pXs, Ysq “ p123.22, 0q, ϵs “ 0, ηs “ ´0.006097,(4.6.55a)

最小点 : pXm, Ymq “ p96.130,˘22.146q (4.6.55b)

• このモデルでは，|W0| ! 1, |a ´ b| ! 1と取ると，鞍点近傍で cosppa ´ bqY q

項により (Natural inflationタイプの）インフレーションが起きる．ただし，
さらに初期値の微調整が必要．
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Better racetrack model

Kählerモジュライが２個の場合に，それぞれの非摂動論効果の組み合わせに
より，やはり axion方向に saddle pointインフレーションが起きる．

• モデル：CP 4r1, 1, 1, 6, 9sコンパクト化

K “ ´2 lnV ; V “

?
2

18
pX

3{2
2 ´ X

3{2
1 q, (4.6.56a)

W “ W0 ` Ae´aT1 ` Be´bT2 . (4.6.56b)

• ポテンシャル

V “ VF `
D

162V 2
; (4.6.57)

VF “
216

pX
3{2
2 ´ X

3{2
1 q2

”

P1e
´2aX1 ` P2e

´2bX2 ` P5e
´aX1´bX2 cosp´aY1 ` bY2q

`W0

`

P3e
´aX1 cospaY1q ` P4e

´bX2 cospbY2q
˘

ı

, (4.6.58)

P1 “ aA2p3X1 ` 2aX
3{2
2 X

1{2
1 ` aX2

1 q, P2 “ P1pa,A, 1 Ñ b, B, 2q,(4.6.59)

P3 “ 3aAX1, P4 “ 3bBX2, (4.6.60)

P5 “ 3ABpaX1 ` bX2 ` 2abX1X2q. (4.6.61)
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• 例：A “ 0.56, B “ 7.46666 ˆ 10´5, a “ 2π{40, b “ 2π{258, D “ 6.26019 ˆ

10´9,W0 “ 5.22666 ˆ 10´6

mininum : X1 “ 98.75839, X2 “ 171.06117, Y1 “ 0, Y2 “ 129;

Vs “ 99, m2 “ 10´6 „ 10´7, (4.6.62a)

saddle point : X1 “ 108.96194, X2 “ 217, 68875, Y1 “ 20, Y2 “ 129;

V “ 3.35 ˆ 10´16M4
P . (4.6.62b)

unstable direction : δX1 “ δX2 “ 0, δY1 “ ´0.6546, δY2 “ 0.7560;

η » ´0.01 (4.6.62c)

インフレーションスケールは小さい！！

Hinf « 10´8MP ñ r « 10´12 (4.6.63)

2. ブレーンインフレーション

ブレーンインフレーションの η問題 D3-D3系のエネルギーは，rをブレーン間
の距離として

V prq “ 2T3

ˆ

1 ´
1

2π3

T3
mpl

8
10r

4

˙

“ 2T3

ˆ

1 ´
1

2π3

T 3
3

mpl
2ϕ4

˙

(4.6.64)

ここで，ϕ “ T
1{2
3 rは cannonically normalized field. mplとmpl10の関係はm2

pl “

mpl
8
10L

6 (LはCYのサイズ)となるので，ηパラメータは

η “ ´
10

π3

ˆ

L

r

˙6

„ ´0.3

ˆ

L

r

˙6

(4.6.65)

よって，
r ă L ñ |η| ą 0.3 (4.6.66)

KKLMMT

1. ワープを考慮すると、D3-D3間のポテンシャルは平坦になる：まず、一般に
ワープした内部空間

ds2 “ h´1{2gpX4q ` h1{2gpY6q; gpY6q “ dr2 `
r2

R2
γabdy

adyb (4.6.67)

に置かれたD3/D3ブレーンの作用積分は

S “ ´T3

ż

d4x
a

´gpXqh´1 p1 ´ hgµνBµrBνrq
1{2

` T3

ż

B4

C4. (4.6.68)
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D3が r “ r1に置かれているとすると、D3が居るKS throatの底近傍近辺で
の hは

h » R4

ˆ

1

r4
`

1

N

1

r41

˙

. (4.6.69)

これより、

C0123 “ h´1
a

´gpXq »
r4

R4

ˆ

1 ´
1

N

r4

r41

˙

a

´gpXq. (4.6.70)

これを r “ r0 ! r1に居るD3の作用積分に代入して次の相互作用ポテンシャ
ルを得る：

V “ 2T3
r40
R4

ˆ

1 ´
1

N

r40
r41

˙

(4.6.71)

2. Kählerポテンシャルは、ρをサイズモジュライ，ϕを D3-反 D3の距離パラ
メーターとして，

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄ ´ kpϕ, ϕ̄qq (4.6.72)

超ポテンシャルがϕに依存しないとすると，ρの安定点 ρ “ ρ0近傍で，m2
ϕ „

H2となりインフレーションは起こらない．

3. 超ポテンシャルにϕ依存性を持たせると，微調整によりm2
ϕ “ Op10´2qH2と

でき，インフレーションが起きる．

D3/D7 ブレーンインフレーション

1. ポテンシャル

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄q ´
1

2
pϕ ´ ϕ̄q2 (4.6.73)

超ポテンシャルはϕに依存せず，s “ Reϕがインフラトンとなる．sはD3-D7

の距離を表す．

2. 他の hypermultipletとの相互作用は，量子効果として sに log型ポテンシャ
ルを生成し，全体としては hybrid型インフレーションが実現される．

目次へ



第 4章 超弦理論コンパクト化とインフレーション 223 目次へ

文献ノート
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ジュラスポテンシャルとして，２つの指数関数型ポテンシャルの和を用いると，
スローロール条件を満たすモデルができることを指摘（ただし，fine-tuningが
必要）．(Blanco-Pillado JJ, Burgess CP, Cline JM, Escoda C, Gomez-Reino

M, Kallosh R, Linde A, Quevedo F [13])
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(N-flation) (Dimopoulos S, Kachru S, McGreevy J, Wacker J [28])

ヘテロ理論・Ｍ理論でのインフレーション [Buchbinder EI 2005[15]; Becker

K, Becker M, Krause A 2005[8]]

2006 (改良版Racetrackモデル）CY orientifold CP 4
r1,1,1,6,9sを用いた racetrackモ

デル．WMAP3yearsと整合的なスペクトル指数ns « 0.95を与える．(Blanco-
Pillado JJ, Burgess CP, Cline JM, Escoda C, Gomez-Reino M, Kallosh R,

Linde A, Quevedo F[14])

2007 ”A Delicate Universe”: D3-D7モデルでの η問題 (Baumann D, Dymarshy

A, Klebanov IR, McAllister L, Steinhardt PJ 2007[4])

4.6.8 KKLTシナリオの問題点

• Kählerモジュライが 1自由度の場合，ポテンシャルの極小値は最小値でなく，
σ Ñ 0で V Ñ ´8

• Kählerモジュライが 2自由度以上の場合，ポテンシャルが安定な最小点を持
つ可能性はあるが，最小点の存在はフラックスや非摂動論効果のパラメータ
に敏感に依存し，最小点の存在はモデルやパラメーターごとに個別に確認が
必要．

• ポテンシャルが極小となる内部空間サイズは一般的にストリングスケールと
なり，古典論が適用可能な十分大きいサイズを実現するには，フラックスを
微調整して，|W 0| À 10´4にしないといけない．
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§4.7
LVS

概要 KKLTシナリオにKählerポテンシャルに対する α13補正を加えることによ
り，W0のチューニングなしにKählerモジュライを内部空間体積 V が大きな値と
なるよう安定化することが可能となる．また，このシナリオでは，ストリングス
ケール，KKスケール，モジュライ質量，m3{2が V のベキにより決まるヒエラル
キーが実現される．

References

• Balasubramanian V, Berglund P, Conlon JP, Quevedo F: jhep 03, 007 (2005)

”Systematics of moduli stabilisation in CY flux compactification”

• Joseph P. Conlon, Fernando Quevedo and Kerim Suruliz: jhep 08, 007 (2005)

”Large-volume flux compactifications: moduli spectrum and D3/D7 soft su-

persymmetry breaking”

4.7.1 Large volume scenario

• 基本モデル

– IIB型理論のno scale ISD CYフラックスコンパクト化において，Kähler

ポテンシャルに対する α13補正を考慮 ñ 複素モジュライ固定

• CYの位相についての制限：h2,1 ą h1,1 ą 1

• α13補正＋非摂動論効果（インスタントン/gaugino凝縮): ñ Kählerモジュ
ライの安定化

CYの体積V が大きい極限で，ポテンシャルV は負からゼロに近づき，Kähler

モジュライ ρj “ bj ` iτj の 1つ j “ s以外は τj „ V 2{3に従って増大，τs „

logpV qとなる方向でポテンシャルが最小点をもつ．

ñ 超対称性の敗れた adS真空

• 反D3ブレイン/magnetized D7ブレーンによりMinkowski真空（ないし dS

真空）を実現．
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4.7.2 Kählerポテンシャルに対するα13補正

II型超弦理論の低エネルギー極限の α1展開の最初の補正は α13次で現れる:

SIIB “ Sb,0 ` α13Sb,3 ` α14Sb,4 ` ¨ ¨ ¨ ` SCS ` Sl,0 ` α12Sl,2 ` ¨ ¨ ¨ . (4.7.1)

ここで，Sb,0と SCSは通常の作用積分, Sl,0は最低次のブレーン作用積分：

Sb,0 “
1

p2πq7α14

ż

d10x
?

´g

„

e´2ϕpRs ` 4p∇ϕq2q ´
1

2
F 2
1 ´

1

2 ¨ 3!
G3 ¨ Ḡ3 ´

1

4 ¨ 5!
F̃ 2
5

ȷ

,

(4.7.2a)

SCS “
1

4ip2πq7α14

ż

eϕC4 ^ G3 ^ Ḡ3, (4.7.2b)

Sl,0 “
ÿ

sources

ˆ

´

ż

dp`1ξTpe
´ϕ

?
´g ` µp

ż

Cp`1

˙

. (4.7.2c)

リーディングの補正は一般に次の形をもつ（完全には決定されていない）：

Sb,3 „
α13

α14

ż

d10x
?

´g
”

R4 ` R3
`

G2
3 ` F 2

5 ` p∇τq2 ` ∇2τ
˘

`R2ppDG3q
2 ` pDG5q

2 ` G4
3 ` ¨ ¨ ¨ q ` RpG6

3 ` ¨ ¨ ¨ q ` G8
3 ` ¨ ¨ ¨

ı

.(4.7.3)

これらのうち，10次元でR4に比例する項が 4次元有効理論においてKählerポ
テシャルにα13の補正を生み出し，その具体的な形は次の式で与えられると予想さ
れている：．

K “ Kcs ´ 2 ln

ˆ

V ´
χpY q

8p2πq3
f

p0,0q

3{2 pτ, τ̄q

˙

. (4.7.4)

ここで，

f
p0,0q

3{2 pτ, τ̄q “
ÿ

pm,nq‰p0,0q

e´3ϕ{2

|m ` nτ |2

“
2ζp3q

e3ϕ{2
`

2π2

3
eϕ{2 ` instanton terms. (4.7.5)
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KKLTとの比較

Kählerモジュライが体積モジュライ ρのみの場合，

V “
5

6
t3 “

?
2

3
?
5
σ3{2 pσ “ ´ipρ ´ ρ̄q{2q (4.7.6)

より，V " ξで

V « eK

«

4σ2

3
a2|A|2e´2aσ ´ 4a|WAa|e´aσ `

3
?
5ξ|W |2

?
2g

3{2
s σ3{2

ff

(4.7.7)

となる．ここで，

ξ “ ´
ζp3q

2p8πq3
χpY q. (4.7.8)

よって，V が大きい極限および小さい極限の両方で，最後の補正項が支配的とな
る．これは，KKLTモデルが妥当でないことを意味する．CYに対し，

χpY q “ 2ph1,1 ´ h2,1q (4.7.9)

なので，h2,1 ą h1,1なら ξ ą 0.
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図 4.2: CP 4r1, 1, 1, 6, 9sLVCで得られる２次元セクターでのポテンシャル．a1 “

2π,A1 “ 1,W0 “ 10

例：CP 4r1, 1, 1, 6, 9sの複素超曲面

例として，１８次の射影代数多様体CP 4r1, 1, 1, 6, 9sの複素超曲面 Y で表される
CYを考えると，モジュライの数は，h1,1 “ 2, h2,1 “ 272である (χpY q “ ´540)．
このCY族の中で Γ “ Z6 ˆ Z18不変性を持つものに限定すると，複素構造モジュ
ライは ϕと ψの 2個になる：

Y : z181 ` z182 ` z183 ` z34 ` z25 ´ 18ψz1z2z3z4z5 ´ 3ϕz61z
6
2z

6
3 “ 0 (4.7.10)

を考える．体積は

V “
1

?
2

pτ
3{2
2 ´ τ

3{2
1 q. (4.7.11)

一方，すべての複素モジュライが固定されているとして，超ポテンシャルは

W “ W0 ` A1e
´pa1{gsqT1 ` A2e

´pa2{gsqT2 . (4.7.12)

よって，ポテンシャルは V の大きい極限 τ2 " τ1 „ 1で

V “
λ

V
x1{2e´2x ´

µ

V 2
xe´x `

ν

V 3
, (4.7.13)

x “ a1t1{gs, (4.7.14)

λ “ 24
?
2a

3{2
1 |A1|2, µ “ 4|A1W |, ν “

3

4
ξ|W |2 (4.7.15)

このポテンシャルは，一般に

x “ xm „

ˆ

4νλ

µ2

˙2{3

, V “ Vm „
µ

2λ

?
xme

xm (4.7.16)
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図 4.3: 図 4.2の極小点を通る直線 x “ xmおよび v “ vm上でのポテンシャル

で最小値を取る．例えば

ξ “ 1.3084 ¨ ¨ ¨ , a1 “ 2π, A1 “ 1, W0 “ 10 (4.7.17)

に対して，

xm “ 26.15, Vm “ 4.245 ˆ 1010 ñ Vm “ 2.4517 ˆ 10´32. (4.7.18)

Reference

• Denef F, Douglas MR, Florea B: jhep0406, 034 (2004)

“Building a Better Racetrack”
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4.7.3 質量スペクトル

KKモードと複素構造モジュライ ストリングスケールを

ms “
1

ℓs
; ℓs “ 2π

?
α1 (4.7.19)

とおくと，Rs “ R{ℓs, Vs “ V {ℓ6sとして，

M2
P “

4πVs
g2sℓ

2
s

ñ ms “
gs

?
4πVs

MP (4.7.20)

より

• stringy excitations:

m2
S “

n

α1
ñ mS „ 2πms (4.7.21)

• KK modes:

m2
KK “

n2

R2
`
w2R2

α12
ñ mKK „

ms

Rs

«
2πms

V 1{6
s

, mW „ p2πq2Rsms (4.7.22)

• complex structure moduli:

mcs “ Op1q
gsNms

?
Vs

(4.7.23)

ここで，N はフラックスの大きさ（量子数）である．

Kählerモジュライとフェルミ粒子 (CP 4r1, 1, 1, 6, 9sモデル）
Kählerモジュライの質量は

mτ2 “ Op1q
g2sW0

?
4πV 3{2

s

MP , (4.7.24a)

mb2 « e´a2τ2 „ expp´34V 2{3
s q, (4.7.24b)

mτ1 “ Op1q
a1gsW0
?
4πVs

MP , (4.7.24c)

mb1 “ Op1q
a1gsW0
?
4πVs

MP . (4.7.24d)

4.4にあるように，一般に体積モジュライに付随するアクシオンは非常に小さな質
量をもつ．
フェルミ粒子の質量は

m3{2 “ eK{2|W | “
g2s |W0|
?
4πVs

MP , (4.7.25a)

mτ̃1 «
a1g

2
s |W0|

Vs
MP , (4.7.25b)

mτ̃2 « 0 : Goldstino, (4.7.25c)

mϕ̃ « mτ̃
g2s |W0|

Vs
MP . (4.7.25d)
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表 4.4: CP 4r1, 1, 1, 6, 9sによるコンパクト化のモジュライ質量スペクトルの V 依
存性

表 4.5: LVCでのモジュライ質量スペクトルの例
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ここで，最後の２つは，dilatinoおよび複素構造モジュライに付随するフェルミ粒
子．また，Goldstinoは gravitinoに食われて質量を与える．
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4.7.4 Kählerモジュライインフレーション

概要 Kählerモジュライが 3個以上存在する LVSでは，小体積サイクルに対する
Kählerモジュライのアクシオンが分数ベキの Starobinskyタイプのポテンシャル
const ´ c expp´kϕ4{3qをもつ．分数ベキのため，インフレーションタイプは small

field型となる（ϵ „ 10´12)．

References

• Conlon, JP, Quevedo F: jhep0601, 146 (2006) [hep-th/0509012]

”Kähler moduli inflation”

仮定

1. IIB型 SSTの Large volume fluxed CY コンパクト化

2. CYは，h2,1 ą h1,1 ě 3を満たす．

3. Kählerモジュライの small cycle moduliの一つTsが他のモジュライと decou-

ple:

κsij “ κssi “ 0 pi, j ‰ sq (4.7.26)

帰結

1. τs(T “ b` iτ)が Starobinski型ポテンシャルを生み出し，スローロルインフ
レーションを起こす．

2. 観測的予言は

Vs “ 105 „ 107, (4.7.27a)

Hinf „ 1013GeV, (4.7.27b)

ns » 1 ´
2

N
“ 0.960 „ 0.967, (4.7.27c)

dns
d ln k

» ´p6 „ 8q ˆ 10´4, (4.7.27d)

ϵ ă 10´12. (4.7.27e)
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モデル 複素構造モジュライとディラトンは安定化しているとして，Kählerモジュ
ライ Tj “ τj ` ibjのみを考える：

V “ α

˜

τ
3{2
1 ´

n
ÿ

i“2

λiτ
3{2
i

¸

, (4.7.28a)

K “ Kcs ´ 2 ln

ˆ

V `
ξ

2

˙

; ξ “ ´
ζp3qχpY q

2p2πq3
, (4.7.28b)

W “ W0 `

n
ÿ

j“1

Aje
´ajTj . (4.7.28c)

ポテンシャルは

V “
ÿ

j

8a2jA
2
j

?
τj3αλjV e´2ajτj ´

ÿ

j

4ajAjτjW0

V 2
e´ajτj `

3ξW 2
0

4V 3
(4.7.29)

V を固定したとき，τjについて極値を取る条件は

a
3{2
j AjV

3αλjW0

“
1 ´ xj
1 ´ 4xj

?
xje

xj ; xj “ ajτj. (4.7.30)

この条件下で

V “ Vnp » ´
3W 2

0

2V 3

«

n
ÿ

j“2

λjα

a
3{2
j

plnV q3{2 ´
ξ

2

ff

. (4.7.31)

このポテンシャルに IASD fluxによるアップリフトを施して，極小点で V “ 0と
する：

V “ Vnp `
γW 2

0

V 2
. (4.7.32)

インフレーション τnのみが安定化していない初期条件を考えると，

V » V0 ´
4anτnAnW0

V 2
e´anτn . (4.7.33)

τnの運動項を正規化すると

ϕ “

c

4λ

3V
τ 3{4
n (4.7.34)

より，

V » V0 ´
4AnW0

V
cϕ4{3e´cϕ4{3

, (4.7.35)

c “ an

ˆ

3V

4λ

˙2{3

. (4.7.36)

目次へ



第 4章 超弦理論コンパクト化とインフレーション 235 目次へ

これより，x ” cϕ4{3 " 1のとき，

N «
B

V 3
x´3{2ex; B «

9V 4

64c3{2

V0
AnW0

“ Op1q , (4.7.37a)

ns ´ 1 » 1 ´
2

N
, (4.7.37b)

ϵ »
9x

32c3{2

1

N2
, (4.7.37c)

ξ ” MP
V 1V 3

V 2
« ´

2

N2
. (4.7.37d)
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4.7.5 LVSの問題点

1. Gravitino mass problem. KKLTでは，一般にH À m3{2となるため，low

scale SUSY breaking m3{2 „ 1TeVを仮定すると，インフレーションスケー
ルが非常に低くなる．LVSでは，この制限はさらに強くなり，H À m

3{2
3{2と

なる．m3{2 „ 1TeVだと，H À 10keVとなる．この問題は，KKLTの場合，
racetrack型モデルでの fine tuningにより (KLモデル [Kallosh, Linde 2004,

2007]), また LVSの場合は，inflation pt型 small field インフレーションと
run away型再加熱（前加熱）を組み合わせた特殊なモデルでは回避できる
[Conlon JP et al 2008]．

2. Runaway problem: flux CY コンパクト化では，V Ñ 0でポテンシャルが必
ずゼロとなる．

References

• Kallosh R, Linde A:jhep12, 004(2004)[hep-th/041101]

”Landscape, the scale of SUSY breaking, and inflation”

• ibid: jcap04,017 (2007)[0704.0647]

”Testing String Theory with CMB”

• Conlon JP, Kallosh R, Linde A, Quevedo F: jcap 09, 011 (2008)

”Volume Modulus Inflation and the Gravitino Mass Problem”
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§4.8
Monodromy Inflation

概要 String理論において，super-Planck excursionを自然な形で可能にし，large

field inflationを実現する強力なアイデア．周期性をもつモジュライ変数が，ブレー
ンやフラックスとの相互作用によりmonodromy的非周期性を獲得するというフ
レームワーク．

4.8.1 IIA理論におけるモジュライ安定化

概要 IIA理論では，IIB理論と異なり，量子効果を用いない純粋の古典的なフラッ
クスコンパクト化ですべてのモジュライが安定化される例が存在する．

References

• Scherk J, Schwarz H: NPB153, 61 (1979)

How to get masses from extradimensions”

• Grimm TW, Louis J: NPB718, 153 (2005)

”The effective action of type IIA Calabi-Yau orientifolds”

• O DeWolfe, A Giryavets, S Kachru, W Taylor: jhep07, 066 (2005)

”Type IIA moduli stabilization”

• Derendinger JP, Kounas C, Petorpoulos PM, Zwirner F: NPB715, 211 (2005)

”Superpotentials in IIA compactifications with general fluxes”

• Villadoro G, Zwirner F: jhep 06, 047 (2005)

”N “ 1 effective potential from dual type-IIA D6/O6 orientifolds with gen-

eral fluxes”

IIA理論では，フラックスのみですべてのモジュライが安定化される場合がある．
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1. DGKTモデル

[O DeWolfe, A Giryavets, S Kachru, W Taylor (2005)]

• 理論：Massive IIA

• コンパクト化：Y “ T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2
3 orientifold

[Dixon IJ,Harvey JA, Vafa C, Witten E: NPB261, 678 (1985)]

– T 6: zi „ zi ` 1 „ zi ` α (α “ eiπ{3).

– T 6 Ñ T 6{Z3: orbifold

T : pz1, z2, z3q Ñ pα2z1, α
2z2, α

2z3q (4.8.1)

この orbifoldは２７個の不動点をもち，CY(χ “ 72)の特異極限．

– T 6{Z3 Ñ T 6{Z2
3: free action Qによる同一視

Q : pz1, z2, z3q Ñ

ˆ

α2z1 `
1 ` α

3
, α4z2 `

1 ` α

3
, z3 `

1 ` α

3

˙

(4.8.2)

この orbifoldは 9個の Z3 特異点をもち，CY(χ “ 24)の特異極限で，
h2,1 “ 0, h1,1 “ 12. h1,1のうち 9個は blow up modulas, 残り３個は幾
何学的なKählerモジュライ．

– Orientifolding O “ Ωpp´1qFLσ

σ : zi Ñ ´z̄i (4.8.3)

Orientifold plane O6は T 6の yi方向の T 3に巻き付く．

• モジュライ：Kähler 3個 + axio-dilaton

ψj “ bj ` ivj pj “ 1, ¨, 4q, (4.8.4a)

V “ v1v2v3, (4.8.4b)

v4 “
1

?
2
e´ϕ

?
V . (4.8.4c)

ここで，vjはトーラスT 2
j のサイズ，bj(j “ 1, 2, 3)はB2 “

ř3
j“1 bjwj (wj9idz

j^

dz̄jより，b4はCr3s “ b4α0より生じる:

Ω “ 31{4idz1 ^ dz2 ^ dz3 “
1

?
2

pα0 ` iβ0q. (4.8.5)

• Kählerポテンシャル

K “ ´ lnp8V 3e4ϕq “ ´ lnp32v1v2v3v
4
4q. (4.8.6)
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• Flux H3, F2, F4, F6 ñ W

W “
f6
?
2

`

3
ÿ

i“1

f4,i
?
2
ψi ´

f0
?
2
ψ1ψ2ψ3 ´ 2f3ψ4. (4.8.7)

ここで f6, f4,i, f0, f3はフラックスの強度を表す整数で，次の量子化条件を満
たす

f0f3 “ ´2. (4.8.8)

この超ポテンシャルは，Kählerポテンシャルを一定に保つ変数の変換

ψi Ñ
C

|f4,i
ψi pi “ 1, 2, 3q, (4.8.9a)

ψ4 Ñ
C

|f3|
ψ4 `

1

2
?
2

f6
f3
, (4.8.9b)

C “

b

|f0|´1|f4,1f4,2f4,3| (4.8.9c)

により

W “ C

˜

3
ÿ

i“1

f̂4,i
?
2
ψi ´

f̂0
?
2
ψ1ψ2ψ3 ´ 2f̂3ψ4

¸

(4.8.10)

と全体のスケールを除いて連続パラメータを持たない形に書き換えられる．
ここで，f̂˚は f˚の符号である．したがって，すべてのフラックスがゼロで
ないときには，ポテンシャルはフラックスに依存しなくなる．

• SUSY vacuum:このポテンシャルは

δ “ signpf0f4,1f4,2f4,3q (4.8.11)

として，δ “ ´1の時に超対称な adS臨界点をもつ：

f̂4,1ψ1 “ f̂4,2ψ2 “ f̂4,3ψ3 “ i

c

5

3
, f̂3ψ4 “ i

2

3

c

10

3
. (4.8.12)
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2. VZ model

[Villadoro G, Zwirner F (2005); Derendinger JP, Kounas C, Petorpoulos PM,

Zwirner F (2005)]

• 内部空間：Y “ T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2 ˆ Z2{O

２つの Z2変換は, zj “ x2j`2 ` ix2j`3(j “ 1, 2, 3)とするとき,

Z2 : pz1, z2, z3q Ñ p´z1,´z2, z3q, (4.8.13a)

Z 1
2 : pz1, z2, z3q Ñ pz1,´z2,´z3q (4.8.13b)

• Orientifold変換O “ Ωpp´1qFLR:

R : pz1, z2, z3q Ñ p´z̄1,´z̄2,´z̄3q (4.8.14)

各場のパリティは
ϕ B C1 C3

p´1qFL ` ` ´ ´

Ωp ` ´ ` ´

• 変換で不変なバルクスカラ場

– dilaton: ϕ

– Kähler moduli: tA (A “ 1, 2, 3)

– CS moduli: uA (A “ 1, 2, 3)

– axion fields:

B45, B67, B89 ñ τApA “ 1, 2, 3q, (4.8.15a)

C579;C568, C478, C469 ñ σ; νApA “ 1, 2, 3q (4.8.15b)

ここで，

ds2pMq “
1

ŝ
g̃µνpxqdxµdxν `

3
ÿ

A“1

tA

ˆ

ûApdx2j`2q2 `
1

ûA
pdx2j`3q2

˙

,(4.8.16a)

e´2ϕ “
ŝ

t1t2t3
, ŝ “ s2û1û2û3, (4.8.16b)

ui “

?
ŝû1û2û3
ûi

, (4.8.16c)

B45|67|89 “ τ1|2|3, (4.8.16d)

C579 “ σ, C568|478|469 “ ´ν1|2|3 (4.8.16e)

• Chiral modui variables

S “ s ` iσ, TA “ tA ` iτA, UA “ uA ` iνA. (4.8.17)
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• Kählerポテンシャル

K “ ´ lnY ; Y “ st1t2t3u1u2u3 “ e´4ϕV 3. (4.8.18)

• BG fluxes

– H3-flux: Hp0q “ H468, H
1|2|3|

p1q
“ H578|569|479

– geometrical flux fabc:

ω
1|2|3
p1q

“ f597|759|975, (4.8.19a)

ω
1|2|3
p2q

“ f586|748|964, (4.8.19b)

pωABp3q q “

¨

˚

˝

0 f 4
96 f 4

87

f 6
49 0 ff 6

58

f 8
74 f 8

65 0

˛

‹

‚

(4.8.19c)

– RR-flux:

∗ F0: Fp0q

∗ F2: F
1|2|3
p2q

“ F45|67|89

∗ F4: F
1|2|3
p4q

“ F6789|8945|4567

∗ F6: dual to Fµνλσ “ F p6qϵµνλσpXq

• Super potetial

W “
1

4

ż

Y

F ^ eiJ
c

´ ipH ´ if ˝J cq ^ Ωc. (4.8.20)

ここで，

F “ dC ` F0e
B, (4.8.21a)

J c “ J ` iB; J “
i

2

3
ÿ

A“1

dzA ^ dz̄A, (4.8.21b)

Ωc “ Re pieϕΩq ` iCr3s; Ω “ dz1 ^ dz2 ^ dz3, (4.8.21c)

pf ˝J cqabd “ f ebaJ
c
ed. (4.8.21d)

具体的には

J c45|67|b9 “ T1|2|3, (4.8.22a)

Ωc
579 “ S, Ωc

568|478|469 “ ´U1|2|3 (4.8.22b)
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なので，

4W “

3
ÿ

A“1

pωAp1qTAUA ´ ωAp2qSTAq ´

3
ÿ

A,B“1

ωABp3q TAUB

`

3
ÿ

A“1

piFA
p4qTA ´ FA

p2qTBTCq ` Fp6q ´ iFp0qT1T2T3

`ipHp0qS ´

3
ÿ

A“1

HA
p1qUAq. (4.8.23)

• SUSY adS minimum: 理論が３つの T 2の入れ替えについて対称で，BG flux

が条件

1

9
Fp6q “ ´t20Fp2q “

t0u0
6
ωp1q “

s0t0
2
ωp2q “

t0u0
6
ωp3q “ p, (4.8.24a)

t0
2
Fp4q “

t30
5
Fp0q “ ´

s0
2
Hp0q “

u0
2
Hp1q “ q (4.8.24b)

を満たすとき，KとW は

K “ ´ lnpst4u3q, (4.8.25a)

W “
p

4

!

906pŜ ` 3ÛqT̂ ` 3T̂ 3
)

`
iq

4

!

´2pŜ ` 3Ûq ` 9T̂ ´ 5T̂ 3
)

(4.8.25b)

となり (T̂ “ T {t0, Û “ U{u0, Ŝ “ S{s0)，安定な超対称 adS最小点をもつ:

S “ s0p1 ´ 3iaq, TA “ t0, UA “ u0p1 ` iaq. (4.8.26)

ここで，aは任意の実数である．したがって，ポテンシャルは aの変化する
方向に flat directionをもつ．
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4.8.2 IIA理論でのdS真空

概要 Massive IIAを pNil{Γq2の orientifoldにコンパクト化．モジュライは，g „

eϕV 1{4, e6σ „ V およびNil{Γのねじれたトーラスの 2つの周期L1, L2. ポテンシャ
ルとして，RpY q Ñ VR, pO6, H3, F0q Ñ VOHm0 , F6 Ñ VF6 , KK5 braneÑ VKK5を
考慮すると，安定な dS真空が存在．

References

• Silverstein E: prd 77, 106006 (2008)

”Simple de Sitter solutionS”

モデル

• 内部空間：Y “ Nil3 ˆ Ñil
3
{Γ{O

ℓ´2
s ds2pMq “ gpNilq ` gpÑilq; (4.8.27a)

gpNilq “ L2
1pη

1q2 ` L2
2pη2q2 ` L2

xpη3q2, (4.8.27b)

η1 “ du1, η2 “ du2, η
3 “ dx `

M

2
pu1du2 ´ u2du1q. (4.8.27c)

コンパクト化に用いる離散群 Γは各Nilについて，次の３つの等長変換によ
り生成される：

tx : px, u1, u2q Ñ px ` 1, u1, u2q, (4.8.28a)

t1 : px, u1, u2q Ñ
`

x ´ M
2
u2, u1 ` 1, u2

˘

, (4.8.28b)

t2 : px, u1, u2q Ñ
`

x ` M
2
u1, u1, u2 ` 1

˘

. (4.8.28c)

これらの変換は次の関係式を満たす：

t1t2t
´1
1 t´1

2 “ tMx (4.8.29)

また，orientifoldingはO “ Ωpp´1qqFLR:

R : Nil ˆ Ñil Q pX, X̃q Ñ pX̃,Xq (4.8.30)

これより，

π1pY q “
@

γ1 “ t1t̃1, γ2 “ t2t̃2, γx “ txt̃x; γ1γ2γ
´1
1 γ´1

2 “ γMx
D

,(4.8.31a)

H1pY,Zq “ xγ1, γ2, γx;Mγx “ 0y – Z ` Z ` ZM , (4.8.31b)

H1pY,Rq – R2. (4.8.31c)
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• モジュライ: g, L, L1, L2, σ

ds2pMq “ gpX4q ` gpY6q, (4.8.32a)

eϕ “ gse
ϕ̃, (4.8.32b)

V “ L6{2 “ L2
1L

2
2L

2
x{2 “ pL6

0{2qe6σ, (4.8.32c)

g “
eϕ

L3{2
“

gs

L
3{2
0

eϕ̃´3σ, (4.8.32d)

gEpX4q “ e6σ´4ϕ̃gspX4q. (4.8.32e)

• stringフレームのポテンシャル Vsと Einsteinフレームでのポテンシャル V

の関係：

Vs “ ´
1

2ℓ4s

ż

Y

e´2ϕRspY q ` ¨ ¨ ¨ (4.8.33)

に対して，

V “ m4
pl

e4ϕ

pL6{2q2
Vs. (4.8.34)

• 曲率

RspY q “ ´
L2
xM

2

ℓ2sL
4
u

; L2
u “ L1L2 ñ VR “ m4

pl

g2L2
xM

2

2L6
. (4.8.35)

• Orientifold plane O6 とH3フラックス

– O6 plane tension

VO6 “ ´23πg3. (4.8.36)

– Tadpole cancelation for H3:

m0

ż

Σ3

H “ ´2
?
2µ6κ

2nO6. (4.8.37)

ここで，orientifold projectionで残るH3は

H3 “ p1pη1 ^ η2 ^ η3 ´ η̃1 ^ η̃2 ^ η̃3q

`p2pη̃1 ^ η2 ^ η̃3 ´ η1 ^ η̃2 ^ η3q

`p3pη1 ^ η̃2 ^ η̃3 ´ η̃1 ^ η2 ^ η3q (4.8.38)

量子化条件

m0 “
f0

2
?
2πℓs

; f0 P Z, (4.8.39a)

pi “ ´h3 ip2πq2ℓ2s; h3 i P Z (4.8.39b)
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を考慮すると，tadpole相殺条件は

f0h3 i “ 2 ñ f0 “ 1, h3,i “ h3 “ 2. (4.8.40)

よって，O6, H3および F0のポテンシャルへの寄与は

m´4
pl VOHm0 “

3p2g2

2ℓ4sL
6

´
2
?
2

ℓs
|m0p|g3 `

ℓ2sm
2
0g

4L6

4
. (4.8.41)

• F6 フラックス

F6 “ ℓ5sKη
1 ^ η2 ^ η3 ^ η̃1 ^ η̃2 ^ η̃3, (4.8.42)

K “ f6p2πq5{
?
2; f6 P Z, (4.8.43)

VF6 “ m4
plg

4 K
2

4L6
. (4.8.44)

• Discrete Wilson line: q, r P Zを任意定数として，

F̃2 “ dC1 ` m0B, (4.8.45a)

B “
q

M
p2πq2ℓ2sdx ^ dx̃ `

r

M
p2πq2ℓ2spdx ^ η̃1 ´ dx̃ ^ η1q ` ¨ ¨ ¨ ,(4.8.45b)

VBWL “ 4π4m4
plm

2
0ℓ

2
s

´ q

M

¯2

g4 ` ¨ ¨ ¨ . (4.8.45c)

• KK 5-branes：4次元時空Xおよび Bx ´ Bx̃, Bu1 ` Bu2 ` Bũ1 ` Bũ2に巻きつく
D5ブレーンで，Bx ` Bx̃方向のUp1qに関してKK磁荷をもつ．

VKK5 “ 4m2
plg

2nK
L
5{2
x

L9{2
. (4.8.46)

• 全ポテンシャル

V “ m4
pl

`

ag2 ´ bg3 ` cg4
˘

; (4.8.47)

a “ M2 L
4
x

2L6
` 4nK

L
5{2
x

L9{2
`

3p2

2ℓ4sL
6
, (4.8.48)

b “
2
?
2

ℓs
|pm0|, , (4.8.49)

c “ ℓ2s

”m2
0

4
L6 ` 4π4m2

0

´ q

M

¯2 L6

L4
x

`

´ r

M

¯2 16π4m2
0L

3

Lx

`

´ r

M

¯4 p2πq8m2
0

L2
x

`
K2

4ℓ12s L
6

ı

. (4.8.50)

このポテンシャルは，

δ “
4ac

b2
´ 1 (4.8.51)
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図 4.4: IIA理論のNilコンパクト化により得られた dS真空の例

で定義される δの最小値が
0 ă δ ă 1{8 (4.8.52)

を満たしているので，適当な a, b, cの値で，gに関して V ą 0となる極小点
をもつ．

• Example: nK “ M “ 10, f6 “ 80, q “ r “ 1 [Silverstein E (2008)]

– Critical point

g » 0.00015 ñ δ “ 0.005359, (4.8.53a)

pL,Lxq “ p15.45, 2.099q ñ V » 2.4 ˆ 10´13. (4.8.53b)

目次へ



第 4章 超弦理論コンパクト化とインフレーション 247 目次へ

Scaling モジュライ変数を

L “ K1{6L̂, Lx “ M´1{2L̂x, g “ K´1ĝ (4.8.54)

とスケールすると，ポテンシャルは次の形に書ける：

V “
m4

pl

K3
ĝ2pâ ´ b̂ĝ ` ĉĝ2q; (4.8.55a)

â “
L̂4
x

2L̂6
` 4nK

K1{4

M5{4

L̂
5{2
x

L̂9{2
`

6p2πq4

L̂6
, (4.8.55b)

b̂ “ 8π, (4.8.55c)

ĉ “
L̂6

32π2
`
π2q2

2

L̂6

L̂4
x

` 2π2
´ r

M

¯2
ˆ

M

K

˙1{2
L̂3

L̂x

`32π6
´ r

M

¯4 M

K

1

L̂2
x

`
1

4L̂6
. (4.8.55d)
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4.8.3 Monodromy inflation in IIA

概要 Massive IIA理論の Nilコンパクト化において，適当な Nilの S1に巻きつ
くD4ブレーンを考えると，その別の S1方向の運動に対してモノドロミーが生じ，
D4ブレーンの位置がインフラトンとなる large field インフレーションモデルが構
成できる．

References

• Silverstein E, Westphal A: prd78, 106003 (2008)

“Monodromy in the CMB: Gravity waves and string inflation”

1. D4ブレーンの作用積分

10次元 IIA理論の Y6 “ Nil{Γ ˆ ĂNil{Γ̃へのコンパクト化において，

x1 “ x ´
M

2
u1u2 (4.8.56)

とおくと，Γを生成する変換 tx, t1, t2は

tx : px1, u1, u2q Ñ px1 ` 1, u1, u2q, (4.8.57a)

t1 : px1, u1, u2q Ñ px1 ´ Mu2, u1 ` 1, u2q, (4.8.57b)

t2 : px1, u1, u2q Ñ px1, u1, u2 ` 1q (4.8.57c)

となるので，Nil{ΓはNil{ xtx, t2y – T 2 ˆRを t1で割ったものとなる．Nilの計量は

ds2 “ L2
1du

2
1 ` L2

2du
2
2 ` L2

xpdx1 ` Mu1du2q
2 (4.8.58)

いま，4次元時空X4に広がり，Nil{Γの x1 “ const, u1 “ constで決まる u2方向
の S1に巻き付くD4ブレーンを考える．この S1の長さ ℓは，u1の関数

ℓ “ pL2
2 ` L2

xM
2u21q1{2 (4.8.59)

となり，|u1|の増大とともに限りなく増大する．D4ブレーンのエネルギーはこの
S1の長さに比例するので，large field inflatonの候補となる．
D4ブレーンが u1方向のみに運動するとすると，D4ブレーンの作用積分

SD4 “ ´

ż

Σ5

d5ξ

p2πq4ℓ5s
e´ϕ

a

detpG ` Bq `
1

p2πq4ℓ5s

ż

Σ5

Ce´B`2πℓ2sF (4.8.60)

は，

SD4 “
1

p2πq4gsℓ4s

ż

d4x
?

´g4

b

pL2
2 ` L2

xM
2u21q p1 ´ ℓ2sL

2
1 9u21q (4.8.61)
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となる．これを 9u1について展開し 2次まで取り，運動項の正規化のために，変換

dϕ

du1
“

L
3{2
u β´1{4

p2πq2
?
gsℓs

ˆ

1 `
M2L2

x

βL2
u

u21

˙1{4

(4.8.62)

を行うと，

SD4 “

ż

d4x
?

´g4

ˆ

1

2
9ϕ2 ´ VD4pϕq

˙

; (4.8.63)

VD4 “
β1{2Lu

p2πq4gsℓ4s

ˆ

1 `
M2L2

x

βL2
u

u1pϕq2
˙1{2

(4.8.64)

を得る．ここで，
β ” L2{L1, L2

u “ L1L2 (4.8.65)

2. ポテンシャルの振る舞い

ϕcrを
ϕcr

mpl

« p2πq3{2β1{4 g
1{2
s L3{4

?
2ML

9{4
x

(4.8.66)

とすると，

• ϕ ! ϕcrのとき：

VD4 »
1

2
m2ϕ2; m2 “

M2L4
x

ℓ2sL
6
. (4.8.67)

Nilコンパクト化におけるモジュライポテンシャルのうち，曲率項の寄与を

Vmod,R » m4
pl

p2πq7

4
g2
M2L2

x

L6
(4.8.68)

とすると，

VD4 „

ˆ

ϕ

mpl

˙2

Vmod,R (4.8.69)

より，ϕ Á mplの領域でこの近似が成り立つとすると，D4ブレーンのエネ
ルギーがモジュライ安定化に大きく影響することになる．したがって，次の
ϕ " ϕcrの領域までブレーンのモジュライ安定化への影響が無視して上記の
ポテンシャルが使用できるためには，

ϕcr ă mpl (4.8.70)

が要求される．
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• ϕ " ϕcrのとき：

ϕ «
M1{2LuL

1{2
x

6π2g
1{2
s ℓsβ1{2

u
3{2
1 (4.8.71)

より，

VD4 » µ10{3ϕ2{3; (4.8.72)

µ10{3 “

ˆ

3

2

˙2{3

p2πq´8{3M
2{3β1{3Lx

ℓ
10{3
s g

2{3
s L

. (4.8.73)

3. 整合性

D4の影響でモジュライ安定化が壊されないための条件 Vmod,Rをモジュライポテ
ンシャルのうち曲率の寄与として，安定化が壊されないための必要条件は

VD4 ă Vmod,R ñ ϕ ă ϕmax „ mpl ˆ p2πq21{2

ˆ

mpl

µ

˙5
M3g3L6

x

8L9
. (4.8.74)

Rescaleしたモジュライ変数で表すと

ϕcr

mpl

„ p2πq3{2β1{4ĝ1{2

ˆ

M

K

˙1{8
˜

L̂

L̂x

¸9{4

, (4.8.75a)

ϕmax

mpl

„
β´1{2

3p2πq3ĝ

ˆ

K

M

˙1{4
L̂

L̂x

´9{2

(4.8.75b)

これより，F6フラックスの大きさKを大きく，または βを小さくなるパラメータ
tuningをすれば，ϕcr{mpl ! 1かつ ϕmax{mpl Á 10という要請が満たされる．
【Note 4.8.1】 　

• KK5ブレーンの生み出すポテンシャルは

VKK5 „
1

?
β
m4

plg
2ML

5{2
x

L9{2

„
m4

pl

K3

1
?
β

ˆ

K

M

˙1{4
L̂2
x

L̂9{2
ĝ2 „ Vmod,R ˆ

1
?
β

ˆ

K

M

˙1{4
L̂3{2

L̂2
x

(4.8.76)

となるので，K2{βを増大させると，KK5ブレーンのエネルギーが支配的と
なり危険．

• Kallosh-Linde問題

m2
plH

2
inf „ VD4 ă Vmod,R „ m2

plRspY q À m2
plm

2
3{2 (4.8.77)

より
Hinf À m3{2. (4.8.78)

l
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D4ブレーンの反作用によるモジュライ極点のずれとインフレーション軌道のずれ
全ポテンシャルは，D4ブレーンがない場合のモジュライ平衡点近傍で展開すると

Vtot “ VmodpLeσq ` VD4pϕ, Leσq

» VmodpLq `
1

2
B2
σVmodσ

2 ` VD4pϕ, Lq

`BσVD4σ `
1

2
B2
σVD4σ

2 (4.8.79)

ここで，
VD4 ! Vmod ! B2

σVmod (4.8.80)

より，

σ «
BσVD4

B2
σVmod ` B2

σVD4

„
VD4

Vmod,R

. (4.8.81)

これを考慮して B2
ϕV を計算すると，

∆η „ η
VD4

Vmod,R

. (4.8.82)

したがって，VD4{Vmod,R ! 1なら，ηへの backreactionは無視できる．

D4の 6次元内部空間への影響 D4ブレーンが u1の位置にあるとき，D4ブレー
ンは u2方向に一定の間隔でずれながら，x1方向にNw “ Mu1回巻き付いた状態に
ある：

Nw “ Mu1 „
VD4

Vmod,R

2L3
xM

2

p2πq3gs
. (4.8.83)

そこで，Y6においｋて u2, x, x̃方向をKK reductionし，ũ2u1, ũ1上の理論に落と
すと，D4ブレーンの重力ポテンシャルは

ΦD4 „
G7VD4

r
; G7 „ p2πq4

g2sℓ
5
s

L2
xL2

. (4.8.84)

これより，D4ブレーンの曲率の影響領域の半径 rcは rc „ G7VD4. これを Y の半
径と比較すると

rc
L2ℓs

„
VD4

Vmod,R

L3
xM

2

βL3p2πq2
„

VD4

Vmod,R

1

βp2πq2

c

M

K
, (4.8.85a)

rc
L2ℓs

„
VD4

Vmod,R

1

p2πq2

c

M

K
. (4.8.85b)

ここで，
VD4

Vmod,R

9β1{3 (4.8.86)

より，K{M " 1としても βが小さすぎると，内部空間が古典的に扱える条件
rc
L2ℓs

! 1,
rc
L1ℓs

! 1 (4.8.87)

が満たされなくなる．
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4. 観測情報からの制限

一般に，V9ϕpのとき，

N »
1

2p

#

ˆ

ϕN
mpl

˙2

´ 1

+

(4.8.88)

より，スカラ曲率ゆらぎの振幅は

∆R »

˜

V 3

12π2m6
plV

12

¸1{2

»
p4{3q1{6

2π
N2{3

ˆ

µ

mpl

˙5{3

. (4.8.89)

COBE規格化では
µobs » 1.6 ˆ 10´3 pN “ 60q. (4.8.90)

整合性条件を rescaleされたモジュライパラメータで表すと

ϕcr

mpl

„ p2πq3{2γ´1{2 ĝ
1{2

?
2

˜

L̂

L̂x

¸9{4

! 1, (4.8.91a)

ϕmax

mpl

„
γ

3p2πq3ĝ

˜

L̂

L̂x

¸´9{2

ą
ϕN
mpl

, (4.8.91b)

ϕ˚

mpl

„ K9{8γ1{4, (4.8.91c)

∆R „ 602{3 p2πq7{2

25{6
K´3{2γ´1{3ĝ4{3 L̂

1{2
x

L̂3{2
. (4.8.91d)

ここで，

γ ” β´1{2

ˆ

K

M

˙1{4

. (4.8.92)

まず
ϕmax ą 9mpl ñ γ ą 190 pNtotal ą 60q (4.8.93)

また，
∆R „ 5.4 ˆ 10´5 ñ γ1{3K3{2 „ 1.9 ˆ 1010. (4.8.94)

両者より，
K ď 2.3 ˆ 106 ñ f6 À 310. (4.8.95)

および
βM {2 À 0.04 (4.8.96)

これはM “ 1でも β „ 0.04程度の fine tuningが必要であることを意味する．
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（注） Silversteinが dS真空を求めたモデルでは，KK5ブレーンは β “ 1に安定
化させる効果をもつ．

【Exercise 4.8.2】 　 IIA理論のNilコンパクト化において，D4を u2 ´ ũ2方向
に巻き付け，u2 ` ũ2, u1, ũ1の線形結合の方向に動くとする：

u2 “ σ ` cuBptq, ũ2 “ ´σ ` cuBptq, u1 “ auBptq, ũ1 “ buBptq. (4.8.97)

このとき，uB " 1で，VD49ϕ
2{5となることを示せ． l
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4.8.4 Axion monodromy inflation in IIB model

概要 IIB理論におけるDBI作用積分が生み出すD5-B場アクシオン結合，NS5-C

がアクシオン結合を用いると，大振幅で V9ϕとなる大振幅アクシオンインフレー
ションモデルが構成できる．このモデルは，IIA理論のNilコンパクト化に基づく
monodromy influmの T双対と見なすことができる（D4Ø D5/NS5, geometrical

flux Ø B{C場).

References

• McAllister L, Silverstein E, Westphal A: prd82, 046003 (2010)

Gravity waves and linear inflation from axion monodromy”

axions IIB理論では、２種類のモデル依存 axionsが生じる：

• B2 “
ř

I bIω
I ñ bI(I “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1)

• Cp “
ř

c
ppq
α ωαrps ñ c

ppq
α (α “ 1, ¨ ¨ ¨ , bp)

ブレーンが存在しないとき、これらの場はシフト対称性をもつ：

ϕa Ñ ϕa ` p2πq2fa (4.8.98)

運動項は一般に、

Skin “
1

2

ż

d4x
?

´g4γ
IJBaI ¨ Baj (4.8.99)

の構造をもつ。ここで、

γIJ “

#

1
6p2πq7g2sℓ

8
s

ş

Y
˚ωI ^ ωJ ; bI

1
6p2πq7ℓ8s

ş

Y
˚ωI ^ ωJ ; cJ

(4.8.100)

これより、

m2
pl “

2

p2πq7
V

g2sℓ
2
s

, V “ VolpY q{ℓ6s “ L6 (4.8.101)

を考慮すると

ϕ2
b „

L2b2

3g2sp2πq7ℓ2s
“

1

6
L2m2

plb
2 ñ fa „

L
?
6
mpl, (4.8.102a)

ϕ2
c „

L2c2

3p2πq7ℓ2s
“

1

6
g2sL

2m2
plc

2 ñ fa „
gsL
?
6
mpl. (4.8.102b)
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Brane-axion 相互作用 DBI作用積分より

D5 : V pbq “
ϵ

gsp2πq5ℓ4s

?
ℓ4 ` b2, (4.8.103a)

NS5 : V pbq “
ϵ

g2sp2πq5ℓ4s

a

ℓ4 ` g2sc
2 (4.8.103b)

両者はS双対変換により互いに移り変わる．いずれのモデルでも、ϕa " mplのとき

V pϕaq « µ3
aϕa (4.8.104)

B-axion IIB理論の CYコンパクト化により、N “ 2の 4D sugraが得られる。
この際のモジュライは、orientifold射影のあと、

• Kähler: TA “ τA ` iθA; θA “
ş

Σ
p4q
A
C4

ñ Tα` : O-even

• Axionic: GI “ g´1
s bI ` ipcI ´ C0b

Iq: O-odd

このとき、

Tα “
3

2
pBvαV ` iθαq ´

3

8
eϕcαIJGIpG ` ḠqJ (4.8.105)

[Grimm TW, Louis J: npb699, 387 (2004)] より、h1,1` “ 1のとき（すなわちO射
影で残るケーラーモジュライが 1個の場合），Kählerポテンシャルは

K “ ´2 lnpe´3ϕ{2V q “ ´3 ln

ˆ

TL ` T̄L `
3

2
e´ϕcLIJbIbJ

˙

(4.8.106)

となる (κIJK Ñ p2πq6cIJK。このKの b依存性のため、B-axionには η問題が起こ
りインフラトンとなれない。
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C-axion C-axionとNS5ブレーンの結合の場合、η問題は起こらず、インフラト
ンとなることが可能。ただし、Euclidian D1ブレーンとの相互作用は危険で、抑
制が必要。
例えば、h1,1` “ 2, h1,1´ “ 1となるコンパクト化では、

K “ ´2 lnVE; VE “
L6

g
3{2
s p2πq6

“ pTL ` T̃Lq3{2 ´ rT` ` T̄` `
3

8
gsc`´´pG´ ` Ḡ´q2s3{2,

(4.8.107a)

W “ W0 ` A1e
´a`T` ` ALe

´aLTL (4.8.107b)

に対し、モデルパラメータを

AL “ ´1, A` “ 1, aL “
2π

25
, a` “

2π

3
, W0 “ 3 ˆ 10´2 ˆ W0pKKLTq (4.8.108)

ととると、モジュライは安定化される：

TL „ 20, T` „ 4, b „ 0. (4.8.109)

さらに、NS5ブレーンとの相互作用

VNS5 “ m4
pl

e4Abottom

p2πq3gsV 2
E

b

v2` ` g2sc
2, (4.8.110)

v2` “
gs
2

"

T` ` T̄` `
3

8
gsc`´´pG´ ` Ḡ´q2

*

, (4.8.111)

ϕc „ mple
Atop

cgs
L2

(4.8.112)

を考慮すると、cはインフラトンとなる。モデルパラメータとして

eAbottom „ 0.04, eAtop „ 1 (4.8.113)

と取ると、巻きつき数はNw „ 70となり、axionのモジュライへの反作用は無視で
きる。
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4.8.5 様々な axion monodromy influms

• Stringy realisation

– Baumann D, McAllister L: Inflation and String Theory (CUP, 2015)

review

– Westphal A: IJMPA30, 1530024 (2015) [1409.5350]

• D7-deformation moduli ñ axion

– Arends M, Hebecker A et al: FortPhys. 62, 647 (2014) [1405.0283]

• B-axion

– McAllister L, Silverstein E, Westphal A, Wrase : jhpe09, 123 (2014)

[1405.3652]

– Franco S, Galloni D, Retolaza A, Uranga A: jhep02, 086 (2015) [1405.7044]

• NG flux + Kähler moduli ñ axion

– Hassler F, Lust D, Massai S: [1405.2325]

• Wilson line axion, MSSM D-brane position modulus

– Ibanez LE, Valenzuela I: plb736, 226 (2014) [1404.5235]

• F-theory

– Grimm TW: plb739, 201 (2014) [1404.4268]

• CS moduli

– Garcia-Etxebarria I, Grimm TW, Valenzuela I: npb 899, 414 (2015)

[1412.5537]
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§4.9
Non-geometrical flux

4.9.1 T双対変換

References

• Buscher TH: PLB194(1987)59.

“A Symmetry of the String Background Field Equations’‘

• Buscher TH: PLB201(1988)466.

“Path-integral derivation of quantum duality sigma-models’‘

• Bergshoeff E, Hull CM, Ortin T: NPB451(1995) 547.

”Duality in the Type–II Superstring Effective Action“

• Hassan SF: NPB568 (2000) 145.

”T-Duality, Space-time Spinors and R-R Fields in Curved Backgrounds”

1. NS sector

Nonlinear σモデルアプローチ [Buscher TH (1987, 1988)]

ストリング作用積分

S “
1

4πα1

ż

Σ2

d2σ
?
h
“

habgpXqpBaX, BbXq ` ϵabBpXqpBaX, BbXq ` α1p2qRϕpXq
‰

(4.9.1)

において，背景場が k “ Bx方向に不変であるとする：

BxgMN “ BxBMN “ Bxϕ “ 0 (4.9.2)

このとき，この作用積分は次のものと同等である：

S1 “ S0pBaX
x Ñ Vaq `

1

4πα1

ż

Σ2

XxdV (4.9.3)
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この新たな作用積分で， Vaを消去すると（Legendre変換),

Ŝ “ S0pg Ñ ĝ, B Ñ B̂q; (4.9.4)

ĝ “ g´1
xx pdXx ` Bpxqq

2 ´ gxxg
2
pxq ` g1 (4.9.5)

B̂ “ gpxq ^ p´dXx ` Bpxqq ` B1 (4.9.6)

ϕ̂ “ ϕ ´ 1
2
log gxx (4.9.7)

を得る．ここで，

gpxq “
1

gxx
gxIdX

I (4.9.8a)

Bpxq “ IBxB “ BxIdX
I (4.9.8b)

この変換則はBucherルールと呼ばれる．

2. RRセクター

RRセクターのフォーム場

• IIA

F̃2 “ F2 “ dC1, (4.9.9a)

F̃4 “ dC3 ` C1 ^ H3 (4.9.9b)

• IIB

F̃1 “ F1 “ dC0, (4.9.10a)

F̃3 “ dC2 ´ C0H3, (4.9.10b)

F̃5 “ ˚F̃5 : dF̃5 “ H3 ^ F̃3 (4.9.10c)

のT双対変換は，

Fnpxq “ IBxFn “
1

pn ´ 1q!
FxI1¨¨¨In´1dX

I1 ^ ¨ ¨ ¨ dXIn´1 (4.9.11)

とおくとき，

F̃rnspxq “ F̃ 1
rn´1s ´ gpxq ^ F̃rn´1spxq, (4.9.12a)

F̃ 1
rns “ F̃rn`1spxq ` Bpxq ^ F̃rnspxq (4.9.12b)

で与えられる [Bergshoeff E, Hull CM, Ortin T (1995); Hassan SF (2000)].
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4.9.2 Geometrical flux

概要 Nil多様体など，ツィストしたトーラスによるコンパクト化は，ツィストを
一種のフラックスと見なすことにより，広い意味でフラックストーラスコンパク
ト化と見なすことができ，通常のフラックスコンパクト化とＴ双対変換により結
びつく．

Reference

• Kachru S, Shulz MB, Tripathy PK, Trivedi SP: JHEP0303(2003)061

“ New supersymmetric string compactifications”

1. 簡単な例

H3フラックスをもつ直交トーラス

T 3 “ R3{Z3 : px, y, zq „ px ` 1, y, zq „ px, y ` 1, zq „ px, y, z ` 1q;(4.9.13)

ds2 “ dx2 ` dy2 ` dz2, (4.9.14)

B “ Nzdx ^ dy, (4.9.15)

H3 “ dB “ Ndx ^ dy ^ dz; N “

ż

T 3

H3 pp2πq2α1 “ 1q (4.9.16)

に対して，x方向にT双対変換を施すと，

gpxq “ 0, Bpxq “ Nzdy; B1 “ 0 (4.9.17)

より，トーラスはNil多様体に変化し，B場は消える：

ds2 “ pdx ` Nzdyq2 ` dy2 ` dz2 (4.9.18a)

B “ 0 ñ H3 “ 0. (4.9.18b)

このNil多様体の自明でない接続係数をもち，それから作られる 3形式

ω3 “ ωab ^ θa ^ θb “ Nθ1 ^ θ2 ^ θ3 (4.9.19)

の成分は定数となる．この 3形式は geometric fluxと呼ばれる．
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2. T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2 orientifold

IIB-1 + O3

• Geometry

T 6 “ T 2 ˆ T 2 ˆ T 2 Q ppx1, y1q, px2, y2q, px3, y3qq; (4.9.20)

ds2 “

3
ÿ

i“1

“

R2
xipdx

iq2 ` R2
yipdy

iq2
‰

(4.9.21)

• Flux

H3 “ ´N1pdx
12 ` dy12q ^ dx3 (4.9.22a)

F3 “ N2pdx12 ` dy12q ^ dy3, F1 “ F5 “ 0 (4.9.22b)

ここで，N1, N2 P Z.

• Moduli

– Complex structure : h1,2 “ 9 for full.

τj “ iRyj{Rxj pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , 3q, S “ C0 ` ie´Φ (4.9.23)

– Kähler: h1,1 “ 9 for full

ρj “ iRxjRyj pj “ 1, 2, 3q (4.9.24)

• 10D IIB field equations (warping is neglected)

G3 “ F3 ´ SH3 “ pdx12 ` dy12q ^ pN2dy
3 ` N1Sdx

3q (4.9.25)

– Axio-dilaton =const ñ G3 ¨ G3 “ 0 ñ Sτ3 “ N2{N1

– Imaginary self-duality: ˚G3 “ iG3 ñ τ1τ2 “ ´1

– Z2 orientifolding: pxi, yiq ñ p´xi,´yiq ñ N “ 4 Susy, 26 “ 64 O3

+ flux ñ N “ 2 Susy

– RR-tadpole cancelation

ND3 ` Nflux “
1

4
NO3 “ 16;

Nflux “
1

p2πq4pα1q2

ż

Y6

H3 ^ F3 “ 2N1N2{2 “ N1N2 (4.9.26)

• Superpotential

Ω “ pdx1 ` τ1dy
1q ^ pdx2 ` τ2dy

2q ^ pdx3 ` τ3dy
3q

ñ WIIB “

ż

G3 ^ Ω “ ´p1 ` τ1τ2qpN2 ´ N1Sτ3q (4.9.27)
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IIB-1+O3 ñ IIA-2 + O4 x1方向のT変換を施すと

gx1x1 “ R2
x1, gpx1q “ 0, Bpx1q “ N1x

2dx3; B1 “ N1y
2dy1 ^ dx3 (4.9.28)

より、次の IIA理論の oritentifoldコンパクト化を得る：

• Geometry: Nil3 ˆ T 3

ds2 “ R̃2
x1

`

dx1 ` N1x
2dx3

˘2
` R2

x2pdx
2q2 ` R2

x3pdx
3q2 `

3
ÿ

j“1

R2
yjpdy

jq2,(4.9.29)

R̃x1 “ 1{Rx1 (4.9.30)

• Topology: Nilは T 2 ˆ Rを次の変換で同一視したものである：

x2 Ñ x2 ` 1,

˜

x1

x3

¸

Ñ S

˜

x1

x3

¸

; (4.9.31)

S “

˜

1 0

N1 1

¸

:

˜

γ1 Ñ γ1 ` N1γ3
γ3 Ñ γ3

¸

(4.9.32)

これより、
N1γ3 „ 0 ñ H1pY6q – Z5 ‘ ZN1 ñ b1 “ 5 (4.9.33)

Kähler多様体に対しては、h0,1 “ h1,0より b1は偶数となるので、これは Y6
がKähler多様体でないことを意味する。

• Form fluxes

H3 “ ´N1dy
1 ^ dy2 ^ dx3 (4.9.34a)

F2 “ N2dx
2 ^ dy3 (4.9.34b)

F4 “ N2pdx1 ` N1x
2dx3q ^ dy123 (4.9.34c)

• Geometrical flux: 基底

θ1 “ R̃x1pdx
1 ` N1x

2dx3q, θ2 “ Rx2dx
2, θ3 “ Rx3dx

3, ¨ ¨ ¨ (4.9.35)

に対して、接続係数は

ω2
3 “ ´fθ1, ω3

1 “ fθ2, ω1
2 “ fθ3; f “ N1

R̃x1

Rx2Rx3

(4.9.36)

となるので、geometrical fluxは

ωr3s :“
1
2
ωabθ

a ^ θb “ fθ1 ^ θ2 ^ θ3 “ N1R
´2
x1 dx

1 ^ dx2 ^ dx3 (4.9.37)
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• 曲率

R2
3 “ ´3f 2θ2 ^ θ3, R3

1 “ f 2θ3 ^ θ1, R1
2 “ f 2θ1 ^ θ2,(4.9.38a)

R1
1 “ 2f 2, R2

2 “ R3
3 “ ´2f 2, (4.9.38b)

Rs “ ´2f 2. (4.9.38c)

• Moduli

– Axio-dilaton: S̃ “ Rx1S.

– Complex structure: τ̃1 “ iR̃x1{Ry1 “ ´1{ρ1, τ̃2 “ τ2, τ̃3 “ τ3

– Size: ρ̃1 “ iR̃x1Ry1 “ τ1, ρ̃2 “ ρ2, ρ̃3 “ ρ3

– Constraint

ρ̃1τ̃2 “ ´1, R̃x1S̃τ̃3 “ N2{N1 (4.9.39)

• Superpotential

ΩIIA “ η1 ^ η2 ^ η3; ηj “ θj ` τ̃ jθj`3 pj “ 1, 2, 3q, (4.9.40a)

GIIA “ F̃4pxq ` k ^ F2 ´
iR̃x1

gIIAs

´

H3 ` R̃´2
x1 k ^ dk

¯

; k “ gx1 µdx
µ

(4.9.40b)

より、

WIIA “

ż

GIIA ^ ΩIIA “ ´N2p1 ` ρ̃1τ̃2q ` N1N2R̃x1S̃pτ̃3 ` ρ̃1τ̃2τ̃3qp“ WIIBq.

(4.9.41)
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IIA-2 + O4 ñ IIB-3 + O5 IIA-2+O4において、y1方向にT変換を施すと、

gpy1q “ 0, Bpy1q “ N1y
2dx3; B1 “ 0 (4.9.42)

より、つぎのような IIB理論のコンパクト化を得る：

• Geometry

ds2 “ R̃2
x1pdx

1 ` N1x
2dx3q2 ` R2

x2pdx
2q2 ` R2

x3pdx
3q2 (4.9.43)

`R̃2
y1pdy

1 ` N2y
2dx3q2 ` R2

y2pdy2q2 ` R2
y3pdy

3q2 (4.9.44)

• Form flux

H3 “ 0 (4.9.45a)

F3 “ ´N2pdx1 ` N1x
2dx3q ^ dy23 ` N2pdy

1 ` N1y
2dx3q ^ dx2 ^ dy3

(4.9.45b)

• Geometrical flux

ω2
3 “ ´fθ1, ω3

1 “ fθ2, ω1
2 “ fθ3; f “ N1R̃x1{pRx2Rx3q

(4.9.46a)

ω5
3 “ ´gθ4, ω3

4 “ gθ5, ω4
5 “ gθ3; g “ N1R̃y1{pRy2Rx3q

(4.9.46b)

• Superpotential

Ĵ “ iĵij̄η
i ^ ηj̄ ñ Ω̂ “ η1 ^ η2 ^ η3, (4.9.47a)

Ĝ3 “ F̂5pyxq ` k̂pxq ^
ˆ̃F3pyq ´ k̂pyq ^

ˆ̃F3pxq ` k̂pxq ^ k̂pyq ^ F̂1 (4.9.47b)

´ie´Φ̂

c

det
xy
ĵ
´

Ĥ3 ` ĵ´1
xx k̂pxq ^ dk̂pxq ` ĵ´1

yy k̂pyq ^ dk̂pyq

¯

(4.9.47c)

より、

ŴIIB “

ż

Ĝ3 ^ Ω̂ (4.9.48)
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4.9.3 Non-geometric flux

概要 H フラックス，幾何学的フラックス F，非幾何学的フラックスR, Qのす
べてを考慮すると，IIA理論のトーラスコンパクト化で得られる 4次元有効理論と
IIB理論から得られる 4次元有効理論は完全に T 双対性で対応するようになる．

Reference

• Wecht B: CQG 24 (2007) S773.

“ Lectures on non-geometrical flux compactifications”

• Shelton J, Taylor W, Wecht B: JHEP0510(2005)085.

“Nongeometric flux compactifications’‘

• Shelton J, Taylor W, Wecht B: JHEP0702(2007)095.

“Generalized flux vacua”

1. Simple example

３次元Nil多様体 (=twisted torus)

ds2 “ pdx ` Nzdyq2 ` dy2 ` dz2, B “ 0 (4.9.49)

に y方向のT双対変換を施すと

gyy “ 1 ` N2z2, gpyq “
Nz

1 ` N2z2
, Bpxq “ 0; B1 “ 0 (4.9.50)

より、

ds2 “
dx2 ` dy2

1 ` N2z2
` dz2, B “

Nz

1 ` N2z2
dx ^ dy (4.9.51)

を得る。この空間構造は局所的には確定するが、大域的には z Ñ z ` 1での同一
視の際に計量とB場が混合するので、確定しない：

ρ “

ż

B ` iV : ρ´1 “ Nz ´ i Ñ ρ´1 ` N, (4.9.52a)

pg ` Bq´1 “

¨

˚

˝

1 ´Nz 0

Nz 1 0

0 0 1

˛

‹

‚

Ñ pg ` Bq´1 ` N

¨

˚

˝

0 ´1 0

1 0 0

0 0 0

˛

‹

‚

(4.9.52b)

そこで、この配位は、非幾何学的Q-フラックスをもつという:

Qxy
z “ N (4.9.53)
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2. T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2 ˆ Z3モデル

IIBモデル

• Coordinates: z1 “ xα ` τxi, z2 “ xβ ` τxj, z3 “ xγ ` τxk

• metric : ds2 “
ř

j dz
jdz̄j

• Moduli

– axio-dilaton: S “ C0 ` ie´ϕ

– Kähler: U “ Cαiβj ` iV

– Complex structure: τ

• Kahler potential

K “ ´3 ln p´ipτ ´ τ̄qq ´ 3 ln
`

´ipU ´ Ūq
˘

´ ln
`

´ipS ´ S̄q
˘

(4.9.54)

• Superpotential

W “ P1pτq ` SP2pτq; (4.9.55)

P1pτq “ a0 ´ 3a1τ ` 3a2τ
2 ´ a3τ

3, (4.9.56)

P2pτq “ ´b0 ` 3b1τ ´ 3b2τ
2 ` b3τ

3 (4.9.57)

これより得られるポテンシャルは no-scale構造をもつ：

V “ eK
ÿ

i,j“τ,S

Kij̄DiW pDjW q˚ ě 0 (4.9.58)

• Tadpole condition

1

p2πq4pα1q2

ż

H3 ^ F3 “ 16

ñ a0b3 ´ 3a1b2 ` 3a2b1 ´ a3b0 “ 16 (4.9.59)

目次へ



第 4章 超弦理論コンパクト化とインフレーション 267 目次へ

表 4.6: IIBモデル（左）と IIAモデル（右）でのフラックスと超ポテンシャルの
対応

IIAモデル

• Geometric flux

ds2 “ ηabθ
aθb; dθa “ ´fabcθ

b ^ θc, (4.9.60a)

fαjk “ fβki “ fγij, f ijγ “ f jkα “ fkiβ, f jiγ “ fkjα “ f ikβ, fαβγ “ fβγα “ fγαβ(4.9.60b)

• Moduli

– axio-dilaton: S “ Cαβγ ` ie´ϕ

– complex structure: U “ Cijγ ` iτ2

– Kähler: τ “ Bαi＋ iV

• Superpotential

W “ P1pτq ` SP̃2pτq ` UP̃3pτq; (4.9.61)

P̃2pτq “ ´b0 ` 3b1τ (4.9.62)

P̃3pτq “ 3 tc0 ` pĉ1 ` č1 ´ c̃1qτu (4.9.63)

この超ポテンシャルにより、すべてのモジュライが安定化される！
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表 4.7: IIBモデルと IIAモデルでのすべてのフラックスと超ポテンシャルの対応

完全なT双対性 Habcフラックス、幾何学的フラックス fabc、QフラックスQab
c

にさらに次のような T 双対変換

Habc
xa

ÐÑ fabc
xb

ÐÑ Qab
c

xc
ÐÑ Rabc (4.9.64)

で結ばれるR-フラックスを付け加えると, 表 4.7に示した対応により、IIAおよび
IIB理論における超ポテンシャルはT双対で１対１に対応することになる：

W “ P1pτq ` SP2pτq ` UP3pτq : (4.9.65)

P1 “ a0 ´ 3a1τ ` 3a2τ
2 ´ a3τ

3, (4.9.66)

P2 “ ´b0 ` 3b1τ ´ 3b2τ
2 ` b3τ

3, (4.9.67)

P3 “ 3
␣

c0 ` pĉ1 ` č1 ´ c̃1qτ ´ pĉ2 ` č2 ` c̃2qτ 3 ´ c3τ
3
(

(4.9.68)
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【Note 4.9.1】 　この一般化されたフラックスを用いることにより、dS真空や
インフレーションを実現する T 6{Z2 ˆZ2および T 6{Z2オービフォールドコンパク
ト化が構成されている：

References

• B. de Carlos, A. Guarino and J. M. Moreno: JHEP 02 (2010) 076, [arXiv:0911.2876].

“ Complete classification of Minkowski vacua in generalised flux models”

• U. Danielsson and G. Dibitetto: JHEP 03(2013) 018, [arXiv:1212.4984].

“ On the distribution of stable de Sitter vacua”

• J. Blaback, U. Danielsson and G. Dibitetto: JHEP 08 (2013) 054, [arXiv:1301.7073].

“ Fully stable dS vacua from generalised fluxes”

• C. Damian, O. Loaiza-Brito, L. Rey and M. Sabid: JHEP 06 (2013) 109,

[arXiv:1302.0529].

“ Slow-Roll Inflation in Non-geometric Flux Compactification”

• F. Catino, C. A. Scrucca and P. Smyth: JHEP 04 (2013) 056, [arXiv:1302.1754]

“ Simple metastable de Sitter vacua in N=2 gauged supergravity”

• C. Damian and O. Loaiza-Brito: Phys. Rev. D 88 (2013) 046008, [arXiv:1304.0792].

“More stable dS vacua from S-dual non-geometric fluxes”

l
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3. 一般的な定義

References

• Andriot D, Betz A: jhep 1312, 083 (2013) [arXiv:1306.4381].

“b-supergravity: a ten-dimensional theory with non-geometric fluxes, and

its geometric framework”

• Kaloper N, Myers RC: JHEP9905(1999)010.

“ The O(dd) story of massive supergravity”

Toroidal reduction 10次元超重力理論のNSセクターの d次元トーラスへのコ
ンパクト化

gpMq “

˜

gµν θmµ
θnν γmn

¸

(4.9.69)

により、Opd, dq不変な非線形シグマ型のD次元理論が得られる。

• KK reduction: M10 “ XD ˆ T d

– Gauge fields (2d)

Aa : pAaµq “

˜

V m
µ “ θmµ
Bµm

¸

ñ F a “ dAa (4.9.70)

– Moduli

M “

˜

γ´1 ´γ´1B

Bγ´1 γ ´ Bγ´1B

¸

P Opd, dq{pOpdq ˆ Opdqq (4.9.71)

ここで、

MΩ TM “ Ω; Ω :“

˜

0d 1d
1d 0d

¸

(4.9.72)

• Action

S0 “

ż

dDx
?

´ge´ϕ
”

R`p∇ϕq2´1
2
h¨h`1

8
TrpΩ∇µMΩ∇µMq´1

4
TFµνΩMΩF µν

ı

(4.9.73)

ここで、

h “ db ´ 1
2
ΩabA

a ^ F b, b “
1

2
Bµνdx

µ ^ dxν (4.9.74)

• Duality group Opd, dq

A Ñ TA, M Ñ TM TT ; TΩ TT “ Ω ô T P Opd, dq (4.9.75)
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NG flux in terms of the moduli Toroidal reductionで得られる d次のモジュ
ライ行列のパラメータを次のように変更する：

M “

˜

g ´ bg´1b ´bg´1

g´1b g´1

¸

“

˜

g̃ g̃β

´βg̃ g̃´1 ´ βg̃β

¸

P Opd, dq{pOpdq ˆ Opdqq

(4.9.76)

この変換は、
pg ` bq´1 “ g̃´1 ` β (4.9.77)

と同等。
この βを用いて、Q-fluxおよびR-fluxを次のように定義することができる：

Qc
ab “ Bcβ

ab ´ 2βdraf bscd, (4.9.78a)

Rabc “ 3βdra∇eβ
bcs (4.9.78b)
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4.9.4 Flux-scaling scenario

概要 IIB理論のCY orientifoldコンパクト化において，H-flux, geometrical flux

F , non-geometrical flux Q, Rのすべてを考慮した場合の 4次元有効理論をN “ 1

超重力理論の形式で具体的に書き下すことができる．この定式化を用いて，安定
な SUSY adS真空をもつ例，その D̄3 upliftにより non-susy Minkowski真空を持
つ例，D項 upliftにより axionic flat directionをもつ安定なMinkowski真空の例
を，ブレーンを導入せずに，作ることができる．これらの例では，真空でのモジュ
ライの値はポテンシャルの値は，フラックスのべきの分数式となっており，その
値の制御は容易である．しかし，インフレーションモデルを作るのは難しい．一
つの可能性は，理論の S双対性をNGフラックスに拡張することにより示唆され
る”P-flux”を導入することである．

References

• Blumenhagen R, Font A, Fuchs M, Herschmann D, Plauschinn E, Sekiguchi

Y, Wolf F: npb 897, 500 (2015)

“A flux-scaling scenario for high-scale moduli stabilization in string theory”

• Blumenhagen R, Domian C, Font A, Herschmann D, Sun R: Fortsch.Phys.

64 (2016) no.6-7, 536-550

“The Flux-Scaling Scenario: De Sitter Uplift and Axion Inflation”
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1. Model

以下、IIB理論において、CY orientifoldコンパクト化を考え、フラックスはそ
れに対する摂動とみなし、内部空間の構造への反作用は考えない。ただし、RR-

tadpole条件は考慮する。
このモデルでは、調和形式は、orientifold作用O “ Ωpp´1qFLRにおける内部空

間での Z2作用R関するパリティにより次のように分類される：

H1,1 : ωA ñ ωα pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1` q, ωa pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1´ q, (4.9.79)

H2,2 : ω̃A ñ ω̃α pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1` q, ω̃a pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1´ q, (4.9.80)

H2,1 : αΛ ñ αλ̂ pλ̂ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1` q, αλ pλ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1´ q, (4.9.81)

H1,2 : βΛ ñ βλ̂ pλ̂ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1` q, βλ pλ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1´ q (4.9.82)

ここで、
ż

Y

ωA ^ ω̃B “ δAB,

ż

Y

αΛ ^ βΣ “ δΣΛ . (4.9.83)

また、
ω̃0 “ 1, ω0 “ υpY q{V pY q (4.9.84)

と約束する。
モジュライは

• Complexified Kähler: Tα “ τα ` iρα, α “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1`

• Purely axionic moduli: Ga “ Sba ` ica, a “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1´

• CS moduli: Uλ “ uλ ` ivλ, λ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1´

• axio-dilaton: S “ e´ϕ ´ iC0

これらの chiral superfieldに加えて、可換ゲージ場が生じる：

Aλ̂ : λ̂ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1` ð Cr4s (4.9.85)
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2. Non-geometrical flux

H-flux, geometrical flux F , non-geometrical flux Q,Rを記述するパラメータを、
作用素

D ”“ d ´ H ^ ´F ˝ ´ Q˝ ´ R˝; (4.9.86)

F ˝ωp “ pF i
rj1j2

ω|i|j3¨¨¨jp`1sq P A p`1, (4.9.87)

Q˝ωp “ pQi1i2
rj1
ω|i1i2|j2¨¨¨jp´1sq P A p´1, (4.9.88)

R˝ωp “ pRi1i2i3ω|i1i2i3|j1¨¨¨jp´3sq P A p´3 (4.9.89)

の微分形式の基底への作用により次のように定義する：

DαΛ “ qΛ
AωA ` fΛAω̃

A, (4.9.90a)

DβΛ “ q̃ΛAωA ` f̃Λ
Aω̃

A, (4.9.90b)

DωA “ ´f̃Λ
AαΛ ` fΛAβ

Λ, (4.9.90c)

D ω̃A “ q̃ΛAαΛ ´ qΛ
AβΛ. (4.9.90d)

ただし、A “ 0に対応する係数は、HフラックスとRフラックスを表す：

fΛ0 “ rA, f̃Λ
0 “ r̃A, qA

0 “ hΛ, q̃Λ0 “ h̃Λ. (4.9.91)

これに orientifold射影を施すと次の成分が残る：

Fp´q : fλ, f̃λ p2h2,1´ q, (4.9.92a)

Hp´q : hλ, h̃λ p2h2,1´ q, (4.9.92b)

F p`q : fλ̂α, f̃ λ̂α, fλa, f̃λa p2h1,1` h2,1` ` 2h1,1´ h2,1´ q, (4.9.92c)

Qp´q : qλ̂
a, q̃λ̂a, qλ

α, q̃λα p2h1,1` h2,1´ ` 2h1,1´ h2,1` q, (4.9.92d)

Rp`q : rλ̂, r̃λ̂ p2h2,1` q (4.9.92e)

これらのフラックスはBianchi恒等式、tadpole条件より導かれる次の条件を満た
すことが要求される：

D2 “ 0. (4.9.93)
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3. 4D sugra

Superpotential 一般公式

W “

ż

Y

pF ` DΦev
c q3 ^ Ω (4.9.94)

Φev
c ” iS0iGaωa ´ iTαω̃α (4.9.95)

もフラックスの表式を代入すると

W “ ´pfλX
λ ´ f̃λFλq ` iSphλX

λ ´ h̃λFλq

`iGapfλaX
λ ´ f̃λaFλq ´ iTαpqλ

αXλ ´ q̃λαFλq. (4.9.96)

ここで、Xλと Fλは
Ω “ Xλαλ ´ Fλβ

λ (4.9.97)

により定義されるCSモジュライの関数。
つぎにKählerポテンシャルは

K “ ´ ln

ˆ

´i

ż

Y

Ω ^ Ω̄

˙

´ lnpS ` S̄q ´ 2 lnV ; (4.9.98)

V “
1

6
καβγt

αtβtγ, (4.9.99)

J “ eϕ{2tαωα, B2 “ baωa. (4.9.100)

以上より、スカラポテンシャルは

V “ VF ` VD ` V NS
tad ; (4.9.101)

VD “ ´
m4

pl

2

“

pImN q´1
‰λ̂σ̂

Dλ̂Dσ̂, (4.9.102)

Dλ̂ “
1

V

“

´rλ̂
`

eϕV ´ 1
2
καabt

αbabb
˘

´ qλ̂
aκaαbt

αbb ` fλ̂αt
α
‰

. (4.9.103)

ただし、r̃λ̂ “ q̃λ̂α “ f̃ λ̂α “ 0とした。
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4. D3 uplifting

Toy model 簡単な例として、

h1,1` “ 1, h1,1´ “ 0, h2,1´ “ 1, h2,1` “ 0 (4.9.104)

となるモデルを考えると、複素モジュライ変数は T, U, Sのみで、ゲージ場は現れ
ない。ポテンシャルは

K “ ´ lnpS ` S̄q ´ 3 lnpT ` T̄ q ´ 3 lnpU ` Ūq, (4.9.105a)

W “ ip´fU ` h0S ´ 3hSU2 ´ qT q (4.9.105b)

これより、直ちに、つぎの SUSY adS極小点が存在することが分かる：

U “

?
5

3

c

h0
h
, S “ ´

?
5

4

f
?
h0h

, T “ ´

?
5f

2q

c

h0
h
, (4.9.106a)

V “ ´
9

4 ¨ 55{2

q3h5{2

f 2h
3{2
0

m4
pl

4π
(4.9.106b)

この極点でのモジュライの質量は

m2
mod “ µi

q3h5{2

f 2h
3{2
0

m2
pl

4π
, (4.9.107)

pµiq » r0.43, 0.24, 0.12; 0.56, 0.13, 0.04s (4.9.108)

となるので，この極点は安定である．また，s ą 0より，フラックスの符号に対し

f ă 0, h0, h, q ą 0 (4.9.109)

が要求される．
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Uplifting 反D3ブレーンによりポテンシャルを upliftするとすると、

Vup “
A

V 4{3

m4
pl

4π
(4.9.110)

がポテンシャルに付け加わる．この新たなポテンシャルは次のMinkowski極点を
もつ：

S “
1

33{4

f
?
hh0

, U “
1

31{4

ˆ

h0
h

˙1{2

, T “
f

31{4q

ˆ

h0
h

˙1{2

, (4.9.111)

A “
31{4

2

qh3{2

h
1{2
0

. (4.9.112)

ただし，この極点が存在する条件は

f, h0, h, q ą 0 (4.9.113)

となるので，この極点は upliftする前の adS極点と全く関係ないことが分かる．特
に，この極点では SUSYは破れており，

µ3{2 “ 0.3135. (4.9.114)

この曲点でのモジュライ質量は

pµiq » r0.80, 0.45, 0.03; 1.55, 0.21, 0.08s (4.9.115)

また，

M2
s “

33{4π

23{2

q3{2h

f 2h
1{2
0

m2
pl, M2

KK “
31{2

16π

q2h

f 2h0
m2

pl (4.9.116)

より
M2

KK

M2
s

“
pq{h0q

1{2

25{231{4π2
,

M2
mod

M2
KK

“ µi
4q

31{2

h3{2

h
1{2
0

(4.9.117)

となるので，h, q “ Op1q , h0 „ f " 1と取れば，望ましい質量ヒエラルキー
M2

s ą M2
KK ą M2

mod が得られる．ただし，インフラトンに対応する場は含まれ
ない．
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5. D-term uplifting

D-termによる upliftingの可能性を見るため，

h2,1` “ 1, h2,1´ “ 1, h1,1` “ 1, h1,1´ “ 0 (4.9.118)

となる場合を考える．この場合，スカラ場 S, T, U に加えて可換ゲージ場が１個現
れ，つぎのD-termポテンシャルを生み出す：

VD “
δg2

uτ 2

´

1 `
q

3h

τ

s

¯2

. (4.9.119)

超ポテンシャルは
W “ ipfU ` f̃U3 ´ hS ` qT q. (4.9.120)

全ポテンシャルは次の安定なMinkowski真空をもつ．

S “ γ1
f 3{2

hf̃ 1{2
, T “ γ2

f 3{2

qtf 1{2
, U “ γ3

ˆ

f

f̃

˙1{2

, (4.9.121a)

δg2 “ γ4
hgf̃

f
, (4.9.121b)

pγiq “ r0.1545, 1.5701, 1.0718, 0.0044s. (4.9.121c)

モジュライ質量は

M2
mod “ µi

hq3f̃ 5{2

f 9{2

m2
pl

4π
, (4.9.122a)

pµiq » r0.69, 0.01, 0.17; 0.75, 0.05, 0s (4.9.122b)

また，
M2

s

M2
KK

“ 178
h1{2

h
1{2
0

,
M2

KK

M2
mod

“
0.1

µi

1

hq

ˆ

f

f̃

˙3{2

. (4.9.123)

より，mass hierarchyも実現できる．
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6. P -flux

Q-fluxが存在するときに IIB理論が S双対性を持つためには、S双対変換に対
して

S :
´

P Q
¯

Ñ SLp2,Zq

´

P Q
¯

,
´

F H
¯

Ñ SLp2,Zq

´

F H
¯

(4.9.124)

と変換する新たなフラックス P を導入する必要がある。P の作用は、p-形式 Ñ

pp ´ 1q-形式で、基底に対する作用は

´P ˝αΛ “ pΛ
AωA, ´P ˝βΛ “ p̃ΛAωA, (4.9.125a)

´P ˝ωA “ 0, ´P ˝ω̃A “ ´pΛAαΛ ` pΛ
AβΛ (4.9.125b)

と表される。
この P -フラックスが存在すると超ポテンシャルは次のように修正される：

W “ W0 ` pSTα `
1

2
καbcG

bGcqppαλX
λ ´ p̃λαFλq. (4.9.126)

7. Axion monodromy inflation

D-term uplifing modelに P-fluxを加えると，

W “ λW0 ´ ipSTU. (4.9.127)

このとき，Minkowski真空でゼロ質量であったアクシオン場 θ9cに対して，有効
ポテンシャル

Veff “ B1θ
2 ` B2θ

4; (4.9.128a)

B1 „
λph2q2f̃ 5{2

f 19{2
, B2 „

p2h3qf̃ 5{2

f 13{2
(4.9.128b)

が生じ，インフラトンとなることができる．ただし，

M2
KK

M2
θ

„
1

λpf 1{2f̃ 1{2
(4.9.129)

となるので，インフレーション時に４次元有効理論が適用できるためには，フラッ
クス係数が非整数となる必要がある．
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§4.10
*ヘテロ型理論のフラックスコンパクト化

4.10.1 ヘテロ型理論

基本場

• 重力セクター

– ボーズ場

∗ 計量/フレーム場： gMN (eAM)

∗ 2形式場： B “ 1
2
BMNdx

M ^ dxN ñ H̃

∗ ディラトン： ϕ

– フェルミ場

∗ スピン 3{2場: ψM

∗ ディラティーノ： λ

• ゲージセクター

– ゲージ場： A “ pAabMdx
Mq P AdpGq

– ゲージーノ： χ P AdpGq

作用積分 ストリングフレームでのBosonic partの作用積分は

SHet,B “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2e´2ϕ
”

R ` 4pBϕq2 ´
1

2
|H̃|2

`
α1

4
tr
``

|F |2´|Rp´q|2
˘˘

ı

. (4.10.1)

ここで，

H̃ “ dB `
α1

4
ΩG´

α1

4
ΩL, (4.10.2)

F “ dA ` A ^ A, (4.10.3)

ΩG “ tr

ˆ

A ^ dA `
2

3
A ^ A ^ A

˙

, (4.10.4)

ΩL “ tr

ˆ

ωp´q ^ dωp´q `
2

3
ωp´q ^ ωp´q ^ ωp´q

˙

, (4.10.5)

Rp´q “ Rpωp´qq, (4.10.6)

ωp˘qA
BM “ ωpeqABM ˘

1

2
H̃A

MB. (4.10.7)
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文献

• Opα1qまでの高次補正：

Bergshoeff EA, de Roo M 1989[11].

• Anomaly相殺条件での接続の任意性：

Sen A 1986[57]

超対称変換 String frameで

δψM “ DMϵ; DM “ ∇p`q

M ” ∇Mpeq ´
1

4
ĤM , (4.10.8a)

δλ “ Oϵ; Oλ ” ΓMBMϕ ´
1

2
Ĥ, (4.10.8b)

δχ “ F̂ ϵ. (4.10.8c)

ここで

ĤM :“
1

2
HMPQΓ

PQ, (4.10.9a)

Ĥ :“
1

6
HMNPΓ

MNP , (4.10.9b)

F̂ :“
1

2
FMNΓ

MN . (4.10.9c)

場の方程式 ストリングフレームで

EMN :“ RMN ` 2∇M∇Nϕ ´
1

4
H̃MPQH̃N

PQ

`
α1

4

”

trpFMPFN
P q´trpRp´q

MPRp´q

N
P q

ı

“ 0, (4.10.10a)

Eϕ :“ R ´ 4p∇ϕq2 ` 4lϕ ´
1

2
|H̃|2

`
α1

4

“

trp|F |2q´trp|Rp´q|2q
‰

“ 0, (4.10.10b)

JMN :“ e2ϕ∇P pe´2ϕH̃P
MNq “ 0, (4.10.10c)

JM :“ e2ϕDNpe´2ϕFN
Mq `

1

2
H̃MNPF

NP “ 0. (4.10.10d)

最後の２つの式は

dpe´2ϕ ˚H̃q “ 0, (4.10.11a)

Dpe´2ϕ ˚F q `
1

2
e´2ϕ ˚H̃ ^ F “ 0 (4.10.11b)

と同等．
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ここで，H̃の定義より，

A :“ dH̃ ´
α1

4

“

trpF ^ F q´trpRp´q ^ Rp´qq
‰

“ 0. (4.10.12)

また，縮約Bianchi恒等式

∇NRMN “
1

2
∇MR (4.10.13)

より

∇NEMN “
1

2
∇MEϕ ` 2EMN∇Nϕ ´

1

4
J PQHMPQ `

α1

4
trpJ PFMP q

`
1

12
HNPQAMNPQ ´

α1

8
trpF PQpDF qMPQq

`
α1

8
tr
“

pD p´qRp´qqMNPRp´qNP
‰

´
α1

4
tr
”

Rp´q

MP e
2ϕ∇p´qNpe´2ϕRp´q

N
P q

ı

. (4.10.14)

EM
M と Eϕより，曲率を含まない次の式を得る：

E 1
ϕ :“ e2ϕle´2ϕ ´ |H|2 `

α1

4

“

trp|F |2q´trp|Rp´q|2q
‰

“ 0. (4.10.15)

4.10.2 整合性条件

関係式

r∇M ,∇N s “
1

4
RMNPQΓ

PQ ”
1

2
R̂MN (4.10.16)

および
rΓPQ,ΓRs “ 2ηQRΓP ´ 2ηPRΓQ (4.10.17)

より，

rDM ,DN s “
1

4
R

p`q

ABMNΓ
AB

“
1

2
R̂MN ´

1

2
∇rMĤNs ´

1

8
HMPSHNQ

SΓPQ. (4.10.18)

ここで，
4∇rMHNABs “ 2∇rMHNsAB ` 2∇rAHBsMN (4.10.19)

より，

R
p`q

MNAB “ R
p´q

ABMN ´
1

2
pdHqMNAB. (4.10.20)

よって，

rDM ,DN s “
1

2
pR̂p´qqMN ´

1

8
pdHqMNABΓ

AB. (4.10.21)
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さらに，

RMNPQΓ
NΓPQ “ RMNPQ

`

2ηNPΓQ ` ΓNPQ
˘

“ ´2RMPΓ
P (4.10.22)

および

pdHqMNPQΓ
NPQ “ p∇MHNPQ ´ 3∇NHMPQqΓNPQ

“ ´12∇MĤ ` 6∇rMHNsPQΓ
NPQ (4.10.23)

を用いると，

ΓN rDM ,DN s “ rDM ,Os ´
1

2
EMPΓ

P ´
1

4
JMPΓ

P ´
1

24
AMNPQΓ

NPQ

´
α1

8
trpFMNΓ

N F̂´Rp´q

MNΓ
NR̂p´qq, (4.10.24)

rDM ,Os “ ΓN∇N∇Mϕ ´
1

2
∇MĤ ´

1

2
HMPNΓ

P∇Nϕ

`
1

8
HSMPH

S
QRΓ

PQR. (4.10.25)

を得る．
ここで，

trpF̂ 2q “ ´trp|F |2q `
1

4
trpFPQFRSqΓPQRS (4.10.26)

および

Ĥ2 “ ´|H|2 `
1

4
HPQHRSΓ

PQRS (4.10.27)

を用いると，

ΓM rDM ,Os “ ´
1

2
E 1
ϕ ´

1

2
Â ` 2O2 ´

1

4
JPQΓ

PQ

´
α1

8
tr
´

F̂ 2´pR̂p´qq2
¯

(4.10.28)

を得る．
また

rDM , F̂ s “
1

2

`

DMFPQ ` HMPSFQ
S
˘

ΓPQ (4.10.29)

より，

ΓM rDM , F̂ s “ rO, F̂ s `
1

2
DMFPQΓ

MPQ ` JQΓ
Q. (4.10.30)

以上より，Killingスピノール ϵが存在し，H3に対するBianchi恒等式A “ 0が
満たされれば，

p2EMN ` JMNqΓNϵ “ 0, (4.10.31a)
ˆ

E 1
ϕ ´

1

4
JPQΓ

PQ

˙

ϵ “ 0, (4.10.31b)

JMΓMϵ “ 0. (4.10.31c)
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が α1について１次までの精度で成り立つ．これより

KM “ ϵ̄ΓMϵ (4.10.32)

とおくと

p2EMN ` JMNqp2EMN ` JMNq “ 0, (4.10.33a)

p2EMN ` JMNqKN “ 0, (4.10.33b)

JMJM “ 0, (4.10.33c)

JMK
M “ 0 (4.10.33d)

が成り立つ．KM は常に時間的ないし光的ベクトルKillingであるが，時間的なら
これらより

EMN “ JMN “ JM “ 0 (4.10.34)

が導かれる．一方，KM が光的な場合には，LMK M ‰ 0となる適当なベクトル
に対して，さらに

p2EMN ` JMNqLMLN “ 0, JML
M “ 0 (4.10.35)

が成り立てば同じ結論が得られる．このとき，整合性条件より

E 1
ϕ “ 0 (4.10.36)

が導かれる．したがって，すべての場の方程式は満たされる．

目次へ



第 4章 超弦理論コンパクト化とインフレーション 285 目次へ

4.10.3 BBFTY解 (スムースモデル）

References

• Becker K, Becker M, Fu JX, Tseng LS, Yau ST 2006[7]

基礎方程式

Killingスピノール方程式

δψM “

ˆ

∇Mpeq ´
1

8
{̂HM

˙

ϵ “ 0, (4.10.37a)

δλ “

ˆ

ΓMBMϕ ´
1

12
{̂H

˙

ϵ “ 0, (4.10.37b)

δχ “ {Fϵ “ 0. (4.10.37c)

Anomaly相殺条件

dH “
α1

4

”

trpR̂ ^ R̂q ´ trpF ^ F q

ı

. (4.10.38)

時空計量
ds2string “ ds2pE3,1q ` ds2pY6q. (4.10.39)

超対称性の帰結

• Y6は複素エルミート多様体．(Jab̄ “ igab̄)

• ∇̂で平行な p3, 0q形式Ωの存在．

}Ω} “ e´2ϕ. (4.10.40)

• トーションH3の表式：

H “ dcJ “ ipB̄ ´ BqJ. (4.10.41)

• Conformally balanced 条件

dpe´2ϕJ ^ Jq “ 0. (4.10.42)

• ゲージバンドルEはエルミートYM:

F p2,0q “ F p0,2q “ FmnJ
mn “ 0. (4.10.43)
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幾何学的仮定

• Y6は４次元底空間 S4上の T 2バンドルで，計量

ds2 “ e2ϕds2pSq ` |θ|2|dz ` α|2. (4.10.44)

ここで，θは S上の複素１形式 αと T 2の複素座標 zを用いて

θ “ dz ` α. (4.10.45)

• ω “ dαは primitive:

ω ^ JS “ 0. (4.10.46)

また，ω “ ω1 ` iω2として，

ω̃i “
ωi

2π
?
α1

P H 2pS,Zq. (4.10.47)

このとき，J は

J “ e2ϕJS `
i

2
θ ^ θ̄. (4.10.48)

となり，conformally balanced条件が満たされることが示される．また，Ωは

Ω “ ΩS ^ θ. (4.10.49)

ゲージバンドル 条件より，S上の安定バンドルF SとY6上の正則線バンドルFL

を用いて，
F “ F S b 1 ` 1 b FL. (4.10.50)

Anomaly相殺条件 Anomaly相殺条件は，dilatonϕに対する次の方程式に帰着
される：

2i

α1
BB̄e2ϕ ^ JS ´

1

2
BB̄

“

e´2ϕtrpB̄B ^ BB:g´1
S q

‰

´4BB̄ϕ ^ BB̄ϕ ` ψJ2
S{2 “ 0. (4.10.51)

ここで，

ψJ2
S “

1

α1
}ω}J2

S ´
1

2
ptrRS ^ RS ´ trF ^ F q , (4.10.52a)

B̄pB1dz
1 ` B2dz

2q “ ωA “
1

2
pω ´ ˚Sωq. (4.10.52b)

この方程式は，位相的整合条件

´p1pEq `

ż

S

}ω̃}2JS ^ JS “ 48 (4.10.53)

および仮定
4

α1
e2ϕJS ´ ie´2ϕtrpB̄B ^ BB:g´1

S q ` 8iBB̄ϕ ą 0 (4.10.54)

の元で，解を持つことが示される．
以上より，(4.10.53)を満たすK3上の T 2バンドルが存在すれば解となる．
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5
*様々な厳密解

§5.1
N “ 2超重力理論

5.1.1 大域的N “ 2超対称理論におけるゲージ超組

6次元時空 6次元のゲージ場AµとSymplectic Majoranaスピノール場ψipi “ 1, 2q

の物理自由度はいずれも４なので，６次元のon-shellでのゲージ超組は pAIµ, ψ
iIpi “

1, 2qq(Iはゲージ群の随伴表現のラベル）で与えられる．Off-shellでのゲージ超組
は，これに３個のスカラ場 Y ij I “ Y ji I(i, j “ 1, 2)を加えた組 pAIµ, λ

i I , Y ij Iqで与
えられる．この超組の超対称変換は

δAIµ “
1

2
ϵ̄iγµλ

I
i , (5.1.1a)

δλiI “ ´
1

4
γµνF I

µνϵ
i ´ Y ijIϵj, (5.1.1b)

δY ijI “ ´
1

2
ϵ̄pi {DλjqI . (5.1.1c)

ここで，symplectic Majoranaスピノールに対して，一般に，次の添え字上げ下げ
ルールを用いる：

λi “ λjϵji, λi “ ϵijλj. (5.1.2)

この変換に対して，次の交換関係が成り立つ：

rδpϵ1q, δpϵ2qs “ δcgctpξ
µq, ξµ “

1

2
ϵ̄i2γ

µϵ1i. (5.1.3)

超対称変換に対して不変な作用積分は，

S “

ż

d6xhIJ

„

´
1

4
F I
µνF

µνI ´
1

2
λ̄iI {DλJi ` 2Y I ¨ Y J

ȷ

. (5.1.4)
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ここで，

Y I “
1

2
iTrpσϵY Iq. (5.1.5)

また，hIJ は Lie代数の不変内積である．

5次元時空 ５次元のゲージ超組は，6次元からの次元低下により得られ，6次元
の超組にベクトルから得られるスカラ σIを加えた pAIµ, σ

I , λi I ,Y Iqで与えられる．
超対称変換は，

δAIµ “
1

2
ϵ̄iγµλ

I
i , (5.1.6a)

δσI “
1

2
iϵ̄iλIi , (5.1.6b)

δλiI “ ´
1

4
γµνF I

µνϵ
i ´

1

2
i {DσIϵi ´ Y ijIϵj, (5.1.6c)

δY I “
1

4
pϵσqij ϵ̄

i
“

{DλjI ` if IJKσ
JλjK

‰

. (5.1.6d)

超対称変換の交換関係は

rδpϵ1q, δpϵ2qs “ δcgctpξ
µq ` δGpθIq, θI “ ´

1

2
iσI ϵ̄i2ϵ

j
1ϵji.. (5.1.7)

右辺の第２項は，中心電荷と似た役割を果たす．
この超対称変換で不変な作用積分は一意的でなく，６次元から次元低下で得ら
れるものと以外に次のようなものがある：

L5v “ CIJK

”

ˆ

´
1

4
F I
µνF

µν J ´
1

2
λ̄iI {DλJi ´

1

2
Dµσ

IDµσJ ` 2Y I ¨ Y J

˙

σK

´
1

24
ϵµνρστAIµ

"

F J
νρF

K
στ ` fJLMA

L
νA

M
ρ

ˆ

´
1

2
FK
στ `

1

10
fKNPA

N
σ A

P
τ

˙*

´
1

8
iλ̄iIγµνF J

µνλ
K
i ´

1

2
iλ̄iIλjJY K

ij `
1

4
σIσJ λ̄iLλi

MfKLM

ı

. (5.1.8)

ここで，CIJKは，次のゲージ不変性条件を満たす定数完全対称テンソル である：

fMIpJCKLqM “ 0. (5.1.9)

このラグランジュ密度から得られる作用積分は，共形不変にもなっている．
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4次元時空 4次元時空におけるN “ 2ゲージ超組は、5次元時空におけるN “ 2

超組にゲージ場起源のスカラ場を加え、2つのスカラ場を 1個の複素スカラ場に
Xに組んだ場の組 pX,Ωi, Aµ,Y qIで与えられる。ただし、スピノール場としては、
Majorana2個Ωi(i “ 1, 2)を用いる。また、AIµ, Y

Iは実数場である。超対称変換は

δXI “
1

2
ϵ̄iPLΩ

I
i , (5.1.10a)

PLδΩ
I
i “ PL

„

{DXIϵi ` Y I
ijϵ

j `
1

4
γµνF I

µνϵijϵ
j ` XIX̄Kf IJKϵijϵ

j

ȷ

,(5.1.10b)

PRδΩ
I
i “ PR

„

{DX̄Iϵi ` Ȳ I
ijϵ

j `
1

4
γµνF I

µνϵijϵ
j ´ XIX̄Kf IJKϵijϵ

j

ȷ

,(5.1.10c)

δY I “ ´
1

4
pσ2σqij ϵ̄iPR {DΩj ´

i

2
fUJKpσqij ϵ̄

jXJPRΩ
I
i ` h.c., (5.1.10d)

δAI “
1

2
ϵij ϵ̄iPRγµΩ

I
j ` h.c.. (5.1.10e)

ここで、Yijは
Y I
ij “ ´pY I ¨ σσ2qij (5.1.11)

で、トレースが実数、trace-free部分が純虚数となるので、

Ȳ I
ij “ ϵikϵjlY I

kl. (5.1.12)

超対称変換の交換関係は

rδpϵ1q, δpϵ2qs “ δcgctpξq ` δGpθq; (5.1.13a)

ξµ “
1

2
ϵ̄i2γ

µPRϵ
i
1 ` h.c., (5.1.13b)

θI “ XIϵij ϵ̄
iPRϵ

j ` h.c.. (5.1.13c)

【Exercise 5.1.1 (未確認)】 　 (5.1.10)がこの交換関係を満たすことを確かめよ。
l
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一般的な超対称作用積分を構成するには、N “ 2の超場を用いるのが便利であ
る。まず、D “ 4,N “ 2の超空間の座標を pxµ, θiαqとして、超空間における超対
称変換を

xµ Ñ x1µ “ xµ `
1

4
ϵ̄iγ

µθi, θi Ñ θ1i “ θi ´ ϵi (5.1.14)

により定義する。ここで、ϵi pi “ 1, 2qは独立なMajoranaスピノールである。対
応する、超空間におけるベクトル場は

Qαi “

Ñ

B

Bθ̄iα
´

1

4
pγµθiqα

B

Bxµ
(5.1.15)

となる。交換関係は、

tQαi,Qβju “
1

2
δijpγ

µC´1qαβBµ. (5.1.16)

カイラルな超場を定義するため、Qαiと可換なベクトル場Dαiを

Dαi “

Ñ

B

Bθ̄iα
`

1

4
pγµθiqα

B

Bxµ
(5.1.17)

により導入し、カイラル超場 V を

PRDiV “ 0 ô PR

Ñ

BV

Bθ̄i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x`“const

“ 0 (5.1.18)

により定義する。ここで、

xµ` “ xµ `
1

8
θ̄iγ˚γ

µθi. (5.1.19)

これより、カイラル超場は一般に、

V “ Cpx`q `
1

2
θ̄iPLχjpx`q `

1

4
pθ̄jPLθ

kqZjkpx`q

`
1

16
θ̄jPLγ

µνθkϵjkVµνpx`q `
1

16
Ξ̄j {DPRχ̃jpx`q `

1

16
ΘlC̃px`q(5.1.20)

と展開される。ここで、

Θ “ pθ̄1PLθ
1qpθ̄2PLθ

2q, (5.1.21a)

Ξ̄i “ ´4θ̄jPLpθ̄iPLθ
jq (5.1.21b)

である。上でのべたゲージ超組は、このカイラル超場に

C “ X, χi “ Ωi, Zij “ Yij, Vµν “ Fµν , χ̃j “ Ωi, C̃ “ X̄ (5.1.22)
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により埋め込むことができる。
カイラル超場の関数は再びカイラル超場となり、その最高次の成分 (F 項）の 4

次元積分は、N “ 1のカイラル超場と同様に、超対称変換で不変となる。これよ
り、V I をゲージ超組 pXI ,ΩI

i , A
I
µ,Y

Iqに対応するカイラル超場とするとき、Xの
正則関数 F pXqに対して、

L4v “ irF pV qsF ` h.c (5.1.23)

の 4次元積分は、N “ 2超対称性をもつ作用積分を与える。具体的な表式は

L4v “ iFIJDµX
IDµX̄J `

1

2
iFIJF

´I
µν F

´µνJ `
1

2
iFIJΩ̄

I
i {DPRΩ

J
i ´ iFIJY

I ¨ Y J

`
1

4
iFIJKY

I ¨ p´σ2σqijΩ̄J
i PLΩ

K
j ´

1

16
iFIJKϵ

ijΩ̄J
i γ

µνF´J
µν PLΩ

K
j

`
1

48
iFIJKLΩ̄

I
iPLΩ

J
l Ω̄

K
j Ω

L
k ϵ
ijϵkl

`
1

2
iFIf

I
JKΩ̄

J
i PRΩ

K
j ϵ

ij ´
1

2
iFIJf

I
KLX̄

KΩ̄J
i PLΩ

L
j ϵ
ij

´iFif
I
JKf

J
LMX̄

KX̄LXM ` h.c. (5.1.24)

このラグランジュ密度の運動項はKählerで、次のKählerポテンシャルにより与え
られる：

K “ iXIF̄IpX̄q ´ iX̄IFIpXq. (5.1.25)

これより、スカラ多様体Mvは rigid special Kähler多様体となる。
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5.1.2 大域的N “ 2超対称理論におけるハイパー超組

ハイパー超組の基本単位は、4個の実スカラー場 qXと 2個の (symplectic) Majo-

ranaスピノール ζAからなる。一般に、nH個のハイパー超組の系は、pqX , ζAq(X “

1, ¨ ¨ ¨ , 4nH ,A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2nH)により記述される。スカラー場が値を取る 4nH 次元
の多様体をMH と表記するとき、ζAは、MH 上の複素 2nH 次元ベクトルバンド
ル ZpMHqの qにおけるファイバーとスピノールとのテンソル積 ZqpMHq b Sに
値を取る。

6次元時空におけるハイパー超組 まず、ζAが symplectic Majoranaであること
を表すために、Z˚

q pMHq b Z̄˚
q pMHqに値を取り、次の「実数性条件」を満たすテ

ンソル ρAB̄を与える：

ρAB̄ρ
B̄C “ ´δCA, ρĀB ” pρAB̄q˚. (5.1.26)

ϵi, ζAに対する symplectic Majorana条件は ϵij(i, j “ 1, 2)と ρAB̄を用いて、

pϵiqC ” B´1pϵiq˚ “ ϵi ” ϵjϵji, (5.1.27a)

pζAqC ” B´1pζAq˚ “ ζBρBĀ,　 ζA “ PRζ
A (5.1.27b)

と表される。
ハイパー超組の最も一般的な超対称変換は、

δqX “ ϵ̄iζAfXiA, (5.1.28a)

δζA “
1

2
f iAX {DqXϵi ´ ζBωXB

AδqX (5.1.28b)

で与えられる。ここで、ωXB
Aは、ベクトルバンドルZpMHqの線形接続、fXiA, f iAX

は、各 iに対して、バンドル T pMHq b Z˚pMHqおよび T ˚pMHq b ZpMHqの局
所断面で、

f iAXf
X
jB “ δijδ

A
B (5.1.29)

の関係を満たす。さらに、δqXが実数、δζAが symplectic Majoranaであることよ
り、fXiAは次の関係式を満たすことが要求される：

pf iAXq˚ “ f jBXϵjiρBĀ, pfXiAq˚ “ ϵijρĀBfXjB. (5.1.30)

この条件は、

2f iAXf
Y
jA “ δYXδ

j
i ` τ j

i ¨ JX
Y ; (5.1.31a)

JX
Y “ pJX

Y q˚ “ ´f iAXf
Y
jAτ i

j, (5.1.31b)

pA ¨ JX
ZqpB ¨ JZ

Y q “ ´δYXpA ¨ Bq ` pA ˆ Bq ¨ JX
Y (5.1.31c)
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と同等である。ここで、τ i
j “ iσi

j. 特に、J はMH に 4元数構造 (quaternionic

structure)を与える。さらに、超対称変換が qX に関して交換関係 (3.1.13)

rδ1, δ2sqX “
1

2
pϵ̄p1qiΓ

µϵip2qqDµq
X (5.1.32)

を満たすことより、
fY jBDY f

X
iA ´ fY iADY f

X
jB “ 0 (5.1.33)

が要求される。
最後に、超対称な Lagrange密度は、

L6 “ ´
1

2
gXY pqqBµq

XBµqY ` CABζ̄
A {∇ζB ` ¨ ¨ ¨ (5.1.34)

となる。ここで、gXY pqqはMH のRiemann計量、CABはZqpMHqに関する 2階
反対称テンソル、すなわち

Ź2 ZpMHqの局所断面で、L6のエルミート条件より、

pCABq˚ “ ρĀCρB̄DCCD (5.1.35)

を満たす。
Lagrange密度のこの ζAについて 2次以下の部分が、そのオーダーで超対称変換

に対して不変となることより、次の条件が得られる：

fXiA ” gXY f
Y
iA “ f jBXϵjiCBA, (5.1.36)

∇Xf
Y
iA ” BXf

Y
iA ` ΓYXZf

Z
iA ´ ωXA

BpqqfY iB “ 0, (5.1.37)

∇XCAB ” BXCAB ` 2ωXrA
CCBsC “ 0. (5.1.38)

この第 1式は、次式と同等：

gXY “ f iAXϵijCABf
jB
Y “ pf iAq˚dĀBf

iB
Y , (5.1.39)

dĀB ” ´ρĀCCCB “ pdB̄Aq˚. (5.1.40)

また、第 2式より、ωXA
Bが fXiAと gXY により一意的に定まる：

ωXA
B “

1

2
f iBY

`

BXf
Y
iA ` ΓYXZpqqfZiA

˘

. (5.1.41)

この接続係数より決まる ZpMHqの曲率テンソルRXY B
Aと pMH , gXY qに対する

曲率テンソルRXY
W
Z の関係は次式で与えられる：

RXY
W
Z “ fW iAf

iB
ZRXY B

A “
1

2
f iAXfi

B
Y f

kC
Zf

W
kDWABC

D, (5.1.42)

WABCD ” fXiAf
Y
iBRXY CD “

1

2
fXiAf

Y
iBf

Zk
Cf

W
kDRXY ZW . (5.1.43)

WABCDは対称テンソルで、MH はRicci平坦となる：

RXY rgs “ 0. (5.1.44)

目次へ



第 5章 *様々な厳密解 295 目次へ

以上より、理論の自由データは

i) ZpMHqの symplectic構造と T pMHqとの対応 pρAB̄, f
X
iAq:

ρAB̄ρ
B̄C “ ´δCA, ρĀB ” pρAB̄q˚, (5.1.45a)

pfXiAq˚ “ ϵijρĀBfXjB. (5.1.45b)

ii) MH の計量とZpMHqの線形接続 pgXY pqq, ωXA
Bq:

∇XρAB̄ ” BXρAB̄ ´ ωXA
CρCB ´ ω̄XB̄

C̄ρAC̄ “ 0, (5.1.46a)

∇Xf
Y
iA ” BXf

Y
iA ` ΓYXZrgsfZiA ´ ωXA

BfY iB “ 0. (5.1.46b)

これらが与えられると、

JX
Y “ ´f iAXf

Y
jAτ i

j ñ ∇ZJX
Y “ 0. (5.1.47)

により、MHの4元数構造が定まり、gXY は小畑計量接続を与える。さらに、(5.1.31b)
と (5.1.39)より、この計量がJX

Y のどの成分についてもエルミートとなることが示
される。したがって，pMH ,J , gqはハイパーケーラー多様体 (hyperkähler manifold)

となる．さらに、
CAB “ gXY ϵ

ijfXiAf
Y
jB (5.1.48)

により、上記の実数条件を満たすZqpMHqの反対称テンソルCABが定まる。
これらのデータを用いて、6次元時空でのN “ 2超対称性をもつハイパー超組

に対する作用積分は次式で与えられる：

L6 “ ´
1

2
gXY pqqBµq

XBµqY ` CABζ̄
A {∇ζB ´

1

4
WABCDζ̄

AζBζ̄CζD. (5.1.49)

５次元時空におけるハイパー超組 ５次元時空におけるハイパー超組の理論は、カ
イラリティの指定がないことを除いて、本質的に６次元時空と同じである。まず、
超対称変換は、ゲージ化された場合を含めて

δqX “ ´iϵ̄iζAfXiA, (5.1.50a)

δζA “
1

2
if iAX {DqXϵi ´ ζBωXB

AδqX `
1

2
σIkXI f

iA
Xϵi. (5.1.50b)

ここで、σIはゲージ超組のスカラ、kXI はMHのKillingベクトルである。　ゲージ
場と結合しない場合の超対称 Lagrangian密度L5は６次元の表式 (5.1.49)と同じ。
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4次元時空におけるハイパー超組 ϵ1j, ϵ1
j “ ϵ1kεkj “ pϵ1jqC(i, j, k “ 1, 2)を５次元

における Symplectic Majoranaスピノールを４次元スピノールと見なしたものと
して、対応する 4次元の左巻きおよび右巻きWeylスピノールの組 ϵi “ PLϵ

i, ϵi “

pϵiqC “ B´1pϵiq˚(i, j “ 1, 2)を

ϵ1i “ ϵi ` εijϵj, ϵ̄i “ ϵ̄i ´ εij ϵ̄j, (5.1.51a)

ϵ1
i “ ϵjεji ` ϵi, ϵ̄1

i “ ϵ̄jεji ´ ϵ̄i (5.1.51b)

により定義する。この対応において、５次元における荷電共役変換は

pϵ1iqC “ ´B´1γ˚pϵ1iq˚ (5.1.52)

と表される．また，５次元スピノール場 ζ 1A, ζ 1
A “ ζ 1BCBAと、４次元左巻きWeyl

スピノール ζAおよび右巻きWeylスピノール ζĀ “ pζAqC の対応は、

ζ 1A “ ζA ´ ζB̄ρ
B̄A, ζ̄ 1A “ ζ̄A ` ζ̄B̄ρ

B̄A, (5.1.53a)

ζ 1
A “ ζBCBA ` ζB̄d

B̄
A, ζ̄ 1

A “ ζ̄BCBA ´ ζ̄B̄d
B̄
A (5.1.53b)

で与えられる。
このとき、、超対称変換は、5Dからの次元低下より、

δqX “ ´iϵ̄iζAfXiA ` iεijρĀB ϵ̄iζĀf
X
jB, , (5.1.54a)

δζA “
1

2
if iAX {DqXϵi ´ ζBωXB

AδqX ` iX̄IkXI f
iA
Xεijϵ

j. (5.1.54b)

ここで、δζAの右辺第３項は、ゲージ化した場合のゲージ超組からの寄与である。
超対称な Lagrange密度は

L4 “ ´
1

2
gXY Bµq

XBµqY ´ dĀB
`

ζ̄Ā {∇ζB ` ζ̄B {∇ζĀ
˘

`
1

2
WAB

EFdC̄Ed
D̄
F ζ̄C̄ζD̄ζ̄

AζB

(5.1.55)

ここで、
∇µζ

A “ Bµζ
A ` Bµq

XωXB
AζB. (5.1.56)
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ゲージ化 ゲージ化は、N “ 1, D “ 4の場合と同様、ゲージ群Gをハイパー超組
のスカラ多様体MHとその上のバンドル pZpMHq, ρAB̄qおよび対応テンソル fXiA
の同型変換群への埋め込み、および、スピノール場 pζAqへの線形表現により与え
られる。
対応するMH上のKillingベクトルを kXI と記すと、まず、４元数構造JX

Jの不
変性より、

p∇Xk
Y
I qJY

Z “ JX
Y p∇Y k

Z
I q (5.1.57)

が成り立つ。これより、次の関係を満たすモーメント写像P I が定まる：

BXP I “ JX
Y kIY , (5.1.58a)

kI
XJXY kJ

Y “ fKIJPK . (5.1.58b)

次に、スピノール場への表現は、

tIA
B “

1

2
fY iA∇Y k

X
I f

iB
X (5.1.59)

により与えられる。交換関係は

rtI , tJ sB
A “ fKIJtKB

A ´ kXI k
Y
J RXY B

A (5.1.60)

また、次の関係式を満たす：

tAB
I ” CACtIC

A “ tI
BA. (5.1.61a)

t̄I
Ā
B̄ ” ptIA

Bq˚ “ ´ρAD̄tID
CρCB̄. (5.1.61b)

以上の記号を用いると、ゲージ化されたハイパー超組のN “ 2超対称性を持つ
Lagrange密度は次式で与えられる：

L6 “ ´
1

2
gXY pqqDµq

XDµqY ` CABζ̄
A {̂DζB ´

1

4
WABCDζ̄

AζBζ̄CζD

´2kXI f
iA
X ζ̄Aλi

I ` 2P I ¨ Y I , (5.1.62a)

L5 “ ´
1

2
gXY pqqDµq

XDµqY ` CABζ̄
A {̂DζB ´

1

4
WABCDζ̄

AζBζ̄CζD

´2ikXI f
iA
X ζ̄Aλi

I ` iσItIB
Aζ̄Aζ

B ` 2P I ¨ Y I ´
1

2
σIσJkXI kJX , (5.1.62b)

L4 “ ´
1

2
gXYDµq

XDµqY ´ dĀB

´

ζ̄A {̂DζB ` ζ̄B {∇ζĀ
¯

`
1

2
WAB

EFdC̄Ed
D̄
F ζ̄C̄ζD̄ζ̄

AζB

`

´

2XItIABζ̄
AζB ` 2if iAXk

X
I ζ̄B̄Ω

jIεijd
B̄
A ` h.c.

¯

`2P I ¨ Y I ´ 2X̄IXJkJ
XkJX . (5.1.62c)

ここで、

Dµq
X “ Bµq

X ´ AIµk
X
I , (5.1.63a)

D̂µζ
A “ Bµζ

A ` Bµq
XωXB

AζB ´ AIµtIB
AζB. (5.1.63b)
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5.1.3 N “ 2 ４次元超重力理論

最終的な基本場

• Poincaré 超組: θaµ, ψ
i
µ, A

0
µ.

ψiµ “ PLψ
i. (5.1.64)

• ゲージ超組: Aαµ, z
α, χiα (α “ 1, ¨ ¨ ¨ , nV ).

χαi “ PLχ
α
i , χiᾱ “ PRχ

iᾱ. (5.1.65)

• ハイパー超組: qu, ζA (u “ 1, ¨ ¨ ¨ , 4nH ; , A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2nH).

ζA “ PLζ
A, ζA “ PRζA. (5.1.66)

スカラー多様体の構造

スカラー多様体MSは、4nH次元の４元数型ケーラー多様体MHと 2nV 次元の
射影特殊Kähler多様体MV の積となる：

MS “ MH ˆ MV Q pqu, zαq. (5.1.67)

(1) 射影特殊ケーラー多様体MV 2nV 次元の 射影特殊ケーラー多様体は，閉相
似キリングベクトルをもつ 2pnV ` 1q次元のアフィン特殊ケーラー多様体の商多様
体として得られる．
まず，2pnV ` 1q次元のアフィン特殊ケーラー多様体M が，wI (I “ 0, ¨ ¨ ¨ , nV )

を複素座標系として，シンプレクティックベクトル

V “ TpXIpwq, FIpwqq; xBIV, BJV y “ 0 (5.1.68)

により定義される．ここで，シンプレクティック内積 x˚, ˚yは

xV, V 1y “ XIF 1
I ´ FIX

1I . (5.1.69)

ケーラーポテンシャル K̃は

K̃ “ i
@

V, V̄
D

“ ipXIF̄I ´ FIX̄
Iq (5.1.70)

により与えられる．BJX
Iが正則行列となる場合には，前ポテンシャルと呼ばれる

正則関数 F pXqが存在して，FI “ BF {BXI と表される．
このアフィン特殊ケーラー多様体が閉相似キリングベクトル kDをもつとすると，

kIDBIV pwq “ V pwq. (5.1.71)
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前ポテンシャルが存在するとき，kD “ XIB{BXI となるので，この条件は

XIBXIF pXq “ 2F pXq (5.1.72)

と表される．
いま，新たな正則座標系 py, zαq(α “ 1, ¨ ¨ ¨ , nV )を

kIDBIz
α “ 0, kIDBIy “ y (5.1.73)

により導入すると，kD “ yByで，

V “ yvpzq; vpzq “ TpZIpzq, F̂Ipzqq (5.1.74)

M の正則閉相似ベクトル kDおよびそれに随伴するキリングベクトルの軌道Oに
よる 2nV 次元の商多様体をMV とすると，zαはその複素座標系となる．M の超
曲面

@

V, V̄
D

“
i

κ2
ô yȳ “

i

κ2 xvpzq, v̄pzqy
” eκ

2Kpz,z̄q (5.1.75)

を Σ，π : M Ñ MV として，p P Σに対して，πppq P MV におけるベクトル a, b

の内積を，ã, b̃ P TppΣq，πpãq “ a, πpb̃q “ b, ã, b̃ K Oとなるベクトルを用いて，
gpa, bq “ g̃pã, b̃qにより定義する．このとき，

gαβ̄ “ g̃αβ̄ ´
g̃ȳαg̃yβ̄
g̃yȳ

“ iyȳ
@

∇αv, ∇̄β̄ v̄
D

“ BαBβ̄K (5.1.76)

が成り立つ．すなわち，MV は，Kをケーラーポテンシャルとするケーラー多様
体となる．ここで，

∇αv “ pBα ` κ2BαKqv, ∇̄ᾱv “ 0, ∇αy “ ∇̄ᾱy “ 0. (5.1.77)

また，vpzqは次の条件を満たすMV 上の正則シンプレクティックベクトル場とな
り，vpzqを与えるとMV の射影特殊ケーラー構造が定まる：

xv,∇αvy “ x∇αv,∇βvy “ 0 (5.1.78)

曲率テンソルは，

Rαᾱββ̄ “
2

a
gᾱpαgβqβ̄ ´ Cαβγg

γγ̄C̄ᾱβ̄γ̄, (5.1.79a)

Cαβγ “ i x∇α∇βV,∇γV y (5.1.79b)

gαβ̄ “ BαBβ̄Kがスカラー場 zαおよびスピノール場 χiαの運動項を決定する．ま
た，gαβ̄が正則なとき，行列 pZ̄Jpz̄q ∇αZ

Jpzqqは正則で，ゲージ場の結合関数NIJ

は，
N̄IJ “

´

¯̂
FIpz̄q ∇αF̂Ipzq

¯

`

Z̄Jpz̄q ∇αZ
Jpzq

˘´1
(5.1.80)

で与えられる．とくに，前ポテンシャルが存在するときには，

NIJ “ F̄IJ ` i
NIKX

KNILX
L

NMNXMXN
, NIJ “ 2ImFIJ . (5.1.81)
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(2) 4元数型ケーラー多様体MH 4nH次元の 4元数型ケーラー多様体は，閉相似
キリングベクトルをもつ 4pnH ` 1q次元のハイパーケーラー多様体の商多様体とし
て得られる．ρAB̄(A,B “ 1 ¨ ¨ ¨ , 2nH)をMHの 2nH次元ベクトルバンドルZpMHq

のテンソルで
ρAB̄ρ

B̄C “ ´δCA , ρĀB “ pρAB̄q˚ (5.1.82)

を満たすものとする．また，f iAu, fuiA(i “ 1, 2, A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2nH , u “ 1, ¨ ¨ ¨ , 4nH)

を次の性質を持つテンソル (T ˚pMHq b pZpMHq ‘ ZpcalMHqqの断面）とする：

f iAvf
u
iA “ δuv , f iAuf

u
jB “ δijδ

A
B, (5.1.83a)

pf iAuq˚ “ f jBuϵjiρBĀ, pfuiAq˚ “ ϵijρĀBfujB. (5.1.83b)

さらに，huvを計量として，反対称形式CABを

huv “ f iAuϵijCABf
jB

v ô huvf
u
iAf

v
jB “ ϵijCAB (5.1.84)

により定義する．このとき，huvがスカラー場 quの運動項を，CABがスピノール
場 ζAの運動項を決定する．
fuiAの実数性条件より，

2f iAuf
v
jA “ δvuδ

i
j ` τ j

i ¨ Ju
v ô Ju

v “ pJu
vq˚ “ ´f iAuf

v
jAτ i

j (5.1.85)

により，J “ pJ1, J2, J3qを定義すると，pJ , hqはMH の 4元数型ケーラー構造と
なり，

∇̃uJ ” ∇uJ ` 2ωu ˆ J “ 0 (5.1.86)

が成り立つ．ここで，接続係数ωu “ p´1{2qωuj
iτ i

j(τ i
j “ iσij)とバンドルZpMHq

の接続係数 ωuB
Aは，条件

∇̃vf
iA
u ” Bvf

iA
u ` f iBuωvB

A ` f jAuωvj
i ´ Γwvurhsf iAw “ 0 (5.1.87)

より
ωuj

iδAB ` ωuB
Aδij “ ´f vjB

`

Bvf
iA
v ´ Γwfuvf

iA
w

˘

(5.1.88)

と定まる．ωujiは

∇uϵ
ij ” Buϵ

ij ` 2ϵkrjωuk
is “ 2ωu

rijs “ 0 (5.1.89)

より，ωu “ p´1{2qωuj
iτ i

jは SUp2q接続となる．また，

∇uρAB̄ ” BuρAB̄ ´ ωuA
CρCB̄ ´ ωuB̄

C̄ρAC̄ “ 0 (5.1.90)

より，ωuBAはUSpp2nHq接続となる．
これらの接続の曲率テンソルをそれぞれ，Ruv, RuvB

Aとおくと，計量 hのリー
マン曲率テンソルは

Ruv
w
x “ fwiAf

iB
x RuvB

A ´ Jx
w ¨ Ruv (5.1.91)
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と表される．さらに，4元数型ケーラー多様体はアインシュタイン空間となる：

Ruv “
1

4nH
huvR. (5.1.92)

また，SUp2q接続に対する曲率形式は 4元数型構造に比例する：

Ruv “
1

2
νJuv; ν ”

R

4nHpnH ` 2q
“ ´κ2. (5.1.93)

(3)ゲージ化 ゲージ変換に対応する 4元数型ケーラー多様体MH のキリングベ
クトルを kuI と表記すると，もとのハイパーケーラー多様体の対応するキリングベ
クトルの対するモーメント写像P I との間に

p∇uk
v
I qJv

w ´ Ju
vp∇vk

w
I q “ νJu

w ˆ P I (5.1.94)

の関係が成り立つ．これより

∇̃uP I ” BuP I ` 2ωu ˆ P I “ Juvk
v
I , (5.1.95a)

∇uk
v
I “ ´Ru

v ¨ P I ` f iBuf
v
iAtIB

A; tIA
B ”

1

2
f viA∇vk

u
I f

iB
u,(5.1.95b)

2nHνP I “ Ju
v∇vk

u
I . (5.1.95c)

なお，キリングベクトルは次の整合性条件を満たす必要がある：

kuIJuvk
v
J “ fKIJPK ` νP I ˆ P J . (5.1.96)

ゲージ変換のアフィン特殊ケーラー多様体に対する作用は線形で随伴表現に従
う．対応する前ポテンシャルの変換は

δGF ” FIθ
KXJf IJK “ ´θKCK,IJX

IXJ (5.1.97)

と変換する．ここで，CK,IJ は実定数である．これより，射影特殊ケーラー多様体
のおける対応するキリングベクトル kαI は

δzα “ θJkαJ ; kαJ∇αZ
I “ ZKf IKJ ´ iκ2ZIP 0

J . (5.1.98)

ここで，

P 0
I “ ´iNIJf

J
KLX

KX̄L “ iNJLf
J
KIX

KX̄L “ ´iNJKf
J
LIX

KX̄L. (5.1.99)
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超重力理論の最も一般的な作用積分

|θ|´1L “
1

κ2

ˆ

1

2
R ´ ψ̄iµγ

µνρDνψ
i
ρ

˙

´ gαβ̄ B̂µz
αB̂µz̄β̄ ´

1

2
huvB̂µq

uB̂µqv ´ V

`
2

3
CI,JK |θ|´1ϵµνρσAIµA

J
ν

ˆ

BρA
K
σ `

3

8
fKLMA

L
ρA

M
σ

˙

`

!

´
1

4
iNIJF

`I
µν F

`µνJ ` F`I
µν ImNIJQ

µν`J

´
1

4
gαβ̄χ̄

α
i {Dχiβ̄ ´ ζ̄A {̂DζA

`
1

2
gαβ̄ψ̄ia{̂Bz

αγaχiβ̄ ´ iψ̄ia{̂Bq
uγaζAfuiA ` h.c.

)

`Lm ´ ψ̄i ¨ γυi ` four-fermion terms. (5.1.100)

ここで、共変微分は

B̂µz
α “ Bµz

α ´ AIµk
α
I , B̂µq

u “ Bµq
u ´ AIµk

u
I , (5.1.101a)

Dµψνi “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpθqγab `
i

2
Bµ

˙

ψνi ` Vµijψνj, (5.1.101b)

Dµχ
α
i “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpθqγab `
i

2
Bµ

˙

χαi ` Vµijχαj ´ AIµχ
β
i Bβk

α
I ` Γαβγχ

γ
i Bµz

β,

(5.1.101c)

Dµζ
A “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpθqγab `
i

2
Bµ

˙

ζA ´ AIµtIB
AζB ` Bµq

uωuB
AζB.(5.1.101d)

これらの式に現れる複合ゲージ場 Bµ,Vµij “ τ i
j ¨ Vµ の表式は、

Bµ “ ´κ2ωαBµz
α ´ κ2ωᾱBµz

ᾱ ´ κ2AIµP
0
I

“ ´κ2B̂µz
α `

i

2
Aµ

IrI ` h.c., (5.1.102a)

Vµ “ ´ωuBµq
u ´

1

2
κ2AIµP I “ ´ωuB̂µq

u `
1

2
AIµrI . (5.1.102b)

ただし、ωα “ p´i{2qBαK, rI “ ´2ωuk
u
I ´ κ2P I . また、ζAに対するゲージ変換の

表現行列 tIA
Bは

tIA
B “

1

2
f viA∇vk

u
I f

iB
u. (5.1.103)

また，CS項の係数CK,IJ は

CK,IJ “ C̄K,IJ “ ´fLKpIFJqL (5.1.104)

Pauli項のQは

Qab´J ” ∇̄ᾱX̄
J
`

1
8
gβᾱCβγδχ̄

γ
i γabχ

δ
jϵ
ij ` χ̄ᾱiγaψbjϵij

˘

`XJ

ˆ

ψ̄ai ψ
b
jϵ
ij `

1

2
κ2ζ̄AγabζBCAB

˙

. (5.1.105)
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スカラポテンシャル V はゲージ化により生じ，

V “
“

´1
2
ppImN q´1qIJ ´ 4κ2XIX̄J

‰

P I ¨ P J ` 2X̄IXJkuI k
v
Jhuv ` pN´1qIJP 0

I P
0
J

(5.1.106)

スピノール場の質量項Lmは、

Lm “
1

2
Sijψ̄

i
µγ

µνψjν ´
1

2
mij

αβχ̄
α
i χ

β
j ´ miᾱ

Aχ̄iᾱζA ´
1

2
mAB ζ̄

AζB ` h.c.. (5.1.107)

ここで、

Sij “ PIijX̄
J , (5.1.108a)

mij
αβ “

1

2
P ij
I Cαβγg

γδ̄∇̄δ̄X̄
I ` ϵij∇αX

Iki
γ̄gβγ̄, (5.1.108b)

mA
iᾱ “ 2ikuI ϵijf

jA
u∇̄ᾱX̄

I , (5.1.108c)

mAB “ ´4XItIAB. (5.1.108d)

最後に、υiは

υi “
1

2
W ij
α χ

α
j ` 2N i

Aζ
A; (5.1.109)

W ij
α ”

`

iϵijP 0
I ´ P ij

I

˘

∇αX
I “ ϵijgαβ̄kI

β̄XI ` P ij
I ∇αX

I , (5.1.110)

N i
A ” if iBuk

u
IX

ICBA. (5.1.111)
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超対称変換

ボゾン場の超対称変換は

δθaµ “
1

2
ϵ̄iγaψµi ` h.c., (5.1.112a)

δzα “
1

2
ϵ̄iχαi , (5.1.112b)

δqu “ ´iϵiζAfuiA ` h.c., (5.1.112c)

δAIµ “
1

2
ϵij ϵ̄jγµγµχ

α
j∇αX

I ` ϵij ϵ̄iψµjX
I ` h.c.. (5.1.112d)

フェルミ場の超対称変換のボゾン部分は

δψiµ “
`

Bµ ` 1
4
ωµ

abγab ´ 1
2
iBµ

˘

ϵi ` Vµijϵj ´ 1
16
γabT´

abε
ijγµϵj ` 1

2
κ2γµS

ijϵj,

(5.1.113a)

δχαi “ {̂Bzαϵi ´ 1
2
G´α
ab γ

abϵijϵ
j ` gαβ̄W̄β̄jiϵ

j, (5.1.113b)

δζA “ 1
2
if iAu{̂Bquϵi ´ ζBωuB

Aδqu ` N̄A
i ϵ

i. (5.1.113c)

ここで，

W̄ᾱij “
`

´iϵijP
0
I ´ PIij

˘

∇̄ᾱX̄
I “ ϵijgβᾱk

β
I X̄

I ` PIij∇̄ᾱX̄
i,(5.1.114a)

N̄A
i ” ´iϵijf

jA
uk

u
I X̄

I , (5.1.114b)

T`
ab

ˇ

ˇ

bos
“ ´4κ2X̄IImNIJF

`J
ab “ 2iκ2

`

X̄IG`
Iab ´ F̄IF

`I
ab

˘

, (5.1.114c)

G´α
ab “ gαβ̄∇̄β̄X̄

IImNIJF
´J
ab . (5.1.114d)

なお，フェルミ場の超対称変換に対するゲージ化による付加項 (femion shift)と
スカラーポテンシャルの間には次の関係がある：

´3κ2SikSjk ` W ik
α g

αβ̄W̄β̄jk ` 4N i
AN̄

A
i “ δijV. (5.1.115)
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次元D 超共形代数 R対称性
6 OSpp8˚|2q USpp2q – SUp2q

5 F 2p4q USpp2q – SUp2q

4 SUp2, 2|2q SUp2q ˆ Up1q

表 5.1: D “ 4, 5, 6における極小超共形代数とR対称性

5.1.4 N “ 2４次元超重力理論の超共形アプローチによる導出

N “ 2超共形代数 生成元と対応するゲージパラメータおよびゲージ場は

PA Mab D Ka Ui
j T Qi Si

ξa λab λD λaK λj
i λT ϵi ηi

θaµ ωµ
ab bµ fµ

a Vµj
i Bµ ψiµ ϕiµ

標準Weyl超組と拘束条件 上記の超共形ゲージ場に、N “ 1の場合と同様の拘
束条件とゲージ固定条件を課して、物理的なゲージ場 θa, ψiのみを残すと、off-shell
ではボゾン場とフェルミオン場の数がバランスしないため、超対称変換が閉じな
い。この問題を解決するため、超共形ゲージ場超組に pTab, D;χiqを加えて、超組
を拡大し、変換則を修正する。
拘束条件としては、次のものを選ぶ：

RµνpP aq “ 0 ñ ωab, (5.1.116a)

R̂acpM
bcq ` iR̂a

bpT q `
1

4
T´
caT

`bc `
3

2
δbaD “ 0 ñ fa, (5.1.116b)

γbR̂bapQ
iq `

3

2
γaχ

i “ 0 ñ ϕi. (5.1.116c)

物質超組との結合 ゲージ超組 pXI ,ΩI
i , A

I
µ,Y

Iqとハイパー超組 pqX , λAqの共形
ウエイト wとカイラルウエイト cは、超共形代数の構造と超対称変換に対する変
換則より、次のようになる。

ゲージ超組（off-shell) ハイパー超組（on-shell)

成分場 XI AIµ Y I ΩI
i qX ζA

自由度 2 3 3 8 4 4

w 1 0 2 3{2 1 3{2

c 1 0 0 1{2 0 ´1{2

L/R L L
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これより、ゲージ超組 pXI ,ΩI
i , A

I
µ,Y

Iqの 超共形変換に対する変換則は

δXI “
1

2
ϵ̄ΩI

i , (5.1.117a)

δΩI
i “ {DXIϵI `

1

4
γabFab

Iϵijϵ
j ` Y I

ijϵ
j ` XJX̄Kf IJKϵijϵ

j ` 2XIηi,(5.1.117b)

δAµ “
1

2
ϵij ϵ̄iγµΩj

I ` ϵij ϵ̄iψµjX
I ` h.c., (5.1.117c)

δY I “
1

4
τ ij ϵ̄i {DΩI

j ´
1

2
f IJKτ i

j ϵ̄jX
JΩiK ` h.c.. (5.1.117d)

ここで、

F I´
ab ” F̂ I´

ab ´
1

2
X̄IT´

ab, (5.1.118a)

F̂µν
I “ Fµν

I `
`

´ϵijψ̄
i
rµγνsΩ

Ij ´ ϵijψ̄
i
µψ

j
νX̄

I ` h.c.
˘

. (5.1.118b)

DΦ “ dΦ ´ δpAITIqΦより、共変微分は次のようになる：

DXI “ DXI ´
1

2
ψ̄iΩI

i ; (5.1.119a)

DXI “ pd ´ b ´ iBqXI ` AJXKf IJK , (5.1.119b)

DΩI
i “ DΩI

i ´ {DXIψi ´
1

4
γabF I´

ab ϵijψ
j

´Y I
ijψ

j ´ XJX̄Kf IJKϵijψ
j ´ 2XIϕi, (5.1.119c)

DΩI
i “

ˆ

d `
1

4
ωabγab ´

3

2
b ´

1

2
iB
˙

Ωi ` Vi
jΩI

j ` AJµΩ
K
i f

I
JK .(5.1.119d)

次に、ハイパー超組 pqX , λAqに対しては、MHの相似Killingベクトル kXD を通
して、dilation変換が作用するとする。また、kXD より

kX “
1

2
kYDJY

X (5.1.120)

により SUp2qKillingベクトル kX が定義される。UiJ 変換は、このKillingベクト
ルを通してハイパー超組に作用するとする。したがって、pD,T, Ui

Jqのハイパー
超組への作用は

δqX “ λDkD
X ´ 2λ ¨ kX , (5.1.121a)

δζA “

ˆ

3

2
λD ´

3

2
iλT

˙

ζA ´ ζBωXB
AδqX (5.1.121b)

となる。超共形ゲージ場に対する共変微分は

DqX “ DqX ` iψ̄iζAfXiA ´ iϵijρĀBψ̄iζĀf
X
iB, (5.1.122a)

DqX “ dqX ´ bkXD ` 2V ¨ kX ´ AIkXI , (5.1.122b)

D̂ζA “ D̂ζA ´
i

2
f iAX {DqXψi ´ iX̄IkXI f

iA
Xϵijψ

j ´ if iAXk
X
Dϕi, (5.1.122c)

D̂ζA “

ˆ

d `
1

4
ωabγab ´

3

2
b `

1

2
iB
˙

ζA ´ AItIB
AζB ` dqXωXB

AζB.(5.1.122d)
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各成分場の超共形変換に対する変換則は、一般公式DΦ “ dΦ ´ δpAITIqΦより読
み取ることができる。

超共形不変作用積分 大域的N “ 2超対称理論を超共形ゲージ変換に対して共変
化し、 相似 Killingベクトルの作用で不変という要請を課すと、超共形不変な作
用積分が得られる。まず、ゲージ超組の部分の共形不変性より、前ポテンシャル
F pXqが共形ウエイト２を持つことが要求される：

XIBIF “ 2F (5.1.123)

このとき、

N ” NIJX
IX̄J ; NIJ ” 2ImFIJ “ ´ipFIJ ´ FIJq (5.1.124)

とおくと、N “ NpX, X̄qがゲージ超組のスカラ多様体Mvに対する共形ウエイト
２のKählerポテンシャルを与える。
つぎに、ハイパー超組のセクターが共形不変であるためには、スカラー多様体

MH の相似Killingベクトル kDとゲージ対称性に対応するKillingベクトル kI が
可換となることが要求される：

rkD, kIs “ 0 (5.1.125)

これより、３つ組モーメント写像P I が次のように定まる：

P I “ kXk
X
I . (5.1.126)

以上の情報により、ゲージ超組とハイパー超組からなる系の超共形不変な作用
積分L “ Lg ` Lhが定まる（具体的表式は省略）。

部分ゲージ固定 次の条件により、pKa, D, Siqに対応するゲージ自由度を固定する：

K-gauge : bµ “ 0, (5.1.127a)

D-gauge : ´
1

6
N ´

1

12
k2D “

1

2
κ´2, (5.1.127b)

S-gauge : NIJX
JΩiI ` idĀBA

iBζĀ “ 0. (5.1.127c)

ここで、
AiA ” f iAXk

X
D . (5.1.128)

D-gauge条件と

|θ|´1L “

ˆ

´
1

6
N ´

1

12
k2D

˙

R `

ˆ

´N `
1

4
k2D

˙

D ` ¨ ¨ ¨ (5.1.129)
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より得られる、補助場Dに関する場の方程式より

N “ ´κ´2, k2D “ ´4κ´2. (5.1.130)

また、S-gauge条件と場の方程式

NIJX
IΩiJ ´ 2i “ 0 (5.1.131)

より、
NIJX

IΩiJ “ 0, dĀBA
iBζĀ “ 0. (5.1.132)
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§5.2
*超対称ブラックホール解

5.2.1 ４次元N “ 2純超重力理論

基本場と作用積分

4次元N “ 2純超重力理論に含まれる基本は，時空計量（フレーム場）gµν(θaµ),
２個の左巻きスRarita-Schwinger場ψAµ (A “ 1, 2), 重力光子場と呼ばれる可換ゲー
ジ場Aµからなる．
ゲージ場Aµ “ A0

µの結合係数は，前ポテンシャル

F “
1

2
αpX0q2 ñ F0 “ αX0, F00 “ α ñ N00 “ 2Im pF00q “ 2α2 (5.2.1)

ここで，αは定数で，α “ ´iと選ぶと，ゲージ場に対する標準的な運動項が得ら
れる．実際，ゲージ結合関数は

N00 “ F̄00 ` iN00 “ α (5.2.2)

より，運動項は

LA “ ´
i

4
N00F

`0
µν F

`0µν ` h.c. “ ´
iα

8

´

pFµνF
µν ´ iFµνF̃

µν
¯

` h.c.

“ ´
1

4
FµνF

µν . (5.2.3)

以上より，系のラグランジュ密度は

|θ|´1L “
1

κ2

ˆ

1

2
Rs ´ ψ̄Aµγ

µνρDνψ
A
ρ

˙

´
1

4
FµνF

µν . (5.2.4)

超対称変換

ゲージ固定条件

V “

˜

X0

F0

¸

“

˜

X0

αX0

¸

ñ
i

κ2
“
@

V, V̄
D

“ pᾱ ´ αq|X0|2 “ 2i|X0|2 (5.2.5)

より，ψAµ の位相を適当に再定義することにより，

X0 “ |X0| “
1

?
2κ

(5.2.6)
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これより，
T`
ab “ ´4κ2X̄0Im pN00qF

`
ab “ 2

?
2κF`

ab (5.2.7)

となるので，基本場の超対称変換は, ϵA(A “ 1, 2)を左巻きカイラルスピノールで
表された超対称変換のグラスマンパラメータ，ϵA “ pϵAqC として，

δθaµ “
1

2
ϵ̄AγaψµA ` h.c., (5.2.8a)

δAµ “
1

?
2κ
εAB ϵ̄AψµB, (5.2.8b)

δψAµ “
`

Bµ ` 1
4
ωµ

abγab
˘

ϵA ´

?
2

8
κγabFabε

ABγµϵB. (5.2.8c)

キリングスピノールとキリングベクトルの対応

この項では，ϵAを可換な量として扱う．このとき，Killingスピノール方程式より

Dµϵ
A “

?
2

8
κFabγ

abεABγµϵB, (5.2.9a)

DµϵA “

?
2

8
κϵ̄BεABγµγ

abFab (5.2.9b)

が成り立つので，

∇µpϵ̄Aγνϵ
Bq “

?
2

8
κFab

`

ϵ̄Aγνγ
abγµϵCε

BC ` εAC ϵ̄
Cγµγ

abγνϵ
B
˘

(5.2.10)

ここで，

γpµγ
abγνq “ gµνγ

ab, (5.2.11)

ϵ̄Aγ
abϵB “ ϵ̄Bγ

abϵA. (5.2.12)

また，
pϵ̄Aγµϵ

Bq: “ ´ϵ̄Bγµϵ
A. (5.2.13)

よって，
kµ ” iϵ̄Aγµϵ

A (5.2.14)

は実ベクトルで，
∇µkν ` ∇νkµ “ 0. (5.2.15)

すなわち，kµはKillingベクトルとなる．
ここで，任意の未来向きの時間的ベクトル場 V に対して，

k ¨ V “ V0̂pϵ
Aq: p1 ´ β ¨ V {V0̂q ϵ

A ă 0 (5.2.16)

が常に成り立つので，kµは未来向きの時間的ないし光的ベクトル場となる．
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静的解

未来向きの時間的ないし光的ベクトル場が大域的に存在するので，ブラックホー
ル解があるとすると非回転的．そこで，時空およびベクトル場が静的とすると，

ds2 “ ´e2Upxqdt2 ` e´2Upxqdx2, (5.2.17a)

A “ Atpxqdt ñ F “ ´BiAtdt ^ dxi. (5.2.17b)

ゼロでないChristoffel接続係数は

t t
t i u “ BiU, t i

t t u “ BiUe
4U ,

␣

i
j k

(

“ Biδjk ´ 2δipjBkqU. (5.2.18)

スピン接続係数は，フレーム基底を

θ0 “ eUdt, θi “ e´Udxi (5.2.19)

と取るとき，
ω0

o “ e2UBiUdt, ωij “ ´2δkriBjsUdx
k. (5.2.20)

Ricci曲率テンソルは

R00 “ e2U△̂U, R0i “ 0, Rîĵ “ e2U
´

´2BiUBjU ` △̂Uδij
¯

, (5.2.21)

キリングスピノール方程式は

δψAt “
1

2
eU

´

X̂γ0ϵA ´ Ŷ εABϵB

¯

“ 0, (5.2.22a)

δψAi “
`

Bi ` 1
2
BiU

˘

ϵA `

?
2

2
κe´UBiAtγ

0εABϵB “ 0. (5.2.22b)

ここで，

X̂ “ eUBjUγ
ĵ, Ŷ “

?
2

2
κBjAtγ

ĵ. (5.2.23)

第１式より，およびその荷電共役より

X̂γ0ϵA “ Ŷ εABϵB, (5.2.24a)

Ŷ γk̂ϵA “ X̂ϵABϵB. (5.2.24b)

これらより，
2X ¨ Y γ0ϵA “ pX2 ` Y 2qεABϵB (5.2.25)

よって，
εABϵB “ cγ0ϵA ñ X “ cY. (5.2.26)

すなわち，
κ

?
2
cAt “ eU . (5.2.27)
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これを δψAi “ 0に代入すると，

δψAi “
`

Bi ´ 1
2
BiU

˘

ϵA “ 0 ñ ϵA “ eU{2ϵAp0q. (5.2.28)

ここで，ϵAp0qは次の条件を満たす定数：

ϵ2p0q “
1

c
γ0pϵ1p0qq

C . (5.2.29)

Maxwell方程式は

˚F “
1

2
e“2U ε̂ijkBiAtdx

j ^ dxk (5.2.30)

より
d ˚F “ ∇̂ ¨ pe´2U∇̂Atqd3x “ 0 (5.2.31)

上記のAtの表式を代入すると，

△̂pe´Uq “ 0. (5.2.32)

最後に，非自明なアインシュタイン方程式は，

G0
0 “ e2U

”

p∇̂Uq2 ´ 2△̂U
ı

“ ´e2Up∇̂Uq2, (5.2.33a)

Gi
j “ e2U

”

p∇̂Uq2δij ´ 2BiUBjU
ı

, (5.2.33b)

Rs “ 2e3U△̂e´U (5.2.33c)

および

Tµν “ FµαFν
α ´

1

2
gµνF ¨ F ; (5.2.34)

T 0
0 “ ´

1

2
p∇̂Atq2, T ij “ ´BiAtBjAt `

1

2
δijp∇̂Atq2 (5.2.35)

より，

Gi
j “ κ2T ij “

1

c2
e2U

”

p∇̂Uq2δij ´ 2BiUBjU
ı

(5.2.36)

よって，c “ ˘1となる．以上より，この理論の静的で超対称な一般解は，Papapetrou-

Majumdar解となり，1{2BPS解となる：

At “ ˘

?
2

κ
eU , △̂e´U “ 0. (5.2.37)
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5.2.2 4次元N “ 2 nV “ 1超重力理論

基本場

重力超組 : θaµ, ψ
A
µ pA “ 1, 2q, A0

µ,

ベクトル超組 : A1
µ, λ

ApA “ 1, 2q, z

ここで，λA “ PLλ
A, λA “ pλAqC .

前ポテンシャル

FpXq “ ´
i

κ2
X0X1. (5.2.38)

これより，

V “ TpXI ,FIq; F0 “ ´
i

κ2
X1, F1 “ ´

i

κ2
X0. (5.2.39)

共形対称性に対するゲージ固定条件は

@

V, V̄
D

“
2i

κ2
`

X0X̄1 ` X̄0X1
˘

“
i

κ2

ô X0X̄1 ` X̄0X1 “
1

2
. (5.2.40)

ケーラーポテンシャル

v “ TpZ0, Z1, F̃0, F̃1q “ Tp1,´iz,´z{κ2,´i{κ2q (5.2.41)

より
e´κ2K ” ´iκ2 xv, v̄y “ 4Im pzq (5.2.42)

これより，スカラー場 zに対する計量は

gzz̄ “
1

4κ2pIm pzqq2
. (5.2.43)
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ゲージ結合関数

pFIJq “ ´
i

κ2

˜

0 1

1 0

¸

ñ pNIJq “ ´
2

κ2

˜

0 1

1 0

¸

(5.2.44)

より

NIJX
J “ ´

2

κ2
TpX1, X0q, NIJX

IXJ “ ´
4

κ2
X0X1. (5.2.45)

よって，一般公式より

N00 ´
i

κ2
X1

X0
, N01 “ 0. N11 ´

i

κ2
X0

X1
. (5.2.46)

すなわち，

pNIJq “
1

κ2

˜

´z 0

0 1{z

¸

. (5.2.47)

以上より，ラグランジュ密度関数は

|θ|´1κ2L “
1

2
Rs ´ ψ̄Aµγ

µνλBνDνψ
A
ρ

´
1

4

∇z ¨ ∇z̄
pIm pzqq2

´
1

16pIm pzqq2

`

χ̄A {DχA ` h.c.
˘

`
1

8pIm pzqq2

`

ψ̄Aµ{BzγµχA ` h.c.
˘

´
1

2

ˆ

´izF` ¨ F` `
i

z
F 1` ¨ F 1` ` h.c.

˙

(5.2.48)

ここで，
´ifpzqF`cdotF` “ Im pfqF ¨ F ´ Re pfqF ¨ F̃ . (5.2.49)

特に，z “ ie´2ϕのセクターでは，

2κ2|θ|´1L “ Rs ´ 2p∇ϕq2 ´ e´2ϕpF ¨ F ` F 1 ¨ F 1q. (5.2.50)
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5.2.3 BHアトラクター解

N “ 2, nv “ 1の 4次元超重力理論は，次の解をもつ：

ds2 “ ´e2Uprqdt2 ` e´2Uprqpdr2 ` r2dΩ2q, (5.2.51a)

F “ ˘dpH´1
1 q ^ dt, (5.2.51b)

G1 “ ´e´2ϕ ˚F 1 “ ¯dpH´1
2 q ^ dt, (5.2.51c)

H1 “ e´ϕ0 `
|q|

4πr
, H2 “ eϕ0 `

|p1|

4πr
, (5.2.51d)

e´2U “ H1H2, e´3ϕ “ H1{H2. (5.2.51e)

この解は， p1{2qBPS解で，ϕ0 “ ϕpr “ 8qとおくとき，

8πGM “ e´ϕ0 |p1| ` eϕ0 |q| (5.2.52)

が成り立つ．また，ホライズンの特性は，電荷 p, q1のみで決まり，ϕ0に依らない
という性質（アトラクター性）をもつ：

pe´2ϕqhor “ lim
rÑ0

e´2ϕ “
|q|

|p1|
, (5.2.53a)

Ahor “ 4π lim
rÑ0

r2e´2U “
|qp1|

4π
. (5.2.53b)

【Exercise 5.2.1】 　静的で球対称な配位に対して，場の方程式を解いて，以上
のことを証明せよ． l
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Answer. 静的で球対称で，F が電荷のみ，F 1が磁化のみを持つとすると，

F “ ˘dpH1prq´1q ^ dt, G1 “ ´e´2ϕ ˚F 1 “ ˘dpH2prq
´1q ^ dt (5.2.54)

と表される．これらは，dF “ dG1 “ 0を満たすので，残りのゲージ場の方程式は

G “ ´e´2ϕ ˚F “ ˘e´2ϕH
1
1

H2
1

e´2Ur2dθ sin θ ^ dϕ, (5.2.55a)

F 1 “ e2ϕ ˚G1 “ ¯e2ϕ
H 1

2

H2
2

e´2Ur2dθ sin θ ^ dϕ (5.2.55b)

より，

dG “ 0 ô e´2ϕ´2U r
2H 1

1

H2
1

“ ˘
q

4π
, (5.2.56a)

dF 1 “ 0 ô e2ϕ´2U r
2H 1

2

H2
2

“ ˘
p1

4π
. (5.2.56b)

ここで，

q “

ż

S2

G, p1 “

ż

S2

F 1. (5.2.57)

次に，スカラー場の方程式

2lϕ ` e´2ϕpF ¨ F ` F 1 ¨ F 1q “ 0 (5.2.58)

は，

r2pr2ϕ1q1 `
1

2p4πq2
e2U

`

pp1q2e´2ϕ ´ q2e2ϕ
˘

“ 0. (5.2.59)

Einsteinテンソルは

G0
0 “ ´e2U

ˆ

´pU 1q2 ` 2U2 `
4

r
U 1

˙

, (5.2.60a)

´Gr
r “ Gθ

θ “ Gϕ
ϕ “ pU 1q2e2U , (5.2.60b)

Rs “ 2e2U
ˆ

´pU 1q2 ` U2 `
2

r
U 1

˙

. (5.2.60c)

エネルギー運動量テンソル

κ2Tµν “ 2BµϕBνϕ ´ gµνp∇ϕq2

`e´2ϕ

ˆ

FµαFν
α ´

1

2
gµνF ¨ F ` F 1

µαF
1
ν
α ´

1

2
gµνF

1 ¨ F 1

˙

(5.2.61)
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の成分は

κ2T 0
0 “ ´e2Upϕ1q2 ´

1

2
e´2ϕ

«

ˆ

H 1
1

H2
1

˙2

` e4ϕ
ˆ

H 1
2

H2
2

˙2
ff

, (5.2.62a)

´κ2T rr “ κ2T θθ “ κ2T ϕϕ

“ ´e2Upϕ1q2 `
1

2
e´2ϕ

«

ˆ

H 1
1

H2
1

˙2

` e4ϕ
ˆ

H 1
2

H2
2

˙2
ff

, (5.2.62b)

κ2T µµ “ ´2e2Upϕ1q ´ 2 (5.2.62c)

よって，スカラ場に対する方程式および Einstein方程式のなかで，独立な方程式
は, u “ 1{rとして

B2
uU ´ pBuUq2 “ pBuϕq2, (5.2.63a)

B2
uU “

1

2p4πq2
e2U

`

q2e2ϕ ` p12e´2ϕ
˘

, (5.2.63b)

B2
uϕ “

1

2p4πq2
e2U

`

q2e2ϕ ´ p12e´2ϕ
˘

. (5.2.63c)

これらの第 2式および第 3式より

B2
upU ` ϕq “

´ q

4π

¯2

e2pU`ϕq, B2
upU ´ ϕq “

ˆ

p1

4π

˙2

e2pU´ϕq (5.2.64)

これらの方程式の 0 ă u ă 8で正則な解は

eU`ϕ “

ˆ

e´ϕ0 `
|q|

4πr

˙´1

, eU´ϕ “

ˆ

eϕ0 `
|p1|

4πr

˙´1

. (5.2.65)

これをゲージ場の方程式に代入すると

H1 “ eϕ0 `
|q|

4πr
, H2 “ e´ϕ0 `

|p1|

4πr
(5.2.66)

を得る．
Q.E.D.
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A
超代数と超群
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• Cornwell JF: “Group Theory in Physics” (Elsevier, 1989)

vol. III “Supersymmetries and Infinite-Dimensinal Algebra”

• Kac V: Adv. Math. 26, 8-96 (1977)

“Lie superalgebras”

§A.1
超代数

【Definition A.1.1 (超環)】 　 環 pR,`, ¨qは，そのZ2次数付け，すなわち加法
群としての直和分解R “ R0 ‘ R1が与えられ，Rα ¨ Rβ Ă Rα`β(α, β P Z2)が成り
立つとき，超環 (super-ring)という．
超環Rにおいて，a P R0ないしa P R1となる元を斉次元 (homogeneous element)

といい，その全体を hpRqで表す．また，a P hpRqの次数 |a|を，

| | : hpRq Ñ Z2; a ÞÑ α ô a P Rα

により定義する．
さらに，超環Rにおいて，常に

ab “ p´1q|a||b|ba

が成り立つとき，Rは可換 (commutative)であるという． l

目次へ



付 録A 超代数と超群 319 目次へ

【Definition A.1.2 (結合的超代数)】 　 Z2次数付き代数A “ A0 ` A1は，そ
の積演算が結合的であるとき結合的超代数という． l

【Definition A.1.3 (可換超代数)】 　 結合的超代数A “ A0 ` A1において，

ab “ p´1qdegadegbba

が成り立つとき，A を可換超代数という． l

【Example A.1.4 (外積代数)】 　 F係数L次元線形空間 V (F “ R,C)から作ら
れる外積代数

Ź

V をFBLと表し，その偶元の次数を 0，奇元の次数を 1とおくと，
可換超代数が得られる．これは，Grassmann代数に単位元を付加したものと一致
する． l

【Example A.1.5 (行列超代数)】 　

1. Fを係数とする p ` q次の正方行列の全体Mpp ` q,Fq の作る代数に，

次数 0 :

˜

A 0

0 D

¸

A P Mpp,Fq, D P Mpq,Fq

次数 1 :

˜

0 B

C 0

¸

B P Mpp, q,Fq, C P Mpq, p,Fq

によりZ2次数を定義すると，結合的超代数が得られる．この超代数をMpp|q,Fq

と表す．

2. (超転置) 行列超代数におけるM の転置を

stM :“

˜

TA TC

´ TB TD

¸

により定義する．このとき，次の性質がなりたつ：

stpMNq “ stN stM,

3. (超トレース) 超代数としての行列のトレースを

strM :“ TrA ´ TrD

で定義する．このとき，次の性質が成り立つ．

strpMNq “ strpNMq,

strpstMq “ strM,

strpSMS´1q “ strM.

l
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§A.2
Lie超代数

【Definition A.2.1 (Lie超代数)】 　 Z2次数付き線形空間Ls “ L0 ` L1に次
の性質をもつ積 ra, bsが定義されているとき，Lsを Lie超代数という：

i) a, bがそれぞれ同次元のとき，

degpra, bsq “ dega ` degb.

ii) a, b, c P Ls，α, β P CpRqのとき，

rαa ` βb, cs “ αra, cs ` βrb, cs.

iii) a, bが同次元のとき，

rb, as “ ´p´1qdegadegbra, bs.

iv) a, b, cが同次元のとき

ra, rb, cssp´1qdegadegc ` rb, rc, assp´1qdegbdega ` rc, ra, bssp´1qdegcdegb “ 0.

l

【Example A.2.2 (行列のLie超代数)】 　 行列の超代数Mpp|q,Fq(F “ R,C)に
おいて

rM,N s :“ MN ´ p´1qdegMdegNNM

とおくと，この超交換子に対してMpp|q,Fqは Lie超代数となる．
さらに，

slpp|q;Fq :“ tM P Mpp|q,Fq | strM “ 0u

は，Mpp|q;Fqの部分 Lie超代数となる．また，

K :“

˜

1p 0

0 Jq

¸

; Jq :“

˜

0 1q{2

´1q{2 0

¸

で定義されるK P Mpp|q;Fqを用いて，

osppp|q;Fq :“
␣

M P Mpp|q,Fq
ˇ

ˇ

stMK ` p´1qdegMKM “ 0
(

とおくと，次数ゼロの部分が

L0 “ soppq ‘ sppq{2,Fq

となる直交シンプレクティック Lie超代数が得られる． l
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A.2.1 分類

【Definition A.2.3 (可解および半単純 Lie超代数)】 　 Lie超代数L に対して，

1. Lie代数と同様に，L p0q “ L , L pkq “ rL pk´1q,L pk´1qspk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ qと置
くとき，L pkq “ 0となる kが存在するとき，L は可解 (solvable)であると
いう．

2. L の極大可解イデアルがゼロイデアルとなるとき，L は半単純 (semi-simple)

であるという．

l

【Theorem A.2.4 (基本構造定理)】 　 L を有限次元 Lie超代数，RをL の極
大可解イデアルとするとき，L {Rは半単純となる． l

A.2.2 表現

【Definition A.2.5 (Lie超代数の次数付き表現)】 　

1. Lie超代数Lsから，行列の作る Lie超代数Mpp|q,Fqへの Lie超代数として
の準同型 Γを，Lsの次数付き表現という．

2. V “ V0 ‘ V1を次数付きベクトル空間とするとき，EndpV qに行列Lie超代数
Mpp|qq(p “ dimpV0q, q “ dimpV1q)と同型な Lie超代数の構造が入る．この
Lie超代数を glpV qと記すとき，L の次数付き表現は，Lie超代数としての
準同型 ρ : L Ñ glpV qと同一視できる．また，このとき，V は次数付きL -

加群となる．

l

【Theorem A.2.6 (Lie超代数におけるAdoの定理)】 　 すべての有限次元 Lie

超代数は，忠実な（次数付き）表現をもつ．[Kac VG 1977[46]] l

【Definition A.2.7 (誘導表現)】 　 L を Lie超代数，H をその部分超代数，V
をH -加群とする．このとき，

IndL
H pV q “ UpL q bUpH q V (A.2.1)

により定義される L -加群を，H -加群から誘導された L -加群と呼ぶ．ここで，
UpL qはL の普遍包絡環である．

l
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【Proposition A.2.8 (誘導表現の性質)】 　

a) L を Lie超代数，H をその部分超代数，V を単純L -加群，W をそのH -

部分加群とする．このとき，V は誘導L -加群の因子加群である．すなわち，
L の任意の既約表現は，その部分超代数の表現から誘導される表現の既約
分解により得られる．

b) H2 Ă H1をL の部分超代数，W をH2-加群とするとき，

IndL
H1

pIndH1

H2
W q – IndL

H2
pW q. (A.2.2)

c) H をH0 Ą L0となるLie超代数L “ L0 ‘L1の部分超代数，g1, ¨ ¨ ¨ gt P L1

をL {H の基底 rg1s, ¨ ¨ ¨ , rgtsの代表元とする．このとき，H -部分加群W に
対して，

IndL
H pW q “

à

1ďi1ď¨¨¨ďit

gi1 ¨ ¨ ¨ gitW (A.2.3)

が成り立つ．特に，dim IndL
H pW q “ 2t dimW .

[Kac VG 1977[46]] l
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§A.3
可解Lie超代数

【Definition A.3.1】 　

1) Lie超代数L “ L0‘L1に対し，その上の線形汎関数 ℓ P L ˚が ℓprL0,L0sq “

ℓpL1q “ 0を満たすとき，卓越している (distinguished)という．卓越した
線形汎関数の全体を LpL q，あるいは単に L と表記する．さらに，L0 “

tℓ P L | ℓprL1,L1sq “ 0u, L の随伴表現の１次元因子から定義される L0の
元で生成される L0の部分空間を L1と表す．

2) ℓ P Lに対して，L の部分空間Lℓを

Lℓ “ tg P L | ℓprg, g1sq “ 0@g1 P L u (A.3.1)

により定義する．このとき，Lℓ Ă P および ℓprP,Psq “ 0を満たすL の
部分超代数Pを ℓに随伴する (subordinate)部分超代数と呼ぶ．

l

【Theorem A.3.2 (可解Lie超代数の規約表現と卓越した線形汎関数の対応)】 　
L “ L0 ‘ L1を可解 Lie超代数とする．

a) (V ñ ℓV P L{L0) 有限次元既約L -加群 V に対して，L0-加群としての V

の各既約成分 Viは常に 1次元である．それらを Vi “ ℓipXqvi(X P L0)と表
し，ℓipL1q “ 0により ℓiを LpL qの元と見なすと，ℓiは L{L0において同一
の類 ℓ̂V に属する．

b) (ℓ ñ V ) ℓ P LpL qに対して，Pを ℓに付随するL の極大部分超代数とす
る．この時，ℓpXqv(X P P)により定義される１次元P-加群を tP, ℓuと表
記すると，L -加群 V “ IndL

PtP, ℓuは有限次元単純加群で，ℓ P ℓ̂V が成り立
つ．また，ℓ1, ℓ2 P LpL qに対応するL -加群を V1, V2，対応するL の線形表
現を ρ1, ρ2とするとき，適当な λ P L0に対して ρ1 – ρ2 ` λとなるための必
要十分条件は ℓ1 ´ ℓ2 P L0となることである．

c) b)における対応 ℓ ñ V は，LpL qから有限次元既約L -加群の全体への全
射を与える．

d) L を完全可解，すなわち随伴表現のすべての既約因子が１次元となるLie超
代数とする．このとき，a)„c)は，L0を L1でに置き換えても成り立つ．特
に，L がベキ零のとき，L1 “ 0となるので，L の有限次元既約表現とLpL q

の元が１対１に対応する．

目次へ



付 録A 超代数と超群 324 目次へ

[Kac VG 1977[46]] l

【Proposition A.3.3】 　L “ L0 ‘ L1を可解 Lie超代数とする．

1. V “ V0 ‘ V1 を有限次元既約 L -加群とすると，dimV0 “ dimV1 “ 2s´1

(s ď dimL1)または dimV “ 1．

2. L のすべての有限次元既約表現が１次元となるための必要十分条件は，rL1,L1s Ă

rL0,L0sである．

[Kac VG 1977[46]] l
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§A.4
単純複素Lie超代数

【Definition A.4.1 (古典 Lie超代数とCartan型 Lie超代数)】 　 単純 Lie超
代数L “ L0 ` L1において，代数演算により誘導される表現L0 ▷ L1が完全可
約のとき，L は古典Lie超代数 (classical Lie superalgebra)，完全可約でないとき
Cartan型Lie超代数 (Cartan type Lie superalgebra)という． l

【Definition A.4.2 (簡約可能な Lie代数)】 　 Lie代数 gは，半単純 Lie代数と
中心の直和となるとき簡約可能という． l

【Proposition A.4.3】 　単純 Lie超代数が古典的であることと，Lie代数L0が
簡約可能であることは同等である． l

【Theorem A.4.4 (古典複素 Lie超代数の分類定理)】 　 古典単純複素 Lie超代
数は次のように分類される：

(1) 基本 (basic)古典単純複素 Lie超代数

(a) Killing形式が非退化となるもの．

(i) 単純複素 Lie代数

(ii) 次の６つの系列：

Apm|nq “ slpm ` 1|n ` 1;Cq, m ą n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Bpm|nq “ ospp2m ` 1|2n;Cq, m “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Cpnq “ ospp2|2n ´ 2;Cq, n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ ,

Dpm|nq “ ospp2m|2n;Cq, m “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ , n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , m ‰ n ` 1,

F p4q,

Gp3q.

(b) Killing形式が恒等的にゼロとなるもの．

Apn|nq “ slpn ` 1|n ` 1;Cq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Dpn ` 1|nq “ ospp2n ` 2|2n;Cq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Dp2|1;αq, α P C ´ t0,´1,8u .

(2) 特異 (strange)古典単純複素 Lie超代数

P pnq, n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ ,

Qpnq, n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨
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[Cornwell JF 1989[23]; Kac VG 1977[46]] l

【Theorem A.4.5 (Cartan型Lie超代数の分類定理)】 　 Cartan型 Lie超代数
は次の４つの離散系列で尽くされる：

1) W pnq (n “ 3, 4, ¨ ¨ ¨ )

2) Spnq (n “ 3, 4, ¨ ¨ ¨ )

3) S̃pnq (n “ 4, 5, ¨ ¨ ¨ ,)

4) Hpnq (n “ 4, 5, ¨ ¨ ¨ ,)

[Cornwell JF 1989[23]; Kac VG 1977[46]] l

A.4.1 古典Lie超代数

glpm|Nq: Q P Mpm ` NqをA P Mpmq, B P Mpm,Nq, C P MpN,mq, D P MpNq

を用いて

Q “

˜

A B

C D

¸

(A.4.1)

と表し，

L “ Mpm ` Nq, (A.4.2a)

L0 “ tQ P L | B “ C “ 0u , (A.4.2b)

L1 “ tQ P L | A “ D “ 0u (A.4.2c)

とおく．このとき，r˚, ˚s˘を

rQ1, Q2s˘ “ rQ1, Q2s for Q1, Q2 P L0, (A.4.3a)

rQ1, Q2s˘ “ rQ1, Q2s for Q1 P L0, Q2 P L1, (A.4.3b)

rQ1, Q2s˘ “ tQ1, Q2u for Q1, Q2 P L1 (A.4.3c)

と定義すると，tL , r˚, ˚s˘uは超代数glpm|Nqとなる．以下，Q P L をQrA,D;B,Cs

と表記する．

osppN |2pq: Ωp2pqを条件

Ω2
p2pq “ ´1, TΩp2pq “ ´Ωp2pq (A.4.4)

を満たす 2p次の正方行列，GpNqをN 次の対称正則行列とする．
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osppN |2pqを次の条件を満たす glpN |2pqの部分代数として定義する：

TAGpNq ` GpNqA “ 0, (A.4.5a)
TDΩp2pq ` Ωp2pqD “ 0, (A.4.5b)

C “ Ωp2pq TBGpNq (A.4.5c)

このとき，rosppN |2pqs0の生成する群Gは

G “ OpNq b Spppq (A.4.6)

が成り立つ．
特に，

Spp2,Cq – SOp5,Cq (A.4.7)

より，osppN |4qの適当な実型は SOp2, 3q ˆ SOpNqに対応する実超代数，すなわち
AdS4上のN -拡張超代数となる．また，”宇宙項”ゼロの極限をとると，Minkowski

時空E3,1上のN -拡張超代数が得られる．

slpm|Nq: slpm|Nqを次の条件を満たす glpm|Nqの部分代数として定義する：

TrA “ TrD. (A.4.8)

このとき，
G “ SLpm,Cq b SLpN,Cq b GLp1,Cq (A.4.9)

が成り立つ．
さらに，Hpmqを符号 pp, qq(p ` q “ m)のm次エルミート行列，HpNqを正のN

次エルミート行列として，条件

HpmqAH
´1
pmq

“ ´A:, (A.4.10a)

HpNqDH
´1
pNq

“ ´D:, (A.4.10b)

HpmqBH
´1
pNq

“ ´C: (A.4.10c)

を満たす slpm|Nqの実部分代数を supp, q|Nqとおくと，

G “ SUpp, qq b SUpNq b Up1q (A.4.11)

が成り立つ．
特に，

SUp2, 2q – SOp2, 4q (A.4.12)

より，sup2, 2|NqはAdS5上の拡張超対称代数を与える．
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P pnqとQpnq: P pnqは次の条件を満たす glpn|nqの部分代数として定義される：

TA ` D “ 0, TrA “ 0, (A.4.13a)
TB “ B, TC “ ´C. (A.4.13b)

すなわち，

G “ SLpn,Cq, (A.4.14a)

G▷ L1 : p2qn ` r2sn. (A.4.14b)

また，Q1pnqを次の条件を満たす slpn|nqの部分代数として定義する：

A “ D, B “ C, TrB “ 0. (A.4.15)

ただし，Q1pnqは中心 taI2n | a P Cu – Cをもつので，

Qpnq “ Q1pnq{C (A.4.16)

により単純な超代数Qpnqを定義する．このとき，

G “ SLpn,Cq, (A.4.17a)

G▷ L1 : Adjoint表現 (A.4.17b)

となる．

Dp2, 1, αq, Gp3q, F p4q:

1. Dp2, 1, αq

G “ SLp2,Cq b SLp2,Cq b SLp2,Cq, (A.4.18a)

G▷ L1 : p2, 2, 2q. (A.4.18b)

2. Gp3q

G “ SLp2,Cq b G2, (A.4.19a)

G▷ L1 : p2, 7q (A.4.19b)

3. F p4q

G “ SLp2,Cq b SOp7,Cq, (A.4.20a)

G▷ L1 : p2, 8q (A.4.20b)
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A.4.2 Cartan型超代数

ai, a
:
i (i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)をフェルミ型生成消滅演算子とする：

!

ai, a
:
j

)

“ δij, tai, aju “

!

a:
i , a

:
j

)

“ 0.

W pnq(n ě 3):

W pnq “ G´1 ‘ G0 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Gn´1, (A.4.21a)

rGi, Gjs Ă Gi`j, (A.4.21b)

L0 “ G0 ‘ G2 ‘ ¨ ¨ ¨ , L1 “ G´1 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ . (A.4.21c)

ここで，

G´1 “ xai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (A.4.22a)

G0 “ xa:
iaj pi, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (A.4.22b)

G1 “ xa:
ia

:
jak pi ‰ j, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (A.4.22c)

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ,

Gn´1 “ xa:
1 ¨ ¨ ¨ a:

nai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy. (A.4.22d)

G0 – glpnqでW pnqの次元は n ¨ 2n．また，W p2q “ slp2|1q.

Spnq (n ě 3):

Spnq “ G´1 ‘ G0 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Gn´2, (A.4.23a)

rGi, Gjs Ă Gi`j, (A.4.23b)

L0 “ G0 ‘ G2 ‘ ¨ ¨ ¨ , L1 “ G´1 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ . (A.4.23c)

ここで，

G´1 “ xai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (A.4.24a)

G0 “ xa:
1a1 ´ a:

jaj pj “ 2, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
iaj pi ‰ j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (A.4.24b)

G1 “ xa:
i pa

:
1a1 ´ a:

jajq pi ‰ j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
1pa:

2a2 ´ a:
jajq pj “ 3, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
ia

:
jak pi ‰ j ‰ k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (A.4.24c)

G2 “ xa:
ia

:
jpa

:
1a1 ´ a:

kakq pi ‰ j ‰ k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
ka

:
1pa

:
2a2 ´ a:

jajq pk ‰ j “ 3, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
1a

:
2pa:

3a3 ´ a:
jajq pj “ 4, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
ia

:
ja

:
kal pi ‰ j ‰ k ‰ l “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (A.4.24d)

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
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G0 – slpnqで dimpSpnqq “ pn ´ 1q2n ` 1.

S̃pnq (n ě 4): Spnqにおいて，G´1を次の集合で置き換えたのも：

G´1 “ xp1 ` a:
1a

:
2 ¨ ¨ ¨ a:

nqai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy. (A.4.25)

Hpnq (n ě 4):

Hpnq “ G´1 ‘ G0 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Gn´3, (A.4.26a)

rGi, Gjs Ă Gi`j, (A.4.26b)

L0 “ G0 ‘ G2 ‘ ¨ ¨ ¨ , L1 “ G´1 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ . (A.4.26c)

ここで，

G´1 “ xai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (A.4.27a)

G0 “ xa:
iaj ´ a:

jai pi, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (A.4.27b)

G1 “ xa:

ria
:
jaks pi, j, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (A.4.27c)

¨ ¨ ¨

G0 – sopnqで dimpHpnqq “ 2n ´ 2.
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§A.5
単純実Lie超代数

A.5.1 分類

Ref: Parker M: JMP21, 689(1980)

【Theorem A.5.1 (実古典単純Lie超代数と複素古典単純Lie超代数の関係)】 　
実古典単純 Lie超代数L の複素化L b Cは，複素古典単純 Lie超代数L 1と同型
であるか，またはそらの２個の直和である．後者の場合，対応する複素古典単純
Lie超代数は実Lie超代数として単純である．また，この対応において，L を複素
Lie超代数L 1の実型という．[Parker M 1980[55]] l

【Theorem A.5.2 (実古典単純Lie超代数の分類)】 　 古典複素単純 Lie超代数
L の実型は，複素Lie代数L0の実型により同型を除いて一意的に定まり，次のい
ずれかで与えられる：

1. Apm|nq (m ą n ě 0) の実型

slpm ` 1|n ` 1;Rq : L0 “ slpm ` 1,Rq ‘ slpn ` 1,Rq ‘ R,
sl
`

m`1
2

|n`1
2
;H

˘

: L0 “ su˚pm ` 1q ‘ su˚pn ` 1q ‘ R, m, n :奇数,

supm ` 1 ´ p, p|n ` 1 ´ q, qq : L0 “ supm ` 1 ´ p, pq ‘ supn ` 1 ´ q, qq ‘ iR

2. Apn|nq (n ě 1)の実型

slpn ` 1|n ` 1;Rq : L0 “ slpn ` 1,Rq ‘ slpn ` 1,Rq,

sl
`

n`1
2

|n`1
2
;H

˘

: L0 “ su˚pn ` 1q ‘ su˚pn ` 1q, n :奇数,

supn ` 1 ´ p, p|n ` 1 ´ p, pq : L0 “ supn ` 1 ´ p, pq ‘ supn ` 1 ´ p, pq,

Hp4;n;Rq : L0 “ slpn ` 1,Cq.

3. Bpm|nq (m ě 0, n ě 1) の実型

ospp2m ` 1 ´ p, p|2n;Rq : L0 “ sop2m ` 1 ´ p, pq ‘ sppn,Rq.

4. Cpnq (n ě 2)の実型

ospp2|2n ´ 2;Rq : L0 “ sop2q ‘ sppn ´ 1;Rq,

ospp1|n ´ 1 ´ p, p;Hq : L0 “ so˚p2q ‘ sppn ´ 1 ´ p, pq.
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5. Dpm|nq (m ě 2, n ě 1)の実型

ospp2m ´ p, p|2n;Rq : L0 “ sop2m ´ p, pq ‘ sppn,Rq,

osppm|n ´ p, p;Hq : L0 “ so˚p2mq ‘ sppn ´ p, pq.

6. P pnq (n ě 2)の実型

PIpnq : L0 “ supn ` 1q, n : odd,

PIIpnq : L0 “ slpn ` 1,Rq.

7. Qpnq (n ě 2)の実型

QIpnq : L0 “ supp, n ` 1 ´ pq,

QIIpnq : L0 “ su˚pn ` 1q, n : odd,

QIIIpnq : L0 “ slpn ` 1,Rq.

8. Dp2|1;αqの実型

DIp2|1;αq : L0 “ slp2,Rq ‘ slp2,Rq ‘ slp2,Rq; α : real,

DIIp2|1;αq : L0 “ sup2q ‘ sup2q ‘ slp2,Rq; α : real,

DIIIp2|1;αq : L0 “ slp2,Cq ‘ slp2,Rq; α ` ᾱ “ ´1.

9. Gp3qの実型

GIp3q : L0 “ slp2,Rq ‘ g2,0,

GIIp3q : L0 “ slp2,Rq ‘ g2,2.

ここで，g2,0はG2の Lie代数のコンパクト実型 (“ AutC)，g2,2は非コンパク
ト実型．

10. F p4qの実型

FIp4q : L0 “ slp2,Rq ‘ sop7q,

FIIp4q : L0 “ slp2,Rq ‘ sop3, 4q,

FIIIp4q : L0 “ sup2q ‘ sop2, 5q,

FIV p4q : L0 “ sup2q ‘ sop1, 6q.

[Parker M 1980[55]] l
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A.5.2 単純超対称代数

【Theorem A.5.3 (単純超対称代数の分類)】 　 古典単純実 Lie超代数L “

L0 ` L1で．L0が時空対称性を表す Lie代数 sopD, 1q, sopD ´ 1, 2q, sopD, 2qを直
和因子として含むものは次のものに限られる：

D L L0 L1 複素型
2 sup1, 1|p,N ´ pq sop2, 1q ‘ upp,N ´ pq; N ‰ 2 p2, Nq ` p2, N̄q Ap1|N ´ 1q

slp2|N ;Rq sop2, 1q ‘ slpN,Rq ‘ R;N ‰ 2 p2, Nq ` p2, Nq

sup1, 1|2q sop2, 1q ‘ sup2q p2, 2q ` p2, 2q Ap1|1q

sup1, 1|1, 1q sop2, 1q ‘ sup1, 1q p2, 2q ` p2, 2q

slp2|2;Rq sop2, 1q ‘ slp2,Rq p2, 2q ` p2, 2q

osppp,N ´ p|2;Rq sop2, 1q ‘ sopp,N ´ pq p2, Nq B{DprN{2s|1q

ospp2, 1|2N ;Rq sop2, 1q ‘ sppN ;Rq p3, 2Nq Bp1|Nq

ospp2|p,N ´ p;Hq sop2, 1q ‘ sop3q ‘ sppp,N ´ pq p2, 2, 2Nq Dp2|Nq

DIp2|1;αq sop2, 1q ‘ slp2,Rq ‘ slp2,Rq Dp2|1;αq

DIIp2|1;αq sop2, 1q ‘ sop4q p2, 4q

DIIIp2|1;αq sop2, 1q ‘ slp2,Cq

GIp3q sop2, 1q ‘ g2,0 p2, 7q Gp3q

GIIp3q sop2, 1q ‘ g2,2
FIp4q sop2, 1q ‘ sop7q p2, 8q F p4q

FIIp4q sop2, 1q ‘ sop3, 4q

3 Hp4; 1;Rq sop3, 1q p2, 1q ` p1, 2q Ap1|1q

ospp3, 1|2N ;Rq sop3, 1q ‘ sppN,Rq Dp2|Nq

ospp3|p,N ´ p;Hq sop3, 1q ‘ sppp,N ´ pq Dp3|Nq

DIIIp2|1;αq sop3, 1q ‘ slp2,Rq α ` ᾱ “ ´1 Dp2|1;αq

ospp2, 2|2N ;Rq sop2, 2q ‘ spp2,Rq Dp2|Nq

4 ospp4, 1|2N ;Rq sop4, 1q ‘ sppN,Rq Bp2|Nq

ospp1|1, 1;Hq sop4, 1q ‘ sop1, 1q 4 ` 4̄ Cp3q

osppN |1, 1;Hq sop4, 1q ‘ so˚p2Nq;N ě 2 DpN |2q

osppp,N ´ p|4;Rq sop3, 2q ‘ sopp,N ´ pq; N ě 1 p4, Nq B{DprN{2s|2q

ospp3, 2|2N ;Rq sop3, 2q ‘ sppN,Rq Bp2|Nq

ospp2|4;Rq sop3, 2q ‘ sop2q Cp5q
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D L L0 L1 複素型
5 slp2|N ;Hq sop5, 1q ‘ su˚p2Nq ‘ up1q N ‰ 2 Ap3|2N ´ 1q

slp2|2;Hq sop5, 1q ‘ sop5, 1q Ap3|3q

ospp5, 1|2N ;Rq sop5, 1q ‘ sppN,Rq Dp3|Nq

QIIp3q sop5, 1q 15adj Qp3q

sup2, 2|p,N ´ pq sop4, 2q ‘ upp,N ´ pq;N ‰ 4 p4, Nq ` p4̄, N̄q Ap3|N ´ 1q

sup2, 2|p, 4 ´ pq sop4, 2q ‘ supp, 4 ´ pq p4, 4q ` p4̄, 4̄q Ap3|3q

spp4, 2|2N ;Rq sop4, 2q ‘ sppN,Rq Dp3, Nq

QIp3q sop4, 2q 15ad Qp3q

6 ospp6, 1|2N ;Rq sop6, 1q ‘ sppN,Rq Bp3|Nq

FIV p4q sop6, 1q ‘ sup2q p8, 2q F p4q

ospp5, 2|2N ;Rq sop5, 2q ‘ sppN,Rq Bp3|Nq

FIIIp4q sop5, 2q ‘ sup2q p8, 2q F p4q

7 ospp7, 1|2N ;Rq sop7, 1q ‘ sppN,Rq Dp4|Nq

ospp4|p,N ´ p;Hq sop6, 2q ‘ sppp,N ´ pq p8, 2Nq Dp4|Nq

ospp6, 2|2N ;Rq sop6, 2q ‘ sppN,Rq

2m ospp2m, 1|2n;Rq sop2m, 1q ‘ sppn,Rq Bpm|nq

ospp2m ´ 1, 2|2n;Rq sop2m ´ 1, 2q ‘ sppn,Rq Bpm|nq

2m ´ 1 ospp2m ´ 1, 1|2n;Rq sop2m ´ 1, 1q ‘ sppn,Rq Dpm|nq

ospp2m ´ 2, 2|2n;Rq sop2m ´ 2, 2q ‘ sppn,Rq Dpm|nq

l

目次へ



付 録A 超代数と超群 335 目次へ

§A.6
Lie超群

A.6.1 超行列

【Definition A.6.1 (超行列)】 　 可換超代数A を係数とする行列を超行列と呼
ぶ．超行列M を

M “

˜

A B

C D

¸

A P Mpp, r,A q, B P Mpp, s,A q, C P Mpq, r,A q, D P Mpq, s,A q

と表すとき，

A,D P A0, B, C P A1 ñ pp|qq ˆ pr|sq偶超行列

A,D P A1, B, C P A0 ñ pp|qq ˆ pr|sq奇超行列

と定義する．このタイプの超行列の全体をMpp|q, r|s;A qと表す．
特に，pp|qq ˆ pp|qq型の超行列の集合をMpp|q;A qと表す．これは，結合的超代

数をなす．行列超代数Mpp|q;Fqは，自然な埋め込みにより，Mpp|q;FBLqの部分
超代数となる．さらに，p1|0q ˆ pr|sq偶超行列を pr|sq超行ベクトル，pp|qq ˆ p1|0q

偶超行列を pp|qq超列ベクトルという． l

【Definition A.6.2 (超行列の基本演算)】 　

M “

˜

A B

C D

¸

を超行列M P Mpp|q, r|s,A qとする．

i) (Grassmann数との積) Grassmann数E P A とM の積を，

EM :“

˜

EIp 0

0 p´1qdegEEIq

¸

M,

ME :“ M

˜

EIr 0

0 p´1qdegEEIs

¸

により定義する．
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ii) (超転置) M の超行列としての転置を

stM :“

˜

TA p´1qdegM TC

´p´1qdegM TB TD

¸

により定義する．このとき，次の性質がなりたつ：

stpMNq “ p´1qdegMdegN stN stM,
stpEMq “ EstpMq, stpMEq “ stpMqE, E P FBL

iii) (超トレース) 超行列としてのトレースを

strM :“ TrA ´ p´1qdegMTrD

で定義する．このとき，次の性質が成り立つ．

strpMNq “ p´1qdegMdegNstrpNMq,

strpEMq “ EpstrMq, srtpMEq “ pstrMqE,

strpstMq “ strM,

strpSMS´1q “ strM.

ここで，Sは可逆な pp|qq正方偶超行列である．

iv) (超行列式) M が pp|qq正方偶超行列であるとき，超行列としての行列式を

sdetM :“
detpA ´ BD´1Cq

detD

により定義する．このとき次の性質が成り立つ：

sdetpMNq “ psdetMqpsdetNq,

sdetpstMq “ sdetM,

sdetpexpMq “ exppstrMq.

v) (共役) E P CBLに対してその共役E7を

E7 :“

#

E˚ E P CBL0

´iE˚ E P CBL1

により定義する．ここで，E˚は通常の複素共役である．これを用いて，M
の共役を

M ; :“

˜

TA7 TC7

TB7 TD7

¸

目次へ



付 録A 超代数と超群 337 目次へ

と定義する．このとき，次の性質が成り立つ．

pMNq; “ N ;M ;,

pM ;q; “ M,

sdetpM ;q “ psdetMq7 “ psdetMq˚.

l

A.6.2 超空間

【Definition A.6.3 (超空間)】 　 外積代数RBL “ RL0 ` RL1より作られる実線
形空間

RBm,n
L “

m
hkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkj

RBL0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ RBL0 ˆ

n
hkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkj

RBL1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ RBL1

を超空間といい，その点を一般に

pX;Θq “ pX1, ¨ ¨ ¨ , Xm,Θ1, ¨ ¨ ¨ ,Θnq

で表す．
RBLの元 Zを基底 EM(M は t1, ¨ ¨ ¨ , Luの部分集合）を用いて Z “

ř

M ZMEM
と表すとき，Zのノルムを

}Z} “
ÿ

M

|ZM |

により定義する．このとき，RBLはBanach代数となる．このノルムを用いて，超
空間のノルムを

}pX;Θq} :“
ÿ

j

}Xj} `
ÿ

k

}Θk}

により定義する． l

【Definition A.6.4 (超微分)】 　 Banach代数CBLに値を取る超空間RBm,n
L の

開集合 U 上の関数 F pX,Θqに対して，

F pX ` Y ;Θ ` Ψq “ F pX;Θq`
ÿ

j

Y j BF pX;Θq

BXj
`
ÿ

k

Ψk BF pX;Θq

BΘk
`}pY ;ΨqηpY ;Ψq

となるU上のCBL値関数 BF pX;Θq{BXj，BF pX;Θq{BΘkおよび pY ;Ψq “ p0; 0q

の近傍で定義された関数 ηpY ;Ψqが存在して，

}pY ;Ψq} Ñ 0 ñ }ηpY ;Ψq} Ñ 0

が成り立つとき，BF pX;Θq{BXj，BF pX;Θq{BΘkを F pX;Θqの超偏微係数とい
う．ただし，BF pX;Θq{BΘkはこの定義では一意的に定まらず，E1,¨¨¨ ,Lに比例する
項を加える自由度の除いて決まる． l
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【Theorem A.6.5 (C8関数)】 　 超空間 CBm,n
L の開集合 U 上の CBL値関数

F pX;Θqが，超微分の意味でC8とする．

i) Θkの積を一般にΘΛと表すと，

F pX;Θq “
ÿ

Λ

FΛpXqΘΛ

となる．すなわち，F はΘkの多項式となる．さらに，Xの c数成分 (EH “ 1

の係数）をX0として
F pX0q “ F pX0EHq

とおくと，

F pXq “ F pXq ”
ÿ

j

pj´1qDjF pX0qpX ´ X0EHqj .

l

【Definition A.6.6 (超微分可能関数)】 　 U Ă RBm,n
L 上の C8CBL値関数を

F pX;Θqとする．L ě 2nとして，L1 “ rpL ` 1q{2sとおく．このとき，

F pX;Θq “
ÿ

Λ

FΛpXqΘΛ

において，F λpXHqの値が常にCBL1(Ă CBL)に含まれるとき，F を U 上の超微
分可能関数という． l

【Theorem A.6.7】 　 F pX;Θqを U Ă CBm,n
L 上の超微分可能関数とする．こ

のとき，その奇変数Θkに関する偏微分を

BF pX;Θq

BΘk
“
ÿ

Λ

p´1qdegFΛ

FΛpXqΘΛ{k

と定義し，上記の一般的定義における E1,¨¨¨ ,Lに比例する不定性を取り除く．ただ
し，kがΛに含まれる場合は，その位置を ppkqとして

ΘΛ{k :“

#

p´1qppkq´1ΘΛ´tku k P Λ,

0 k R Λ.

このとき，次が成り立つ．

i) 超偏微分は線形作用素である．

ii) 超偏微分について一般化されたLeibnitzの公式が成り立つ．ただし，F pX;Θq

が同次元のとき，
BFG

BΘk
“

BF

BΘk
G ` p´1qdegFF

BG

BΘk
.
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iii) B{BXjと B{BXj1

および B{BΘkは可換，B{BΘkと B{BΘk1

は反可換．

l

【Definition A.6.8 (超解析関数)】 　 RBm,n
L の開集合 U 上のCBLに値を取る

超微分可能関数 F pX;Θqは，そのCBLの基底 EM に関する成分 FMpX;Θqがす
べてXj

µの解析関数のとき，超解析的という． l

A.6.3 線形超群

【Definition A.6.9 (線形超群)】 　 pp|qq ˆ pp|qq型偶超行列の集合 Gsが次の条
件を満たすとき，次元 pm,nqの線形超群という：

i) Gsは Lie群である．

ii) Gsの単位元の近傍の局所座標系 pV, ϕqとして

ϕ : V Ñ U Ă RBm,n
L

がとれ，ϕ´1の各成分は U 上の超解析関数である．

l

【Example A.6.10 (Upp|qq, SUpp|qq)】 　

Upp|qq :“
␣

G P M0pp|q;CBLq
ˇ

ˇ G;G “ 1
(

,

SUpp|qq :“ tG P Upp|qq | sdetG “ 1u .

l

【Theorem A.6.11 (Lie代数と超生成元)】 　 Gsを次元 pm,nqの超群とし，そ
の単位元の近傍での超空間座標表示をGpX;Θqとする．

i) Gsは pm ` nq2L´1次元の Lie群であり，その線形 Lie代数L pGsqの基底は

M I
j “

BGpX;Θq

BXj
I

|pX,Θq“0, NJ
k “

BGpX;Θq

BΘk
J

|pX,Θq“0

で与えられる．ここで，I, Jはそれぞれ t1, ¨ ¨ ¨ , Luの偶数個，奇数個の部分
集合である．
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ii) GpX;Θqの超偏微係数を

Mj “
BGpX;Θq

BXj
|pX,Θq“0, Nk “

BGpX;Θq

BΘk
|pX,Θq“0

とおくと，
M I

j “ EIMj, NJ
k “ EJNk

が成り立ち，L pGsqの元は一般に pX;Θq P RBm,n
L をパラメーターとして

M “
ÿ

j

XjMj `
ÿ

k

ΘkNk

と表される．Mj, Nk P Mpp|q;CBLqはL pGsqの超生成元と呼ばれる．

iii) 単位元の近傍では
GpX;Θq “ expM

が成り立つ．

[Cornwell JF (1989)[23]] l

【Theorem A.6.12 (Lie超代数との関係)】 　 Ls “ L0 ` L1 を dimL0 “

m, dimL1 “ nとなる実Lie超代数，Γ : Ls Ñ Mpp|q;Cqをその忠実な次数付き表
現とする．このとき，次が成り立つ．

i) a1, ¨ ¨ ¨ , amをL0の基底，b1, ¨ ¨ ¨ , bnをL1の基底として，

M I
j “ EIΓpajq, NJ

k “ EJΓpbkq

によりMpp|q;CBLqの元を定義すると，これらの線形包は pm`nq2L´1次元
実 Lie代数LspCBLqをなす．

ii) Lie代数LspCBLqに対応する線形Lie群は次元 pm,nqの線形Lie超群となる．

iii) 0 ď N ď Lとなる任意の整数N に対して，M I
j , N

J
k のうち |I|, |J | ě N とな

るもので張られるLspCBLq の部分空間はそのイデアルとなる．N ě 1なら
これは固有イデアルとなり，さらに，N ą L{2ならば可換イデアルとなる．
特に，LspCBLqは半単純 Lie代数とならない．

iv) i),ii)で定義される Lie超代数の集合から線形 Lie超群の集合への写像は全射
でない．

[Cornwell JF (1989)[23]] l
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B
高次元スピノール

§B.1
γ行列

【Definition B.1.1 (γ行列)】 　 定数計量 ηAB をもつD次元（擬）Euclide空
間における Γ行列を

ΓAΓB ` ΓBΓA “ 2ηAB (B.1.1)

により定義する．また，一般に

ΓM1¨¨¨Mp :“ ΓrM1 ¨ ¨ ¨ΓMps (B.1.2)

とおく． l

【Definition B.1.2 (中心)】 　 Γを

Γ :“ p´iqkΓ0 ¨ ¨ ¨ΓD´1 “ p´iqkp ˚ΓrDsq (B.1.3)

により定義する．ここで，

D “ 2k ` 1 ´ |η|, 2k ` 2 ´ |η|. (B.1.4)

このとき，

Γ2 “ 1, (B.1.5a)

ΓΓa “ p´1qD´1ΓaΓ. (B.1.5b)

l
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【Formula B.1.3 (展開公式)】 　

ΓaΓb1¨¨¨bk “ Γab1¨¨¨bk `

k
ÿ

j“1

p´1qj´1ηabjΓb1¨¨¨bj´1bj`1¨¨¨bk , (B.1.6)

Γb1¨¨¨bkΓa “ Γb1¨¨¨bka `

k
ÿ

j“1

p´1qj´kηabjΓb1¨¨¨bj´1bj`1¨¨¨bk , (B.1.7)

ΓabΓcd “ Γabcd ` 2ηardηcsb ` 2ηarcΓdsb ´ 2ηbrcΓdsa (B.1.8)

l

【Formula B.1.4 (双対公式)】 　 Γa1¨¨¨ak を k階のテンソルと見なして，次の記
法を用いる：

Γrks :“ pΓa1¨¨¨akq , (B.1.9a)

˚Γrks “

ˆ

1

k!
ϵa1¨¨¨an´kb1¨¨¨bkΓ

b1¨¨¨bk

˙

. (B.1.9b)

このとき，次の式が成り立つ：

˚ ˚Γrks “ |η|p´1qkpn`1qΓrks, (B.1.10)

˚Γrn´ks “ p´1qkn`kpk`1q{2p ˚ΓrnsqΓrks. (B.1.11)

すなわち，
1

pn ´ kq!
Γb1¨¨¨bn´kϵb1¨¨¨bn´kak¨¨¨a1 “ p ˚ΓrnsqΓa1¨¨¨ak . (B.1.12)

l
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§B.2
スピノール表現

B.2.1 Clifford代数

【Definition B.2.1 (Cℓp,q,Cℓn)】 　 計量 ηAB（符号 pp, qqをもつD次元空間にお
ける Γ行列から生成される実代数

Cℓq,p :“

#

ÿ

I

cIΓ
I

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cI P R, I “ H, rAs, rABs, ¨ ¨ ¨

+

(B.2.1)

を pRD, ηqに付随する実Clifford代数という．また，その複素化

CℓD “ Cℓq,p bR C (B.2.2)

をD次元複素Clifford代数という． l

【Theorem B.2.2 (分類定理)】 　 CℓDはDが偶数の時，CℓDは既約でただ一つ
の既約線形表現をもち，

Cℓ2n – Cp2nq. (B.2.3)

また，Dが奇数の時，CℓDは可約で２つの同型な代数の直和となり，それぞれは
やはりだだ一つの既約線形表現をもつ．

Cℓ2n`1 – Cp2nq ‘ Cp2nq (B.2.4)

l

【Proposition B.2.3】 　Cℓq,pの中でΓ行列の偶数個の積で生成される部分集合
Cℓ0q,pは部分代数となり，次の関係が成り立つ：

Cℓ0q,p – Cℓq´1,p (B.2.5)

特に，Minkowski時空に対して

Cℓ01,D´1 – Cℓ0,D´1 ” Cℓ˚
D´1. (B.2.6)

このClifford代数は次の周期性をもつ：

Cℓ˚
n`8 – Cℓ˚

n b Cℓ˚
8 – Cℓ˚

n b Rp16q. (B.2.7)

l
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1 2 3 4 5 6 7 8

Cℓn C H H ‘ H Hp2q Cp4q Rp8q Rp8q ‘ Rp8q Rp16q

Cℓ˚
n R ‘ R Rp2q Cp2q Hp2q Hp2q ‘ Hp2q Hp4q Cp8q Rp16q

Cℓn C ‘ C Cp2q Cp2q ‘ Cp2q Cp4q Cp4q ‘ Cp4q Cp8q Cp8q ‘ Cp8q Cp16q

表 B.1: n “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8に対するClifford代数の分類

B.2.2 スピノール

【Definition B.2.4 (スピノール群)】 　 一般に，Cℓq,pの単位可逆偶元の全体

Spinpp, qq “ tv1 ¨ ¨ ¨ v2r | r “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , vi ¨ vi “ ˘1u Ă Cℓ0q,p (B.2.8)

は乗法群を作る．この群をスピノール群とよぶ． l

【Definition B.2.5 (スピノール表現)】 　スピノール群 Spinpn´1, 1qのClifford

代数CℓDへの埋め込み、およびCℓDの既約表現Cp2rD{2sqにより定義される、次の
表現をスピノール群のスピノール表現と呼ぶ：

Spinpn ´ 1, 1q Ă Cℓ01,n´1 Ă Cℓn Ñ Cp2rn{2sq. (B.2.9)

さらに，Lorentz群のスピノール表現

SO0pn ´ 1, 1q Q Λ ÞÑ SpΛq P Spinpn ´ 1, 1q (B.2.10)

は
SpvaΓaqS

´1 “ pΛvqaΓa ô SΓaS´1 “ pΛ´1qabΓ
b (B.2.11)

により定義される．対応して，スピノール ψ P Cp2rn{2sqは，擬直交基底の変換に
対して

θ1a “ Λabθ
b Ñ ψ1 “ SpΛqψ (B.2.12)

と変換する量の組として定義される． l

【Proposition B.2.6】 　無限小 Lorentz変換 δΛに対して

δΛab “ ωab ñ δSpΛq “
1

4
ωabΓ

ab. (B.2.13)

特に，次の交換関係が成り立つ：

rΓab,Γcs “ 4δ
ra
d η

bscΓd “ 2
`

Γaηbc ´ Γbηac
˘

, (B.2.14a)

rΓab,Γcds “ 2
`

ηadΓbc ` ηbcΓad ´ ηacΓbd ´ ηbdΓac
˘

. (B.2.14b)

l
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D C-spinor rep. real Weyl real-Weyl by R-rep.
2 1 ` 1̄ ⃝ complex ´ p2R “ 1Cq b C
3 2 pseudo ´ ´ 4R
4 2 ` 21 pseudo self ´ 4R ` 41

R

5 4 pseudo ´ ´ 8R
6 4 ` 4̄ ⃝ complex ´ p8R “ 4Cq b C
7 8 ⃝ ´ ´ 8R b C
8 8 ` 81 ⃝ self ⃝ p8R ` 81

Rq b C
9 16 ⃝ ´ ´ 16R b C

表 B.2: Spinor representation of SOpDq

D C-spinor rep. Majorana Weyl Majorana-Weyl by R-rep.
2 1 ` 11 ⃝ self ⃝ p1R ` 11

Rq b C
3 2 ⃝ ´ ´ p2Rq b C
4 2 ` 2̄ ⃝ complex ´ p4R “ 2Cq b C
5 4 ´ ´ ´ 8R “ 4C
6 4 ` 41 ´ self ´ 8R ` 81

R

7 8 ´ ´ ´ 16R “ 8C
8 8 ` 8̄ ⃝ complex ´ p16R “ 8Cq b C
9 16 ⃝ ´ ´ 16R b C
10 16 ` 161 ⃝ self ⃝ p16R ` 161

Rq b C
11 32 ⃝ ´ ´ 32R b C
12 32 ` 32 ⃝ complex ´ 64R b C

表 B.3: Spinor representation of SOpD ´ 1, 1q
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B.2.3 Fierz恒等式

【Formula B.2.7 (Fierz恒等式 [2005.2.6])】 　 次元D上のClifford代数の既約
表現を考え，その次元をN とする：

N “ 2rD{2s. (B.2.15)

1. nが偶数ないし nが奇数で n ă Dのとき，

TrΓa1¨¨¨an “ 0. (B.2.16)

また，Dが偶数ないし，Dが奇数で n ` m ă Dのとき，

TrΓa1¨¨¨anΓb1¨¨¨bm “

#

p´1qnpn´1q{2Nδa1¨¨¨an
b1¨¨¨bn

n “ m

0 n “ m
. (B.2.17)

よって，TrによりCpNqに内積を定義すると，Dが偶数のときn “ D，Dが
奇数のとき n “ pD ´ 1q{2として，

1, Γa, ¨ ¨ ¨Γra1¨¨¨ans (B.2.18)

が直交基底となる．

2. 任意の a, b, c, d P CN およびM1,M2 P CpNqに対して，次の恒等式が成り
立つ：

pc˚M1aqpb˚M2dq “
1

N

n
ÿ

j“0

p´1qjpj´1q{2 1

j!
pc˚Γa1¨¨¨ajdq

`

b˚M2Γa1¨¨¨ajM1a
˘

.

(B.2.19)

l
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§B.3
荷電共役とMajoranaスピノール

B1 “ Γ3Γ5 ¨ ¨ ¨ΓD´1, B2 “ ΓB1 (B.3.1)

とおくと，

B1Γ
MB´1

1 “ p´1qkΓM˚, B2Γ
MB´1

2 “ p´1qk`1ΓM˚, (B.3.2a)

B1Γp2k`2qB
´1
1 “ B2Γp2k`2qB

´1
2 “ p´1qkΓ˚

p2k`2q, (B.3.2b)

BΣMNB´1 “ ´ΣMN˚, (B.3.2c)

B˚
1B1 “ p´1qkpk`1q{2, B˚

2B2 “ p´1qkpk´1q{2. (B.3.2d)

【Definition B.3.1 (荷電共役変換)】 　 Γ行列の既約表現（複素次元 2rn{2s)に
おいて，B行列を次の性質を満たす 2rn{2s次の複素正則行列として定義する：

BΓabB´1 “ Γab˚. (B.3.3)

このとき，スピノール ψとB´1ψ˚の Lorentz変換 (直交変換）は一致する：

ψ1 “ Sψ ñ B´1ψ1˚ “ SpB´1ψ˚q.

また，荷電共役行列Cを
CΓabC´1 “ ´

`

Γab
˘T

(B.3.4)

により定義する．このとき， Tψは

ψ1 “ Sψ ñ Tψ1C “ TψCS´1 (B.3.5)

と変換する。また、Γa: “ Γaが成り立つ表示では、ψは pψ̄CqT と，また ψ̄はψTC

は同じ変換性を示す：

ψ1 “ Sψ ñ pψ̄1C´1qT “ Spψ̄C´1qT , ψ̄1 “ ψ̄S´1. (B.3.6)

l

【Definition B.3.2 (Majoranaスピノール)】 　 B行列に対して

ζ˚ “ Bζ (B.3.7)

を満たすスピノール ζをMajoranaスピノールという．この条件より，B˚B “ 1が
要求されるので，Majoranaスピノールは次元が条件

D ‰ 5, 6, 7 pmod 8q (B.3.8)

を満たす時空でのみ存在． l
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【Note B.3.3 (ψ̄の定義)】 　 一般に，

ψ Ñ Sψ ñ ψ̄ Ñ ψ̄S´1 (B.3.9)

を要請すると，
ψ̄9ψ: TB´1C. (B.3.10)

したがって，Γa: “ Γaが成り立つ表示では， TB “ c´1Bより，

|η| “ ´1 : ψ̄ “ ψ:Γ0; C “ BΓ0, (B.3.11a)

|η| “ 1 : ψ̄ “ ψ:; C “ B. (B.3.11b)

また，Majoranaスピノールに対しては，Bψ “ ψ˚ ñ ψ: “ Tψ TBより

ψ̄ “ TψC. (B.3.12)

l

【Proposition B.3.4 (B行列の性質)】 　 B行列は次の性質をもつ．

1. (任意性) Γ行列の固定された表示のもとで，B行列の自由度は

B Ñ Bpλ ` µΓq. (B.3.13)

ただし，µ2 “ λ2．特に，奇数次元ではBは定数倍を除いて一意的である．

2. (表示の変更) 1の自由度を適当に調整すると，スピノール表現の一次変換

Γ1a “ TΓaT´1 (B.3.14)

に対して，
B1 “ T ˚BT´1. (B.3.15)

3. (標準テンソル積表示) 偶数次元 n “ 2k ` 1 ´ |η|のとき，標準テンソル積表
示の元で，

B˘Γ
aB´1

˘ “ ˘Γa˚ (B.3.16)

となるB˘が定数倍を除いて一意的に存在する．特に，|η| “ ´1のとき，

B1 “ Γ3Γ5 ¨ ¨ ¨Γn´1 “ Bp´1qk , B2 “ ΓB1 “ Bp´1qk`1 . (B.3.17)

さらに，Γ “ Γpnqに対して，常に

BΓB´1 “ p´1qkΓ˚ (B.3.18)
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4. (BΓaB´1)ある表示でBΓaB´1 “ ˘Γa˚なら，2の変換に対してもB1Γ1aB1´1 “

˘Γ1a˚．よって，奇数次元では常に，

BΓaB´1 “ p´1qkΓa˚; n “ 2k ` 2 ´ |η|. (B.3.19)

偶数次元では，
B˘Γ

aB´1
˘ “ ˘Γa˚; n “ 2k ` 1 ´ |η| (B.3.20)

を満たすB行列が任意の表示で常に（定数倍の自由度を除いて）一意的に存
在．これより，一般に，偶数次元での任意のB行列に対して

BΓaB´1 “ Γa˚pα ` βΓ˚q; α2 ´ β2 “ 1 (B.3.21)

が成立．さらに，α2 ´ β2 “ 1を満たす任意の α, βに対して，この式を満た
すBが定数倍の自由度を除いて一意的に存在．

5. (B˚B) B˚Bは Γaと可換なので，一般に

B˚B “ p ` qΓ. (B.3.22)

また，ある表示でB˚B “ p（対角型）なら2の変換に対してB1˚B1 “ T ˚´1B˚BT ˚ “

p． 特に，偶数次元 n “ 2k ` 1 ´ |η|では，pの符号は次のいずれかと一致
する：

B˚
`B` “ p´1qkpk´1q{2, B˚

´B´ “ p´1qkpk`1q{2. (B.3.23)

よって，偶数次元では，B˚B “ 1となるBが存在する条件は，

n ‰ 5 ´ |η| pmod8q. (B.3.24)

また，奇数次元 n “ 2k ` 2 ´ |η|のとき，常に

B “ Bp´1qk ñ B˚B “ p´1qkpk`1q{2 (B.3.25)

で，B˚B “ 1となるのは

n ‰ 4 ´ |η|, 6 ´ |η| pmod8q. (B.3.26)

の時のみ．

6. (Majorana条件) スピノール ζ と B´1ζ˚は Lorentz変換に対して同じ変換
性を示す．ただし，Majorana条件

ζ˚ “ Bζ (B.3.27)

を満たすスピノールは，B˚B “ 1とならないといけないので，

n ‰ 4 ´ |η|, 5 ´ |η|, 6 ´ |η| pmod8q (B.3.28)

の時のみ存在．
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Dpmod8q 2 3 4 5 6 7 8 9

|η| “ 1 B` X X X B´ B´ B˘ B`

|η| “ ´1 B˘ B` “ B1 B` “ B2 X X X B´ “ B1 B´ “ B1

表 B.4: 各次元において，B˚B “ 1となるB行列

7. (BT ) Γa: “ Γaが成り立つ表示に限ると，Γaの変換行列 T は T :T P Rとな
るものに限られるので，ある表示でBT “ cB（cは定数）となるなら他の表
示でも同じ関係が成り立つ．特に，n “ 2k ` 1 ´ |η|のとき，B1，B2, B˘に
相似な行列に対して，

TB1 “ p´1qkpk`1q{2B1,
TB2 “ p´1qkpk´1q{2B2, (B.3.29a)

TB` “ p´1qkpk´1q{2B`,
TB´ “ p´1qkpk`1q{2B´. (B.3.29b)

n “ 2k ` 2 ´ |η|のとき，

TB “ p´1qkpk`1q{2B. (B.3.30)

l

【Proposition B.3.5 (B “ 1となる表示)】 　 計量の符号によらず，Majorana

スピノールが存在する（すなわち，B˚B “ 1となるB行列が存在する）場合には，
B “ 1となる表示が常に存在する．
この表示では，

• D “ 1 ´ |η|, 2 ´ |η|, 3 ´ |η|のとき，Γaは実行列．

• D “ 7 ´ |η|, 8 ´ |η|のとき，Γaは純虚行列．

l

Proof. B行列がB˚B “ 1を満たすとき，常に TB “ Bとなっている．これより，
B “ B1 ` iB2 (B1, B2 P MpN,Rq)から 2N 次の正方行列

B̃ “

˜

B1 ´B2

´B2 ´B1

¸

(B.3.31)

を定義すると，B̃は B̃2 “ 1を満たす実対称行列となる．よって，

B̃ “ OpIp ‘ p´Iqqq TO, p ` q “ 2N, O P SOp2Nq (B.3.32)

と表される．ところが，

B̃

˜

v1
v2

¸

“

˜

v1
v2

¸

ñ B̃

˜

v2
´v1

¸

“ ´

˜

v2
´v1

¸

(B.3.33)
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なので，p “ qとなり，

B̃

˜

v
pjq

1

v
pjq

2

¸

“

˜

v
pjq

1

v
pjq

2

¸

, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , N (B.3.34)

を満たすN 個の 1次独立な 2N 次元ベクトルが存在．これより，

T “ pvp1q ¨ ¨ ¨ vpNqq; vpjq “ v
pjq

1 ` iv
pjq

2 (B.3.35)

とおくと，
BT “ T ˚ ô pT ˚q´1BT “ 1 (B.3.36)

となる．これは，変換T´1によりB Ñ 1と変換できることを意味している． Q.E.D.

【Proposition B.3.6 (C行列)】 　 C行列は次の性質をもつ．

1. Γ行列の固定された表示のもとで，C行列の自由度は

C Ñ Cpλ ` µΓq. (B.3.37)

ただし，µ2 “ λ2．特に，奇数次元ではCは定数倍の自由度を除いて一意的．

2. 1の自由度を適当に調整すると，スピノール表現の一次変換

Γ1a “ TΓaT´1 (B.3.38)

に対して，
C 1 “ TT´1CT´1. (B.3.39)

3. Γ “ Γp2ℓqに対して，
CΓC´1 “ p´1qℓ TΓ (B.3.40)

4. nが偶数のとき，一般に

CΓaC´1 “ ´ TΓapα ` β TΓq “ ´e´ϕ TΓ TΓaeϕ
TΓ; α2 ´ β2 “ 1. (B.3.41)

任意の複素数ϕに対して，この条件を満たすC行列が定数倍の自由度を除い
て一意的に存在する．特に，β “ 0，すなわち

CΓaC´1 “ ˘ TΓa (B.3.42)

となるC “ C˘がそれぞれの符号に対して，定数倍の自由度を除いて一意的
に存在する．

5. n “ 2ℓ ` 1のとき，一般に

CΓaC´1 “ p´1qℓ TΓa (B.3.43)

で，n “ 2ℓでのC˘を用いて，C “ Cp´1qℓ .
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6. 条件
Γa: “ Γa (B.3.44)

を満たす表示では，|η| “ 1のとき，

C˘ “ cB˘, (B.3.45)

|η| “ ´1のとき，
C˘ “ cB¯Γ

0 (B.3.46)

が成り立つ（cはゼロでない任意定数）．

7. ある表示でCT “ pCとなると，任意の表示でCT “ pCが成り立つ．

l

【Note B.3.7 (様々な次元の時空 (|η| “ ´1)における，B˚B, TB, TCの符号)】 　

D 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

B˚
1B1 “ B2

2 ` ` ´ ´ ´ ´ ` ` ` `

B˚
2B2 “ B2

1 ` (`) ` (´) ´ (´) ´ (`) ` (`)
TB1 “ B1ˆ ` ` ´ ´ ´ ´ ` ` ` `
TB2 “ B2ˆ ` (`) ` (´) ´ (´) ´ (`) ` (`)

B B1 B1 B2 B1 B1 B1 B1 B1 B1 B1

BΓaB´1 “ Γa˚ˆ ` ` ` ´ ` ` ´ ´ ` `

BΓB´1 “ Γ˚ˆ ` ´ ` ´ `
TB “ Bˆ ` ` ` ´ ´ ´ ` ` ` `

B˚B ` ` ` ´ ´ ´ ` ` ` `

B:B 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

C “ ˚ ˆ Γ0 B1 B1 B2 B1 B1 B1 B1 B1 B1 B1

CΓaC´1 “ TΓa ´ ´ ´ ` ´ ´ ` ` ´ ´

CΓC´1 “ ΓTˆ ´ ` ´ ` ´
TC “ Cˆ ´ ´ ´ ´ ` ` ` ` ´ ´

C˚C ´ ´ ´ ´ ` ` ` ` ´ ´

C:C 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

l

【Note B.3.8 (様々な次元の空間 (|η| “ 1)におけるB˚B, B˚の符号)】 　

D 2 3 4 5 6 7 8 9

BΓB´1 ´ ` ´ `

B˚
` “ B`ˆ `1 ˆ ´1 ´1 ´1 ˆ `1 `1

B˚
´ “ B´ˆ ´1 ´1 ´1 ˆ `1 `1 `1 ˆ

B˚
`B` `1 ˆ ´1 ´1 ´1 ˆ `1 `1

B˚
´B´ ´1 ´1 ´1 ˆ `1 `1 `1 ˆ
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（注）C˘ “ B˘なので，C˘の振る舞いは同じ，また，B˘は常に，B2
˘ “ 1,

B:
˘ “ B˘,

TB˘ “ B˚
˘の関係を満たす．

l
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§B.4
スピノール双一次形式

【Proposition B.4.1 (時空における Majoranaスピノールの双一次形式のパリ
ティ)】 　 スピノールがGrassmann oddな量として，D次元時空 (|η| “ ´1)に
おいて，Majoranaスピノールの双一次形式

Ωnpα, βq “ ᾱΓrnsβ (B.4.1)

を考える．ここで，ᾱ “ TαC. このとき，αとβの交換に対するΩnpα.βqパリティは

時空の次元D n ” 0 n ” 1 n ” 2 n ” 3

D ” 2, 3, 4 pmod 8q ` ´ ´ `

D ” 8, 9 pmod 8q ´ ´ ` `

l

【Proposition B.4.2 (Euclide空間におけるスピノールの双一次形式のパリティ)】
　 D次元Riemann空間 (|η| “ 1)において，Majoranaスピノールの双一次形式

Ωnpα, βq “ ᾱΓrnsβ (B.4.2)

を考える．ここで，ᾱ “ TαC. このとき，スピノールが可換数とすると，αと βの
交換に対するΩnpα, βqのパリティは

n pmod 4q

空間次元D 0 1 2 3

D ” 2, 8, 9 pmod 8q ` ` ´ ´

D ” 6, 7 pmod 8q ` ´ ´ `

スピノールが反可換量のときは，すべてのパリティが反転する． l
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§B.5
スピノールの接続

一般に，Gを構造群として持つ主ファイバー束P の gに値を取る接続形式が局所
座標系でωα，対応する曲率形式がRαと表されとすると，線形表現 ρ : G Ñ GLpV q

により定まるP の随伴ベクトル束E “ P ˆρV における接続形式および曲率形式は

ρ˚pωαq, ρ˚pRαq

と表される．
特に，Lorentz群（ないし回転群）のベクトル表現 ρvとスピノール表現 ρsに対
して，

δΛ “ pδΛabq ÞÑ ρvpδΛq “ pδΛabq, ρspδΛq “
1

4
δΛabΓ

ab

となるので，Riemann接続に対して，

ρvpωq “ ωab, ρvpRq “ Ra
b

ñ ρspωq “
1

4
ωabΓ

ab, ρspRq “
1

4
RabΓ

ab

が成り立つ．すなわち，スピノール ψに対して，

r∇M ,∇N sψ “
1

4
RMNABΓ

ABψ (B.5.1)

また，ΓM “ ΓAθ
A
M に対して，

∇MΓN “ ΓA∇Mθ
A
N `

1

4
ωBCM rΓBC ,ΓAsθAN “ 0, (B.5.2a)

∇MΓrDs “ 0. (B.5.2b)
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§B.6
SOp6qスピノール

References

• Grana M, Minasianb R, Petrini M, Tomasiello A: jhep0408, 046 (2004)

“Supersymmetric backgrounds from generalized Calabi-Yau manifolds”

B.6.1 諸定義

カイラル分解 8 “ 4 ` 4˚ “ η` ` χ´に対し，次の条件を満たす表示を取る：

pγaq: “ γa, (B.6.1)

η` P 4 ñ η˚
` P 4˚. (B.6.2)

また，

γ7 “ iγ123456. (B.6.3)

より，

γa1¨¨¨ak “
1

p6 ´ kq!
iγ7γ

b1¨¨¨b6´kϵb1¨¨¨b6´kak¨¨¨a1 . (B.6.4)

すなわち，
γrks “ p´1qr k`1

2 siγ7 ˚pγr6´ksq. (B.6.5)

例えば，

Γ1 “ σ3 b σ3 b σ3, Γ2 “ σ1 b σ3 b σ3,

Γ3 “ ´1 b σ1 b σ3, Γ4 “ ´1 b σ2 b σ3,

Γ5 “ 1 b 1 b σ1, Γ6 “ 1 b 1 b σ2,

Γ7 “ ´σ2 b σ3 b σ3,

C “ σ2 b σ1 b σ2. (B.6.6)

Cは次の性質をもつ：

C: “ TC “ C´1 “ C, (B.6.7a)

CγaC “ ´ Tpγaq (B.6.7b)
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したがって，

η˚
` “ Cη´ ñ η:

`η` “ η:
´η´, η:

`γ
abη` “ ´η:

´γ
abη´,

´

η:
`γ

abη`

¯˚

“ ´η:
`γ

abη`,

η:
˘γ

aη˘ “ η:
˘γ

abcη˘ “ 0,
´

η:
`γ

abcη´

¯˚

“ ´η:
´γ

abcη`,

η:
˘η¯ “ η:

˘γ
aη¯ “ η:

˘γ
abη¯ “ 0. (B.6.8)

B.6.2 Fierz恒等式

任意のスピノール a, b, c, dとClifford代数の元M1,M2に対し

pc:M1aqpb:M2dq “
1

8

␣

pc:dqpb:M2M1aq ` pc:γ7dqpb:M2γ7M1aq
(

`
1

8

␣

pc:γpdqpb:M2γpM1aq ´ pc:γ7γ
pdqpb:M2γ7γpM1aq

(

´
1

16

␣

pc:γpqdqpb:M2γpqM1aq ` pc:γ7γ
pqdqpb:M2γ7γpqM1aq

(

´
1

48
pc:γpqrdqpb:M2γpqrM1aq. (B.6.9)

ただし，

pc:AγpqrBdqpb:CγpqrDdq “ ´pc:Aγ7γ
pqrBdqpb:Cγ7γpqrDdq. (B.6.10)

B.6.3 形式系

γ7η˘ “ ˘η˘, η˚
` “ Cη´, η:

˘η˘ “ 1{2 (B.6.11)

となるスピノールに対し，

Jpq “ ´iη:γpqγ˚η “ ¯2iη:
˘γ

pqη˘, (B.6.12a)

Ωpqr “ ´iη:γpqrp1 ` γ˚qη “ ´2iη:
´γ

pqrη`. (B.6.12b)

とおく．このとき、

Jpq “ ´Jqp, Jm
nJn

p “ ´δpm, J^Ω “ 0, J^J^J^ “
3

4
iΩ^Ω̄ “ 6υ (B.6.13)

これにより定義されるSUp3q構造に対応する複素エルミート正規直交基底を tϕi, ϕ̄īu

とするとき、

γ̂j ” ϕjmγ
m “

1
?
2

pγ2j´1 ` iγ2jq, γ̂ j̄ ” ϕ̄j̄mγ
m “

1
?
2

pγ2j´1 ´ iγ2jq (B.6.14)

目次へ



付 録B 高次元スピノール 358 目次へ

と置くと、
γ̂iγ̂j ` γ̂j γ̂i “ 0, γ̂iγ̂ j̄ ` γ̂ j̄ γ̂i “ 2δij. (B.6.15)

また、η´は、ガンマ行列のClifford基底となる：

γ̂iu` “ 0 ô γ̂ īu´ “ 0 pi “ 1, 2, 3q. (B.6.16)

また、Fierz恒等式より、次の関係が成り立つ：

η˘ b η:
˘ “

1

8
{e¯iJ , η` b η:

´ “ ´
i

8
{Ω, η´ b η:

` “ ´
i

8
{̄Ω. (B.6.17)

これより、
{FA “ F0 ` {F 2 ` {F 4 ` {F 6 (B.6.18)

に対して、

η:
´ {FAη` “

1

2

`

{FA {eiJ
˘

0

“
1

2
F0 ´

i

4
F abJab ´

1

16
F abcdJabJcd `

i

96
F abcdefJabJcdJef

“
1

2

´

F0 ´ iF
p1q

2 ´ F
p1q

4 ` iF
p1q

6

¯

, (B.6.19a)

η:
`γm {FAη´ “ ´

i

2

`

{FA {̄Ω
˘

m

“
i

4
F abΩ̄abm ´

i

12
F abc

mΩ̄abc

“ 2i
´

F
p3̄q

2,n ` F
p3̄q

4,n

¯

P̄m
n, (B.6.19b)

η:
` {FAγmη´ “ ´

i

2

`

{̄Ω {FA

˘

m

“
i

4
F abΩ̄abm `

i

12
F abc

mΩ̄abc

“ 2i
´

F
p3̄q

2,n ´ F
p3̄q

4,n

¯

P̄m
n, (B.6.19c)

η´:γn {FAγmη´ “ ´
`

{FAm {eiJ
˘

n
`

1

2

`

{FA {eiJ
˘

0
gmn `

`

{FA {eiJ
˘

mn
. (B.6.19d)

また、
{FB “ {F 1 ` {F 3 ` {F 5 (B.6.20)
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に対して、

η:
´ {FBη` “ ´

i

2
p {FB {Ωq0

“
i

12
F abcΩabc “ ´3

´

F
p1q

3 ´ F̄
p1q

3

¯

, (B.6.21a)

η:
`γm {FBη` “

1

2

`

{FB {e´iJ
˘

m

“

ˆ

Fn `
i

2
JabF

ab
n ´ 1

4
JabJcdF

abcd
n

˙

P̄m
n

“

´

Fn ` 2iF
p3q

3,n ´ 4F
p3q

5.n

¯

P̄m
n, (B.6.21b)

η:
` {FBγmη` “

1

2

`

{e´iJ {FB

˘

m

“

ˆ

Fn `
i

2
JabF

ab
n ´ 1

4
JabJcdF

abcd
n

˙

Pm
n

“

´

Fn ` 2iF
p3q

3,n ´ 4F
p3q

5.n

¯

Pm
n, (B.6.21c)

η:
´γn {FBγmη` “ ´i p {FBm {Ωqn `

i

2
p {FB {Ωq0 gmn ` i p {FB {Ωqmn

“
i

2
F ab

pmΩnqab ´
i

12
F abcΩabcgmn `

i

2
F aΩamn `

i

12
F abc

mnΩabc

“
i

2
F

p6q

3,mn ` 2
´

F
p1q

3 ´ F̄
p1q

3

¯

gmn `
1

2
piF p

1 ` F p
5 qΩmnp. (B.6.21d)
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C
微分幾何学からの準備

§C.1
Complex Structure

C.1.1 複素多様体

【Definition C.1.1 (複素構造)】 　

1. 連結 Hausdorff空間M に対して，その開被覆 tUjuと各Uj から Cnの中へ
の同相写像 ϕiが与えられ，

ϕj ˝ ϕ´1
i : ϕipUi X Ujq Ñ ϕjpUi X Ujq (C.1.1)

が正則写像であるとき，tUj, ϕjuはM 上の局所複素座標系という．

2. M 上の２つの局所複素座標系 tUj, ϕju，tVk, ψkuは，Uj X Vk “ Hとなる任
意の j, kに対してψk ˝ϕ´1

j が双正則写像となるとき，正則同値であるという．

3. 連結Hausdorff空間上の局所複素座標系の正則同値類を複素構造，複素構造
Xが定義されている連結Hausdorff空間を複素多様体といい，同じ記号Xで
表す．

l

【Definition C.1.2 (正則写像)】 　

1. ２つの複素多様体X,Y の間の写像 f : X Ñ Y は，それぞれの局所複素座標
系 tUj, ϕju，tVk, ψkuに対して，ψk ˝ fϕ´1

j が正則写像となるとき正則である
という．
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2. 正則写像 fが逆写像をもちそれも正則となるとき双正則であるという．特に，
２つの複素多様体の間に双正則な同相写像が存在するとき，それらは双正則
同値であるという．

l

【Definition C.1.3 (解析的集合と部分多様体)】 　

1. Sを複素多様体Xnの閉部分集合とする．Sの各点 pに対して，pの開近傍
U ppqとその上で定義された正則関数の組 f 1

p , ¨ ¨ ¨ , f νp が存在して

S X U ppq “
␣

q P Uppq
ˇ

ˇ f 1
p pqq “ ¨ ¨ ¨ “ f νp pqq “ 0

(

(C.1.2)

が成り立つとき，SをXnの解析的部分集合，f 1
p , ¨ ¨ ¨ , f νp をその pにおける

局所方程式という．

2. 解析的部分集合Sの点 pに対して，pにおける局所複素座標系を pz1, ¨ ¨ ¨ , znq

とするとき，pの近傍で

rank
Bpf 1, ¨ ¨ ¨ , f νq

Bpz1, ¨ ¨ ¨ , znq
“ ν (C.1.3)

となる局所方程式 f 1, ¨ ¨ ¨ , f νが存在するとき，Sは pでなめらかであるとい
い，n ´ νを Sの pにおける次元という．

3. 解析的部分集合 S が点 pにおいてなめらかでないとき，pを S の特異点と
いう．

4. 複素多様体の特異点を持たない解析的部分集合を部分多様体という．

l

C.1.2 概複素多様体

【Definition C.1.4 (概複素構造)】 　

1. 2n次元多様体M の接バンドルT pM qから自分自身への（ベクトルバンドル
としての）バンドル写像J，すなわち可逆な p1, 1q型テンソル場JがJ2 “ ´1

を満たすとき，JをM の概複素構造という．また，組 pM , Jqを概複素多様
体という．

2. Cn Q pz1, ¨ ¨ ¨ , znqに対して，zj “ xj ` iyjとおくとき，写像

J : B{Bxj Ñ B{Byj, B{Byj Ñ ´B{Bxj (C.1.4)

をCnの標準複素構造という．
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3. 概複素多様体 pM , Jqの自然な向きを pX1, ¨ ¨ ¨ , Xm, JX1, ¨ ¨ ¨ , JXmqにより定
義する．Cmの場合，この向きは px1, ¨ ¨ ¨ , xm, y1, ¨ ¨ ¨ , ymqに対応する．

3. 複素多様体Xの局所複素座標系を tpψ,U quとするとき，ψ : U Ñ Cnによ
るCnの標準複素構造の引き戻しはX上に概複素構造 Jを定義する．これを，
Xの複素構造に付随する概複素構造という．

l

【Theorem C.1.5 (概複素構造の 積分可能性)】 　 概複素多様体 pM,Jqの概
複素構造がが複素構造に付随するための必要十分条件は，次式により定義される
p1, 2q型テンソル場N がゼロとなることである：

1

2
NpX,Y q “ rJX, JY s ´ rX,Y s ´ JrX, JY s ´ JrJX, Y s (C.1.5)

N はNijenhuisテンソルまたは複素捻れテンソルと呼ばれる． l

C.1.3 複素多様体上のテンソル

【Definition C.1.6 (複素接バンドル)】 　

1. 概複素多様体 pM , Jqに対して，M の複素接バンドル T cpM q “ T pM q b C
の部分複素ベクトルバンドルを

T 1pM q “ T 1,0pM q “ tV P T cpM q | JV “ iV u , (C.1.6a)

T 2pM q “ T 0,1pM q “ tV P T cpM q | JV “ ´iV u , (C.1.6b)

により定義すると，
T cpM q “ T 1pM q ‘ T 2pM q. (C.1.7)

2. 余接バンドル T ˚pM qに対して，線形作用素 J を

pJωqpXq “ ωpJXq, @X P TppM q, ω P T ˚ppM q (C.1.8)

により定義する．このとき， 複素余接バンドル T ˚cpM qに対して，

A1,0pM q “ tω P T ˚cpM q | Jω “ iωu , (C.1.9a)

A0,1pM q “ tω P T ˚cpM q | Jω “ ´iωu , (C.1.9b)

と定義すると，

A1pM q “ T c˚pM q “ A1,0pM q ‘ A0,1pM q. (C.1.10)
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Ź

T c˚pM qの部分ベクトルバンドルを

Ap,qpM q “ p

p
ľ

A1,0pM qq ^ p

q
ľ

A0,1pM qq (C.1.11)

により定義すると，

AnpM q “

n
ľ

T c˚pM q “
ÿ

p`q“n

Ap,qpM q. (C.1.12)

このとき，Ap,qpM qの（局所）断面を pp, qq次の複素微分形式といい，その
全体をA p,qpM qと表す．

l

【Proposition C.1.7】 　複素多様体Xnの局所複素座標系を pz1, ¨ ¨ ¨ , znqとする．

1. T 1,0pXqの局所断面，すなわち p1, 0q型複素ベクトル場の基底は

B{Bzj “
1

2

`

B{Bxj ´ iB{Byj
˘

, (C.1.13)

で，T 0,1pXqの局所断面，すなわち p0, 1q型複素ベクトル場の基底は

B{Bz̄j “
1

2

`

B{Bxj ` iB{Byj
˘

, (C.1.14)

で与えられる．

2. A p,qの基底は

dzI ^ dz̄J ; I “ pi1, ¨ ¨ ¨ , ipq, J “ pj1, ¨ ¨ ¨ , jqq (C.1.15)

で与えられる．

l

【Proposition C.1.8 (積分可能性条件)】 　 概複素構造 J は次の３つの互いに
同値である．．

i) 概複素構造 J が捩れを持たない，すなわちNijenhuisテンソルがゼロ．

ii) 任意の p1, 0q型 1形式 θに対して，dθが p0, 2q型成分を持たない．

iii) p1, 0q型ベクトル場の交換子が常に p1, 0q型ベクトル場となる．

l

【Definition C.1.9 (正則ベクトル場と正則微分形式)】 　
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1. 複素多様体X上の p1, 0q型複素ベクトル場 V を局所複素座標系 pz1, ¨ ¨ ¨ , znq

を用いて局所的に
V “

ÿ

j

V jB{Bzj (C.1.16)

と表すとき，V 1, ¨ ¨ ¨ , V nが常に正則関数となるならば V を正則ベクトル場
という．

2. 複素多様体X上の pp, 0q次微分形式 ωを局所複素座標系 pz1, ¨ ¨ ¨ , znqを用い
て局所的に

ω “
ÿ

I“pi1,¨¨¨ ,ipq

ωIdz
I (C.1.17)

と表すとき，ωI が常に正則関数となるならば ωを p次正則微分形式という．

l

【Proposition C.1.10 (Dolbeault微分)】 　

1. 複素多様体X上の pp, qq次複素微分形式 ωに対して，直和分解

dω “ Bω ` B̄ω P A p`1,qpXq ` A p,q`1pXq (C.1.18)

により写像

B : A p,qpXq Ñ A p`1,qpXq, (C.1.19a)

B̄ : A p,qpXq Ñ A p,q`1pXq, (C.1.19b)

を定義すると，
B2 “ 0, B̄2 “ 0, BB̄ ` B̄B “ 0. (C.1.20)

2. ω P A p,0pXqが正則であるための必要十分条件は，B̄ω “ 0.

l
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§C.2
複素構造の変形

【Proposition C.2.1】 　複素構造 J の無限小変形を 9J と表すと

9JJ ` J 9J “ 0

が成り立つ．この条件は，

9J “ I ` Ī;

I “ Iab̄Ba b dz̄b P T 1,0 b A 0,1pMq.

このとき，

9N “ ´2pi ` JqB̄I ` 2pi ´ JqBĪ ,

ĹXJ “ 2ipB̄X 1 ´ BX2q.

ここで，N はNijenhuisテンソル．また，X “ X 1 ` X2 P T 1,0 ‘ T 0,1pMq. l

【Definition C.2.2 (可微分族)】 　 Rm内の領域Bの各点 tに対しコンパクト複
素多様体Mt “ Mn

t が与えられているとする．このとき，次の条件を満たす可微分
多様体M とM をBの上に写すC 8写像ϖが存在するならば，集合 tMt | t P Bu

をコンパクト多様体の可微分族 (differentiable family)とよぶ：

(i) M の各点において C 8写像ϖの Jacobi行列の階数はmに等しい．

(ii) 各点 t P Bに対して，ϖ´1ptqはM のコンパクトな連結部分集合である．

(iii) ϖ´1ptq “ Mt

(iv) M の局所開被覆 tUj | j “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨uとUj上の複素数値C 8関数 zaj ppq pa “

1, ¨ ¨ ¨ , n, j “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ qが存在して，各 tに対して複素多様体Mtの局所複
素座標系をなす．

[小平邦彦著「複素多様体論」（岩波書店，1992)] l

【Definition C.2.3 (可微分族の同値性)】 　 領域B Ă Rmを底空間とする２つ
の可微分族 pM , B,ϖqと pN , B, πqが与えられたとき，M をN の上に写す可微
分同相写像 Φが存在して，各 t P Bに対して ΦがMt “ ϖ´1ptqをNt “ π´1ptqの
上に双正則に写すならば，可微分族M とN は同値であるという． l
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【Definition C.2.4 (自明な可微分族)】 　 可微分族 pM , B,ϖqが pM ˆB,B, πq

(M “ ϖ´1pt0q, t
0 P B)と同値であるとき，pM , B,ϖqは自明であるという． l

【Theorem C.2.5 (Frölicher-Nijenhuisの定理 (1957))】 　 コンパクト複素多様
体の可微分族 pM , B,ϖq (Bは Rm内の領域で 0 P B）において，H1pM0,Θ

0q “

0,M0 “ ϖ´1p0qならば，十分小さい開多重区間 I (0 P I Ă Bqに対して pMI , I,ϖq

は自明である．
[Frølicher A, Nijenhuis A: A theorem on stability of complex structures, Proc. Nat.

Acad. Sci. (USA) 43: 239-41 (1957)] l

【Theorem C.2.6】 　複素構造の無限小変形の自由度はH1pM,Θqと１対１に
対応する．ここで，Θは正則ベクトル場の層． l

【Note C.2.7 (説明)】 　 複素構造の無限小変形とH1pM,Θqとの対応は次のよ
うにして得られる．

1. 可微分族 pM , B,ϖqにおいて，t P B近傍での複素局所座標系 pUj, z
a
j pa “

1, ¨ ¨ ¨ , nqqに対し，各 tでの座標変換を zj “ fjipzi, tqとおく．このとき，Uj X

Uiでの正則ベクトル場 θjiptqを

θjiptq “
fajipzi, tq

Bt

B

Bzai
(C.2.1)

により定義すると，座標変換の結合則

fkipzi, tq “ fkjpfjipzi, tq, tq (C.2.2)

より
θkiptq “ θkjptq ` θjiptq, θijptq “ ´θjiptq (C.2.3)

が成り立つ．したがって，対応Uj X Ui ÞÑ θjiptqはMt上の正則ベクトル場
の層Θtに係数をもつCechコホモロジーにおける 1コサイクルを定義する．

2. このコサイクルがコバウンダリーとなるとき，すなわち各Ui上の正則ベク
トル場 θiptqが存在して

θji “ θj ´ θi (C.2.4)

となる条件は，新たな座標系Zj “ gpzj, tqを

Bgpzj, tq

Bt
“ θjpzj, tq (C.2.5)

により定めるとき，Zjの変換が tに依存しない (Zj “ FjipZiq)ことと同等で
ある．
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3. 以上より，複素構造の変形の自由度はH1pMt,Θtqと対応する．

l

【Definition C.2.8 (複素解析族)】 　 Cm内の領域 Bの各点 tに対しコンパク
ト複素多様体Mt “ Mn

t が与えられているとする．このとき，次の条件を満たす複
素多様体M とM をBの上に写す正則写像ϖが存在するならば，Mtは tに正則
に依存するといい，集合 tMt | t P Buをコンパクト多様体の複素解析族 (complex

analytic family)とよぶ：

(i) M の各点において正則写像ϖの Jacobi行列の階数はmに等しい．

(ii) 各点 t P Bに対して，ϖ´1ptqはM のコンパクトな部分多様体である．

(iii) ϖ´1ptq “ Mt

[小平邦彦著「複素多様体論」（岩波書店，1992)] l

【Theorem C.2.9 (微分同相性)】 　 コンパクト多様体の複素解析族 pM , B,ϖq

において，任意の t, s P Bに対してMtとMsは微分同相である．[小平邦彦著「複
素多様体論」（岩波書店，1992)] l

【Definition C.2.10 (完備性)】 　 複素解析族 pM , B,ϖqが p P Bで完備である
とは，点 q P C と双正則同型 ϕ : Nq Ñ Mpが存在するような任意の族 pN , C, πq

に対して，qの近傍U と正則写像 f : T 1 Ñ B, h : π´1pU q Ñ M が存在して，次
の３条件を満たすことである．

i) f ˝π “ ϖ˝h

ii) fpqq “ p

iii) Nq上で h “ ϕ．

このとき，U を十分小さく取ると，hは各ファイバーNtからMfptq上への双正則
同型を与えている．したがって，pで完備な族は，Mpのすべての微小変形を含ん
でいるといえる． l

【Definition C.2.11 (効果的パラメーター)】 　複素解析族 pM , B,ϖqの点 p P B

において，小平-Spencer写像

ρp : TpB Ñ H1pMp,Θq (C.2.6)

が単射となるとき，pM , B,ϖqは pで効果的にパラメータ付けされているという．
l
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【Theorem C.2.12 (倉西の基本定理 (1964))】 　 任意のコンパクト複素多様体
M に対し，次の条件を満たす複素解析族 pM , B,ϖqと p P Bが存在する：

i) Bの各点で完備．

ii) pで効果的にパラメーター付けされている．

iii) Mp “ M .

このとき，Bを倉西空間 (Kuranishi space)またはM の局所モジュライ空間 (local

moduli space)と呼ぶ． l
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§C.3
エルミート多様体

C.3.1 エルミート計量

【Definition C.3.1】 　

1. 概複素多様体 pM , JqのRiemann計量 gが任意のベクトル場X,Y に対して

gpJX, JY q “ gpX,Y q (C.3.1)

を満たすとき，エルミート計量という．

2. エルミート計量を与えられた概複素多様体を概エルミート多様体，エルミー
ト計量を与えられた複素多様体をエルミート多様体という．

l

【Definition C.3.2 (Kähler形式)】 　 概エルミート多様体 pM , J, gqに対して，

ωpX,Y q “ gpJX, Y q (C.3.2)

により定義される２次微分形式 Φを基本２形式ないしKähler形式という．成分
表示では，JBj “ JJ

kBkと定義すると，ωjk “ gklJj
l “ Jjkである．（注：Kobayashi-

Nomizuの定義Φとの対応は，Φ “ ´ω．） l

【Proposition C.3.3】 　

1. エルミート計量 gを複素接バンドルに拡張すると次の性質を持つ：

i) 任意の複素ベクトル場Z,W に対して，gpZ̄, W̄ q “ gpZ,W q.

ii) 任意のゼロでない複素ベクトル場Zに対して，gpZ, Z̄q ą 0.

iii) p1, 0q型ベクトル場Zと p0, 1q型ベクトル場W に対して，gpZ, W̄ q “ 0.

特に，hpZ,W q “ 2gpZ, W̄ qは T 1pM q上の正値エルミート計量を与える．

2. 逆に，T 1pM qの正値エルミート計量 hp˚, ˚qが与えられると，2gpZ, W̄ q “

hpZ,W q(Z,W P T 1
ppM q)と 1.i)-iii)を満たす複素接バンドルの対称双線形形

式 gが一意的に存在し，その実接バンドル T pM qへの制限はM のエルミー
ト計量を与える．
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3. T 1pM qの断面，すなわち p1, 0q型複素ベクトル場の基底をf1, ¨ ¨ ¨ , fn，A 1,0pM q

の双対基底を ϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕnとおく．すなわち，ϕjpfkq “ δjk．このとき，T
1pM q

のエルミート計量 hを

h “ hijϕ
iϕ̄j; hij “ hpfi, fjq “ 2gpfi, f̄jq (C.3.3)

とおくと，hijはエルミート行列で，基本２形式 ωは

ω “
i

2
hijϕ

i ^ ϕ̄j (C.3.4)

と表される．

l

【Note C.3.4】 　Riemann計量 gを T ˚CpM qに拡張したものは，形式的に

ds2 “ gjkdz
j b dzk ` gjk̄dz

j b dz̄k ` gj̄kdz̄
j b dzk ` gj̄k̄dz̄

j b dz̄k (C.3.5)

と表される．ここで，計量が対称形式である条件は gjk “ gkj, gjk̄ “ gk̄j, gj̄k̄ “ gk̄j̄，
計量が実接空間 T ˚pM q上で実である条件は gj̄k̄ “ ḡjk, gj̄k “ ḡjk̄と表されので，

ds2 “ gjkdz
j b dzk ` ḡjkdz̄

j b dz̄k ` gjk̄pdzj b dz̄k ` dz̄k b dzjq. (C.3.6)

このとき，Hermite計量である条件は，gjk “ 0．よって，Hermite計量は，

ds2 “ gjk̄pdzj b dz̄k ` dz̄k b dzjq. (C.3.7)

ただし，ḡjk̄ “ gkj̄．したがって，hjk “ 2gjk̄を用いると，

ds2 “ 1
2
hjkpdzj b dz̄k ` dz̄k b dzjq (C.3.8)

この式はしばしば，
ds2 “ hjkdz

jdz̄k (C.3.9)

と表される．たとえば，

ds2 “ dx2 ` dy2 ñ ds2 “ dzdz̄. (C.3.10)

また，
ds2 “ Rephjkdz

j b dz̄kq, ω “ ´Imphjkdz
j b dz̄kq. (C.3.11)

特に，

ω “
i

2
hjkdz

j ^ dz̄k. (C.3.12)

l
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§C.4
Kähler多様体

【Definition C.4.1】 　

1. 概エルミート多様体 pM , J, gqは，基本２形式 Φが閉形式となるとき，概
Kähler多様体という．

2. 概Kähler多様体は，その概複素構造が積分可能であるとき，すなわち，複
素多様体で Jがその複素構造から決まる概複素構造となるとき，Kähler多
様体という．

l

【Note C.4.2】 　様々な定義の関係

ΦzJ N/A D(almost complex) N “ 0(complex)

D almost Hermitian Hermitian

dΦ “ 0 almost symplectic almost Kähler Kähler

l

【Theorem C.4.3】 　概エルミート多様体 pM , J, gqがKähler多様体となるた
めの必要十分条件は，gが概複素的すなわち，∇J “ 0となることである． l

【Theorem C.4.4】 　エルミート多様体がKähler多様体となるための必要十分
条件は，各点 pの近傍で

ds2p “ dzidz̄i, DpBziq|p “ 0

となる複素座標が存在することである． l

C.4.1 基本的性質

【Theorem C.4.5】 　Kähler多様体の複素部分多様体は，誘導計量により再び
Kähler多様体となる． l
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【Theorem C.4.6 (Kählerポテンシャル)】 　 Hermite計量がKähler計量となる
ための必要十分条件は、Kähler形式 ωが，局所的に滑らかな実関数K(Kählerポ
テンシャル）を用いて次のように表されることである：

ω “
1

2
ddcK “ iBB̄K.

ここで，dc “ ipB̄ ´ Bq. l

【Note C.4.7 (座標表示)】 　 計量成分 ds2 “ 2gjk̄dz
jdz̄kとKの関係は、

gjk̄ “ BjBk̄K. (C.4.1)

l

C.4.2 曲率テンソル

【Proposition C.4.8】 　Kähler多様体の曲率テンソルRとRicciテンソルRic

は次の性質をもつ：

1. RpX,Y q˝J “ J˝RpX,Y q, RpJX, JY q “ RpX,Y q.

RaecdJe
b “ Je

aRe
bcd, R

a
befJ

e
cJd

f “ Ra
bcd

2. RicpJX, JY q “ RicpX,Y q.

Ja
eJb

fRef “ Rab

3. RicpX,Y q “ 1
2
TrpJ˝RpX, JY qq.

Rab “ 1
2
JefRefacJb

c

l

【Definition C.4.9 (Ricci形式)】 　 Kähler多様体のRicci曲率から定義される

ρpX,Y q “ RicpJX, Y q

は２形式となり，Ricci形式と呼ばれる．成分表示では、

ρab “ Ja
cRcb “ J cdRcadb “ ´

1

2
RabcdJ

cd (C.4.2)

l
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【Proposition C.4.10 (成分表示)】 　 e1, ¨ ¨ ¨ , en, e1̃, ¨ ¨ ¨ , eñ(ek̃ “ Jek)を TxpMq

の基底，θ1, ¨ ¨ ¨ , θn, θ1̃, ¨ ¨ ¨ , θñ(θk̃ “ ´Jθk)をその双対基底として，

ϕj “ p1 ´ iJqθj, fj “
1

2
p1 ´ iJqej,

Ψj
k “ ϕjpRfjq “ Rj

k ´ iRj
k̃

とおくと，
R j̃

k̃ “ Rj
k, R j̃

k “ ´Rj
k̃

より，
ρ “ iΨj

j

が成り立つ． l

C.4.3 座標成分表示

【Proposition C.4.11】 　複素座標系 zjに関する成分表示のもとで次の諸式が
成り立つ：

1. 計量
ds2 “ 2gij̄dz

idz̄j

ただし，ḡij̄ “ gjī.

2. Kähler形式
ω “ igij̄dz

i ^ dz̄j

3. 接続係数

Γijk “ Γikj “ gil̄
Bgl̄j
Bzk

,

Γīj̄k̄ “ Γīk̄j̄ “ gīl
Bglj̄
Bz̄k

他の成分はゼロ．

4. 曲率テンソル

Rij̄kl̄ “ gmj̄
BΓmik
Bz̄l

“
B2gij̄

BzkBz̄l
´ gmn̄

Bgin̄
Bzk

Bgj̄m
Bz̄l

およびこれと Riemann曲率テンソルの代数的対称性から決まるもの以外は
ゼロ．
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5. Ricci曲率とRicci形式

Rij̄ “ ´
B2 lnG

BziBz̄j
,

ρ “ ´iBB̄ lnG,

G “ detpgij̄q.

特に，Ricci形式は複素構造と体積要素のみで決まる．

l

C.4.4 正則キリングベクトル場とモーメント写像

k “ kjpzqBj ` kj̄pz̄qBj̄を正則Killingベクトルとすると，Kähler形式ωに対して，

Ĺkω “ pd˝Ik ` Ik˝dqω “ d˝Ikω “ 0 ô Ikω “ dPpz, z̄q (C.4.3)

が成り立つ．Ppz, z̄qはモーメント写像 (Moment map)と呼ばれる．この関係式を
具体的に成分で表すと，

kj “ ´igjk̄Bk̄P ô kj̄ “ ´iBj̄P, (C.4.4a)

kj̄ “ igkj̄BkP ô kj “ iBjP (C.4.4b)

これより
∇jBkP “ 0 (C.4.5)

が成り立つが，逆に，この条件を満たすP を用いて (C.4.4)により定義される正
則ベクトル場 kはKillingベクトルとなる．
(C.4.4)の反転公式が次のようにして得られる．まず，kに対する無限小変換に

よるKählerポテンシャルの変化は，正則関数 rpzqを用いて

δK “ θpkjBj ` kj̄Bj̄qKpz, z̄q “ θprpzq ` r̄pz̄qq (C.4.6)

と表される．これより，

P “ ipkjBjK ´ rpzqq “ ´pkj̄Bj̄K ´ r̄pz̄qq (C.4.7)

とおくと，(C.4.4)が成り立つことが確かめられる．
つぎに，正則キリングベクトルの系 kAが閉じた交換関係

rkA, kBs “ fCABkC (C.4.8)

を満たすとすると，IkAω “ dPAおよび IrX,Y s “ rĹX , IY sより，

ĹkAPB “ fCABPC (C.4.9)

を得る．この整合性条件は，成分で表すと，

kjAkBj ´ kAjk
j
B “ ´fCABPC (C.4.10)

となる．
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C.4.5 Kähler-Hodge多様体

【Definition C.4.12 (Kähler-Hodge多様体)】 　 Kähler多様体M は，c1pLq “

rKs(=Kähler類）となる線バンドル L Ñ M が存在するとき，Kähler-Hodge多様
体であるという． l

C.4.6 射影Kähler多様体

複素次元 pn` 1qのKähler多様体 pM, g, Jqが重み 1の閉相似Killingベクトル k

をもつとする：

ds2 “ 2gIJ̄dX
IdX̄ J̄ ; gIJ̄ “ BIBJ̄NpX, X̄q, I, J “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ` 1(C.4.11a)

∇ikj “ gijpi, j “ 0, . . . , 2pn ` 1qq (C.4.11b)

このとき，kは正則ベクトル場となり，Kählerポテンシャルに対して適当なKähler

変換を施すと，

kI “ BIN, kĪ “ BĪN, (C.4.12a)

kIBIN “ N, kĪBĪN “ N (C.4.12b)

が成り立つ．さらに，
k1 : k1

I “ ikI , k1
Ī “ ´ikĪ (C.4.13)

とおくと，k1は正則Killingベクトル場となり，

rk, k1s “ 0 (C.4.14)

以上より，M の複素座標系 py, zαq(α “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)で

k “ yBy ` ȳBȳ, k1 “ i pyBy ´ ȳBȳq (C.4.15)

となるものが存在する．この座標系では，KählerポテンシャルN は

N “ ´ayȳe´Kpz,z̄q{a (C.4.16)

と表される．また，

eα ” Bα `
1

a
BαKyBy pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq (C.4.17)

とおくと，
eαN “ 0, k1N “ 0 (C.4.18)
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で，ベクトル場の基底を pk, k1, eαqの内積は

gpk, kq “ gpk1, k1q “ 2N, gpk, k1q “ 0, (C.4.19a)

gpk, eαq “ gpk1, eαq “ 0, (C.4.19b)

gpeα, eβ̄q “ ´
N

a
BαBβ̄K, gpeα, eβq “ 0. (C.4.19c)

よって，元の計量は

ds2 “ 2N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

y
´

1

a
BαKdz

α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

`

ˆ

´2N

a

˙

BαBβ̄Kdz
αdz̄β̄ (C.4.20)

と表される．これより，k, k1の軌道によるM の商空間 M̂ にKähler計量

ĝαβ̄ “ BαBβ̄K (C.4.21)

が誘導される．

C.4.7 Special Kähler多様体

Rigid/affine special Kähler多様体

【Definition C.4.13 (Rigid/affine special Kähler多様体)】 　 Kähler多様体
pM, g, Jqは、次の性質をもつ実接続∇s “ pAij

kqをもつとき、rigid (affine) special

Kähler多様体という：

i) torsion free: Aij
k “ Aji

k

ii) 平坦: BriAjsk
l ` Amri

lAjsl
m “ 0

iii) Symplectic: BkJjk ` 2Airj
lJksl “ 0

iv) d∇sを∇sに関する共変外微分とするとき、

d∇srpdϕiqJi
js ” dϕk ^ rBkδ

j
l ` Akl

jsrpdϕiqJi
ls “ 0. (C.4.22)

[ă Freedman DZ, Van Proeyen A 2012B] l

【Proposition C.4.14】 　次の３つの条件は、いずれも、Kähler多様体 pM, g, Jq

が rigid special Kählerであるための必要十分条件を与える：

1) 複素座標系 pzαqにおいて正則な３階完全対称テンソル Cαβγ “ Cpαβγqpzqが
存在し、次の条件を満たす：

∇rδCαsβγ “ 0, (C.4.23a)

Rαγ̄βδ̄pgq “ ´CαβϵC̄γ̄δ̄ϵ̄g
ϵϵ̄. (C.4.23b)
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このとき、平坦接続Aij
kは、Kähler計量に関する接続 Γγαβをもちいて

Aαβ
γ “ Γγαβ, Aαβ

γ̄ “ gγ̄γCαβγ. (C.4.24)

2) 次の２条件を満たす：

i) 実チャート pϕiq “ pxI , fIq(I “ 1, ¨ ¨ ¨ , , n, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2n)が存在して、
Kähler形式が次のように表される：

2ω “ ´Jijdϕ
i ^ dϕj “ ´2dxI ^ dfI . (C.4.25)

ii) T 1pMqの１形式 πi(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2n)を

πi “
1

2
dϕjpδji ´ iJj

iq (C.4.26)

により定義するとき、2n個の正則関数の組 pXIpzq, FIpzqqが存在して、
i)の座標系のもとで、

πI “ dXIpzq, πI “ dFIpzq (C.4.27)

このとき、

dxI “ 2Re pdXIpzqq, dfI “ 2Re pdFIpzqq (C.4.28)

が成り立つ。

3) 次の２式を満たす 2n個の正則関数系 pXIpzq, FIpzqqが存在する：

dXI ^ dFI “ 0, (C.4.29a)

´ω “ ´igαβ̄dz
α ^ dz̄β̄ “ dXI ^ dF̄I ` dX̄I ^ dFI . (C.4.29b)

これらの条件は，V “ pXIpzq, FIpzqqとおくとき，シンプレクティック内積

xV1, V2y ” XI
1F2I ´ F1IX

I
2 (C.4.30)

を用いて，

xBαV, BβV y “ 0, (C.4.31a)

´ωαβ̄ “
@

Bα, Bβ̄V̄
D

(C.4.31b)

と表される．

l
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【Proposition C.4.15 (Prepotential)】 　 Rigid special Kähler多様体の sym-

plectic section を pXIpzq, FIpzqq(I “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)とする。

1. BαZ
I が行列として正則なら、FI は適当な正則関数 F pXqを用いて FIpzq “

BF pXpzqq{BXIと表される。このとき、F pXqは前ポテンシャル (prepotential)

と呼ばれる。

2. Kähler計量が正定値なら、前ポテンシャルが存在する。

[Craps B, Roose F, Troost W, Van Proeyen A: NPB503, 565-613 (1997), arXiv:hep-

th/9703082] l

Projective special Kähler多様体

pM,J, V q (V “ TpXIpzq, FIpzqq, I “ 0, ¨ ¨ ¨ , n)を affine special Kähler多様体，k
をそのウエイト 1の閉相似Killingベクトル場，k1をそれに随伴するKillingベクト
ル場とする．M に対するKählerポテンシャルN は

N “ i xV, V y “ ipXIF̄
I ´ FIX̄

Iq (C.4.32)

ので，複素チャート py, zαqを

k “ yBy ` ȳBȳ, k1 “ i pyBy ´ ȳBȳq (C.4.33)

と取ると，
V “ yvpzq; vpzq “ TpZIpzq, FIpzqq (C.4.34)

となる．いま，
i xv, v̄y “ ´ae´Kpz,z̄q{a (C.4.35)

により，Kpz, z̄qを定義すると，

N “ ´ayȳe´Kpz,z̄q{a (C.4.36)

pk, k1qの軌道に関するMの商空間 M̂は，KをKählerポテンシャルとするKähler

多様体 pM̂, Ĵ , ĝqとなり，

ds2 “ 2N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

y
`

1

a
BαKdz

α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

`
´2N

a
ĝαβ̄dz

αdz̄β̄. (C.4.37)

曲率テンソルは，

Rαᾱββ̄ “
2

a
gᾱpαgβqβ̄ ´ Cαβγg

γγ̄C̄ᾱβ̄γ̄, (C.4.38a)

Cαβγ “ i x∇α∇βV,∇γV y (C.4.38b)
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ここで，

∇αv ” Bαv `
1

a
pBαKqv, ∇̄ᾱv ” 0, (C.4.39a)

∇̄ᾱv̄ ” Bᾱv̄ `
1

a
pBᾱKqv̄, ∇αv̄ ” 0, (C.4.39b)

∇αy “ ∇αȳ “ 0. (C.4.39c)

また，前ポテンシャルが存在するときには，

Cαβγ “ iFIJK∇αX
I∇βX

J∇γX
K . (C.4.40)

∇αV “ y∇alphavなので，

ĝαβ̄ “ i
@

∇αV, ∇̄β̄V̄
D

“ iyȳ
@

∇αv, ∇̄β̄ v̄
D

(C.4.41)

C.4.8 Hyperkähler多様体

【Definition C.4.16 (Hyperkähler多様体)】 　 Mを 4m次元の多様体とする．

1. J “ pJ1, J2, J3qを，J1J2 “ J3 を満たす概複素構造，gを J1, J2, J3 のいず
れに関してもエルミートな計量とするとき，pJ , gqを概 hyperkähler構造，
pM,J , gqを概ハイパーKähler多様体という．

2. さらに，gの Levi-Civita接続∇に対して，∇J “ 0がなりたつとき，pJ , gq

を hyperkähler構造，pM,J , gqをハイパーKähler多様体という．

l

【Proposition C.4.17 (Sppmq構造)】 　 概ハイパーケーラー構造は，Sppmq構
造と同等である．また，ハイパーケーラー構造は，捩れのない Sppmq構造と同等
である． l

【Proposition C.4.18】 　Mを 4m次元の多様体，pJ , gqをその概ハイパーケー
ラー構造を pJ , gq、ω “ pω1, ω2, ω3qを J に対応するエルミート形式とする．この
とき，次の条件は互いに同値である．

(i) pJ , gqはハイパーケーラー構造である．

(ii) dω “ 0.

(iii) ∇ω “ 0.

(iv) Holpgq Ď Sppmqで，J は Sppmq構造から誘導された複素構造である．

[ă Joyce DD 2000B] l

【Theorem C.4.19】 　ハイパーケーラー多様体はRicci平坦である． l
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C.4.9 4元数ケーラー多様体

【Definition C.4.20 (ハイパー複素多様体)】 　 M を 4m次元の多様体，J “

pJ1, J2, J3qを J1J2 “ J3を満たす積分可能な複素構造の組とするとき，pJqをハイ
パー複素構造 (hypercomplex structure), pM,Jqをハイパー複素多様体 (hypercom-

plex manifold)と呼ぶ． l

【Proposition C.4.21】 　

1. ハイパー複素多様体 pM,Jqは，∇J “ 0となる捩れのない一意的な接続を
もつ．この接続は小畑接続と呼ばれ，そのホロノミー群はGLpm,Hqの部分
群となる．

2. ハイパー複素構造は，捩れのないGLpm,Hq構造と同等である．

l

【Definition C.4.22 (4元数ケーラー多様体)】 　 Holpgq Ď SppmqSpp1qとなる
4m次元多様体は，4元数ケーラー多様体 (quaternionic Kähler manifold)という．
ただし，4次元 pm “ 1qについては，自己共役なWeyl曲率をもつ向きづけられた
Einstein多様体と定義する． l

【Proposition C.4.23】 　4元数ケーラー多様体は概ハイパーケーラー構造 pJ , gq

をもち，Einstein空間となる． l

C.4.10 標準直線バンドル

【Definition C.4.24 (標準直線バンドル)】 　 n次元複素多様体M に対して，
^npT 1Mq˚を標準直線バンドルといいKで表す．また，^nT 1Mを反標準直線バン
ドルといい，K˚で表す． l

【Theorem C.4.25】 　Kähler多様体のRicci形式 ρは，標準直線バンドル（反
標準直線バンドル）に誘導される接続の曲率テンソルの i倍（´i倍）となる．特
に，ρ “ 0となる条件は，標準直線バンドルが平行な局所断面を持つことと同等で
ある．このとき，対応する断面は正則である． l

C.4.11 ホロノミー

【Theorem C.4.26 (Iwamoto)】 　 複素次元 nのKähler多様体に対して，制
限線形ホロノミー群がSUpnqに含まれるための必要十分条件は，Ricciテンソルが
恒等的にゼロとなることである． l
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C.4.12 Chern類

【Theorem C.4.27 (曲率形式による表現)】 　 Kähler多様体M のKähler形式
を ω，曲率形式をRとすると，その p次Chern類 cppMqは，

cppMq “ r
1

pp!q2
IpωpR ^ ¨ ¨ ¨ Rqs

と表される．特に，ρをRicci形式として

c1pMq “ r
1

2π
ρs

l
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§C.5
Kähler-Einstein多様体

C.5.1 一般的性質

【Definition C.5.1 (２次コホモロジー類の符号)】 　 H2pM,Rqのコホモロジー
類は，正（負）の p1, 1q型部分形式を代表元としてもつとき，正（負）であるという．
この符号は代表元に依存せず，コホモロジー類のみで決まる．ここでα P A1,1pMq

が正（負）であるとは，apX,Y q “ αpX, JY qにより定義される J不変実対称双線
形形式 aが正（負）であることを意味する． l

【Proposition C.5.2 (Kähler-Einstein多様体のスカラ曲率の符号)】 　 Kähler-

Einstein多様体Mのスカラ曲率 sの符号は複素構造のみにより定まる．さらに，s
の値は，M の複素次元を n, V を体積として

V sn “
4πnn

n!
cn1 (C.5.1)

により定まる．ここで，cn1 は複素構造のみで決まるChern特性数である． l

【Note C.5.3 (第１Chern類の符号)】 　

1. CPN ないの dj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , p)次同次多項式により定義される超曲面の交わり
により定義される代数多様体M の第１Chern類は，超曲面が一般の位置に
あるとき，d “ d1 ` ¨ ¨ ¨ ` dpとして

c1pMq “ pN ` 1 ´ dqh

で与えられる．ここで，hはH2pCPN ,Zqの正の生成元のMへの制限である．

2. 小平の定理より，第１Chern類が正ないし負のコンパクト複素多様体は複素
射影空間への正則埋め込みをもつ．

3. 複素曲面に対しては，c1pMqが定符号となるのは c21pMqが非負の場合に限
る．一方，複素曲面を１点でブローアップすると，c21pMqは 1だけ減少する．
したがって，十分多くの点でブローアップして得られる曲面の第１Chern類
は定符号でなくなる．例えば，CP 2を r回ブローアップした曲面Σrに対し
て，c21pΣrq “ 9 ´ r．また，0 ď r ď 8のとき，Σrは正の第１Chern類をも
ち，正の第１ Chern類をもつ複素曲面はそれらと CP 1 ˆ CP 1に限られる．
これらのうち，Σ1,Σ2,Σ3にはKähler-Einstein計量が入らないことが示され
る．Σr(4 ď r ď 8）については，Kähler-Einstein計量が入るかどうかは不
明．[Besse AL 1987]
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l

C.5.2 Calabi-Yau予想

【Theorem C.5.4 (Calabi-Yauの定理)】 　 M をコンパクト Kähler多様体，
ωをそのKähler形式，c1pMqを第１Chern類とする．このとき，コホモロジー類
2πc1pMqに属する任意の p1, 1q型実閉形式は，Kähler形式がωと同じコホモロジー
類に属するKähler計量のRicci形式となり，そのようなKähler計量は一意的であ
る． l

【Theorem C.5.5 (Aubin-Calabi-Yauの定理)】 　 第１Chern類が負となる
任意のコンパクト複素多様体は，（スカラ曲率が負の）Kähler-Einstein計量をもつ．
そのような計量は，定数倍の除いて一意的である． l

C.5.3 例

【Note C.5.6】 　

1. 任意のコンパクト単連結一様Kähler多様体は正スカラ曲率のKähler-Einstein

計量をもつ．これは，1987年時点で，唯一の正スカラ曲率Kähler-Einstein

多様体の例である [Besse AL 1987]

l

C.5.4 Ricci平坦多様体

【Theorem C.5.7 (Calabi-Yau多様体)】 　 コンパクト複素多様体M に対し
て，次の３つの条件は同等である．

i) 第１Chern類がゼロでKähler計量をもつ．

ii) Ricci平坦なKähler計量をもつ．

iii) 標準直線バンドルに誘導される接続が局所平坦となるKähler計量をもつ．

l

【Theorem C.5.8 (モジュライ自由度)】 　 pM,JqをKähler計量をもち c1pMq “ 0

となるコンパクト複素多様体とする．このとき，M の各Kähler類ごとにRicci平
坦なKähler計量が一意的に存在する．pM,Jq上のRicci平坦なKähler計量の全体
は，M のKähler錐と同型な次元 h1,1pMqの多様体となる． l
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C.5.5 Calabi-Yau多様体

定義と基本性質

【Definition C.5.9 (Calabi-Yau多様体)】 　 複素m次元コンパクトKähler多
様体 pM,J, gqのホロノミー群が SUpmqとなるとき，M を（非特異）Calabi-Yau

多様体という． l

【Proposition C.5.10 (ホロノミーによる特徴付け)】 　 pM,J, gqを単連結，
既約，コンパクト，Ricci平坦な（複素）m次元Kähler多様体とする．このとき，
m ě 2かつHolpgq “ SUpmq，またはmは4以上の偶数かつHolpgq “ Sppm{2qとな
る．逆に，pM,J, gqが複素m次元コンパクトKähler多様体でHolpgqが SUpmqか
Sppm{2qと一致すれば，gはRicci平坦，既約でその基本群は有限群となる．(Joyce
DD 2000[45]) l

【Proposition C.5.11 (平行微分形式)】 　 pM,J, gqをコンパクト，Ricci平坦
なKähler多様体，ξを滑らかな pp, 0q形式とする．このとき，dξ “ 0と∇ξ “ 0は
同等となる．したがって，Hp,0pMqは平行 pp, 0q形式の空間と同型となる．(Joyce

DD 2000[45]) l

【Theorem C.5.12 (Ricci平坦Kähler多様体)】 　 コンパクトでRicci平坦な
Kähler多様体の有限非分岐被覆は，Kähler多様体の直積 T ˆX1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXkと同型
である．ここで，T は平坦なKählerトーラス，各Xkは単連結既約なRiemann多
様体で，Calabi-Yau多様体か超Kähler多様体のいずれか．[[ă 岩波数学事典 v4]]

l

【Proposition C.5.13 (標準線バンドル)】 　 pM,J, gqをコンパクト，Ricci平
坦な複素m次元Kähler多様体とする．このとき，Holpgq Ă SUpmqとなるための
必要十分条件は，M の標準線バンドルKM が自明となることである．(Joyce DD

2000[45]) l

【Proposition C.5.14 (コホモロジー)】 　 n次元Calabi-Yau多様体M に対し
て，hp,q “ dimHp,qpMqとおくと，

h0,p “ hp,0 “ hn,p “ hp,n “ 0 p0 ă p ă nq, (C.5.2a)

h0,0 “ h0,n “ hn,0 “ hn,n “ 1. (C.5.2b)

(¡ Joyce DD 2000[45]) l

【Theorem C.5.15 (代数性定理)】 　 複素次元が３以上のCalabi-Yau多様体は
射影的である．(Joyce DD 2000[45]) l

目次へ



付 録C 微分幾何学からの準備 385 目次へ

オービフォールドの crepantな特異点解消による構成

【Definition C.5.16 (複素オービフォールド)】 　 特異なm次元複素多様体は，
各特異点xの近傍が，適当な有限群Gx Ă GLpm,Cqに対してCm{Gxと同型となる
とき，複素オービフォールドと呼ぶ．xはオービフォールド点, Gxはオービフォー
ルド群という． l

【Definition C.5.17 (KählerオービフォールドとCalabi-Yauオービフォールド)】
　複素オービフォールドXに対して，Xの非特異部分におけるKähler計量 gが定
義され，Xのオービフォールド点xの近傍が，適当なGx不変なKähler計量を持つ
Cmに対し，Cm{Gxと等長となるとき，gをオービフォールドX上のKähler計量と
よぶ．また，Kähler計量を与えられた複素オービフォールドをKählerオービフォー
ルドと呼ぶ．さらに，m次元Kählerオービフォールド pX, J, gqは，Holpgq “ SUpmq

となるとき，Calabi-Yauオービフォールドと呼ぶ． l

【Theorem C.5.18 (Yauの定理のオービフォールド版)】 　 XをKähler計量を
もつコンパクト複素オービフォールドとする．c1pXq “ 0なら，X 上の各Kähler

類に対し，Kähler計量が一意的に存在する．(ăJoyce2000B) l

【Proposition C.5.19 (Calabi-Yauオービフォールドの特異点)】 　 Calabi-Yau

オービフォールドの特異点集合の複素余次元は 2以上である．(ăJoyce2000B) l

【Theorem C.5.20 (3次元複素オービフォールの特異点解消)】 　 3次元複素
オービフォールドは，オービフォールド群が SLp3,Cqに含まれるなら，クレパン
トな特異点解消をもつ．(ăJoyce2000B) l

【Note C.5.21】 　一般に，KählerオービフォールドXが孤立していない特異点
をもつ場合，そのクレパントな特異点解消がKählerになるとは限らない．しかし，
その中の少なくとも一つはKählerとなることが示される．(ă Joyce2000B) l

【Theorem C.5.22 (Calabi-Yau from a toroidal Kähler orbifold)】 　 pT 6, J, gq

を平坦なKählerトーラス，Ωをその正則 3形式，Gを pJ, g,Ωqを不変にする T 6の
自己同形からなる有限群とする．このとき，コンパクトな複素オービフォールド
X “ T 6{Gは少なくとも一つのクレパントなKäler特異点解消 pX̃, πqをもつ．さ
らに，X̃にはRicci平坦なKähler計量で，Holpg̃q Ď SUp3qとなるものが存在する．
Holpg̃q “ SUp3qとなるための必要十分条件は，π1pT 6{Gqが有限群となることであ
る．(ăJoyce2000B) l

【Example C.5.23 (T 6{Z3のブローアップ)】 　

1. T 6{Z3: ζ “ e2iπ{3として，C3の格子Λを

Λ “
␣

pa1 ` b1ζ, a2 ` b2ζ, a3 ` b3ζq
ˇ

ˇ ai, bj PZ R
(

(C.5.3)
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とすると，Λは変換

α : pz1, z2, z3q ÞÑ pζz1, ζz2, ζz3q (C.5.4)

で不変となる．これより，G “ t1, ζ, ζ2uとして，X “ C3{Λ{Gにより複素
オービフォールドを定義する．

2. オービフォールド点：　

pζz1, ζz2, ζz3q “ pz1, z2, z3q ` pa1 ` b1ζ, a2 ` b2ζ, a3 ` b3ζq (C.5.5)

の解は，

zi “
´2ai ` bi

3
´
ai ` bi

3
ζ. (C.5.6)

基本領域内のものに限定すると，各 ziについて

zi “ 0,
2 ` ζ

3
,

1 ` 2ζ

3
(C.5.7)

の 3個なので，特異点は 33 “ 27個．

3. トポロジー：Xのクレパントな特異点解消 π : X̃ Ñ Xはブローアップのみ
で，π1pXq “ t1uが言えるので (RM20180104参照)，上記の一般定理より，
X̃はCalabi-Yau. ブローアプにより各特異点ごとにCP 2の p1, 1qコサイクル
が 1個生成されるので，Hodge数 h1,1は

h1,1pX̃q “ 32 ` 27 “ 36. (C.5.8)

また，T 6の p2, 1qコサイクル dzi ^ dzj ^ dz̄kで αで不変なものはないので，
h2,1pX̃q “ h2,1pT 6{Z3q “ 0.

l

CPmの部分多様体による構成

【Theorem C.5.24 (CPmの超曲面)】 　 fpZ0, ¨ ¨ ¨ , Zmqを Cm`1の次数 dの同
次多項式とする．このとき，CPmの超曲面X : f “ 0に対し，c1pXq “ 0となる
必要十分条件は d “ m ` 1． l
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３次元Calabi-Yau多様体のHodgeダイアモンド

h3,3

h3,2 h2,3

h3,1 h2,2 h1,3

h3,0 h2,1 h1,2 h0,3

h2,0 h1,1 h0,2

h1,0 h0,1

h0,0

“

1

0 0

0 h1,1 0

1 h2,1 h2,1 1

0 h1,1 0

0 0

1
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§C.6
Hodge理論

C.6.1 de Rhamコホモロジー

【Definition C.6.1 (de Rhamコホモロジー)】 　 d次元多様体M の k次微分
形式の全体AkpMqから作られるコチェイン複体

0 ÝÝÝÑ A0 d
ÝÝÝÑ A1 d

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨Ak´1 d
ÝÝÝÑ Ak

d
ÝÝÝÑ Ak`1 ¨ ¨ ¨ (C.6.1)

のコホモロジー
Hk

DRpMq “ Ker dk{Im dk´1 (C.6.2)

をM の de Rhamコホモロジーという． l

【Theorem C.6.2 (de Rhamの定理)】 　 M を（パラコンパクトで）なめらか
な多様体とする．

1. M の単体分割をKとすると，

Ȟ˚pM,Zq – H˚pK,Zq – H˚
singpM,Zq.

2. Ȟ˚pM, ˚qは完全なコホモロジー関手で，

Ȟ˚pM, ˚q “ H˚pM, ˚q.

3. (Poincaréの補題）定数層Rの次の層分解は完全である：

0 Ñ R Ñ A 0 d
ÝÑ A 1 d

ÝÑ A 2 Ñ ¨ ¨ ¨ .

4. A pは散布層である．したがって，

HkpM,A pq “ 0, k ě 1.

5. M 上のコホモロジー環に対して，

H˚
DRpM,Rq – Ȟ˚pM,Rq – H˚

singpM,Rq.

l
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【Definition C.6.3 (調和形式)】 　 Riemann多様体上の微分形式 ωに対して，
△ω “ 0が成り立つとき，ωを調和形式という．ここで，

△ “ dδ ` δd, δωp “ ˘p´1qpd ˚d ˚ωp. (C.6.3)

である．条件は
dω “ 0, δω “ 0 (C.6.4)

と同等である．p次調和形式の全体をH ppMqで表す． l

【Theorem C.6.4】 　HをAppMqの L2完備化 ÂppMq(における調和形式の作
る部分空間への射影作用素，GをHG “ GH “ 0, H ` △G “ 1を満たすGreen作
用素とすると，任意の ϕ P Apに対して，

ϕ “ Hϕ ` Gδdϕ ` dδGϕ (C.6.5)

が成り立つ．特に，
Hp

DRpMq – H ppMq (C.6.6)

が成り立つ． l

C.6.2 Dolbeaultコホモロジー

【Definition C.6.5 (Dolbeaultコホモロジー)】 　 複素多様体M 上で大域的
に定義された微分形式の線形空間Ap,q “ ΓpM,A p,qqから定義される双対複体

0
B̄
ÝÑ Ap,0

B̄
ÝÑ Ap,1

B̄
ÝÑ ¨ ¨ ¨

のコホモロジーをDolbeaultコホモロジーといい，Hp,q

B̄
pMqと表す． l

【Theorem C.6.6 (B̄-Poicaré補題)】 　 ∆nを原点を中心とするCnの多重円盤
とするとき，

Hp,q

B̄
p∆nq “ 0, q ě 1. (C.6.7)

l

【Theorem C.6.7 (Dolbeaultの定理)】 　 M を複素多様体とする．

1. Ȟ˚pM, ˚qは完全なコホモロジー関手で，

Ȟ˚pM, ˚q “ H˚pM, ˚q.

2. (B̄-Poicaré補題）層Ωpの次の層分解は完全である：

0 Ñ Ωp Ñ A p,0 B̄
ÝÑ A p,1 B̄

ÝÑ A p,2 Ñ ¨ ¨ ¨ .
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3. A p,qは散布層である．したがって，

HkpM,A p,qq “ 0, k ě 1.

4. M 上のコホモロジー環に対して，

HqpM,Ωpq – Hp,q

B̄
pMq. (C.6.8)

l

【Definition C.6.8 (B̄-調和形式)】 　 Ap,qの L2完備化 Âp,qとして，B̄ : Ap,q Ñ

Ap,q`1の共役作用素を B̄˚ : Ap,q`1 Ñ Ap,qとおく．このとき，

△B̄ “ B̄B̄˚ ` B̄˚B̄ (C.6.9)

に対して，△B̄ϕ “ 0となる微分形式を B̄-調和形式という．この条件は，

B̄ϕ “ 0, B̄˚ϕ “ 0 (C.6.10)

と同等である．B̄-調和 pp, qq形式の全体をH p,qpMqと書く． l

【Theorem C.6.9 (Hodgeの定理)】 　 M をコンパクト複素多様体とする．

1. dimH p,qpMq ă 8.

2. H : Ap,qpMq Ñ H p,qpMqを関数空間としての垂直射影とするとき，次の性
質をもつGreen作用素

G : Ap,qpMq Ñ Ap,qpMq

が一意的に存在する：

GpH p,qpMqq “ 0, (C.6.11)

B̄G “ GB̄, B̄˚G “ GB̄˚, (C.6.12)

I “ H ` ∆B̄G. (C.6.13)

3. 自然な写像H p,qpMq Ñ Hp,q

B̄
pMqは同型である．

l

【Theorem C.6.10 (Kodaira-Serre双対定理)】 　 M を n次元コンパクト複
素多様体とする．

1. HnpM,Ωnq – C.
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2. 双線形写像
HppM ; Ωqq b Hn´ppM ; Ωn´pq Ñ HnpM ; Ωnq

は非退化である．

l

【Theorem C.6.11 (Hodge分解)】 　 コンパクトKähler多様体M の複素係数
コホモロジーは次の関係式を満たす：

HrpM,Cq – ‘p`q“rH
p,qpMq, (C.6.14a)

Hp,qpMq – Hq,ppMq. (C.6.14b)

l

【Corollary C.6.12】 　複素次元 nのコンパクトKähler多様体M に対して，

br “ dimCH
rpM,Cq, hp,q “ dimCH

p,qpMq

とおくとき，次の関係式が成り立つ：

br “
ÿ

p`q“r

hp,q, (C.6.15)

hp,q “ hq,p, hp,q “ hn´p,n´q. (C.6.16)

l
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§C.7
Einstein空間

1. コンパクト多様体上では，Einstein計量のモジュライ空間 E pMq の次元は局
所有限である [Besse A (1987)]．

2. E pMqは計量構造空間M {D 内のなめらかな多様体の解析的Hausdorff部分
集合である．[Koiso N]

C.7.1 一般論

Banach多様体XからBanach空間Bへのなめらかな写像を F とする：

F : X Ñ B

このとき，TxXはBanach空間となり，dFx : TxX Ñ Bは有界写像となる．
【Definition C.7.1 (形式的積分可能性)】 　 Xはその接空間の開集合と同一視
できるとする．この仮定のもとで，x P Xの近傍での形式的ベキ級数

xptq “ x ` tv1 `

8
ÿ

k“2

tk

k!
vk

に対して，

F pxptqq “ F pxq ` tF 1
x pv1q `

8
ÿ

k“2

tk

k!
F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkq

により，F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkq (k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ )を定義する．このとき，v1 P Ker F 1

x に対し
て，適当な形式的ベキ級数 xptqが存在して，F pxptqq “ 0となるとき，v1は形式的
に積分可能であるという． l

【Proposition C.7.2】 　

1. F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkqは次の構造をもつ．

F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkq “ F 1

x pvkq ` P k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vk´1q.

ここで，P k
x は多項式である．

2. x P Xの近傍 U で，Im F 1
y Ă Ker Cy(y P U)となる TyXからBへの線形作

用素Cyが存在し，Cyは yになめらかに依存するとする．このとき，

F j
xpv1, ¨ ¨ ¨ , vjq “ 0 p0 ď j ď kq
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を満たす v1, ¨ ¨ ¨ , vkに対して，

CxpP k`1pv1, ¨ ¨ ¨ , vkqq “ 0

が成り立つ．したがって，Im F 1
x “ Ker Cxが成り立てば，

F k`1pv1, ¨ ¨ ¨ , vk`1q “ 0

を満たす vk`1が存在する．

l

【Definition C.7.3 (障害空間)】 　 前命題において，Ker F 1
x {Im Cxを，積分可

能条件Cに従う方程式 F pxq “ 0の障害空間という． l

C.7.2 Einstein構造の変形

【Definition C.7.4】 　コンパクトRiemann多様体M に対して，

M :“ tM 上のなめらかなRiemann計量の全体u ,

M1 “
␣

g P M
ˇ

ˇ

ş

µg “ 1
(

,

S2M :“ tM 上の２階対称共変テンソルのバンドルu

とおく．このとき，M の接空間 TgM は Hilbert空間 L2pS2M, gq，M1の接空間
TgM1は

ş

M
µgTrgh “ 1となる h P TgM の全体と一致する． l

【Definition C.7.5】 　作用素 δg : S2M Ñ A1M およびその共役作用素 δ˚
g :

A1M Ñ S2M を

pδhqµ “ ∇νhνµ,

pδ˚vqµν “ ´
1

2
p∇µvν ` ∇νvµq

により定義する．． l

【Proposition C.7.6】 　

1. Im δ˚
g は TgpM1qの閉部分空間となり，次の直和分解が成り立つ [Besse AL

1987]：
TgM1 “ Im pδ˚

g q ‘ rTgM1 X Ker δgs.

（注：Im δ˚
g は，gにおけるDiffpMq軌道の接空間である．）
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2. TgM1 XKer δgは，つぎの性質をもつM1の実解析的部分多様体Sg（スライ
ス）の gにおける接空間となる（Slice Theorem [Ebin DG 1968]）：

– Sgは IsompM, gqの作用に対して不変で，ϕ P DiffpMqに対してϕ˚Sg X

Sg “ Hなら，ϕ P IsompM, gq．

– 局所断面 χ : DiffpMq{IsompM, gq Ñ DiffpMqが剰余類 Igの近傍で存在
し，それから誘導される局所写像DiffpMq{IsompM, gqˆSg Ñ M1がgの
近傍で局所微分同相となる．特に，写像 IsompM, gqzSg Ñ DiffpMqzM1

は gの近傍のRiemann構造への同相写像を与える．

l

【Definition C.7.7 (Einstein構造の前モジュライ空間)】 　 gをM上のEinstein

計量とする．M1の gにおけるスライスSgに含まれる Einstein計量の全体を，g
の近傍における Einstein構造の前モジュライ空間という． l

【Note C.7.8】 　スカラ曲率Spgqがゼロないし負なら，Isom0pM, gqの前モジュ
ライ空間への作用は自明である [Besse AL 1987]．したがって，モジュライ空間は
gの近傍で orbifoldとなる． l

【Definition C.7.9 (Einstein作用素)】 　 Einstein作用素E : M1 Ñ S 2M を

Epgq “ Ricg ´
1

n
g

ż

M

µgSg

により定義する．ここで，nは多様体の次元，Sgはスカラ曲率である．このとき，
Eの線形化E 1

g “ E1
g : TgM1 Ñ S 2M は次のように表される：

2E 1
gphq “ D˚

gDgh ´ 2δ˚
g δgh ´ DgdpTrhq ´ 2R

˝

gh.

ここで，Dgは gに関する共変微分作用素，D˚
g はその形式的共役作用素，R

˝
は代数

的線形作用素
pR

˝
hqµν “ ´Rµανβh

αβ

である． l

【Definition C.7.10 (無限小Einstein変形)】 　 Einstein計量 gに対して，次の
条件を満たす h P TgM1を無限小Einstein変形といい，その全体を ϵpgqで表す：

E 1
gphq “ 0, δgh “ 0,

ż

M

µgTrgh “ 0.

l
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【Theorem C.7.11】 　 h P S 2M が無限小Einstein変形であるための必要十分
条件は，

pD˚
gDg ´ 2R

˝

gqh “ 0, δgh “ 0, Trgh “ 0

で与えられる．特に，ϵpgqは有限次元である． l

【Theorem C.7.12 (Koiso N 1980)】 　 gをM 上のEinstein計量とする．この
とき，スライスSgは gを含み次の性質をもつ有限次元実解析的部分多様体 Z を
含む：

i) Zの gにおける接空間は ϵpgqと一致する．

ii) Zは gの近傍での前モジュライ空間を実解析的部分集合として含む．

さらに，h P ϵpgqを接ベクトルとする前モジュライ空間内のなめらかな曲線が存在
するための必要十分条件は，hが形式的積分可能であることである． l

【Note C.7.13】 　Einstein作用素は縮約Bianchi恒等式 βgを積分可能条件とし
てもつ．この条件に関する障害空間は，．

Ker βg “ Im E 1
g ‘ ϵpgq.

より，ϵpgqと同型となる．したがって，決してゼロとならない．このため，前モ
ジュライ空間はZの真部分集合となることがある．例えば，対称空間CP 1 ˆCP 2k

の対称計量 g0に対して，dim ϵpg0q “ 4p4k2 ´ 1qとなるが，rg0sは前モジュライ空
間の孤立点となる． l

C.7.3 Einstein空間の体積

【Theorem C.7.14 (体積値分布の離散性)】 　与えられた多様体M上のEinstein

構造のモジュライ空間は，局所弧状連結で，各連結成分の上で（体積=1と規格化
した）スカラ曲率は一定である．また，可能なスカラ曲率の値は高々可算個であ
る． l

【Note C.7.15 (モジュライ空間の連結性)】 　

1. S4n`3(n ě 2)上のEinstein構造のモジュライ空間は，少なくとも２つの連結
成分をもつ．また，S15に対しては，連結成分の数は３以上である．

2. 曲率がゼロでない３次元定曲率空間のEinstein構造は一意的である．３次元
および４次元局所平坦コンパクト空間のモジュライ空間は連結である．K3

面と微分同相な４次元コンパクト多様体のEinstein構造のモジュライ空間は
連結である．
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3. 2m-次元Kähler-Einstein多様体 pM,J, gqの体積は，規格化条件Ric “ ˘p2m´

1qgのもとで，

Volpgq “

ˆ

2π

2m ´ 1
c1pJq

˙m

で与えられる．特に，M がCPm`1ないの次数 d ą m` 1の超曲面と双正則
であるとき，体積は

Volpgq “ d

ˆ

2
d ´ m ´ 2

2m ´ 1

˙m

VolpCPmq.

4. 偶数次元定曲率空間の体積は Euler特性数に比例し，（曲率で規格化された）
その値の全体は離散的な閉集合となる．

5. 奇数次元定曲率空間の（曲率で規格化された）体積は，正曲率なら，任意の
小さい値を取りうる．一方，負曲率の場合は，４次元以上では体積値の全体
は離散的な閉集合となる．ただし，３次元の場合は，有限な下限 p» 0.98qに
収束する集合となる．

6. 正曲率 Einstein空間の体積は，Bishopの不等式より標準球面の体積以下と
なる．

l

C.7.4 Einstein構造の剛性

【Definition C.7.16 (剛性)】 　 モジュライ空間の孤立点に対応するEinstein構
造は剛性をもつという． l

【Theorem C.7.17 (Koiso N 1979)】 　 M 上の Einstein計量 gに対して，

a0 :“ sup
!

xR
˝
h, hy{}h}22, h P C8pS2

0Mq

)

とおくとき，条件

a0 ă max

"

´
Spgq

n
,
Spgq

2n

*

が満たされるなら，計量 gは無限小 Einstein変形を持たない． l

【Theorem C.7.18 (Bourguignon JP)】 　 n次元 Einstein計量 gの断面曲率の
最大値をKmax，最小値をKminとするとき，条件

Kmin ą
n ´ 2

3n
Kmax

が満たされれば，gに対応する Einstein構造は剛性をもつ． l
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【Theorem C.7.19】 　負の断面曲率をもつEinstein構造は３次元以上では剛性
をもつ． l

【Theorem C.7.20】 　正曲率の定曲率空間に対応するEinstein構造は剛性をも
つ． l

【Theorem C.7.21 (Koiso N 1979)】 　

1. 非コンパクトな局所対称Einstein空間は，局所的に２次元因子を持たないな
ら，剛性をもつ．

2. コンパクト既約対称 Einstein空間は，次のものを除いて剛性をもつ：

– SUpp ` qq{SpUppq ˆ Upqqq pp ě q ě 2q

– SUpmq{SOpmq

– SUp2mq{Sppmq

– SUpmq pm ě 3q

– E6{F4.

l

C.7.5 モジュライ空間の次元

【Theorem C.7.22 (Gallot S 1983)】 　直径 dのn次元Einstein多様体 pM, gqが
条件 d2Kmin ě kを満たせば，その無限小Einstein変形の次元 dimpϵpgqqは ηpn, kq

以下となる．ここで，

ηpn, kq “ Nf

ˆ

2pn ´ 1qπ2 ´ 2nk

Γpkq2

˙

; N “
npn ` 1q

2
´ 1,

fpxq “

8
ź

j“0

„

1 `
αpnqβjx1{2

p2βj ´ 1q1{2

ȷ2{βj

,

αpnq “
2npn´2q{2n

pn ´ 2q1{2

ˆ

VolpSn´1q

VolpSnq

˙1{n

` 21´1{n.

ただし，n ě 3に対して β “ n{pn ´ 2q, n “ 2に対して β “ 100．また，

Γpαq “

$

’

&

’

%

2´1{nHpαq α ě 0,

|α|1{2n

„

ş|α|1{2

0

´

coshptq
Hpαq

`
sinhptq

n|α|1{2

¯n´1

dt

ȷ´1{n

α ă 0,

Hpαq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

α1{2
´

şα1{2{2

0
cosptn´1qdt

¯´1

α ą 0,

2 α “ 0,

|α|1{2
´

ş|α|1{2{2

0
coshptn´1qdt

¯´1

α ă 0

.
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l

【Theorem C.7.23 (Gallot S 1981, 1983)】 　 各次元 nに対して正の数 α̃pnqが
存在して，条件

pn ´ 1qSpgq ´ n2Kmin ď α̃pnqd2

(dは直径）を満たすEinstein多様体 pM, gqの無限小Einstein変形の全体 ϵpgqの次
元は平坦なトーラスに対する値N “ npn ` 1q{2 ´ 1を超えない． l

§C.8
G構造

C.8.1 一般論

【Definition C.8.1 (G構造)】 　Mをn次元多様体，F をそのフレームバンドル
とすると，F はM上のGLpn,Rq主バンドルとなる．このとき，GLpn,RqのLie部
分群Gに対して，Gを構造群とするF の部分主バンドルP をG構造 (G structure)

という． l

【Example C.8.2 (G構造)】 　

1. Riemann多様体Mn：G “ Opnq Ă GLpn,Rq

2. 概複素多様体M2m: G “ GLpm,Cq Ă GLpn “ 2m,Rq

l

【Definition C.8.3 (固有トーション)】 　 GをGLpn,Rqの Lie部分群，V “ Rn

とする．Gの Lie代数 g Ă V b V ˚と見なして，写像 σ : g b V ˚ Ñ V b
Ź2 V ˚を

σptabcq “ tabc ´ tacbにより定義する．さらに，これを用いて線形空間 L1, ¨ ¨ ¨ , L4を

L1 “ V b

2
ľ

V ˚, L2 “ Imσ, L3 “ L1{L2, L4 “ Kerσ

により定義し，対応するGの L1, ¨ ¨ ¨ , L4への表現を ρj : G Ñ GLpLjqとおく．
P をM上のG構造とすると，ρjはM上のベクトルバンドル ρjpP qを与える．P
の接続∇に対してトーション T p∇qはC8pρ1pP qqに，また２つの接続∇,∇1に対
し，T p∇q ´ T p∇q1は C8pρ2pP qqに属する．したがって，T p∇qの C8pρ3qへの像
T ipP qは P のみに依存し，∇の取り方に依存しない．そこで，T ipP qをG構造 P

の固有トーション (intrinsic torsion)という．また，T ipP q “ 0となるとき，P を
トーションのない (torsion free)G構造という． l
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【Definition C.8.4 (トーションのないG構造)】 　

1. Riemann多様体：Opnq構造は常に torsion free.

2. 複素構造：トーションのないGLpm,Cq構造

3. シンプレクティック構造：トーションのない Sppm,Rq構造．

4. Kahler構造：トーションのない Upmq構造

l

目次へ



目次へ - 400-

参考文献

Books and Reviews

• インフレーション

Linde AD: Particle Physics and Inflationary Cosmology (Harwood, Chur,

Switzerland,1990) [arXiv:hep-th/0503203].

Liddle AR, Lyth DH: Cosmological Inflation and Large-Scale Structure

(Cambridge University Press, Cambridge 2000).

Proceedings of the 22nd IAP Colloquium, ”Inflation+25”, Paris, June

2006 (Lecture Note in Physics).

Lyth DH: Particle physics models of inflation [arXiv:hep-th/0702128]

Kallosh R: On inflation in string theory [arXiv:hep-th/0702059]

• 群論と大統一理論

Slansky R: Group Theory for Unified Model Building, Phys. Reports

79, 1-128 (1981).

• 微分幾何学

Kobayashi S, Nomizu K: Foundations of Differential Geometry, I & II

(Interscience Pub, 1963 & 1969).

Eguchi T, Gilkey PB, Hanson AJ: Gravitation, Gauge Theories and

Differential Geometry, Phys. Report 66, No. 6, 213-393 (1980).

Besse AL: Einstein Manifolds (Springer, 1987).

目次へ



付 録C 微分幾何学からの準備 401 目次へ

Lawson HB Jr., Michelsohn M.-L.: Spin Geometry (Princeton Univ.

Press, 1989).

Greene BR: String Theory on Calabi-Yau Manifolds, TASI-96 summer

school on Strings, Fields and Duality [hep-th/9702155].

Joyce DD: Compact Manifolds with Special Holonomy (Oxford Univ.

Press, 2000).

• 超対称性，超重力理論

Wess J, Bagger J: Supersymmetry and Supergravity, 2nd ed. (Princeton

Univ. Press, 1992).

Townsend PK: Four Lectures on M-theory [hep-th/9612121]

• Kaluza-Kleinコンパクト化

Duff MJ, Nilsson BEW, Pope CN: Kaluza-Klein Supergravity, Phys.

Reports 130, 1-142 (1986).

• 超弦理論

Green MB, Schwarz JH, Witten E: Superstring theory, 2 vols (CUP,

1987).

Polchinski J: String Theory, 2 vols (CUP, 1998).

• フラックスコンパクト化

Gurrieri S, Louis J, Micu A, Waldram D: Mirror symmetry in general-

ized Calabi-Yau compactifictioins, Nucl. Phys. B654: 61-113 (2003).

Fidanza S, Mianasian R, Tomasiello A:Mirros Symmetric SUp3q-Structure

Manifolds with NS Fluxes, Comm. Math. Phys. 254: 401-423 (2005).

Grana M, Miansian R, Petrini M, Tomasiello A: Supersymmetric back-

grounds from generalized Calabi-Yau manifolds, JHEP 08:046 (2004).

Grana M: Flux compactifications in string theory: A comprehensive re-

view, Phys. Reports 423: 91-158 (2006).

Grana M: Flux compactifications and generalized geometries, Class. Quan-

tum Grav. 23: S883-926 (2006).

Douglas MR, Kachru S: Flux Compactification, Rev. Mod. Phys. 79:

733-96 (2007)

• ４次元有効理論

目次へ



付 録C 微分幾何学からの準備 402 目次へ

Grimm TW, Louis J: The effecitive action of N “ 1 Calabi-Yau orien-

tifolds, Nucl. Phys. B 699, 387-426 (2004).

• 超弦理論に基づく現象論

Quevedo F: Lectures on Superstring Phenomenology [hep-th/9603074]

Nilles HP: Five Golden Rules for Supersting Phenomenology [hep-th/0410160]

目次へ



目次へ - 403-

関連図書

[1] Alishahiha, M., Silverstein, E. and Tong, D.: DBI in the Sky, Phys. Rev. D

70, 123505 (2004).

[2] Bars, I.: Compactification of superstrings and torsion, Phys. Rev. D 33, 383–8

(1986).

[3] Bars, I., Nemeschansky, D. and Yankielowicz, S.: Compactified Superstrings

And Torsion, Nucl. Phys. B 278, 632 (1986).

[4] Baumann, D., Dymarsky, A., Klebanov, I., McAllister, L. and Steinhardt, P.:

A Delicate Universe, Phys. Rev. Lett. 99, 141601 (2007).

[5] Becker, K. and Becker, M.: M-Theory on Eight-Manifolds, Nucl. Phys. B

477, 155–167 (1996).

[6] Becker, K., Becker, M., Dasgupta, K. and Green, P.: Compactifications of

Heterotic Theory on Non-Kahler Complex Manifolds: I, JHEP 0304, 007

(2003).

[7] Becker, K., Becker, M., Fu, J.-X., Tseng, L.-S. and Yau, S.-T.: Anomaly

Cancellation and Smooth Non-Kahler Solutions in Heterotic String Theory,

Nucl. Phys. B 751, 108 (2006).

[8] Becker, K., Becker, M. and Krause, A.: M-Theory Inflation from Multi M5-

Brane Dynamics, Nucl. Phys. B 715, 349–371 (2005).

[9] Becker, K. and Dasgupta, K.: Heterotic Strings with Torsion, JHEP 0211,

006 (2002).

[10] Becker, M., Tseng, L.-S. and Yau, S.-T.: Moduli Space of Torsional Manifolds,

Nucl. Phys. B 736, 119–34 (2007).

目次へ



付 録C 微分幾何学からの準備 404 目次へ

[11] Bergshoeff, E. and de Roo, M.: The Quartic Effective Action of the Heterotic

String and Supersymmetry, Nucl. Phys. B 328, 439–68 (1989).

[12] Bergshoeff, E., Kallosh, R., Ort́ın, T., Roest, D. and Van Proeyen, A.: New

Formulations of D “ 10 Supersymmetry and D8-O8 Domain Walls, Class.

Quantum Grav. 17, 3359–82 (2001).

[13] Blanco-Pillado, J., Burgess, C., Cline, J., Escoda, C., Gomez-Reino, M.,

Kallosh, R. and Li, : Racetrack Inflation, JHEP 0411, 063 (2004).

[14] Blanco-Pillado, J., et al.: Inflating in a Better Racetrack, JHEP 0609, 002

(2006).

[15] Buchbinder, E.: Five-Brane Dynamics and Inflation in Heterotic M-Theory,

Nucl. Phys. B 711, 314–344 (2005).

[16] Buchmuller, W., Di Bari, P. and Plumacher, M.: Leptogenesis for pedestrians,

Ann. Phys. 315, 305 (2005).

[17] Candelas, P. and Ossa, de la X.: Moduli Space of Calabi-Yau Manifolds, Nucl.

Phys. B 355, 455–81 (1991).

[18] Candelas, P. and de la Ossa, X. C.: Comments on Conifolds, Nucl. Phys. B

342, 246–268 (1990).

[19] Candelas, P., Horowitz, G., Strominger, A. and Witten, E.: Vacuum configu-

rations for superstrings, Nucl. Phys. B 258, 46–74 (1985).

[20] Chen, P., Dasgupta, K., Narayan, K., Shmakova, M. and Zagermann, M.:

Brane Inflation, Solitons and Cosmological Solutions: I, JHEP 0509, 009

(2005).

[21] Chen, X.: Inflation from warped space, JHEP 0508, 045 (2005).

[22] Chen, X.: Running non-Gaussianities in DBI inflation, Phys. Rev. D 72,

123518 (2005).

[23] Cornwell, J.: Supersymmetries and Infinite-Dimensional Algebras, Group

Theory in Physics, vol. 3, Elsevier (1989).

[24] Cremades, D., Quevedo, F. and Sinha, A.: Warped Tachyonic Inflation in

Type IIB Flux Compactifications and the Open-String Completeness Conjec-

ture, JHEP 0510, 106 (2005).

目次へ



付 録C 微分幾何学からの準備 405 目次へ

[25] Dasgupta, K., Hsu, J., Kallosh, R., Linde, A. and Zagermann, M.: D3/D7

brane inflation and semilocal strings, JHEP 0408, 030 (2004).

[26] Dasgupta, K., Rajesh, G. and Sethi, S.: M Theory, Orientifolds and G-Flux,

JHEP 9908, 023 (1999).

[27] de Wit, B., Smit, D. and Hari Dass, N.: Residual Supersymmetry of Com-

pactified D “ 10 Supergravity, Nucl. Phys. B 283, 165–91 (1987).

[28] Dimopoulos, S., Kachru, S., McGreevy, J. and Wacker, J.: N-flation, hep-

th/0507205 (2005).

[29] Dvali, G. and Tye, S.: Brane Inflation, Phys. Lett. B 450, 72–82 (1999).

[30] Fernandez, M., Ivanov, S., Ugarte, L. and Villacampa, R.: Non-Kaehler Het-

erotic String Compactifications with non-zero fluxes and constant dilaton,

arXiv:0804.1648 (2008).

[31] Fidanza, S., Minasian, and Tomasiello, : Mirror symmetric SU(3) structure

manifolds with NS fluxes, Comm. Math. Phys. 254, 401–23 (2005).

[32] Firouzjahi, H. and Tye, S.-H. H.: Closer towards inflation in string theory,

Phys. Lett. B 584, 147–54 (2004).

[33] Fradkin, E. and Tseytlin, A.: Nonlinear Electrodynamics from Quantized

Strings., Phys. Lett. B 163, 123 (1985).

[34] Fu, J. and Yau, S.: The theory of superstring with flux on non-Kahler mani-

folds and the complex Monge-Ampere equation, hep-th/0604063 (2006).

[35] Giddings, S. B., Kachru, S. and Polchinski, J.: Hierarchies from Fluxes in

String Compactifications, Phys. Rev. D 66, 106006 (2002).

[36] Görlich, L., Kachru, S., Tripathy, P. and Trivedi, S.: Gaugino condensation

and nonperturbative superpotentials in flux compactifications, JHEP 0412,

074 (2004).

[37] Grana, M.: Flux compactifications and generalized geometries (RTN Winter

School on Strings, Supergravity and Gauge Theories, Geneva, Switzerland,

16-20 Jan 2006)., Class. Quantum Grav. 23, S883–926 (2006).

[38] Grana, M.: Flux compactifications in string theory: A Comprehensive review,

Phys. Rep. C 423, 91–158 (2006).

目次へ



付 録C 微分幾何学からの準備 406 目次へ

[39] Grana, M., Minasianb, R., Petrini, M. and Tomasiello, A.: Supersymmetric

backgrounds from generalized Calabi-Yau manifolds, JHEP 0408, 046 (2004).

[40] Gukov, S., Vafa, C. and Witten, E.: CFT’s From Calabi-Yau Four-folds (Er-

ratum: ibid B608:477-478 (2001)), Nucl. Phys. B 584, 69–108 (2000).

[41] Gurrieri, S., Louis, J., Micu, A. and Waldram, D.: Mirror symmetry in gen-

eralized Calabi-Yau compactifications, Nucl. Phys. B 654, 61–113 (2003).

[42] Hsu, J. and Kallosh, R.: Volume Stabilization and the Origin of the Inflaton

Shift Symmetry in String Theory, JHEP 0404, 042 (2004).

[43] Hsu, J., Kallosh, R. and Prokushkin, S.: On Brane Inflation With Volume

Stabilization, JCAP 0312, 009 (2003).

[44] Hull, C.: Anomalies, Ambiguities And Superstrings, Phys. Lett. B 167, 51–5

(1986).

[45] Joyce, D.: Compact Manifolds with Special Holonomy, Oxford Univ. Press

(2000).

[46] Kac, V.: Lie superalgebras, Adv. Math. 26, 8–96 (1977).

[47] Kachru, S., Kallosh, R., Linde, A., Maldacena, J., McAllister, L. and

Trivedi, S. P.: Towards Inflation in String Theory, JCAP 0310, 013 (2003).

[48] Kachru, S., Kallosh, R., Linde, A. and Trivedi, S.: de Sitter Vacua in String

Theory, Phys. Rev. D 68, 046005 (2003).

[49] Kawasaki, M. and Moroi, T.: Gravitino Production in the Inflationary Uni-

verse and the Effects on Big-Bang Nucleosynthesis, Prog. Theor. Phys. 93,

879–900 (1995).

[50] Kawasaki, M., Takahashi, F. and Yanagida, T.: The Gravitino-overproduction

problem in inflationary universe, Phys. Rev. D 74, 043519 (2006).

[51] Klebanov, I. R. and Strassler, M. J.: Supergravity and a Confining Gauge

Theory: Duality Cascades and χSB-Resolution of Naked Singularities, JHEP

0008, 052 (2000).

[52] Kodama, H. and Uzawa, K.: Comments on the four-dimensional effective

theory for warped compactification, JHEP 0603, 053 (2006).

[53] Koyama, F., Tachikawa, Y. and Watari, T.: Supergravity Analysis of Hybrid

Inflation Model from D3–D7 System, Phys. Rev. D 69, 106001 (2004).

目次へ



付 録C 微分幾何学からの準備 407 目次へ

[54] Maldacena, J. and Nunez, C.: Supergravity description of field theories on

curved manifolds and a no go theorem, Int. J. Mod. Phys. A 16, 822–855

(2001).

[55] Parker, M.: Classification of real simple Lie superalgebra of classical type, J.

Math. Phys. 21, 689–97 (1980).

[56] Salamon, S.: Almost parallel structures, math.DG0107146 (2000).

[57] Sen, A.: p2, 0q supersymmetry and space-time supersymmetry in the heterotic

string thoery, Nucl. Phys. B 278, 289308 (1986).

[58] Silverstein, E. and Tong, D.: Scalar Speed Limits and Cosmology: Accelera-

tion from D-cceleration, Phys. Rev. D 70, 103505 (2004).

[59] Strominger, A.: Superstring with torsion, Nucl. Phys. B 274, 253–284 (1986).

[60] Strominger, A. and Witten, E.: New Manifolds for Superstring Compactifi-

cation, Comm. Math. Phys. 101, 341–61 (1985).

[61] Tripathy, P. and Trivedi, S.: Compactification with flux on K3 and tori, JHEP

0303, 028 (2003).

[62] Witten, E.: New issues in manifolds of sup3q holonomy, Nucl. Phys. B 268,

79 (1986).

[63] Witten, E.: Nonperturbative Superpotentials in String Theory, Nucl. Phys.

B 474, 343–360 (1996).

[64] Witten, E.: Strong coupling expansion of Calabi-Yau compactification, Nucl.

Phys. B 471, 135 (1996).

目次へ


