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1
序章

§1.1
宇宙論の残された課題

1.1.1 10年前の状況

宇宙モデル

✓ 宇宙の一様等方性，平坦性，宇宙年齢問題

ñ 統一理論に基づく具体的なインフレーションモデル

ñ ダークエネルギーの実体と起源

Cf. No-Go定理，Landscape問題, 超対称性の破れ
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問題点 解決状況 解決方法 派生問題
一様等方性の起源 OK インフレーション 統一理論に基づくインフ

レーションモデルの構成
宇宙パラメーターの観
測値

　

Hubble定数 H0 OK Hubble望遠鏡
宇宙年齢 OK

曲率 k |k| ă 0.1 WMAP,

BoomerangI/II

物質密度 ΩM WMAP ダークマターの実体と起源
バリオン密度 Ωb WMAP ダークバリオン
宇宙項 Λ WMAP, SNIa観測 ダークエネルギーの実体と

起源 Cf. Modified Gravity

球状星団から決まる宇
宙年齢 " 1{H0

OK ダークエネルギー

宇宙物質

✓ CMBの温度・スペクトル，軽元素の起源と組成

ñ メタルの起源 (PopIII星の形成機構)

✓ バリオン数・レプトン数非対称性の起源

ñ 初期宇宙進化とGUTの確定

✓ ダークマターの実体・存在量

ñ 超対称モデルの確定と超対称性の破れの機構

‹ 超高エネルギー宇宙線の量と起源 (E ą 1010GeV)

ñ ???
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問題点 解決状況 解決方法 派生問題
CMBスペクトル OK COBE/ビッグバンモ

デル
バリオン非対称性の起
源，大きさ

OK??? GUT/LEPTGENESIS

` Anomaly

GUTモデルの特定，CPの
破れの決定，インフレーショ
ンの終了時期，再加熱過程の
詳細

レプトン非対称性の小
ささ
He, 軽元素の起源 OK BNS 銀河間ガスでの重水素存在

量
メタルの起源 ??? Pop III 星??? Pop III星の形成機構・時期
ダークマターの実体と
起源

OK??? 超 対 称 性 and/or

axion，衝突銀河団の
Chandra/G-lens観測

超対称性の破れの機構

超高エネルギーエネル
ギー宇宙線の起源

??? 存在量？？
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宇宙構造

問題点 解決状況 解決方法 派生問題
CMBの非等方性：大き
さとスペクトル

OK インフレーション・
WMAP

スペクトル指数の一定性と
大きさの説明

銀河分布の超大構造の
解明

??? SDSS観測・ΛCDMモ
デル

超巨大ボイド (?) ? WMAP+電波観測 宇宙原理への疑問
超大域的銀河流/ Hub-

ble Bubble（事実？）
? ? 宇宙原理への疑問

銀河分布の相関関数 OK?? SDSS観測・ΛCDMモ
デル

銀河の起源 OK?? ΛCDMモデル 初代星の形成機構
銀河の光度関数の導出
銀河の種族・形態分布
の説明

OK? 階層的集凝モデル?

銀河の回転曲線 OK ΛCDMモデル 小さなスケールでのスペク
トルの欠如，cusp/clump問
題: Cf. MOND

X線銀河・銀河団の成
因
AGNの起源と進化 OK?? BH + accretion 相対論的宇宙ジェットの形成

機構
SM BHの形成過程

天体物理学

✓ 星の構造と進化，銀河の構造と進化

‹ 星の形成機構（質量の決まるメカニズム）

‹ 超新星爆発の機構

‹ ガンマ線バースターの構造・成因・機構

‹ 活動的コンパクト天体・AGNの機構・形成過程

ñ （相対論的）宇宙ジェットの形成機構

ñ （超巨大）ブラックホールの形成機構

ñ 中性子星・ブラックホール合体、崩壊による重力波放出の定量的推定
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§1.2
何を基礎理論として採用するか？

ボトムアップロジック

• Standard model ñ GUT: gauge-sector unification

– hypercharge structure, α-unification, neutrino mass

– Baryon asymmetry, strong CP(Peccei-Quinn symmetry)

• GUT ñ SGUT: boson-fermion correspondence

– Dark matter, Λ problem, hierarchy problem

• SGUT ñ Sugra GUT: inclusion of gravity

– Primordial inflation, flat inflaton potential

• Sugra GUT ñ HD Sugra GUT: matter sector unification

– Generation repitition, Cabibo/neutrino mixing, CP violation

• HD Sugra GUT ñ Superstring/M theory

– Consistency as a quantum theory, finite control parameters

– No Λ freedom (M-theory)
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§1.3
高次元宇宙論の課題

1.3.1 10年前の状況

• ダークエネルギー・インフレーション問題

– 超対称性は必要だが十分ではない．

ñ 新たな対称性？

– 超対称性は大きな破れと回復が必要

– No-Go定理の克服

ñ 高次補正？特異性の許容？開いた内部空間？

• コンパクト化の問題

– モジュライ安定化機構の解明

ñ 4次元有効理論と高次元理論の対応

∗ フラックスコンパクト化はブレインワールド描像を要求するか？
∗ 非摂動論的効果は高次元的取り扱いが可能か？

– ランドスケープ問題

ñ コンパクト化・基底状態の動的比較

– 超対称性の破れ・回復の機構

ñ 11次元，10次元超重力理論の超対称解の組織的分類（？？？）

• 高次元時空の数理

– 非自明なホライズン位相をもつブラックホール・ブラックブレイン・ブ
ラックチューブ解の探査

1.3.2 新たな課題

‹ ランドスケープの中に我々の宇宙は含まれるか？（素粒子・宇宙双方で相整
合的な統合理論の探査）

‹ モジュライの引き起こす宇宙現象によるコンパクト化の探査（コンパクト化
の観測による探査）
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2
超弦理論と超重力理論

§2.1
超弦理論

2.1.1 フレームワーク

超弦理論は，2次元時空上の超対称性をもつ共形不変な場の理論であり，そのボ
ゾン的な基礎場の数がDのとき，D次元時空内を運動する内部自由度をもったひ
もの量子論となる．

1. 古典論

• 2次元world sheetの位相：

– 閉曲面（閉弦）: 球面、トーラス、Fg(g ě 2); RP 2, Kleinボトル、¨ ¨ ¨ .

– 開曲面（開弦）: 円盤、円筒、Fg ´ nD2(g ě 1); Möbiusバンド、¨ ¨ ¨ .

• Target space & background fields: X : pΣ, hq Ñ pM ,Φq

例：pX,ψq CFT. M “ MD ˆ S D
2

X “ pXµpσq, ψµpσqq, Φ “ pgµνpXq, BµνpXq, ϕpXq;AµpXqq

• Action: S “ Smph,X ; Φq

目次へ
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例：pX,ψq CFT

S “ ´
1

4πα1

ż

Σ

d2σ
?

´h
”

habgpBaX, BbXq ` ϵabBpBaX, BbXq ` α1Rsϕ

`
α1

2
gµνψ

µ {Dψν ` ¨ ¨ ¨

ı

　´
1

4πα1

ż

BΣ

dXµAµpXq ` ¨ ¨ ¨ . (2.1.1)

• Invariances:

– WS diffeomorphism invariance

– WS Weyl invariance

– WS supersymmetry

– Target space symmetries

• Field Equation: F rX s “ 0, Tab “ 0.

• 境界条件

– Closed string: ψpt, σ ` 2πq “ e2iνπψpt, σq

∗ Neveu-Schwarz: ν “ 1{2

∗ Ramond: ν “ 0

– Open string: BΣ Ă Dp branes: pNp`1;F,Bulk fieldsq

2. 量子論

• WS diff` Weyl, local SUSYのゲージ固定: h “ dzdz̄

ñ CFT with superconformal symmetry

– FP ghost: Sg “ 1
2π

ş

d2zpbB̄c ` βB̄γq.

– Constraint: Ln « 0, Gr « 0

ここで、

Tzz “ TBpzq “

8
ÿ

m“´8

Lm
zm`2

, Tz̄z̄ “ T̃Bpz̄q “

8
ÿ

m“´8

L̃m
z̄m`2

, (2.1.2a)

TF pzq “

8
ÿ

rPZ`ν

Gr

zr`3{2
, T̃F pz̄q “

8
ÿ

rPZ`ν

G̃r

z̄r`3{2
. (2.1.2b)

目次へ



第 2章 超弦理論と超重力理論 9 目次へ

• Regularization

WS» C˚上の自由場を

BXpzq “ ´i

ˆ

α1

2

˙1{2
ÿ

mPZ

αm
zm`1

, B̄Xpz̄q “ ´i

ˆ

α1

2

˙1{2
ÿ

mPZ

α̃m
z̄m`1

,

(2.1.3a)

ψpzq “
ÿ

rPZ`ν

ψr
zr`1{2

, ψ̃pz̄q “
ÿ

rPZ`ν̃

ψ̃r
z̄r`1{2

(2.1.3b)

とモード展開すると、

L0 “
α1

4ϵ
p2 `

8
ÿ

n“1

α´n ¨ αn `
1

2

ÿ

rPN´ν

rψ´r ¨ ψr ` am, (2.1.4a)

Lm “
1

2

ÿ

nPZ

αm´n ¨ αn `
1

4

ÿ

rPν`Z

p2r ´ mqψm´r ¨ ψr, (2.1.4b)

Gr “
ÿ

nPZ

αn ¨ ψr´n. (2.1.4c)

ここで、ϵ “ 0(open string), 1(closed string)で α2
0 “ α12´ϵp2, また、

am “
c

24
´
DB

24
`
DR

24
´
DNS

48
“ 0pX ` NSq,

D

16
pRq. (2.1.5)

また、ghostに対応する値は、

ag “ ´1pbosoni stringq, ´
5

8
pRq, ´

1

2
pNSq. (2.1.6)

ñ Super-Virasoro代数

rLm, Lns “ pm ´ nqLm`n `
c

12
pm3 ´ mqδm,´n, (2.1.7a)

tGr, Gsu “ 2Lr`s `
c

12
p4r2 ´ 1qδr,´s, (2.1.7b)

rLm, Grs “
m ´ 2r

2
Gm`r. (2.1.7c)

• Free physical states

– Constraint: Ln|Physy “ 0 pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, Gr|Physy “ 0 pr P N´νq:

m2

m2
0

“ a `
ÿ

nPN

nNn `
ÿ

rPN´ν

rNr. (2.1.8)

ここで、a “ am ` ag.

目次へ
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• Vertex operatorsの構成 ñ Vα

δS “ ´
1

4πα1

ż

Σ

phabδg ` ϵabδBqpBaX, BbXq (2.1.9)

より

Vg9eMNh
abBaX

Mp0qBbX
Np0qeik¨Xp0q, (2.1.10a)

Vb9bMNϵ
abBaX

Mp0qBbX
Np0qeik¨Xp0q. (2.1.10b)

• Projections: Tachyon ñ GSO, Orientifold

例：D=10 pX,ψq

R: a “ 15
24

´ 10
24

` 10
24

´ 5
8

“ 0

NS: a “ 15
24

´ 10
24

´ 10
48

´ 1
2

“ ´1
2

– WS fermion number F :

Σµλ “ ´
i

2

ÿ

rPν`Z

rψµr , ψ
λ
´rs, (2.1.11a)

F “

4
ÿ

a“0

Sa : Sa “ iδa,0Σ2a,2a`1, (2.1.11b)

(2.1.11c)

exppπiF qはWSスピノール場と反可換：

eπiFψµr “ ´ψµr e
πiF . (2.1.12)

また，基底状態に対して，

exppπiF q|0yNS “ ´|0yNS, (2.1.13a)

exppπiF q|syR “ |syΓs1s. (2.1.13b)

• Construction of S-matrix:

Sp1; ¨ ¨ ¨ ;nq “
ÿ

χ,γ

e´λχ

nR

ż

χ,γ

dnet dnoν

C

ne
ź

j“1

Bj

no
ź

a“1

δpBaq

n
ź

i“1

V̂i

G

. (2.1.14)

ここで、χはWSの位相、γはスピン構造、tは偶モジュライパラメータ、ν
は奇モジュライパラメータ。
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3. Outcome

• 重力とゲージ場を含む整合的理論

– 粒子の質量・スピンのスペクトル

例：10次元 flat BG SSTでのmassless粒子・場

∗ Open string:aNS “ ´1{2, aR “ 0 ñ vector 8v(NS) + spinor 8s(R)

∗ NS sector(共通部分): 8v ˆ 8v{s ñ gµν , Bµν , ϕ;ψµ, χ p, ψ1
µ, χ

1q

∗ RR sector(closed string):8s ˆ 8s ñ tCpu

– 散乱行列

• 低エネルギー極限の場の理論 = 10次元超重力理論

– Weyl不変性 ñ バルクNS場に対する場の方程式

特に、flat BGの SSTが整合的であるためには、D “ 10.

背景場 pGMN , BMN ,Φqでのボーズ弦理論に対するアノーマリーは

T aa “ ´
1

2α1
βGMNg

abBaX
MBbX

N ´
i

2α1
βBMNϵ

abBaX
MBbX

N ´
1

2
βΦR.

(2.1.15)

ここで，

βGMN “ α1

ˆ

RMN ` 2∇M∇NΦ ´
1

4
HMPQHN

PQ

˙

` O
`

α12
˘

,(2.1.16a)

βBMN “ α1

ˆ

´
1

2
∇PHPMN ` ∇PΦHPMN

˙

` O
`

α12
˘

, (2.1.16b)

βΦ “
D ´ 10

4
` α1

ˆ

´
1

2
∇2Φ ` p∇Φq2 ´

1

4
Hr3s ¨ Hr3s

˙

` O
`

α12
˘

.(2.1.16c)

– Anomaly free ñ RR場の方程式，Braneの作用積分

• Dualityによる理論の統一

• コンパクト化 (=非自明な target上の弦理論） ñ 低エネルギーでの 4次元
素粒子標準理論、GUT

４．得られないもの

• 一般の動的な時空（＋場）の振る舞い（物質励起の背景場への反作用）

• 宇宙定数（への量子補正）

• コンパクト化や低エネルギー理論の選別
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2.1.2 平坦な時空上の超弦理論の分類

• 閉弦のみの理論

– I型（16 susy)

∗ ヘテロ型E8ˆE8{Z2理論 ñ 10次元 Type I sugra + E8ˆE8-SYM

∗ ヘテロ型 SOp32q理論 ñ 10次元 Type I sugra + SOp32q-SYM

– II型（32 susy)

∗ IIA型理論 ñ 10次元 type IIA sugra

∗ IIB型理論 ñ 10次元 type IIB sugra

• 開弦＋閉弦理論 (16 susy以下）

– IIA型理論＋ブレーン ñ 10次元 type II sugra + brane上の (chi-

ral)SYM

– IIB型理論＋ブレーン ñ 10次元 type II sugra + brane上の (chi-

ral)SYM

– I型 SOp32q ñ IIB型理論＋D9ブレーン

• M理論 ñ 11次元 sugra

2.1.3 厳密に構成された非自明背景場・時空上の超弦理論

• Linear dilaton 理論

• PP GW上の超弦理論

• 直積型Calabi-Yau/Orbifoldコンパクト化（no flux)
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§2.2
10次元超重力理論

2.2.1 I型理論

基本場

• 重力セクター

– ボーズ場

∗ 計量/フレーム場： gMN (eAM)

∗ 2形式場： B2 ñ H̃3

∗ ディラトン： Φ

– フェルミ場

∗ スピン 3{2場: ψM

∗ ディラティーノ： λ

• ゲージセクター

– ゲージ場： A1 P AdpGq

– ゲージーノ： χ P AdpGq

Gravitational sector Gauge sector

Boson metric gMN gauge field A1 P AdpGq

2-form B2

dilaton Φ

Fermion gravitino ΨMp56q gaugino χp8q P AdpGq

dilatino λp8q

作用積分 ストリングフレームでのBosonic partの作用積分は

SHet,B “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2e´2Φ

„

R ` 4pBΦq2 ´
1

2
|H̃3|

2 ´
α1

4
Trv

`

|F2|
2
˘

ȷ

. (2.2.1)

F2 “ dA1 ´ iA1 ^ A1, (2.2.2)

H̃ “ dB ´
α1

4

`

ωG
CS ´ ωL

CS

˘

. (2.2.3)

ここで，
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• α1: the inverse of the string tension

• ωG
CS, ω

L
CS: Chern-Simons接続係数：

dωG
CS “ Tr pF ^ F q , dωL

CS “ tr pR ^ Rq . (2.2.4)

一般に，

ωCS “ Trv

ˆ

A ^ dA ´
2i

3
A ^ A ^ A

˙

, (2.2.5)

ゲージ不変性

δA “ Dλ ” dλ ´ irA, λs, (2.2.6a)

δω “ DΘ ” dΘ ` rω,Θs, (2.2.6b)

δB “ dσ ` pα1{4q tTrpλdAq ` trpΘdωqu (2.2.6c)

ここで，σは任意の 1形式．

2.2.2 II型理論

基本場

IIA :
␣

gMN , Br2s, ϕ, C
p1q, Cp3q, Cp5q, Cp7q, Cp9q, ψM , λ

(

, (2.2.7a)

IIB :
␣

gMN , Br2s, ϕ, C
p0q, Cp2q, Cp4q, Cp6q, Cp8q, ψM , λ

(

. (2.2.7b)

ここで，IIAに対しては ψM , λは右と左カイラリティの doublets，IIBに対しては
条件

Γ11ψM “ ψM , Γ11λ “ ´λ (2.2.8)

を満たす同じカイラリティの doublets. また，G2nは on-shellで次の双対条件を満
たす：

Gp2nq ` Ψp2nq “ p´1qrns ˚Gp10´2nq. (2.2.9)

擬作用積分

SB “
1

2κ210

ż

d10
?

´g

«

e´2ϕ

ˆ

Rpωpeqq ` 4dϕ ¨ dϕ ´
1

2
H ¨ H

˙

´
ÿ

nPS

1

4
Gp2nq ¨ Gp2nq

ff

.

(2.2.10)

ここで，

S “

#

p0, 1, ¨ ¨ ¨ , 5q; IIA

p1{2, 3{2, ¨ ¨ ¨ , 9{2q; IIB
(2.2.11)
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また，

G “
ÿ

nPS

1

ℓ2n´1
s

Gp2nq, C “
ÿ

nPS

1

ℓ2n´1
s

Cp2n´1q (2.2.12)

として，

H “ dB, G “ dC ´
1

ℓ2s
dB ^ C ` ℓsG

p0qeB{ℓ2s . (2.2.13)

(この定義は，IIBの標準的なものに対応．IIAの標準的なものとはBの符号が異
なる．)
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§2.3
Gauge and gravitational anomaly

References

• Harvey JA: hep-th/0509097,“ TASI Lecture on Anomalies”

• Adler SL: ”Anomalies” [arXiv:hep-th/0411038]

• Alvarez-Gaume L, Ginsparg P: Ann. Phys. 161:423-490 (1985),“The Struc-

ture of Gauge and Gravitational Anomalies”

• Alvarez-Gaume L, Witten E: NPB234:269-330 (1983),“Gravitational anoma-

lies”

• Witten E: plb117(1982)324,“ SU(2) anomaly”

Anomalous U(1) and GCS/GGS

• Anastasopoulos P, Bianchi M, Dudascde E, Kiritsis E.: JHEP0611:057 (2006)

“ Anomalies, anomalous U(1) ’s and generalized Chern-Simons terms”

2.3.1 一般的構造

アノーマリーはカイラルな場の量子効果によってのみ生成され，d次元時空で
は，一般に次の構造をもつ：

δ lnZ “
´i

p2πq5

ż

ÎdpF2, R2q, (2.3.1)

Îd`2 ñ Îd : Îd`2 “ dÎd`1, δÎd`1 “ dÎd. (2.3.2)

ゲージアノーマリー

• 4次元のGauge anomalyは次の形にかける：

Id “ CαaTrptatpbtcqqF
b ^ F c. (2.3.3)

• 自己共役表現（実表現，ないし擬実表現）はゲージアノーマリーを生まない．
これは，このような表現に対しては，ゲージ不変性をもつ Pauli-Villarse型
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counter termが作れるためである．
4次元の場合，これは直接示すことができる．まず，

δψr “ iαataψr, δψ˚
r “ ´iαat˚aψ

˚
r (2.3.4)

で，taはエルミートなので，自己共役表現に対しては，

ta “ Sp´ TtaqS
´1. (2.3.5)

よって，
Trptatpbtcqq “ ´Trp Tta

Ttpb
Ttcqq “ ´Trptatpbtcqq. (2.3.6)

• 4次元では，G “ SUp2q, SOp2n` 1qpn ě 2q, Spp2nqpn ě 3q, G2, F4, E7, E8の
ときゲージアノーマリーは生じない．一方，G “ Up1q, SUpnqpn ě 3q, SOp4n`

2q, E6はアノーマリーを生じる可能性がある．これらは，Up1qを除くとすべ
て π5pGq ‰ 0.

重力アノーマリー

• 理論のCPT不変性と重力相互作用のP不変性より，カイラルスピノール（お
よびカイラルテンソル）がローレンツ群の複素表現となっている場合には，
必ずカイラリティが反対の項が作用積分に対になって現れ，アノーマリーは
キャンセルする．このため，重力アノーマリーはD “ 4k`2次元でのみ発生．

• 重力アノーマリーは，D{2 ` 1個の外線をもつカイラルフェルミ粒子と自己
共役テンソルにより生じる．

2.3.2 10次元超重力理論

10次元超重力理論に登場するカイラル場と対応する I12は
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• dilatino: 8,81

Î8pF2, R2q “ ´
TrpF 6

2 q

1440

`
TrpF 4

2 qtrpR2
2q

2304
´

TrpF 2
2 qtrpR4

2q

23040
´

TrpF 2
2 qrtrpR2

2qs2

18432

` dimpGq

ˆ

trpR6
2q

725760
`

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
`

rtrpR2
2qs3

1327104

˙

. (2.3.7)

ここで，trはR2 “ pRa
bqの接空間添え字 a, bに関するトレース，Trはフェ

ルミ粒子のゲージ群Gの表現に関するトレース．

• gravitino: 56,561

Î56pR2q “ ´495
trpR6

2q

725760
` 225

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
´ 63

rtrpR2
2qs3

1327104
. (2.3.8)

• 5-form flux (IIB): r5s`, r5s´

ÎSDpR2q “ `992
trpR6

2q

725760
´ 448

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
` 128

rtrpR2
2qs3

1327104
. (2.3.9)

II型理論 IIA型理論はカイラルでないので，アノーマリーは自明にキャンセル
する．また，IIB型理論でも，アノーマリーはキャンセルする：

ÎIIBpR2q “ ´2Î8pR2q ` 2Î56pR2q ` ÎSDpR2q “ 0. (2.3.10)

I型理論 I型理論のアノーマリーは

Î1 “ Î56pR2q ´ Î8pR2q ` Î8pF2, R2q

“
Y4X8

768
`

1

1440

"

´TrapF
6
2 q `

1

48
TrapF

2
2 qTrapF

4
2 q ´

1

14400
rTrapF

2
2 qs3

*

`pdimpGq ´ 496q

"

trpR6
2q

725760
`

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
`

rtrpR2
2qs3

1327104

*

(2.3.11)

ここで，

Y4 “ trpR2
2q ´

1

30
TrapF

2
2 q, (2.3.12a)

X8 “ trpR4
2q `

rtrpR2
2qs2

4
´

TrapF
2
2 qtrpR2

2q

30
`

TrapF
4
2 q

3
´

rTrapF
2
2 qs2

900
.

(2.3.12b)

まず，G “ SOpnqのとき，任意の生成元 t P sopnqに対し，

Trapt
2q “ pn ´ 2qTrvpt

2q, (2.3.13a)

Trapt
4q “ pn ´ 8qTrvpt

4q ` 3rTrvpt
2qs2, (2.3.13b)

Trapt
6q “ pn ´ 32qTrvpt

6q ` 15Trvpt
2qTrvpt

4q, (2.3.13c)

目次へ



第 2章 超弦理論と超重力理論 20 目次へ

より，第２項は

32 ´ n

1440

"

TrvpF
6
2 q ´

n ` 22

48
TrvpF

2
2 qTrvpF

4
2 q `

pn ´ 2qpn ` 28q

14400
rTrvpF2qs3

*

(2.3.14)

より，n “ 32のときのみゼロとなる．同様に，G “ E8に対して，

Trapt
4q “

1

100
rTrapt

2qs2, Trapt
6q “

1

7200
rTrapt

2qs3 (2.3.15)

より，第 2項はG “ E8ˆE8, E8ˆUp1qmのときゼロ．第３項は，G “ SOp32q, E8ˆ

E8, E8 ˆ Up1q248.Up1q496に対してゼロ．

2.3.3 Green-Schwarz機構

次に，（ヘテロ表示での）作用積分において，H̃3の定義を

H̃3 “ dB2 ´ cω3Y ´ c1ω3L; (2.3.16)

ω3Y “ Tr

ˆ

A1 ^ dA1 ´
2i

3
A1 ^ A1 ^ A1

˙

, (2.3.17)

ω3L “ tr

ˆ

ω1 ^ dω1 `
2

3
ω1 ^ ω1 ^ ω1

˙

(2.3.18)

に置き換え，ゲージ変換を

δA1 “ dλ ´ irA1, λs, (2.3.19a)

δω1 “ dΘ ` rω1,Θs, (2.3.19b)

δB2 “ cTrpλdA1q ` c1trpΘdω1q (2.3.19c)

と定義すると，Chern-Simons型繰り込み項

S1 “

ż

B2X8pF2, R2q (2.3.20)

は，ゲージ変換に補正

δS1 “

ż

δB2X8 (2.3.21)

を与える．これは，アノーマリー換算で

Î 1
10 “ rcTrapλdA1q ` c1trpΘdω1qsX8

ñ Î 1
12 “ rcTrapF

2
2 q ` c1trpR2

2qsX2 (2.3.22)

となる．よって，
c1 “ ´

c

30
(2.3.23)
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ととれば，第１項と相殺する（Green-Schwarz機構）．このとき，

dH̃3 “
α1

4

„

trpR2
2q ´

1

30
TrapF

2
2 q

ȷ

; 4κ210 “ α1g210. (2.3.24)

以上より，I型理論では，G “ SOp32q, E8 ˆ E8, E8 ˆ Up1q248.Up1q496に対して，
アノーマリーは相殺する．ただし，理論の超対称性より，Up1q因子に対しても，
H̃ の定義で ωCS を加える必要がある [Bergshoeff E, de Roo M, de Wit B, van

Nieuwenhuizen P: NPB195:97(1982)]．ゲージ不変性より，これはBのゲージ変換
も対応する修正を受けることを意味する．ところが，この修正のため，ゲージ変
換の際にBX8からUp1q因子に対応する付加項が生じ，ゲージ不変性を破る．す
なわち，Up1qがあると，超対称性の要請とGreen-Schwarz機構が整合的でなくな
る．よって，整合的な理論は，G “ SOp32q, E8 ˆ E8のみ．
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§2.4
Brane

2.4.1 分類

D次元時空における p-braneは，Cp`1ポテンシャルと電気的に，CD´p´3ポテン
シャルと磁気的に結合する．すなわち，dC̃D´p´3 “ ˚dCp`1として，

Electric : µp

ż

Dp

Cp`1, (2.4.1a)

Magnetic : µ1
p

ż

Dp

C̃p`1. (2.4.1b)

フォーム場 FD´p´2の磁荷ないし Fp`2の電荷を持ちうる：

Electric charge :

ż

SD´p´2

˚Fp`2 “ 2κ210µp, (2.4.2a)

Magnetic charge :

ż

SD´p´2

FD´p´2 “ 2κ210µ
1
p. (2.4.2b)

電荷の量子化 DpD´p´4qブレーンを囲む多様体ΣD`2上をDpが，Σp`1 “ BNp`2

に沿って DpD ´ p ´ 4qの周りを一周すると，Dpの波動関数はこの軌道に沿った
運動により，

exp

˜

iµp

ż

Σp`1

Cp`1

¸

“ exp

˜

iµp

ż

Np`2

Fp`2

¸

(2.4.3)

だけ位相が変化する．いま，軌道をだんだん小さくして，Np`2 Ñ Σp`2となるよ
う 1点に縮めると，位相の変化はなくならないといけないので，

exp

˜

iµp

ż

Σp`2

Fp`2

¸

“ exp
`

iµp ˆ 2κ210µ
1
D´p´4

˘

“ 1. (2.4.4)

これより，次のDirac型量子化条件を得る：

2κ210µpµ
1
D´4´p “ 2nπ, n P Z. (2.4.5)

目次へ



第 2章 超弦理論と超重力理論 23 目次へ

IIA

Potential Flux electric magnetic

Φ dΦ — NS7(?)

B2 H3 F1 NS5

C1 F2 D0 D6

C3 F4 D2 D4

(C5) (F6) D4 D2

(C7) (F8) D6 D0

C9 F10 D8 —

C10(?) 0 D9(?) —

IIB

Potential Flux electric magnetic

Φ dΦ — NS7(?)

B2 H3 F1 NS5

C0 F1 D-1 D7

C2 F3 D1 D5

pC4q` pF5q` D3 D3

(C6) (F7) D5 D1

(C8) (F9) D7 D-1

C10 0 D9 —

2.4.2 Dブレーンの作用積分

References

• Anomaly cancelation, inflaw and brane action

– Izquierdo JM, Townsend PK: NPB 414:93 (1994), “ Axionic defect

anomalies and their cancellation”

– Green MB, Harvey JA, Moore G: CQG14:47(1997),“ I-brane inflow

and anomalous couplings on D-branes”

– Cheung YK, Yin Z: NPB 517:67 (1998)“ Anomalies, branes, and cur-

rents”

– Minasian R, Moore GW: JHEP9711:002 (1997)“K-theory and Ramond-

Ramond charge

• Extension to the non-Abelian case (N Dp-branes with N ą 1)

– Myers RC: jhep9912, 022 (1999)

”Dielectric-branes”
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概要 電磁場Aの中の荷電粒子の作用積分は，Cを時空軌道として

S “ ´mc

ż

C

ds ´ q

ż

C

A (2.4.6)

で与えられる．荷電粒子をD0ブレーンとみなすと，一般のDpブレーンの作用積
分も同じ構造をもち，大まかには，第 1項を弧長からDブレーンの面積に，第 2

項の 1形式AをCp`1に比例した微分形式のブレーン上での積分に置き換えたもの
になる．

1. Abelian case

DBI作用積分 1枚のDpブレーンに対するDBI作用積分は，F をその上のUp1q

ゲージ場フラックスとして，[36]

SDBI,Dp “ ´µp

ż

Σp`1

dp`1ξ e´ΦpXq
a

´ detpgabpXq ` 2πα1FabpXqq. (2.4.7)

ここで，

2πα1F “ 2πα1F ´ B, (2.4.8)

µp “ µpℓ
´p´1
s ˆ

#

1 for type II
1?
2

for type I
(2.4.9)

(Bの符号が標準のものと異なるが，こうしないとCS作用積分のゲージ不変性が
破れる．)

Chern-Simons作用積分 C “
ř

q Cq{ℓ
q
sとして，Dpブレーン Bp`1と RR場と

の結合は

SCS “ 2π

ż

Bp`1

C ^ Tre
´ B

ℓ2s
` F

2π

b

ÂpTBq
b

ÂpNBq

(2.4.10)

ここで ÂpTBqと ÂpNBqは，それぞれブレーンの接バンドル，法バンドルの Â-特
性類．ただし，ゲージ場はエルミートな行列に値を取るものを取る．
また，Op面に対するDBI作用積分は

SCS “ ´2p´42π

ż

Bp`1

C ^

a

LpRT {4q
a

LpRN{4q
(2.4.11)

ここで，LはHirzebruch特性類，RT , RNはOp面の接バンドルおよび法バンドル
の曲率形式 (ℓsのべきで無次元化されたもの．
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2. Non-abelian case

N 枚重なったブレーン上には,SUpNqゲージ場AM とその adjoint表現で変換す
るN 次エルミート行列に値をもつ非可換スカラ場 Φi(i “ 1, . . . , 9 ´ p)が現れる．
以下

λ “ 2πℓ2s “ 2πα1, Tp “ µp “
2π

gsp2πℓsqp`1
. (2.4.12)

DBI作用積分

SDBI “ ´Tp

ż

dp`1σTr
´

e´ϕ
a

´ detpP ` λF q detQ
¯

. (2.4.13)

ここで

EMN “ gMN ` BMN , (2.4.14a)

Pab “ Eab ` EaipQ
´1 ´ δqijEjb, (2.4.14b)

Qi
j “ δij ` iλrΦi,ΦjsEk,j (2.4.14c)

λが小さいとき
a

detQ “ 1 ´
λ2

4
rΦi,ΦjsrΦi,Φjs ` ¨ ¨ ¨ . (2.4.15)

CS作用積分

SCS “ µp

ż

TrpeiλIΦIΦp
ÿ

CpnqeBqeλF . (2.4.16)

ここで，

IΦIΦB “ BijΦ
iΦj “

1

2
BijrΦ

i,Φjs. (2.4.17)
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§2.5
RR tadpole条件

RRフォーム場に対する場の方程式

dF8´p “ H3 ^ F6´p ` κ210µp rNDppδpDpq ` δpDp1q ` QpNOpδpOpqs ,(2.5.1)

κ210µp “ p2π
?
α1q7´p, (2.5.2)

Qp “ ´2p´4 (2.5.3)

これをDpに横断的な p9 ´ pq次元部分多様体に沿って積分して，

NDp ` Nflux,p “ 2p´5NOp (2.5.4)

where

Nflux “
1

2κ210µp

ż

Y9´p

H3 ^ F6´p (2.5.5)
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§3.1
素粒子モデルの導出

3.1.1 要請

1. 4次元時空（Mink or dS)

2. ゲージ対称性: GSM “ SUp3q ˆ SUp2q ˆ Up1qY

3. 3世代のカイラルフェルミ粒子系 pl, qqL, lR, qRとGSMの表現

4. Higgs場と湯川結合
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5. ゲージ結合定数の値

6. Higgs場の質量とポテンシャル

7. Options

– N “ 1超対称性とその破れ

– GUTと SMへの SSB機構

3.1.2 モデルの分類

• ヘテロ型理論 E8 ˆ E8 (? or SOp32q)

– オービフォールドコンパクト化: T 6{Zp, T 6{Zp ˆ Zq
+WL (2006-) ñ SUp5q-SGUT, SSM

– Calabi-Yauコンパクト化

SCY+Gauge bundle+WL (2006-) ñ E6{SOp10q{SUp5q-GUT/MSSM

∗ Elliptically fibred CY with Friedman-Morgan-Witten type bundle

∗ Complete intersection CY in a projective space with monad bundle

∗ Toric CY with monad bundle

– Op100q個の近似的MSSMタイプモデルが発見されている．

∗ 3 ˆ 104個の T 6{Z6-orbifoldによる SOp10q{E6 GUTモデル.

∗ 多数の滑らかなトーリック CYコンパクト化による SUp5q{SOp10q

GUTモデル.

– モジュライ安定化機構が不明

• II型理論

– IIA型交差Dブレーンモデル: IIA(D6) ñ SM

∗ T 6-orbifold/orientifoldコンパクト化によりMSSMタイプのモデル
が構築可能.

∗ いくつかの現実的モデルにおいて，アクシオンモジュライ以外のモ
ジュライの安定化が実現される．

∗ インフレーションモデルの例はまだない

– IIB型磁化 Dブレーンモデル: IIB(D3,D7), IIB(D9,D5) (Ă I-SOp32q)

ñ SM

– F理論GUTモデル：F(D7) ñ GUT
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図 3.1: 4次元素粒子モデルを与える超弦理論のコンパクト化

• M理論

– G2コンパクト化
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§3.2
Calabi-Yauコンパクト化

3.2.1 共通セクター

II型でのRRフラックスやHET型での背景ゲージ場が存在しない場合，超弦理
論の超重力極限である 10次元理論は，すべて，スピノール場の数を除いて同じ構
造を持つ．

基本場

• ボーズ場

– 計量/フレーム場： gMN (eAM)

– 2形式場： B “ 1
2
BMNdx

M ^ dxN ñ H

– ディラトン： ϕ

• フェルミ場

– スピン 3{2場: ψM (`ψ1
M)

– ディラティーノ： λ (`λ1)

作用積分 ストリングフレームでのBosonic partの作用積分は

SB “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2e´2ϕ

„

R ` 4pBϕq2 ´
1

2
|H|2

ȷ

(3.2.1)

ここで，
H “ dB (3.2.2)

超対称変換 String frameで

δψM “ DMϵ; DM “ ∇p`q

M ” ∇Mpeq ´
1

4
ĤM , (3.2.3a)

δλ “ Oϵ; O ” ΓMBMϕ ´
1

2
Ĥ. (3.2.3b)

ここで

ĤM :“
1

2
HMPQΓ

PQ, (3.2.4a)

Ĥ :“
1

6
HMNPΓ

MNP . (3.2.4b)
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場の方程式 ストリングフレームで

EMN :“ RMN ` 2∇M∇Nϕ ´
1

4
H̃MPQH̃N

PQ, (3.2.5a)

Eϕ :“ R ´ 4p∇ϕq2 ` 4lϕ ´
1

2
|H̃|2, (3.2.5b)

JMN :“ e2ϕ∇P pe´2ϕH̃P
MNq “ 0. (3.2.5c)

最後の式は
dpe´2ϕ ˚H̃q “ 0 (3.2.6)

と同等．また，EM
M と Eϕより，曲率を含まない次の式を得る：

E 1
ϕ :“ e2ϕle´2ϕ ´ |H|2 “ 0. (3.2.7)

整合性条件 (概要：Killingスピノールが存在すれば，Killing spinor eqの整合性
より，背景場がすべての場の方程式を満たすことが導かれる．）
関係式

r∇M ,∇N s “
1

4
RMNPQΓ

PQ ”
1

2
R̂MN (3.2.8)

より，

ΓN rDM ,DN s “ rDM ,Os ´
1

2
EMPΓ

P ´
1

4
JMPΓ

P ´
1

24
pdHqMNPQΓ

NPQ,

(3.2.9)

ΓM rDM ,Os “ ´
1

2
E 1
ϕ ´

1

2
ˆdH ` 2O2 ´

1

4
JPQΓ

PQ (3.2.10)

を得る．したがって，，Killingスピノール ϵが存在し，Hに対するBianchi恒等式
dH “ 0が満たされれば，

p2EMN ` JMNqΓNϵ “ 0, (3.2.11a)
ˆ

E 1
ϕ ´

1

4
JPQΓ

PQ

˙

ϵ “ 0, (3.2.11b)

(3.2.11c)

が成り立つ．これより
KM “ ϵ̄ΓMϵ (3.2.12)

とおくと

p2EMN ` JMNqp2EMN ` JMNq “ 0, (3.2.13a)

p2EMN ` JMNqKN “ 0 (3.2.13b)

が成り立つ．KM は常に時間的ないし光的ベクトルKillingであるが，時間的なら
これらより

EMN “ JMN “ 0 (3.2.14)
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が導かれる．一方，KM が光的な場合には，LMKM ‰ 0となる適当なベクトルに
対して，さらに

p2EMN ` JMNqLMLN “ 0 (3.2.15)

が成り立てば同じ結論が得られる．さらに，整合性条件より

E 1
ϕ “ 0 (3.2.16)

が導かれる．したがって，すべての場の方程式は満たされる．

3.2.2 4次元理論がN “ 1超対称性をもつ条件

Ansatz 10次元時空解が４次元Mink/adS/dSに対応する等長変換群で不変とす
ると，

ds2 “ g̃MNdz
MdzN “ h1{2pyqds2pX4q ` ds2pY6q, (3.2.17a)

ϕ “ ϕpyq, (3.2.17b)

H “ Hpqrpyqdyp ^ dyq ^ dyr, (3.2.17c)

Γa “ γa b 1, Γp “ γ5 b γ̂p. (3.2.17d)

No-Go定理 Dilatonに対する場の方程式より，

DY ¨ phDY e
´2ϕq “ he´2ϕ|H|2Y . (3.2.18)

Y がコンパクト閉で滑らか，かつ hと ϕが有界とすると，これより
ż

Y

ΩpY qhe´2ϕ|H|2Y “ 0 ñ H “ 0. (3.2.19)

さらに，H “ 0を用いると

DY ¨ phDY e
´2ϕq “ 0 ñ

ż

Y

ΩpY qhpDY e
´2ϕq2 “ 0 ñ ϕ “ const (3.2.20)

となる．

H “ 0の場合 Killingスピノール ϵが存在すると，

∇µϵ “ ´
1

2
γµγ

5 b γ̂pBph
1{4ϵ, (3.2.21a)

∇pϵ “ 0, (3.2.21b)

γ̂pBpϕϵ “ 0. (3.2.21c)
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• No warp & 4D平坦性：δψµ “ 0の整合性より

r∇µ,∇νsϵ “
1

2
p∇h1{4q2γµνϵ “

1

4
RµνabpXqγabϵ “

1

2
kγµνϵ. (3.2.22)

よって，
p∇mh

1{4qp∇mh1{4q “ k. (3.2.23)

また，δψµ “ 0と δψm “ 0の整合性より

γ̂mBnBmh
1{4ϵ “ 0 ñ △Y h

1{4 “ 0. (3.2.24)

よって，Y がコンパクト閉で滑らか，hが正で有界とすると，

h “ const ñ k “ 0. (3.2.25)

となる．

• Y のRicci平坦性: δψm “ 0の整合性条件

0 “ r∇m,∇nsϵ “
1

4
RmnrspY qγ̂rsϵ (3.2.26)

より，

RmnpY qγ̂nϵ “ 0 ñ Rm
p pY qRmnpY qγ̂pγ̂nϵ “ 0 ñ Rm

n pY qRn
mpY q “ 0,

(3.2.27)

すなわちRmnpY q “ 0という条件が得られる．

• Y のKähler性: ϵのX4上のカイラルスピノール ξ˘と Y6上のカイラルスピ
ノール η˘への分解

ϵ “ ξ` b η˘ ` ξ´ b η¯ (3.2.28)

を用いて，Y6上の実行列行列 J “ pJp
qqを

Jp
q “ ˘iη`

˘γp
qγ̂7η˘ (3.2.29)

により定義すると，

J2 “ ´1, (3.2.30a)

Jp
rJq

sgrs “ gpq ô gpJu, Jvq “ gpu, vq, (3.2.30b)

∇pJqr “ 0. (3.2.30c)

これより，特に，Nijenhuisテンソルは

Npq
r ” Jp

sJrrq;ss ´ Jq
sJrrp;ss “ 0. (3.2.31)

よって，J は複素構造を定義し，gpqpY qは J に関してKähler計量となる．

目次へ



第 3章 *コンパクト化 34 目次へ

• SUp3qホロノミー: ３次元コンパクト複素多様体に対して，

– Kähler ô ∇J “ 0 ô Up3qホロノミー

∗ 複素接空間

T pMqC “ T 1pMq ` T 2pMq : (3.2.32a)

JV 1 “ iV 1 pV 1 P T 1pMqq, JV 2 “ ´iV 2 pV 2 P T 2pMqq,(3.2.32b)

hpV, V q “ gpV̄ , V q, gpV, V q “ gpV̄ , V̄ q “ 0 pV P T 1pMqq(3.2.32c)

において，∇J “ 0より，共変微分∇による接続は複素接空間の接
続を誘導し，しかもエルミート計量を保つ．

– Kähler, SUp3qホロノミー ñ Ricci平坦，既約，有限基本群

– 単連結，既約，Kähler，Ricci平坦 ñ SUp3qホロノミー

– コンパクト，Ricci平坦，Kählerのとき： 標準線バンドルが自明 ô

Holpgq Ă SUp3q

∗ Kähler多様体の接続∇は，標準線バンドルKpMq “ ^3T 1pMqの
Up1q接続を誘導し，その曲率は∇の Ricci形式と対応する．した
がって，この接続が平坦なら，M が単連結な時KpMqは大域的な
切断をもち，T 1pMqバンドルの構造群がUp3qから SUp3qに簡約さ
れる．

∗ KpMqの大域的切断は，３形式

Ωpqr “ η´γ
pqrη` (3.2.33)

により与えられる．実際，Ωは次の性質をもつ：

Jp
qΩqrs “ ´iΩprs, (3.2.34a)

Ω ^ Ω̄ “ ´6iΩpY6q, (3.2.34b)

∇Ω “ 0. (3.2.34c)

注

• ϕ “ const，H “ 0, X4:Minkowski, Y6:Ricci平坦という結論は，最初の一般
的仮定，Y6がコンパクト閉で滑らか，hが有界，滑らかで正という要請と場
の方程式のみから導かれ，超対称性は必要ない．

• Y6が複素多様体でKahlerという性質は，超対称性からの帰結である．

目次へ



第 3章 *コンパクト化 35 目次へ

Cohomology group basis

Hp1,1q wa a “ 1, .., hp1,1q

Hp0q ‘ Hp1,1q wA “ p1, waq A “ 0, .., hp1,1q

Hp2,2q w̃a a “ 1, .., hp1,1q

Hp2,1q χk k “ 1, .., hp2,1q

Hp3q pαK , β
Kq K “ 0, .., hp2,1q

表 3.1: Basis of harmonic forms in a Calabi–Yau manifold.

3.2.3 モジュライ

直積型コンパクト化に得られる超対称古典解の周りの摂動は，内部空間 Y で調
和モード展開することにより，適当な超重力理論で記述される４次元時空上の場
と見なすことができる．特に，ゼロモードに対する摂動は４次元では質量ゼロの
場を与え，なかでもスカラ型のモードはモジュライと呼ばれる．
１０次元超重力論・超弦理論に含まれるゼロ質量ボゾン場は，次の２つに分類

される．

1) 重力セクター： gMN , BMN ,Φ（すべてに共通）

2) ゲージセクター：

i) I型理論： 非可換ゲージ場 AM

ii) II型理論： tCpu (RR-form場）

重力セクター (NSセクター） これらのうち，重力セクターはすべての理論に共
通で，CYコンパクト化におけるゼロモードは次の２種類のモジュライを生み出
す (Candelas, Horowitz, Strominger, Witten 1985[17]; Candelas P, de la Ossa XC

1991[15])．

1) 複素モジュライ＋ dilaton-axion： h2,1 ` 1コの chiral場

2) Kählerモジュライ： h1,1コの chiral場

重力セクターの摂動 gMN，bMN，ϕ(および ψM , λ)から得られるゼロモードは，
具体的には次のようになる：

• ϕ, bµν , λ ñ Dilaton-axionカイラル超場

– bµν ñ ˚db “ da: pϕ ` ai, λq

• gµν , ψµ ñ 4次元重力超組
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– pgµν , ψ
2`2˚

µ )

• gµi, bµi, ψ
6`6˚

µ , ψ2`2˚

i ñ no massless field

– gµi, bµi P H 1,0: h1,0 “ 0.

• gij, bij, ψi,j & cc ñ Complex moduliカイラル超場 zk (k “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1)

– gij ñ gik̄l̄ “ z̄kpχ̄kqik̄l̄ “ gijG
jm̄Ωm̄k̄l̄ P H 1,2

– bij P H 2,0: h2,0 “ 0.

• gij̄, bij̄, ψi,j̄ ñ Kähler moduliカイラル超場 ta (a “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1)

– gij̄, bij̄ P H 1,1 ñ igij̄ ` bij̄ “ taωa

RRセクター 一方，ゲージセクターからの寄与はＩ型とＩＩ型で異なる．まず，
IIA, IIBのいずれに対しても，CYコンパクト化により得られるモジュライ場に対
する４次元理論は，N “ 2超対称性をもつゲージ結合のない超重力理論 (ungauged

sugra)となる．登場するmasslessの超組（超場）は以下の通りである：

• IIA型理論

Cr1spx, yq “ C0
r1spxq, (3.2.35a)

Cr3spx, yq “ Ca
r1spxqωapyq ` ξKpxqαKpyq ´ ξ̃KpxqβKpyq.(3.2.35b)

gravity multiplet 1 pgµν , C
0
1q

vector multiplets hp1,1q pCa
1 , v

a, baq

hypermultiplets hp2,1q pzk, ξk, ξ̃kq

tensor multiplet 1 pB2, ϕ, ξ
0, ξ̃0q

表 3.2: Type IIA moduli arranged in N “ 2 multiplets.

– 重力超組：pgµν , ψ
p`q
µ , ψ

p´q
µ , C0

r1sq

– ベクトル超組 (Kahlerモジュライ）：pCa
r1s, ψ

ap´q, ψap`q, ta “ ba ` ivaq

pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1q

– ハイパー超組（複素モジュライ）：pψkp`q, zk, ψkp´q, ξk ` iξ̃kq pk “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1q

– テンソル超組：pλp´q, ϕ ` ia, λp`q, ξ0 ` iξ̃0q p˚db “ daq
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• IIB型理論

Cr0spx, yq “ Cr0spxq, (3.2.36a)

Cr2spx, yq “ Cr2spxq ` capxqωapyq, (3.2.36b)

Cr4spx, yq “ V K
r1spxqαKpyq ` ρapxqω̃apyq. (3.2.36c)

gravity multiplet 1 pgµν , V
0
1 q

vector multiplets hp2,1q pV k
1 , z

kq

hypermultiplets hp1,1q pva, ba, ca, ρaq

tensor multiplet 1 pB2, C2, ϕ, C0q

表 3.3: Type IIB moduli arranged in N “ 2 multiplets.

– 重力超組：pgµν , ψ
p1q
µ , ψ

p2q
µ , V 0

r1sq

– ベクトル超組 (複素モジュライ）：pV k
r1s, ψ

kp2q, ψkp1q, zkq pk “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1q

– ハイパー超組（Kahlerモジュライ）：pψap1q, ta “ ba ` iva, ψap2q, ca ` iρaq

pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1q

– テンソル超組：pλp1q, ϕ ` ia, λp2q, C0 ` icq p˚dC2 “ dc, ˚db “ daq

注 N “ 2 SUSYでのmassless超組は

hypermultiplet:
`

´1
2
, 02, 1

2

˘

vector multiplet:
´

´1,´1
2

2
, 0
¯

`

´

0, 1
2

2
, 1
¯

supergravity multiplet:
´

´2,´3
2

2
,´1

¯

`

´

1, 3
2

2
, 2
¯

ゲージセクター E8の随伴表現のSUp3qˆE6に関する上記の分解に対応するE8 ˆ

E8の随伴表現の SUp3q ˆ E6 ˆ E8に関する分解を次のような添え字で表す：

a : p1,78,1q ` p1,1,248q, (3.2.37a)

ix : p3,27,1q, īx̄ : p3˚,27˚,1q, ij̄ : p8,1,1q (3.2.37b)

また，コンパクト化により

SOp9, 1q Ą SOp3, 1q ˆ SOp6q (3.2.38)
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に対応して，１０次元スピノールは

16 “ p2, 1q ` p2˚, 1q ` p2, 3q ` p2, 3˚q (3.2.39)

と分解する．これより，ゲージセクターの摂動

aM,X pM “ µ, i, ī; X “ a, ix, īx̄, ij̄q,

BµBµa “ ´DpD
pa; Dp “ ∇p ´ irAp, ˚s

のゼロモード
DpD

pa “ 0

は次のようになる：

• aµ,X , χ ñ ゲージ超場

– aµ,a: X4上のE6 ˆ E8ゲージ場

– aµ,X (X ­“ a): no massless mode

• ai,X , χ ñ カイラル超場

– ai,a P H 1,0: h1,0 “ 0

– ai,jx ñ ail̄m̄x “ ai,jxG
jk̄Ωk̄l̄m̄ P H 1,2: h2,1 ˆ27pE6q.

– ai,j̄x̄ P H 1,1: h1,1 ˆ27˚pE6q.

– ai,jk̄ P H1pEndT q: dimpH1pEndT qq (E6 singlet).

• aī,X̄ ñ ai,X の複素共役

世代数 以上の質量ゼロモードの解析より，ゲージ場と結合する質量ゼロフェル
ミオンの世代数Ng “ |N27 ´ N27˚ |は

Ng “ |h2,1 ´ h1,1| “
1

2
χpY6q (3.2.40)

となる．

h3,3

h3,2 h2,3

h3,1 h2,2 h1,3

h3,0 h2,1 h1,2 h0,3

h2,0 h1,1 h0,2

h1,0 h0,1

h0,0

“

1

0 0

0 h1,1 0

1 h2,1 h2,1 1

0 h1,1 0

0 0

1
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§3.3
ヘテロ型理論のコンパクト化

3.3.1 超対称コンパクト化

要請

1. 4次元的な Poincare不変性

2. N “ 1超対称性

3. アノーマリー相殺条件： dH3 “ TrR ^ R ´ TrF ^ F ´ rCs（CはH3の磁
荷を持つNS5ブレーンが巻き付くCYの正則複素曲線）．

4. ゲージ群：E8 ˆ E8 ñ GUTゲージ群H “ E6, SOp10qまたは SUp5q ñ

SUp3q ˆ SUp2qL ˆ Up1q

5. 3世代のレプトンとクォーク: E8-adjoint 10D fermions 248 ñ ???

6. GUT Higgs: 10D gauge coupling ñ 4D Yukawa結合 p3` 2q-splitting? (未
達成)

3.3.2 オービフォールドコンパクト化

References

• Bailin D, Love A: Phys. Reports 315, 285 (1999)

”Orbifol compactifications of string theory”

• M Fischer, M Ratz, J Torradoa, PKS Vaudrevange: jhep1301, 084 (2013)

”Classification of symmetric toroidal orbifolds”

• SG Nibbelinka, Orestis Loukasa: arXiv: 1308.5145

”MSSM-like models on Z8 toroidal orbifolds”
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構成

1. Orbifold: Y “ R6{S. No flux + flat geometry ñ C3

data: S “ pΛ, vq

– Space group S Q pθp,
ř6
α“1 nαeαq (p, nα P Z)

θ “ pe2πiv
1

, e2πiv
2

, e2πiv
3

q P SUp3q p
ÿ

i

vi “ 0q. (3.3.1)

– Lattice Λ – Z6 and point group P P ZN : 0 Ñ Λ Ñ S Ñ P Ñ 1

– Twist vector v “ p0, v1, v2, v3q.

2. WS boundary condition

data: g P S, q P ΛSOp8q, NV,NαWα, p P ΛE8ˆE8

– Xµ (µ “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8) (Lightcone gauge)

Xpτ, σ ` 2πq “ g˝Xpτ, σq; g “ pθk,
ÿ

α

mαeαq. (3.3.2)
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– Right moving WS fermion:ψµR(µ “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8) ñ H i
R (i “ 0, 1, 2, 3)

(bosonisation) ñ SUSY (C2)

HRpτ, σ ` 2πq “ g˝HRpτ, σq “ HRpτ, σq ` πqsh; (3.3.3a)

qsh “ q ` vg; vg “ kv, q “ permp˘1, 0, 0, 0q or p˘
1

2
,˘

1

2
,˘

1

2
,˘

1

2
qpevenq(3.3.3b)

– Left moving 16 XL “ pXjq ñ Gauge sector (C4)

XLpτ, σ ` 2πq “ g˝XLpτ, σq “ XLpτ, σq ` πpsh, (3.3.4a)

psh “ p ` Vg; Vg “ kV `
ÿ

α

mαWα (3.3.4b)

ここで，pはE8 ˆE8の 16次元 root lattice ΛE8ˆE8のベクトル，Wαは
discrete Wilson loopを表す 16次元ベクトルでNαWα P ΛE8ˆE8，V は
ゲージシフトと呼ばれる 16次元ベクトルでNV P ΛE8ˆE8 .

3. Modular invariance ñ consistency + anomaly free

NpV 2 ´ v2q “
ÿ

α

NαW
2
α “ 0 mod2, (3.3.5a)

NαWα ¨ V “ gcdpNα, NβqWαWβ “ 0 mod2, α ‰ β, no sum(3.3.5b)

4. Mass spectrum

1

8
M2

L “
psh2

2
` NL ´ 1 ` δc̃g, (3.3.6a)

1

8
M2

R “
qsh2

2
` NR ´

1

2
` δc̃g (3.3.6b)

ここで，

ṽg “ vg pmod1q, 0 ď ṽg ă 1 ñ δc̃g “
1

2

ÿ

i

ṽigp1 ´ ṽigq. (3.3.7)

5. Orbifold projection of states: gと可換な h P Sに対してスペクトルが不変な
ことより，

psh ¨ Vh ´ R ¨ vh “
1

2
pVg ¨ Vh ´ vg ¨ vhq mod1, (3.3.8)

Ri ” qish ´ N i
L ` N ī

L. (3.3.9)

3.3.3 CYコンパクト化

References

• Anderson LB, He, Y-.H. Lukas, A: jhep0707, 049 (2007)

”Heterotic compactification, an algorithmic approach”
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１と２の帰結

1. Torsionの補正を摂動的に扱うとき，最低次で直積型コンパクト化：

ds2 “ ds2pM4q ` ds2pX6q (3.3.10a)

dϕ “ 0 (3.3.10b)

X6はCalabi-Yau多様体: 複素構造 J , Ricci flat Kahler計量 gαβ̄

2. 背景ゲージ場F P G “ SUp3q, SUp4q, SUp5q:

Fαβ “ Fᾱβ̄ “ 0, gαβ̄Fαβ̄ “ 0. (3.3.11)

正則 (poly)安定バンドルに対して，このようなゲージ接続が一意的に存在．
[Donaldson SK (1985); Uhlenbeck K, Yau ST (1986)]

以上より，コンパクト化モデルを構成するには，CY多様体とその上の正則安定
バンドルの組 pY, V qを与え，それが要請３～５を満たすかどうか確かめることに
なる．
【Definition 3.3.1 (安定正則ベクトルバンドル)】 　 Kahler多様体 pX, J, ωq上
の正則ベクトルバンドル V に対して，その傾き (slope)µpV qを次式で定義する：

µpV q “
1

rankpV q

ż

X

c1pV q ^ ω ^ ω. (3.3.12)

rankpF q ă rankpV qとなるOpV qの任意の連接部分層F に対して µpF q ă µpV q

（µpF q ď µpV q）が成り立つとき，V はMunford-竹本の意味で安定 (stable)（半安
定 semi-stable）であるという．さらに，V が同じスロープをもつベクトルバンド
ルの直和となるとき（これは一般に半安定），多重安定 (poly-stable)であるとい
う． l

３の帰結

1. c1pV q “ c1pṼ q “ 0のとき，要請 3は

c2pXq ´ c2pV q ´ c2pṼ q “ W “ rCs (3.3.13)

2. W が 5-braneを決める正則曲線Cに対応するためには，W はH2pX,Zqの有
効な元でないといけない．

４の帰結

1. G “ SUpnq(n “ 3, 4, 5)とすると，c1pV q “ 0.

2. c1pV q “ 0なら，

H0pX,^qV q “ 0, q “ 1, ¨ ¨ ¨ , rankpV q ´ 1. (3.3.14)
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５の帰結

1. GUT群を SM群に落とすためには，π1pXq “ G ‰ 0が必要で，一般には単
連結なCY X̃から離散変換群Gを用いてX “ X̃{Gとしないといけない．こ
れは，χpXqが |G|の倍数であることを要求する．

2. V の指数 indpV qを

indpV q :“ h0pX,V q ´ h1pX,V q ` h2pX,V q ´ h3pX,V q (3.3.15)

により定義すると，安定バンドルに対して，

indpV q “ ´h1pX,V q ` h2pX,V q. (3.3.16)

これは，フレーバーの数と一致し，Atiyah-Singerの指数定理より，

´Nf |G| “ indpV q “
1

2

ż

X

c3pV q. (3.3.17)

3. H0pX,^2V q “ H0pX,^2V ˚q “ 0と^V 2に対する指数定理より，

pn ´ 4qindpV q “ ´h1pX,^2V q ` h2pX,^2V q. (3.3.18)

これは，H “ SUp5q(n “ 5)のとき，10と 5̄が同じファミリー数をもつこと
を保証する (h1pV q “ n10, h

2pV q “ h1pV ˚q “ n10, h
1p^2V q “ n5̄, h

2p^2V q “

h2p^2V ˚q “ n5)．

3.3.4 問題点

• 強結合問題; CYのサイズがGUTスケールとなるとすると，eϕ " 1が要求さ
れ，摂動論的定式化が使えなくなる．

• 一般に有効なモジュライ安定化機構が存在しない．

• SM群を得るには，Wilson loopが必要で，CYが離散対称性を持つことを要
求する．この位相的制限のチェックは非常に難しい．

強結合問題

弱結合HetSST 10次元での有効相互作用は

S10 “

ż

d10x
?

´ge´2ϕ

ˆ

4

pα1q4
R ´

1

pα1q3
trF 2 ` ¨ ¨ ¨

˙

. (3.3.19)
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4次元にCYコンパクト化すると，CYの体積を V として，

S4 “

ż

d4x
?

´ge´2ϕV

ˆ

4

pα1q4
R ´

1

pα1q3
trF 2 ` ¨ ¨ ¨

˙

(3.3.20)

よって，

GN “
e2ϕpα1q4

64πV
, αGUT “

e2ϕpα1q3

16πV
. (3.3.21)

よって，

GN “ αGUT
α1

4
. (3.3.22)

弱結合 e2ϕ À 1を要請すると，

V „ M´6
GUT À

pα1q3

αGUT

ñ GN Á
α
4{3
GUT

M2
GUT

» 104
ˆ

αGUT

1{27

˙4{3ˆ
1016GeV

MGUT

˙2
1

M2
pl

.

(3.3.23)

弱結合タイプ I SOp32q SST 10次元有効作用は

S10 “

ż

d10x
?

´gI

ˆ

e´2ϕI
4

pα1q4
RI ´ e´ϕI

1

pα1q3
trF 2 ` ¨ ¨ ¨

˙

. (3.3.24)

4次元にCYコンパクト化すると，CYの体積を VI として，

S4 “

ż

d4x
?

´gIV

ˆ

4e´2ϕI

pα1q4
RI ´

e´ϕI

pα1q3
trF 2 ` ¨ ¨ ¨

˙

(3.3.25)

よって，

GN “
e2ϕI pα1q4

64πVI
, αGUT “

eϕI pα1q3

16πVI
. (3.3.26)

よって，

GN “ eϕIαGUT
α1

4
. (3.3.27)

このタイプ I SOp3q SSTは次の対応により Het SOp3q SSTと双対：

gI “ e´ϕhgh, ϕI “ ´ϕh, (3.3.28a)

FI3 “ Hh3, AI1 “ Ah1. (3.3.28b)

Heterotic M 11次元有効作用は

S11 “
1

2κ2

ż

M11

d11x
?

´gR ´
ÿ

i

1

8πp4πκ2q2{3

ż

M10
i

d10x
?

´gtrF 2
i . (3.3.29)

これより，S1{Z2 ˆ CYにより 4次元にコンパクト化すると，S1の長さを 2πρと
して，

GN “
κ2

16π2V ρ
, αGUT “

p4πκ2q2{3

2V
. (3.3.30)
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よって，

4πκ2 «
α
3{2
GUT

M9
GUT

ñ GN «
α
3{2
GUT

23π3ρM2
GUT

. (3.3.31)

§3.4
Dブレーンが生み出す場

3.4.1 単Dブレーン

Dirichlet境界条件Xpσ “ 0, tq “ Xpσ “ π, tq “ 0を課すと，Xのモード展開は

X “ i

c

α1

2

ÿ

n‰0

1

n

ˆ

1

zn
´

1

z̄n

˙

αn, (3.4.1a)

α:
n “ α´n, (3.4.1b)

rαn, αms “ nδn,´m. (3.4.1c)

Neumann境界条件との違いは，重心運動部分がないことと，B̄Xの符号が反対と
なっていることのみ．Virasoro演算子の αnによる表現は同じで，したがって aX

の値も同じ．
WSスピノールについては，境界条件が Neumann stringの場合と同じなので，

すべて標準的な場合と一致．

3.4.2 交差Dブレーン

References

• Berkooz M，Douglas MR，Leigh RG: NPB 480: 265 (1996)“Branes inter-

secting at angles”

1. ２次元での交差

p ` 2次元時空に含まれる２枚のDpブレーンD1, D2が p次元線形空間L で交
わるとし，その直交補空間を px1, x2qとする．この補空間内でのD1ブレーンの配
位を x2 “ 0とし，D2は原点でD1と角度 ϕπ(|ϕ| ď 1{2)で交わるとする．このと
き，D1とD2を結ぶ開弦の配位を複素座標

Zpσ, tq “ X1pσ, tq ` iX2pσ, tq, (3.4.2a)

Ψpσ, tq “ ψ1pσ, tq ` iψ2pσ, tq, Ψ̃pσ, tq “ ψ̃1pσ, tq ` iψ̃2pσ, tq (3.4.2b)

目次へ



第 3章 *コンパクト化 46 目次へ

で表すと，開弦の境界条件は

σ “ 0 : Re BσZ “ 0, ImZ “ 0, Ψ̃ “ Ψ, (3.4.3a)

σ “ π : Re e´iϕπBσZ “ 0, Im e´iϕπZ “ 0, Ψ̃ “ e´2ipϕ`νqπ (3.4.3b)

で与えられる (ν “ 0(R), ν “ 1{2(NS)).

この節では α1 “ 2とおくと，開弦の作用積分は

S “ ´
1

2π

ż

dt

ż π

0

dσ
´

BuZBũZ̄ ` iΨBũΨ̄ ´ i ¯̃ΨBuΨ̃
¯

. (3.4.4)

ただし，
u “ σ ´ t, ũ “ σ ` t (3.4.5)

運動方程式は

BuBũZ “ 0, (3.4.6a)

BũΨ “ 0, BuΨ̃ “ 0. (3.4.6b)

A. 開弦のZに対する一般解

Z “
ÿ

r´ϕPZ

i

r

`

αre
iru ´ α˚

re
irũ
˘

. (3.4.7)

生準交換関係より，
rαr, αss “ 0, rαr, α

:
ss “ 2rδr,s (3.4.8)

Virasoro代数 Tabは

Tab “ ´
1

4

“

BaZBbZ̄ ` BbZBaZ̄ ´ pBZ ¨ BZ̄qgab
‰

(3.4.9)

なので，

Tuu “ ´
1

2
BuZBuZ̄, Tũũ “ ´

1

2
BũZBũZ̄. (3.4.10)

BuZの定義域 0 ď σ ď πを

BuZpσ, tq “ ´e2πiϕpBũZp2π ´ σ, tqq: (3.4.11)

により 0 ď σ ď 2πに拡張すると，

Lm “ ´
1

2π

ż 2π

0

dσe´imuTuu (3.4.12)
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より，

Lm “
1

2

ÿ

r

αrα
:
r´m pm ‰ 0, (3.4.13a)

L0 “
1

2

ÿ

rą0

α:
rαr `

1

2

ÿ

ră0

αrα
:
r ` aZ . (3.4.13b)

ここで，r ´ ϕ P Z. 交換関係を計算すると, |ϕ| ď 1{2として，

rLm, Lns “ pm ´ nqLm`n, n ` m ‰ 0, (3.4.14a)

rLm, L´ms “ 2mpL0 ´ aZq `
m

6
pm2 ´ 1q ´ m|ϕ|p|ϕ| ´ 1q. (3.4.14b)

よって，

aZ “
1

2
|ϕ|p1 ´ |ϕ|q, c “ 2. (3.4.15)

B. WSスピノール WSスピノールΨに対しても同様で，一般解は

Ψ “
ÿ

r´pν`ϕqPZ

ψre
iru, Ψ̃ “

ÿ

r´pν`ϕqPZ

ψre
´irũ. (3.4.16)

ただし，Rセクターで ν “ 0，NSセクターで ν “ 1{2. 交換関係は，

tψr, ψ
:
su “ 2δr,s, tψr, ψsu “ 0. (3.4.17)

Energy-momentumテンソルは

Tuu “
i

4

`

ΨBuΨ
: ´ BuΨΨ:

˘

, (3.4.18a)

Tũũ “
i

4

´

Ψ̃BũΨ̃
: ´ BũΨ̃Ψ̃:

¯

. (3.4.18b)

Ψの定義域 0 ď σ ď πを

Ψpσ, tq “ e2ipν`ϕqπΨ̃p2π ´ σ, tq (3.4.19)

により 0 ď σ ď 2πに拡張すると，

Lm “ ´
1

2π

ż 2π

0

dσe´imuTuu (3.4.20)

より，Virasoro生成子は

Lm “
1

4

ÿ

r

p2r ´ mqψ:
r´mψr pm ‰ 0q, (3.4.21)

L0 “
1

2

ÿ

rą0

rψ:
rψr `

1

2

ÿ

ră0

|r|ψrψ
:
r ` aΨ. (3.4.22)

目次へ



第 3章 *コンパクト化 48 目次へ

交換関係

rLm, Lns “ pm ´ nqLm`n, n ` m ‰ 0, (3.4.23a)

rLm, L´ms “ 2mpL0 ´ aΨq `
m

12
pm2 ´ 1q `

m

4
p2|ϕ| ` 2ν ´ 1q2(3.4.23b)

より，

aΨ “
1

8
p2|ϕ| ` 2ν ´ 1q2. (3.4.24)

一般的な交差ブレーン

10次元において 2組のDpブレーンが p´ k次元時空で交わるとすると，2次元
的交差が k個現れる．各 2次元交差での角度を ϕiとすると，全系にタイスル aの
値は

NS : a “

ˆ

1

16
´

1

24
´

1

48

˙

p10 ´ 2kq `
ÿ

i

ˆ

1

2
|ϕi|p1 ´ |ϕi|q `

ϕ2
i

2

˙

´
1

2

“

řk
i“1 |ϕ|i ´ 1

2
, (3.4.25a)

R : a “

ˆ

1

16
´

1

24
`

1

24

˙

p10 ´ 2kq `
ÿ

i

ˆ

1

2
|ϕi|p1 ´ |ϕi|q `

p2|ϕi| ´ 1q2

8

˙

´
5

8

“ 0. (3.4.25b)

ここで，それぞれ，最初の部分は ((p-k)+(10-p-k))次元分の寄与，第 2の部分は交
差している 2k次元部分の寄与，最後は ghostの寄与である．質量スペクトルは

NS:

m2

m2
0

“

ř

j |ϕj| ´ 1

2
`
ÿ

pnlq

8´2k
ÿ

l“1

"

nlN
X
nl

`

ˆ

nl `
1

2

˙

Nψ
nl

*

`

k
ÿ

j“1

$

&

%

ÿ

rPϕj`1{2`Z

|rj|N
Ψ
rj

`
ÿ

rjPϕj`Z

|rj|N
Z
rj

,

.

-

. (3.4.26)

R:

m2

m2
0

“ 0 `
ÿ

pnlq

8´2k
ÿ

l“1

nlpN
X
nl

` Nψ
nl

q `

k
ÿ

j“1

ÿ

rjPϕj`Z

|rj|pN
Ψ
rj

` NZ
rj

q(3.4.27)

以上より，基底状態近傍のモードは

NS : ´
1 ´

ř

j |ϕ|j

2
p´q,

ř

j |ϕ|

2
p`q, |ϕl| `

ř

j |ϕj|

2
p`q, ¨ ¨ ¨ , (3.4.28a)

R : 0p˘q, |ϕj|p˘q, ¨ ¨ ¨ (3.4.28b)
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となる．ここで，pq内は exppiπF qの符号で，Rセクターでは複合は互いに独立
となる．よって，Rセクターの基底状態は常にmasslessで，GSO射影を考慮する
と，ψµ0 から生成される Clifford代数の既約表現に従って変換する p ´ k次元上の
p10 ´ 2kq次元カイラルスピノールとなる (µはブレーンが交差する 2k次元以外を
動く）．また，

ř

j |ϕj| “ 1ととれば，NS基底状態がmasslessとなり，p ´ k次元
時空のスカラ場を与える．

【Question 3.4.1】 　L0の適当な正則化により，(3.4.14b)と (3.4.23b)を計算で
導出せよ． l
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§3.5
IIA型交差Dブレーンモデル

References

• Blumenhagena R, Korsb B, Lusta D, Stieberger S: PLC445:1-193 (2007) ”
Four-dimensional string compactifications with

• D-branes orientifolds and fluxes”

• Cvetic M, Halverson J: arXiv:1101.2907,“ TASI Lectures: Particle Physics

from Perturbative and Non-perturbative Effects in D-braneworlds”

3.5.1 モデル構成の一般的流れ

1. CY (or orbifold)コンパクト化 ñ N “ 2超対称性をもつ 4D超重力理論

2. 交差Dpブレーン系の導入 ñ SUSY: N “ 2 Ñ N “ 1, chiral SM sector

3. Orientifolding : CY Ñ CY orientifold ñ RR tadpole条件

ΩR: Ω=WS parity, R=Z2 anti-holomorphic involution

RJ “ ´J, RΩ3 “ Ω̄3 (3.5.1)

4. Dブレーン配位のチューニング ñ SM or MSSM

【Note 3.5.1】 　

• IIA理論のCYコンパクト化では，H1pCYq “ H5pCYq “ 0より，D6ブレー
ンのみが安定な配位を持ちうる．

• 2組の交差D6ブレーンに対するストリングの質量スペクトルは

M2 “ Nosc `
pr ` rθq

2

2
´

1

2
`

3
ÿ

i“1

1

2
|θi|p1 ´ |θi|q. (3.5.2)

ここで，rθ “ pθ1, θ2, θ3, 0qで，

r P SOp8q ´ lattice : ri P ZpNSq, Z ` 1{2pRq,
ÿ

i

ri “ odd. (3.5.3)

例えば，r “ p´1{2,´1{2,´1{2, 1{2qはmassless chiral fermionを，r “ p´1, 0, 0, 0q

は 3個のスカラを与える．

l
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3.5.2 単純な例

• 内部空間：Y6 “ T 2 ˆ T 2 ˆ T 2

• Dブレーン：それぞれ S1 ˆ S1 ˆ S1に同相なD6a, D6b, D6cの 3組．それぞ
れ 3つの T 2に巻き付く．巻き付き数は pnip,m

i
pq(p “ a, b, c, i “ 1, 2, 3).

• SUSY条件：
ř

i θi “ 0 (表 3.4の例ではすべてのブレーンペアについてOK）

• Orientifolding: RpXiq “ ´Xi pi “ 5, 7, 9q ô mi
p Ñ ´mi

p

– R: D6 Ñ D6 ñ SppNq or OpNq

– R; D6 Ñ D6˚ ‰ D6 ñ UpNq.

例えば，表 3.4の例では，全ゲージ群は SUp3q ˆ SUp2qL ˆ SUp2qR ˆ Up1q:

– D6a: Up3q ˆ Up1q

– D6b: Up2q ñ Spp1q “ SUp2q

– D6c: Up2q ñ Spp1q “ SUp2q

• カイラスフェルミオン：D6pとD6qの交差により生じるカイラルフェルミオ
ンの数は，交差数

Ipq “ I1pq ˆ I2pq ˆ I3pq; I ipq “ nipm
i
q ´ niqm

i
p. (3.5.4)

例えば，表 3.4の例では，

Iab “ 3 ñ qL pUp3q ˆ SUp2qLq, lL pUp1q ˆ SUp2qLq

Iac “ ´3 ñ qR pUp3q ˆ SUp2qRq, lR pUp1q ˆ SUp2qRq

Ibc “ 0 ñ non-chiral 5D SYM G “ SUp2qL ˆ SUp2qR ñ 4D Higgs

` ¨ ¨ ¨

• Tadpole条件
ÿ

p

Npn
1
pn

2
pn

3
p “ 16, (3.5.5a)

ÿ

p

Npn
1
pm

2
pm

3
p “ 0, permutations. (3.5.5b)

この条件は，表 3.4の例では満たされていない．
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Multipliciy Np pn1,m1q pn2,m2q pn3,m3q Gauge group

Na “ 3 ` 1 p1, 0q p3, 1q p3,´1q Up3q ˆ Up1q

Nb “ 2 p0, 1q p1, 0q p0,´1q Spp1q “ SUp2q

Nc “ 2 p0, 1q p0,´1q p1, 0q Spp1q “ SUp2q

表 3.4: IIAのトーラスコンパクト化でゲージ群が SUp3q ˆSUp2qLˆSUp2qR ˆUp1q

の低エネルギー理論を与えるブレーン配置

Chiral Anomaly

• RR tadpole条件が満たされれば，非可換ゲージ場に対するアノーマリー係数
のうち非可換ゲージ場のみが関与する部分はゼロとなることが示される [2].

• 一方，Up1qは一般にカイラルアノーマリーをもし，U p1qどうしおよびUp1q

と非可換ゲージ場の混合アノーマリー係数はゼロとならない．しかし，これら
に対してはRRフォーム場をアクシオンとして一般化されたGreen-Schwarz

機構が働き，対応するUp1qゲージ場は Stückelberg機構によりゲージ不変性
を保って質量を獲得し，大域的な対称性へと変化することが示される [2, 12].

• ただし，多くの場合，一個の Up1qはアノーマリーフリーにでき，Up1qY を
与える．

References

• Cvetic M, Halverson J: arXiv:1101.2907,“ TASI Lectures: Particle Physics

from Perturbative and Non-perturbative Effects in D-braneworlds”

3.5.3 問題点

• Tadpole問題は，ブレーンを増やし内部空間をオービフォールド化（T 6{Γ≫
することにより解決できるが，この場合，しばしば余分な chiral multipletが
現れる．

• T 6{Γコンパクト化では，masslessスペクトルにGSM-adjoint chiral multiplet

が含まれる．ただし，一般のCYコンパクト化ではこのようなモードは現れ
ない．

• Anomalous Up1qに起源をもつ大域的なUp1q対称性のため，t quarkの質量
がゼロとなってしまう．

• 超対称性の要請より，D6ブレーンの巻きつく3-サイクルは，special Lagrangian
部分多様体でないといけないが，speical Lagrangian部分多様体を見つける
組織的な方法はなく，技術的な障害となる．
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【Note 3.5.2 (Special Lagrangian submanifold)】 　

• Calibration

1. 多様体M の閉 p-形式 ϕが条件 }ϕpxq} ” 1を満たすとき，calibrationと
呼ぶ．ここで，

}ϕpxq} ” sup t xϕpxq, v1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vpy | v1, ¨ ¨ ¨ , vpは TxM の正規直交基底u

(3.5.6)

2. 任意のコンパクト p次元部分多様体 Y に対し，
ş

Y
ϕ ď VolpY q.

3. コンパクト p次元部分多様体 Y が条件 ϕ|Y “ volY を満たすとき，cali-

brated submanifoldであるという．

4. Y が p次元 calibraed submanifoldなら，任意の p次元部分多様体N に
対して，

rM s “ rY s ñ VolpY q ď VolpNq (3.5.7)

• 例

1. Kähler形式 ωは calibration.

2. 複素 n次元 CY pX,Ω, ωqに対して，Re pΩqと Im pΩqはキャリブレー
ション．このとき，Re pΩqに関して calibrated submanifold Σを special

Lagrangian submanifoldという．このようなΣに対し，Im pΩq|Σ “ 0で，
Σはωに関してLagrangian submanifoldとなる．すなわち，TpΣのωに
関する直交補空間が TpΣと一致する．Special Lagrangian submanifold

のモジュライ空間は，局所的にH1pΣqの開集合と対応する．

l
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§3.6
*IIB型磁化D7ブレーンモデル
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4
*Axiverse

§4.1
Axion

4.1.1 アクシオンの作用積分の一般的構造

アクシオンの定義 カイラルなシフト対称性ないしUp1q対称性の自発的破れに伴
う（擬）Nambu-Goldstoneボゾン/場をアクシオンと呼ぶ．

アクシオン崩壊定数 対応するカイラル変換を exppiλQ5qと表すとき，アクシオ
ン場 ϕは次のように変換する：

ϕ Ñ ϕ ` λfa, (4.1.1)

ここで，faはアクシオン崩壊定数 (axion decay constant)と呼ばれ，近似的カイラ
ル SUp2q対称性の自発的破れに伴う擬NGボソンであるパイ中間子の崩壊定数 fπ
と対応する．faの規格化は，λの周期が 2πのとき，アクシオンの運動項が標準形
´pe{2qp∇ϕq2 (e “

?
´g)となるという条件で決まる．

作用積分の構造 一般に，カイラル変換はスピノール場Ψに対して，

Ψ ÞÑ eiλtγ5Ψ, (4.1.2)

と作用する．ここで，tはエルミート行列である (Q5 “ tγ5)．この変換を λが時
空座標の関数である場合に拡張すると，作用積分のスピノール場を含む項のうち，
BµΨを含む部分のみが

´iΨ̄γµDµΨ ÞÑ ´iΨ̄γµDµΨ ´ iΨ̄γµ piBµλtγ5qΨ. (4.1.3)
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と変化する．よって，元のLagrangianがΨの 1階微分までしか含まないとき，λ “

´ϕ{faに対応する変換を行うと，この微分項からの寄与を除いて ϕはΨを含む項
から姿を消し，作用積分は

e´1Lϕ,0 “ ´
1

2
p∇ϕq2 `

1

fa
BµϕΨ̄γ

µγ5tΨ, (4.1.4)

となる．

アノーマリー 量子論では，古典的作用積分 (4.1.4)にカイラルアノーマリーに起
因する補正が加わる．量子論では正則化により，有効 Lagrangianは大域的カイラ
ル変換に対し次のように変換する [9, 1]

e´1δLeff “ λP; P “
ÿ

a,b

Trpttatbq
1

16π2
F a ¨ F̃ b ”

ÿ

a,b

Trpttatbq
1

64π2
ϵµνλσF a

µνF
b
λσ,

(4.1.5)

ここで，ゲージポテンシャルAa “ Aaµdx
µは，フェルミ場への結合とLagragianで

の運動項が次の形になるよう規格化されているものとする:

DµΨ “
`

Bµ ´ iAaµta
˘

Ψ, (4.1.6a)

e´1LA “ ´
ÿ

a

1

2g2a
F a ¨ F a; F a “ dAa ´

i

2
fabcA

b ^ Ac. (4.1.6b)

ただし，aはゲージ場のすべての成分を走るものとする．したがって，a, bが同じ
ゲージ群に対するゲージ場の成分を表すとき，ga “ gbとなる．
この変換を局所化しλ “ λpxqとすると,有効Lagrangianは次のように変化する：

e´1δLeff “ Jµ5 Bµλ ` λP, (4.1.7)

ここで，Jµ5 はカイラル変換 eiλtγ5に対するカレントである．分配関数 Zに対する
経路積分による表示では，この局所変換は単に経路積分変数の変数変換なので Z

に影響しない [37]:

Z “

ż

rdΨdΨ̄ ¨ ¨ ¨ seiS “

ż

rdΨ1dΨ̄1 ¨ ¨ ¨ seiS
1

“

ż

rdΨdΨ̄ ¨ ¨ ¨ seipS`δSq. (4.1.8)

これより次式を得る：
x∇µJ

µ
5 y “ P (4.1.9)

Chern-Simons結合 Lagrangian(4.1.4)に付加項 pϕ{faqPを加えることにより，
この保存則の変更と場の方程式を tree levelで整合的となる．したがって，（多成分）
アクシオンに対する一般的な有効 Lagrangianは次式で与えられることになる：

e´1La “ ´
1

2

ÿ

αβ

Kαβ∇ϕα ¨ ∇ϕβ `
ÿ

α

1

fα
BµϕαpΨ̄γµγ5tαΨq

`
ÿ

α

ϕα
fα

˜

ÿ

a,b

ξαab
16π2

F a ¨ F̃ b `
Trptαq

568π2
RµνλσR̃

µνλσ

¸

, (4.1.10)
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ここで，tαはカイラル変換 eiλ
αtαγ5 を定義する行列, ϕαはそれに対するアクシオ

ンで
ξαab “ Trptαtatbq (4.1.11)

一般に，tαがゲージ変換と可換なら，TrpU´1tαtatbUq “ Trptαtatbqより，a, bが
ともにUp1qか同じ非可換ゲージ群に属する場合のみ ξαab ‰ 0となる．ただし，tα
がゲージ不変でないときには，このルールは成りたたない．例えば，標準模型で
π0は pu, dqクォークの近似的カイラル SUp2qに対するNGボゾンで，対応する変
換行列 τ3はUp1qY ˆ SUp2qLの σ3と一致するので，ξpπ0, B,A3q “ trpτ3Y σ3q ‰ 0

となる．このため，CS結合 π0F ^ F, π0dZ ^ dZが生じる．

【Question 4.1.1】 　素粒子標準モデルでは，すべてのゲージアノーマリーが
キャンセルすることを示せ． l

【Question 4.1.2】 　 π0 Ñ 2γ崩壊は，pionを pu, dqクォークに対するカイラル
SUp2q変換の破れに付随するNGボゾンと見たとき，カイラル変換 exppiτ3θqに対
するアノーマリーにより起きる．この π0FF に対する ξ3γγの値を求めよ． l

4.1.2 アクシオンポテンシャル

摂動論的量子論のレベルでは，アクシオンの作用積分の構造は対応するカイラ
ル変換の作用（カイラルカレント J5pαqの構造と同等）で決まってしまい，その自
由度はアクシオン崩壊定数とアクシオン運動項の係数計量Kαβのみとなる．これ
らの結合定数は，アクシオン場にはよらないが，一般に他のスカラ場に依存し，も
ともとの理論のボゾンセクターの構造に敏感である．
このようにして得られる有効理論では，依然としてカイラス対称性は保たれて

おり，アクシオンはポテンシャルを持たない．しかし，アクシオンと結合するゲー
ジ場による非摂動効果を考慮するとカイラルシフト対称性は敗れ，アクシオンは
非自明なポテンシャルを獲得する．このポテンシャルを計算する標準的な方法と
して 2つのものが存在する．

1. インスタントン計算

CS作用積分 アクシオン場 ϕαが一様なとき，G “ SUpnqゲージ場A “ Aataに
対するCS作用積分は，規格化Trptatbq “ δab{2のもとで，

SCS “ θp1; p1 “

ż

1

8π2
TrpF ^ F q, (4.1.12)
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で与えられる．この作用積分はゲージバンドルの第 1Pontrjagin数 p1に比例する
位相数となる．ここで，θは定数 θ0とアクシオン場を用いて

θ “ θ0 `
ÿ

α

ξα

fα
ϕα; Trptαtatbq “ ξαδab. (4.1.13)

と表される．

インスタントン解 Lorentz時空では p1が有限となる解はないが，時空をEuclidし
た理論では有限なp1を持つ古典解が存在し，インスタントン解と呼ばれる．一般に，
4次元では，インスタントン解は，π3pGqにより分類される．このため，π3pUp1qq “ 0

より，可換ゲージ場はアクシオンポテンシャルを生み出さない．一方，π3pSUpnqq –

Z(n ě 2)より，非可換ゲージ群 SUpnqに対応するゲージ場はインスタントン数と
呼ばれる整数 n P Zで分類されるインスタントン解をもつ．これらのインスタン
トン解の中で self-dualないし anti-self-dualなものが与えられた nの下で最小の作
用積分をもつ．特に，SUp2qに対するn “ ˘1の SDインスタントン解はBPST解
と呼ばれ [8], 埋め込み SUp2q Ă SUpnqによりG “ SUpnqに対する SDインスタン
トン解を与える．

アクシオンポテンシャル BPSTインスタントン解は，時空併進と dilationに対応
するモジュライ自由度を持つので，その分配関数Zへの寄与は

Z1 “ Λ̃5

ż

d4x

ż

dRe´SE , (4.1.14)

とあらわされる．ここで，Λ̃はある質量スケール． Rはインスタントンサイズで
ある．また，SEは

SE “

ż

d4x
1

g2
Trp ˚F ^ F q “ ˘

1

g2

ż

d4xTrpF ^ F q “
8π2

g2
|p1|. (4.1.15)

一般のインスタントン解を，p個の BPST解と q個の anti-BPST解の重ね合わ
せにより近似すると（dilute gas approximation), n “ p ´ qより

Zinst “
ÿ

p,qě0

Zp
1

p!

Zq
´1

q!
eipp´qqθ “ exp

„

Λ̃5

ż

d4x

ż

dRe´8π2{g2peiθ ` e´iθq

ȷ

. (4.1.16)

これは，インスタントンが非摂動論的ポテンシャル

V “ ´Λ4 cos θ ` const “ ´Λ4 cos

˜

θ0 `
ÿ

α

ξαϕα{fα

¸

` const, (4.1.17)

を生み出すことを意味する．ここで，

Λ4 “ 2Λ̃5

ż

dRe´8π2{g2p1{Rq. (4.1.18)
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この表式より，R Ñ 8でゲージ場が強結合となると，大きなポテンシャルが生
成されることが分かる．しかし，一般には，この強結合効果を計算するのは困難
である．Colorゲージ場の場合には，次の方法によりその計算が可能で，Λはパイ
中間子の質量程度となる．

多成分の強結合ゲージ場が寄与する場合 2成分以上の強結合ゲージ場がアクシオ
ンとCS結合する場合には，アクシオンポテンシャルは各ゲージ場からの寄与の和
となる：

V “ ´
ÿ

A

Λ4
A cos

˜

θA,0 `
ÿ

α

ξαAϕα{fα

¸

` const. (4.1.19)

ここで，θA,0はフェルミ粒子の質量行列のCP位相と各非可換ゲージ場の真空の θ

角の和である．個の一般の場合，もし独立なアクシオン場の数Naが関与する強結
合場の数Nsより少ないと，すべての cosの引数をゼロとできない．この場合，強
結合セクターにCPの破れが残り，PQ機構が機能しない．一方，Na ě Nsの場合
には，ポテンシャルの最小点でCPが回復する．ただし，Na ą Nsなら，Na ´Ns

個のアクシオンがゼロ質量となる．この問題は，弦理論起源の非摂動効果により
回避される可能性がある [25, 61]．

アクシオン質量 アクシオンの質量は，θA,0 “ 0とおいて，V を ϕαについて 2次
まで展開することにより得られる：

V2 “
1

2

ÿ

αβ

˜

ÿ

A

Λ4
Aξ

α
Aξ

β
A

¸

ϕαϕβ
fαfβ

. (4.1.20)

この表式より，一般に，アクシオン質量は，最も大きな強結合スケール Λとアク
シオン崩壊定数 faを用いて

ma „
Λ2

fa
(4.1.21)

と表される．

2. カイラル有効理論により計算

この方法では，複合粒子である中間子を，アノーマリーを持たない近似的カイ
ラル変換に対する擬NGボゾンとして記述する有効理論を用いる．ここでは，u, d
クォークのみを含むQCD系でのカイラルな SUp2q対称性の場合を考える．

θ位相の除去 まず，SUp3qゲージ場に対するCS項の θ位相（アクシオンを含む）
(4.1.13)を，カイラル変換 pu, dq Ñ peiyuθγ5u, eiydθγ5dq( yu`yd “ ´1)により，クォー
ク質量行列に移動させる．すると，クォーク質量行列は

imuūu ` imdd̄d Ñ imuūe
2iyuθγ5u ` imdd̄e

2iydθγ5d, (4.1.22)
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aと変化し，クォークの運動項は新たなクォーク・アクシオン結合

Bµθpyuūγ
µγ5u ` ydd̄γ

µγ5dq. (4.1.23)

を生み出す．

カイラル縮退 強結合領域では，クォーク場の積が真空期待値を持ち，カイラル
対称性が自発的に敗れる：

´i xūuy “ ´i
@

d̄d
D

“ vc cos
`

2π0{fπ
˘

, (4.1.24a)

´i xūγ5uy “ i
@

d̄γ5d
D

“ ´ivc sin
`

2π0{fπ
˘

, (4.1.24b)

xūγµγ5uy “ ´
@

d̄γµγ5d
D

“
1

2
fπBµπ

0, (4.1.24c)

ここで，π0は中性パイ中間子場， fπはパイ中間子崩壊定数である．これにより，
クォーク質量項よりポテンシャルが生み出される：

Vaπ “ ´vcmu cos
`

yuθ ´ 2π0{fπ
˘

´ vcmd cos
`

ydθ ` 2π0{fπ
˘

, (4.1.25)

さらに，アクシオンとフェルミ粒子の微分結合は，アクシオンと π0の混合

1

2

#

ÿ

α

∇µϕα
fα

pzαu ´ zαd q ` ∇µθpyu ´ ydq

+

fπ∇µπ0, (4.1.26)

を生み出す．ここで，tαu “ zαuu，tαd “ zαd dである．

アクシオン質量 アクシオンが 1成分（QCDアクシオン）のみの場合，pyu, ydqの
値は，yu ` yd “ ´1およびアクシオンーパイ中間子混合が消えるという要請から
一意的に決まる．これにより，アクシオンとパイ中間子に対する標準的な質量公
式を得る:

m2
π » 4vc

mu ` md

f 2
π

, (4.1.27a)

m2
a » vc

ξ2

f 2
a

mumd

mu ` md

»

ˆ

ξfπ
2fa

˙2
mumd

pmu ` mdq
2
m2
π, (4.1.27b)

ここで，fa " fπ（invisible axion condition)を仮定した．
なお，2つ以上のアクシオンが SUp3qゲージ場と結合するばい，yuと ydの選択

で axion-pion混合を消せない．代わりに，QCDアクシオン以外のアクシオンの定
義を π0に比例した項だけずらすことにより取り除かれる．このため，axion-pion

混合はアクシオン質量に影響を与えない [24].
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§4.2
String axions

概要 弦理論・M理論では，現実的な 4次元宇宙を与えるコンパクト化により多
様なアクシオンが自然に生み出される [61, 4]. 超弦理論に本質的な要素として含ま
れる微分形式場がその起源となる [56].

4.2.1 ヘテロ型理論

Calabi-Yauコンパクト化 ヘテロ型理論をCalabi-Yau 3-fold Y と 4次元時空X

の直積にコンパクト化すると, 2-形式場Bは 2種類のX 上のアクシオン場を生み
出す． 直積型コンパクト化

ds2pM10q “ ds2pX4q ` ds2pY6q. (4.2.1)

において， ηipi “ 1, ¨ ¨ ¨ , b2pY qqをH2pY,Zqの基底に双対な Y 上の調和 2形式の
基底とする. このとき， B は

B “ ℓ2s

b2pY q
ÿ

i“1

αipxqηi ` βpxq, (4.2.2)

と展開される．ここで，ℓs “ 2π
?
α1，βpxqはX4上の 2形式. これを作用積分 SB

に代入して,

2κ210SB “ ´
VY
2g2s

ż

X4

“

ÿ

Y ij ˚dαi ^ dαj ` ˚h ^ h

`
θ

π

␣

dh ´ ℓ2sp4πq´2 pTrpF ^ F q ´ trpR ^ Rqq
( ‰

,(4.2.3)

ここで，VY を Y の体積，hをHの 4次元部分，θpxqはアノーマリー相殺条件に対
する lagrange multiplier.

Y ij “ ℓ4sV
´1
Y

ż

Y6

˚ηi ^ ηj (4.2.4)

hに関する変分より，dθ “ 2π ˚hが得られる．これを用いてBを消去すると，θ
はダイナミカルな擬スカラ場となり，その作用は次式で与えられる：

Sa “

ż

X4

”

´
1

2

ÿ

Y ij ˚dai ^ daj ´
1

2
˚da ^ da

`
λ

fa
a tTrpF ^ F q ´ trpR ^ Rqu

ı

, (4.2.5)
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ここで， faは次式で定義されるアクシオン崩壊定数である：

fa “

?
VY

2
?
2πκ10gs

“
L3

?
2πgsℓ4s

“
mpl

2
?
2π
, (4.2.6)

ただし，VY “ L6, aiと aは ai “ faαiおよび a “ faθで定義される次元を持つアク
シオン場, λは無次元量

λ “
ℓ2sf

2
a

2π2
“
m2

plℓ
2
s

16π3
. (4.2.7)

である．ここで，実際のアクシオンスケール aiは，Y ij „ pℓs{Lq4より，一般に fa
より小さい.

このようにして得られる 2種類のアクシオン場のうち，内部空間のサイクルより
得られる aiはモデル依存アクシオン，Bµν より得られる aはモデル非依存アクシ
オンと呼ばれる．いずれのアクシオンに対しても、作用積分 (4.2.5)はシフト対称
性をもつ．さらに，モデル非依存アクシオン aは，QCDアクシオンと同様，ゲー
ジ場および重力場と Chen-Simons相互作用をする． これに対して，モデル依存
アクシオンは一見，そのような相互作用をしないように見える．また，それらは
CP-evenｄに見える．しかし，実際には，量子補正を考えると，ゲージアノーマ
リーを相殺するためGreen-Schwartz相殺項

S “

ż

M11

B ^ X8pF,Rq (4.2.8)

がモデル依存アクシオンとTrpF ^ F qおよび trpR ^ Rqとの相互作用を生み出す
[61]. ここで，

X8 “ trpR4
2q `

rtrpR2
2qs2

4
´

TrapF
2
2 qtrpR2

2q

30
`

TrapF
4
2 q

3
´

rTrapF
2
2 qs2

900
(4.2.9)

4.2.2 II型理論

CYコンパクト化 (要訂正）
Bは，IIB型理論ではモデル非依存アクシオン aを，また，IIA型理論では，モ

デル依存アクシオン aiを生成する．一方，IIB型での ai場と IIA型での a場は共
にCP evenとなる．ヘテロ型の場合と異なり， F ^ F やR ^ Rとの結合は生成
されない．しかし，II型理論では，ヘテロ型と異なり，様々なRR場Cpが存在し,

特に IIA型でのC3および IIB型でのC2q(q “ 0, 1, 2)は，ヘテロの場合と同じ機構
で，モデル依存アクシオンを生み出す．さらに，これらのアクシオンは，Dブレー
ンでの RR場とゲージ場および重力場との結合を通して，ゲージ場および重力場
とのCS結合を獲得する [61].

これらのうち，モデル依存型アクシオンは，内部空間が位相的に複雑になるほ
ど多種になる．特に，IIB型理論のフラックスコンパクト化では，ワープのために
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adS真空の upliftに膨大な数の 2サイクルが必要となり，対応して非常に多種のア
クシオンが生成されることになる [33]. また，ヘテロ型理論でも，Betti数Ab2pY q

に対する明確な制限は得られていないが，トーリック型 CYの組織的な探査研究
では，一般的なCYで b2pY qが非常に大きくなることが知られている.[53]

4.2.3 WSインスタントン

References

• Dine M, Seiberg N, Wan X-G., Witten E: NPB278, 769 (1986)

“Non-perturbative effects on the string world sheet”

• Dine M, Seiberg N, Wan X-G., Witten E: NPB289, 319 (1987)

“Non-perturbative effects on the string world sheet 2”

弦に対する Eucdlid作用積分のボソン部分

SE “
1

4πα1

ż

Σ

d2σ
?
h
␣

phabg ` ϵabBqpBaX, BbXq ` α1Rsϕ
(

(4.2.10)

において，古典解XMpσqの次の変形を考える：

• Kähler moduli: gij̄ “
ř

α rαb
pαq

ij̄

• Axion moduli: Br2s “
ř

α θαb
pαq

ここで，bpαq(α “ 1, ¨ ¨ ¨ , b2)はH1,1pY6qの基底で，H2pY6qの基底Σαの双対基底で
ある：

ż

Σβ

bpαq “ δαβ . (4.2.11)

Dilatonϕが定数のとき，flat gauge habdσ
adσb “ dzdz̄のもとで，

SE “
1

4πα1

ż

dzdz̄
ÿ

α

b
pαq

ij̄

!

rα

´

BX iB̄X j̄ ` B̄X iBX j̄
¯

´ iθα

´

BX iB̄X j̄ ´ B̄X iBX j̄
¯)

`χΣϕ (4.2.12)

ここで，

b̂pαq “ X˚bpαq “
1

2
b

pαq

ij̄

´

BX iB̄X j̄ ´ B̄X iBX j̄
¯

dz ^ dz̄ (4.2.13)
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はWS Σ上の閉形式となるので，θαが zに依存しないときには，SEの第 2項は位
相不変量となる：

SE ñ
ÿ

α

`

rαI
pαq ´ iθαQ

pαq
˘

` χΣϕ; (4.2.14)

Ipαq “
1

4πα1

ż

dzdz̄b
pαq

ij̄

´

BX iB̄X j̄ ` B̄X iBX j̄
¯

, (4.2.15)

Qpαq “

ż

Σ

b̂pαq. (4.2.16)

以上より，WS Σのイメージが Y6でゼロホモローグなときは，Sは θαに関して
シフト対称性 θα Ñ θα ` constをもつ．しかし，WSが非自明な 2サイクルを覆う
とき，位相不変量Qpαqがゼロでないと，このシフト対称性は非摂動論的に敗れる．
状況は，4次元理論でのアノーマリーによるアクシオンChern-Simons項 aF ^F と
完全に対応しており，同様の議論により，この θαQ

pαq項が非摂動論的ポテンシャ
ルを生み出す．
bpαqとしてKähler形式 ωと同様に正定値のものが取れると仮定すると，Ipαq ě

|Qpαq|となるので，SE は B̄X ī “ 0または BX i “ 0となるとき最小となる．これ
らはholomorphic instantonおよび anti-holomorphic instantonと呼ばれる．
これらのインスタントンに対しては，

e´SE “ g´χΣe´
ř

αprα¯iθαqQpαq

“ e´I˘i
ř

α θαQ
pαq

(4.2.17)

となるので，4次元理論がN “ 1 sugraとなるときには，

δW “
ÿ

α

Aαe
´Rα{fα (4.2.18)

となる．対応するポテンシャルは

Va “
ÿ

α

Λ4
α cospaα{fαq; Λ4

α “ M4
αe

´Ipαq

. (4.2.19)

ここで，aα{fa “ Qpαqθαで，faは aαが標準的な運動項を持つという条件で決まる．

4.2.4 質量スペクトル

ブレーンやフラックスの導入，コンパクト化によりアクシオン場のシフト対称
性が破れないときには，（N “ 1超対称性を仮定すると）摂動的な量子補正によっ
てこの対称性が破れることはない．この場合，アクシオンは，QCDアクシオンと
同様に，インスタントン効果などに非摂動論的効果によってのみ質量を獲得する．
実際に，QCDアクシオンが存在する場合には，他にも多くのストリングアクシオ
ンが残ると考えるのが自然である．
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アクシオン質量の大きさは次のように評価できる．まず，一般にインスタント
ン効果によるアクシオン質量は

L “ ´
1

2
f 2
a pBθq2 ´ Λ4Upθq; Λ4 « M4e´S, (4.2.20)

と表される．ここで，Sはインスタントンの作用積分である. 関係式

m2
pl „ g´2

s L6l´8
s , f 2

a „ g´2
s L6l´4

s pL2q´2 “ g´2
s L2l´4

s , S „ l´2
s L2 (4.2.21)

より，
fa “ mpl{S (4.2.22)

が得られるので，
ma « Λ2{fa „ pM2{mplqSe

´S{2 (4.2.23)

QCDアクシオンの全ポテンシャルは，QCDの寄与と弦理論的寄与の和となる：

V “ VQCD ` Λ4 cos

ˆ

a

fa
` ψ

˙

; VQCD “
a2

8f 2
a

r2F 2
πm

2
π

mumd

pmu ` mdq
2
. (4.2.24)

ここで，弦理論の寄与がQCDの寄与より小さいことを要請すると，次の制限が得
られる．

a «
M4e´S

m2
πF

2
π

ă 10´10 ñ S « 200 ñ fa « 1016GeV, ma À 10´15eV (4.2.25)

この式より，超弦理論アクシオンの質量は， logmに関して一様に分布している
ことが期待される．
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図 4.1: 超弦理論アクシオンにより引き起こされる様々な宇宙現象と将来実験に
よるそれらの観測がもたらすアクシオンパラメータ pma, faqへの制限. CMB実験
PIXIE/PRISMとアクシオン太陽望遠鏡実 IAXO[29]は，アクシオンと電磁場のCS

結合を用いる, gaγE ¨B. このため，これらの実験は faに対する直接の制限を与え
ない. この図では，gaγ « α{pπfaqにより gaγへの制限を faに対する制限に翻訳し
ている.
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5
*インフレーションによる究極理
論探査

§5.1
インフレーションの基本事項

定義 宇宙が加速膨張する時期が宇宙初期に存在する宇宙モデル．

:a

a
“ ´

κ2

6
pρ ` 3P q ą 0. (5.1.1)

これより，インフレーション時期では P ă ´ρ{3.

観測よりの条件

1. インフレーションの程度:ホライズン問題，宇宙の平坦性 ñ e-folding number

Nt ą No ” 61 ` ln

«

Hos

He

ˆ

He

2 ¨ 1014GeV{ℏ

˙1{3ˆ
gpTrq

216

˙12ˆ
Tr

1016GeV

˙1{3
ff

(5.1.2)

2. ゆらぎの振幅 ñ ポテンシャルの傾き

PSpkoq “ p2.142˘0.049qˆ10´9 pko “ 0.002Mpc´1q p68%CLq [Planck+LSS]

(5.1.3)

ポテンシャルが支配的なスローロルモデルでは

PSpkq “
H2

} 9ϕ}2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“tk

Pϕpkq »

˜

H2

2π} 9ϕ}

¸2

t“tk

»

˜

H2

8π2ϵm2
pl

¸

t“tk

(5.1.4)
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ここで，

ϵ “ ´
9H

H2
»
m2

pl

2

}DV }2

V 2
. (5.1.5)

3. スカラゆらぎのスペクトル指数 ñ ポテンシャルの曲率

PSpkq “ PSpk˚q

ˆ

k

k˚

˙ns´1

; (5.1.6a)

ns “ 0.9667 ˘ 0.0040 p68%CLq [Planck+LSS], (5.1.6b)

dns{d lnpkq “ ´0.0065 ˘ 0.0075 p68%CLq [Planck+LSS+BKP](5.1.6c)

ポテンシャルが支配的なスローロルモデルではスペクトル指数は

ns ´ 1 » 2η ´ 6ϵ “ ´2ϵ ´
9ϵ

Hϵ
(5.1.7)

ここで，

η “ 2ϵ ´
9ϵ

2Hϵ
»
DaV DbDaDbV

V GpDV,DV q
. (5.1.8)

4. 原始重力波の振幅 ñ インフレーションのスケール

振幅に対する観測的制限は

PT pk˚q »
2H2

π2m2
pl

ă 1.9 ˆ 10´9 (5.1.9)

現在の観測的制限は，テンソル-スカラ比 r “ PT {PSで表して

r0.002 ă 0.09 p95%CLq [Planck+LSS+BKP] (5.1.10)

ポテンシャルが支配的なスローロルモデルでは，

r » 16ϵ. (5.1.11)

5. ゆらぎの断熱性: 等曲率ゆらぎの振幅Sm “ Sc `Sbρb{ρcが断熱的曲率ゆらぎ
を表すバーディーンパラメータZと S “ sgnpαq

a

|α|{p1 ´ |α|qZという比例
関係にあると仮定したとき，パラメータαに対して次の制限が得られている:

α “ 0.0003`0.0016
´0.0012 p95%CLq [Planck] (5.1.12)

これは，等曲率ゆらぎの割合が断熱ゆらぎの 3%以下であることを意味する．

6. ゆらぎの非ガウス性: ゆらぎの統計については，ガウス的であることを支持
する結果が得られている．

fNL “ 2.5 ˘ 5.7 plocalq, ´16 ˘ 73 pequilq, ´34 ˘ 33 porthoq p68%CLq.

(5.1.13)
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§5.2
No-Go定理

5.2.1 Strong Energy Condition

一般に、pn ` 1q次元時空における時間的測地線束（単位接ベクトル V )の体積
膨張率 θ ” ∇ ¨ V に対して、Raychaudhuri方程式

9θ `
1

n
θ2 “ ´RicpV, V q ´ 2σ2 ` 2ω2 (5.2.1)

が成りたつ。ここで、

2σ2 “ ∇µVν∇pµV νq, 2ω2 “ ∇µVν∇rµV νs. (5.2.2)

この方程式を一様膨張宇宙に適用する。、宇宙時間一定面にたいする単位法ベク
トル V は測地的で非回転的 (ω2 “ 0)となるので、スケール因子 aを

θ “ n
9a

a
“ nH (5.2.3)

により定義すると、Raychaudhuri方程式は

n
:a

a
“ ´RicpV, V q ´ 2σ2 (5.2.4)

となる。したがって、時間的収束条件（＝時間的きょうエネルギー条件）RicpV, V q ě

0が成りたつと、宇宙膨張は非加速的となる。

5.2.2 GibbonsのNO-GO定理

【Theorem 5.2.1 (GWGibbons 1984)】 　 For a compactificationMn`4 “ X4ˆYn
of a higher dimensional theory by a classical solution satisfying the following con-

ditions, the strong energy condition is satisfied in the four-dimensional spacetime

X4:

1. The spacetime metric has the structure

ds2pMn`4q “ W pyq1{2ds2pX4q ` ds2pYnq.

2. The internal space Yn is a smooth compact manifold without bounary, and

its metric is static.
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3. The warp factor W pyq is regular and bounded everywhere.

4. The original higher-dimensional theory satisfies the strong energy condition.

l

• Gibbons GW (1984): Aspects of Supergravity Theories, Three lectures given

at GIFT Seminar on Theoretical Physics, San Feliu de Guixols, Spain, Jun

4-11, 1984.

Proof. From the assumptions, we have

RV V pXq “ RV V ´
1

4W
△YW (5.2.5)

for any timelike vector V parallel to X. By integrating this equation over Y , we

obtain

RV V pXq

ż

Y

dΩpY qW “

ż

Y

dΩpY q

„

W RV V ´
1

4
△YW

ȷ

(5.2.6)

If RV V ě 0 and W is regular and bounded everywhere, the right-hand side of this

equation is non-negative. Hence, we obtain

RV V pXq ě 0. (5.2.7)

Q.E.D.

5.2.3 D “ 10{11超重力理論におけるSEC

M-theory (D “ 11)

RMN “
1

12
FM ¨¨¨FN

¨¨¨ ´
1

6
|F4|2gMN

R00 “
1

18
F0ijkF0

ijk `
1

144
FijklF

ijkl (5.2.8a)

D “ 10 Type IIB Supergravity

RMN “
1

2τ 22
∇pMτ∇Nqτ̄ `

1

4τ2

ˆ

G˚˚pMḠNq
˚˚ ´

1

2
|G3|

2gMN

˙

`
1

96
F̃M˚˚˚˚F̃N

˚˚˚˚

R00 “
1

2τ 22
|∇0τ |2 `

3

16τ2
G0ijḠ0

ij `
1

48τ2
GijkḠ

ijk `
1

96
F̃0ijklF̃0

ijkl (5.2.9a)
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D “ 10 Type IIA Supergravity

RMN “
1

2
BMϕBNϕ ` e´ϕ

ˆ

1

4
HM˚˚HN

˚˚ ´
1

8
|H3|

2gMN

˙

`eϕ{2

ˆ

1

12
F̃M˚˚˚F̃N

˚˚˚ ´
3

16
|F̃4|2gMN

˙

`e3ϕ{2

ˆ

1

2
F̃M ˚ F̃N

˚ ´
1

16
|F̃2|

2gMN

˙

`
m2

0

16
e5ϕ{2gMN , (5.2.10a)

R00 “
1

2
pB0ϕq2 ` e´ϕ

ˆ

3

16
H0ijH0

ij `
1

48
HijkH

ijk

˙

`eϕ{2

ˆ

5

96
F̃0ijkF̃0

ijk `
1

128
F̃ijklF̃

ijkl

˙

`e3ϕ{2

ˆ

7

16
F̃0iF̃0

i `
1

32
F̃ijF̃

ij

˙

´
m2

0

16
e5ϕ{2. (5.2.10b)

D “ 10 Type I Supergravity

RMN “
1

2
BMϕBNϕ ` e´ϕ

ˆ

1

4
H̃M˚˚H̃N

˚˚ ´
1

8
|H̃3|

2gMN

˙

`
α1

4
e´ϕ{2Tr

ˆ

FM˚FN
˚ ´

1

8
|F2|

2gMN

˙

R00 “
1

2
pB0ϕq2 `

e´ϕ

48

´

9H̃0ijH̃0
ij ` H̃ijkH̃

ijk
¯

`
α1

64
e´ϕ{2Tr

`

14F0iF0
i ` FijF

ij
˘

(5.2.11a)

加速膨張を実現するための必要条件 以下のいずれかの条件を破る必要がある：

1. 内部空間の古典的記述

2. ワープしたコンパクト化の枠組み：ds2pMDq “ W pyq2gpX4q ` gpYnq

3. Yn: 定常、コンパクト、閉多様体。

4. ワープ因子W pyqが有界で滑らかな非ゼロ関数。

5. 出発点となる高次元理論が強エネルギー条件を満たす。

5.2.4 Maldacena-NunezのNo-Go定理

【Theorem 5.2.2 (Maldacena-Nunez 2001)】 　 For a compactification MD “

Xd ˆ Yn of a higher dimensional theory by a classical solution satisfying the fol-

lowing conditions, Xd cannot be de Sitter spacetime:
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1. The spacetime metric has the structure

gpMDq “ Ωpyq2 rgpXdq ` ĝpYnqs .

2. The Newton constant in Xd is finite:
ż

Y

dµĝΩ
D´2 ă 8.

3. Near the boundary of Yn or singularities of Ω, Ω decreases monotonically

toward them.

4. In the original higher-dimensional theory, the potential is non-positive and

all massless bosonic fields have positive kinetic terms.

l

Reference

• Maldacena JM, Nunez G (2001): IJMPA16, 822

【Note 5.2.3】 　A stronger result can be obtained for the massive IIA super-

gravity. l

Proof. In the Einstein equations

RicpMq “ TpMq ´
1

D ´ 2
TsgpMq (5.2.12)

RicpMq can be written

RicpMq “ RicpXq ´

´

∇̂2 lnΩ ` pD ´ 2qp∇̂ lnΩq2
¯

gpXq (5.2.13)

Hence, the contraction of the Einstein equations with gpXq ´ 1 gives

d

D ´ 2
△̂pΩD´2q “ ΩD´2RspXq ` ΩDT̃ ; T̃ “ ´T µµ `

d

D ´ 2
TMM (5.2.14)

If X is Mink or dS, massless form field strength Fp should have the form

Fp “ ΩdpXq ^ αp´dpY q ` βppY q (5.2.15)

Then, from the condition 4

T̃ “ ´
2d

D ´ 2
V `

ÿ

p

d

D ´ 2
ppD ´ p ´ 1qα ¨ α ` pp ´ 1qβ ¨ βq ě 0 (5.2.16)

Hence,

0 ě
d

D ´ 2

ż

BY

dσĝ∇KpΩD´2q “

ż

Y

dµĝ

´

dpd ´ 1qΛΩD´2 ` ΩDT̃
¯

ě 0 (5.2.17)

Q.E.D.
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5.2.5 ブレーンを含む IIB理論におけるNo-Go定理

【Theorem 5.2.4 (Dasgupta et al 2014; Giddings, Kachru, Polchinski 2002)】 　
For a compactification M10 “ X4 ˆ Y6 of 10D IIB string theory by a classical

solution satisfying the following conditions, X4 cannot be de Sitter spacetime:

1. The spacetime metric has the structure

gpM10q “ e2Apyq
“

gpX4q ` e´2ApyqĝpY6q
‰

.

2. The internal space is a smooth, compact closed manfold, and the warp factor

is smooth.

3. All fields are invariant under the maximal symmetry of X4.

4. Flux, non-trivial dilaton, smeared D-brane/D̄-brane are allowed, but O-

planes/Ō-planes or higher-order corrections/quantum corrections are not in-

cludes.

l

References

• Dasgupta K et al (2014): JHEP 1407, 054

• Giddings SB, Kachru S, Polchinski J (2002): PRD66, 106006

【Note 5.2.5】 　The inclusion of curvature corrections, D-instanton corrections,

loop-corrections may lead to a de Sitter solution. l

Proof. 1. From the Einstein equations, the scalar curvature of X4 can be writ-

ten

△̂e4A “ RspXq ´
κ210
2
e2A

“

T µµ ´ Tmm
‰

. (5.2.18)

Integrating this yields

RspXq

ż

Y

dµpY q “
κ210
2

ż

Y

dµpY qe2A
“

T µµ ´ Tmm
‰

(5.2.19)

2. The D-brane and O-plane actions read

SDp “ ´

ż

Σp`1

dp`1xTpe
p`1
4
ϕ
a

´ detpg ` F ` Bq ` µp

ż

Σp`1

C ^ eF`B,

(5.2.20a)

SOp “ ´

ż

Σp`1

dp`1xTOpe
p`1
4
ϕ
a

´ detpgq ` µOp

ż

Σp`1

C. (5.2.20b)

where Tp ą 0, TOp ă 0.
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3. Their EM tensors are given by

T µµ rDp{D̄ps “ ´4Tpe
p`1
4
ϕdµrDp{D̄ps, (5.2.21a)

Tmm rDp{D̄ps “ ´pp ´ 3qTpe
p`1
4
ϕdµrDp{D̄ps, (5.2.21b)

T µµ rOp{Ōps “ 4|TOp |e
p`1
4
ϕdµrOp{Ōps, (5.2.21c)

Tmm rOp{Ōps “ pp ´ 3q|TOp |e
p`1
4
ϕdµrOp{Ōps (5.2.21d)

Hence, D-brane does not help to realise dS:

T µµ rDp{D̄ps ´ Tmm rDp{D̄ps “ ´p12 ´ pqTpe
p`1
4
ϕdµrDp{D̄ps ă 0 (5.2.22)

In contrast, O-planes have negative energy and may help to realise dS:

T µµ rOp{Ōps ´ Tmm rOp{Ōps “ p12 ´ pq|TOp |e
p`1
4
ϕdµrOp{Ōps ą 0 (5.2.23)

However, they cannot be smoothed out, so its back reaction produces singu-

larity.

Q.E.D.

【Note 5.2.6 (Argument based on SEC)】 　 The strong energy condition gives

slightly different conditions:

(5.2.24)

• Dp-brane pτ ą 0q: only 8-brane or 9-brane provides a negative contribution

to R00

• Op-plane pτ ă 0q: p-brane (p ă 7) provide a negative contribution to R00.

l

【Note 5.2.7】 　

• The tadpole condition requires the existence of an Op-plane if Dp-branes

exist, and if the internal space is closed.

• An Op-plane produces naked singularities classically.

l

【Note 5.2.8 (Tadpole condition)】 　 By integrating the field equation with the

brane source

dFn “ H3 ^ Fn´2 ` p2π
?
α1qn´1ρloc8´n (5.2.25)

for n “ 5 over the internal space Y , we obtain the constraint

ND3 ` Nflux “
1

4
NO3 (5.2.26)
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where

Nflux “
1

p2πq4α12

ż

Y6

H3 ^ F3 “ eKm
K
RR ´ mKeKRR, (5.2.27)

1

p2πq2α1

ż

AK{BK

H3 “ mK{eK , K “ 1, ¨ ¨ ¨ , h3{2, (5.2.28)

1

p2πq2α1

ż

AK{BK

F3 “ mK
RR{eKRR, K “ 1, ¨ ¨ ¨ , h3{2. (5.2.29)

Hence, if the flux does not match the number of D3 branes, an appropriate number

of O3 planes are required.

For example, for the flux CY compactification of IIB, the 3-form fluxes are

imaginary self-dual and satisfies the condition ˚Y F3 “ e´ϕH3. Hence,

Nflux “
1

p2πq4α12

ż

Y

e´ϕ ˚Y F3 ^ F3 “
1

p2πq4α12

ż

Y

dµpY qe´ϕ|F3|2 ě 0. (5.2.30)

l

5.2.6 ブレーンを含む IIA理論におけるNo-Go定理

【Theorem 5.2.9 (Hertzberg MP, Kachru S, Taylor W, Tegmark M (2007))】 　
For a CY compactification ofM10 “ X4ˆY6 of 10D IIA string theory by a classical

solution satisfying the following conditions, X4 cannot be de Sitter spacetime:

1. The spacetime metric has the structure

gpM10q “ gpX4q ` ĝpY6q. (5.2.31)

2. The internal space is a Calabi-Yau manifold.

3. All fields are invariant under the maximal symmetry of X4.

4. H3-flux, RR-flux, non-trivial dilaton, smeared D6-branes and O6-planes are

allowed,

Further, if one of the RR-fluxes does not vanish, X4 cannot be the Minkowski

spacteime. l
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References

• Hertzberg MP, Kachru S, Taylor W, Tegmark M: jhep 12, 095 (2007)

”Inflationary constraints on type IIa string theory”

Proof. モジュライ変数 ρ，τ を

ρ “ pVolpY6qq1{3, τ “ e´ϕpVolpY6qq1{2 (5.2.32)

おくと，Einstein frame

gEµν “
τ 2

m2
plκ

2
10

gµνpXq (5.2.33)

において，これらの運動項は

LK “ ´
1

2

␣

pBρ̂q2 ` pBτ̂q2
(

; (5.2.34)

ρ̂ “

c

3

2
mpl ln ρ, τ̂ “

?
2mpl ln τ. (5.2.35)

Fluxの量子化
ż

Σp

Fp9fΣ P Z (5.2.36)

より，フラックスのポテンシャルへの寄与は

H3 ñ V NS
3 9ρ´3τ´2, (5.2.37a)

Fp ñ Vp9ρ
3´pτ´4. (5.2.37b)

また，ブレーンの寄与は

D6 : VD69τ
´3, (5.2.38a)

O6 : VO69 ´ τ´3. (5.2.38b)

よって，ψを ρ, τ 以外のモジュライ変数として，

V “ V NS
3 `

ÿ

p

Vp ` VD6 ` VO6

“
ANS3 pψq

ρ3τ 2
`
ÿ

p

Appψq

ρp´3τ 4
`
AD3pψq ´ AO3pψq

τ 3
. (5.2.39)

これより，

´ρ
BV

Bρ
´ 3τ

BV

Bτ
“ 9V `

ÿ

p

pVp ě 9V. (5.2.40)

Q.E.D.
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【Note 5.2.10 (No-Go定理を克服する可能性)】 　

• Geometrical/NG flux T : Habc Ñ fabc Ñ Qab
c Ñ Rabc

Vf9 ˘ ρ´1τ´2 ñ ´pρBρ ` 3τBτ qVf “ 9Vf ´ 2Vf , (5.2.41a)

VQ9 ˘ ρτ´2 ñ ´pρBρ ` 3τBτ qVQ “ 9VQ ´ 4VQ, (5.2.41b)

VR9 ˘ ρ3τ´2 ñ ´pρBρ ` 3τBτ qVR “ 9VR ´ 6VR. (5.2.41c)

• NS5ブレーン

VNS59 ˘ ρ´2τ´2 ñ ´pρBρ ` 3τBτ qVNS5 “ 9VNS5 ´ VNS5 (5.2.42)

l

5.2.7 α1補正を含む 10Dヘテロ型超重力理論

Field contents

• Boson: gMN , ϕ, BMN ; AM P adpGq

ここで、G “ Spinp32q{Z2 or E8 ˆ E8

• Fermion: Majorana-Weyl spinors ψM , λ; χ P adpGq

Action with Opα12q corrections

S “

ż

M

e´2ϕ
”

Rspω`q`4|∇ϕ|2´
1

2
|T |2´

α1

4

`

tr|F |2 ´ tr|Rpω`q|2 ` 2trpχ̄ {Dχq
˘

`¨ ¨ ¨

ı

(5.2.43)

where

ωAB˘ “ ωAB ˘ 1
2
HAB

Mdx
M ` O

`

α12
˘

, (5.2.44a)

T “ H3 `
α1

8
trpχ̄Γr3sχq, (5.2.44b)

H3 “ dB2 `
α1

4
rCSpω`q ´ CSpAqs, (5.2.44c)

CSpAq “ tr
`

A ^ dA ` 2
3
A ^ A ^ A

˘

. (5.2.44d)

This α1-correction is consistent with the anomaly cancellation condition

dH “
α1

4
rtrpR` ^ R`q ´ trpF ^ F qs (5.2.45)
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5.2.8 α1を考慮した 10D超重力理論におけるNo-Go定理

【Theorem 5.2.11 (Gautason,Junghans, Zagermann 2012)】 　 10D HET super-

gravity with the full α corrections does not allow a compactificationM “ dS4 ˆY6
or M “ adS4 ˆ Y6 under the following conditions:

1. Metric is regular and takes the warped form

gM “ e2ApyqgXpxq ` ĝY pyq (5.2.46)

2. Fields are regular and invariant under the maximal symmetry of X

F2 “ FY pyq, H3 “ HY pyq, ϕ “ ϕpyq (5.2.47)

3. No gaugino condensates

4. No stringy loop/non-perturbative correction.

5. α1-expansion is allowed.

l

Reference

• Gautason FF, Junghans D, Zagermann M (2012): JHEP 1206, 029 [arXiv:1204.0807]

“ On Cosmological Constants from a ’-Corrections

Proof. 1. Neglecting the terms that vanish when the configuration is invariant

under the maximal symmetry group of X, the effective action reads

S “

ż

dµXτ
2

«

e4aV̂ ` e2aCRspXq `

8
ÿ

n“0

pα1qn`1e´2naWn

ff

(5.2.48)

where

e´2ϕ “ τ 2e´2ϕ̂, A “ a ` Âpyq, (5.2.49a)

C “

ż

dµY e
´2ϕ̂`2Â

ˆ

1 ´
α1

2
pD̂Aq2 ` ¨ ¨ ¨

˙

, (5.2.49b)

W0 “
1

4
|RpXq|2, (5.2.49c)

V̂ “

ż

dµY e
´2ϕ̂`4Â

!

RspY q ´ 8l̂A ´ 20pD̂Aq2 ` 4pD̂ϕq2 ´
1

2
|Ĥ|2 `

α1

4

´

´ tr|F̂ |2 ` |R̂`|2

`8pD̂D̂Aq2 ` 8D̂A ¨ D̂ppD̂Aq2q ` 20ppD̂Aq2q2 ` |D̂A ¨ Ĥ|2
¯

(5.2.49d)
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2. Variations wrt τ and a give

δτ : V̂ ` CRspXq ` W “ 0, (5.2.50a)

δa : 4V̂ ` 2CRspXq ´

8
ÿ

n“1

2npα1qn`1Wn “ 0 (5.2.50b)

From these, it follows

CRspXq `

8
ÿ

n“0

2pn ` 1qpα1qn`1Wn “ 0 (5.2.51)

3. When X is a constant curvature space

Rµνλσ “
Λ

3
pgµλgνσ ´ gµσgνλq

ñ Rµν “ Λgµν , Rs “ 4Λ, |R|2 “
4Λ2

3
(5.2.52)

Hence, the above equation can be written

4pC0 ` α1C1 ` ¨ ¨ ¨ qΛ ` α1Λ2
8
ÿ

n“0

2pn ` 1qwnpα1Λqn “ 0 (5.2.53)

There exists no solution such that

Λ “ Λ0 ` α1Λ1 ` ¨ ¨ ¨ ‰ 0. (5.2.54)

Q.E.D.

【Theorem 5.2.12 (Quigly C 2015)】 　 10D HET supergravity with the quadratic

α corrections and gaugino condensates does not allow a compactification M “

dS4 ˆ Y6 or M “ adS4 ˆ Y6 under the following conditions:

1. Metric is regular and takes the warped form

gM “ e2ApyqgXpxq ` ĝY pyq (5.2.55)

2. Fields are regular and invariant under the maximal symmetry of X

F2 “ FY pyq, H3 “ HY pyq, ϕ “ ϕpyq,

χ “ e´3φ{4 pχ4pxq b χ6pyq ` c.c.q ; {̂Dχ6 “ Opα1q (5.2.56)

3. Gaugino condensates

xtrpχ̄4χ4qy “ M3fpϕ0, ρ0q (5.2.57)

4. No stringy loop/non-perturbative correction.

5. α1-expansion is allowed.

l
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Reference

• Quigley C (2015): arXiv: 1504.00652“Gaugino Condensation and the Cos-

mological Constant”

Proof. 1. Under the ansatz of the theorem, the 10D action reduces to

S “

ż

X

d4x
?

´g4

ż

Y

d6y
a

ĝ6

„

RspXq `
α1

4
e´φ|RX |2 ´ V pyq ` O

`

α13
˘

ȷ

(5.2.58)

where

V “ eφ
”

e´ρp´RspY q ` |D̂ρ|2 ` D̂ρ ¨ D̂φq `
1

2
e´3ρ|TY |2

`
α1

4
e´2ρ

`

tr|FY |2 ´ tr|R`Y |2
˘

`
α1

2
M3fe´pφ`ρq{2pχ̄6γ

mD̂mχ6 ` ccq
ı

(5.2.59)

2. Variation wrt φ gives

´∇̂ ¨ peφ´ρ∇̂ρq `
α1

4
e´φ

@

|RX |2
D

X
` V pyq (5.2.60)

“
α1

2
M3eφ´2ρBφpe´3pφ´ρq{2fqrχ̄6pγ

m∇̂m `
1

4
e´ργr3s ¨ T qχ6 ` ccs ` O

`

α13
˘

(5.2.61)

RHS of this equation can be set to Opα13q) by requiring
”

γm∇̂m ` 1
4
γm∇̂mp´φ ´ ρ ` 2 ln fq ` 1

4
e´ργr3s ¨ T

ı

χ6 “ O
`

α13
˘

(5.2.62)

Hence, by integrating over Y , we obtain

α1

4

@

e´φ
D

Y

@

|RX |2
D

X
` xV yY “ O

`

α13
˘

(5.2.63)

3. Variation wrt g gives

Rµν ´
1

2
RspXqgµν `

α1

4

@

e´φ
D

Y

„

Rµ˚˚˚Rν
˚˚˚ ` 2∇α∇βR

µανβ ´
1

2
gµν |RX |2

ȷ

“ ´
1

2
gµν xV yY ` O

`

α13
˘

(5.2.64)

4. When X is a constant curvature spacetime

Rµνλσ “
Λ

3
pgµλgνσ ´ gµσgνλq

ñ Rµν “ Λgµν , Rs “ 4Λ, |R|2 “
4Λ2

3
(5.2.65)

The two field equations reduce to

2α1

3
Λ2

@

e´φ
D

Y
` xV yY “ O

`

α13
˘

(5.2.66a)

Λ “
1

2
xV yY ` O

`

α13
˘

(5.2.66b)
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Hence, by eliminating V, we obtain

Λ “ ´
α1

3
Λ2

@

e´φ
D

Y
` O

`

α13
˘

ñ Λ “ O
`

α13
˘

(5.2.67)

Q.E.D.

【Theorem 5.2.13 (Kutasov D, Maxfield T, Melnikov I, Sethi S 2015)】 　 For

heterotic or type IIB with no RR fluxes, compactification to dSn(n ě 4) is not

allowed even when all α1-corrections including perturbative curvature corrections

and world sheet non-perturbative effects are allowed, if no stringy loop or non-

perturbative correction is included. l

Reference

• Kutasov D, Maxfield T, Melnikov I, Sethi S (2015):arXiv:1504.00056. “
Constraining de Sitter Space in String Theory”

5.2.9 如何にしてNo-Go定理を回避するか？

残る可能性

• 高次の α1補正とRRフラックスを含む II型超重力理論（DブレーンとOブ
レーンを含む）

1. KKLTシナリオ

i) IIB理論のwarped CYコンパクト化 with ISD flux(+compensating

O3-planes) ñ No scale 4D N “ 1 Sugra

ii) Instanton (Euclidean D-brane)/D7上での gaugino condensatesに
よるNP効果 ñ Kählerモジュライの安定化 ñ adS4.

iii) D̄3ブレーンによる vacuum uplift ñ dS4

2. LVS (Large volume scenario)

iii’) Kähler uplifting: Kählerポテンシャルへの α1補正 ñ dS4

iv’) Monodromy inflation (低エネルギーでのN “ 1 sugraの放棄)

• 超重力理論の枠組みの拡大

– Non-geometric fluxを用いたコンパクト化 [Blumenhagen et al 2015-

2016]

• 開多様体によるコンパクト化
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– 例：4D SOp4, 4q-GSugraのDall’Agata-Inverso dS-臨界点のM理論への
アップリフト [Baron, Dall’Agata 2015]

• ストリングループ効果・非摂動効果
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§5.3
フラックスコンパクト化

5.3.1 ワープ

仮定

計量
ds2pMq “ Apx, yq2ds2pX4q ` Bpx, yq2ds2pY6q, (5.3.1)

場

τ ” C0 ` i e´Φ “ ig´1
s p“ constq , (5.3.2a)

G3 ” ig´1
s H3 ´ F3 “

1

3!
Gpqrpyq dyp ^ dyq ^ dyr , (5.3.2b)

˚YG3 “ ϵiG3 pϵ “ ˘1q , (5.3.2c)

F̃5 “ p1 ˘ q̊Vpdy
p ^ ΩpX4q “ V ^ ΩpX4q ¯ A´4B4 ˚Y V, (5.3.2d)

場の方程式 自明でない方程式は

dG3 “ 0, (5.3.3a)

∇ ¨ G3 “ ˚d ˚ G3 “ ´iG3 ¨ F̃5, (5.3.3b)

dF̃5 “ H3 ^ F3, (5.3.3c)

RMN “
gs
4

„

Re pGMPQG
˚
N
PQq ´

1

2
G3 ¨ G˚

3gMN

ȷ

`
1

96
F̃NP1¨¨¨P4F̃M

P1¨¨¨P4 .(5.3.3d)

一般解 G3は Y6上の閉 ISD 3形式なので，yにのみ依存し，(5.3.3b)は

`

V ¯ ϵdypA
4q
˘

¨ G3 “ 0 (5.3.4)

を与える．ここで，dy “ dypBp．これより，G3 ‰ 0なら

V “ ˘ϵdypA
4q, (5.3.5)

したがって，(5.3.3c)は次の２式と同値となる．

BµpA´4B4BppA
4qq “ 0, (5.3.6a)

pD̂ ¨ pA´4B4D̂pA4qqY “ ´
gs
2

pG3 ¨ Ḡ3qY, (5.3.6b)
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次に，Einstein方程式Rap “ 0とこれらの第１式より，

A “ hpx, yq´1{4, B “ hpx, yq1{4, (5.3.7)

対応して，F̃5と (5.3.6b)は

F̃5 “ ˘ϵp1 ˘ q̊dph´1q ^ ΩpX4q, (5.3.8)

△Yh “ ´
gs
2

pG3 ¨ Ḡ3qY. (5.3.9)

よって，Einstein方程式は

hRµνpX4q ´ DµDνh `
1

4
gµνpX4q△Xh “ 0, (5.3.10a)

BµBph “ 0, (5.3.10b)

RpqpY6q ´
1

4
gpqpY6q△Xh “ 0. (5.3.10c)

この第２式より直ちに，
hpx, yq “ h0pxq ` h1pyq. (5.3.11)

さらに，h1 ‰ 0とすると，残りの方程式は

RµνpX4q “ 0, (5.3.12a)

DµDνh0 “ λgµνpX4q, (5.3.12b)

RpqpY6q “ λgpqpY6q. (5.3.12c)

ここで，pDh0q
2 ‰ 0ならX4が局所平坦となることが示される．

以上より，任意のRicci平坦な４次元空間X4，任意のコンパクEinstein空間 Y6
とその上の実調和３形式が与えられると，（一般に超対称な）IIB型超重力理論の
CYフラックスコンパクト化解が得られる．ただし，この解はG3 ‰ 0なら必ずワー
プしており，しかもワープ因子 hは必ず特異点をもつ．また，X4が平坦な場合に
は，この任意の解 h “ h1pyqに対し，h “ h1pyq ` aµx

µ型の解が存在する [Kodama

H, Uzawa K 2006[49]]．

5.3.2 例:conifold

【Example 5.3.1 (adS5 ˆ S5)】 　

ds2pMq “ ds2padS5q ` L2ds2pS5q

“ h´1{2ds2pE3,1q ` h1{2
`

dr2 ` r2ds2pS5q
˘

, (5.3.13a)

h “
L4

r4
, (5.3.13b)

F5 “
4

L4
p1 ` q̊dr ^ ΩpE3,1q, (5.3.13c)

H3 “ F3 “ 0, ϕ “ C0 “ 0. (5.3.13d)

超対称性: 32kis l
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【Example 5.3.2 (Conifold)】 　 (Candelas P, de la Ossa XC 1990[16]) 代数多
様体

x2 ` y2 ` v2 ` w2 “ 0 (5.3.14)

は S2 ˆ S3上のコーンの構造をもつ．これにKahler計量を入れた６次元空間であ
る，Einstein空間 T 11p– S2 ˆ S3q上のコーン空間へのコンパクト化．

ds2pMq “ h´1{2ds2pE3,1q ` h1{2
`

dr2 ` r2ds2pT11q
˘

, (5.3.15a)

ds2pT11q “
1

9

˜

dψ `

2
ÿ

i“1

cos θi dϕi

¸2

`
1

6

2
ÿ

i“1

`

dθ2i ` sin2 θi dϕ
2
i

˘

,(5.3.15b)

h “
36gsM

2

r4

„

ln

ˆ

r

r0

˙

`
1

4

ȷ

`
C

r4
, (5.3.15c)

F5 “ p1 ` q̊dph´1q ^ ΩpE3,1q, (5.3.15d)

H3 “ gs ˚Y F3 “
3gsM

2r
dr ^

“

ΩpS2
1q ´ ΩpS2

2q
‰

, (5.3.15e)

ϕ “ C0 “ 0. (5.3.15f)

超対称性はN “ 1. l

【Example 5.3.3 (KS解)】 　 (Klebanov IR, Strassler MJ 2000[46]) 変形コニ
フォールド

x2 ` y2 ` v2 ` w2 “ ϵ2 (5.3.16)

へのコンパクト化．

ds2pMq “ h´1{2ds2pE3,1q ` h1{2ds2pY6q, (5.3.17a)

ds2pY6q “
1

2
ϵ2Kpτq

„

1

3K3pτq

␣

dτ 2 ` pg5q2
(

` sinh2
´τ

2

¯

␣

pg1q2 ` pg2q2
(

` cosh2
´τ

2

¯

␣

pg3q2 ` pg4q2
(

ı

, (5.3.17b)

hpx, τq “ h0pxq ` α
22{3

4ϵ4

ż 8

τ

du
u cothu ´ 1

sinh2 u
tsinhp2uq ´ 2uu

1{3 , (5.3.17c)

F5 “ p1 ` q̊dph´1q ^ ΩpE3,1q, (5.3.17d)

B2 “ αgs
“

p1 ´ F q tanh2pτ{2qg1 ^ g2 ` F coth2pτ{2qg3 ^ g4
‰

, (5.3.17e)

H3 “ gs ˚Y F3 “ dB2, (5.3.17f)

ϕ “ C0 “ 0. (5.3.17g)

ここで

Kpτq “
rsinhp2τq ´ 2τ s

1{3

21{3 sinhpτq
, (5.3.18)

F “
sinh τ ´ τ

2 sinh τ
. (5.3.19)

目次へ



第 5章 *インフレーションによる究極理論探査 86 目次へ

また，基底 g1 „ g5は

g1 “
1

?
2

pe1 ´ e3q , g2 “
1

?
2

pe2 ´ e4q , g3 “
1

?
2

pe1 ` e3q , (5.3.20)

g4 “
1

?
2

pe2 ` e4q , g5 “ e5 , (5.3.21)

e1 ” ´ sin θ1 dϕ1 , e2 ” dθ1 , e3 ” cosψ sin θ2 dϕ2 ´ sinψ dθ2 (5.3.22)

e4 ” sinψ sin θ2 dϕ2 ` cosψ dθ2 , e5 ” dψ ` cos θ1 dϕ1 ` cos θ2 dϕ2 .(5.3.23)

この解はN “ 1超対称性をもち，τ Ñ 8で漸近的に conifold解に近づく:

ds2pY6q Ñ dr2 ` r2gpT1,1q, (5.3.24)

r Ñ
31{2

25{6
ϵeτ{3. (5.3.25)

また，至る所滑らかで，コーン型突起の頂点では

ds2 »
ϵ2

121{3

„

1

2
pdτ 2 ` τ 2gpS2qq ` gpS3q

ȷ

(5.3.26)

l

5.3.3 超対称性

超対称変換

F1 “ dC0, (5.3.27)

F3 “ dC2 ´ C0H3, (5.3.28)

F5 “ dC4 ´ H3 ^ C2 : ˚F5 “ F5, (5.3.29)

τ “ C0 ` ie´ϕ, (5.3.30)

G3 :“ τH3 ´ dC2 “ ie´ϕH3 ´ F3, (5.3.31)

Γ11λ “ ´λ, Γ11ψM “ ψM (5.3.32)

に対して，

δλ “

„

{Bϕ ´
1

12

´

{H ´ ieϕ {F r3sσ2

¯

σ3 ´ eϕ {F r1siσ2

ȷ

ϵ, (5.3.33a)

δψM “ ∇Mϵ ´
1

8
{HMσ3ϵ `

eϕ

48
{F r3sΓMσ1ϵ

`eϕ
ˆ

1

8
{F r1s `

1

16 ¨ 5!
{F r5s

˙

ΓM iσ2ϵ. (5.3.33b)

ここで，

∇M “ BM `
1

4
ωABMΓAB. (5.3.34)
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仮定

• 計量とディラトン

ds2 “ hpyq´1{2ds2pX4q ` hpyq1{2ds2pY6q, (5.3.35)

ϕ “ 0 (5.3.36)

• フラックス

G̃r3s “
1

3!
Glmnpyqdyl ^ dym ^ dyn, (5.3.37a)

˚YGr3s “ iGr3s

ô ˚YH “ ´eϕF3, ˚Y F3 “ e´ϕH, (5.3.37b)

F̃r5s “ ´h2p1 ` q̊dh ^ ΩpX4q

Killing spinor (おそらく正しくない)

δλ “ ´
1

2
h´3{4 {Hσ3p1 ´ γ̂7σ2qϵ “ 0, (5.3.38a)

δψµ “ ∇X
µ ϵ ´ i

A

48B3
γµγ̂7 {̂F 3σ3ϵ “ 0, (5.3.38b)

δψm “ B´1{2∇Y
m

`

B1{2ϵ
˘

´
i

48B2
γ̂7γ̂m {̂F 3σ3ϵ “ 0. (5.3.38c)

したがって，条件
p1 ´ γ̂7σ2qϵ “ 0, {̂F 3ϵ “ 0 (5.3.39)

を課せば，Killingスピノール方程式はフラックスがない場合と同じく

∇µϵ “ 0, ∇mB
1{2ϵ “ 0 (5.3.40)

に帰着される．特に，Y は conformally Calabi-Yau（ds2pY qがCY)となる．ただ
し，Killingスピノールの数は，H ‰ 0なら一般には 32{2{4 “ 4となる．また，
H “ F “ 0なら一般には条件がKilling spinor方程式の整合性条件 R̂mnpqγ̂

pqϵ “ 0

のみとなるので，Killingスピノールの数は 4 ˆ 2 “ 8個．
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§5.4
４次元N “ 1超重力理論

5.4.1 構成要素

カイラル場セクター

• スカラ多様体: pzαq P M : Kähler多様体

• Kählerポテンシャル: Kpz, z̄q

• 超ポテンシャル: W pzq

これらのポテンシャルは，Kähler変換

K Ñ K 1 “ Kpz, z̄q ` fpzq ` fpzq, (5.4.1a)

W Ñ e´fpzqW (5.4.1b)

の任意性をもつ．

ゲージセクター

• ゲージ群: 構造定数 fAB
C Ñ G

• ゲージ結合関数: fABpzq (holomorphic)

• Gauging Killing ポテンシャル: PApz, z̄q

tAをGのKillingベクトル基底とするとき，

kαApzq “ ´igαβ̄Bβ̄PApz, z̄q; ∇αBβPApz, z̄q “ 0 (5.4.2)

と表される pM , Kqのholomorphic Killing vector kαAを用いて，gauging G Ă

IsompM qが tA ÞÑ kαAにより定義される．群Gを生成する条件は，

gαβ̄

´

kαAk
β̄
B ´ kαBk

β̄
A

¯

“ ifAB
CPC . (5.4.3)

理論のゲージ不変性を保つため，K, W , fABはゲージ変換

δAA “ DθA “ dθA ` ABθCfBC
A, (5.4.4a)

δzα “ θAkαApzq (5.4.4b)
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に対して，次の変換性をもつことが要求される：

δK “ θArrApzq ` rApzqs; rA “ BkAK ` iPA, (5.4.5a)

δW “ ´θArAW, (5.4.5b)

δfAB “ θC
`

2fCrA
DfBqD ` iCAB,C

˘

. (5.4.5c)

5.4.2 Lagrangian

e´1L “
1

2κ2
“

Rpeq ´ ψ̄µR
µ
‰

´gαβ̄

„

D̂µz
αD̂µz̄β̄ `

1

2
χ̄α {Dp0qχβ̄ `

1

2
χ̄β̄ {Dp0qχα

ȷ

´ V

´
1

2
Re pfABq

”

FA ¨ FB ` λ̄A {Dp0qλB
ı

`

„

1

2
Im pfABqFA ¨ F̃B `

i

4
D̂µpIm pfABqλ̄Aγ˚γ

µλB
ȷ

`
1

8
Re pfABqψ̄µγ

abpFA
ab ` F̂A

abqγ
µλB

`
1

?
2

”

gαβ̄ψ̄µ {̂Dz̄β̄γµχα ` h.c.
ı

`
1

4
?
2

”

fAB,αλ̄
AγabF̂B

abχ
α ` h.c.

ı

`Lm ` Lmix ` L4f . (5.4.6)

ここで，共変微分は

D̂µz
α “ Bµz

α ´ AAµk
α
A, (5.4.7)

Dp0q
µ χα “

ˆ

∇µ `
3

2
iAµ

˙

χα ´ AAµ Bβk
α
Aχ

β ` Γαβγχ
γD̂µz

β, (5.4.8)

∇µχ
α “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµabγ

ab

˙

χα. (5.4.9)

Γαβγ “ gαδ̄Bβgγδ̄, (5.4.10)

Aµ “
iκ2

6
pBµz

αBαK ´ Bµz̄
αBᾱKq ´

κ2

3
AAµPA. (5.4.11)

また，

Rµ “ γµρσ
ˆ

∇ρ ´
3

2
iA ργ˚

˙

ψσ, (5.4.12)

F̂A
ab “ FA

ab ` eµae
ν
b ψ̄rµγνsλ

A. (5.4.13)
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スカラポテンシャル

V “ V´ ` V`; (5.4.14)

V´ “ ´3κ2eκ
2K |W |2, (5.4.15)

V` “ eκ
2KpDαW qgαβ̄DβW `

1

2
pRe pfq´1qABPAPB. (5.4.16)

このポテンシャルは，
G “ κ2K ` logpκ6|W |2q (5.4.17)

を用いて，

V “ VF ` VD; (5.4.18)

VF “ eκ
2K

´

´3κ2|W |2 ` gαβ̄DαWDβW
¯

“ κ´4eG
´

G αβ̄BαBβ̄G ´ 3
¯

, (5.4.19)

VD “
1

2
pRe pfq´1qABPAPB (5.4.20)

と書くことができる．ここで，G αβ̄は Gαβ̄ “ κ2gαβ̄の逆転置行列．

フェルミオン質量項

Lm “
1

2
m3{2ψ̄µPRγ

µνψν

´
1

2
mαβχ̄

αχβ ´ mαAχ̄
αλA ´

1

2
mABλ̄

APLλ
B ` h.c.

(5.4.21)

ここで，

m3{2 “ κ2eκ
2K{2W, (5.4.22a)

mαβ “ eκ
2K{2DαDβW

” eκ
2K{2

“`

Bα ` κ2BαK
˘

DβW ´ γγαβDγW
‰

, (5.4.22b)

mαA “ mAα “ i
?
2

„

BαPA ´
1

4
fAB,αpRe pfq´1qBCPC

ȷ

,

(5.4.22c)

mAB “ ´
1

2
eκ

2K{2fAB,αg
αβ̄DβW. (5.4.22d)

また，グラヴィティーノとスピン 1/2フェルミオンとの混合項は

Lmix “ ψ̄ ¨ γ

„

1

2
iPLλ

APA `
1

?
2
χαeκ

2K{2DαW

ȷ

` h.c. (5.4.23)
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5.4.3 変換則

局所超対称変換+ゲージ変換

δeaµ “
1

2
ϵ̄γaψµ, (5.4.24a)

δPLψµ “

ˆ

∇µ ´
3

2
iAµ

˙

PLϵ `
1

2
κ2γµe

κ2K{2PRϵ

`
1

4
κ2PLψµθ

Apr̄A ´ rAq ` cubic in fermions, (5.4.24b)

δzα “
1

?
2
ϵ̄χα ` θAkαA, (5.4.24c)

δχα “
1

?
2
PL

´

{̂Dzα ´ eκ
2K{2gαβ̄DβW

¯

ϵ

`θA
„

Bβk
α
Aχ

β `
1

4
κ2prA ´ r̄Aqχα

ȷ

` cubic in fermions, (5.4.24d)

δAAµ “ ´
1

2
ϵ̄γµλ

A ` Bµθ
A ` θCABµ fBC

A, (5.4.24e)

δλA “ `

„

1

4
γµνFA

µν `
1

2
iγ˚pRepfq´1qABPB

ȷ

ϵ

`θB
„

λCfCB
A `

1

4
κ2γ˚pr̄B ´ rBqλA

ȷ

` cubic in fermions.(5.4.24f)

5.4.4 超対称真空

ある状態が超対称であるための条件は，局所超対称変換の構造より，

xδχαy “ 0 ñ DαW “ 0, (5.4.25a)

Dµϵ ”

ˆ

∇µ ´
3

2
iAµ

˙

PLϵ `
1

2
κ2γµe

κ2K{2PRϵ “ 0, (5.4.25b)

„

1

4
γµνFA

µν `
1

2
iγ˚pRe pfq´1qABPB

ȷ

ϵ “ 0 (5.4.25c)

これより，超対称性をもつ真空のエネルギーはゼロないし負となる：

V “ eK
´

Kαβ̄DαWDβW ´ 3|W |2
¯

“ ´3|W |2. (5.4.26)

また，超対称真空は必ず安定となる．実際，DW “ 0を考慮すると

2δ2V “ eK
”

Kαβ̄dpDαW qdpDβW q ´ 3dzkW̄dpDkW q ` cc
ı

“ eKKαβ̄XαXβ ` ∆m2Kαβ̄dz
αdz̄β. (5.4.27)
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ここで，

Xα “ dpDαW q ´
3

2
Kαβ̄dz̄

βW, (5.4.28)

∆m2 “
9

4
|W |2eK . (5.4.29)

これより，質量固有値の２乗m2
αは

m2
α ą ∆m2 “ ´

3

4
|Λ| “ BF bound. (5.4.30)

（注）

Xα “ BβpDαW qdzβ ´
1

2
WKαβ̄dz̄

β (5.4.31)

5.4.5 η問題

インフラトンΦが標準的な運動項をもつとすると，

K “ ΦΦ̄ ` ¨ ¨ ¨ ñ KΦΦ̄ “ 1 ñ e´1L “ ´DΦ ¨ DΦ̄ ` ¨ ¨ ¨ (5.4.32)

他の場が安定化されていて，スーパーポテンシャルがΦに依存しないとすると，

BΦW “ 0 ñ VF “ e|Φ|2
`

V0 ` |Φ|2|W |2
˘

. (5.4.33)

よって，Φの質量は

m2 “

#

VF ` e|Φ|2 |W |2

p1 ` 2|Φ|2qVF ` e|Φ|2p1 ` 4|Φ|2q|W |2
ě VF » 3H2 (5.4.34)

したがって，ηパラメータに対して次の制限を得る：

η “
V 2

V
“
m2

VF
ě 1 (5.4.35)

シフト対称性 ΦのKählerポテンシャルが

K “ F pΦ ˘ Φ̄q (5.4.36)

という構造を持てば，Φの実部ないし虚部の後方に対し η問題は回避される．例え
ば，K “ ´1{2pΦ ´ Φ̄q2は標準的な運動項を生み出し，かつ η問題を起こさない．
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§5.5
KKLT

5.5.1 KKLTモデル

• 基本モデル

– IIB型理論の no scale ISD CY フラックスコンパクト化（複素モジュラ
イ固定)[Giddings SB, Kachru S, Polchinski J 2002[38]]

K “ ´3 lnpρ`ρ̄qW “ W pzq ñ V “ eKpKij̄DiWDj̄W̄´|W |2q “ eKKab̄DaWDb̄W

(5.5.1)

ここで，i “ pρ, aq.

• 非摂動論効果（インスタントン/gaugino凝縮:Witten E 1996[65];Tripathy PK,

Trivedi SP 2003[62];Gorlich L, Kachru S, Tripathy PK, Trivedi SP 2004[39])

ñ Kahlerモジュライの安定化

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄q, W “ W0 ` Ae´aρ pa “ 2π{Nq. (5.5.2)

ñ N “ 1超対称な adS真空

• 反D3ブレインにより超対称性を破りMinkowski真空（ないし dS真空）を
実現．または，磁化D7ブレインの誘起する超ポテンシャルのD項により自
発的に SUSYを破る．

100 150 200 250 Σ

-2

-1

1

2

V
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5.5.2 Fluxコンパクト化により得られる4次元超重力理論

II型超重力理論では，RRフォームフラックスが存在しない直積型コンパクト
化はモジュライに対する超ポテンシャルを生み出さない．しかし，フラックス存
在すると，有限なポテンシャルが生じる．(Gukov S, Vafa C, Witten E 2000[40];

Giddings SB, Kachru S, Polchinski J 2002[38])

Moduliについての仮定 IIB型理論において，計量が

ds2 “ e´4upxqds2pX4q ` e4upxqds2pY6q (5.5.3)

の形をしていて，モジュライ場が次の構成（対応するN “ 1超組）を持つとする：

• 重力場：gµν

• dilaton-axion場： τ “ C0 ` ie´Φ

• サイズモジュラス：ρ “ b{
?
2 ` ie4u. ここで，

Cr4s “ ar2s ^ J ñ dar2s “ e´8u ˚Xdb (5.5.4)

• 複素モジュライ： za, a “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1

τ, ρセクター このとき，10次元作用積分より，τ, ρに対する作用積分は

S “
1

2κ24

ż

X

dvolpXq

ˆ

RpXq ´ 2
∇τ ¨ ∇τ̄
|τ ´ τ̄ |2

´ 6
∇ρ ¨ ∇ρ̄
|ρ ´ ρ̄|2

˙

(5.5.5)

ここで，

κ24 “
κ210

volpY q
(5.5.6)

これは，次のKählerポテンシャルに対応する：

K1 “ ´ ln r´ipτ ´ τ̄qs ´ 3 ln r´ipρ ´ ρ̄qs (5.5.7)

超ポテンシャルはゼロである．

複素構造モジュライセクター 一方，複素構造モジュライに対するKählerポテン
シャルは，一般論より，

K2 “ ´ ln

ˆ

´i

ż

Y

Ω ^ Ω̄

˙

(5.5.8)
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で与えられる．ポテンシャルを求めるため，上記のモジュライ場による表式を１
０次元作用積分に代入すると，Gr3sを含む項

SG “ ´
1

4κ210

ż

X

dvolpXq

ż

Y

1

Im τ
˚YGr3s ^ Ḡr3s (5.5.9)

が残る．ここで，Gr3sをカイラル分解する：

Gr3s “ G`
r3s

` G´
r3s
; ˚YG

˘
r3s

“ ¯iG˘
r3s
, (5.5.10)

すると，
α`
3 ^ β`

3 “ 0, α´
3 ^ β´

3 “ 0 (5.5.11)

より

˚YG ^ Ḡ “ ip´G` ` G´q ^ pḠ` ` Ḡ´q “ ´2iG` ^ Ḡ` ` iG ^ Ḡ

“ ´2iG` ^ Ḡ` ` 2pIm τqHr3s ^ Fr3s (5.5.12)

よって， SGは

SG “

ż

X

dvolpXq

„

´V ´

ż

Y

Hr3s ^ Fr3s

ȷ

(5.5.13)

ここで，第２項はHr3およびFr3sのコホモロジー類のみで決まる位相的項．一方，V
は

V “ ´
i

2κ210Im τ

ż

Y

G`
r3s

^ Ḡ`
r3s

(5.5.14)

（Im τ “ 1{gs “ constを仮定）．
このポテンシャルは，次の超ポテンシャル

W “

ż

Y

Gr3s ^ Ω (5.5.15)

から導かれることを示す．まず，調和３形式が

˚YΩ “ ´iΩ, ˚Y χa “ iχa (5.5.16)

となることに注意する．これより，

G`
r3s

“ w0Ω ` w̄āχ̄ā; w0 “

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ω ^ Ω̄

, w̄ā “ Gāb

ş

Y
Gr3s ^ χb

ş

Y
Ω ^ Ω̄

. (5.5.17)

よって，

V “

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ḡr3s ^ Ω ` Kab̄

ş

Y
Gr3s ^ χa

ş

Y
Ḡr3s ^ χ̄b̄

2pIm τqκ210p´iq
ş

Y
Ω ^ Ω̄

. (5.5.18)
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一方，

K “ ´ lnr´ipτ ´ τ̄qs ´ 3 lnr´ipρ ´ ρ̄qs ´ lnr´i

ż

Ω ^ Ω̄s (5.5.19)

に対して，

BτK “
1

τ̄ ´ τ
, BρK “

3

ρ̄ ´ ρ
, BaK “ ´ka, (5.5.20)

Kτ τ̄ “
1

|τ̄ ´ τ |2
, Kρρ̄ “

3

|ρ̄ ´ ρ|2
(5.5.21)

より，

DτW “
1

τ̄ ´ τ

ż

Y

Ḡ ^ Ω, (5.5.22a)

DρW “
3

ρ̄ ´ ρ
W, (5.5.22b)

DaW “

ż

Y

G ^ χa. (5.5.22c)

よって，超ポテンシャルとポテンシャルの関係式は

V “
eK

κ2

”

Kij̄DiWDjW ´ 3|W |2
ı

“
eK

κ2

”

|τ̄ ´ τ |2|DτW |2 ` Kab̄DaWDbW
ı

“

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ḡr3s ^ Ω ` Kab̄

ş

Y
Gr3s ^ χa

ş

Y
Ḡr3s ^ χ̄b̄

2pIm τqp2Im ρq3κ2p´iq
ş

Y
Ω ^ Ω̄

(5.5.23)

5.5.3 No-scale structure

CYに対する一般的なKählerモジュライの定義 Dj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1)をH4pY,Rq

の基底となる divisors, D˚
j をそのHodge双対から得られるH2pY,Rqの基底とする．

このとき，Y のKähler形式 ωは h1,1個の実パラメータ tjを用いて

ω “
ÿ

j

tjD˚
j (5.5.24)

と表される．このとき，tjはD˚
j の双対となるH2pY,Rqの基底 σjの体積となり，

tj “

ż

σj

ω (5.5.25)

Y の体積 V は

V ”
1

3

ż

Y

ω3 “
1

6
κjklt

jtktl. (5.5.26)
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また，divisor Djの体積 τjは

τj “ BtjV “
1

2
κjklt

ktl (5.5.27)

この記法の元，複素Kähler変数 ρjを

ρj “ bj ` iτj (5.5.28)

により定義する．ここで，アクシオン場 bjは，RR場Cr4sにより

bj “

ż

Dj

Cr4s (5.5.29)

で定義される．

フラックスコンパクト化の no-scale構造 一般に，フラックスコンパクトされた
IIB理論の 4次元有効理論は，次のN “ 1超重力理論で与えられる：

K “ ´ lnr´ipτ ´ τ̄qs ´ 2 lnrV s ´ lnr´i

ż

Ω ^ Ω̄s, (5.5.30a)

W “

ż

Y

Gr3s ^ Ω (5.5.30b)

W はKählerモジュライに依存しないので，この系のポテンシャルは no-scale構造
をもつ：

V “ eK
ÿ

a,b

Ka b̄DaWDb̄W̄ . (5.5.31)

ここで，a, bは axion-dilatonおよび複素モジュライを動く．

Proof. まず，

Kj “ BρjK “ iV ´1BτjV “ iV ´1Btm

Bτj
τm

“ 3 iV ´1BτjV ´ iV ´1tj (5.5.32)

より，

Kj “
i

2V
tj. (5.5.33)

また，

Kjk̄ “ ´
1

4V

Btj

Bτk
`

1

8V 2
tjtk (5.5.34)

より，

Kjk̄τ
k “

1

4V
tj ñ Kjk̄tj “ 4V τk. (5.5.35)

よって，

|W |´2Kjk̄DjWDkW “ Kjk̄KjKk̄ “
1

4V 2
Kjk̄tjtk “

1

V
τkt

k “ 3. (5.5.36)

Q.E.D.
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5.5.4 複素モジュライの固定

基底状態では V “ 0より，Gr3sは ISD(imaginary self-dual)となる：

DaW “ 0 ñ G`
r3s

“ 0 ñ ˚YGr3s “ iGr3s ISD (5.5.37)

この条件は，
Gr3s P H 2,1 ‘ H 0,3 (5.5.38)

と同等で，複素構造モジュライ（＋ dilaton-axion）に対する h2,1 ` 1個の拘束条件
となるので，一般にそれらの値を完全に決定する．
ただし，超対称性はより強い条件DτW “ KτD “ 0, DiW “ KiW “ 0（任意の

i）を要求する．今のモデルでは，この条件は，DρW “ 0 ñ W “ 0，したがって，

Gr3s P H 2,1 (5.5.39)

を要求する．
また，この基底状態は，フラックスGr3sに依存するが，超ポテンシャルの形よ

り，正確にはGr3sのコホモロジー類にのみ依存する：
ż

Aj

F3 “ 4π2α1Mj,

ż

Bj

H3 “ ´4π2α1Kj (5.5.40)

さらに，弦理論においては，これらの pMj, Kjqは整数に量子化される．

5.5.5 非摂動論的量子効果

摂動論の範囲では，Kählerモジュライの超ポテンシャルはゼロであるが，非摂動
論的効果を考慮すると自明でないポテンシャルが生成される可能性がある．例えば，
IIBモデルのF理論的記述において，１２次元の時空が８次元CY8により４次元にコ
ンパクト化される際に，CY8が算術種数１のdivisorDを含む場合（χpD,ODq “ 1)，
超ポテンシャルにサイズモジュラスに依存した項が加わる：(Witten E 1996 [64])

W “ W0pzq ` Apzqeiaρ; a “ 2π{n, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . (5.5.41)

このとき，対応するポテンシャル V pρqは，σ “ e4u “ Im ρに関して最小点 ρmを
持つようになる．この最小点は，V pρmq ă 0よりAdS4時空を与える (KKLT[45]．
また，この基底状態はN “ 1超対称性を保つ．
ここで，真空はフラックスを特徴づける整数値の組 pMj, Njqごとに決まり，宇

宙項の値が準連続となる無限個の超対称な真空の集合を与える（ランドスケープ
問題）．
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図 5.1: KKLTシナリオにおいて，複素構造モジュライを固定し，非摂動論的効果
を加えたときのポテンシャル V {D（左），およびそれに反 D3ブレーンを加えて
upliftしたポテンシャル V {D＋E{x3. C{D “ 3, E “ 0.084の場合．

σに対するポテンシャルは，複素構造モジュライzが固定されたとすると，b “ Re ρ

について最小化して，

V “
C

x
e´2x ´

D

x2
e´x; x “ aσ, (5.5.42)

C “
a3|A|2

6
, D “

a3|A||W |

2
. (5.5.43)

このポテンシャルは，
C

D
“

|A|

3|W |
ą 2.5865 ¨ ¨ ¨ (5.5.44)

のとき極大点 x “ x1と極小点 x “ x2をもつ．

5.5.6 Vacuum uplift

References

• Kachru S, Pearson J, Verlinde H: jhep0206, 021 (2002)

”Brane/flux annihilation and the string dual of a non-supersymmetric field

theory”
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Fractional D3ブレーン (H ^ F )のみが存在する場合のWarpedコンパクト化の
突起部分を表すKlebanov-Strassler解（deformed conifold)は，

ż

S3

F3 “ 4π2M (5.5.45)

とすると，突起の先端近傍で

ds2 “ hprq´1{2gpX4q ` hprq1{2gpCY3q

» a20gpX4q ` gsMb20

ˆ

dr2

2
` dΩ2

3 ` r2dΩ2
2

˙

(5.5.46)

とあらわされる．ここで，

a20 »
ϵ4{3

gsM
, b20 » 0.93266 (5.5.47)

である．
いま，この空間に反D3ブレーンを入れると，F5フラックスによる力

Frprq “ ´2µ3Brph
´1q (5.5.48)

により突起の先端 r “ 0に引かれそこに溜る．一般に，反D3ブレーンの作用積
分は

SD̄3 “
µ3

gs

ż

Tr
b

detpG{{ ` 2πgsF q detQ

´2πµ3

ż

TrIΦIΦB6. (5.5.49)

これに apex近傍での計量と場の値を代入し，adjointスカラ Φについて極小化す
ることにより次のポテンシャルを得る：

Ṽeff » 2
µ3

gs

ˆ

p ´
π2

6
g8sf

4ppp2 ´ 1q

˙

» 2
µ3p

gs

ˆ

1 ´
8π2pp2 ´ 1q

3b120 M
2

˙

. (5.5.50)

これにワープ因子を考慮すると，

Veff »
a40

hp0q3
Ṽeff “

8D

σ3
; (5.5.51)

D »
2pa40µ3

g4s
(5.5.52)

(σ “ Im τ “ g´1
s h).
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5.5.7 インフレーションモデル

1. モジュライインフレーション

Racetrack model

• Kählerモジュライが１個 T “ X ` iY で，超ポテンシャルに非摂動論効果に
起因する２種類の項が現れる場合に，axion方向に沿って saddle pointイン
フレーションが起きる．

• モデル

K “ ´3 lnpT ` T̄ q; T “ X ` iY, (5.5.53a)

W “ W0 ` Ae´aT ` Be´bT (5.5.53b)

• 運動項と Uplifted ポテンシャル

Lk “
3M2

P

4X2

`

pBXq2 ` pBY q2
˘

, (5.5.54)

V “ VF `
E

Xα
; (5.5.55)

VF “
e´aX

6X2

“

aA2paX ` 3qe´aX ` 3W0aA cospaY q
‰

`
e´bX

6X2

“

bB3pbX ` 3qe´bX ` 3W0bA cospbY q
‰

`
e´pa`bqX

6X2
rABp2abX ` 3a ` 3bq cosppa ´ bqY qs . (5.5.56)

このポテンシャルは，パラメータを適当に調整すると，２つの最小点（Mink/dS)

と１つの鞍点をもつ．

• 例：A “ 1
50
, B “ ´ 35

1000
, a “ 2π

100
, b “ 2π

90
,W0 “ ´ 1

25000

saddle pt : pXs, Ysq “ p123.22, 0q, ϵs “ 0, ηs “ ´0.006097,(5.5.57a)

最小点 : pXm, Ymq “ p96.130,˘22.146q (5.5.57b)

• このモデルでは，|W0| ! 1, |a ´ b| ! 1と取ると，鞍点近傍で cosppa ´ bqY q

項により (Natural inflationタイプの）インフレーションが起きる．ただし，
さらに初期値の微調整が必要．
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Better racetrack model

Kählerモジュライが２個の場合に，それぞれの非摂動論効果の組み合わせに
より，やはり axion方向に saddle pointインフレーションが起きる．

• モデル：CP 4r1, 1, 1, 6, 9sコンパクト化

K “ ´2 lnV ; V “

?
2

18
pX

3{2
2 ´ X

3{2
1 q, (5.5.58a)

W “ W0 ` Ae´aT1 ` Be´bT2 . (5.5.58b)

• ポテンシャル

V “ VF `
D

162V 2
; (5.5.59)

VF “
216

pX
3{2
2 ´ X

3{2
1 q2

”

P1e
´2aX1 ` P2e

´2bX2 ` W0pP3e
´aX1 cospaY1q ` P4e

´bX2 cospbY2q

`P5e
´aX1´bX2 cosp´aY1 ` bY2q

ı

, (5.5.60)

P1 “ aA2p3X1 ` 2aX
3{2
2 X

1{2
1 ` aX2

1 q, P2 “ P1pa,A, 1 Ñ b, B, 2q, (5.5.61)

P3 “ 3aAX1, P4 “ 3bBX2, (5.5.62)

P5 “ 3ABpaX1 ` bX2 ` 2abX1X2q. (5.5.63)

• 例：A “ 0.56, B “ 7.46666 ˆ 10´5, a “ 2π{40, b “ 2π{258, D “ 6.26019 ˆ
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10´9,W0 “ 5.22666 ˆ 10´6

mininum : X1 “ 98.75839, X2 “ 171.06117, Y1 “ 0, Y2 “ 129;

Vs “ 99, m2 “ 10´6 „ 10´7, (5.5.64a)

saddle point : X1 “ 108.96194, X2 “ 217, 68875, Y1 “ 20, Y2 “ 129;

V “ 3.35 ˆ 10´16M4
P . (5.5.64b)

unstable direction : δX1 “ δX2 “ 0, δY1 “ ´0.6546, δY2 “ 0.7560;

η » ´0.01 (5.5.64c)

インフレーションスケールは小さい！！

Hinf « 10´8MP ñ r « 10´12 (5.5.65)

2. ブレーンインフレーション

ブレーンインフレーションの η問題 D3-D3系のエネルギーは，rをブレーン間
の距離として

V prq “ 2T3

ˆ

1 ´
1

2π3

T3
mpl

8
10r

4

˙

“ 2T3

ˆ

1 ´
1

2π3

T 3
3

mpl
2ϕ4

˙

(5.5.66)

ここで，ϕ “ T
1{2
3 rは cannonically normalized field. mplとmpl10の関係はm2

pl “

mpl
8
10L

6 (LはCYのサイズ)となるので，ηパラメータは

η “ ´
10

π3

ˆ

L

r

˙6

„ ´0.3

ˆ

L

r

˙6

(5.5.67)

よって，
r ă L ñ |η| ą 0.3 (5.5.68)

KKLMMT

1. ポテンシャル：ρをサイズモジュライ，ϕをD3-反D3の距離パラメーターと
して，

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄ ´ kpϕ, ϕ̄qq (5.5.69)

超ポテンシャルがϕに依存しないとすると，ρの安定点 ρ “ ρ0近傍で，m2
ϕ „

H2となりインフレーションは起こらない．

2. 超ポテンシャルにϕ依存性を持たせると，微調整によりm2
ϕ “ Op10´2qH2と

でき，インフレーションが起きる．
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D3/D7 ブレーンインフレーション

1. ポテンシャル

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄q ´
1

2
pϕ ´ ϕ̄q2 (5.5.70)

超ポテンシャルはϕに依存せず，s “ Reϕがインフラトンとなる．sはD3-D7

の距離を表す．

2. 他の hypermultipletとの相互作用は，量子効果として sに log型ポテンシャ
ルを生成し，全体としては hybrid型インフレーションが実現される．

文献ノート

1998 (ブレイン・反ブレインインフレーションモデル) (Dvali GR, Tye SHH [34])

2003 (KKLTモデル) すべてのモジュライが安定化され，準安定 dS真空をもつ，
IIB理論のワープしたフラックスコンパクト化モデル (Kachru S, Kallosh R,

Linde A, Trivedi S[45])．

(KKLMMTモデル) KKLTモデルとDD̄対を用いたブレインインフレー
ションモデルおよびワープを組み合わせたインフレーションモデル．(Kachru

S, Kallosh R, Linde A, Maldacena J, McAllister L, Trivedi S[44])

(D3{D7ブレインインフレーションモデル) (Hsu JP, Kallosh R, Prokushkin

S[42]; Koyama F, Tachikawa Y, Watari T[52]; Firouzjahi H, Tye SHH[35];

Hsu JP, Kallosh R 2004[41]; Dasgupta K, Hsu JP, Kallosh R, Linde A,

Zagermann M 2004[28]; Chen P, Dasgupta K, Narayan K, Shmakova M,

Zagermann M 2005[21] )
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(DBIインフレーションモデル) (Silverstein E, Tong D[59]; Alishahiha M,

Silverstein E, Tong D 2004[3]; Chen XG 2005[23, 22])

2004 (Racetrackモデル) KKLT型モデルでインスタントン効果に基づくサイズモ
ジュラスポテンシャルとして，２つの指数関数型ポテンシャルの和を用いると，
スローロール条件を満たすモデルができることを指摘（ただし，fine-tuningが
必要）．(Blanco-Pillado JJ, Burgess CP, Cline JM, Escoda C, Gomez-Reino

M, Kallosh R, Linde A, Quevedo F [10])

2005 (タキオンインフレーションモデル) (Cremades D, Quevedo F, Sinha A[26])

(N-flation) (Dimopoulos S, Kachru S, McGreevy J, Wacker J [31])

ヘテロ理論・Ｍ理論でのインフレーション [Buchbinder EI 2005[14]; Becker

K, Becker M, Krause A 2005[7]]

2006 (改良版Racetrackモデル）CY orientifold CP 4
r1,1,1,6,9sを用いた racetrackモ

デル．WMAP3yearsと整合的なスペクトル指数ns « 0.95を与える．(Blanco-
Pillado JJ, Burgess CP, Cline JM, Escoda C, Gomez-Reino M, Kallosh R,

Linde A, Quevedo F[11])

2007 ”A Delicate Universe”: D3-D7モデルでの η問題 (Baumann D, Dymarshy

A, Klebanov IR, McAllister L, Steinhardt PJ 2007[6])

5.5.8 KKLTシナリオの問題点

• Kählerモジュライが 1自由度の場合，ポテンシャルの極小値は最小値でなく，
σ Ñ 0で V Ñ ´8

• Kählerモジュライが 2自由度以上の場合，ポテンシャルが安定な最小点を持
つ可能性はあるが，最小点の存在はフラックスや非摂動論効果のパラメータ
に敏感に依存し，最小点の存在はモデルやパラメーターごとに個別に確認が
必要．

• ポテンシャルが極小となる内部空間サイズは一般的にストリングスケールと
なり，古典論が適用可能な十分大きいサイズを実現するには，フラックスを
微調整して，|W 0| À 10´4にしないといけない．
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§5.6
LVS

概要 KKLTシナリオにKählerポテンシャルに対する α13補正を加えることによ
り，W0のチューニングなしにKählerモジュライを内部空間体積 V が大きな値と
なるよう安定化することが可能となる．また，このシナリオでは，ストリングス
ケール，KKスケール，モジュライ質量，m3{2が V のベキにより決まるヒエラル
キーが実現される．

References

• Balasubramanian V, Berglund P, Conlon JP, Quevedo F: jhep 03, 007 (2005)

”Systematics of moduli stabilisation in CY flux compactification”

• Joseph P. Conlon, Fernando Quevedo and Kerim Suruliz: jhep 08, 007 (2005)

”Large-volume flux compactifications: moduli spectrum and D3/D7 soft su-

persymmetry breaking”

T2¿LVS

5.6.1 Large volume scenario

• 基本モデル

– IIB型理論のno scale ISD CYフラックスコンパクト化において，Kähler

ポテンシャルに対する α13補正を考慮 ñ 複素モジュライ固定

• CYの位相についての制限：h2,1 ą h1,1 ą 1

• α13補正＋非摂動論効果（インスタントン/gaugino凝縮): ñ Kählerモジュ
ライの安定化

CYの体積V が大きい極限で，ポテンシャルV は負からゼロに近づき，Kähler

モジュライ ρj “ bj ` iτj の 1つ j “ s以外は τj „ V 2{3に従って増大，τs „

logpV qとなる方向でポテンシャルが最小点をもつ．

ñ 超対称性の敗れた adS真空

• 反D3ブレイン/magnetized D7ブレーンによりMinkowski真空（ないし dS

真空）を実現．
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5.6.2 Kählerポテンシャルに対するα13補正

II型超弦理論の低エネルギー極限の α1展開の最初の補正は α13次で現れる:

SIIB “ Sb,0 ` α13Sb,3 ` α14Sb,4 ` ¨ ¨ ¨ ` SCS ` Sl,0 ` α12Sl,2 ` ¨ ¨ ¨ . (5.6.1)

ここで，Sb,0と SCSは通常の作用積分, Sl,0は最低次のブレーン作用積分：

Sb,0 “
1

p2πq7α14

ż

d10x
?

´g

„

e´2ϕpRs ` 4p∇ϕq2q ´
1

2
F 2
1 ´

1

2 ¨ 3!
G3 ¨ Ḡ3 ´

1

4 ¨ 5!
F̃ 2
5

ȷ

,

(5.6.2a)

SCS “
1

4ip2πq7α14

ż

eϕC4 ^ G3 ^ Ḡ3, (5.6.2b)

Sl,0 “
ÿ

sources

ˆ

´

ż

dp`1ξTpe
´ϕ

?
´g ` µp

ż

Cp`1

˙

. (5.6.2c)

リーディングの補正は一般に次の形をもつ（完全には決定されていない）：

Sb,3 „
α13

α14

ż

d10x
?

´g
”

R4 ` R3
`

G2
3 ` F 2

5 ` p∇τq2 ` ∇2τ
˘

`R2ppDG3q
2 ` pDG5q

2 ` G4
3 ` ¨ ¨ ¨ q ` RpG6

3 ` ¨ ¨ ¨ q ` G8
3 ` ¨ ¨ ¨

ı

.(5.6.3)

これらのうち，10次元でR4に比例する項が 4次元有効理論においてKählerポ
テシャルにα13の補正を生み出し，その具体的な形は次の式で与えられると予想さ
れている：．

K “ Kcs ´ 2 ln

ˆ

V ´
χpY q

8p2πq3
f

p0,0q

3{2 pτ, τ̄q

˙

. (5.6.4)

ここで，

f
p0,0q

3{2 pτ, τ̄q “
ÿ

pm,nq‰p0,0q

e´3ϕ{2

|m ` nτ |2

“
2ζp3q

e3ϕ{2
`

2π2

3
eϕ{2 ` instanton terms. (5.6.5)

KKLTとの比較

Kählerモジュライが体積モジュライ ρのみの場合，

V “
5

6
t3 “

?
2

3
?
5
σ3{2 pσ “ ´ipρ ´ ρ̄q{2q (5.6.6)

より，V " ξで

V « eK

«

4σ2

3
a2|A|2e´2aσ ´ 4a|WAa|e´aσ `

3
?
5ξ|W |2

?
2g

3{2
s σ3{2

ff

(5.6.7)
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図 5.2: CP 4r1, 1, 1, 6, 9sLVCで得られる２次元セクターでのポテンシャル．a1 “

2π,A1 “ 1,W0 “ 10

となる．ここで，

ξ “ ´
ζp3q

2p8πq3
χpY q. (5.6.8)

よって，V が大きい極限および小さい極限の両方で，最後の補正項が支配的とな
る．これは，KKLTモデルが妥当でないことを意味する．CYに対し，

χpY q “ 2ph1,1 ´ h2,1q (5.6.9)

なので，h2,1 ą h1,1なら ξ ą 0.

例：CP 4r1, 1, 1, 6, 9sの複素超曲面

例として，１８次の射影代数多様体CP 4r1, 1, 1, 6, 9sの複素超曲面 Y で表される
CYを考えると，モジュライの数は，h1,1 “ 2, h2,1 “ 272である (χpY q “ ´540)．
このCY族の中で Γ “ Z6 ˆ Z18不変性を持つものに限定すると，複素構造モジュ
ライは ϕと ψの 2個になる：

Y : z181 ` z182 ` z183 ` z34 ` z35 ´ 18ψz1z2z3z4z5 ´ 3ϕz61z
6
2z

6
3 “ 0 (5.6.10)

を考える．体積は

V “
t2
2

pt21 ` 6t1t2 ` 12t22q (5.6.11)
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図 5.3: 図 5.2の極小点を通る直線 x “ xmおよび v “ vm上でのポテンシャル

と書けるので，

τ1 “
1

2
t21, τ2 “

1

2
pt1 ` 6t2q

2, (5.6.12)

V “
1

?
2

pτ
3{2
2 ´ τ

3{2
1 q. (5.6.13)

一方，すべての複素モジュライが固定されているとして，超ポテンシャルは

W “ W0 ` A1e
´pa1{gsqT1 ` A2e

´pa2{gsqT2 . (5.6.14)

よって，ポテンシャルは V の大きい極限 τ2 " τ1 „ 1で

V “
λ

V
x1{2e´2x ´

µ

V 2
xe´x `

ν

V 3
, (5.6.15)

x “ a1t1{gs, (5.6.16)

λ “ 24
?
2a

3{2
1 |A1|2, µ “ 4|A1W |, ν “

3

4
ξ|W |2 (5.6.17)

このポテンシャルは，一般に

x “ xm „

ˆ

4νλ

µ2

˙2{3

, V “ Vm „
µ

2λ

?
xme

xm (5.6.18)

で最小値を取る．例えば

ξ “ 1.3084 ¨ ¨ ¨ , a1 “ 2π, A1 “ 1, W0 “ 10 (5.6.19)

に対して，

xm “ 26.15, Vm “ 4.245 ˆ 1010 ñ Vm “ 2.4517 ˆ 10´32. (5.6.20)
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Reference

• Denef F, Douglas MR, Florea B: jhep0406, 034 (2004)

“Building a Better Racetrack”

5.6.3 質量スペクトル

KKモードと複素構造モジュライ ストリングスケールを

ms “
1

ℓs
; ℓs “ 2π

?
α1 (5.6.21)

とおくと，Rs “ R{ℓs, Vs “ V {ℓ6sとして，

M2
P “

4πVs
g2sℓ

2
s

ñ ms “
gs

?
4πVs

MP (5.6.22)

より

• stringy excitations:

m2
S “

n

α1
ñ mS „ 2πms (5.6.23)

• KK modes:

m2
KK “

n2

R2
`
w2R2

α12
ñ mKK „

ms

Rs

«
2πms

V 1{6
s

, mW „ p2πq2Rsms (5.6.24)

• complex structure moduli:

mcs “ Op1q
gsNms

?
Vs

(5.6.25)

ここで，N はフラックスの大きさ（量子数）である．

Kählerモジュライとフェルミ粒子 (CP 4r1, 1, 1, 6, 9sモデル）
Kählerモジュライの質量は

mτ2 “ Op1q
g2sW0

?
4πV 3{2

s

MP , (5.6.26a)

mb2 « e´a2τ2 „ expp´34V 2{3
s q, (5.6.26b)

mτ1 “ Op1q
a1gsW0
?
4πVs

MP , (5.6.26c)

mb1 “ Op1q
a1gsW0
?
4πVs

MP . (5.6.26d)
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表 5.1: CP 4r1, 1, 1, 6, 9sによるコンパクト化のモジュライ質量スペクトルの V 依
存性

表 5.2: LVCでのモジュライ質量スペクトルの例
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5.1にあるように，一般に体積モジュライに付随するアクシオンは非常に小さな質
量をもつ．
フェルミ粒子の質量は

m3{2 “ eK{2|W | “
g2s |W0|
?
4πVs

MP , (5.6.27a)

mτ̃1 «
a1g

2
s |W0|

Vs
MP , (5.6.27b)

mτ̃2 « 0 : Goldstino, (5.6.27c)

mϕ̃ « mτ̃
g2s |W0|

Vs
MP . (5.6.27d)

ここで，最後の２つは，dilatinoおよび複素構造モジュライに付随するフェルミ粒
子．また，Goldstinoは gravitinoに食われて質量を与える．

5.6.4 Kählerモジュライインフレーション

概要 Kählerモジュライが 3個以上存在する LVSでは，小体積サイクルに対する
Kählerモジュライのアクシオンが分数ベキの Starobinskyタイプのポテンシャル
const ´ c expp´kϕ4{3qをもつ．分数ベキのため，インフレーションタイプは small

field型となる（ϵ „ 10´12)．

References

• Conlon, JP, Quevedo F: jhep0601, 146 (2006) [hep-th/0509012]

”Kähler moduli inflation”

仮定

1. IIB型 SSTの Large volume fluxed CY コンパクト化

2. CYは，h2,1 ą h1,1 ě 3を満たす．

3. Kählerモジュライの small cycle moduliの一つTsが他のモジュライと decou-

ple:

κsij “ κssi “ 0 pi, j ‰ sq (5.6.28)

帰結

1. τs(T “ b` iτ)が Starobinski型ポテンシャルを生み出し，スローロルインフ
レーションを起こす．
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2. 観測的予言は

Vs “ 105 „ 107, (5.6.29a)

Hinf „ 1013GeV, (5.6.29b)

ns » 1 ´
2

N
“ 0.960 „ 0.967, (5.6.29c)

dns
d ln k

» ´p6 „ 8q ˆ 10´4, (5.6.29d)

ϵ ă 10´12. (5.6.29e)

モデル 複素構造モジュライとディラトンは安定化しているとして，Kählerモジュ
ライ Tj “ τj ` ibjのみを考える：

V “ α

˜

τ
3{2
1 ´

n
ÿ

i“2

λiτ
3{2
i

¸

, (5.6.30a)

K “ Kcs ´ 2 ln

ˆ

V `
ξ

2

˙

; ξ “ ´
ζp3qχpY q

2p2πq3
, (5.6.30b)

W “ W0 `

n
ÿ

j“1

Aje
´ajTj . (5.6.30c)

ポテンシャルは

V “
ÿ

j

8a2jA
2
j

?
τj3αλjV e´2ajτj ´

ÿ

j

4ajAjτjW0

V 2
e´ajτj `

3ξW 2
0

4V 3
(5.6.31)

V を固定したとき，τjについて極値を取る条件は

a
3{2
j AjV

3αλjW0

“
1 ´ xj
1 ´ 4xj

?
xje

xj ; xj “ ajτj. (5.6.32)

この条件下で

V “ Vnp » ´
3W 2

0

2V 3

«

n
ÿ

j“2

λjα

a
3{2
j

plnV q3{2 ´
ξ

2

ff

. (5.6.33)

このポテンシャルに IASD fluxによるアップリフトを施して，極小点で V “ 0と
する：

V “ Vnp `
γW 2

0

V 2
. (5.6.34)

インフレーション τnのみが安定化していない初期条件を考えると，

V » V0 ´
4anτnAnW0

V 2
e´anτn . (5.6.35)
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τnの運動項を正規化すると

ϕ “

c

4λ

3V
τ 3{4
n (5.6.36)

より，

V » V0 ´
4AnW0

V
cϕ4{3e´cϕ4{3

, (5.6.37)

c “ an

ˆ

3V

4λ

˙2{3

. (5.6.38)

これより，cϕ4{3 " 1のとき，

N «
9V

4c2ϕ2B
ecϕ

4{3

, (5.6.39a)

ns ´ 1 » 1 ´
2

N
, (5.6.39b)

ϵ »
9

32N2
ϕ4{3, (5.6.39c)

ξ ” MP
V 1V 3

V 2
« ´

2

N2
. (5.6.39d)

5.6.5 LVSの問題点

1. Gravitino mass problem. KKLTでは，一般にH À m3{2となるため，low

scale SUSY breaking m3{2 „ 1TeVを仮定すると，インフレーションスケー
ルが非常に低くなる．LVSでは，この制限はさらに強くなり，H À m

3{2
3{2と

なる．m3{2 „ 1TeVだと，H À 10keVとなる．この問題は，KKLTの場合，
racetrack型モデルでの fine tuningにより (KLモデル [Kallosh, Linde 2004,

2007]), また LVSの場合は，inflation pt型 small field インフレーションと
run away型再加熱（前加熱）を組み合わせた特殊なモデルでは回避できる
[Conlon JP et al 2008]．

2. Runaway problem: flux CY コンパクト化では，V Ñ 0でポテンシャルが必
ずゼロとなる．

References

• Kallosh R, Linde A:jhep12, 004(2004)[hep-th/041101]

”Landscape, the scale of SUSY breaking, and inflation”

• ibid: jcap04,017 (2007)[0704.0647]

”Testing String Theory with CMB”
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• Conlon JP, Kallosh R, Linde A, Quevedo F: jcap 09, 011 (2008)

”Volume Modulus Inflation and the Gravitino Mass Problem”
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§5.7
Kähler uplifting

概要 IIB理論のフラックスコンパクト化において，α1補正とＮＰ補正の双方を考
慮すると，安定な極小臨界点が adSから dSに連続的につながる系列を作ることが
できる．特に，D̄3や磁荷D7ブレーンによるD項を使わずに dS真空が実現可能
である．

References

• Westphal A: JHEP 03, 102 (2007) 102 [hep-th/0611332]

”De Sitter string vacua from Kähler uplifting”

• Rummel M, Westphal A: jhep01, 02 (2012)

”A sufficient condition for de Sitter vacua in type IIB string theory”

Model

• IIB SSTのCYコンパクト化+3-form flux ＋ α13-補正 ＋NP効果

• CY: h2,1 ą h1,1

• N " 1: N は gaugino condensateを起こしているD7ブレーンの枚数で，対
応するゲージ場は SUpNq.

• Kḧaler potential

K “ ´2 ln

˜

V `
ξ̂

2

¸

´ lnpS ` S̄q ´ ln

ˆ

´i

ż

Y

Ω̄ ^ Ω

˙

, (5.7.1)

W “ W0 `
ÿ

i

Aie
´aiTi ; W0 “

1

2π

ż

Y

Gr3s ^ Ω, (5.7.2)

ξ̂ “ ´
ζp3qχpY q

4
?
2p2πq3

pS ` S̄q3{2 “ ξe´3ϕ{2 (5.7.3)
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図 5.4: CP 4r1, 1, 1, 1, 1sの divisorへのFCYCのKähler uplifingで得られるポテン
シャル．a “ 2π{100, A “ 1,W0 “ ´32.35, ξ̂ “ 7.98

5.7.1 例：CP 4r1, 1, 1, 1, 1sのdivisor

CP 4r1, 1, 1, 1, 1sにおいて，
z51 ` ¨ ¨ ¨ z55 “ 0 (5.7.4)

により定義されるCYに対して，

h1,1 “ 1, h2,1 “ 101, χ “ ´200, κ “ 5, ξ “ 0.4845 (5.7.5)

1. 複素構造モジュライとディラトンを固定した場合

ポテンシャルは

V ptq “ eK
”

KT T̄
␣

a2A2e´2at ´ 2Re paAe´atW̄ K̄T q
(

` Uα1

ı

, (5.7.6)

Uα1 “ 3ξ̂
V 2 ` 7ξ̂V ` ξ̂2

pV ´ ξ̂qpξ̂ ` 2V q2
|W |2, (5.7.7)

V “ γpT ` T̄ q3{2 “ γp2tq3{2 “
?
6κt3{2, (5.7.8)

KT T̄ “ γ´4{3V
1{3p4V 2 ` ξ̂V ` 4ξ̂2q

12pV ´ ξ̂q
. (5.7.9)

このポテンシャルは次の scaling propertyをもつ：

a Ñ λ´1a pN Ñ λNq, t Ñ λt, ξ̂ Ñ λ3{2ξ̂ ñ V Ñ λ´3V. (5.7.10)
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図 5.5: CP 4r1, 1, 1, 1, 1sFCYCのKähler uplifingで得られるポテンシャル．

dS極小点の例

A “ 1, a “ 2π{10,W0 “ ´1.7, ξ̂ “ 0.4 ñ Vm « 2,

A “ 1, a “ 2π{100,W0 “ ´1.7, ξ̂ “ 79.8 ñ Vm « 376, Tm « 49, pξ̂{p2V qqm » 0.1,

A “ 1, a “ 2π{100,W0 “ ´32.35, ξ̂ “ 7.98 ñ Vm « 376, Tm « 43, pξ̂{p2V qqm » 0.01

2. Kählerモジュライとディラトンを動かした場合

W0を

W0 “ C1 ´ C2S; C1 “
1

2π

ż

Y

F ^ Ω, C2 “
1

2π

ż

Y

H ^ Ω (5.7.11)

とおく．
C1 “ ´13.743, C2 “ 1.4, A “ 1, a “ 2π{100のとき，極小点は

t « 33.3, s « 7.9, τ “ σ “ 0 (5.7.12)

モジュライの質量は

m2
s « 10´5, m2

σ « 5 ¨ 10´6, m2
t « 6 ¨ 10´8, m2

τ « 1.4 ¨ 10´7. (5.7.13)
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表 5.3: h1,1 “ 1となるCYの例

5.7.2 dS極小点が存在する条件

複素構造モジュライとディラトンが固定されたときのポテンシャルは，極点付
近で

V ptq »
3aA2 ` a2A2t

6γ2t2
e´2at `

aAW0

2γ2t2
e´at `

3W 2
0 ξ̂

64
?
2γ3t9{2

«
´W0a

3A

2γ2

ˆ

2C

9x9{2
´
e´x

x2

˙

(5.7.14)

と近似される．ここで，x “ atおよび

C ”
´27W0ξ̂a

3{2

64
?
2γA

. (5.7.15)

これより，

• C ă C1 » 3.65 : adS極小点

• C1 ă C ă C2 » 3.89: dS極小点

• C2 ă C: 極小点なし．

となる．
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図 5.6: CP 4r1, 1, 1, 1, 1sFCYCの Kähler uplifingで得られるポテンシャルのパラ
メータCへの依存性．

§5.8
Monodromy Inflation

概要 String理論において，super-Planck excursionを自然な形で可能にし，large

field inflationを実現する強力なアイデア．周期性をもつモジュライ変数が，ブレー
ンやフラックスとの相互作用によりmonodromy的非周期性を獲得するというフ
レームワーク．

5.8.1 IIA理論におけるモジュライ安定化

概要 IIA理論では，IIB理論と異なり，量子効果を用いない純粋の古典的なフラッ
クスコンパクト化ですべてのモジュライが安定化される例が存在する．

References

• Scherk J, Schwarz H: NPB153, 61 (1979)

How to get masses from extradimensions”

• Grimm TW, Louis J: NPB718, 153 (2005)

”The effective action of type IIA Calabi-Yau orientifolds”
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• O DeWolfe, A Giryavets, S Kachru, W Taylor: jhep07, 066 (2005)

”Type IIA moduli stabilization”

• Derendinger JP, Kounas C, Petorpoulos PM, Zwirner F: NPB715, 211 (2005)

”Superpotentials in IIA compactifications with general fluxes”

• Villadoro G, Zwirner F: jhep 06, 047 (2005)

”N “ 1 effective potential from dual type-IIA D6/O6 orientifolds with gen-

eral fluxes”

IIA理論では，フラックスのみですべてのモジュライが安定化される場合がある．

1. DGKTモデル

[O DeWolfe, A Giryavets, S Kachru, W Taylor (2005)]

• 理論：Massive IIA

• コンパクト化：Y “ T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2
3 orientifold

[Dixon IJ,Harvey JA, Vafa C, Witten E: NPB261, 678 (1985)]

– T 3: zi „ zi ` 1 „ zi ` α (α “ eiπ{3).

– T 3{Z3: orbifold

T : pz1, z2, z3q Ñ pα2z1, α
2z2, α

2z3q (5.8.1)

この orbifoldは２７個の不動点をもち，CY(χ “ 72)の特異極限．

– T 3{Z2
3: free action Qによる同一視

Q : pz1, z2, z3q Ñ

ˆ

α2z1 `
1 ` α

3
, α4z2 `

1 ` α

3
, z3 `

1 ` α

3

˙

(5.8.2)

この orbifoldは 9個の Z3 特異点をもち，CY(χ “ 24)の特異極限で，
h2,1 “ 0, h1,1 “ 12. h1,1のうち 9個は blow up modulas, 残り３個は幾
何学的なKählerモジュライ．

– Orientifolding O “ Ωpp´1qFLσ

σ : zi Ñ ´z̄i (5.8.3)

Orientifold plane O6は T 6の yi方向の T 3に巻き付く．
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• モジュライ：Kähler 3個 + axio-dilaton

ψj “ bj ` ivj pj “ 1, ¨, 4q, (5.8.4a)

V “ v1v2v3, (5.8.4b)

v4 “
1

?
2
e´ϕ

?
V . (5.8.4c)

ここで，vjはトーラスT 2
j のサイズ，bj(j “ 1, 2, 3)はB2 “

ř3
j“1 bjwj (wj9idz

j^

dz̄jより，b4はCr3s “ b4α0より生じる:

Ω “ 31{4idz1 ^ dz2 ^ dz3 “
1

?
2

pα0 ` iβ0q. (5.8.5)

• Kählerポテンシャル

K “ ´ lnp8V 3e4ϕq “ ´ lnp32v1v2v3v
4
4q. (5.8.6)

• Flux H3, F2, F4, F6 ñ W

W “
f6
?
2

`

3
ÿ

i“1

f4,i
?
2
ψi ´

f0
?
2
ψ1ψ2ψ3 ´ 2f3ψ4. (5.8.7)

ここで f6, f4,i, f0, f3はフラックスの強度を表す整数で，次の量子化条件を満
たす

f0f3 “ ´2. (5.8.8)

この超ポテンシャルは，Kählerポテンシャルを一定に保つ変数の変換

ψi Ñ
C

|f4,i
ψi pi “ 1, 2, 3q, (5.8.9a)

ψ4 Ñ
C

|f3|
ψ4 `

1

2
?
2

f6
f3
, (5.8.9b)

C “

b

|f0|´1|f4,1f4,2f4,3| (5.8.9c)

により

W “ C

˜

3
ÿ

i“1

f̂4,i
?
2
ψi ´

f̂0
?
2
ψ1ψ2ψ3 ´ 2f̂3ψ4

¸

(5.8.10)

と全体のスケールを除いて連続パラメータを持たない形に書き換えられる．
ここで，f̂˚は f˚の符号である．したがって，すべてのフラックスがゼロで
ないときには，ポテンシャルはフラックスに依存しなくなる．

• SUSY vacuum:このポテンシャルは

δ “ signpf0f4,1f4,2f4,3q (5.8.11)

として，δ “ ´1の時に超対称な adS臨界点をもつ：

f̂4,1ψ1 “ f̂4,2ψ2 “ f̂4,3ψ3 “ i

c

5

3
, f̂3ψ4 “ i

2

3

c

10

3
. (5.8.12)
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2. VZ model

[Viladoro G, Zwirner F (2005); Derendinger JP, Kounas C, Petorpoulos PM,

Zwirner F (2005)]

• 内部空間：Y “ T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2 ˆ Z2{O

２つの Z2変換は, zj “ x2j`2 ` ix2j`3(j “ 1, 2, 3)とするとき,

Z2 : pz1, z2, z3q Ñ p´z1,´z2, z3q, (5.8.13a)

Z 1
2 : pz1, z2, z3q Ñ pz1,´z2,´z3q (5.8.13b)

• Orientifold変換O “ Ωpp´1qFLR:

R : pz1, z2, z3q Ñ p´z̄1,´z̄2,´z̄3q (5.8.14)

各場のパリティは
ϕ B C1 C3

p´1qFL ` ` ´ ´

Ωp ` ´ ` ´

• 変換で不変なバルクスカラ場

– dilaton: ϕ

– Kähler moduli: tA (A “ 1, 2, 3)

– CS moduli: uA (A “ 1, 2, 3)

– axion fields:

B45, B67, B89 ñ τApA “ 1, 2, 3q, (5.8.15a)

C579;C568, C478, C469 ñ σ; νApA “ 1, 2, 3q (5.8.15b)

ここで，

ds2pMq “
1

ŝ
g̃µνpxqdxµdxν `

3
ÿ

A“1

tA

ˆ

ûApdx2j`2q2 `
1

ûA
pdx2j`3q2

˙

,(5.8.16a)

e´2ϕ “
ŝ

t1t2t3
, ŝ “ s2û1û2û3, (5.8.16b)

ui “

?
ŝû1û2û3
ûi

, (5.8.16c)

B45|67|89 “ τ1|2|3, (5.8.16d)

C579 “ σ, C568|478|469 “ ´ν1|2|3 (5.8.16e)

• Chiral modui variables

S “ s ` iσ, TA “ tA ` iτA, UA “ uA ` iνA. (5.8.17)
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• Kählerポテンシャル

K “ ´ lnY ; Y “ st1t2t3u1u2u3 “ 3´4ϕV 3. (5.8.18)

• BG fluxes

– H3-flux: Hp0q “ H468, H
1|2|3|

p1q
“ H578|569|479

– geometrical flu fabc:

ω
1|2|3
p1q

“ f597|759|975, (5.8.19a)

ω
1|2|3
p2q

“ f586|748|964, (5.8.19b)

pωABp3q q “

¨

˚

˝

0 f 4
96 f 4

87

f 6
49 0 ff 6

58

f 8
74 f 8

65 0

˛

‹

‚

(5.8.19c)

– RR-flux:

∗ F0: Fp0q

∗ F2: F
1|2|3
p2q

“ F45|67|89

∗ F4: F
1|2|3
p4q

“ F6789|8945|4567

∗ F6: dual to Fµνλσ “ F p6qϵµνλσpXq

• Super potetial

W “
1

4

ż

Y

G ^ eiJ
c

´ ipH ´ if ˝J cq ^ Ωc. (5.8.20)

ここで，

J c “ J ` iB; J “
i

2

3
ÿ

A“1

dzA ^ dz̄A, (5.8.21a)

Ωc “ Re pieϕΩq ` iCr3s; Ω “ dz1 ^ dz2 ^ dz3, (5.8.21b)

pf ˝J cqabd “ f ebaJ
c
ed. (5.8.21c)

具体的には

J c45|67|b9 “ T1|2|3, (5.8.22a)

Ωc
579 “ S, Ωc

568|478|469 “ ´U1|2|3 (5.8.22b)
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なので，

4W “

3
ÿ

A“1

pωAp1qTAUA ´ ωAp2qSTAq ´

3
ÿ

A,B“1

ωABp3q TAUB

`

3
ÿ

A“1

piFA
p4qTA ´ FA

p2qTBTCq ` Fp6q ´ iFp0qT1T2T3

`ipHp0qS ´

3
ÿ

A“1

HA
p1qUAq. (5.8.23)

• SUSY adS minimum: 理論が３つの T 2の入れ替えについて対称で，BG flux

が条件

1

9
Fp6q “ ´t20Fp2q “

t0u0
6
ωp1q “

s0t0
2
ωp2q “

t0u0
6
ωp3q “ p, (5.8.24a)

t0
2
Fp4q “

t30
5
Fp0q “ ´

s0
2
Hp0q “

u0
2
Hp1q “ q (5.8.24b)

を満たすとき，KとW は

K “ ´ lnpst4u3q, (5.8.25a)

W “
p

4

!

906pŜ ` 3ÛqT̂ ` 3T̂ 3
)

`
iq

4

!

´2pŜ ` 3Ûq ` 9T̂ ´ 5T̂ 3
)

(5.8.25b)

となり (T̂ “ T {t0, Û “ U{u0, Ŝ “ S{s0)，安定な超対称 adS最小点をもつ:

S “ s0p1 ´ 3iaq, TA “ t0, UA “ u0p1 ` iaq. (5.8.26)

ここで，aは任意の実数である．したがって，ポテンシャルは aの変化する
方向に flat directionをもつ．

5.8.2 IIA理論でのdS真空

概要 Massive IIAを pNil{Γq2の orientifoldにコンパクト化．モジュライは，g „

eϕV 1{4, e6σ „ V およびNil{Γのねじれたトーラスの 2つの周期L1, L2. ポテンシャ
ルとして，RpY q Ñ VR, pO6, H3, F0q Ñ VOHm0 , F6 Ñ VF6 , KK5 braneÑ VKK5を
考慮すると，安定な dS真空が存在．

References

• Silverstein E: prd 77, 106006 (2008)

”Simple de Sitter solutionS”

目次へ



第 5章 *インフレーションによる究極理論探査 126 目次へ

モデル

• 内部空間：Y “ Nil3 ˆ Ñil
3
{Γ{O

ℓ´2
s ds2pMq “ gpNilq ` gpÑilq; (5.8.27a)

gpNilq “ L2
1pη1q2 ` L2

2pη
2q2 ` L2

xpη3q
2, (5.8.27b)

η1 “ du1, η2 “ du2, η
3 “ dx `

M

2
pu1du2 ´ u2u1q. (5.8.27c)

コンパクト化に用いる離散群 Γは各Nilについて，次の３つの等長変換によ
り生成される：

tx : px, u1, u2q Ñ px ` 1, u1, u2q, (5.8.28a)

t1 : px, u1, u2q Ñ
`

x ´ M
2
u2, u1 ` 1, u2

˘

, (5.8.28b)

t2 : px, u1, u2q Ñ
`

x ` M
2
u2, u1, u2 ` 1

˘

. (5.8.28c)

これらの変換は次の関係式を満たす：

t1t2t
´1
1 t´1

2 “ tMx (5.8.29)

また，orientifoldingはO “ Ωpp´1qqFLR:

R : Nil ˆ Ñil Q pX, X̃q Ñ pX̃,Xq (5.8.30)

これより，

π1pY q “
@

γ1 “ t1t̃1, γ2 “ t2t̃2, γx “ txt̃x; γ1γ2γ
´1
1 γ´1

2 “ γMx
D

,(5.8.31a)

H1pY,Zq “ xγ1, γ2, γx;Mγx “ 0y – Z ` Z ` ZM , (5.8.31b)

H1pY,Rq – R2. (5.8.31c)

• モジュライ: g, L, L1, L2, σ

ds2pMq “ gpX4q ` gpY6q, (5.8.32a)

eϕ “ gse
ϕ̃, (5.8.32b)

V “ L6{2 “ L2
1L

2
2L

2
x{2 “ pL6

0{2qe6σ, (5.8.32c)

g “
eϕ

L3{2
“

gs

L
3{2
0

eϕ̃´3σ, (5.8.32d)

gEpX4q “ e6σ´4ϕ̃gspX4q. (5.8.32e)

• stringフレームのポテンシャル Vsと Einsteinフレームでのポテンシャル V

の関係：

Vs “ ´
1

2ℓ4s

ż

Y

e´2ϕRspY q ` ¨ ¨ ¨ (5.8.33)

に対して，

V “ m4
pl

e4ϕ

pL6{2q2
Vs. (5.8.34)
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• 曲率

RspY q “ ´
L2
xM

2

ℓ2sL
4
u

; L2
u “ L1L2 ñ VR “ m4

pl

g2L2
xM

2

2L6
. (5.8.35)

• Orientifold plane O6 とH3フラックス

– O6 plane tension

VO6 “ ´23πg3. (5.8.36)

– Tadpole cancelation for H3:

m0

ż

Σ3

H “ ´2
?
2µ6κ

2nO6. (5.8.37)

ここで，orientifold projectionで残るH3は

H3 “ p1pη1 ^ η2 ^ η3 ´ η̃1 ^ η̃2 ^ η̃3q

`p2pη̃1 ^ η2 ^ η̃3 ´ η1 ^ η̃2 ^ η3q

`p3pη1 ^ η̃2 ^ η̃3 ´ η̃1 ^ η2 ^ η3q (5.8.38)

量子化条件

m0 “
f0

2
?
2πℓs

; f0 P Z, (5.8.39a)

pi “ ´h3 ip2πq2ℓ2s; h3 i P Z (5.8.39b)

を考慮すると，tadpole相殺条件は

f0h3 i 2 ñ f0 “ 1, h3,i “ h3 “ 2. (5.8.40)

よって，O6, H3および F0のポテンシャルへの寄与は

m´4
pl VOHm0 “

3p2g2

2ℓ4sL
6

´
2
?
2

ℓs
|m0p|g3 `

ℓ2sm
2
0g

4L6

4
. (5.8.41)

• F6 フラックス

F6 “ ℓ5sKη
1 ^ η2 ^ η3 ^ η̃1 ^ η̃2 ^ η̃3, (5.8.42)

K “ f6p2πq5{
?
2; f6 P Z, (5.8.43)

VF6 “ m4
plg

4 K
2

4L6
. (5.8.44)

• Discrete Wilson line

F̃2 “ dC1 ` m0B, (5.8.45a)

B “
q

M
p2πq2ℓ2sdx ^ dx̃ `

r

M
p2πq2ℓ2spdx ^ η̃1 ´ dx̃ ^ η1q ` ¨ ¨ ¨ ,(5.8.45b)

VBWL “ 4π4m4
plm

2
0ℓ

2
s

´ q

M

¯2

g4 ` ¨ ¨ ¨ . (5.8.45c)
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• KK 5-branes：4次元時空Xおよび Bx ´ Bx̃, Bu1 ` Bu2 ` Bũ1 ` Bũ2に巻きつく
D5ブレーンで，Bx ` Bx̃方向のUp1qに関してKK磁荷をもつ．

VKK5 “ 4￥mpl2g2nK
L
5{2
x

L9{2
. (5.8.46)

• 全ポテンシャル

V “ m4
pl

`

ag2 ´ bg3 ` cg4
˘

; (5.8.47)

a “ M2 L
4
x

2L6
` 4nK

L
5{2
x

L9{2
`

3p2

2ℓ4sL
6
, (5.8.48)

b “
2
?
2

ℓs
|pm0|, , (5.8.49)

c “ ℓ2s

”m2
0

4
L6 ` 4π4m2

0

´ q

M

¯2 L6

L4
x

`

´ r

M

¯2 16π4m2
0L

3

Lx

`

´ r

M

¯4 p2πq8m2
0

L2
x

`
K2

4ℓ12s L
6

ı

. (5.8.50)

このポテンシャルは

δ “
4ac

b2
´ 1 (5.8.51)

で定義される δの最小値が
0 ă δ ă 1{8 (5.8.52)

を満たすことがいえることより，gに関して V ą 0となる極小点をもつ．

• Example: nK “ M “ 10, f6 “ 80, q “ r “ 1 [Silverstein E (2008)]

– Critical point

g » 0.00015 ñ δ “ 0.005359, (5.8.53a)

pL,Lxq “ p15.45, 2.099q ñ V » 2.4 ˆ 10´13. (5.8.53b)

Scaling モジュライ変数を

L “ K1{6L̂, Lx “ M´1{2L̂x, g “ K´1ĝ (5.8.54)
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図 5.7: IIA理論のNilコンパクト化により得られた dS真空の例

とスケールすると，ポテンシャルは次の形に書ける：

V “
m4

pl

K3
ĝ2pâ ´ b̂ĝ ` ĉĝ2q; (5.8.55a)

â “
L̂4
x

2L̂6
` 4nK

K1{4

M5{4

L̂
5{2
x

L̂9{2
`

6p2πq4

L̂6
, (5.8.55b)

b̂ “ 8π, (5.8.55c)

ĉ “
L̂6

32π2
`
π2q2

2

L̂6

L̂4
x

` 2π2
´ r

M

¯2
ˆ

M

K

˙1{2
L̂3

L̂x

`32π6
´ r

M

¯4 M

K

1

L̂2
x

`
1

4L̂6
. (5.8.55d)

5.8.3 Monodromy inflation in IIA

概要 Massive IIA理論の Nilコンパクト化において，適当な Nilの S1に巻きつ
くD4ブレーンを考えると，その別の S1方向の運動に対してモノドロミーが生じ，
D4ブレーンの位置がインフラトンとなる large field インフレーションモデルが構
成できる．

References

• Silverstein E, Westphal A: prd78, 106003 (2008)

“Monodromy in the CMB: Gravity waves and string inflation”
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1. D4ブレーンの作用積分

10次元 IIA理論の Y6 “ Nil{Γ ˆ ĂNil{Γ̃へのコンパクト化において，

x1 “ x ´
M

2
u1u2 (5.8.56)

とおくと，Γを生成する変換 tx, t1, t2は

tx : px1, u1, u2q Ñ px1 ` 1, u1, u2q, (5.8.57a)

t1 : px1, u1, u2q Ñ px1 ´ Mu2, u1 ` 1, u2q, (5.8.57b)

t2 : px1, u1, u2q Ñ px1, u1, u2 ` 1q (5.8.57c)

となるので，Nil{ΓはNil{ xtx, t2y – T 2 ˆ Rを t1で割ったものとなる．
いま，4次元時空X4に広がり，Nil{Γの x1 “ const, u1 “ constで決まる u2方向

のS1に巻き付くD4ブレーンを考える．このS1の長さは，u1の関数 pL2
2 `L2

xM ´

2u21q
1{2となり，|u1|の増大とともに限りなく増大する．D4ブレーンのエネルギー

はこの S1の長さに比例するので，large field inflatonの候補となる．
D4ブレーンが u1方向のみに運動するとすると，D4ブレーンの作用積分

SD4 “ ´

ż

Σ5

d5ξ

p2πq4ℓ5s
e´ϕ

a

detpG ` Bq `
1

p2πq4ℓ5s

ż

Σ5

Ce´B`2πℓ2sF (5.8.58)

は，

SD4 “
1

p2πq4gsℓ4s

ż

d4x
?

´g4

b

pL2
2 ` L2

xM
2u21q p1 ´ ℓsL2

1 9u21q (5.8.59)

となる．これを 9u1について展開し 2次まで取り，運動項の正規化のために，変換

dϕ

du1
“

L
3{2
u β´1{4

p2πq2
?
gsℓs

ˆ

1 `
M2L2

x

βL2
u

u21

˙1{4

(5.8.60)

を行うと，

SD4 “

ż

d4x
?

´g4

ˆ

1

2
9ϕ2 ´ VD4pϕq

˙

; (5.8.61)

VD4 “
β1{2Lu

p2πq4gsℓ4s

ˆ

1 `
M2L2

x

βL2
u

u1pϕq2
˙1{2

(5.8.62)

を得る．ここで，
β ” L2{L1, L2

u “ L1L2 (5.8.63)

2. ポテンシャルの振る舞い

ϕcrを
ϕcr

mpl

« p2πq3{2β1{4 g
1{2
s L3{4

?
2ML

9{4
x

(5.8.64)

とすると，
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• ϕ ! ϕcrのとき：

VD4 »
1

2
m2ϕ2; m2 “

M2L4
x

ℓ2sL
6
. (5.8.65)

Nilコンパクト化におけるモジュライポテンシャルのうち，曲率項の寄与を

Vmod,R » m4
pl

p2πq7

4
g2
M2L2

x

L6
(5.8.66)

とすると，

VD4 „

ˆ

ϕ

mpl

˙2

Vmod,R (5.8.67)

より，ϕ Á mplの領域でこの近似が成り立つとすると，D4ブレーンのエネ
ルギーがモジュライ安定化に大きく影響することになる．したがって，次の
ϕ " ϕcrの領域までブレーンのモジュライ安定化への影響が無視して上記の
ポテンシャルが使用できるためには，

ϕcr ă mpl (5.8.68)

が要求される．

• ϕ " ϕcrのとき：

ϕ «
M1{2LuL

1{2
x

6π2g
1{2
s ℓsβ1{2

u
3{2
1 (5.8.69)

より，

VD4 » µ10{3ϕ2{3; (5.8.70)

µ10{3 “

ˆ

3

2

˙2{3

p2πq´8{3M
2{3β1{3Lx

ℓ
10{3
s g

2{3
s L

. (5.8.71)

3. 整合性

D4の影響でモジュライ安定化が壊されないための条件 Vmod,Rをモジュライポテ
ンシャルのうち曲率の寄与として，安定化が壊されないための必要条件は

VD4 ă Vmod,R ñ ϕ ă ϕmax „ mpl ˆ p2πq21{2

ˆ

mpl

µ

˙5
M3g3L6

x

8L9
. (5.8.72)

Rescaleしたモジュライ変数で表すと

ϕcr

mpl

„ p2πq3{2β1{4ĝ1{2

ˆ

M

K

˙1{8
˜

L̂

L̂x

¸9{4

, (5.8.73a)

ϕmax

mpl

„
β´1{2

3p2πq3ĝ

ˆ

K

M

˙1{4
L̂

L̂x

´9{2

(5.8.73b)

これより，F6フラックスの大きさKを大きく，または βを小さくなるパラメータ
tuningをすれば，ϕcr{mpl ! 1かつ ϕmax{mpl Á 10という要請が満たされる．
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【Note 5.8.1】 　

• KK5ブレーンの生み出すポテンシャルは

VKK5 „
1

?
β
m4

plg
2ML

5{2
x

L9{2

„
m4

pl

K3

1
?
β

ˆ

K

M

˙1{4
L̂2
x

L̂9{2
ĝ2 „ Vmod,R ˆ

1
?
β

ˆ

K

M

˙1{4
L̂3{2

L̂2
x

(5.8.74)

となるので，K2{βを増大させると，KK5ブレーンのエネルギーが支配的と
なり危険．

• Kallosh-Linde問題

m2
plH

2
inf „ VD4 ă Vmod,R „ m2

plRspY q À m2
plm

2
3{2 (5.8.75)

より
Hinf À m3{2. (5.8.76)

l

D4ブレーンの反作用によるモジュライ極点のずれとインフレーション軌道のずれ
全ポテンシャルは，D4ブレーンがない場合のモジュライ平衡点近傍で展開すると

Vtot “ VmodpLeσq ` VD4pϕ, Leσq

» VmodpLq `
1

2
B2
σVmodσ

2 ` VD4pϕ, Lq

`BσVD4σ `
1

2
B2
σVD4σ

2 (5.8.77)

ここで，
VD4 ! Vmod ! B2

σVmod (5.8.78)

より，

σ «
BσVD4

B2
σVmod ` B2

σVD4

„
VD4

Vmod,R

. (5.8.79)

これを考慮して B2
ϕV を計算すると，

∆η „ η
VD4

Vmod,R

. (5.8.80)

したがって，VD4{Vmod,R ! 1なら，ηへの backreactionは無視できる．
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D4の 6次元内部空間への影響 D4ブレーンが u1の位置にあるとき，D4ブレー
ンは u2方向に一定の間隔でずれながら，x1方向にNw “ Mu1回巻き付いた状態に
ある：

Nw “ Mu1 „
VD4

Vmod,R

2L3
xM

2

p2πq3gs
. (5.8.81)

そこで，Y6においｋて u2, x, x̃方向をKK reductionし，ũ2u1, ũ1上の理論に落と
すと，D4ブレーンの重力ポテンシャルは

ΦD4 „
G7VD4

r
; G7 „ p2πq4

g2sℓ
5
s

L2
xL2

. (5.8.82)

これより，D4ブレーンの曲率の影響領域の半径 rcは rc „ G7VD4. これを Y の半
径と比較すると

rc
L2ℓs

„
VD4

Vmod,R

L3
xM

2

βL3p2πq2
„

VD4

Vmod,R

1

βp2πq2

c

M

K
, (5.8.83a)

rc
L2ℓs

„
VD4

Vmod,R

1

p2πq2

c

M

K
. (5.8.83b)

ここで，
VD4

Vmod,R

9β1{3 (5.8.84)

より，K{M " 1としても βが小さすぎると，内部空間が古典的に扱える条件

rc
L2ℓs

! 1,
rc
L1ℓs

! 1 (5.8.85)

が満たされなくなる．

4. 観測情報からの制限

一般に，V9ϕpのとき，

N »
1

2p

#

ˆ

ϕN
mpl

˙2

´ 1

+

(5.8.86)

より，スカラ曲率ゆらぎの振幅は

∆R »

˜

V 3

12π2m6
plV

12

¸1{2

»
p4{3q1{6

2π
N2{3

ˆ

µ

mpl

˙5{3

. (5.8.87)

COBE規格化では
µobs » 1.6 ˆ 10´3 pN “ 60q. (5.8.88)
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整合性条件を rescaleされたモジュライパラメータで表すと

ϕcr

mpl

„ p2πq3{2γ´1{2 ĝ
1{2

?
2

˜

L̂

L̂x

¸9{4

! 1, (5.8.89a)

ϕmax

mpl

„
γ

3p2πq3ĝ

˜

L̂

L̂x

¸´9{2

ą
ϕN
mpl

, (5.8.89b)

ϕ˚

mpl

„ K9{8γ1{4, (5.8.89c)

∆R „ 602{3 p2πq7{2

25{6
K´3{2γ´1{3ĝ4{3 L̂

1{2
x

L̂3{2
. (5.8.89d)

ここで，

γ ” β´1{2

ˆ

K

M

˙1{4

. (5.8.90)

まず
ϕmax ą 9mpl ñ γ ą 190 pNtotal ą 60q (5.8.91)

また，
∆R „ 5.4 ˆ 10´5 ñ γ1{3K3{2 „ 1.9 ˆ 1010. (5.8.92)

両者より，
K ď 2.3 ˆ 106 ñ f6 À 310. (5.8.93)

および
βM {2 À 0.04 (5.8.94)

これはM “ 1でも β „ 0.04程度の fine tuningが必要であることを意味する．

（注） Silversteinが dS真空を求めたモデルでは，KK5ブレーンは β “ 1に安定
化させる効果をもつ．

【Question 5.8.2】 　 IIA理論のNilコンパクト化において，D4を u2 ´ ũ2方向
に巻き付け，u2 ` ũ2, u1, ũ1の線形結合の方向に動くとする：

u2 “ σ ` cuBptq, ũ2 “ ´σ ` cuBptq, u1 “ auBptq, ũ1 “ buBptq. (5.8.95)

このとき，uB " 1で，VD49ϕ
2{5となることを示せ． l
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5.8.4 Axion monodromy inflation in IIB model

概要 IIB理論におけるDBI作用積分が生み出すD5-B場アクシオン結合，NS5-C

がアクシオン結合を用いると，大振幅で V9ϕとなる大振幅アクシオンインフレー
ションモデルが構成できる．このモデルは，IIA理論のNilコンパクト化に基づく
monodromy influmの T双対と見なすことができる（D4Ø D5/NS5, geometrical

flux Ø B{C場).

References

• McAlister, Silverstein E, Westphal A: prd82, 046003 (2010)

Gravity waves and linear inflation from axion monodromy”

axions IIB理論では、２種類のモデル依存 axionsが生じる：

• B2 “
ř

I bIω
I ñ bI(I “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1)

• Cp “
ř

c
ppq
α ωαrps ñ c

ppq
α (α “ 1, ¨ ¨ ¨ , bp)

ブレーンが存在しないとき、これらの場はシフト対称性をもつ：

ϕa Ñ ϕa ` p2πq2fa (5.8.96)

運動項は一般に、

Skin “
1

2

ż

d4x
?

´g4γ
IJBaI ¨ Baj (5.8.97)

の構造をもつ。ここで、

γIJ “

#

1
6p2πq7g2sℓ

8
s

ş

Y
˚ωI ^ ωJ ; bI

1
6p2πq7ℓ8s

ş

Y
˚ωI ^ ωJ ; cJ

(5.8.98)

これより、

m2
pl “

2

p2πq7
V

g2sℓ
2
s

, V “ VolpY q{ℓ6s “ L6 (5.8.99)

を考慮すると

ϕ2
b „

L2b2

3g2sp2πq7ℓ2s
“

1

6
L2m2

plb
2 ñ fa „

L
?
6
mpl, (5.8.100a)

ϕ2
c „

L2c2

3p2πq7ℓ2s
“

1

6
g2sL

2m2
plc

2 ñ fa „
gsL
?
6
mpl. (5.8.100b)
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Brane-axion 相互作用 DBI作用積分より

D5 : V pbq “
ϵ

gsp2πq5ℓ4s

?
ℓ4 ` b2, (5.8.101a)

NS5 : V pbq “
ϵ

g2sp2πq5ℓ4s

a

ℓ4 ` g2sc
2 (5.8.101b)

両者はS双対変換により互いに移り変わる．いずれのモデルでも、ϕa " mplのとき

V pϕaq « µ3
aϕa (5.8.102)

B-axion IIB理論の CYコンパクト化により、N “ 2の 4D sugraが得られる。
この際のモジュライは、orientifold射影のあと、

• Kähler: TA “ τA ` iθA; θA “
ş

Σ
p4q
A
C4

ñ Tα` : O-even

• Axionic: GI “ g´1
s bI ` ipcI ´ C0b

Iq: O-odd

このとき、

Tα “
3

2
pBvαV ` iθαq ´

3

8
eϕcαIJGIpG ` ḠqJ (5.8.103)

より、Kählerポテンシャルは

K “ ´2 lnpe´3ϕ{2V q “ ´3 ln

ˆ

TL ` T̄L `
3

2
e´ϕcLIJbIbJ

˙

(5.8.104)

となる。このKの b依存性のため、B-axionには η問題が起こりインフラトンと
なれない。

C-axion C-axionとNS5ブレーンの結合の場合、η問題は起こらず、インフラト
ンとなることが可能。ただし、Euclidian D1ブレーンとの相互作用は危険で、抑
制が必要。
例えば、h1,1` “ 2, h1,1´ “ 1となるコンパクト化では、

K “ ´2 lnVE; VE “
L6

g
3{2
s p2πq6

“ pTL ` T̃Lq3{2 ´ rT` ` T̄` `
3

8
gsc`´´pG´ ` Ḡ´q2s3{2,

(5.8.105a)

W “ W0 ` A1e
´a`T` ` ALe

´aLTL (5.8.105b)

に対し、モデルパラメータを

AL “ ´1, A` “ 1, aL “
2π

25
, a` “

2π

3
, W0 “ 3 ˆ 10´2 ˆ W0pKKLTq (5.8.106)
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ととると、モジュライは安定化される：

TL „ 20, T` „ 4, b „ 0. (5.8.107)

さらに、NS5ブレーンとの相互作用

VNS5 “ m4
pl

e4Abottom

p2πq3gsV 2
E

b

v2` ` g2sc
2, (5.8.108)

v2` “
gs
2

"

T` ` T̄` `
3

8
gsc`´´pG´ ` Ḡ´q2

*

, (5.8.109)

ϕc „ mple
Atop

cgs
L2

(5.8.110)

を考慮すると、cはインフラトンとなる。モデルパラメータとして

eAbottom „ 0.04, eAtop „ 1 (5.8.111)

と取ると、巻きつき数はNw „ 70となり、axionのモジュライへの反作用は無視で
きる。

5.8.5 様々な axion monodromy influms

• Stringy realisation

– Baumann D, McAllister L: Inflation and String Theory (CUP, 2015)

review

– Westphal A: IJMPA30, 1530024 (2015) [1409.5350]

• D7-deformation moduli ñ axion

– Arends M, Hebecker A et al: FortPhys. 62, 647 (2014) [1405.0283]

• B-axion

– McAllister L, Silverstein E, Westphal A, Wrase : jhpe09, 123 (2014)

[1405.3652]

– Franco S, Galloni D, Retolaza A, Uranga A: jhep02, 086 (2015) [1405.7044]

• NG flux + Kähler moduli ñ axion

– Hassler F, Lust D, Massai S: [1405.2325]

• Wilson line axion, MSSM D-brane position modulus

– Ibanez LE, Valenzuela I: plb736, 226 (2014) [1404.5235]

目次へ



第 5章 *インフレーションによる究極理論探査 138 目次へ

• F-theory

– Grimm TW: plb739, 201 (2014) [1404.4268]

• CS moduli

– Garcia-Etxebarria I, Grimm TW, Valenzuela I: npb 899, 414 (2015)

[1412.5537]
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§5.9
Non-geometrical flux

5.9.1 T双対変換

References

• Buscher TH: PLB194(1987)59.

“A Symmetry of the String Background Field Equations’‘

• Buscher TH: PLB201(1988)466.

“Path-integral derivation of quantum duality sigma-models’‘

• Bergshoeff E, Hull CM, Ortin T: NPB451(1995) 547.

”Duality in the Type–II Superstring Effective Action“

• Hassan SF: NPB568 (2000) 145.

”T-Duality, Space-time Spinors and R-R Fields in Curved Backgrounds”

1. NS sector

Nonlinear σモデルアプローチ [Buscher TH (1987, 1988)]

ストリング作用積分

S “
1

4πα1

ż

Σ2

d2σ
?
h
“

habgpXqpBaX, BbXq ` ϵabBpXqpBaX, BbXq ` α1p2qRϕpXq
‰

(5.9.1)

において，背景場が k “ Bx方向に不変であるとする：

BxgMN “ BxBMN “ Bxϕ “ 0 (5.9.2)

このとき，この作用積分は次のものと同等である：

S1 “ S0pBaX
x Ñ Vaq `

1

4πα1

ż

Σ2

XxdV (5.9.3)
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この新たな作用積分で，Lagrange multiplier Vaを消去すると（Legendre変換),

Ŝ “ S0pg Ñ ĝ, B Ñ B̂q; (5.9.4)

ĝ “ g´1
xx pdXx ` Bpxqq

2 ´ gxxg
2
pxq ` g1 (5.9.5)

B̂ “ gpxq ^ p´dXx ` Bpxqq ` B1 (5.9.6)

ϕ̂ “ ϕ ´ 1
2
log gxx (5.9.7)

を得る．ここで，

gpxq “
1

gxx
gxIdX

I (5.9.8a)

Bpxq “ IBxB “ BxIdX
I (5.9.8b)

この変換則はBucherルールと呼ばれる．

2. RRセクター

RRセクターのフォーム場

• IIA

F̃2 “ F2 “ dC1, (5.9.9a)

F̃4 “ dC3 ` C1 ^ H3 (5.9.9b)

• IIB

F̃1 “ F1 “ dC0, (5.9.10a)

F̃3 “ dC2 ´ C0H3, (5.9.10b)

F̃5 “ ˚F̃5 : dF̃5 “ H3 ^ F̃3 (5.9.10c)

のT双対変換は，

Fnpxq “ IBxFn “
1

pn ´ 1q!
FxI1¨¨¨In´1dX

I1 ^ ¨ ¨ ¨ dXIn´1 (5.9.11)

とおくとき，

F̃rnspxq “ F̃ 1
rn´1s ´ gpxq ^ F̃rn´1spxq, (5.9.12a)

F̃ 1
rns “ F̃rn`1spxq ` Bpxq ^ F̃rnspxq (5.9.12b)

で与えられる [Bergshoeff E, Hull CM, Ortin T (1995); Hassan SF (2000)].
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5.9.2 Geometrical flux

概要 Nil多様体など，ツィストしたトーラスによるコンパクト化は，ツィストを
一種のフラックスと見なすことにより，広い意味でフラックストーラスコンパク
ト化と見なすことができ，通常のフラックスコンパクト化とＴ双対変換により結
びつく．

Reference

• Kachru S, Shulz MB, Tripathy PK, Trivedi SP: JHEP0303(2003)061

“ New supersymmetric string compactifications”

1. 簡単な例

H3フラックスをもつ直交トーラス

T 3 “ R3{Z3 : px, y, zq „ px ` 1, y, zq „ px, y ` 1, zq „ px, y, z ` 1q;(5.9.13)

ds2 “ dx2 ` dy2 ` dz2, (5.9.14)

B “ Nzdx ^ dy, (5.9.15)

H3 “ dB “ Ndx ^ dy ^ dz; N “

ż

T 3

H3 pp2πq2α1 “ 1q (5.9.16)

に対して，x方向にT双対変換を施すと，

gpxq “ 0, Bpxq “ Nzdy; B1 “ 0 (5.9.17)

より，トーラスはNil多様体に変化し，B場は消える：

ds2 “ pdx ` Nzdyq2 ` dy2 ` dz2 (5.9.18a)

B “ 0 ñ H3 “ 0. (5.9.18b)

このNil多様体の自明でない接続係数をもち，それから作られる 3形式

ω3 “ ωab ^ θa ^ θb “ Nθ1 ^ θ2 ^ θ3 (5.9.19)

の成分は定数となる．この 3形式は geometric fluxと呼ばれる．

2. T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2 orientifold

IIB-1 + O3
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• Geometry

T 6 “ T 2 ˆ T 2 ˆ T 2 Q ppx1, y1q, px2, y2q, px3, y3qq; (5.9.20)

ds2 “

3
ÿ

i“1

“

R2
xipdx

iq2 ` R2
yipdy

iq2
‰

(5.9.21)

• Flux

H3 “ ´N1pdx12 ` dy12q ^ dx3 (5.9.22a)

F3 “ N2pdx
12 ` dy12q ^ dy3 (5.9.22b)

F1 “ F5 “ 0 (5.9.22c)

ここで，N1, N2 P Z.

• Moduli

– Complex structure : h1,2 “ 9 for full.

τj “ iRyj{Rxj pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , 3q, S “ C0 ` ie´Φ (5.9.23)

– Kähler: h1,1 “ 9 for full

ρj “ iRxjRyj pj “ 1, 2, 3q (5.9.24)

• 10D IIB field equations (warping is neglected)

G3 “ F3 ´ SH3 “ pdx12 ` dy12q ^ pN2dy
3 ` N1Sdx

3q (5.9.25)

– Axio-dilaton =const ñ G3 ¨ G3 “ 0 ñ Sτ3 “ N2{N1

– Imaginary self-duality: ˚G3 “ iG3 ñ τ1τ2 “ ´1

– Z2 orientifolding: pxi, yiq ñ p´xi,´yiq ñ N “ 4 Susy, 26 “ 64 O3

+ flux ñ N “ 2 Susy

– RR-tadpole cancelation

ND3 ` Nflux “
1

4
NO3 “ 16;

Nflux “
1

p2πq4pα1q2

ż

Y6

H3 ^ F3 “ 2N1N2{2 “ N1N2 (5.9.26)

• Superpotential

Ω “ pdx1 ` τ1dy
1q ^ pdx2 ` τ2dy

2q ^ pdx3 ` τ3dy
3q

ñ WIIB “

ż

G3 ^ Ω “ ´p1 ` τ1τ2qpN2 ´ N1Sτ3q (5.9.27)
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IIB-1+O3 ñ IIA-2 + O4 x1方向のT変換を施すと

gx1x1 “ R2
x1, gpx1q “ 0, Bpx1q “ N1x

2dx3; B1 “ N1y
2dy1 ^ dx3 (5.9.28)

より、次の IIA理論の oritentifoldコンパクト化を得る：

• Geometry: Nil3 ˆ T 3

ds2 “ R̃2
x1

`

dx1 ` N1x
2dx3

˘2
` R2

x2pdx
2q2 ` R2

x3pdx
3q2 `

3
ÿ

j“1

R2
yjpdy

jq2,(5.9.29)

R̃x1 “ 1{Rx1 (5.9.30)

• Topology: Nilは T 2 ˆ Rを次の変換で同一視したものである：

x2 Ñ x2 ` 1,

˜

x1

x3

¸

Ñ S

˜

x1

x3

¸

; (5.9.31)

S “

˜

1 0

N1 1

¸

:

˜

γ1 Ñ γ1 ` N1γ3
γ3 Ñ γ3

¸

(5.9.32)

これより、
N1γ3 „ 0 ñ H1pY6q – Z5 ‘ ZN1 ñ b1 “ 5 (5.9.33)

Kähler多様体に対しては、h0,1 “ h1,0より b1は偶数となるので、これは Y6
がKähler多様体でないことを意味する。

• Form fluxes

H3 “ ´N1dy
1 ^ dy2 ^ dx3 (5.9.34a)

F2 “ N2dx
2 ^ dy3 (5.9.34b)

F4 “ N2pdx1 ` N1x
2dx3q ^ dy123 (5.9.34c)

• Geometrical flux: 基底

θ1 “ R̃x1pdx
1 ` N1x

2dx3q, θ2 “ Rx2dx
2, θ3 “ Rx3dx

3, ¨ ¨ ¨ (5.9.35)

に対して、接続係数は

ω2
3 “ ´fθ1, ω3

1 “ fθ2, ω1
2 “ fθ3; f “ N1

R̃x1

Rx2Rx3

(5.9.36)

となるので、geometrical fluxは

ωr3s :“
1
2
ωabθ

a ^ θb “ fθ1 ^ θ2 ^ θ3 “ N1R
´2
x1 dx

1 ^ dx2 ^ dx3 (5.9.37)
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• 曲率

R2
3 “ ´3f 2θ2 ^ θ3, R3

1 “ f 2θ3 ^ θ1, R1
2 “ f 2θ1 ^ θ2,(5.9.38a)

R1
1 “ 2f 2, R2

2 “ R3
3 “ ´2f 2, (5.9.38b)

Rs “ ´2f 2. (5.9.38c)

• Moduli

– Axio-dilaton: S̃ “ Rx1S.

– Complex structure: τ̃1 “ iR̃x1{Ry1 “ ´1{ρ1, τ̃2 “ τ2, τ̃3 “ τ3

– Size: ρ̃1 “ iR̃x1Ry1 “ τ1, ρ̃2 “ ρ2, ρ̃3 “ ρ3

– Constraint

ρ̃1τ̃2 “ ´1, R̃x1S̃τ̃3 “ N2{N1 (5.9.39)

• Superpotential

ΩIIA “ η1 ^ η2 ^ η3; ηj “ θj ` τ̃ jθj`3 pj “ 1, 2, 3q, (5.9.40a)

GIIA “ F̃4pxq ` k ^ F2 ´
iR̃x1

gIIAs

´

H3 ` R̃´2
x1 k ^ dk

¯

; k “ gx1 µdx
µ

(5.9.40b)

より、

WIIA “

ż

GIIA ^ ΩIIA “ ´N2p1 ` ρ̃1τ̃2q ` N1N2R̃x1S̃pτ̃3 ` ρ̃1τ̃2τ̃3qp“ WIIBq.

(5.9.41)

IIA-2 + O4 ñ IIB-3 + O5 IIA-2+O4において、y1方向にT変換を施すと、

gpy1q “ 0, Bpy1q “ N1y
2dx3; B1 “ 0 (5.9.42)

より、つぎのような IIB理論のコンパクト化を得る：

• Geometry

ds2 “ R̃2
x1pdx

1 ` N1x
2dx3q2 ` R2

x2pdx
2q2 ` R2

x3pdx
3q2 (5.9.43)

`R̃2
y1pdy

1 ` N2y
2dx3q2 ` R2

y2pdy2q2 ` R2
y3pdy

3q2 (5.9.44)

• Form flux

H3 “ 0 (5.9.45a)

F3 “ ´N2pdx1 ` N1x
2dx3q ^ dy23 ` N2pdy

1 ` N1y
2dx3q ^ dx2 ^ dy3

(5.9.45b)
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• Geometrical flux

ω2
3 “ ´fθ1, ω3

1 “ fθ2, ω1
2 “ fθ3; f “ N1R̃x1{pRx2Rx3q

(5.9.46a)

ω5
3 “ ´gθ4, ω3

4 “ gθ5, ω4
5 “ gθ3; g “ N1R̃y1{pRy2Rx3q

(5.9.46b)

• Superpotential

Ĵ “ iĵij̄η
i ^ ηj̄ ñ Ω̂ “ η1 ^ η2 ^ η3, (5.9.47a)

Ĝ3 “ F̂5pyxq ` k̂pxq ^
ˆ̃F3pyq ´ k̂pyq ^

ˆ̃F3pxq ` k̂pxq ^ k̂pyq ^ F̂1 (5.9.47b)

´ie´Φ̂

c

det
xy
ĵ
´

Ĥ3 ` ĵ´1
xx k̂pxq ^ dk̂pxq ` ĵ´1

yy k̂pyq ^ dk̂pyq

¯

(5.9.47c)

より、

ŴIIB “

ż

Ĝ3 ^ Ω̂ (5.9.48)

5.9.3 Non-geometric flux

概要 H フラックス，幾何学的フラックス F，非幾何学的フラックスR, Qのす
べてを考慮すると，IIA理論のトーラスコンパクト化で得られる 4次元有効理論と
IIB理論から得られる 4次元有効理論は完全に T 双対性で対応するようになる．

Reference

• Wecht B: CQG 24 (2007) S773.

“ Lectures on non-geometrical flux compactifications”

• Shelton J, Taylor W, Wecht B: JHEP0510(2005)085.

“Nongeometric flux compactifications’‘

• Shelton J, Taylor W, Wecht B: JHEP0702(2007)095.

“Generalized flux vacua”

1. Simple example

３次元Nil多様体 (=twisted torus)

ds2 “ pdx ` Nzdyq2 ` dy2 ` dz2, B “ 0 (5.9.49)
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に y方向のT双対変換を施すと

gyy “ 1 ` N2z2, gpyq “
Nz

1 ` N2z2
, Bpxq “ 0; B1 “ 0 (5.9.50)

より、

ds2 “
dx2 ` dy2

1 ` N2z2
` dz2, B “

Nz

1 ` N2z2
dx ^ dy (5.9.51)

を得る。この空間構造は局所的には確定するが、大域的には z Ñ z ` 1での同一
視の際に計量とB場が混合するので、確定しない：

ρ “

ż

B ` iV : ρ´1 “ Nz ´ i Ñ ρ´1 ` N, (5.9.52a)

pg ` Bq´1 “

¨

˚

˝

1 ´Nz 0

Nz 1 0

0 0 1

˛

‹

‚

Ñ pg ` Bq´1 ` N

¨

˚

˝

0 ´1 0

1 0 0

0 0 0

˛

‹

‚

(5.9.52b)

そこで、この配位は、非幾何学的Q-フラックスをもつという:

Qxy
z “ N (5.9.53)

2. T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2 ˆ Z3モデル

IIBモデル

• Coordinates: z1 “ xα ` τxi, z2 “ xβ ` τxj, z3 “ xγ ` τxk

• metric : ds2 “
ř

j dz
jdz̄j

• Moduli

– axio-dilaton: S “ C0 ` ie´ϕ

– Kähler: U “ Cαiβj ` iV

– Complex structure: τ

• Kahler potential

K “ ´3 ln p´ipτ ´ τ̄qq ´ 3 ln
`

´ipU ´ Ūq
˘

´ ln
`

´ipS ´ S̄q
˘

(5.9.54)

• Superpotential

W “ P1pτq ` SP2pτq; (5.9.55)

P1pτq “ a0 ´ 3a1τ ` 3a2τ
2 ´ a3τ

3, (5.9.56)

P2pτq “ ´b0 ` 3b1τ ´ 3b2τ
2 ` b3τ

3 (5.9.57)
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表 5.4: IIBモデル（左）と IIAモデル（右）でのフラックスと超ポテンシャルの
対応

これより得られるポテンシャルは no-scale構造をもつ：

V “ eK
ÿ

i,j“τ,S

Kij̄DiW pDjW q˚ ě 0 (5.9.58)

• Tadpole condition

1

p2πq4pα1q2

ż

H3 ^ F3 “ 16

ñ a0b3 ´ 3a1b2 ` 3a2b1 ´ a3b0 “ 16 (5.9.59)

IIAモデル

• Geometric flux

ds2 “ ηabθ
aθb; dθa “ ´fabcθ

b ^ θc, (5.9.60a)

fαjk “ fβki “ fγij, f ijγ “ f jkα “ fkiβ, f jiγ “ fkjα “ f ikβ, fαβγ “ fβγα “ fγαβ(5.9.60b)

• Moduli

– axio-dilaton: S “ Cαβγ ` ie´ϕ

– complex structure: U “ Cijγ ` iτ2

– Kähler: τ “ Bαi＋ iV
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表 5.5: IIBモデルと IIAモデルでのすべてのフラックスと超ポテンシャルの対応

• Superpotential

W “ P1pτq ` SP̃2pτq ` UP̃3pτq; (5.9.61)

P̃2pτq “ ´b0 ` 3b1τ (5.9.62)

P̃3pτq “ 3 tc0 ` pĉ1 ` č1 ´ c̃1qτu (5.9.63)

この超ポテンシャルにより、すべてのモジュライが安定化される！

完全なT双対性 Habcフラックス、幾何学的フラックス fabc、QフラックスQab
c

にさらに次のような T 双対変換

Habc
xa

ÐÑ fabc
xb

ÐÑ Qab
c

xc
ÐÑ Rabc (5.9.64)

で結ばれるR-フラックスを付け加えると, 表 5.5に示した対応により、IIAおよび
IIB理論における超ポテンシャルはT双対で１対１に対応することになる：

W “ P1pτq ` SP2pτq ` UP3pτq : (5.9.65)

P1 “ a0 ´ 3a1τ ` 3a2τ
2 ´ a3τ

3, (5.9.66)

P2 “ ´b0 ` 3b1τ ´ 3b2τ
2 ` b3τ

3, (5.9.67)

P3 “ 3
␣

c0 ` pĉ1 ` č1 ´ c̃1qτ ´ pĉ2 ` č2 ` c̃2qτ 3 ´ c3τ
3
(

(5.9.68)

【Note 5.9.1】 　この一般化されたフラックスを用いることにより、dS真空や
インフレーションを実現する T 6{Z2 ˆZ2および T 6{Z2オービフォールドコンパク
ト化が構成されている：
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Toroidal reduction 10次元超重力理論のNSセクターの d次元トーラスへのコ
ンパクト化

gpMq “

˜

gµν θmµ
θnν γmn

¸

(5.9.69)

により、Opd, dq不変な非線形シグマ型のD次元理論が得られる。

• KK reduction: M10 “ XD ˆ T d

– Gauge fields (2d)

Aa : pAaµq “

˜

V m
µ “ θmµ
Bµm

¸

ñ F a “ dAa (5.9.70)

– Moduli

M “

˜

γ´1 ´γ´1B

Bγ´1 γ ´ Bγ´1B

¸

P Opd, dq{pOpdq ˆ Opdqq (5.9.71)

ここで、

MΩ TM “ Ω; Ω :“

˜

0d 1d
1d 0d

¸

(5.9.72)

• Action

S0 “

ż

dDx
?

´ge´ϕ
”

R`p∇ϕq2´1
2
h¨h`1

8
TrpΩ∇µMΩ∇µMq´1

4
TFµνΩMΩF µν

ı

(5.9.73)

ここで、

h “ db ´ 1
2
ΩabA

a ^ F b, b “
1

2
Bµνdx

µ ^ dxν (5.9.74)

• Duality group Opd, dq

A Ñ TA, M Ñ TM TT ; TΩ TT “ Ω ô T P Opd, dq (5.9.75)

NG flux in terms of the moduli Toroidal reductionで得られる d次のモジュ
ライ行列のパラメータを次のように変更する：

M “

˜

g ´ bg´1b ´bg´1

g´1b g´1

¸

“

˜

g̃ g̃β

´βg̃ g̃´1 ´ βg̃β

¸

P Opd, dq{pOpdq ˆ Opdqq

(5.9.76)

この変換は、
pg ` bq´1 “ g̃´1 ` β (5.9.77)

と同等。
この βを用いて、Q-fluxおよびR-fluxを次のように定義することができる：

Qc
ab “ Bcβ

ab ´ 2βdraf bscd, (5.9.78a)

Rabc “ 3βdra∇eβ
bcs (5.9.78b)
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5.9.4 Flux-scaling scenario

概要 IIB理論のCY orientifoldコンパクト化において，H-flux, geometrical flux

F , non-geometrical flux Q, Rのすべてを考慮した場合の 4次元有効理論をN “ 1

超重力理論の形式で具体的に書き下すことができる．この定式化を用いて，安定
な SUSY adS真空をもつ例，その D̄3 upliftにより non-susy Minkowski真空を持
つ例，D項 upliftにより axionic flat directionをもつ安定なMinkowski真空の例
を，ブレーンを導入せずに，作ることができる．これらの例では，真空でのモジュ
ライの値はポテンシャルの値は，フラックスのべきの分数式となっており，その
値の制御は容易である．しかし，インフレーションモデルを作るのは難しい．一
つの可能性は，理論の S双対性をNGフラックスに拡張することにより示唆され
る”P-flux”を導入することである．

References

• Blumenhagen R, Font A, Fuchs M, Herschmann D, Plauschinn E, Sekiguchi

Y, Wolf F: npb 897, 500 (2015)

“A flux-scaling scenario for high-scale moduli stabilization in string theory”

• Blumenhagen R, Domian C, Font A, Herschmann D, Sun R: Fortsch.Phys.

64 (2016) no.6-7, 536-550

“The Flux-Scaling Scenario: De Sitter Uplift and Axion Inflation”

1. Model

以下、IIB理論において、CY orientifoldコンパクト化を考え、フラックスはそ
れに対する摂動とみなし、内部空間の構造への反作用は考えない。ただし、RR-

tadpole条件は考慮する。
このモデルでは、調和形式は、orientifold作用O “ Ωpp´1qFLRにおける内部空

間での Z2作用R関するパリティにより次のように分類される：

H1,1 : ωA ñ ωα pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1` q, ωa pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1´ q, (5.9.79)

H2,2 : ω̃A ñ ω̃α pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1` q, ω̃a pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1´ q, (5.9.80)

H2,1 : αΛ ñ αλ̂ pλ̂ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1` q, αλ pλ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1´ q, (5.9.81)

H1,2 : βΛ ñ βλ̂ pλ̂ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1` q, βλ pλ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1´ q (5.9.82)

ここで、
ż

Y

ωA ^ ω̃B “ δAB,

ż

Y

αΛ ^ βΣ “ δΣΛ . (5.9.83)
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また、
ω̃0 “ 1, ω0 “ ΩpY q{V pY q (5.9.84)

と約束する。
モジュライは

• Complexified Kähler: Tα “ τα ` iρα, α “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1`

• Purely axionic moduli: Ga “ Sba ` ica, a “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1´

• CS moduli: Uλ “ uλ ` ivλ, λ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1´

• axio-dilaton: S “ e´ϕ ´ iC0

これらの chiral superfieldに加えて、可換ゲージ場が生じる：

Aλ̂ : λ̂ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1` ð Cr4s (5.9.85)

2. Non-geometrical flux

H-flux, geometrical flux F , non-geometrical flux Q,Rを記述するパラメータを、
作用素

D ”“ d ´ H ^ ´F ˝ ´ Q˝ ´ R˝; (5.9.86)

F ˝ωp “ pF i
rj1j2

ω|i|j3¨¨¨jp`1sq P A p`1, (5.9.87)

Q˝ωp “ pQi1i2
rj1
ω|i1i2|j2¨¨¨jp´1sq P A p´1, (5.9.88)

R˝ωp “ pRi1i2i3ω|i1i2i3|j1¨¨¨jp´3sq P A p´3 (5.9.89)

の微分形式の基底への作用により次のように定義する：

DαΛ “ qΛ
AωA ` fΛAω̃

A, (5.9.90a)

DβΛ “ q̃ΛAωA ` f̃Λ
Aω̃

A, (5.9.90b)

DωA “ ´f̃Λ
AαΛ ` fΛAβ

Λ, (5.9.90c)

D ω̃A “ q̃ΛAαΛ ´ qΛ
AβΛ. (5.9.90d)

ただし、A “ 0に対応する係数は、HフラックスとRフラックスを表す：

fΛ0 “ rA, f̃Λ
0 “ r̃A, qA

0 “ hΛ, q̃Λ0 “ h̃Λ. (5.9.91)

これに orientifold射影を施すと次の成分が残る：

Fp´q : fλ, f̃λ p2h2,1´ q, (5.9.92a)

Hp´q : hλ, h̃λ p2h2,1´ q, (5.9.92b)

F p`q : fλ̂α, f̃ λ̂α, fλa, f̃λa p2h1,1` h2,1` ` 2h1,1´ h2,1´ q, (5.9.92c)

Qp´q : qλ̂
a, q̃λ̂a, qλ

α, q̃λα p2h1,1` h2,1´ ` 2h1,1´ h2,1` q, (5.9.92d)

Rp`q : rλ̂, r̃λ̂ p2h2,1` q (5.9.92e)
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これらのフラックスはBianchi恒等式、tadpole条件より導かれる次の条件を満た
すことが要求される：

D2 “ 0. (5.9.93)

3. 4D sugra

Superpotential 一般公式

W “

ż

Y

pF ` DΦev
c q3 ^ Ω (5.9.94)

Φev
c ” iS0iGaωa ´ iTαω̃α (5.9.95)

もフラックスの表式を代入すると

W “ ´pfλX
λ ´ f̃λFλq ` iSphλX

λ ´ h̃λFλq

`iGapfλaX
λ ´ f̃λaFλq ´ iTαpqλ

αXλ ´ q̃λαFλq. (5.9.96)

ここで、Xλと Fλは
Ω “ Xλαλ ´ Fλβ

λ (5.9.97)

により定義されるCSモジュライの関数。
つぎにKählerポテンシャルは

K “ ´ ln

ˆ

´i

ż

Y

Ω ^ Ω̄

˙

´ lnpS ` S̄q ´ 2 lnV ; (5.9.98)

V “
1

6
καβγt

αtβtγ, (5.9.99)

J “ eϕ{2tαωα, B2 “ baωa. (5.9.100)

以上より、スカラポテンシャルは

V “ VF ` VD ` V NS
tad ; (5.9.101)

VD “ ´
m4

pl

2

“

pImN q´1
‰λ̂σ̂

Dλ̂Dσ̂, (5.9.102)

Dλ̂ “
1

V

“

´rλ̂
`

eϕV ´ 1
2
καabt

αbabb
˘

´ qλ̂
aκaαbt

αbb ` fλ̂αt
α
‰

. (5.9.103)

ただし、r̃λ̂ “ q̃λ̂α “ f̃ λ̂α “ 0とした。

4. D3 uplifting

Toy model 簡単な例として、

h1,1` “ 1, h1,1´ “ 0, h2,1´ “ 1, h2,1` “ 0 (5.9.104)
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となるモデルを考えると、複素モジュライ変数は T, U, Sのみで、ゲージ場は現れ
ない。ポテンシャルは

K “ ´ lnpS ` S̄q ´ 3 lnpT ` T̄ q ´ 3 lnpU ` Ūq, (5.9.105a)

W “ ip´fU ` h0S ´ 3hSU2 ´ qT q (5.9.105b)

これより、直ちに、つぎの SUSY adS極小点が存在することが分かる：

U “

?
5

3

c

h0
h
, S “ ´

?
5

4

f
?
h0h

, T “ ´

?
5f

2q

c

h0
h
, (5.9.106a)

V “ ´
9

4 ¨ 55{2

q3h5{2

f 2h
3{2
0

m4
pl

4π
(5.9.106b)

この極点でのモジュライの質量は

m2
mod “ µi

q3h5{2

f 2h
3{2
0

m2
pl

4π
, (5.9.107)

pµiq » r0.43, 0.24, 0.12; 0.56, 0.13, 0.04s (5.9.108)

となるので，この極点は安定である．また，s ą 0より，フラックスの符号に対し

f ă 0, h0, h, q ą 0 (5.9.109)

が要求される．

Uplifting 反D3ブレーンによりポテンシャルを upliftするとすると、

Vup “
A

V 4{3

m4
pl

4π
(5.9.110)

がポテンシャルに付け加わる．この新たなポテンシャルは次のMinkowski極点を
もつ：

S “
1

33{4

f
?
hh0

, U “
1

31{4

ˆ

h0
h

˙1{2

, T “
f

31{4q

ˆ

h0
h

˙1{2

, (5.9.111)

A “
31{4

2

qh3{2

h
1{2
0

. (5.9.112)

ただし，この極点が存在する条件は

f, h0, h, q ą 0 (5.9.113)

となるので，この極点は upliftする前の adS極点と全く関係ないことが分かる．特
に，この極点では SUSYは破れており，

µ3{2 “ 0.3135. (5.9.114)
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この曲点でのモジュライ質量は

pµiq » r0.80, 0.45, 0.03; 1.55, 0.21, 0.08s (5.9.115)

また，

M2
s “

33{4π

23{2

q3{2h

f 2h
1{2
0

m2
pl, M2

KK “
31{2

16π

q2h

f 2h0
m2

pl (5.9.116)

より
M2

KK

M2
s

“
pq{h0q

1{2

25{231{4π2
,

M2
mod

M2
KK

“ µi
4q

31{2

h3{2

h
1{2
0

(5.9.117)

となるので，h, q “ Op1q , h0 „ f " 1と取れば，望ましい質量ヒエラルキー
M2

s ą M2
KK ą M2

mod が得られる．ただし，インフラトンに対応する場は含まれ
ない．

5. D-term uplifting

D-termによる upliftingの可能性を見るため，

h2,1` “ 1, h2,1´ “ 1, h1,1` “ 1, h1,1´ “ 0 (5.9.118)

となる場合を考える．この場合，スカラ場 S, T, U に加えて可換ゲージ場が１個現
れ，つぎのD-termポテンシャルを生み出す：

VD “
δg2

uτ 2

´

1 `
q

3h

τ

s

¯2

. (5.9.119)

超ポテンシャルは
W “ ipfU ` f̃U3 ´ hS ` qT q. (5.9.120)

全ポテンシャルは次の安定なMinkowski真空をもつ．

S “ γ1
f 3{2

hf̃ 1{2
, T “ γ2

f 3{2

qtf 1{2
, U “ γ3

ˆ

f

f̃

˙1{2

, (5.9.121a)

δg2 “ γ4
hgf̃

f
, (5.9.121b)

pγiq “ r0.1545, 1.5701, 1.0718, 0.0044s. (5.9.121c)

モジュライ質量は

M2
mod “ µi

hq3f̃ 5{2

f 9{2

m2
pl

4π
, (5.9.122a)

pµiq » r0.69, 0.01, 0.17; 0.75, 0.05, 0s (5.9.122b)

また，
M2

s

M2
KK

“ 178
h1{2

h
1{2
0

,
M2

KK

M2
mod

“
0.1

µi

1

hq

ˆ

f

f̃

˙3{2

. (5.9.123)

より，mass hierarchyも実現できる．
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6. P -flux

Q-fluxが存在するときに IIB理論が S双対性を持つためには、S双対変換に対
して

S :
´

P Q
¯

Ñ SLp2,Zq

´

P Q
¯

,
´

F H
¯

Ñ SLp2,Zq

´

F H
¯

(5.9.124)

と変換する新たなフラックス P を導入する必要がある。P の作用は、p-形式 Ñ

pp ´ 1q-形式で、基底に対する作用は

´P ˝αΛ “ pΛ
AωA, ´P ˝βΛ “ p̃ΛAωA, (5.9.125a)

´P ˝ωA “ 0, ´P ˝ω̃A “ ´pΛAαΛ ` pΛ
AβΛ (5.9.125b)

と表される。
この P -フラックスが存在すると超ポテンシャルは次のように修正される：

W “ W0 ` pSTα `
1

2
καbcG

bGcqppαλX
λ ´ p̃λαFλq. (5.9.126)

7. Axion monodromy inflation

D-term uplifing modelに P-fluxを加えると，

W “ λW0 ´ ipSTU. (5.9.127)

このとき，Minkowski真空でゼロ質量であったアクシオン場 θ9cに対して，有効
ポテンシャル

Veff “ B1θ
2 ` B2θ

4; (5.9.128a)

B1 „
λph2q2f̃ 5{2

f 19{2
, B2 „

p2h3qf̃ 5{2

f 13{2
(5.9.128b)

が生じ，インフラトンとなることができる．ただし，

M2
KK

M2
θ

„
1

λpf 1{2f̃ 1{2
(5.9.129)

となるので，インフレーション時に４次元有効理論が適用できるためには，フラッ
クス係数が非整数となる必要がある．
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§5.10
*OMC
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6
*電磁波による究極理論探査

§6.1
Axion emission processes

6.1.1 Overview

• Primakov process Laγγ: aEB + fluctuating plasma E{B.

L “ gaγaE ¨ B. (6.1.1)

（注）

gaγ “ ξ
α

πfa
„

ξ

430fa
(6.1.2)

• Axion Bremstrahlung Laee: aee+eZe散乱

• Axion nuclon emission LaNN: aqq+NN 散乱

L “
Cj
2fa

Bµaψ̄jγ
µγ5ψ. (6.1.3)

6.1.2 Primakoff process

References

• Primakoff H: ”Photon-production of neutral mesons in nuclear electric fields

and the mean life of the neutral meson”, PR81(1951)899.

• Dicus DA, Kolb EW, Teplitz EW, Wagoner RV: ”Astrophysical bonds on

the masses of axions and Higgs particles”, PRD18 (1978) 1829.
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荷電粒子との衝突による変換断面積 CS相互作用において，電場を荷電粒子（原
子核Z)による電場

E “ ´∇ϕ “

ż

d3q

p2πq3
ϕpqqeiq¨r; ϕpqq “ ´

1

q2
(6.1.4)

に置き換え，Bを入射光子の磁場

B “

ż

d3kγ
p2πq3

ÿ

α

“

pkγ ˆ eαqaαpkγqeik¨x ` h.c.
‰

(6.1.5)

と見なすと，
dσγÑa

dΩ
“
g2aγZ

2α

8π

|kγ ˆ ka|
2

q4
, (6.1.6)

ここで，
q “ kγ ´ ka. (6.1.7)

ただし，
ω ” kγ “ Ea ” pk2a ` m2

aq
1{2 (6.1.8)

より，

q ě qmin “ ω ´
a

ω2 ´ m2
a “

m2
a

ω `
a

ω2 ´ m2
a

. (6.1.9)

これは IR cut-offを与える．

γ Ñ a変換率

ΓγÑa “
g2aγTk

2
s

32π

„ˆ

1 `
k2s
4E2

˙

ln

ˆ

1 `
4E2

k2s

˙

´ 1

ȷ

(6.1.10)

(ℏ “ c “ kB “ 1)．ここで，スクリーニングスケール ksは，Debye-Hückel近似の
もとで，次式で与えられる：

k2s “
4πα

T

˜

ne `
ÿ

nuclei

Z2
j nj

¸

(6.1.11)

（neは電子数密度，njは電荷Zjのイオン数密度．）具体的な値は，

• 太陽：pks{T q2 « 12（全体で一定）

• low mass He burning stars: pks{T q2 « 2.5 (コア）
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単位体積あたりのエネルギー放出率

Q “

ż

d3kγ
p2πq3

ωΓγÑa

eω{T ´ 1
“
g2aγγT

7

4π
F pκ2q, κ “

kS
2T

. (6.1.12)

ここで，

F pκ2q “
κ2

2π2

ż 8

0

dx

„

px2 ` κ2q ln

ˆ

1 `
x2

κ2

˙

´ x2
ȷ

x

ex ´ 1

“

#

0.98 κ2 “ 2.5

1.84 κ2 “ 12
. (6.1.13)

[Raffelt GG: ”Plasmon decay into low mass bosons in stars”, PRD37 (1988) 1356.]

全アクシオン光度

La “

ż R

0

dr4πr2
ż 8

ωpl

dE
4πk2

p2πq3
dk

dE
2EfBΓγÑa (6.1.14)

§6.2
Solar axion

6.2.1 基本公式

地球での全アクシオン数フラックス

Φa “
R3

d

4πD2
d

ż 1

0

dr4πr2
ż 8

ωpl

dE
4πk2

p2πq3
dk

dE
2fBΓγÑa (6.2.1)

地球でのエネルギースペクトル

dΦa

dE
“ p6.0 ˆ 1010cm´2s´1keV´1qg210E

2.481e´E{1.205. (6.2.2)

ここで，Eは keV単位での数値，g10 “ gaγγ ˆ 1010GeV.

評価

• Axion flux: Φa “ 3.75 ˆ 1011g210cm
´2s´1.

• Axion luminosity: La “ 1.85 ˆ 10´3g210Ld.

• Average energy: xEy “ 4.2keV, xE2y “ 22.7keV2.

• Peak energy: 3.0keV.
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6.2.2 制限

Helioseismology アクシオン放出による太陽構造変化が太陽振動に与える影響．

La À 0.20Ld ñ gaγγ À 1 ˆ 10´9GeV´1. (6.2.3)

[Schlatt2 H, Weiss A, Raffelt G: ”Helioseismological constraint on solar axion

emission”, Astropart. Phys.10(1999)353.[hep-ph/9807476]]

Solar ν flux 太陽の構造を維持するため，アクシオン放出があると，太陽中心
での全エネルギー生成率，したがって，太陽中心温度は上昇する．これは，太陽
からのニュートリノ放出率を増大させる．最新の太陽モデルでの 8Bニュートリノ
フラックスについての予言は

Fν,8B “ p4.5 ´ 4.6q ˆ p1 ˘ 0.16q ˆ 106cm´2s´1. (6.2.4)

[Bahcall JN, Sereneli AM, Basu S: ”New solar opacities, abundances, helioseismol-

ogy, and neutrino fluxes”, ApJ621(2005)L85.[astro-ph/0412440]].

観測値は
Fν,8B “ 4.94 ˆ p1 ˘ 0.088q ˆ 106cm´2s´1. (6.2.5)

これより，
La À 0.04Ld ñ gaγγ À 5 ˆ 10´10GeV´1. (6.2.6)

[Ahmad QR et al (SNO Coll.): PRL89 (2002) 011301.[nucl-ex/0204008]; PRC72

(2005)055502.[nucl-ex/0502021]].

Helioscope experiment

• CAST

– gaγγ ă 1.16ˆ 10´10GeV´1 (95% CL) for ma À 0.02eV. [Zioutas K et al

(CAST coll.): PRL94(2005)12301.[hep-ex/0411033]].

– gaγγ ă 8.8 ˆ 10´11GeV´1 (95% CL) for ma À 0.02eV. [CAST Coll:

JCAP 04:010 (2007)]

– gaγγ À 2.3 ˆ 10´10GeV´1 (95% CL) for 0.39eV À ma À 0.64eV. [Aune

S et al (CAST coll.): PRL107(2011)261302.[arXiv:1106.3919[hep-ex]]].
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§6.3
球状星団星からの放出

6.3.1 水平分枝星

HB星は，ヘリウムコア燃焼段階の軽い星に対応．

• コア質量:約 0.5Md

• エネギー生成率 ϵ „ 80ergg´1s´1

• コア平均密度: ρ „ 104gcm´3

• コア平均温度：T „ 108K.

これより，コアからのアクシオンによるエネルギー放出率は

ϵa „ 30g210ergg
´1s´1. (6.3.1)

これによりHBステージの寿命は

80

80 ` 30g210
(6.3.2)

倍に縮む．
15個の球状星団の観測より [Raffelt G1996B]，

gaγγ ă 10´10GeV´1 for ma À 30keV. (6.3.3)

6.3.2 赤色巨星分枝星

RGB星は，水素殻燃焼段階にある星で，縮退したヘリウムコアをもつ．

• コア平均密度: ρ „ 106gcm´3

• コア平均温度：T „ 108K.

アクシオンへの変換が有意に起きると，ρ, T および星の半径は減少し，核反応
率が低下する．これにより，Heコア燃焼への移行が遅れる．
観測と理論の比較より，光子以外へのエネルギー放出率∆ϵに対して，

∆ϵ ă 10ergg´1s´1 for T “ 108K, xρy “ 2 ˆ 105gcm´3. (6.3.4)
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P―AGB

04   08

3-y

16

図 6.1: HR図

また，ニュートリノの寄与は

ϵν « 4ergg´1s´1 (6.3.5)

一方，アクシオン制動放射

e ` Ze Ñ Ze ` e ` a (6.3.6)

によるエネルギー放出率は

ϵa,brems « 2 ˆ 1027αaeeergg
´1s´1 (6.3.7)

よって，
αaee ă 0.5 ˆ 10´26 ñ gaee ă 3 ˆ 10´13GeV´1. (6.3.8)

DFSZ模型では

fa{ cos
2 β ą 0.8 ˆ 109GeV, (6.3.9a)

ma cos
2 β ă 9meV, (6.3.9b)

gaγγ cos
2 β ă 1.2 ˆ 10´12GeV´1. (6.3.9c)

(tan β “ v1{v2).
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§6.4
WD cooling

6.4.1 WD光度関数

WDの光度関数の観測結果は，標準的な理論の予言と一致している．これより，
WD coolingへのアクシオンの寄与が無視できる条件

αaee À 1 ˆ 10´26 (6.4.1)

が得られる [Raffelt1996B]．

6.4.2 ZZ Ceti stars

ZZ Ceti starは脈動不安定性をもつWDで，その周期変化率 9P {P は冷却率に敏
感である．G117-B15Aの解析より，

αaee ă 1.3 ˆ 10´27 ô gaee ă 1.3 ˆ 10´13. (6.4.2)

DFSZ模型では，これより
ma cos

2 β ă 5meV. (6.4.3)

[Isern J, Garcia-Berro E: ”White dwarf stars as particle physics laboratories”, NPB

suppl.114(2003)107.]

§6.5
SN1987A

6.5.1 高密度核物質からのアクシオン放出率

アクシオンと核子の相互作用は核スピンに依存し，N ` N Ñ N ` N ` a過程
は，スピンを変化させるNN 散乱でのみ起きる．このため，核スピンの時間相関
情報が必要となる．
核子スピン時間相関構造関数を

Sσpω,kq “
4

3nB

ż `8

´8

dt eiωt xσpt,kq ¨ σp0,´kqy (6.5.1)
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とおくと，アクシオンの吸収率と体積エネルギー放出率は次式で与えられる：

Γa “

ˆ

CN
2fa

˙2
nB
2
ωSσpω, kq, (6.5.2a)

Qa “

ˆ

CN
2fa

˙2
nB
4π2

ż 8

0

dω ω4Sσpω, kq. (6.5.2b)

ここで，k “ |k| « ωはアクシオンの運動量．
Sσが Lorentz形で近似できるとすると，

Sσpωq «
Γσ

ω2 ` Γ2
σ{4

spω{T q ˆ

#

1 for ω ě 0,

eω{T for ω ă 0
(6.5.3)

(spωq “ sp´ωq, sp0q “ 1, ϵa “ Qa{ρは

ϵa “

ˆ

CN
2fa

˙

T 4

π2mN

F “ 3.0 ˆ 1037C2
N

ˆ

1010GeV

fa

˙2ˆ
T

30MeV

˙4

F erg{gs (6.5.4)

となる．ここで，

F “

ż 8

0

dx
x4e´x

4

Γσ{T

x2 ` pΓσ{2T q2
spxq

«
Γσ
2T

for Γσ{T ! 1. (6.5.5)

一方，Γσは次のように評価される：

Γσ «
1

4
ΓOPE
σ “ π1{2α2

π

nBT
1{2

m5
N{2

“ 450MeV

ˆ

ρ

3 ˆ 1014gcm´3

˙ˆ

T

30MeV

˙1{2

.(6.5.6)

ここで，απ “ p2fmN{mπq2{p4πq « 15. これより

1 À Γσ{T À 10. (6.5.7)

6.5.2 νバースト時間

アクシオンの相互作用が十分弱い場合（gaNN ă 10´9GeV´1)，超新星爆発時で
のアクシオン冷却はコアの温度低下を速め，その結果，ニュートリノバーストが
観測される時間が減少する．モデル計算に基づく値と観測とに比較により，ρ “

3 ˆ 1014gcm´3, T “ 30MeVに対し，

ϵa À 1 ˆ 1019ergg´1s´1 (6.5.8)

前節の計算より，KSVZ模型に対して次の制限を得る：

fa Á 4 ˆ 108GeV, ma À 16meV. (6.5.9)
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6.5.3 SN1987A gamma-ray flux (Solar Maximum Mission

satellite)

一般に ALPに対して，

M ą 3 ˆ 1011GeV for m ă 10´9eV. (6.5.10)

• Grifolds JA, Masso E, Toldra R:”Gamma rays from SN1987A due to pseu-

doscalar conversion”, PRL77(1996)2372.[astro-ph/9606028]

• Brockway JW, Carlson ED, Raffelt GG: ”SN 1987A gamma-ray limits on

the conversion of pseudoscalars”, PLB383(1996)439.[astro-ph/9605197]
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§6.6
磁場中でのアクシオン-光子変換

6.6.1 基礎方程式

• axion-photon coupling

Lϕγ “ ´gϕγϕE ¨ B. (6.6.1)

• Maxwell方程式

BtD “ c∇ ˆ H ´ 4πj, ∇ ¨ D “ 4πρ, (6.6.2a)

BtB “ ´c∇ ˆ E, ∇ ¨ B “ 0. (6.6.2b)

• 運動方程式

Btρe ` ∇ ¨ je “ 0, (6.6.3a)

Btje “
q

m

ˆ

ρeE `
1

c
je ˆ B

˙

, (6.6.3b)

:ϕ ´ △ϕ ` m2
ϕϕ “ gϕγE ¨ B. (6.6.3c)

ここで，

ρe “ qδne, ρ “ ρe `
gϕγ
4π

∇ϕ ¨ B, (6.6.4a)

je “ qnev, j “ je ´
gϕγ
4π

´

∇ϕ ˆ E ` 9ϕB
¯

. (6.6.4b)

摂動方程式

• 背景磁場: B “ B0 ` δB.

• 誘電率と透磁率： D “ ϵE, H “ µ´1B.

• Fourierモード
ρe, je, E, B, ϕ9 exppik ¨ xq. (6.6.5)

• 線形摂動方程式

ϵB2
tE “ ´c2∇ ˆ pµ´1∇ ˆ Eq ´ 4πBtj, (6.6.6a)

Btje “
q

m

ˆ

ρeE `
1

c
je ˆ B0

˙

. (6.6.6b)
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• small mass近似：E, je9 expp´iωt ` ikzqとして，jeの式を解いて，

4πpω2 ´ ω2
gqje “ ω2

p

"

iωE ´ ωgE ˆ b ´ i
ω2
g

ω
pE ¨ bqb

*

. (6.6.7)

ここで，B0 “ B0b，

ωg “
qB0

cm
, (6.6.8a)

ω2
p “

4πneq
2

m
. (6.6.8b)

また，
Btjϕ “ ´

gϕγ
4π

ωϕpk ˆ E ´ ωBq »
gϕγ
4π

ω2B0ϕ. (6.6.9)

よって，摂動方程式は

ϵB2
tE “ k ˆ pµ´1k ˆ Eq ´

ω2
pω

2

ω2 ´ ω2
g

E

`
ω2
p

ω2 ´ ω2
g

␣

iωωgE ˆ b ` ω2
gpE ¨ bqb

(

´ gω2ϕB0, (6.6.10)

B2
t ϕ “ ´pk2 ` m2

ϕqϕ ` gE ¨ B0. (6.6.11)

6.6.2 伝播方程式

波の伝搬方向を zとして，伝搬速度が光速に近く，|ω{k ´ c|{c ! 1のとき，

pB2
t ´ B2

zqXpt, zq “ pBt ´ BzqpBt ` BzqX » ´2ikpBt ` BzqX “ ´2ik
dX

dz
(6.6.12)

となるので，２階の発展方程式は，近似的に伝搬に沿った１階の方程式で近似さ
れる：

ˆ

´i
d

dz
´ M

˙

¨

˚

˝

AK

A{{

ϕ

˛

‹

‚

“ 0; M “

¨

˚

˝

∆K ∆R 0

∆R ∆{{ ∆B

0 ∆B ∆a

˛

‹

‚

(6.6.13)

ここで，

∆K “ ∆pl ` ∆K
CM, ∆{{ “ ∆pl ` ∆{{

CM, ∆pl “ ω2
pl{p2Eq (6.6.14a)

∆B “ gaγBt{2, ∆a » m2
a{p2Eq, (6.6.14b)

ωpl “

c

4παne
me

. (6.6.14c)

∆Rは Faraday回転，∆CMはCotton-Mouton効果を表す．
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２成分近似 Farady回転を無視したとき，
˜

∆{{ ∆B

∆B ∆a

¸

“ Rpθqrλ1, λ2sRp´θq (6.6.15)

ô

λ1 ` λ2 “ ∆{{ ` ∆a, (6.6.16)

pλ1 ´ λ2q cosp2θq “ ∆{{ ´ ∆a, (6.6.17)

pλ1 ´ λ2q sinp2θq “ 2∆B. (6.6.18)

と対角化すると，
˜

A{{pzq

ϕpzq

¸

“ Rpθq

˜

eiλ1z 0

0 eiλ2z

¸

Rp´θq

˜

A{{p0q

ϕp0q

¸

. (6.6.19)

ここで，

λ “
1

2
t∆γ ` ∆a ˘ ∆oscu ; ∆2

osc “ p∆γ ´ ∆aq
2 ` 4∆2

B (6.6.20)

これらの固有値の gBへの依存性は，図 6.2の左図に示したようになる．また，
対応する固有ベクトルの振る舞いは，図 6.2の右図を用いると理解できる．特に，
g|B|E " m2

aでは，

e1 «
1

?
2

pea ` eγq, e2 «
1

?
2

p´ea ` eγq (6.6.21)

となり混合は極大となる．

非共鳴遷移

PγÑa “ P0 :“ sin2p2θq sin2 s∆osc

2
“

4∆2
B

∆2
osc

sin2 s∆osc

2
(6.6.22)

ここで，
∆osc “ p∆CM ` ∆pl ´ ∆aq

2 ` 4∆2
B. (6.6.23)

CM項が無視できる場合には，

P0 “
1

1 ` pE˚{Eq2
sin2

´

gaγBt

“

1 ` pE˚{Eq2
‰1{2 s

2

¯

, (6.6.24)

E˚ :“
|m2

a ´ ω2
pl|

2gaγBt

» 2.6
|m2

a ´ ω2
pl|

p10´10eVq2

ˆ

10´9G

Bt

˙ˆ

g´1
aγ

1010GeV

˙

GeV(6.6.25)

共鳴遷移
2π|∆1

pl ` ∆1
CM| À ∆2

B ñ PγÑa “ Op1q (6.6.26)
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2E λ

ma
2

m γ
2

g   B Eaγ e2

A

a

λ1λ2

(∆  + ∆  )/2aγ 

  ∆  Β e1

θ
θ

 (∆  − ∆  )/2 aγ 

図 6.2: 磁場によるアクシオンと光子の混合

§6.7
*DM崩壊
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図 6.3: 光子および宇宙線に対する宇宙の透明度

§6.8
*宇宙の透明性問題

6.8.1 Gamma線ホライズン

高エネルギー宇宙線は，エネルギーEがEGZK „ 5ˆ 1019eVを超えると，CMB

光子と反応してπ中間子を作り，急速にエネルギーを失う：

p ` γ Ñ p ` π0, n ` π`

このため，E ą EGZKの宇宙線が伝搬できる距離はEと共に急速に短くなる．
同様に，高エネルギーガンマ線は，電磁背景放射との相互作用により，電子・陽

電子対生成を起こす様になると，伝搬距離は短くなる：

ωHEγ ě
2.5 ˆ 1011eV2

ωBGγ

ñ γ ` γ Ñ e ` e`. (6.8.1)

ただし，伝搬距離は各振動数での背景放射のエネルギー密度に大きく依存する (図
6.3）．
AGNのガンマ線スペクトルの観測から，ガンマ線に対する宇宙の透明度が実際

に測られるようになっている：

• HESS observation: power-law fitting
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図 6.4: Blazarからのガンマ線に対する宇宙の透明度 (FermiLAT)

Two blazars with strong absorption were observed.

• Fermi-LAT observation: power-law fitting [Ackermann at al (Fermi Coll):

Science 338, 1190 (2012)]

The spectral deformation due to absorption has been observed for 150 blazars

of BL Lac type. (z “ 0.03 ´ 1.6, E “ 40GeV ´ 100GeV )

• Multi-frequency observation: synchrotron/SSC model [Dominguez et al: apj770,

88 (2013)]

Opacity around a TeV range is determined by observations of 15 blazars

from radio to Gamma-ray ( Fermi-LAT & IACTs).

The opacity is consistent with the minimum EBL model. (z “ 0.031 ´

0.5, E “ 200GeV ´ 10TeV)

6.8.2 CIRB問題

従来から，赤外線背景放射の直接観測は，銀河からの寄与の総和に対する推定
値より大きな値を与える傾向にあった．最近，この傾向が 1µmより短い波長帯で
も続くのかどうかを検証するためのロケット実験（CIBER実験）が行われ，銀河
起源の EBLの 2倍以上の観測値を得ている．
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図 6.5: Blazarからのガンマ線に対する宇宙の透明度 (Synchrotron/SSC model)
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図 6.6: EBLの観測値
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図 6.7: CIBER実験で得られた赤外線背景放射スペクトル
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図 6.8: 強いアクシオン・光子混合が起きるための条件

6.8.3 観測可能性

Fermi衛星 エネルギーがE “ 100GeV „ 1TeV，質量が 10´6 „ 10´8eV、gaγ „

10´10GeV´1のとき，次の条件が満たされるなら，γ線スペクトルが 10％程度変
形を受ける：

• 銀河間磁場：L „ 1Mpc, B “ p1 ´ 5q ˆ 10´9G, D “ 200 „ 500Mpc

• 銀河団磁場: L „ 10kpc, B “ 10´6G, ne » 10´3cm´3, D “ 1Mpc

• 銀河磁場: L „ 10kpc, B “ p2 ´ 4q ˆ 10´6G, ne » 10´3cm´3, D “ 1Mpc.

[De Angelis A, Mansutti O, Roncadelli M:Phys.Lett. B659 (2008) 847-855

[arXiv:0707.2695 [astro-ph]]]

強い混合が起きるための条件

• Near resonance

E Á E˚ ñ gaγ ¨ 1011GeV Á 0.7
´ ma

10´7eV

¯2 1

B10µGETeV

(6.8.2)

• 十分な振動

gaγBL Á π ñ gaγ ¨ 1011GeV Á 0.3
1

B10µGL10kpc

(6.8.3)
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図 6.9: CIBER実験で得られた axionパラメータへの制限

観測から得られた制限

• VHEγ線 (ą 100GEV) での宇宙の透明度. 26個の高エネルギー天体の不透
明波長帯を観測． [Meyer M, Horns D, Raue M: arXiv:1302.1208]

gaγ Á 10´11GeV´1 : 10´10eV ă ma ă 10´7eV. (6.8.4)

• VHEγ線源のスペクトルがもつ乱雑さをアクシオン・光子変換に作用する
磁場の乱雑さに起因するとした場合の制限 [Brun P, Wouters D (HESS Col-

laboration): arXiv: 1307.6068]

gaγ À 5 ˆ 10´11GeV´1 : 10´9eV ă ma ă 10´7eV. (6.8.5)
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図 6.10: VHEγ線に対する透明度より得られた gaγへの下限 [Meyer M, Horns D,

Raue M: arXiv:1302.1208]

図 6.11: HESSにより観測された BL Lac PKS 2155-304のγ線スペクトルの不規
則性より得られた gaγへの制限 [Brun P, Wouters D (HESS Collaboration): arXiv:

1307.6068]
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§6.9
*Dark radiation

References

• Tashiro H: PTEP 2014 (2014) 6, 06B107.

”CMB spectral distortions and energy release in the early universe”

• PRISM Collaboration: JCAP1402 (2014)006 [arXiv:1310.1554 [astro-ph.CO]]

• Tashiro H, Silk J, Marsh DJE: PRD88 (2013) 125024 [arXiv:1308.0314]

(PRISM/Pixie).

• Mirizzi A, Redondo J, Sisl G: JCAP0908 (2009)001 [arXiv:0905.4865] (COBE

FIRAS).

6.9.1 CMB-axion conversion

Basic equation アクシオン・光子変換の基礎方程式は
ˆ

´i
d

cdt
´ M

˙

˜

A{{

ϕ

¸

“ 0; (6.9.1)

M “
1

2ω

˜

m2
γ 2ωgB

2ωgB m2
a

¸

. (6.9.2)

ここで，

m2
γ “ ω2

p `

ˆ

1

n2
´ 1

˙

ω2, (6.9.3a)

ω2
p “

4παne
me

. (6.9.3b)

M は次のように対角化される：

M “ Rpθq

˜

m2
´{2ω 0

0 m2
`{2ω

¸

Rp´θq, (6.9.4)

m2
˘ “

m2
γ ` m2

a

2
˘

«

ˆ

m2
a ´ m2

γ

2

˙2

` pωgBq2

ff1{2

, (6.9.5)

cosp2θq “
m2
a ´ m2

γ
“

pm2
a ´ m2

γq2 ` p2ωgBq2
‰1{2

. (6.9.6)
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図 6.12: mγの時間変化

Non-resonant conversion

P “
1

1 ` pω˚{ωq2
sin2

„
ż

dt
gB

2

a

1 ` pω˚{ωq2

ȷ

. (6.9.7)

ここで，

ω˚ “
|m2

a ´ m2
γ|

2gB
» 0.7GeV

m2
a ´ m2

γ

p10´10eVq2

ˆ

1nG

B

˙ˆ

g´1

1010GeV

˙

, (6.9.8a)

pgBq´1 » 2.8 ˆ 1024cm

ˆ

g´1

1010GeV

˙ˆ

1nG

B

˙

» 0.92Mpc

ˆ

g´1

1010GeV

˙ˆ

1nG

B

˙

,(6.9.8b)

ctls » 3.5 ˆ 1023cm. (6.9.8c)

よって，

ω „ 10´2eV, ma „ 10´10eV, g „ 10´10GeV´1, B „ 1nG (6.9.9)

に対して，
P “ O

`

10´22
˘

!!. (6.9.10)

Resonant conversion 進化の途中で，ma “ mγ となる場合には，共鳴変換が
起きる：

P « 1 ´ p «
krr

2

sin2p2θrq

cosp2θrq
. (6.9.11)
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図 6.13: Pγaのma依存性

ここで，

p “ exp

ˆ

´
krr

2

sin2p2θrq

cosp2θrq

˙

, (6.9.12)

r “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dt
lnm2

γ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´1

t“tr

. (6.9.13)

θrは

cosp2θrq “
m2
a

pm4
a ` p2ωrgBrq

2q1{2
« 1, (6.9.14a)

sinp2θrq “
2ωrgBr

pm4
a ` p2ωrgBrq

2q1{2
«
ωr
ω˚

(6.9.14b)

よって，
kr „ 103cm´1, r „ 1023cm ñ P » 1 (6.9.15)

6.9.2 *Dark radiationとモジュライ問題

References for the Moduli Problem
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図 6.14: gBへの制限

• 問題提起

– G. Coughlan, W. Fischler, E.W. Kolb, S. Raby and G.G. Ross:

Phys. Lett. B 131 (1983) 59.

“Cosmological Problems for the Polonyi Potential”

– A. Goncharov, A.D. Linde and M. Vysotsky:

Phys. Lett. B 147 (1984) 279.

“Cosmological problems for spontaneously broken supergravity”

– J.R. Ellis, D.V. Nanopoulos and M. Quirós:

Phys. Lett. B 174 (1986) 176.

“On the Axion, Dilaton, Polonyi, Gravitino and Shadow Matter Prob-

lems in Supergravity and Superstring Models”

– B. de Carlos, J. Casas, F. Quevedo and E. Roulet:

Phys. Lett. B 318 (1993) 447 [hep-ph/9308325]

“Model independent properties and cosmological implications of the
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Moduli粒子の寿命 Moduli粒子Xの質量をmX，崩壊粒子との結合係数を，X Ñ

2 bosonsのとき µp“ r1{Lsq，X Ñ 2 fermionのとき λとするとき，

Γ „

#

µ2

mX

λ2mX

. (6.9.16)

一方，µと λは一般に，モジュライの場の質量スケールをM として，

µ „
m2
X

M
, λ „ g

mf

M
(6.9.17)

よって，2 boson崩壊が主要プロセスとなり，

Γ „
m3
X

M2
ñ τ „

M2

m3
X

„ 24s

ˆ

M

mpl

˙2
´ mX

10TeV

¯´2

. (6.9.18)

BBNの特徴的な時間

• BBNの開始
TD » 74keV “ 8.6 ˆ 108K ô t » 240s, (6.9.19)

• p{n比が化学平衡からずれ出す時期

Tn » 0.74MeV “ 8.6 ˆ 109K ô t » 1.66s (6.9.20)

と比較すると，
m Á 3TeV (6.9.21)

の条件が満たされないと，BBNがモジュライの崩壊の影響を大きく受ける．

Dark radiation

• Moduli decay ñ dark radition

[Higaki, Nakayama, Takahashi: arXiv:1304.7987].

• DR/axion ñ CMBスペクトル変形

[Higaki, Nakayama, Takahashi: arXiv: 1306.6518]

gaγB0 ă 10´15GeV´1nG for ∆Neff „ 0.1. (6.9.22)
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§6.10
Cosmological birefringence

References

• Kosowsky, A.: Cosmic Microwave Background Polarization, Annals of Physics

246, 49-85 (1996).

6.10.1 偏光の記述

• 偏光テンソル

ρpq “ eipe
j
q x: EiEj :y “ ρqp, ρ̃pq “ eipe

j
qx: EiẼj :y “ ´ρ̃qp (6.10.1)

ここで，Ẽiptq “ Eipt ` π{p2ωqq.

• Stokesパラメーター

I “ ρpp, Q “ ρ11 ´
1

2
I, U “ ρ12 V “ ρ̃12 (6.10.2)

これより，偏光行列を

P “

ˆ

ρpq ´
1

2
Iδpq

˙

“

˜

Q U

U ´Q

¸

(6.10.3)

により定義すると，偏光ベクトルの回転に対して，

P ÞÑ RpθqPRpθq´1 (6.10.4)

と変換する．したがって，P は天球上の 2階対称テンソルと見なすことがで
きる．

6.10.2 EモードとBモード

天球上での放射強度のゆらぎ δIpΩqは，調和関数を用いて

δIpΩq “ gpω{T qĪ
ÿ

l,m

Θm
l Y

m
l pΩq; gpxq “ xBxfpxq{fpxq (6.10.5)

と展開される．ここで，Θm
l は温度ゆらぎ δT {T の展開係数に相当する量である．
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図 6.15: Flat sky近似での EモードとBモード

同様に，偏光テンソルは，

△̂Pm
l “ ´pl2 ` l ´ 4qPm

l , TrpPm
l q “ 0 (6.10.6)

を満たす 2階対称調和テンソルPm
l を用いて，

P pΩq “ gpω{T qĪ
ÿ

l,m

pEm
l PE

m
l ` Bm

l PB
m
l q (6.10.7)

と展開される．ここで，PEとPBはそれぞれ

D̂bpPE
m
l qba “ ´clD̂aY

m
l , (6.10.8a)

D̂bpPB
m
l qba “ ´clϵabD̂

bY m
l (6.10.8b)

を満たす parity even および oddな調和テンソルの独立な基底で，対応する偏光テ
ンソル分布の各成分はそれぞれ EモードおよびBモードと呼ばれる．

6.10.3 Flat sky近似

lの十分大きいモードでは天球の曲率を無視できる．このようなモードに対し
ては，局所的に球面調和関数の代わりに平面波を用いることができる：（赤道の近
傍で）

Y m
l 9 Pm

l pcos θqeimϕ „ pp´1qm

c

2

π sin θ

Γpl ` m ` 1q

Γpl ` 3{2q
cos

„ˆ

l `
1

2

˙

θ `
mπ

2
´
π

4

ȷ

eimϕ

Ñ eik¨θ (6.10.9)
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対応して，
Pab Ñ Mabe

ik¨θ (6.10.10)

とおくと，Mabはトレースがゼロの対称行列で，Eモードの条件は

Mabk
b “ ´clk

a ñ ME9

˜

pk1q2 ´ pk2q2 2k1k2

2k1k2 ´pk1q2 ` pk2q2

¸

. (6.10.11)

Bモードの条件は

Mabk
b “ ´clϵabk

b ñ MB9

˜

´2k1k2 pk1q2 ´ pk2q2

pk1q2 ´ pk2q2 2k1k2

¸

(6.10.12)

特に，偏光ベクトルを ϵ1{{kと取ると，

ME9

˜

1 0

0 ´1

¸

ô U “ 0, (6.10.13a)

MB9

˜

0 1

1 0

¸

ô Q “ 0. (6.10.13b)

これは，この基底のもとで，直線偏光の方向が

• E-mode : E1 “ 0 or E2 “ 0 ô E{{k or K k.

• B-mode : E1 “ ˘E2 ô Eと kが 45˝．

6.10.4 フラックス強度テンソル

電磁場のモード展開と偏光ベクトル Lorentzゲージのもとで，自由電磁場の 4元
ポテンシャルAµは，生成消滅演算子を用いて

Aµpxq “

ż

d3k

p2πq3
1

2ω

ÿ

p

`

epµpkqappkqeik¨x ` e˚
pµpkqappkq:e´ik¨x

˘

, (6.10.14)

と表される．ここで，epµpkqは次の条件を満たす偏光ベクトルである：

eµpe
˚
qµ “ δpq, kµepµ “ 0. (6.10.15)

kµに比例したベクトルを eµp に加えることはゲージ変化にあたり，物理的な効果は
無いことに注意する．また，apと a:

pは次の通常の相対論的に規格化された交換関
係を満たすものとする:

rappkq, aqpk
1qs “ 0, rappkq, aqpk

1q:s “ p2πq32ωδpqδ
3pk ´ k1q. (6.10.16)
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図 6.16: E-modeとB-mode
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対応して， 電場Eと磁場Bは

E “

ż

d3k

p2πq3
1

2

ÿ

p

`

ϵppkqappkqeik¨x ` ϵ˚
ppkqappkq:e´ik¨x

˘

, (6.10.17a)

B “

ż

d3k

p2πq3
1

2ω
k ˆ

ÿ

p

`

ϵppkqappkqeik¨x ` ϵ˚
ppkqappkq:e´ik¨x

˘

,(6.10.17b)

と表される．ここで，ϵpjは

ϵpj :“ epj ´
kj
ω
ep0, (6.10.18)

で定義され，次の関係式を満たす:

k ¨ ϵp “ 0, ϵ˚
p ¨ ϵq “ δpq. (6.10.19)

観測される電場成分 実際に観測される電場の偏光成分 Ep は, ウインドウ関数
W pxqと検出器の偏光基底 ϵopを用いて

Ep “

ż

d3xW pxqϵop ¨ Ept0,xq. (6.10.20)

と表される．これは，生成消滅演算子を用いて

Ep “

ż

d3k

p2πq3
1

2

«

ÿ

q

aqpkqpϵop ¨ ϵqpkqqŴ pkqe´iωt ` cc

ff

, (6.10.21)

と表される．ここで，

Ŵ pkq “

ż

d3xeik¨xW pxq. (6.10.22)

フラックス密度テンソルとフラックス偏光行列 電磁場の生成消滅演算子の相関
がフラックス偏光行列 ρpqpkqを用いて，次式で与えられるとする:

xappkqaqpk
1qy “ 0,

@

appkq:aqpk
1q
D

“ 2p2πq3ρpqpkqδ3pk ´ k1q. (6.10.23)

観測される，電場の相関は

x: EpEq :y “ ϵolp ϵ
oj
q

ż

d3k

p2πq3
|Ŵ pkq|2ρpljqpkq, (6.10.24a)

A

: EpẼq :
E

“ ϵolp ϵ
oj
q

ż

d3k

p2πq3
|Ŵ pkq|2p´iqρrljspkq, (6.10.24b)

ここで
ρijpkq “

ÿ

p,q

ϵ˚
pipkqϵqjpkqρpqpkq, (6.10.25)

また，Ẽpは Epのモード展開で位相 tωを π{2進めることにより得られる．
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Stokes parameters

I “
ÿ

p

ϵojp ϵ
ol
p ρpjlq, Q “ pϵoj1 ϵ

ol
1 ´ϵoj2 ϵ

ol
2 qρpjlq, U “ 2ϵoj1 ϵ

ol
2 ρpjlq, V “ p´2iqϵoj1 ϵ

ol
2 ρrjls

(6.10.26)

これより，フラックス密度テンソル ρijpkqは，輻射場の強度と偏光を偏光基底に
依存せずに記述する方法を与える．

6.10.5 偏光に対するBoltzmann方程式

曲がった時空での電磁場伝播（WKB)近似 Maxwell方程式

∇µFµν “ 0. (6.10.27)

のWKB近似解は
Aµpxq “ aµpxqeiSpxq, (6.10.28)

ここで， k :“ ∇S, aµpxq および Spxq は次式を満たす:

k :“ ∇S ñ k ¨ k « 0 ñ ∇kk « 0, (6.10.29)

∇kaµ “ ´
1

2
lSaµ « 0. (6.10.30)

4次元フラックス密度テンソルに対するBoltzmann方程式 4次元的な偏光ベク
トル eµpk, xq

∇ke
µpk, xq “ 0, kµe

µpk, xq “ 0, (6.10.31)

を用いて，フラックス密度テンソル ρjlを 4次元テンソル

ρµν “
ÿ

p,q

eµpe
ν
qρpq. (6.10.32)

に拡張すると，このテンソルは次の一般化されたBoltzmann方程式を満たす：

pkµ{k0∇µ ` f iBkiqρ
µνpx,kq “ Cµνpρq, (6.10.33)
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図 6.17: 電子との散乱による直線偏光の生成

6.10.6 最終散乱面での偏光

宇宙晴れ上がり以前の時期での標準偏光基底 Kをゆらぎのモード関数 (9 exppiK¨

xq)の波数ベクトルとして，

ϵppkq “
1

a
ϵ̂ppkq; (6.10.34)

ϵ̂1 “
1

b

1 ´ pk̂ ¨ K̂q2

´

K̂ ´ pk̂ ¨ K̂qk̂
¯

, (6.10.35)

ϵ̂2 “
1

b

1 ´ pk̂ ¨ K̂q2
K̂ ˆ k̂, (6.10.36)

ここで，
k̂ “ k{|k|, K̂ “ K{|K|. (6.10.37)

通常の球座標系を

K̂ “ p0, 0, 1q, k̂ “ psin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θq, (6.10.38)

となるように取ると，偏光基底の成分は

ϵ̂1 “ pcos θ cosϕ, cos θ sinϕ,´ sin θq, (6.10.39a)

ϵ̂2 “ p´ sinϕ, cosϕ, 0q. (6.10.39b)

ゆらぎのモード展開 輻射場の場の分布関数による記述がよい宇宙晴れ上がり以
前の時期において，フラックス密度テンソルのゆらぎ δρµν を波数K のフーリエ
モードに展開する：

δρµνptls,x,kq “

ż

d3KeiK¨xρp1q
µν pK;kq. (6.10.40)
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上記のように偏光基底を選ぶと，各摂動モードについてすべてのベクトル摂動量
は K̂に比例するので，

ρp1q
pq “ ϵµ1

˚ϵν2ρ
p1q
µν pK;kq (6.10.41)

で定義される ρ
p1q
pq は ωと µ “ cos θ “ K̂ ¨ k̂のみに依存する:

ρp1q
pq “ ρp1q

pq pK;ω, µq. (6.10.42)

これに注意して，Stokesパラメータに対応する偏光温度ゆらぎ∆X(X “ I,Q, U, V )

を次の様に定義する：

∆IpK, q, µq “

ˆ

ω

4

Bρp0qpωq

Bω

˙´1
!

ρ
p1q

11 pK;ω, µq ` ρ
p1q

22 pK;ω, µq

)

,(6.10.43a)

∆QpK, q, µq “

ˆ

ω

4

Bρp0qpωq

Bω

˙´1
!

ρ
p1q

11 pK;ω, µq ´ ρ
p1q

22 pK;ω, µq

)

,(6.10.43b)

∆UpK, q, µq “

ˆ

ω

4

Bρp0qpωq

Bω

˙´1
!

ρ
p1q

12 pK;ω, µq ` ρ
p1q

21 pK;ω, µq

)

,(6.10.43c)

∆V pK, q, µq “ ´i

ˆ

ω

4

Bρp0qpωq

Bω

˙´1
!

ρ
p1q

12 pK;ω, µq ´ ρ
p1q

21 pK;ω, µq

)

,(6.10.43d)

ここで，q “ aω.

スカラ型ゆらぎによる偏光 スカラ型ゆらぎに対しては， ∆X “ ∆s
Xpt,K, q, µqの

時間発展方程式は次式で与えられる [13, 51]：

Bt∆
s
I `

iKµ

a
∆s
I ´ 4

ˆ

BtΦ `
2iKµ

a
Ψ

˙

“ ´σT n̄e

„

∆s
I ´ ∆s

I0 ` 4vµ ´
1

2
P2pµq

`

∆s
I2 ` ∆s

Q0 ´ ∆s
Q2

˘

ȷ

,(6.10.44a)

Bt∆
s
Q `

iKµ

a
∆s
Q

“ ´σT n̄e

„

∆s
Q `

1

2
p1 ´ P2pµqq

`

∆s
I2 ` ∆s

Q0 ´ ∆s
Q2

˘

ȷ

, (6.10.44b)

Bt∆
s
U `

iKµ

a
∆s
U “ ´σT n̄e∆

s
U , (6.10.44c)

Bt∆
s
V `

iKµ

a
∆s
V “ ´σT n̄e

ˆ

∆s
V ´

3µ

2
∆s
V 1

˙

, (6.10.44d)

ここで， vは速度ゆらぎ v “ vK̂の大きさ,また， i “ s,`, xとX “ I,Q, U, V に
対し，

∆i
X lpqq :“

ż 1

´1

dµ

2
Plpµq∆i

Xpq, µq. (6.10.45)

この方程式より，スカラ型ゆらぎに対しては，∆U “ ∆V “ 0が成り立つ．すな
わち，Eモードのみを生成し，Bモードは生成されない．
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テンソル型ゆらぎ テンソル型ゆらぎに対するゆらぎ偏光成分∆t
X は，重力波の

`偏光とˆ偏光に対応する decoupleした 2つのモード ∆̃t
X,ϵ(ϵ “ `,ˆ)の重ね合わ

せとなる：

∆t
I “ p1 ´ µ2q cosp2ϕq∆̃t

I,` ` p1 ´ µ2q sinp2ϕq∆̃t
I,ˆ, (6.10.46a)

∆t
Q “ p1 ` µ2q cosp2ϕq∆̃t

Q,` ` p1 ` µ2q sinp2ϕq∆̃t
Q,ˆ, (6.10.46b)

∆t
U “ ´2µ sinp2ϕq∆̃t

U,` ` 2µ cosp2ϕq∆̃t
U,ˆ, (6.10.46c)

各成分 ∆̃t
X,ϵの発展方程式は，

Bt∆̃
t
I,ϵ `

iKµ

a
∆̃t
I,ϵ ´ 2Bthϵ “ ´σT n̄ep∆̃

t
I,ϵ ` Λ̃ϵq, (6.10.47a)

Bt∆̃
t
Q,ϵ `

iKµ

a
∆̃t
Q,ϵ “ ´σT n̄ep∆̃

t
Q,ϵ ´ Λ̃ϵq, (6.10.47b)

∆̃t
U,ϵ “ ∆̃t

Q,ϵ, (6.10.47c)

Bt∆̃
t
V,ϵ `

iKµ

a
∆̃t
V,ϵ “ ´σT n̄e∆̃

t
V,ϵ, (6.10.47d)

ここで，

Λ̃ϵ :“ ´
3

70
∆̃t
I4,ϵ `

1

7
∆̃t
I2,ϵ ´

1

10
∆̃t
I0,ϵ `

3

70
∆̃t
Q4,ϵ `

6

7
∆̃t
Q2,ϵ `

3

5
∆̃t
Q0,ϵ. (6.10.48)

これより，テンソル型ゆらぎは，一般に∆U ‰ 0．したがってBモードを生成する．

6.10.7 アクシオンによるBモード生成

Lagrangian アクシオン場 ϕが電磁場とCS結合するとする：

L “ ´
1

2
˚dϕ ^ dϕ ´ Λ2

aUpϕ{faq ´
1

2
˚F ^ F ´

gϕγ
2
ϕF ^ F (6.10.49)

場の方程式

d ˚F ` gϕγdϕ ^ F “ 0 ô ∇νFνµ ´
1

2
gϕγ∇νϕϵνµαβF

αβ “ 0 (6.10.50)

特に，ϕ “ ϕptqのとき，ゲージ条件

E “ 9A, B “ ∇ ˆ A; ∇ ¨ A “ 0 (6.10.51)

のもとで，空間的に平坦な FLRWモデルでの場の方程式は

p´B2
η ` △qA `

1

2
gϕγa 9ϕ∇ ˆ A “ 0 (6.10.52)
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図 6.18: 宇宙晴れ上がり時におけるCMB B-mode生成

図 6.19: BICEP2の観測したCMB B-modeパターン
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平面波解 波が z方向に伝搬しているとき，

A “ pax, ay, 0qeikz ñ

ˆ

B2
η ` k2 ˘

1

2
gϕγak 9ϕfa

˙

pax ˘ iayq “ 0 (6.10.53)

kが大きいときのWKB解は

Ax ˘ iAy “ const ¨ exp t´ikpη ´ zq ¯ iβu (6.10.54)

ここで，

β “
1

4
gϕγ

ż t
9ϕdt “

1

4
gϕγ∆ϕ (6.10.55)

Bモード生成 これは， 9ϕ ‰ 0のとき，電磁波の偏光ベクトルが伝搬と共に回転す
ることを示している．CMBの場合，最終散乱面から現在までの回転角は

∆β “
1

4
gϕγ

ż t0

tls

9ϕdt “
1

4
gϕγ pϕptlsq ´ ϕpt0qq (6.10.56)

ϕの振動周期 2π{mが，最終散乱面の厚み δtls „ 10kpcに比べてが大きく，かつ宇
宙年齢以下のとき，すなわち

10´33eV ă m ă 10´27eV (6.10.57)

のとき，この回転はEモードからBモードを生成する．
その割合を決める∆βの大きさは，axion decay constant faに依存しないことが
特徴的である．

∆β À
π

4
?
3
fagϕγ „

α

4
?
3

„ 10´3 (6.10.58)

上記の条件を満たすアクシオン場がN 種あると，一般に∆βは
?
N 倍となる．

観測よりの制限

• Current limit: ∆β ă 2˝ “ 3.5 ˆ 10´2 .

• Planck: accuracy ă 0.1˝
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7
*重力波による究極理論探査

§7.1
ブラックホールによる束縛状態と散乱

7.1.1 ブラックホール近傍での粒子の運動

Schwarzschild black hole

ブラックホールの周りでの粒子の運動は，粒子の質量がゼロか有限かで異なる．
例えば，Schwarzschild BHの周りでの運動方程式は次の 2式に帰着される．

E “ ´u ¨ ξ “ ´ut “ fprq 9t, L “ u ¨ η “ uϕ “ r2 9ϕ, (7.1.1a)

´ϵ “ ´f 9t2 `
9r2

f
` r2 9ϕ2, (7.1.1b)

ここで，有質量の場合 ϵ “ 1，ゼロ質量の場合 ϵ “ 0である．運動の振る舞いは，
有効ポテンシャル V prq で決ま（図 7.1):

9r2 ` V prq “ E2; V prq “

ˆ

ϵ `
L2

r2

˙

fprq. (7.1.2)

これより，有質量の場合とことなり，ゼロ質量粒子は安定な束縛軌道がないこと
がわかる．5次元以上では，有質量粒子も安定な束縛軌道を持たなくなる．
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Massive particle Massless particle

図 7.1: The effective potential for a particle with L “ 0, ¨ ¨ ¨ , 5 around the 4D

Schwarzschild BH

Kerrブラックホール

赤道面上の軌道に限定すると，

E “ ´gtt 9t ´ gtϕ 9ϕ, L “ gϕt 9t ` gϕϕ 9ϕ, (7.1.3a)

´ϵ “ gtt 9t
2 ` 2gtϕ 9t 9ϕ ` gϕϕ 9ϕ2 `

r2

∆
9r2, (7.1.3b)

対応する有効ポテンシャルは

9r2 ` V prq “ E2; V prq “
ϵ∆

r2
´
a2E2 ´ L2

r2
´

2MpaE ´ Lq2

r3
, (7.1.4)

ここで， 図 7.2に示したように，粒子の運動は，回転がブラックホールの回転と
同じ向きか，反対向きかで大きく異なる．特に，同方向に回転する方が遠心力が
弱くなる．

7.1.2 Kerr BHでのゼロ質量場

フラックス保存

波動性のため，BH近傍での場の振る舞いは粒子と大きく異なる．例えば，軸対
称定常BHでのKlein-Gordon場を考える：

DµDµϕ “ 0; Dµ “ Bµ ´ iqAµ, (7.1.5)
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Massive particle Massless particle

図 7.2: The effective potential for particles with L “ 3 (corotating) and L “

´3 (counter-rotating) around the Kerr BH with a “ 0.999. r˚ is the tortoise

coordinate defined by dr˚ “ pr2 ` a2qdr{∆.

ここで，Aµは電磁ポテンシャル，qは粒子の電荷である．この方程式より，Klein-

Gordon内積

Npϕ1, ϕ2q “ ´i

ż

Σ

`

ϕ̄1D
µϕ2 ´ pD̄µϕ̄1qϕ2

˘

dΣµ (7.1.6)

がDOCのCauchy面Σの取り方によらないことが示される．これより，図 7.3の
散乱問題において，無限遠からの入射フラックス II ´ , ブラックホールに落ち込む
フラックス IH ` および無限遠に放出されるフラックス II `の間に次の関係が成り
立つ：

II ´ “ II ` ` IH ` (7.1.7)

増幅反射

スカラ場は無限遠で

ϕ «

ż

dω
ÿ

m

1

r

`

A´e´iωu´ ` A`e`iωu`
˘

eimφ; u˘ “ t ¯

ż

dr{f, (7.1.8)

と振る舞うので，無限遠でもフラックスは

II ˘ “ i

ż

du˘

ż

S2

dΩ2 lim
rÑ8

r2pϕ̄
Ø

B u˘
ϕq “

ÿ

m

ż

dωωx|A˘
ω,m|2yS2 , (7.1.9)

ここで，xQyS2は S2でのQの平均．
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I +

I  −

H  +

H  − Σ

図 7.3: Scattering of an incidental wave by an AF black hole

次に，ホライズンH `近傍では

ϕ “ ϕpr, θqe´iωt`imφ “ ϕpr, θqe´iω˚t`imφ̃

“ ϕpr, θqeiω˚r˚

e´iω˚v``imφ̃ « Cpθqe´iω˚v``imφ̃, (7.1.10)

ここで，ω˚ :“ ω ´ mΩh, φ̃ “ φ ´ Ωht， v` “ t `
ş

drpr2 ` a2q{∆.

v`と φ̃はH `近傍で正則な座標なので, Cは θの有界関数でないといけない.し
たがって，H `を横切るフラックスは

IH ` “ i

ż

dv`

ż

S2

dD´2σ
´

ϕ̄p
Ø

B v`
` 2iqΦqϕ

¯

H `

“
ÿ

m

ż

dωpω˚ ´ qΦhqpr2h ` a2qx|Cω,m|2yS2 . (7.1.11)

これらを (7.1.7)に代入して

ωx|A´
ω,m|2y “ ωx|A`

ω,m|2y ` pω ´ mΩh ´ qΦhq pr2h ` a2qx|Cω,m|2y. (7.1.12)

透過率 T と反射率Rを

T :“ IH `{II ´ , R :“ II `{II ´ , (7.1.13)

により定義すると，R` T “ 1なので，次の条件が満たされるときR ą 1となる：

ω˚ ´ qΦh “ ω ´ mΩh ´ qΦh ă 0 (7.1.14)

ここで，Φhはブラックホールの静電ポテンシャルである．
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図 7.4: The Penrose process in the ergo region

Penrose過程

エルゴ領域では，Penrose過程と呼ばれる興味深い現象が起きる [55]．エルゴ領
域では，時間推進Killingベクトル ξが空間的となり，pµが時間的でも，無限遠に
対するエネルギーE “ ´p ¨ ξはふとなり得る. このため，エルゴ領域に入射した
粒子が 2つ以上の粒子に分裂すると，その一部が入射粒子より大きなエネルギー
をもって，エルゴ領域から出ることが可能となる．
増幅反射条件は

k ¨ p ą 0, pµϕ “ p´iBµ ´ qAµqϕ, (7.1.15)

と表されるので，増幅反射はPenrose過程と同じ機構で起きる．ここで，k “ Bt `

ΩhBφはホライズンH `の光的接ベクトルである. この式は， pが過去向きの時間
的ベクトルであることを示している．
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µM “ 0.5, l “ 1 µM “ 0.9, l “ 2

図 7.5: The effective potential for a massive scalar field around the Kerr BH with

a “ 0.999.

§7.2
増幅反射不安定

増幅反射が引き起こすブラックホール不安定

• BH bomb: 球形の反射壁でブラックホールを取り囲む [67, 57, 18]

• 有限な質量をもつボーズ場 [27]

• adS-Kerrブラックホール [19]

7.2.1 Kerr BH時空での有質量スカラ場の方程式

• 有質量自由スカラ場の方程式：

pl ´ µ2qΦ “ 0 (7.2.1)

• 変数分離
Φ “ RlmprqSlmpθq expp´iωt ` imϕq, (7.2.2)
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とおくと，

1

sin θ

d

dθ

ˆ

sin θ
dSlm
dθ

˙

`

„

a2pω2 ´ µ2q cos2 θ ´
m2

sin2 θ
` Λlm

ȷ

Slm “ 0, (7.2.3)

d

dr

ˆ

∆
dRlm

dr

˙

`

” ω2pr2 ` a2q2 ´ 4Mamωr ` m2a2

∆

´pω2a2 ` µ2r2 ` Λlmq

ı

Rlm “ 0. (7.2.4)

• 角度モード関数と分離定数 Λlm: Slm “ Sml pcos θ; cq(c “ apω2 ´ µ2q1{2)と書
けるので，Λlmは l,m(l “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ )と cのみ依存し，c Ñ 0の極限で

Sml Ñ Pm
l , Λlm Ñ lpl ` 1q. (7.2.5)

• 動径モード関数の有効ポテンシャル：u “ pr2 ` a2q1{2Rlm とおくと，

d2u

dr˚2
`
“

ω2 ´ V pr, ωq
‰

u “ 0, (7.2.6)

ここで，有効ポテンシャル V は，

V “
µ2∆

r2 ` a2
`

4amωMr ´ a2m2 ` ∆rΛlm ` pω2 ´ µ2qa2s

pr2 ` a2q2

`
∆p2Mr3 ` a2r2 ´ 4Ma2r ` a4q

pr2 ` a2q4
. (7.2.7)

V の漸近挙動は

V Ñ

#

µ2 ; r “ 8,

ω2 ´ ω2
˚ ; r “ r`

. (7.2.8)

(Fig. 7.5).

• 境界条件：

At infinity : Rlm „
Blm

r
e`ikr˚

, k “ pω2 ´ µ2q1{2. (7.2.9a)

At horizon : Rlm „ Clme
´iω˚v``imϕ̃ „ Clme

´iω˚r˚

e´iωt`imϕ.(7.2.9b)

7.2.2 増大率

単位系 c “ ℏ “ G “ 1.
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図 7.6: Division into four regions for the WKB approximation

1) 質量が大きい場合:µM " 1（WKB近似）

Reference

• T.J.M. Zouros and D.M. Eardley(1979)[68]

WKB近似解 準束縛状態 ω2 ă µ2を考える．ポテンシャル障壁の影響が最小で，
不安定性が最大となるωR » µに限定し，解を4つの領域に分けて考える：I(r ă r1),

II(r1 ă r ă r2), III(r2 ă r ă r3), IV(r ą r3) (Fig.7.6)

• 振動的領域 I, III: ω2 ą V prqなので， 動径モードに対するWKB解は，

Rlm “ pr2 ` a2q´1{2u, (7.2.10a)

u “ kpr˚q´1{2
␣

A`e
iΘprq ` A´e

´iΘprq
(

, (7.2.10b)

ここで，A˘は定数で，

Θprq “

ż r˚

r˚
0

kpuqdu, kpr˚q “ pω2 ´ V prqq1{2. (7.2.11)

ただし， r˚
0 は反射点 ω2 “ V prqでの r˚座標の値．

• トンネル領域 II, IV: ω2 ă V prqなので， 動径モードに対するWKB解は，

u “ κpr˚q´1{2
␣

B´e
´Iprq ` B`e

Iprq
(

, (7.2.12)
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ここで， B˘は定数で

Iprq “

ż r˚

r˚
0

κpuqdu, κpr˚q “ pV prq ´ ω2q1{2. (7.2.13)

• Airy関数法：接続点 (inflection pt)近傍でのポテンシャルを線形近似すると，
振動領域では

u “

c

|Θ|

k

␣

C`J1{3p|Θ|q ` C´J´1{3p|Θ|q
(

„
1

?
2πk

”´

C`e
´ 5πi

12 ` C´e
´πi

12

¯

ei|Θ| `

´

C`e
5πi
12 ` C´e

πi
12

¯

e´i|Θ|
ı

(7.2.14)

トンネル領域では

u “

c

|I|

κ

␣

´C`I1{3p|I|q ` C´I´1{3p|I|q
(

„
1

?
2πκ

”

pC´ ´ C`q e|I| `

´

C´e
´πi

6 ´ C`e
´ 5πi

6

¯

e´|I|
ı

. (7.2.15)

.

• 解の接続：領域 Iで infalling条件AI` “ 0を課し，得られた解をAiry関数法
で接続すると

AI
´ “ A0, AI

` “ 0, (7.2.16a)

BII
` “ e´πi{4A0, BII

´ “ 0, (7.2.16b)

AIII
` “ ´iAIII

´ “ ´ieIIIA0, (7.2.16c)

BIV
´ “ e´3πi{4eIII`iΘIIIA0, (7.2.16d)

peπi{3 ´ 1qBIV
` “ 2e5πi{12eIII cosΘIII, (7.2.16e)

ここで，

III “

ż r˚
2

r˚
1

κprqdr˚, ΘIII “

ż r˚
3

r˚
2

kprqdr˚. (7.2.17)

• 固有値方程式：　束縛状態を考えているので， BIV
` ．これは，振動数に対す

るBohr-Sommerfeldの量子化条件を与える．

ω “ ωn :

ż r˚
3

r˚
2

kprqdr˚ “

ˆ

n `
1

2

˙

π, n “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ . (7.2.18)
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図 7.7: Flux integral to estimate the growth rate

不安定性増大率の評価 図 7.7のような超曲面を考え，フラックス保存から，その
上のKGノルムの時間推進による変化率を求めると

´ω˚pr2h ` a2q|R̃|2 “ 2ωINΣ1pΦ,Φq. (7.2.19)

これより, ωI は次のように評価される：

ωI “
1

2
γe´2III , (7.2.20)

γ´1 »

ż r˚
3

r˚
2

dr˚

kprq
4 cos2

´

Θ ´
π

4

¯

"

ωn

ˆ

1 ´
a2ζ∆

pr2 ` a2q2

˙

´
2maMr

pr2 ` a2q2

*

.(7.2.21)

ZourosとEardleyは，パラメータ a{M,µM, l,m, ωの広い領域で ωIをこの式を
用いて数値的に計算し， 成長率が次の時に最大となることをすることを見いだ
した:

i) lが最小,

ii) mが最大, i.e., m “ l，

iii) a{M が最大, i.e., a{M » 1,

iv) ωRが最大, i.e., ωR „ 0.98µ ă mΩh．

得られた成長率の最大値は, 各 µM の値に対して,

MωI „ 10´7 exp p´1.84µMq , (7.2.22)

小さな因子 10´7は (7.2.20)の γに起因する．
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2) 小質量の場合：µM ! 1(MAE法）

• References

– Detweiler S (1980)[30](Cf. Rosa J (2010)[58])

• r " M での近似解

この領域では，R “ Rlmprqの方程式 (7.2.4)は，水素原子に対するSchrödinger

方程式と同じ形の方程式

d2prRq

dr2
`

ˆ

ω2 ´ µ2 `
2Mµ2

r
´
lpl ` 1q

r2

˙

prRq « 0, (7.2.23)

で近似できる．したがって，σ2 “ µ2 ´ ω2 ą 0のとき，準束縛状態の系列

R “
A

x
Wν,l`1{2pxq „ e´x{2xν px “ 2σr " 1q, (7.2.24)

ν “ Mµ2{σ “ l ` n ` 1 ` δν, pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, (7.2.25)

を解として持つ．ここで，δνは水素原子の厳密な束縛状態からのずれを表す
複素数である．この解は，領域 σM ! x ! 1では次のように振る舞う：

R « Ap´1qn
p2l ` 1 ` nq!

p2l ` 1q!
xl ` Ap´1qn`1n!p2lq!δνx´l´1. (7.2.26)

• µr ! lでの近似解

この領域では，微分方程式 (7.2.4)は

zpz ` 1q
d

dz

„

zpz ` 1q
dR

dz

ȷ

`
␣

P 2 ´ lpl ` 1qzpz ` 1q
(

R “ 0, (7.2.27)

と近似できる．ここで，

z “
r ´ r`

r` ´ r´

, P “ ´
2Mr`

r` ´ r´

ω˚ (7.2.28)

この方程式は厳密に解けて，ホライズンに落ち込む解は

R “ C

ˆ

z

z ` 1

˙iP

F p´l, l ` 1, 1 ` 2iP ;´zq. (7.2.29)

この解は，領域 1 ! z ! l{pωRMqでは次のように近似される：

R « C
p2lq!Γp1 ` 2iP q

l!Γpl ` 1 ` 2iP q
zl ` Cp´1ql`1 l!Γp1 ` 2iP q

p2l ` 1q!Γp´l ` 2iP q
z´l´1. (7.2.30)

• 成長率
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図 7.8: The instability growth rate for l “ m “ 1.

これら 2つの領域での漸近近似解が共通領域で一致することを要請すると，

δν “ 2iP r2σpr` ´ r´qs
2l`1 p2l ` 1 ` nq!

n!

„

l!

p2lq!p2l ` 1q!

ȷ2 l
ź

j“1

pj2 ` 4P 2q.

(7.2.31)

これより，成長率が

ωR » µ

#

1 ´

ˆ

µM

l ` 1 ` n

˙2
+1{2

« µ (7.2.32a)

ωI “ 2γµr`pmΩh ´ µqpµMq4l`4, (7.2.32b)

と決まる．ここで，

γ “
24l`2p2l ` 1 ` nq!

n!pl ` 1 ` nq2l`4

ˆ

l!

p2lq!p2l ` 1q!

˙2 l
ź

j“1

“

j2
`

1 ´ a2{M2
˘

` 4r2`pµ ´ mΩhq2
‰

.

(7.2.33)

この成長率は， l “ m “ 1かつ a{M „ 1で次の最大値を取る:

ωI «
a

24M2
pµMq9. (7.2.34)
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3)数値計算による評価

• References

– Cardoso V, Yoshida (2005):最初の計算 [20]

– Leaver E (1985):Leaver法 [54]

– Dolan S:[32].

– 高次元ブラックホールのQNM [20, 50]

– 高次元 adS単純回転ブラックホールの SR不安定 [48, 47].

• 動径モード関数Rの級数展開

Rprq “
x´iσ

pr ´ r´qχ´1
e´σr

8
ÿ

n“0

anx
n, x “

r ´ r`

r ´ r´

, (7.2.35)

ここで

q “
2r`pω ´ mΩhq

r` ´ r´

, σ “ pµ2 ´ ω2q1{2, χ “ ´pµ2 ´ 2ω2q{σ. (7.2.36)

• 展開係数の漸化式
これを動径方程式 (7.2.4)に代入すると，展開係数 anに対する 3項漸化式

αnan`1 ` βnan ` γnan´1 “ 0. (7.2.37)

を得る．ここで，

αn “ pn ` 1qpn ` c0q, βn “ ´2n2 ` pc1 ` 2qn ` c3, γn “ n2 ` pc2 ´ 3qn ` c4,

ただし， c1, ¨ ¨ ¨ , c4は ω, σ,mとΛlmで決まる定数.

• 連分数解
n Ñ 8で an`1{anがゼロに収束するとき，

an`1

an
“ ´

γn`1

βn`1 ` αn`1
an`2

an`1

“ ´
γn`1

βn`1´

αn`1γn`2

βn`2´

αn`2γn`3

βn`3´
¨ ¨ ¨ . (7.2.38)

a1{a0 “ ´β0{α0なので，この方程式で n “ 0とおくと，ω “ ωR ` iωI に対
する固有値方程式が得られる:

β0 ´
α0γ1
β1´

α1γ2
β2´

α2γ3
β3´

¨ ¨ ¨ “ 0. (7.2.39)

この連分数は収束が早く，適当な nで打ち切ることにより，良い精度で固有
値 ω2を求めることができる．図 7.8は，l “ m “ 1に対する解の例である．
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図 7.9: 不安定性成長時間が宇宙年齢以下となる µ ´ M の帯状領域

§7.3
*BH-axion系の時間発展

References

• the axiverse paper[4]

• Arvanitaki A, Dubovsky A[5]

7.3.1 BH spin down (no bosenova case)

増幅反射不安定の成長率（まとめ）

τ

GM
«

#

107e1.84αg ;αg " 1, a “ 1

24
`

a
M

˘´1
pαgq

´9 ;αg ! 1,
(7.3.1)

ここで

αg :“ GMµ “
µ

1.34 ¨ 10´10eV
¨
M

Md

. (7.3.2)

成長率は αg „ 1で最大：

τsr « 0.2 ¨ 107GM ; αg » 0.44, a{M » 0.999. (7.3.3)
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不安定性の起きる質量

• スカラ場の質量が 10´10eVのとき， 太陽質量M „ Mdのブラックホールで
不安定が実際に起きる．

• この質量は，QCDアクシオンの場合 fa „ 1016GeVに対応．

• ただし，現在の存在量が観測と整合的となるには，アクシオン場の初期振幅
を 10´3fa程度に小さく調整しないといけない．

不安定性の時間発展

• 不安定性の成長は，BHの角運動の減少をもたらす．

• このため，ある程度不安定性が成長すると，成長時間が宇宙年齢を超え，安
定化する．

不安定帯

• 不安定性の成長率は，パラメーター αg “ µM に非常に敏感．

• このため，成長率が宇宙年齢以下となるパラメータ領域は，µ´M平面で狭
い帯状の領域となる．(図 7.9）

• 例えば，アクシオンの質量が µ « 10´14eVのとき，質量が 102Md ´ 105Md

の範囲にある BHのみが不安定性を引き起こす．このため，この帯域の BH

の角運動量は，他の質量のBHより小さい角運動量を持つことになる．

7.3.2 G-atom

• 不安定性が大きくなる束縛状態 ω « µでは，µMが小さい場合のエネルギー
レベルは (7.2.32a)より，

ω2
R » µ2

ˆ

1 ´
α2
g

2n2

˙

, ωR ă mΩh, (7.3.4)

ここで， n “ n1 ` l ` 1 (n1 “ 0, 1, 2 ¨ ¨ ¨ ).

• 最も不安定となるモード n1 „ 0に対し, nは

n » l „
µ

Ωh

“ αg
2rh
a
. (7.3.5)
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図 7.10: 最も不安定なモード pl “ m “ 1qの波動関数の分布．左は赤道面，右は z

軸を含む面での振幅．

• したがって，モード関数のピークはエルゴ領域の外に有り，ホライズンから
遠い：

r

Rg

„
n2

α2
g

„ 4
´rh
a

¯2

ñ µr „ 4αg

´rh
a

¯2

„ 1 (7.3.6)

これは，a „ M の場合，最も不安定な束縛状態は完全に量子的な状態とな
ることを意味している．従って，増幅反射不安定は，中心のブラックホール
をアクシオンの量子雲が取り囲む重力原子 (G-atom）を生み出す．（図 7.10）

7.3.3 *ボーズノバ

準解析的な解析

• 自己相互作用

S “

ż

d4x
?

´g

„

´
1

2
p∇ϕq2 ´ 2µ2f 2

a sin
2

ˆ

ϕ

2fa

˙ȷ

. (7.3.7)

• 非相対論的近似
ϕ »

1
?
2µ

`

e´iµtψ ` eiµtψ˚
˘

. (7.3.8)

とおくと，|ϕ|{fa ! 1のとき，

SNR “

ż

d4x

„

iψ˚Btψ ´
1

2µ
BiψBiψ

˚ ´ µΦgψ
˚ψ `

1

16f 2
a

pψ˚ψq2
ȷ

. (7.3.9)
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図 7.11: アクシオン雲のエネルギーのサイズR依存性

• 最後の項が，小振幅の時の主要な非線形効果を現す．この相互作用は引力な
ので，アクシオン雲が十分成長し高密となると，ボーズ・アインシュタイン
凝縮の場合と同様，ボーズノバといわれる爆縮現象が起きることが予想され
る [5].

• アクシオン雲の全エネルギー

E “
V

2µ

@

|∇ψ|2
D

` µΦgV
@

|ψ|2
D

´
V

16f 2
a

@

|ψ|4
D

«
N

2µ

ˆ

l2

r2
`

1

R2

˙

´
αgN

r
´

N2

16f 2
aR

3
,

ここで， rは雲の中心とBH中心の距離, Rは雲の広がりのサイズ．Eが極
小となる rを求めると, アクシオン雲に対するKepler半径が得られる：

rc «
l2

αgµ
ñ E «

N

2µR2
´

N2

16f 2
aR

3
´
αgN

2rc
. (7.3.10)

• ボーズノバ

このエネルギーは，

R “ Rm ”
3µN

16f 2
a

(7.3.11)
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で極大となる．このサイズがRm ă rcを満たすときは，,雲のサイズはR „

r „ rcで安定化する．しかし，図 7.11に示したように，rc ă Rmとなると，
R ă rcでエネルギーEはRの単調増加関数となり，最初R „ rであった雲
は不安定となり急速につぶれる．これは，雲の質量が臨界値

rc ă Rm ô µN ą
16l2f 2

a

3αgµ
ô ϵ “

µN

M
ą

l2f 2
a

α2
gm

2
pl

« 10´4. (7.3.12)

を超えると起きる．

数値シミュレーション

概要 実際のアクシオン相互作用は 4次ではなく，cospϕ{faqに比例し，|ϕ|{faが 1

のオーダーとなると飽和する．したがって，実際にボーズノバが起きるかどうか，
また，その様子を知るには周知シミュレーションが必要となる．

References

• Yoshino H, Kodama H (2012) [66]

モデルとパラメーター 線形理論における SR不安定解のうち，l “ m “ 1, n “ 1

となるモードに以下の振幅を与えて初期値とする．

Simulations Initial condition E{rpfa{Mpq
2M s nonlinearlity

(A) KG bound state, φ
pAq

peakp0q “ 0.60 1430 weak

(B) KG bound state, φ
pBq

peakp0q “ 0.70 1862 strong

結果

• ϕ „ fa ô ϵ „ 10´4となると，実際にボーズノバに対応するアクシオン雲
の崩壊が起きる．（図 7.12）

• 臨界値より十分小さい振幅の線形解を初期値とすると，雲の位置および広が
りの長周期振動が起きるが，崩壊は起こらない．この振動は，SR不安定成
長率を増大させる傾向をもつ．

• アクシオン雲の崩壊が起きると，SR不安定成長はとまり，BHに正のエネ
ルギーが落下する．ただし，BHの角運動量は減少し続ける．これは，l “

1,m “ ´1のモードが生成されることを意味する．

• アクシオン雲の崩壊に伴い，外に向かってエネルギーが放出される．
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図 7.12: 数値シミュレーションにおけるボーズノバ現象のスナップショット（上は
起きる前，下は起きた直後）
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図 7.13: モデル (A)[φpeakp0q “ 0.6]:ピークの高さ φpeakと位置 r
ppeakq
˚ の振る舞い．
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図 7.14: モデル (A): BHホライズンに落ち込むエネルギーフラックスFEと角運動
量フラックスFJ．非線形効果はＢＨからのエネルギーと角運動量の取り出しを増
大させる．
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と角運動量密度 dJ{dr˚ (右)．
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図 7.17: モデル (B)[φpeakp0q “ 0.7]: t » 350M の頃，ピークの位置 r
ppeakq
˚ はホラ

イズンに非常に近づき，ピーク振幅φpeakは 4倍程度まで増大．その直後にボーズ
ノバが起きる．
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図 7.18: モデル (B): t “ 500Mでの赤道面（pr˚{M,ϕq座標系）でのスナップショッ
ト（左）と t{M “ 0, 350, 700における赤道面の ϕ “ 0線上の場の値．
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図 7.19: モデル (B):FEと FKJ . t » 350M でボーズノバが発生．
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図 7.20: モデル (B): dE{dr˚ (左)と dJ{dr˚ (右)．t{M “ 0, 750, 1500
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図 7.21: 非線形効果により生成された pℓ,mq “ p3,˘3qモードのエネルギーE33が
全エネルギーに占める割合の時間変化．
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図 7.22: アクシオン場の振幅の時間発展に対する 2つの可能性．
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図 7.23: BHに吸収された全エネルギー∆E の時間変化． C “ 1.05, 1.08, 1.09

有効ポテンシャルによる解析

• φ “ Φ{faに対する相対論的な作用積分

Ŝ “

ż

d4x
?

´g

„

´
1

2
p∇φq2 ´ µ2

ˆ

φ2

2
` ÛNLpφq

˙ȷ

, (7.3.13)

ÛNLpφq “ 1 ´
φ2

2
´ cosφ “ ´

8
ÿ

n“2

p´1qn

p2nq!
x2n. (7.3.14)

• 非相対論的近似
φ “

1
?
2µ

`

e´iµtψ ` eiµtψ˚
˘

. (7.3.15)

とおくと，ニュートン近似で，ψに対する作用は

ŜNR “

ż

d4x

„

i

2

´

ψ˚ 9ψ ´ ψ 9ψ˚
¯

´
1

2µ
BiψBiψ

˚ `
αg
r
ψ˚ψ ´ µ2ŨNLp|ψ|2{µq

ȷ

,(7.3.16)

ŨNLpxq “ ´

8
ÿ

n“2

p´1{2qn

pn!q2
xn. (7.3.17)

ここで，αg :“ Mµ，

• 集団変数: アクシオン波動関数 ψとして次の形のものを考える：

ψ “ Apt, r, νqeiSpt,r,νq`mϕ, (7.3.18)

Apt, r, νq « A0 exp

„

´
pr ´ rpq

2

4δrr2p
´

pν ´ νpq
2

4δν

ȷ

, , (7.3.19)

Spt, r, νq « S0ptq ` pptqpr ´ rpq ` P ptqpr ´ rpq
2 ` πνptqpν ´ νpq

2 ` ¨ ¨ ¨ .(7.3.20)

以下では，m “ 1, νp “ 0とおく．集団座標の意味は
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図 7.24: αg “ 0.1: αgµrpの関数としての有効ポテンシャル V（上）とポテンシャ
ルの臨界点（下）のパラメータN˚への依存性N˚ “ 0.02,...,0.08で 0.01刻み.
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図 7.25: αg “ 0.4: αgµrpの関数としての有効ポテンシャル V（上）とポテンシャ
ルの臨界点（下）のパラメータN˚への依存性N˚ “ 1.0,...,1.5で 0.1刻み.
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– δrptq: 波束の動径方向の広がり．

– δνptq: 波束の θ方向の広がり．

– prpptq, νpptqq: 波束のピーク位置の座標．

• 有効作用：総アクシオン数を

N “

ż

d3xA2 « 4π2A2
0

a

δrδνr
3
pp1 ` δrq. (7.3.21)

で定義すると，集団変数に対する有効作用は，

L “ ´ 9S0N ` p 9rpN ` p 9p ´ 2P 9rpq2rp
δr

1 ` δr
N ´ 9Pr2pδr

1 ` 3δr
1 ` δr

N ´ 9πνδνN ´ H,(7.3.22a)

H “ T ` V ; (7.3.22b)

T “
N

2µ

„

p2 ` 8pPrp
δr

1 ` δr
` 4P 2r2pδr

1 ` 3δr
1 ` δr

` 4π2
ν

δν
r2pp1 ` δrq

ȷ

, (7.3.22c)

V

Nµα2
g

“
1

2pαgµrpq2p1 ` δrq

ˆ

1 ` δν `
1

4δr
`

1

4δν

˙

´
1

pαgµrpqp1 ` δrq
(7.3.22d)

´α´2
g

8
ÿ

n“2

p´1{2qn

pn!q2n

„

N˚
?
δrδνpαgµrpq3p1 ` δrq

ȷn´1

, (7.3.22e)

ここで
N˚ “ pα3

gµ
2{4π2qN. (7.3.23)

ただし，δνについて 1次の項のみを残した．

• これは次の様に書き換えられる：

L “ T ´ V ; (7.3.24a)

T “
1

2
A 9δ2r ` B 9δr 9rp `

1

2
C 9r2p `

1

2
D 9δ2ν , (7.3.24b)

ここで，

A “
1

4
Nµr2p

1 ` 45δr ` 198δ2r ` 126δ3r ` 45δ4r ` 9δ5r
p1 ` δrq3δrp1 ` 3δ2rq

, (7.3.25a)

B “
1

2
Nµrp

´7 ´ 30δr ` 54δ2r ` 30δ3r ` 9δ4r
p1 ` δrq2p1 ` 3δ2rq

, (7.3.25b)

C “ Nµ
1 ` 6δr ´ 26δ2r ` 18δ3r ` 9δ4r

p1 ` δrqp1 ` 3δ2rq
, (7.3.25c)

D “
1

4
Nµr2p

p1 ` δrq

δν
. (7.3.25d)
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• ポテンシャルのN˚依存性： 3次元の変数空間 pδr, δν , αgµrpqにおける極点は，
元のポテンシャルの形やN˚の値によらず，常の次の関係式で決まる曲線上
に載ることが占めさえる：

δr “
´1 ` 4δ2ν `

a

1 ´ 8δν ` 8δ2ν ` 64δ3ν ` 16δ4ν
2p´2 ` 4δν ` 16δ2νq

, (7.3.26a)

αgµrp “ 4δν ´
1

2δν
`

1

4δr
` 1. (7.3.26b)

この曲線上でのポテンシャルの振る舞いと極点の位置をプロットしたのが図
7.24と図 7.25である．

• 極小点における振動周期

– αg “ 0.4, N˚ “ 1.1.

ˆ

ωEG

µα2
g

˙2

“ 1.141, 0.249, and 0.0166, (7.3.27)

∆qi “

¨

˚

˝

0.110

´0.027

0.994

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

0.075

0.724

0.686

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

´0.378

´0.005

0.925

˛

‹

‚

(7.3.28)

第 3の固有振動は長周期振動を説明する：

∆t “ 761M. (7.3.29)

– αg “ 0.4, N˚ “ 1.3

ˆ

ωEG

µα2
g

˙2

“ 14.06, 5.59, and 0.175, (7.3.30)

∆qi “

¨

˚

˝

0.218

´0.030

0.975

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

0.070

0.927

0.367

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

´0.640

´0.085

0.763

˛

‹

‚

(7.3.31)

第 1の固有振動は短周期振動を説明する：

∆t “ 26M. (7.3.32)

7.3.4 *l ě 2のモードに対する非線形効果
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§7.4
*重力波放出

図 7.10に示したように, G原子のアクシオン雲は非球対称で回転している．こ
のため，G原子は重力波を放出する．

7.4.1 4重極公式による評価

• (7.3.6)より，雲は rc „ Mpl ` 1q2{α2
g程度の半径をもち, Ω “ pM{r3c q

1{2程度
の角速度で回転している. これより，4重極公式を使うと，単位時間あたり
にアクシオン雲から放出される重力波のエネルギーは

P “
G

45
|
...

Q|2 „
G

45
pr2cϵMq2Ω6 „

ϵ2α10
g

45Gpl ` 1q10
“ G

N2α12
g

45pl ` 1q10pGMq4
,

(7.4.1)

ここで，N は雲に含まれるアクシオン量子の数, ϵ “ µN{M は雲の質量とＢ
Ｈの質量の比．

• 4重極公式は，アクシオン雲の異なる量子レベルの間の遷移により放出され
る重力波の評価となっている．したがって，l ě 2が必要で，重力波による
エネルギー放出で系のエネルギーが変化する時間スケールは

τGW „
ϵM

P
«

45GMpl ` 1q10

ϵα10
g

« 1014GM

ˆ

10´4

ϵ

˙ˆ

l ` 1

3

˙10ˆ
0.44

αg

˙10

.

(7.4.2)

これより，ϵ „ 10´4, αg Á 1に対し

τGW{τsr « 0.1 ˆ e´1.844pαg´2q p2{αgq
10 . (7.4.3)

• 時間発展

– αg ă 2: GW放出は SR不安定の成長を妨げない．

– αg ą 2: ϵ „ 10´4のとき，τGW “ τsr. すなわち，ϵ „ 10´4に達すると，
SR不安定にもかかわらずアクシオン雲は成長を止める．一般に，αgが
大きいほど，小さな ϵで定常状態に達する．

• GWの観測可能性
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図 7.26: The fate of an axion cloud around a black hole formed by instability.

(7.4.1)より，観測されるGWの振幅は

h « 10´22
´ ϵ

10´4

¯

ˆ

c3

GMω

˙ˆ

100Mpc

d

˙ˆ

M

105Md

˙

´αg
2

¯5
ˆ

3

l ` 1

˙5

(7.4.4)

これより，質量が 10´15eV À µ À 10´20eVの範囲にあるアクシオンが存在す
ると，増幅反射不安定により放出されたGWが advanced LIGOなどで検出
可能となる．

7.4.2 定常重力波放出量の評価

無限遠でのエネルギーフラックス TTゲージ条件を満たす重力波型摂動 hTT
ij に

対し，そのエネルギー運動量テンソルを

4κ2TGW
µν “ Bµh

TTijBνh
TT
ij ´

1

2
ηµνpBλh

TTijBλh
TT
ij q (7.4.5)

により定義する．いま，I `近傍で hijが

hTT
rr ,

1

r
hTT
rA „ O

ˆ

1

r2

˙

, (7.4.6)

phTTqBAprΩ, tq „
1

r

ÿ

ω,s,l,m

”

AslmpωqpY
psq

lm qABpΩqe´iωu ` cc
ı

, (7.4.7)

ż

S2

dΩY
psq

lm pY
ps1q

l1m1 q
˚ “ Cs

lmδ
ss1

δll1δmm1 (7.4.8)
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と振る舞うとき，無限遠に放出されるエネルギーは

EI ` “

ż

I `

T tµdΣ
µ

“ lim
rÑ8

r2
ż

du

ż

S2

dΩp´T tt ` T trq

“
1

8κ2
lim
rÑ8

r2
ż

du

ż

S2

dΩpBuh
TTi

jq2

“
T

4κ2

ÿ

lms,ω

ω2|Aslmpωq|2. (7.4.9)

重力波放出率 一般に，uTT
µν を真空での波動方程式

lhµν “ 0 (7.4.10)

のTT-gaugeでの任意の解，ψµνを源のある波動方程式

△Lψµν “ ´lψµν ´ 2Rµανβψ
αβ “ ´2κ2Tµν (7.4.11)

の解とする．このとき，任意の時空領域Dに対して，

NBDpuTT, ψq :“ i

ż

BD

dΣµu
TT˚
αβ

Ø

B µψαβ “ i

ż

D

d4xuTT˚
αβ △Lψ

αβ

“ ´2iκ2
ż

D

d4xuTT˚
µν T µν . (7.4.12)

この式でDの境界をI `まで押しやると，左辺への無限遠よりの寄与はψのゲー
ジ変換に対して不変で（後述），

NI `puTT, ψq “ NI `puTT, hq “ NI `puTT, hTTq. (7.4.13)

よって，uTTとして，I `で

uTT
ω,s,l,m „

1

r
pY

psq

lm qe´iωu, (7.4.14)

ホライズンH `でゼロとなる複素基本解を用いると,

T ˆ 2ωCs
lmA

s
lm “ ´2iκ2

ż

D

d4x
?

´guTTµν
ω,s,l,m

˚Tµν . (7.4.15)

以上より，，

xu, T y :“
1

T

ż

D

d4x
?

´guµνTµν (7.4.16)

と定義すると，

9EI ` “
κ2

4

ÿ

lms,ω

|Cs
lm|´2

ˇ

ˇ

@

uTT
lms,ω, T

Dˇ

ˇ

2
. (7.4.17)
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平坦背景時空近似

背景時空を平坦時空で近似すると，uTT
lms,ωおよび Φを具体的に求めることがで

き，重力波放出率を準解析的に求めることができる．ただし，この近似はµM ! 1

の時にのみ良い近似となり，特にΦは

Φ̂ “ ´

?
2Ea
ω

p2kq3{2

d

pn ´ ℓ ´ 1q!

2npn ` ℓq!
e´iωte´krp2krqℓL2ℓ`1

n´ℓ´1p2krqYℓmpθ, ϕq. (7.4.18)

ただし，

k :“
a

µ2 ´ ω2 “
Mµ2

n
; n :“ ℓ ` 1 ` nr, nr “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ . (7.4.19)

また，Eaはアクシオンの全エネルギーを表す量：

Ea “

ż

Tttr
2dr sin θdθdϕ. (7.4.20)

• ベクトル型摂動：このときは 9P “ 0.

• スカラ型摂動：

dEGW

dt
“ Cnℓ

ˆ

Ea
M

˙2

pµMqQℓ , (7.4.21a)

Qℓ “

#

16, pℓ “ 1q,

4ℓ ` 10, pℓ ě 2q,
(7.4.21b)

Cnℓ “

$

’

&

’

%

π2

160

pn2 ´ 1q2

n10
, pℓ “ 1q,

16ℓ`1ℓpℓ ´ 1q2rpℓ ` nq!s2Γp2ℓq2

p2ℓ ´ 1qpℓ ` 1qpℓ!q4Γp4ℓ ` 3qΓpn ´ ℓq2n4ℓ`8
, pℓ ě 2q.

(7.4.21c)

*Kerr時空での評価

7.4.3 *バースト重力波放出の評価

7.4.4 *観測からの制限
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図 7.27: 平坦近似：pEa{Mq2を単位とした重力波によるエネルギー放出率とアク
シオン増幅反射不安定成長率の比較． ℓ “ m “ 1, 2, 3, nr “ 0, a˚ “ 0.99.
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図 7.28: Kerr時空でのGWエネルギー放出率： pℓ,mq “ p1, 1q. a˚ “ 0.90, 0.99.

ℓ̃ “ 2, 3, 4, 5.
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図 7.29: Kerr時空でのGWエネルギー放出率： pℓ,mq “ p2, 2q. a˚ “ 0.90, 0.99.

ℓ̃ “ 4, 5, 6, 7.
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図 7.30: Kerr時空でのGWエネルギー放出率： pℓ,mq “ p3, 3q. a˚ “ 0.90, 0.99.

ℓ̃ “ 6, 7, 8, 9.
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A
カイラルアノーマリー

§A.1
Chiral Anomaly

要約: カイラルカレントは，それを構成しているフェルミ粒子がゲージ相互作用
すると，一般的に量子効果によりアノーマリーが生じ，カレントの保存則に位相
的なゲージ補正項が加わる [Bell JS, Jackiw R (1969); Adler SL (1969)]．

参考文献

• Harvey JA: ”TASI 2003 Lecturenotes on Anamalies” [arXiv:hep-th/0509097]

• Adler SL: ”Anomalies” [arXiv:hep-th/0411038]

可換ゲージ場のTriangle Anomaly

• Lagrangian

L “ ´iψ̄pγµDµ ´ mqψ ´
1

4
FµνF

µν , (A.1.1)

Dµ “ Bµ ` ieAµ (A.1.2)

• 古典的対称性: 一般に，
ψ ÞÑ eiαψ (A.1.3)

質量m “ 0のとき，さらに
ψ ÞÑ eiβγ5ψ (A.1.4)
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q

k1

k2

p1

p

p2

γλ

γν

γµγ5

図 A.1: Triangle Digram

• 保存則（量子論）

Jµ “ ψ̄γµψ : BµJ
µ “ 0, (A.1.5a)

Jµ5 “ ψ̄γµγ5ψ : BµJ
µ
5 “ ´2mψ̄γ5ψ `

e2

8π2
F µνF̃µν . (A.1.5b)

ここで，

F̃µν “ ˚Fµν :“
1

2
ϵµνλσF

λσ. (A.1.6)

Adler-Bardeen-Jackiw(ABJ) anomaly

• 不可避性：正則化においてベクトルカレントの保存を要請すると，軸性ベク
トルカレントの保存則には anomalyが発生し，その値は正則化の方法に依存
しない．

• 非くり込み定理：くり込みにより形を変えない．[Adler-Bardeenの定理]

• 普遍性：非可換ゲージ場，重力場との結合もカイラルアノマリーを生む．

Dµ “ ∇µ ´ igtaA
a
µ, Jµ5 “ ψ̄γµγ5tψ

ñ BµJ
µ
5 “ ¨ ¨ ¨ `

g2

8π2
TrpttatbqF

a
µνF̃

bµν `
1

384π2
TrptqRµνλσR̃

µνλσ

(A.1.7)

• 物理的には，アノマリーはインスタントンとスピノール場の相互作用により
引き起こされる．

• 様々な証明法
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– Cut offによる正則化．

– Pauli-Villars正則化．

– Point-splitting正則化．

– 藤川による経路積分法:PI measureの正則化とAthiya-Singer指数定理．

§A.2
Anomaly公式の証明

A.2.1 経路積分法による証明（藤川和夫1979）

ゲージ場A中でのスピノ-ル場 ψに対する分配関数Zは経路積分で

ZrAs “

ż

rdψsrdψ̄seiSpψ,ψ̄;Aq (A.2.1)

と表される．この経路積分において，変換

ψ Ñ Uψ, (A.2.2a)

ψ̄ Ñ ψ̄pγ4U
:γ4q, ψ̄ “ ψ:γ4, γ4 “ iγ0, (A.2.2b)

に対して，スピノール場の経路積分測度は次のように変換する：

rdψsrdψ̄s Ñ rdetU det Ū s´1rdψsrdψ̄s, (A.2.3)

Uxn,ym “ Upxqnmδ
4px ´ yq, (A.2.4)

Ūxn,ym “ pγ4Upxq:γ4qnmδ
4px ´ yq. (A.2.5)

特に，Upxq “ eiαpxqtに対しては，Ū U “ 1より，rdψsrdψ̄sは不変となる．一
方，Upxq “ eiαpxqtγ5に対しては，Ū “ U となるので，測度は不変とならない：

rdψsrdψ̄s Ñ pdetU q´2rdψsrdψ̄s

“ exp

"

i

ż

d4xαpxqPpxq

*

rdψsrdψ̄s. (A.2.6)

したがって，Z全体は

Z Ñ

ż

rdψsrdψ̄s exp

„

i

ż

d4x pαpxqPpxq ` Jµ5 pxqBµαpxqq

ȷ

. (A.2.7)

Zは積分変数の変換では変化しないので，これより，

xBµJ
µ
5 pxqyA “ Ppxq. (A.2.8)
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Anomaly Ppxqは形式的には不定となる：

Ppxq “ ´2Trpγ5tqδ
4px ´ xq. (A.2.9)

そこで，次のように正則化する：

Ppxq “ lim
MÑ8

“

´2Tr
␣

γ5tfp´ {D2
x{M2q

(

δ4px ´ yq
‰

yÑx
. (A.2.10)

ここで，fpuqは fp0q “ 1となるなめらかなコンパクト台の関数．また，

Dµ “ Bµ ´ itaA
a
µpxq. (A.2.11)

Fourier変換により

Ppxq “ lim´2

ż

d4k

p2πq4

“

Tr
␣

γ5tfp´ {D2
x{M2qeikpx´yq

(‰

y“x

“ lim´2

ż

d4k

p2πq4

“

Tr
␣

γ5tfp´pi{k ` {Dq2{M2q
(‰

“ lim´2M4

ż

d4k

p2πq4

“

Tr
␣

γ5tfp´pi{k ` {D{Mq2q
(‰

“ ´

ż

d4k

p2πq4
f2pk2q

“

Tr
␣

γ5t {D4
(‰

(A.2.12)

ここで，Wick回転により
ż

d4k f2pk2q “ iπ2

ż 8

0

ds sf 2psq “ iπ2. (A.2.13)

また，

{D2
“ D2 ´

i

2
taF

a
µνγ

µν , (A.2.14)

Tr
␣

tγ5 {D4
(

“ 2iTrptatbtqF
a
µνF̃

bµν . (A.2.15)

以上より，

xBµJ
µ
5 pxqyA “ Ppxq, (A.2.16)

Ppxq “
1

8π2
F a
µνF̃

bµνTrptatbtq. (A.2.17)

この式は，
Trptatbtq “ Nδab (A.2.18)

となる場合には，次のような保存系に書き直すことができる：

BµK
µ “ 0; Kµ “ xJµ5 yA ` 2NGµ, (A.2.19)

Gµ :“ ´
1

8π2
ϵµνλρ

“

AaνBλA
a
ρ ` 1

3
fabcA

a
νA

b
λA

c
ρ

‰

. (A.2.20)
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§A.3

クォークモデルにおけるカイラルア
ノーマリー

A.3.1 π0 Ñ 2γ崩壊

要点： π0はカイラルなUp1q変換に対する擬Goldstoneボゾンであるが，その 2

光子崩壊は，このカイラル対称性のアノーマリーにより引き起こされる．

軸性カイラルカレントのアノーマリーによるGoldstoneボゾンのChern-Simons

相互作用 一般に，大域的なカイラル変換

eiαγ5t (A.3.1)

に対して，アノーマリーのため，分配関数は経路積分測度の変換より

Z Ñ

ż

rdψsrdψ̄s exp

„

iS ` i

ż

d4xαPpxq

ȷ

(A.3.2)

と変換．ここで

Ppxq “
g2

8π2
F a
µνF̃

b
µνTrpttatbq. (A.3.3)

この変換に対する（擬）GoldstoneボゾンをBとすると，

@

Vac | J0
5 pxq | B

D

“ ´
i

2
FeipB ¨x (A.3.4)

より，

´i xVac | rQ5, Bpxqs | Vacy “ ´2Im

ż

d3pB
p2πq3

ż

d3y
@

Vac | J0
5 pyq | B

D

e´ipB ¨x “ F.

(A.3.5)

よって，
δ xBy “ ´iα xrQ5, Bsy “ αF. (A.3.6)

したがって，アノーマリーは，次のような有効相互作用 (Chern-Simons相互作用）
を生み出す：

Seff “ S `

ż

d4x
1

F
BPpxq. (A.3.7)
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π0への応用 π0をカイラル変換 exppiαγ5τ3q(τ3 “ σ3 “ 2t3)に対する擬Goldstone

ボゾンと見なして，以上の議論を適用すると，カイラルアノーマリーは次のよう
な π0と電磁場の有効相互作用を生み出す:

δL “
1

Fπ
π0 e

2

8π2
FµνF̃

µν ˆ Nc

˜

ˆ

2

3

˙2

´

ˆ

1

3

˙2
¸

“
e2Nc

24π2Fπ
π0FµνF̃

µν . (A.3.8)

この有効相互作用による π0崩壊率は

Γpπ0 Ñ 2γq “
N2
c α

2m3
π

144π3F 2
π

“

ˆ

Nc

3

˙2

ˆ 1.11 ¨ 1016s´1. (A.3.9)

これはNc “ 3に対して，実験値を良く再現する：

Γpπ0 Ñ 2γqexp “ p1.19 ˘ 0.08q ¨ 1016s´1. (A.3.10)

A.3.2 インスタントンとUp1qA問題の解決

ゲージ場の Pontrjagin数 クォークのカイラル変換はアノーマリーにより見か
け上破れている：

eiαγ5t ÞÑ δL “ αPpxq; Pd4x “ ´
ÿ

j

1

4π2
TrptF pjq ^ F pjqq. (A.3.11)

(A “ ´igAaµtadx
µ, F “ dA ` A ^ A ). しかし，カイラル変換がゲージ変換と可

換のとき，Ppxqは

Ppxqd4x “ dK ; K “ ´
ÿ

j

qj
1

4π2
Tr

ˆ

dA ^ A `
2

3
A ^ A ^ A

˙pjq

(A.3.12)

と書けるので，この項の作用積分への影響は無いように見える．
しかし，実はそうではない．一般に，

ż

R3

dK “

ż

S3
8

K (A.3.13)

となるが，無限遠でゲージ場の強度 F がゼロに近づくとしても，右辺がゼロとは
限らない．実際，Gをゲージ群として

A Ñ U´1dU, U : S3 Ñ G (A.3.14)

とすると，
ż

S3
8

K “
ÿ

j

qj
12π2

ż

S3

TrpU´1dU ^ U´1dU ^ U´1dUqpjq (A.3.15)
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この右辺の被積分関数は，Gの不変体積要素から誘導される 3次元体積要素と一
致するので，その積分は，G内での S3の像のこの測度に関する体積 V を表す．こ
の体積は，U の連続変形では代わらない．実際，

δpU´1dUq “ dpU´1δUq ` rU´1dU, U´1δU s (A.3.16)

より，

δV “ 3

ż

S3

Tr
␣

dpU´1δUq ^ U´1dU ^ U´1dU
(

“ ´3

ż

S3

Tr
␣

U´1δU ^ dpU´1dU ^ U´1dUq
(

“ 0. (A.3.17)

したがって，この積分値は離散的な値を取る位相不変量となる（winding num-

ber）．
値を計算するために，まず，

π3pSUpnqq “ Z, n ě 2 (A.3.18)

となることに注意する．これより，SUp2q Ă SUpnq (n ě 2)を考慮すると，G “

SUp2qの場合に計算すれば良いことがわかる．そこで，写像 U を

U : S3 Ñ SUp2q, (A.3.19)

Upxq “
1

r

`

x4σ0 ` ixjσj
˘

(A.3.20)

とおくと，

U´1dU “ iωjσj, (A.3.21)

ωj “
1

r2
`

ϵjklx
kdxl ` x4dxj ´ xjdx4

˘

(A.3.22)

より，

V “ i3
ż

S3

ωj ^ ωk ^ ωlTrpσjσkσlq

“ 12

ż

S3

ω1 ^ ω2 ^ ω3 (A.3.23)

を得る．ここで，SUp2qの Upxqへの左作用は，S3 の推移的な等長変換を与え，
U´1dU はこの作用で不変となるので，ωjは S3上の不変 1形式となる．ところが，
S3の北極 p0, 0, 0, 1qで

ωj “ dxj (A.3.24)

となるので，ω1 ^ ω2 ^ ω3は S3の標準体積要素と一致する．よって，

V “ 24π2. (A.3.25)
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すなわち，K の積分は整数（の 2倍）となる．元のゲージ場で表すと，Fµνが無
限遠でゼロに近づくとき，

p1 “ ´
1

8π2

ż

d4xTrpF ^ F q P Z (A.3.26)

となる．ただし，Trはベクトル表現に関するものである．

インスタントン解 Pontrjagin数がゼロでないゲージ配位は次のようにして構成
することができる．時間を虚時間に変え，時空をユークリッド化して考える．こ
のとき，任意の 2形式F P A2に対し，

˚ ˚F “ F (A.3.27)

が成り立つので，2形式の空間は ˚の固有空間に直和分解される：

A2 “ A2
` ` A2

´ : ˚F “ ˘F for F P A2
˘. (A.3.28)

このとき，F P A2
˘に対して，ゲージ場の方程式は，

DF :“ dF ` A ^ F ´ F ^ A “ 0 ô D ˚F “ 0 (A.3.29)

に帰着する．さらに，

d4x
1

2
FµνF

µν “ ˚F ^ F “ F ^ F (A.3.30)

より，F ‰ 0ならば，
ż

d4xF ^ F ‰ 0 (A.3.31)

となる．このような解は，インスタントン解と呼ばれる．
SUp2qゲージ理論での p1 “ 1のインスタントン解は次のように構成することが

できる [Belavin AA, Polyakov AM, Schwarz AS, Tyupkin YuS (1975)]. ゲージ配
位が，上記の Upxq P SUp2qを用いて

A “ fprqU´1dU (A.3.32)

と書けるとする．ただし，

fprq “ O
`

r2
˘

at r “ 0, lim
rÑ8

fprq “ 0. (A.3.33)

このとき，

F “ f 1dr ^ U´1dU ` fpf ´ 1qU´1dU ^ U´1dU

“ i
␣

f 1r ^ ωj ` fp1 ´ fqϵjklω
k ^ ωl

(

σj (A.3.34)
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構成法より自動的にDF “ 0なので， ˚F “ F が満たされればよい．dr, rωj(j “

1, 2, 3)が正規直交系となるので，

˚dr ^ ωj “
r

2
ϵjklω

k ^ ωl (A.3.35)

これより，

˚F “ i

"

f 1

2
ϵjklω

k ^ ωl ` 2fp1 ´ fq
1

r
dr ^ ωj

*

σj. (A.3.36)

よって，自己双対性条件は
rf 1 “ 2fp1 ´ fq. (A.3.37)

この一般解は，Rを積分定数として

f “
r2

r2 ` R2
. (A.3.38)

で与えられる．

SUp2qAのアノマリー t P SUp2qAとすると，Trpttpatbqqは ta, tbが Up1qY , SUp2q,

SUp3qのいずれに属する場合もゼロとなる．唯一，π0 Ñ 2γのところで見たように，
ta, tb P Up1qEMのみが SUp2qAに対してアノマリーを生む (mixed anomaly)．しか
し，π3pUp1qq “ 0なので，Up1qはインスタントン解を持たず，アノマリーは対称
性を破らない．

Up1qAのアノマリー 一方，Up1qAの変換に対しては，Trpttpaqtbqq9Trptatbqなので，
Up1q, SUp2q, SUp3qのすべてのゲージ場がアノマリーを生む．したがって，カイラ
ル対称性 Up1qAはインスタントン効果で破れる．これにより，Up1qA問題は解決
される．

§A.4
QCD真空とQCD CP問題

A.4.1 θ真空

QCDにおいて，真空基底状態での SUp3qゲージ場は，

Fµν “ 0 ñ A “ U´1dU, Upxq P SUp3q (A.4.1)

と表される．いま，空間的無限遠で U Ñ 1を要請すると，各時刻 tでのゲージ場
配位は，

U : S3 Ñ SUp3q (A.4.2)
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と見なすことができる．これらのうち，互いに連続変形で移れるものは同一視す
ると，配位は U のホモトピー類で分類され，その全体は π3pSUp3qq – Zと対応す
る．具体的には，この対応は，巻き付き数

n :“ ´
1

8π2

ż

d3xTr

"

dA ^ A `
2

3
A ^ A ^ A

*

“
1

24π2

ż

R3

d3xTrpU´1dU ^ U´1dU ^ U´1dUq P Z (A.4.3)

で与えられる．
巻き付き数の時間変化は，

∆n “ npt “ 8q ´ npt “ ´8q “

ż

R4

dK “

ż

R4

´
1

8π2
TrpF ^ F q. (A.4.4)

これより，インスタントンは巻き付き数の変化を引き起こす．いま，巻き付き数 n

の真空を |nyと表すと，

`xn ` q|n, ty´ “ C

ż

rdAsq ¨ ¨ ¨ e´SE “ Aq. (A.4.5)

よって，新たな真空の基底 |θyを

|θy “
ÿ

nPZ

e´inθ|ny, p0 ď θ ď 2πq (A.4.6)

により定義すると，

`xθ1|θy´ “ 2πδpθ ´ θ1q
ÿ

qPZ

Aqe
iθq. (A.4.7)

したがって，この θ真空がエネルギー固有状態を与える．

A.4.2 強い相互作用におけるCPの破れ

各 θ真空での Lagrangianは

Leff “ L ` θPp3q; (A.4.8)

Pp3q “ ´
1

8π2
TrpF p3q ^ F p3qq “

g23
32π2

ϵµνλσTrpFµνFλσq. (A.4.9)

と表される．この θに依存する補正項は θ ‰ 0のとき，CPを破る．
Chiral anomalyのため，この θに依存したCPの破れとクォーク質量項の複素位

相によるCPの破れは密接に関連する．以下，q “ pu, d, sqの 3クォークモデルで考
える．このとき，Up3qR ˆUp3qL対称性のうち，Up1qbは厳密な対称性，SUp3qR ˆ

SUp3qL “ SUp3qV ˙ SUp3qA対称性はクォーク質量項により弱く破れた近似的対
称性となる．ただし，SUp3qAはクォーク凝縮により自発的に破れる．また，残る
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Up1qAは chiral anomalyで破れる．itγ5を対応する無限小カイラル変換とすると
き，アノマリー関数は，一般に

P “
g21

4 ¨ 8π2
TrptY 2qF p1q ¨ F̃ p1q `

g1g2
2 ¨ 4π2

TrptY tp2q
a qF p1q ¨ F̃ p2qa

`
1

8π2
Trptq

´

g22F
p2q ¨ F̃ p2q ` g23F

p3q ¨ F̃ p3q
¯

. (A.4.10)

ここで，2形式の内積において，F ¨ G “ FµνG
µν{2.　また，次の規格化を採用：

Trptp2q
a t

p2q

b q “ δab, Trptp3q
α t

p3q

β q “ δαβ. (A.4.11)

これより，Trptq ‰ 0となるカイラル変換 U “ exppiαtγ5qに対して，θパラメー
ターは

θ
g23
8π2

F p3q ¨ F̃ p3q Ñ pθ ` αTrptqq
g23
8π2

F p3q ¨ F̃ p3q (A.4.12)

と変化する．一方，クォークの質量行列は

q̄LM qR ` h.c. Ñ q̄Le
iαtM eiαtqR ` h.c. (A.4.13)

と変換する．これより，M の全位相は

detM Ñ eiαTrptq detM (A.4.14)

と変化する．よって，最初，この変換で detM P Rとしておき，そのときの θを θ0
とおく．このとき，SUp3qRˆSUp3qL変換でM を非負固有値 rmu,md, ussをもつ実
対角行列に対角化できる．この表示から出発して，カイラル変換 U “ exppiαtγ5q

を施して，θ Ñ 0とすると，

0 “ θ0 ` αTrptq “ 0. (A.4.15)

このとき，クォークの質量行列は

M “ eiαtrmu,md,msse
iαt. (A.4.16)

|θ0| ! 1とすると，

M » rmu,md,mss ` iαtt, rmu,md,mssu. (A.4.17)

この第 2項がCPの破れを生む:

LCPV “ iαq̄ptM0 ` M0tqγ5q. (A.4.18)

このCPの破れの量子効果を考える際に，LCPVがカイラル SUp3qの擬Goldston

bosons Baに対応する成分をもつと，量子効果は真空の再定義（xq̄λaqy , xq̄λaγ5qy
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の値の変化）を生み出す．これを避けるには，LCPBがカイラル SUp3qに関する真
空整列条件

δαLCPV “ αq̄r1
2
λα, tM0 ` M0tsq “ 0 pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8q (A.4.19)

を満たせば良い．解は，

tM0 ` M0t “ cI3 ô t “
c

2
M ´1

0 . (A.4.20)

よって，条件 (A.4.15)を考慮して，

LCPV “ ´i
θ0

TrM ´1
0

q̄γ5q

“ ´iθ0
mumdms

mumd ` mdms ` mums

`

ūγ5u ` d̄γ5d ` s̄γ5s
˘

. (A.4.21)

A.4.3 中性子電気双極子モーメント

References

• Baluni V: ”CP-nonconservation effects in quantum chronodynamics”, PRD19

(1979)19.

• Crewther RJ, Di Vecchia P, Veneziano G, Witten E: ”Chiral estimate of the

electric dipole moment of the neutron in quantum chromodynamics”, PLB88

(1979) 123.

双極子モーメントの計算法 一般に，フェルミ粒子に対して，

uppq “

˜

pE ´ p ¨ σqχ

mχ

¸

, (A.4.22a)

upp1q:γjuppq “ m
␣

ipE 1 ´ Eqδjl ´ ϵjklpp
1 ` pqk

(

χ:σlχ

´imqjχ
:χ, (A.4.22b)

ūpp1qγjkuppq “ mϵjkl
␣

pE 1 ` Eqδnl ` iϵlknq
k
(

χ:σnχ

`mϵjklpp1 ` pqlχ
:χ (A.4.22c)

より (q “ p1 ´ p)、

´iūpp1qγµνq
νuppqAµpqq “

1

2
ūpp1qγµνuppqF µνpqq Ñ σjB

j.

よって、このフェルミ粒子の磁気モーメントを

µj “ µσj (A.4.23)
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と置くと，
xp1|T pjµp0qeiSintq|py Ñ iµūpp1qγµνq

νuppq ` ¨ ¨ ¨ . (A.4.24)

例えば，
eūpp1qγµuppq “ i

e

2m
ūpp1q rpp ` p1qµ ` γµνq

νsuppq (A.4.25)

より，自由荷電粒子の磁気モーメントは

µj “
e

2m
σj. (A.4.26)

同様にして，

γµνγ5 “ i
1

2
ϵµνλσγ

λσ (A.4.27)

より，

´ūpp1qγµνγ5q
νuppqAµpqq “

1

2
ūpp1qγµνuppqF̃ µνpqq Ñ σjE

j

よって，フェルミ粒子が電気双極子モーメント

Dj “ Dσj (A.4.28)

をもつとすると，

xp1|T pjµp0qeiSintq|py Ñ Dūpp1qγµνq
νγ5uppq ` ¨ ¨ ¨ . (A.4.29)

中性子の電気双極子モーメント 一般論より，中性子の電気双極子モーメントDn

は

´xnpp1q|T pJµp0q

ż

d4xiLCPVq|nppqy Ñ Dnūpp1qγµνq
νγ5uppq ` ¨ ¨ ¨ (A.4.30)

により決定される．Crewtherらの結果は，

Dn » gπNN ḡπNN
1

4π2mN

ln

ˆ

mN

mπ

˙

. (A.4.31)

ここで，

LπNN “ π ¨ N̄τ piγ5gπNN ` γ̄πNNqN, (A.4.32a)

gπNN » 13.4, (A.4.32b)

ḡπNN » ´θ0
pmΞ ´ mNqmumd

Fπpmu ` mdqp2ms ´ mu ´ mdq
, (A.4.32c)

» ´0.038θ0. (A.4.32d)

よって，
Dn » 5.2 ˆ 10´16θ0ecm. (A.4.33)

BagモデルによるBaluniの結果も近い値となる:

Dn » 2.7 ˆ 10´16θ0ecm. (A.4.34)

実験により得られた上限値は

|Dn| ă 3 ˆ 10´26ecm ñ |θ0| À 10´9. (A.4.35)
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B
微分幾何学からの準備

§B.1
Complex Structure

B.1.1 複素多様体

【Definition B.1.1 (複素構造)】 　

1. 連結 Hausdorff空間M に対して，その開被覆 tUjuと各Uj から Cnの中へ
の同相写像 ϕiが与えられ，

ϕj ˝ ϕ´1
i : ϕipUi X Ujq Ñ ϕjpUi X Ujq (B.1.1)

が正則写像であるとき，tUj, ϕjuはM 上の局所複素座標系という．

2. M 上の２つの局所複素座標系 tUj, ϕju，tVk, ψkuは，Uj X Vk ­“ Hとなる任
意の j, kに対してψk ˝ϕ´1

j が双正則写像となるとき，正則同値であるという．

3. 連結Hausdorff空間上の局所複素座標系の正則同値類を複素構造，複素構造
Xが定義されている連結Hausdorff空間を複素多様体といい，同じ記号Xで
表す．

l

【Definition B.1.2 (正則写像)】 　

1. ２つの複素多様体X,Y の間の写像 f : X Ñ Y は，それぞれの局所複素座標
系 tUj, ϕju，tVk, ψkuに対して，ψk ˝ fϕ´1

j が正則写像となるとき正則である
という．
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2. 正則写像 fが逆写像をもちそれも正則となるとき双正則であるという．特に，
２つの複素多様体の間に双正則な同相写像が存在するとき，それらは双正則
同値であるという．

l

【Definition B.1.3 (解析的集合と部分多様体)】 　

1. Sを複素多様体Xnの閉部分集合とする．Sの各点 pに対して，pの開近傍
U ppqとその上で定義された正則関数の組 f 1

p , ¨ ¨ ¨ , f νp が存在して

S X U ppq “
␣

q P Uppq
ˇ

ˇ f 1
p pqq “ ¨ ¨ ¨ “ f νp pqq “ 0

(

(B.1.2)

が成り立つとき，SをXnの解析的部分集合，f 1
p , ¨ ¨ ¨ , f νp をその pにおける

局所方程式という．

2. 解析的部分集合Sの点 pに対して，pにおける局所複素座標系を pz1, ¨ ¨ ¨ , znq

とするとき，pで

rank
Bpf 1, ¨ ¨ ¨ , f νq

Bpz1, ¨ ¨ ¨ , znq
“ ν (B.1.3)

となる局所方程式 f 1, ¨ ¨ ¨ , f νが存在するとき，Sは pでなめらかであるとい
い，n ´ νを Sの pにおける次元という．

3. 解析的部分集合 S が点 pにおいてなめらかでないとき，pを S の特異点と
いう．

4. 複素多様体の特異点を持たない解析的部分集合を部分多様体という．

l

B.1.2 概複素多様体

【Definition B.1.4 (概複素構造)】 　

1. 2n次元多様体M の接バンドルT pM qから自分自身への（ベクトルバンドル
としての）バンドル写像J，すなわち可逆な p1, 1q型テンソル場JがJ2 “ ´1

を満たすとき，JをM の概複素構造という．また，組 pM , Jqを概複素多様
体という．

2. Cn Q pz1, ¨ ¨ ¨ , znqに対して，zj “ xj ` iyjとおくとき，写像

J : B{Bxj Ñ B{Byj, B{Byj Ñ B{Bxj (B.1.4)

をCnの標準複素構造という．
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3. 概複素多様体 pM , Jqの自然な向きを pX1, ¨ ¨ ¨ , Xm, JX1, ¨ ¨ ¨ , JXmqにより定
義する．Cmの場合，この向きは px1, ¨ ¨ ¨ , xm, y1, ¨ ¨ ¨ , ymqに対応する．

3. 複素多様体Xの局所複素座標系を tpψ,U quとするとき，ψ : U Ñ Cnによ
るCnの標準複素構造の引き戻しはX上に概複素構造 Jを定義する．これを，
Xの複素構造に付随する概複素構造という．

l

【Proposition B.1.5 (積分可能性)】 　 概複素構造 J は次の３つの互いに同値
な条件のいずれかが成り立つとき積分可能であるという．

i) 任意の p1, 0q型 1形式 θに対して，dθが p0, 2q型成分を持たない．

ii) 次式により定義される p1, 2q型テンソル場N がゼロとなる：

1

2
NpX,Y q “ rJX, JY s ´ rX,Y s ´ JrX, JY s ´ JrJX, Y s (B.1.5)

N はNijenhuisテンソルまたは複素捻れテンソルと呼ばれる．

iii) p1, 0q型ベクトル場の交換子が常に p1, 0q型ベクトル場となる．

l

【Theorem B.1.6】 　 2n次元多様体M の概複素構造 J がM のある複素構造
に付随するための必要十分条件は，J が積分可能であることである． l

B.1.3 複素多様体上のテンソル

【Definition B.1.7 (複素接バンドル)】 　

1. 概複素多様体 pM , Jqに対して，M の複素接バンドル T cpM q “ T pM q b C
の部分複素ベクトルバンドルを

T 1pM q “ T 1,0pM q “ tV P T cpM q | JV “ iV u , (B.1.6a)

T 2pM q “ T 0,1pM q “ tV P T cpM q | JV “ ´iV u , (B.1.6b)

により定義すると，
T cpM q “ T 1pM q ‘ T 2pM q. (B.1.7)
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2. 複素余接バンドル T ˚cpM qに対して，

A1,0pM q “ tω P T ˚cpM q | Jω “ iωu , (B.1.8a)

A0,1pM q “ tω P T cpM q | Jω “ ´iωu , (B.1.8b)

と定義すると，

A1pM q “ T c˚pM q “ A1,0pM q ‘ A1,0pM q. (B.1.9)

Ź

T c˚pM qの部分ベクトルバンドルを

Ap,qpM q “ p

p
ľ

A1,0pM qq ^ p

q
ľ

A0,1pM qq (B.1.10)

により定義すると，

AnpM q “

n
ľ

T c˚pM q “
ÿ

p`q“n

Ap,qpM q. (B.1.11)

このとき，Ap,qpM qの（局所）断面を pp, qq次の複素微分形式といい，その
全体をA p,qpM qと表す．

l

【Proposition B.1.8】 　複素多様体Xnの局所複素座標系を pz1, ¨ ¨ ¨ , znqとする．

1. T 1,0pXqの局所断面，すなわち p1, 0q型複素ベクトル場の基底は

B{Bzj “
1

2

`

B{Bxj ´ iB{Byj
˘

, (B.1.12)

で，T 0,1pXqの局所断面，すなわち p0, 1q型複素ベクトル場の基底は

B{Bz̄j “
1

2

`

B{Bxj ` iB{Byj
˘

, (B.1.13)

で与えられる．

2. A p,qの基底は

dzI ^ dz̄J ; I “ pi1, ¨ ¨ ¨ , ipq, J “ pj1, ¨ ¨ ¨ , jqq (B.1.14)

で与えられる．

l

【Definition B.1.9 (正則ベクトル場と正則微分形式)】 　
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1. 複素多様体X上の p1, 0q型複素ベクトル場 V を局所複素座標系 pz1, ¨ ¨ ¨ , znq

を用いて局所的に
V “

ÿ

j

V jB{Bzj (B.1.15)

と表すとき，V 1, ¨ ¨ ¨ , V nが常に正則関数となるならば V を正則ベクトル場
という．

2. 複素多様体X上の pp, 0q次微分形式 ωを局所複素座標系 pz1, ¨ ¨ ¨ , znqを用い
て局所的に

ω “
ÿ

I“pi1,¨¨¨ ,ipq

ωIdz
I (B.1.16)

と表すとき，ωI が常に正則関数となるならば ωを p次正則微分形式という．

l

【Proposition B.1.10 (Dolbeault微分)】 　

1. 複素多様体X上の pp, qq次複素微分形式 ωに対して，直和分解

dω “ Bω ` B̄ω P A p`1,qpXq ` A p,q`1pXq (B.1.17)

により写像

B : A p,qpXq Ñ A p`1,qpXq, (B.1.18)

B̄ : A p,qpXq Ñ A p,q`1pXq, (B.1.19)

を定義すると，
B2 “ 0, B̄2 “ 0, BB̄ ` B̄B “ 0. (B.1.20)

2. ω P A p,0pXqが正則であるための必要十分条件は，B̄ω “ 0.

l
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§B.2
複素構造の変形

【Proposition B.2.1】 　複素構造 J の無限小変形を 9J と表すと

9JJ ` J 9J “ 0

が成り立つ．この条件は，

9J “ I ` Ī;

I “ Iab̄Ba b dz̄b P T 1,0 b A 0,1pMq.

このとき，

9N “ ´2pi ` JqB̄I ` 2pi ´ JqBĪ ,

ĹXJ “ 2ipB̄X 1 ´ BX2q.

ここで，N はNijenhuisテンソル．また，X “ X 1 ` X2 P T 1,0 ‘ T 0,1pMq. l

【Definition B.2.2 (可微分族)】 　 Rm内の領域Bの各点 tに対しコンパクト複
素多様体Mt “ Mn

t が与えられているとする．このとき，次の条件を満たす可微分
多様体M とM をBの上に写すC 8写像ϖが存在するならば，集合 tMt | t P Bu

をコンパクト多様体の可微分族 (differentiable family)とよぶ：

(i) M の各点において C 8写像ϖの Jacobi行列の階数はmに等しい．

(ii) 各点 t P Bに対して，ϖ´1ptqはM のコンパクトな連結部分集合である．

(iii) ϖ´1ptq “ Mt

(iv) M の局所開被覆 tUj | j “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨uとUj上の複素数値C 8関数 zaj ppq pa “

1, ¨ ¨ ¨ , n, j “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ qが存在して，各 tに対して複素多様体Mtの局所複
素座標系をなす．

[小平邦彦著「複素多様体論」（岩波書店，1992)] l

【Definition B.2.3 (可微分族の同値性)】 　 領域B Ă Rmを底空間とする２つ
の可微分族 pM , B,ϖqと pN , B, πqが与えられたとき，M をN の上に写す可微
分同相写像 Φが存在して，各 t P Bに対して ΦがMt “ ϖ´1ptqをNt “ π´1ptqの
上に双正則に写すならば，可微分族M とN は同値であるという． l
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【Definition B.2.4 (自明な可微分族)】 　 可微分族 pM , B,ϖqが pM ˆB,B, πq

(M “ ϖ´1pt0q, t
0 P B)と同値であるとき，pM , B,ϖqは自明であるという． l

【Theorem B.2.5 (Frölicher-Nijenhuisの定理 (1957))】 　 コンパクト複素多様
体の可微分族 pM , B,ϖq (Bは Rm内の領域で 0 P B）において，H1pM0,Θ

0q “

0,M0 “ ϖ´1p0qならば，十分小さい開多重区間 I (0 P I Ă Bqに対して pMI , I,ϖq

は自明である．
[Frølicher A, Nijenhuis A: A theorem on stability of complex structures, Proc. Nat.

Acad. Sci. (USA) 43: 239-41 (1957)] l

【Theorem B.2.6】 　複素構造の無限小変形の自由度はH1pM,Θqと１対１に対
応する．ここで，Θは正則ベクトル場の層． l

【Note B.2.7 (説明)】 　 複素構造の無限小変形とH1pM,Θqとの対応は次のよ
うにして得られる．

1. 可微分族 pM , B,ϖqにおいて，t P B近傍での複素局所座標系 pUj, z
a
j pa “

1, ¨ ¨ ¨ , nqqに対し，各 tでの座標変換を zj “ fjipzi, tqとおく．このとき，Uj X

Uiでの正則ベクトル場 θjiptqを

θjiptq “
fajipzi, tq

Bt

B

Bzai
(B.2.1)

により定義すると，座標変換の結合則

fkipzi, tq “ fkjpfjipzi, tq, tq (B.2.2)

より
θkiptq “ θkjptq ` θjiptq, θijptq “ ´θjiptq (B.2.3)

が成り立つ．したがって，対応Uj X Ui ÞÑ θjiptqはMt上の正則ベクトル場
の層Θtに係数をもつCechコホモロジーにおける 1コサイクルを定義する．

2. このコサイクルがコバウンダリーとなるとき，すなわち各Ui上の正則ベク
トル場 θiptqが存在して

θji “ θj ´ θi (B.2.4)

となる条件は，新たな座標系Zj “ gpzj, tqを

Bgpzj, tq

Bt
“ θjpzj, tq (B.2.5)

により定めるとき，Zjの変換が tに依存しない (Zj “ FjipZiq)ことと同等で
ある．
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3. 以上より，複素構造の変形の自由度はH1pMt,Θtqと対応する．

l

【Definition B.2.8 (複素解析族)】 　 Cm内の領域 Bの各点 tに対しコンパク
ト複素多様体Mt “ Mn

t が与えられているとする．このとき，次の条件を満たす複
素多様体M とM をBの上に写す正則写像ϖが存在するならば，Mtは tに正則
に依存するといい，集合 tMt | t P Buをコンパクト多様体の複素解析族 (complex

analytic family)とよぶ：

(i) M の各点において正則写像ϖの Jacobi行列の階数はmに等しい．

(ii) 各点 t P Bに対して，ϖ´1ptqはM のコンパクトな部分多様体である．

(iii) ϖ´1ptq “ Mt

[小平邦彦著「複素多様体論」（岩波書店，1992)] l

【Theorem B.2.9 (微分同相性)】 　 コンパクト多様体の複素解析族 pM , B,ϖq

において，任意の t, s P Bに対してMtとMsは微分同相である．[小平邦彦著「複
素多様体論」（岩波書店，1992)] l

【Definition B.2.10 (完備性)】 　 複素解析族 pM , B,ϖqが p P Bで完備である
とは，点 q P C と双正則同型 ϕ : Nq Ñ Mpが存在するような任意の族 pN , C, πq

に対して，qの近傍U と正則写像 f : T 1 Ñ B, h : π´1pU q Ñ M が存在して，次
の３条件を満たすことである．

i) f ˝π “ ϖ˝h

ii) fpqq “ p

iii) Nq上で h “ ϕ．

このとき，U を十分小さく取ると，hは各ファイバーNtからMfptq上への双正則
同型を与えている．したがって，pで完備な族は，Mpのすべての微小変形を含ん
でいるといえる． l

【Definition B.2.11 (効果的パラメーター)】 　複素解析族 pM , B,ϖqの点 p P B

において，小平-Spencer写像

ρp : TpB Ñ H1pMp,Θq (B.2.6)

が単射となるとき，pM , B,ϖqは pで効果的にパラメータ付けされているという．
l
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【Theorem B.2.12 (倉西の基本定理 (1964))】 　 任意のコンパクト複素多様体
M に対し，次の条件を満たす複素解析族 pM , B,ϖqと p P Bが存在する：

i) Bの各点で完備．

ii) pで効果的にパラメーター付けされている．

iii) Mp “ M .

このとき，Bを倉西空間 (Kuranishi space)またはM の局所モジュライ空間 (local

moduli space)と呼ぶ． l
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§B.3
エルミート多様体

B.3.1 エルミート計量

【Definition B.3.1】 　

1. 概複素多様体 pM , JqのRiemann計量 gが任意のベクトル場X,Y に対して

gpJX, JY q “ gpX,Y q (B.3.1)

を満たすとき，エルミート計量という．

2. エルミート計量を与えられた概複素多様体を概エルミート多様体，エルミー
ト計量を与えられた複素多様体をエルミート多様体という．

l

【Definition B.3.2 (Kähler形式)】 　 概エルミート多様体 pM , J, gqに対して，

ωpX,Y q “ gpJX, Y q (B.3.2)

により定義される２次微分形式 Φを基本２形式ないしKähler形式という．成分
表示では，ωjk “ gklJ

l
j “ Jkj “ ´Jjkである．（注：Kobayashi-Nomizuの定義Φと

の対応は，Φ “ ´ω．） l

【Proposition B.3.3】 　

1. エルミート計量 gを複素接バンドルに拡張すると次の性質を持つ：

i) 任意の複素ベクトル場Z,W に対して，gpZ̄, W̄ q “ gpZ,W q.

ii) 任意のゼロでない複素ベクトル場Zに対して，gpZ, Z̄q ą 0.

iii) p1, 0q型ベクトル場Zと p0, 1q型ベクトル場W に対して，gpZ, W̄ q “ 0.

特に，hpZ,W q “ 2gpZ, W̄ qは T 1pM q上の正値エルミート計量を与える．

2. 逆に，T 1pM qの正値エルミート計量 hp˚, ˚qが与えられると，2gpZ, W̄ q “

hpZ,W q(Z,W P T 1
ppM q)と 1.i)-iii)を満たす複素接バンドルの対称双線形形

式 gが一意的に存在し，その実接バンドル T pM qへの制限はM のエルミー
ト計量を与える．
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3. T 1pM qの断面，すなわち p1, 0q型複素ベクトル場の基底をf1, ¨ ¨ ¨ , fn，A 1,0pM q

の双対基底を ϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕnとおく．すなわち，ϕjpfkq “ δjk．このとき，T
1pM q

のエルミート計量 hを

h “ hijϕ
iϕ̄j; hij “ hpfi, fjq “ 2gpfi, f̄jq (B.3.3)

とおくと，hijはエルミート行列で，基本２形式 ωは

ω “
i

2
hijϕ

i ^ ϕ̄j (B.3.4)

と表される．

l

【Note B.3.4】 　Riemann計量 gを T ˚CpM qに拡張したものは，形式的に

ds2 “ gjkdz
j b dzk ` gjk̄dz

j b dz̄k ` gj̄kdz̄
j b dzk ` gj̄k̄dz̄

j b dz̄k (B.3.5)

と表される．ここで，計量が対称形式である条件は gjk “ gkj, gjk̄ “ gk̄j, gj̄k̄ “ gk̄j̄，
計量が実接空間 T ˚pM q上で実である条件は gj̄k̄ “ ḡjk, gj̄k “ ḡjk̄と表されので，

ds2 “ gjkdz
j b dzk ` ḡjkdz̄

j b dz̄k ` gjk̄pdzj b dz̄k ` dz̄k b dzjq. (B.3.6)

このとき，Hermite計量である条件は，gjk “ 0．よって，Hermite計量は，

ds2 “ gjk̄pdzj b dz̄k ` dz̄k b dzjq. (B.3.7)

ただし，ḡjk̄ “ gkj̄．したがって，hjk “ 2gjk̄を用いると，

ds2 “ 1
2
hjkpdzj b dz̄k ` dz̄k b dzjq (B.3.8)

この式はしばしば，
ds2 “ hjkdz

jdz̄k (B.3.9)

と表される．たとえば，

ds2 “ dx2 ` dy2 ñ ds2 “ dzdz̄. (B.3.10)

また，
ds2 “ Rephjkdz

j b dz̄kq, ω “ ´Imphjkdz
j b dz̄kq. (B.3.11)

特に，

ω “
i

2
hjkdz

j ^ dz̄k. (B.3.12)

l
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§B.4
Kähler多様体

【Definition B.4.1】 　

1. 概エルミート多様体 pM , J, gqは，基本２形式 Φが閉形式となるとき，概
Kähler多様体という．

2. 概Kähler多様体は，その概複素構造が積分可能であるとき，すなわち，複
素多様体で Jがその複素構造から決まる概複素構造となるとき，Kähler多
様体という．

l

【Note B.4.2】 　様々な定義の関係

ΦzJ N/A D(almost complex) N “ 0(complex)

D almost Hermitian Hermitian

dΦ “ 0 almost symplectic almost Kähler Kähler

l

【Theorem B.4.3】 　概エルミート多様体 pM , J, gqがKähler多様体となるた
めの必要十分条件は，gが概複素的すなわち，∇J “ 0となることである． l

【Theorem B.4.4】 　エルミート多様体がKähler多様体となるための必要十分
条件は，各点 pの近傍で

ds2p “ dzidz̄i, DpBziq|p “ 0

となる複素座標が存在することである． l

B.4.1 曲率テンソル

【Proposition B.4.5】 　Kähler多様体の曲率テンソルRとRicciテンソルRic

は次の性質をもつ：

1. RpX,Y q˝J “ J˝RpX,Y q, RpJX, JY q “ RpX,Y q.

2. RicpJX, JY q “ RicpX,Y q.
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3. RicpX,Y q “ 1
2
TrpJ˝RpX, JY qq.

l

【Definition B.4.6 (Ricci形式)】 　 Kähler多様体のRicci曲率から定義される

ρpX,Y q “ RicpJX, Y q

は２形式となり，Ricci形式と呼ばれる． l

【Proposition B.4.7 (成分表示)】 　 e1, ¨ ¨ ¨ , en, e1̃, ¨ ¨ ¨ , eñ(ek̃ “ Jek)を TxpMq

の基底，θ1, ¨ ¨ ¨ , θn, θ1̃, ¨ ¨ ¨ , θñ(θk̃ “ ´Jθk)をその双対基底として，

ϕj “ p1 ´ iJqθj, fj “
1

2
p1 ´ iJqej,

Ψj
k “ ϕjpRfjq “ Rj

k ´ iRj
k̃

とおくと，
R j̃

k̃ “ Rj
k, R j̃

k “ ´Rj
k̃

より，
ρ “ iΨj

j

が成り立つ． l

B.4.2 座標成分表示

【Proposition B.4.8】 　複素座標系 zjに関する成分表示のもとで次の諸式が成
り立つ：

1. 計量
ds2 “ 2gij̄dz

idz̄j

ただし，ḡij̄ “ gjī.

2. Kähler形式
ω “ igij̄dz

i ^ dz̄j

3. 接続係数

Γijk “ Γikj “ gil̄
Bgl̄j
Bzk

,

Γīj̄k̄ “ Γīk̄j̄ “ gīl
Bglj̄
Bz̄k

他の成分はゼロ．

目次へ



付 録B 微分幾何学からの準備 259 目次へ

4. 曲率テンソル

Rij̄kl̄ “ gmj̄
BΓmik
Bz̄l

“
B2gij̄

BzkBz̄l
´ gmn̄

Bgin̄
Bzk

Bgj̄m
Bz̄l

およびこれと Riemann曲率テンソルの代数的対称性から決まるもの以外は
ゼロ．

5. Ricci曲率とRicci形式

Rij̄ “ ´
B2 lnG

BziBz̄j
,

ρ “ ´iBB̄ lnG,

G “ detpgij̄q.

特に，Ricci形式は複素構造と体積要素のみで決まる．

l

B.4.3 標準直線バンドル

【Definition B.4.9 (標準直線バンドル)】 　 n次元複素多様体M に対して，
^npT 1Mq˚を標準直線バンドルといいKで表す．また，^nT 1Mを反標準直線バン
ドルといい，K˚で表す． l

【Theorem B.4.10】 　Kähler多様体のRicci形式 ρは，標準直線バンドル（反
標準直線バンドル）に誘導される接続の曲率テンソルの i倍（´i倍）となる．特
に，ρ “ 0となる条件は，標準直線バンドルが平行な局所断面を持つことと同等で
ある．このとき，対応する断面は正則である． l

B.4.4 ホロノミー

【Theorem B.4.11 (Iwamoto)】 　 複素次元 nのKähler多様体に対して，制
限線形ホロノミー群がSUpnqに含まれるための必要十分条件は，Ricciテンソルが
恒等的にゼロとなることである． l
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B.4.5 Chern類

【Theorem B.4.12 (曲率形式による表現)】 　 Kähler多様体M のKähler形式
を ω，曲率形式をRとすると，その p次Chern類 cppMqは，

cppMq “ r
1

pp!q2
IpωpR ^ ¨ ¨ ¨ Rqs

と表される．特に，ρをRicci形式として

c1pMq “ r
1

2π
ρs

l

B.4.6 Kähler-Einstein多様体

一般的性質
【Definition B.4.13 (２次コホモロジー類の符号)】 　 H2pM,Rqのコホモロ
ジー類は，正（負）の p1, 1q型部分形式を代表元としてもつとき，正（負）であ
るという．この符号は代表元に依存せず，コホモロジー類のみで決まる．ここで
α P A1,1pMqが正（負）であるとは，apX,Y q “ αpX, JY qにより定義される J 不
変実対称双線形形式 aが正（負）であることを意味する． l

【Proposition B.4.14 (Kähler-Einstein多様体のスカラ曲率の符号)】 　Kähler-

Einstein多様体Mのスカラ曲率 sの符号は複素構造のみにより定まる．さらに，s
の値は，M の複素次元を n, V を体積として

V sn “
4πnn

n!
cn1 (B.4.1)

により定まる．ここで，cn1 は複素構造のみで決まるChern特性数である． l

【Note B.4.15 (第１Chern類の符号)】 　

1. CPN ないの dj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , p)次同次多項式により定義される超曲面の交わり
により定義される代数多様体M の第１Chern類は，超曲面が一般の位置に
あるとき，d “ d1 ` ¨ ¨ ¨ ` dpとして

c1pMq “ pN ` 1 ´ dqh

で与えられる．ここで，hはH2pCPN ,Zqの正の生成元のMへの制限である．

2. 小平の定理より，第１Chern類が正ないし負のコンパクト複素多様体は複素
射影空間への正則埋め込みをもつ．
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3. 複素曲面に対しては，c1pMqが定符号となるのは c21pMqが非負の場合に限
る．一方，複素曲面を１点でブローアップすると，c21pMqは 1だけ減少する．
したがって，十分多くの点でブローアップして得られる曲面の第１Chern類
は定符号でなくなる．例えば，CP 2を r回ブローアップした曲面Σrに対し
て，c21pΣrq “ 9 ´ r．また，0 ď r ď 8のとき，Σrは正の第１Chern類をも
ち，正の第１ Chern類をもつ複素曲面はそれらと CP 1 ˆ CP 1に限られる．
これらのうち，Σ1,Σ2,Σ3にはKähler-Einstein計量が入らないことが示され
る．Σr(4 ď r ď 8）については，Kähler-Einstein計量が入るかどうかは不
明．[Besse AL 1987]

l

Calabi-Yau予想
【Theorem B.4.16 (Calabi-Yauの定理)】 　 M をコンパクトKähler多様体，
ωをそのKähler形式，c1pMqを第１Chern類とする．このとき，コホモロジー類
2πc1pMqに属する任意の p1, 1q型実閉形式は，Kähler形式がωと同じコホモロジー
類に属するKähler計量のRicci形式となり，そのようなKähler計量は一意的であ
る． l

【Theorem B.4.17 (Calabi-Yau多様体)】 　 コンパクト複素多様体M に対し
て，次の３つの条件は同等である．

i) 第１Chern類がゼロでKähler計量をもつ．

ii) Ricci平坦なKähler計量をもつ．

iii) 標準直線バンドルに誘導される接続が局所平坦となるKähler計量をもつ．

l

【Theorem B.4.18 (Aubin-Calabi-Yauの定理)】 　 第１Chern類が負となる
任意のコンパクト複素多様体は，（スカラ曲率が負の）Kähler-Einstein計量をもつ．
そのような計量は，定数倍の除いて一意的である． l

【Note B.4.19 (例)】 　

1. 任意のコンパクト単連結一様Kähler多様体は正スカラ曲率のKähler-Einstein

計量をもつ．これは，1987年時点で，唯一の正スカラ曲率Kähler-Einstein

多様体の例である [Besse AL 1987]

l
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B.4.7 Calabi-Yau多様体

【Definition B.4.20 (Calabi-Yau多様体)】 　 コンパクト Kähler多様体M

の標準直線バンドルが自明で１次元 Betti数がゼロであるとき，M を（非特異）
Calabi-Yau多様体という． l

【Proposition B.4.21 (ホロノミーによる特徴付け)】 　 pM,J, gqを単連結，
既約，コンパクト，Ricci平坦な（複素）m次元Kähler多様体とする．このとき，
m ě 2かつHolpgq “ SUpmq，またはmは4以上の偶数かつHolpgq “ Sppm{2qとな
る．逆に，pM,J, gqが複素m次元コンパクトKähler多様体でHolpgqが SUpmqか
Sppm{2qと一致すれば，gはRicci平坦，既約でその基本群は有限群となる．(Joyce
DD 2000[43]) l

【Proposition B.4.22 (平行微分形式)】 　 pM,J, gqをコンパクト，Ricci平坦
なKähler多様体，ξを滑らかな pp, 0q形式とする．このとき，dξ “ 0と∇ξ “ 0は
同等となる．したがって，Hp,0pMqは平行 pp, 0q形式の空間と同型となる．(Joyce

DD 2000[43]) l

【Proposition B.4.23 (標準線バンドル)】 　 pM,J, gqをコンパクト，Ricci平
坦な複素m次元Kähler多様体とする．このとき，Holpgq Ă SUpmqとなるための
必要十分条件は，M の標準線バンドルKM が自明となることである．(Joyce DD

2000[43]) l

【Proposition B.4.24 (コホモロジー)】 　 n次元Calabi-Yau多様体M に対し
て，hp,q “ dimHp,qpMqとおくと，

h0,p “ hp,0 “ hn,p “ hp,n “ 0 p0 ă p ă nq, (B.4.2a)

h0,0 “ h0,n “ hn,0 “ hn,n “ 1. (B.4.2b)

(¡ Joyce DD 2000[43]) l

【Theorem B.4.25 (代数性定理)】 　 複素次元が３以上のCalabi-Yau多様体は
射影的である．(Joyce DD 2000[43]) l

B.4.8 ３次元Calabi-Yau多様体のHodgeダイアモンド

h3,3

h3,2 h2,3

h3,1 h2,2 h1,3

h3,0 h2,1 h1,2 h0,3

h2,0 h1,1 h0,2

h1,0 h0,1

h0,0

“

1

0 0

0 h1,1 0

1 h2,1 h2,1 1

0 h1,1 0

0 0

1
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B.4.9 Hyperkähler多様体

【Definition B.4.26 (Hyperkähler多様体)】 　 4k次元Riemann多様体 pM, gq

が IJ “ ´JI “ Kを満たす３つの概複素構造 I, J,Kをもち，かつ gが I, J,Kの
いずれに関してもエルミートであるとき，pM, gqを hyperkähler多様体という．

l
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§B.5
Hodge理論

B.5.1 de Rhamコホモロジー

【Definition B.5.1 (de Rhamコホモロジー)】 　 d次元多様体M の k次微分
形式の全体AkpMqから作られるコチェイン複体

0 ÝÝÝÑ A0 d
ÝÝÝÑ A1 d

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨Ak´1 d
ÝÝÝÑ Ak

d
ÝÝÝÑ Ak`1 ¨ ¨ ¨ (B.5.1)

のコホモロジー
Hk

DRpMq “ Ker dk{Im dk´1 (B.5.2)

をM の de Rhamコホモロジーという． l

【Theorem B.5.2 (de Rhamの定理)】 　 M を（パラコンパクトで）なめらか
な多様体とする．

1. M の単体分割をKとすると，

Ȟ˚pM,Zq – H˚pK,Zq – H˚
singpM,Zq.

2. Ȟ˚pM, ˚qは完全なコホモロジー関手で，

Ȟ˚pM, ˚q “ H˚pM, ˚q.

3. (Poincaréの補題）定数層Rの次の層分解は完全である：

0 Ñ R Ñ A 0 d
ÝÑ A 1 d

ÝÑ A 2 Ñ ¨ ¨ ¨ .

4. A pは散布層である．したがって，

HkpM,A pq “ 0, k ě 1.

5. M 上のコホモロジー環に対して，

H˚
DRpM,Rq – Ȟ˚pM,Rq – H˚

singpM,Rq.

l
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【Definition B.5.3 (調和形式)】 　 Riemann多様体上の微分形式 ωに対して，
△ω “ 0が成り立つとき，ωを調和形式という．ここで，

△ “ dδ ` δd, δωp “ ˘p´1qpd ˚d ˚ωp. (B.5.3)

である．条件は
dω “ 0, δω “ 0 (B.5.4)

と同等である．p次調和形式の全体をH ppMqで表す． l

【Theorem B.5.4】 　HをAppMqの L2完備化 ÂppMq(における調和形式の作
る部分空間への射影作用素，GをHG “ GH “ 0, H ` △G “ 1を満たすGreen作
用素とすると，任意の ϕ P Apに対して，

ϕ “ Hϕ ` Gδdϕ ` dδGϕ (B.5.5)

が成り立つ．特に，
Hp

DRpMq – H ppMq (B.5.6)

が成り立つ． l

B.5.2 Dolbeaultコホモロジー

【Definition B.5.5 (Dolbeaultコホモロジー)】 　 複素多様体M 上で大域的
に定義された微分形式の線形空間Ap,q “ ΓpM,A p,qqから定義される双対複体

0
B̄
ÝÑ Ap,0

B̄
ÝÑ Ap,1

B̄
ÝÑ ¨ ¨ ¨

のコホモロジーをDolbeaultコホモロジーといい，Hp,q

B̄
pMqと表す． l

【Theorem B.5.6 (B̄-Poicaré補題)】 　 ∆nを原点を中心とする Cnの多重円
盤，∆˚n “ ∆n ´ t0uとする．このとき，

Hp,q

B̄
pδ˚k ˆ δlq “ 0, q ě 1. (B.5.7)

l

【Theorem B.5.7 (Dolbeaultの定理)】 　 M を複素多様体とする．

1. Ȟ˚pM, ˚qは完全なコホモロジー関手で，

Ȟ˚pM, ˚q “ H˚pM, ˚q.
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2. (B̄-Poicaré補題）層Ωpの次の層分解は完全である：

0 Ñ Ωp Ñ A p,0 B̄
ÝÑ A p,1 B̄

ÝÑ A p,2 Ñ ¨ ¨ ¨ .

3. A p,qは散布層である．したがって，

HkpM,A p,qq “ 0, k ě 1.

4. M 上のコホモロジー環に対して，

HqpM,Ωpq – Hp,q

B̄
pMq. (B.5.8)

l

【Definition B.5.8 (B̄-調和形式)】 　 Ap,qの L2完備化 Âp,qとして，B̄ : Ap,q Ñ

Ap,q`1の共役作用素を B̄˚ : Ap,q`1 Ñ Ap,qとおく．このとき，

△B̄ “ B̄B̄˚ ` B̄˚B̄ (B.5.9)

に対して，△B̄ϕ “ 0となる微分形式を B̄-調和形式という．この条件は，

B̄ϕ “ 0, B̄˚ϕ “ 0 (B.5.10)

と同等である．B̄-調和 pp, qq形式の全体をH p,qpMqと書く． l

【Theorem B.5.9 (Hodgeの定理)】 　 M をコンパクト複素多様体とする．

1. dimH p,qpMq ă 8.

2. H : Ap,qpMq Ñ H p,qpMqを関数空間としての垂直射影とするとき，次の性
質をもつGreen作用素

G : Ap,qpMq Ñ Ap,qpMq

が一意的に存在する：

GpH p,qpMqq “ 0, (B.5.11)

B̄G “ GB̄, B̄˚G “ GB̄˚, (B.5.12)

I “ H ` ∆B̄G. (B.5.13)

3. 自然な写像H p,qpMq Ñ Hp,q

B̄
pMqは同型である．

l
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【Theorem B.5.10 (Kodaira-Serre双対定理)】 　 M を n次元コンパクト複
素多様体とする．

1. HnpM,Ωnq – C.

2. 双線形写像
HppM ; Ωqq b Hn´ppM ; Ωn´pq Ñ HnpM ; Ωnq

は非退化である．

l

【Theorem B.5.11 (Hodge分解)】 　 コンパクトKähler多様体M の複素係数
コホモロジーは次の関係式を満たす：

HrpM,Cq – ‘p`q“rH
p,qpMq, (B.5.14a)

Hp,qpMq – Hq,ppMq. (B.5.14b)

l

【Corollary B.5.12】 　複素次元 nのコンパクトKähler多様体M に対して，

br “ dimCH
rpM,Cq, hp,q “ dimCH

p,qpMq

とおくとき，次の関係式が成り立つ：

br “
ÿ

p`q“r

hp,q, (B.5.15)

hp,q “ hq,p, hp,q “ hn´p,n´q. (B.5.16)

l
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§B.6
Einstein空間

1. コンパクト多様体上では，Einstein計量のモジュライ空間 E pMq の次元は局
所有限である [Besse A (1987)]．

2. E pMqは計量構造空間M {D 内のなめらかな多様体の解析的Hausdorff部分
集合である．[Koiso N]

B.6.1 一般論

Banach多様体XからBanach空間Bへのなめらかな写像を F とする：

F : X Ñ B

このとき，TxXはBanach空間となり，dFx : TxX Ñ Bは有界写像となる．
【Definition B.6.1 (形式的積分可能性)】 　 Xはその接空間の開集合と同一視
できるとする．この仮定のもとで，x P Xの近傍での形式的ベキ級数

xptq “ x ` tv1 `

8
ÿ

k“2

tk

k!
vk

に対して，

F pxptqq “ F pxq ` tF 1
x pv1q `

8
ÿ

k“2

tk

k!
F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkq

により，F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkq (k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ )を定義する．このとき，v1 P Ker F 1

x に対し
て，適当な形式的ベキ級数 xptqが存在して，F pxptqq “ 0となるとき，v1は形式的
に積分可能であるという． l

【Proposition B.6.2】 　

1. F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkqは次の構造をもつ．

F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkq “ F 1

x pvkq ` P k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vk´1q.

ここで，P k
x は多項式である．

2. x P Xの近傍 U で，Im F 1
y Ă Ker Cy(y P U)となる TyXからBへの線形作

用素Cyが存在し，Cyは yになめらかに依存するとする．このとき，

F j
xpv1, ¨ ¨ ¨ , vjq “ 0 p0 ď j ď kq
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を満たす v1, ¨ ¨ ¨ , vkに対して，

CxpP k`1pv1, ¨ ¨ ¨ , vkqq “ 0

が成り立つ．したがって，Im F 1
x “ Ker Cxが成り立てば，

F k`1pv1, ¨ ¨ ¨ , vk`1q “ 0

を満たす vk`1が存在する．

l

【Definition B.6.3 (障害空間)】 　 前命題において，Ker F 1
x {Im Cxを，積分可

能条件Cに従う方程式 F pxq “ 0の障害空間という． l

B.6.2 Einstein構造の変形

【Definition B.6.4】 　コンパクトRiemann多様体M に対して，

M :“ tM 上のなめらかなRiemann計量の全体u ,

M1 “
␣

g P M
ˇ

ˇ

ş

µg “ 1
(

,

S2M :“ tM 上の２階対称共変テンソルのバンドルu

とおく．このとき，M の接空間 TgM は Hilbert空間 L2pS2M, gq，M1の接空間
TgM1は

ş

M
µgTrgh “ 1となる h P TgM の全体と一致する． l

【Definition B.6.5】 　作用素 δg : S2M Ñ A1M およびその共役作用素 δ˚
g :

A1M Ñ S2M を

pδhqµ “ ∇νhνµ,

pδ˚vqµν “ ´
1

2
p∇µvν ` ∇νvµq

により定義する．． l

【Proposition B.6.6】 　

1. Im δ˚
g は TgpM1qの閉部分空間となり，次の直和分解が成り立つ [Besse AL

1987]：
TgM1 “ Im pδ˚

g q ‘ rTgM1 X Ker δgs.

（注：Im δ˚
g は，gにおけるDiffpMq軌道の接空間である．）
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2. TgM1 XKer δgは，つぎの性質をもつM1の実解析的部分多様体Sg（スライ
ス）の gにおける接空間となる（Slice Theorem [Ebin DG 1968]）：

– Sgは IsompM, gqの作用に対して不変で，ϕ P DiffpMqに対してϕ˚Sg X

Sg ­“ Hなら，ϕ P IsompM, gq．

– 局所断面 χ : DiffpMq{IsompM, gq Ñ DiffpMqが剰余類 Igの近傍で存在
し，それから誘導される局所写像DiffpMq{IsompM, gqˆSg Ñ M1がgの
近傍で局所微分同相となる．特に，写像 IsompM, gqzSg Ñ DiffpMqzM1

は gの近傍のRiemann構造への同相写像を与える．

l

【Definition B.6.7 (Einstein構造の前モジュライ空間)】 　 gをM上のEinstein

計量とする．M1の gにおけるスライスSgに含まれる Einstein計量の全体を，g
の近傍における Einstein構造の前モジュライ空間という． l

【Note B.6.8】 　スカラ曲率 Spgqがゼロないし負なら，Isom0pM, gqの前モジュ
ライ空間への作用は自明である [Besse AL 1987]．したがって，モジュライ空間は
gの近傍で orbifoldとなる． l

【Definition B.6.9 (Einstein作用素)】 　 Einstein作用素E : M1 Ñ S 2M を

Epgq “ Ricg ´
1

n
g

ż

M

µgSg

により定義する．ここで，nは多様体の次元，Sgはスカラ曲率である．このとき，
Eの線形化E 1

g “ E1
g : TgM1 Ñ S 2M は次のように表される：

2E 1
gphq “ D˚

gDgh ´ 2δ˚
g δgh ´ DgdpTrhq ´ 2R

˝

gh.

ここで，Dgは gに関する共変微分作用素，D˚
g はその形式的共役作用素，R

˝
は代数

的線形作用素
pR

˝
hqµν “ ´Rµανβh

αβ

である． l

【Definition B.6.10 (無限小Einstein変形)】 　 Einstein計量 gに対して，次の
条件を満たす h P TgM1を無限小Einstein変形といい，その全体を ϵpgqで表す：

E 1
gphq “ 0, δgh “ 0,

ż

M

µgTrgh “ 0.

l
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【Theorem B.6.11】 　 h P S 2M が無限小Einstein変形であるための必要十分
条件は，

pD˚
gDg ´ 2R

˝

gqh “ 0, δgh “ 0, Trgh “ 0

で与えられる．特に，ϵpgqは有限次元である． l

【Theorem B.6.12 (Koiso N 1980)】 　 gをM 上のEinstein計量とする．この
とき，スライスSgは gを含み次の性質をもつ有限次元実解析的部分多様体 Z を
含む：

i) Zの gにおける接空間は ϵpgqと一致する．

ii) Zは gの近傍での前モジュライ空間を実解析的部分集合として含む．

さらに，h P ϵpgqを接ベクトルとする前モジュライ空間内のなめらかな曲線が存在
するための必要十分条件は，hが形式的積分可能であることである． l

【Note B.6.13】 　Einstein作用素は縮約Bianchi恒等式 βgを積分可能条件とし
てもつ．この条件に関する障害空間は，．

Ker βg “ Im E 1
g ‘ ϵpgq.

より，ϵpgqと同型となる．したがって，決してゼロとならない．このため，前モ
ジュライ空間はZの真部分集合となることがある．例えば，対称空間CP 1 ˆCP 2k

の対称計量 g0に対して，dim ϵpg0q “ 4p4k2 ´ 1qとなるが，rg0sは前モジュライ空
間の孤立点となる． l

B.6.3 Einstein空間の体積

【Theorem B.6.14 (体積値分布の離散性)】 　与えられた多様体M上のEinstein

構造のモジュライ空間は，局所弧状連結で，各連結成分の上で（体積=1と規格化
した）スカラ曲率は一定である．また，可能なスカラ曲率の値は高々可算個であ
る． l

【Note B.6.15 (モジュライ空間の連結性)】 　

1. S4n`3(n ě 2)上のEinstein構造のモジュライ空間は，少なくとも２つの連結
成分をもつ．また，S15に対しては，連結成分の数は３以上である．

2. 曲率がゼロでない３次元定曲率空間のEinstein構造は一意的である．３次元
および４次元局所平坦コンパクト空間のモジュライ空間は連結である．K3

面と微分同相な４次元コンパクト多様体のEinstein構造のモジュライ空間は
連結である．
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3. 2m-次元Kähler-Einstein多様体 pM,J, gqの体積は，規格化条件Ric “ ˘p2m´

1qgのもとで，

Volpgq “

ˆ

2π

2m ´ 1
c1pJq

˙m

で与えられる．特に，M がCPm`1ないの次数 d ą m` 1の超曲面と双正則
であるとき，体積は

Volpgq “ d

ˆ

2
d ´ m ´ 2

2m ´ 1

˙m

VolpCPmq.

4. 偶数次元定曲率空間の体積は Euler特性数に比例し，（曲率で規格化された）
その値の全体は離散的な閉集合となる．

5. 奇数次元定曲率空間の（曲率で規格化された）体積は，正曲率なら，任意の
小さい値を取りうる．一方，負曲率の場合は，４次元以上では体積値の全体
は離散的な閉集合となる．ただし，３次元の場合は，有限な下限 p» 0.98qに
収束する集合となる．

6. 正曲率 Einstein空間の体積は，Bishopの不等式より標準球面の体積以下と
なる．

l

B.6.4 Einstein構造の剛性

【Definition B.6.16 (剛性)】 　 モジュライ空間の孤立点に対応するEinstein構
造は剛性をもつという． l

【Theorem B.6.17 (Koiso N 1979)】 　 M 上の Einstein計量 gに対して，

a0 :“ sup
!

xR
˝
h, hy{}h}22, h P C8pS2

0Mq

)

とおくとき，条件

a0 ă max

"

´
Spgq

n
,
Spgq

2n

*

が満たされるなら，計量 gは無限小 Einstein変形を持たない． l

【Theorem B.6.18 (Bourguignon JP)】 　 n次元 Einstein計量 gの断面曲率の
最大値をKmax，最小値をKminとするとき，条件

Kmin ą
n ´ 2

3n
Kmax

が満たされれば，gに対応する Einstein構造は剛性をもつ． l
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【Theorem B.6.19】 　負の断面曲率をもつEinstein構造は３次元以上では剛性
をもつ． l

【Theorem B.6.20】 　正曲率の定曲率空間に対応するEinstein構造は剛性をも
つ． l

【Theorem B.6.21 (Koiso N 1979)】 　

1. 非コンパクトな局所対称Einstein空間は，局所的に２次元因子を持たないな
ら，剛性をもつ．

2. コンパクト既約対称 Einstein空間は，次のものを除いて剛性をもつ：

– SUpp ` qq{SpUppq ˆ Upqqq pp ě q ě 2q

– SUpmq{SOpmq

– SUp2mq{Sppmq

– SUpmq pm ě 3q

– E6{F4.

l

B.6.5 モジュライ空間の次元

【Theorem B.6.22 (Gallot S 1983)】 　直径 dのn次元Einstein多様体 pM, gqが
条件 d2Kmin ě kを満たせば，その無限小Einstein変形の次元 dimpϵpgqqは ηpn, kq

以下となる．ここで，

ηpn, kq “ Nf

ˆ

2pn ´ 1qπ2 ´ 2nk

Γpkq2

˙

; N “
npn ` 1q

2
´ 1,

fpxq “

8
ź

j“0

„

1 `
αpnqβjx1{2

p2βj ´ 1q1{2

ȷ2{βj

,

αpnq “
2npn´2q{2n

pn ´ 2q1{2

ˆ

VolpSn´1q

VolpSnq

˙1{n

` 21´1{n.

ただし，n ě 3に対して β “ n{pn ´ 2q, n “ 2に対して β “ 100．また，

Γpαq “

$

’

&

’

%

2´1{nHpαq α ě 0,

|α|1{2n

„

ş|α|1{2

0

´

coshptq
Hpαq

`
sinhptq

n|α|1{2

¯n´1

dt

ȷ´1{n

α ă 0,

Hpαq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

α1{2
´

şα1{2{2

0
cosptn´1qdt

¯´1

α ą 0,

2 α “ 0,

|α|1{2
´

ş|α|1{2{2

0
coshptn´1qdt

¯´1

α ă 0

.
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l

【Theorem B.6.23 (Gallot S 1981, 1983)】 　 各次元 nに対して正の数 α̃pnqが
存在して，条件

pn ´ 1qSpgq ´ n2Kmin ď α̃pnqd2

(dは直径）を満たすEinstein多様体 pM, gqの無限小Einstein変形の全体 ϵpgqの次
元は平坦なトーラスに対する値N “ npn ` 1q{2 ´ 1を超えない． l

§B.7
G構造

B.7.1 一般論

【Definition B.7.1 (G構造)】 　Mをn次元多様体，F をそのフレームバンドル
とすると，F はM上のGLpn,Rq主バンドルとなる．このとき，GLpn,RqのLie部
分群Gに対して，Gを構造群とするF の部分主バンドルP をG構造 (G structure)

という． l

【Example B.7.2 (G構造)】 　

1. Riemann多様体Mn：G “ Opnq Ă GLpn,Rq

2. 概複素多様体M2m: G “ GLpm,Cq Ă GLpn “ 2m,Rq

l

【Definition B.7.3 (固有トーション)】 　 GをGLpn,Rqの Lie部分群，V “ Rn

とする．Gの Lie代数 g Ă V b V ˚と見なして，写像 σ : g b V ˚ Ñ V b
Ź2 V ˚を

σptabcq “ tabc ´ tacbにより定義する．さらに，これを用いて線形空間 L1, ¨ ¨ ¨ , L4を

L1 “ V b

2
ľ

V ˚, L2 “ Imσ, L3 “ L1{L2, L4 “ Kerσ

により定義し，対応するGの L1, ¨ ¨ ¨ , L4への表現を ρj : G Ñ GLpLjqとおく．
P をM上のG構造とすると，ρjはM上のベクトルバンドル ρjpP qを与える．P

の接続∇に対してトーション T p∇qはC8pρ1pP qqに，また２つの接続∇,∇1に対
し，T p∇q ´ T p∇q1は C8pρ2pP qqに属する．したがって，T p∇qの C8pρ3qへの像
T ipP qは P のみに依存し，∇の取り方に依存しない．そこで，T ipP qをG構造 P

の固有トーション (intrinsic torsion)という．また，T ipP q “ 0となるとき，P を
トーションのない (torsion free)G構造という． l
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【Definition B.7.4 (トーションのないG構造)】 　

1. Riemann多様体：Opnq構造は常に torsion free.

2. 複素構造：トーションのないGLpm,Cq構造

3. シンプレクティック構造：トーションのない Sppm,Rq構造．

4. Kahler構造：トーションのない Upmq構造

l
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C
特性類と指数定理

§C.1
特性類

一般に，GLpk,Cqの多項式関数 P pαqが，GLpk,Cqの部分群Gの作用

adpgq : α ÞÑ gαg´1 (C.1.1)

に対して不変であるとき，P をG-特性多項式と呼ぶ．
一般に，P pαqをG-特性多項式とするとき，Gを構造群とする多様体M上の k次

元ベクトルバンドル（係数体はRないしC)V の線形G接続 pΩ, ωqに対して，P pΩq

は次の性質をもつ：

i) ゲージ不変な閉微分形式.

ii) 対応するコホモロジー類は，接続Ωに依存せず，バンドル構造のみで決まる．

C.1.1 Euler類

Eを多様体M 上の向き付けられた 2p次元実ベクトルバンドル，Ωijをその計量
に関する線形接続の曲率形式とするとき，Eの Euler類は

epEq “
1

22pπpp!

ÿ

ϵi1¨¨¨i2pΩ
i1i2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ Ωi2p´1i2p (C.1.2)

により与えられる．
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【Example C.1.1 (T pS2q)】 　 ２次元球面

ds2 “ A2pdθ2 ` sin2 θdϕ2q (C.1.3)

に対して，直交基底
θ1 “ Adθ, θ2 “ A sin θ dϕ (C.1.4)

に対する接続形式は，

ω “

˜

0 1

´1 0

¸

χ, χ “ ´ cos θdϕ. (C.1.5)

曲率形式は

R “ dω “

˜

0 1

´1 0

¸

dχ, (C.1.6)

dχ “ θ1 ^ θ2. (C.1.7)

よって，Euler類は

epT pS2qq “
1

2π
θ1 ^ θ2. (C.1.8)

これより，

χpS2q “

ż

S2

epT pS2qq “ 2. (C.1.9)

l

C.1.2 Chern類

Eを多様体M 上の p次元複素ベクトルバンドル，Ωをその計量に関する線形接
続の反Hermiteな曲率形式とするとき，Eの全Chern類は

cpEq “ det

ˆ

1 `
iΩ

2π

˙

“ 1 ` c1pEq ` ¨ ¨ ¨ ` cppEq (C.1.10)

で与えられる．ただし，
cjpEq P H2jpM,Zq. (C.1.11)

特に，

c1pEq “
i

2π
TrΩ, (C.1.12a)

c2pEq “
1

8π2

`

TrΩ2 ´ pTrΩq2
˘

, (C.1.12b)

cppEq “ epERq. (C.1.12c)

また，
chpΩq “ TreiΩ{2π “ p ` c1pΩq ` ¨ ¨ ¨ (C.1.13)

をChern特性形式という．
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【Example C.1.2 (T pCP 1q)】 　 CP 1の標準計量 (rx : 1s P CP 1)

ds2 “ ϕϕ̄; ϕ “ 2A
dz

|z|21
(C.1.14)

（本来の Fubini-Study計量ではA “ 1）に対して，

dϕ “ ´χ ^ ϕ, χ̄ “ ´χ (C.1.15)

よりUp1q接続形式は

χ “
zdz̄ ´ z̄dz

|z|2 ` 1
. (C.1.16)

よって，曲率形式は

F “ dχ “
2

p|z|2 ` 1q2
dz ^ dz̄. (C.1.17)

Chern類は

c1 “ i
F

2π
ñ

ż

CP 1

c1 “ 2. (C.1.18)

l

C.1.3 Pontrjagin類

Eを多様体M 上の向き付けられた k次元実ベクトルバンドル，Ωijをその計量
に関する線形接続の曲率形式とするとき，Eの Pontrjagin類は

P pEq “ det

ˆ

1 ´
Ω

2π

˙

“ 1 ` p1pEq ` ¨ ¨ ¨ ` prk{2spEq (C.1.19)

ただし，
pjpEq “ p´1qjc2jpE b Cq P H4jpM,Zq. (C.1.20)

また，k “ 2mのとき，
pmpEq “ epEq2. (C.1.21)

接続形式Ωを
Ω

2π
“

«˜

0 x1
´x1 0

¸

¨ ¨ ¨

˜

0 x2r
´x2r 0

¸ff

(C.1.22)

と標準化すると，

p1pEq “
ÿ

a

x2a, (C.1.23a)

p2pEq “
ÿ

ab

x2ax
2
b (C.1.23b)
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接続ΩのA-roof種数を

ÂpΩq “
ź

a

xa{2

sinhpxa{2q
“ 1 ´

p1
24

`
1

16

ˆ

7p21
360

´
p2
90

˙

¨ ¨ ¨ (C.1.24)

で定義する．また，Hirzebruch L-多項式を

LpΩq “
ź

a

xa{2

tanhpxa{2q
“ 1 `

p1
3

`
1

45

`

7p2 ´ p21
˘

¨ ¨ ¨ (C.1.25)

により定義する．

§C.2
指数定理

C.2.1 一般Atiyah-Singer指数定理

2n次元のスピン多様体のスピノールバンドルをS , ゲージ群Gに関するベクト
ルバンドルを Eとする．このとき，S のスピノール接続 pR,ωqと Eのゲージ場
pF,Aqにより，バンドルS b Eの接続が定義され，対応して，Dirac作用素

{D “ γµDµ : S b E Ñ S b E (C.2.1)

が定義される．このゼロモードの右巻き成分の数を n`，左巻き成分の数を n´と
するとき，

n` ´ n´ “

ż

M

”

chpF qÂpRq

ı

2n
. (C.2.2)
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D
Kaluza-Klein次元低下

§D.1

高い対称性を持つ多様体によるコンパクト化

高次元時空MDが局所的に積構造X ˆ Y Q pxµymqという構造をもち，閉じた
Lie代数をなす Y のベクトル場の組をKI “ pKm

I q(I “ 1, ¨ ¨ ¨ , Nqとする：

rKI , KJ s “ fLIJKL. (D.1.1)

D次元計量 g̃MN が

pg̃MNq “

˜

gµνpxq ` hIJA
I
µpxqAJν pxq ´AIµpxqKIm

´AIνpxqKIn g̃mnpx, yq

¸

(D.1.2)

という構造を持つとする．ここで，

KIm “ g̃mnK
n
I , (D.1.3a)

hIJ “ Km
I KJm (D.1.3b)

このとき，座標変換

δxµ “ ξµpxq, δym “ ´λIpxqKm
I pyq (D.1.4)

はこの計量の形を保ち，計量成分は

δg̃µν “ ´Ĺξgµν ´ 2hIJDpµλ
IAJνq, (D.1.5a)

δg̃mn “ ´Ĺξg̃mn ` λIĹKI
g̃mn, (D.1.5b)

δg̃mµ “ ´Ĺξg̃µm ` Dµλ
IKIm ´ AIµλ

JKn
I ĹKJ

g̃mn. (D.1.5c)
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よって，X上の場 gµνpxq, ϕipxq, AIµpxqは次のように変換する：

δgµν “ ´Ĺξgµν , (D.1.6a)

δg̃mn “ ´Ĺξg̃mn ` λIĹKI
g̃mn, (D.1.6b)

δAIµ “ ´ĹξA
I
µ ´ Dµλ

I . (D.1.6c)

ここで，
Dµλ

I “ Bµλ
I ` f IJKA

J
µλ

K . (D.1.7)

g̃MN に対応するフォーム基底は

pθ̃M
Aq “

˜

θαµpxq ´AIµpxqKm
I pyqθ̃am

0 θ̃am

¸

(D.1.8)

ここで，
δabθ̃

a
mθ̃

b
n “ g̃mn. (D.1.9)

g̃mnがKI で不変な計量に限定すると標準的なKK次元低下が得られる．

§D.2

Scherk-Schwarzコンパクト化

References

• Scherk J, Schwarz H: NPB153, 61 (1979)

How to get masses from extradimensions”

D.2.1 Flat group

時空が局所的にM “ XD ˆ Y E と表され，かつ Y が群多様体で，群Gが Y に
単純推移的に作用するとする．
KK次元低下の ansatz

pθ̃M
Aq “

˜

δγθαµpxq ´2κAbµpxqKm
b pyqθ̃am

0 θ̃am

¸

(D.2.1)

において，Ka “ Km
a Bm (a “ 1, ¨ ¨ ¨ , E)として，

θ̃anpx, yq “ pK´1qn
bpyqΦa

b pxq, g̃mn “ pK´1qm
apK´1qn

bhabpxq (D.2.2)
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と取ると，
ĹKc g̃mn “ ´pK´1qm

apK´1qn
bpfdcahbd ` fdcbhadq (D.2.3)

より，habは次のように変換する：

δhab “ ´Ĺξ ´ λcpfdcahbd ` fdcbhadq (D.2.4)

すなわち，スカラ場 habpxqがゲージ変換に対して adjoint2に従って変換し，ゲー
ジ場Aaに関して電荷を持つことになる（gauging!!).

作用積分は

S “

ż

dDx|θ|pL2 ` L1 ` L0q; (D.2.5)

L2 “
R

4κ2
, (D.2.6)

L1 “ ´
1

4
δ

2
D´2F aµνF b

µνhab, (D.2.7)

L0 “
1

16κ2
gµνDµhabDνh

ab ´
1

4κ2pD ´ 2q
gµνBµ lnpδqBν lnpδq ´ V, (D.2.8)

V “
1

16κ2
δ´ 2

D´2fabc

”

2f bac1hcc
1

` fa
1

b1c1haa1hbb
1

hcc
1
ı

. (D.2.9)

ここで，

δ “
a

detphabq, hab “ ph´1qab, (D.2.10)

Dµhab “ Bµhab ´ 4κfdcpaA
c
µhbqd, (D.2.11)

F a “ dAa ` 2κfabcA
b ^ Ac. (D.2.12)

この作用積分に現れるスカラポテンシャルが非負で hab “ δabに対してゼロとな
るとき，対応するゲージ群は平坦であるという．

D.2.2 Twisted torus

M P SLpE,Rqを
M “ 01 ‘ M̂ ; M̂ P SOpE ´ 1q (D.2.13)

として，
Ka “ pe´My1qa

mBm (D.2.14)

とおくと，
rK1, Kas “ ´M̂a

bKb, rKa, Kbs “ 0 pa, b ‰ 1q (D.2.15)

ポテンシャルは

V “ 2h11TrpM2 ´ MhMh´1q ´ 2Ma
bMa1

b1

hbb1h1ah1a
1

. (D.2.16)
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内部空間の計量は，p, q, r, sが 2, ¨ ¨ ¨ , Eを動くとき，

g̃mndy
mdyn “

ÿ

a,b

habdy
mpeMy1qm

adynpeMy1qn
b

“ h11pθ̂
1q2 `

ÿ

p,q‰1

ĥpqθ̃
pθ̂q. (D.2.17)

ここで，

θ̂1 “ dy1 ` vpθ̂
pθ̂p; vp ”

h1p
h11

, (D.2.18a)

θ̂p “ dŷp ´ ŷqM̂q
pdy1, (D.2.18b)

ŷp “ yqeM̂y1qq
p, (D.2.18c)

ĥpq “ hpq ´ h11vpvq. (D.2.18d)

基底 θ̂aに関する接続係数は

ω̂1
p1 “ ´M̂p

qvq, (D.2.19a)

ω̂1
pq “ ´vrpM̂qs

rvr ´ h11M̂ppqq, (D.2.19b)

ω̂pq1 “ h11vqM̂
prvs ` ĥprM̂rrqs, (D.2.19c)

ω̂pqr “ ĥps
!

vsM̂pqrq ´ vqM̂psrq ´ vrM̂rsqs

)

. (D.2.19d)

ここで，M の添え字の上げ下げは ĥpqで行うものとする．

D.2.3 例：E:odd

Eが奇数で M̂ が

M̂ “

˜

0 m1

´m1 0

¸

‘ ¨ ¨ ¨ ‘

˜

0 mp

´mp 0

¸

pE “ 2p ` 1q (D.2.20)

という構造をもつとき (mi ‰ 0)，質量スペクトルは次のようになる．

• Tensor: gµν

• Vector: Aa

– A1: massless

– A2i, A2i`1(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , p): m “ mi

• Scalar: hab

– 2p個：NG boson

– p ` 1個：massless

– 2p2個：massive
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D.2.4 Supersymmetryの自発的破れ

Ｍ理論の 4次元への 7次元 twisted torusによるコンパクト化（Scherk-Schwarz

コンパクト化）に手寄与すると，スピン 3/2の場に対する作用積分

S “ ´
i

2

ż

d4x

ż

d7|θ̃|ψ̄AΓ̃
ABCDBψC , (D.2.21)

DAψB “

ˆ

θ̃A
MBM `

1

4
ω̃ACDΓ̃

CD

˙

ψB ` ω̃AB
CψC (D.2.22)

において，ωcabはポテンシャルの極小点 hab “ δabにおいて

ωcab “
1

2
pf cab ` f bac ´ fabcq (D.2.23)

となり，質量項を生み出す．質量スペクトルは

• 8個のMajorana spin 3/2場 ψi,kµ pi “ 1, 2, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , 4q

ñ 4個の spin 3/2 Dirac場: Mk
3{2 “ 1

2
pm1 ˘ m2 ˘ m3q.

• 8個のNG spin 1/2 Majorana spinor: massless

• 48個の spin 1/2 Majorana spinor: m “
ˇ

ˇ

1
2
|m1 ` m2 ` m3| ` mj

ˇ

ˇ.

したがって，超対称性は基底状態のMinkowski時空で完全に破れる．
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E
Calabi-Yau多様体

§E.1
Conifold

Reference

• P Candelas, XC de la Ossa: NPB 342, 246 (1990)

”Comments on Conifolds”

E.1.1 Ricci flat metric on a cone space

BnをベースとするコーンスペースCpBnqの計量

ds2 “ dr2 ` fprq2gpBnq (E.1.1)

がRicci flatとなる条件は

Rrr “ ´n
f2

f
, Rij “ RijpBq ´

ˆ

f2

f
` pn ´ 1qpf 1q2

˙

gijpBq (E.1.2)

より，
f “ ar, RijpBq “ pn ´ 1qa2gijpBq. (E.1.3)

例えば，Bが S2 ˆ S2上のUp1qバンドルで計量

ds2 “ λ2pdψ`p cos θ1dϕ1`q cos θ2dϕ2q
2`Λ´1

1 pdθ21`sin2 θ1dϕ
2
1q`Λ´1

2 pdθ22`sin2 θ2dϕ
2
2q

(E.1.4)
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を持つとすると，CpBqがRicci平坦となる条件は

4 “
1

2
λ2

␣

ppΛ1q
2 ` pqΛ2q

2
(

“ Λ1 ´
1

2
pλpΛ1q

2 “ Λ2 ´
1

2
pλqΛ2q2 (E.1.5)

特に，

pp, qq “ p1, 0q : λ2 “ 1{8, Λ1 “ 8, Λ2 “ 4 (E.1.6a)

pp, qq “ p1, 1q : λ2 “ 1{9, Λ1 “ 6, Λ2 “ 6 (E.1.6b)

E.1.2 Conifoldの位相

【Theorem E.1.1】 　C4の超曲面

M 7 :
4
ÿ

A“1

pwAq2 “ 0 (E.1.7)

は，CpS2 ˆ S3qに同相． l

Proof.
ř4
A“1 |wA|2 “ r2 により定義される断面 Bprqは，w “ pwAq “ x ` iy

(x, y P R4)を用いて

x ¨ x “ y ¨ y “
1

2
r2, x ¨ y “ 0 (E.1.8)

と表される．これは，Bが S3 (x ¨ x “ r2{2)の単位接バンドル UpS3qであること
を意味する．ところが，S3は平行化可能なので (S3 – SUp2q), T pS3qは自明，し
たがって UpS3qも自明となる：B » UpS3q » S3 ˆ S2. Q.E.D.

E.1.3 ConifoldのRicci平坦計量

2次の行列W を

W “
1

?
2

4
ÿ

A“1

wAσA “
1

?
2

˜

w3 ` iw4 w1 ´ iw2

w1 ` iw2 ´w3 ` iw4

¸

, (E.1.9)

pσAq “ pσj, iI2q (E.1.10)

により定義すると

detW “ ´
1

2

4
ÿ

A“1

pwAq2, TrW :W “

4
ÿ

A“1

|wA|2 (E.1.11)
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より，Z “ W {rとおくと，空間Bは

detZ “ 0, TrZ:Z “ 1 (E.1.12)

と表される．
この解は，一般に

Z0 “

˜

0 1

0 0

¸

(E.1.13)

を用いて
Z “ LZ0R

:; L,R P SUp2q (E.1.14)

と表される．Z “ Z0となるのは，L “ R: “ Θ “ reiθ, e´iθsの時なので，結局

B – pSUp2q ˆ SUp2qq{Up1q – pS3 ˆ S3q{Up1qp» S2 ˆ S3q (E.1.15)

となることが分かる．
したがって，

L “

˜

a ´b̄

b ā

¸

, R “

˜

k ´l̄

l k̄

¸

, (E.1.16)

a “ cos
θ1
2
e

i
2

pψ1`ϕ1q, b “ sin
θ1
2
e

i
2

pψ1´ϕ1q, (E.1.17)

k “ ap1 Ñ 2q, l “ bp1 Ñ 2q (E.1.18)

において，

ψ1 “
ψ ` χ

2
, ψ2 “

ψ ´ χ

2
(E.1.19)

と置くと，Θの作用は χ Ñ χ` θとなるので，pψ, ϕ1, θ1, ϕ2, θ2qがBの座標系とな
り，S3 ˆ S3において Bχに垂直な計量成分がBの軽量を与える．
例えば，S3 ˆ S3のUp1q不変計量

ds2 “ uTrpdZ:dZq ` v|TrpZ:dZq|2 (E.1.20)

から得られるBの計量は

ds2 “
u ` v

8
pdψ ` cos θ1dϕ1 ` cos θ2dϕ2q

2 `
u

4
pgpS2

1q ` gpS2
2qq (E.1.21)

となる．特に，u “ 2{3, v “ 2{9と取ると，T 1,1計量が得られる．
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F
Calabi-Yauコンパクト化におけ
るモジュライ

§F.1

４次元有効理論：直積型Calabi-Yauコ
ンパクト化

F.1.1 モジュライ自由度

１０次元超重力論・超弦理論に含まれるゼロ質量ボゾン場は，次の２つに分類
される．

1) 重力セクター： gMN , BMN ,Φ（すべてに共通）

2) ゲージセクター：

i) I型理論： 非可換ゲージ場 AM

ii) II型理論： tCpu (RR-form場）

これらのうち，重力セクターはすべての理論に共通で，CYコンパクト化における
ゼロモードは次の２種類のモジュライを生み出す (Candelas, Horowitz, Strominger,

Witten 1985[17]; Candelas P, de la Ossa XC 1991[15])．

1) 複素モジュライ＋ dilaton-axion： h2,1 ` 1コの chiral場

2) Kählerモジュライ： h1,1コの chiral場
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一方，ゲージセクターからの寄与はＩ型とＩＩ型で異なる．まず，IIA, IIBのい
ずれに対しても，CYコンパクト化により得られるモジュライ場に対する４次元理
論は，N “ 2超対称性をもつゲージ結合のない超重力理論 (ungauged sugra)とな
る．登場するmasslessの超組（超場）は以下の通りである

• IIA型理論

– 重力超組：pgµν , ψ
p`q
µ , ψ

p´q
µ , C0

r1sq

– ベクトル超組 (Kahlerモジュライ）：pCa
r1s, ψ

ap´q, ψap`q, wa “ ba ` ivaq

pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1q

– ハイパー超組（複素モジュライ）：pψkp`q, zk, ψkp´q, ξk ` iξ̃kq pk “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1q

– テンソル超組：pλp´q, ϕ ` ia, λp`q, ξ0 ` iξ̃0q p˚db “ daq

• IIB型理論

– 重力超組：pgµν , ψ
p1q
µ , ψ

p2q
µ , V 0

r1sq

– ベクトル超組 (複素モジュライ）：pV k
r1s, ψ

kp2q, ψkp1q, zkq pk “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1q

– ハイパー超組（Kahlerモジュライ）：pψap1q, wa “ ba` iva, ψap2q, ca ` iρaq

pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1q

– テンソル超組：pλp1q, ϕ ` ia, λp2q, C0 ` icq p˚dC2 “ dc, ˚db “ daq

Ｉ型に対しては，H1pEndT qの自由度を除くと，重力セクターのモジュライと
相似的な構造をもつ（カラーを持つ点のみが異なる）．

注 N “ 2 SUSYでのmassless超組は

hypermultiplet:
`

´1
2
, 02, 1

2

˘

vector multiplet:
´

´1,´1
2

2
, 0
¯

`

´

0, 1
2

2
, 1
¯

supergravity multiplet:
´

´2,´3
2

2
,´1

¯

`

´

1, 3
2

2
, 2
¯

F.1.2 複素モジュライ

複素構造の変形 複素構造の変形は， 9J により記述され，次の条件を満たす：

9JJ ` J 9J “ 0, N 1
Jp 9Jq “ 0. (F.1.1)

これらの条件は次のように書き換えられる：

9J “ I ` Ī; I “ Iab̄Ba b dz̄b P T 1,0 b A 0,1, (F.1.2a)

pi ` JqB̄I “ 0. (F.1.2b)
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また，無限小変換X “ pZ ` Z̄q{2 (Z P T 1,0pMq)に対して，

ĹXJ “ ipB̄Z ´ BZ̄q ô δXI “ iB̄Z. (F.1.3)

以上より，正則ベクトル場の層Θの散布層分解

0 Ñ Θ Ñ T 1,0 Ñ T 1,0 b A 0,1 Ñ T 1,0 b A 0,2 Ñ ¨ ¨ ¨ (F.1.4)

において，複素構造の変形自由度は 1次のDolbeaultコホモロジー群H0,1

B̄
pM,T 1,0q

と一致する．これはDolbeaultの定理より，層係数コホモロジー群H1pM,Θqと同
型となる．
Calabi-Yau多様体では，標準線バンドルの大域断面Ωを用いると，同型対応

X “ XaBa P ΓUpΘq ÞÑ ω “ XaΩabcdz
b ^ dzc P ΓUpΩ2q (F.1.5)

が存在するので，
H1pM,Θq – H1pM,Ω2q – H2,1

B̄
pMq (F.1.6)

となる．

Kählerポテンシャル CY6の複素構造を Ĵ，対応するKähler形式を J，Ĵから決
まる正則３形式をΩpĴq，複素モジュライのパラメーターを zaとすると，次の小平
の公式が成り立つ：

BΩ

Bza
“ kapzqΩ ` χa P H 3,0 ‘ H 2,1. (F.1.7)

ここで，χaは複素構造の変形と

χaijk̄ “ ´
1

2
Ωij

l̄ Bgk̄l̄
Bza

(F.1.8)

の関係にある．これより，モジュライ空間の計量

Gab̄δz
aδzb̄ :“

1

4V

ż

Y

dvolpY qgij̄gkl̄δgikδgj̄ l̄

“ ´
i

V }Ω}2
δzaδzb̄

ż

Y

χa ^ χ̄b̄ (F.1.9)

は

Gab̄ “ ´

ş

Y
χa ^ χ̄b̄

ş

Y
Ω ^ Ω̄

“ BaB̄bK pz, z̄q (F.1.10)

となる．ここで，

K “ ´ log

ˆ

i

ż

Y

Ω ^ Ω̄

˙

(F.1.11)

は複素モジュライに対するKählerポテンシャルである．
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つぎに，pAa, Bbq (a, b “ 0, ¨ ¨ ¨ , h2,1)をH3pY,Zqの基底，pαa, β
bqをその双対基

底とする：
ż

Ab

αa “

ż

Y

αa ^ βb “ δba,

ż

Ba

βb “

ż

Y

βb ^ αa “ ´δba. (F.1.12)

いま，

za :“

ż

Aa

Ω, Ga :“

ż

Ba

Ω (F.1.13)

とおくと，zaは複素構造モジュライ空間の（済次）複素座標となり，Gaは Ĵで決
まる zaの関数となる：

Ω “ zaαa ´ Gapzqβa. (F.1.14)

小平の関係式より，Gaは２次の済次正則関数を用いて

Ga “ BaG , G pλzq “ λ2G pzq (F.1.15)

と書けることが示される．

e´K “ ´i
`

zaB̄aḠ ´ z̄aBaG
˘

(F.1.16)

が導かれる．

超ポテンシャル フラックスがない場合，II型理論ではこのポテンシャルは存在
しない．
一方，ヘテロ型理論の場合，ゲージ超組のゼロモード aī,j̄x̄px, yq, λī,j̄x̄px, yqを

H 2,1pY qの基底 χapyqで

aī,j̄x̄px, yq “
1

2
σax̄pxqχa kl̄ipyqΩ̄kl

j̄ pyq, (F.1.17a)

λī,j̄x̄px, yq “
1

2
λax̄pxqχa kl̄ipyqΩ̄kl

j̄ pyq, (F.1.17b)

(F.1.17c)

と展開し，１０次元理論の湯川結合項
ż

d6yTrv
`

λ̄ΓmrAm, λs
˘

(F.1.18)

に代入すると，

dx̄ȳz̄λ̄ax̄λ
b
ȳσ

c
z̄κabc, (F.1.19)

κabc “ ´

ż

Y

Ω ^ χia ^ χjb ^ χkcΩijk (F.1.20)
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を得る (Strominger A, Witten E 1985[60])．ここで，

χia “
1

2}Ω}2
Ω̄ijkχajkl̄dx

l̄ “ χa
i
j̄dx

j̄. (F.1.21)

この湯川結合係数は，うえの前ポテンシャル G を用いて

κabc “ ´BaBbBcG (F.1.22)

と表される．したがって，H 2,1セクターの超ポテンシャルは

W pz, σq “
σaσbσc

3!
BaBbBcG pzq (F.1.23)

F.1.3 Kählerモジュライ

Kähler変形 Einstein計量の変形は，次の条件をみたす２階対称テンソル h “ δg

により記述される (全体的なスケールを含む共形変形を除く）：

∇2hmn ` 2Rm
p
n
qhpq “ 0, ∇mhmn “ 0, hmm “ 0. (F.1.24)

一方，特に hがKahler計量の変形のとき，hは

h “ TJhJ (F.1.25)

を満たし，
ψmn “ hmlJ

l
n (F.1.26)

とおくと，
ψmn “ ´ψnm P A 1,1pY q, Jmnψmn “ 0 (F.1.27)

すなわち primitive p1, 1q形式となる．これを上記の条件に代入すると，Kähler多
様体に対して

∇J “ 0, (F.1.28)

RabpdJ
p
c “ ´RabcpJ

p
d (F.1.29)

が成り立つことより，

△ψmn “ p△hnpqJpn “ ´2Rmrpsh
rsJpn “ 2Rmrnph

rsJps

“ ´2Rm
r
n
pψrp “ ´Rmn

pqψpq. (F.1.30)

よって，

pdδ ` δdqψ “ ´△ψ ´
1

2
Rψ `

2s

n
ψ “

2s

n
ψ. (F.1.31)

を得る．ここで sはスカラ曲率，nは実次元である．したがって，特に，Calabi-Yau
多様体に対しては，変形の自由度は，調和的 primitive p1, 1q形式の自由度となる．
Hodge理論よりこれは，h1,1 ´1と一致する（全体のスケール変形を加えるとh1,1）．
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Kählerポテンシャ ρ, σ, τ P H 1,1に対して，

Gpρ, σq :“
1

2V

ż

Y

ρ ^ ˚σ, (F.1.32a)

κpρ, σ, τq :“

ż

Y

ρ ^ σ ^ τ (F.1.32b)

とおく．さらに，eA(A “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1)をH2pY,Zqの基底として，

J ` iB “ wAeA; wA “ vA ` ibA (F.1.33)

によりKählerモジュライ空間の複素座標wAを導入する．このとき，Y の位相構
造のみで決まるwの正則関数

P pwq “
1

3!
κABCw

AwBwC : κABC “ κpeA, eB, eCq (F.1.34)

を用いて，モジュライ空間のKähler計量は

GAB̄ “ BAB̄B̄K 1pw, w̄q, (F.1.35)

K 1 “ ´ logpκpJ, J, Jqq “ ´ logP pvq (F.1.36)

と表される．

注：

• 値としては，κpJ, J, Jq “ 3V である．

• teAuの Poincare双対にあたるH4pY,Zqの基底を tCAuとおくと，

κpeA, eB, eCq “ #pCA, CB, CCq : intersection number (F.1.37)

が成り立つ．

• Kähler計量 BABB̄V の符号は p1, h1,1 ´1q [Candelas P, de la Ossa X: NPB355,

455 (1991)]

超ポテンシャル： 一般に，超ポテンシャル（F項）はKählerモジュライに依存
しない．また，ゼロフラックスの II型理論では，超ポテンシャルはゼロとなる．
一方，ヘテロ型理論の場合，ゲージ超組のゼロモード ai,j̄x̄px, yq, λi,j̄x̄px, yqを

H 1,1pY qの基底 eAij̄pyqで

ai,j̄x̄px, yq “ ϕAx̄ pxqeAij̄pyq, (F.1.38a)

λi,j̄x̄px, yq “ λAx̄ pxqeAij̄pyq, (F.1.38b)
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と展開し，１０次元理論の湯川結合項
ż

d6yTrv
`

λ̄ΓmrAm, λs
˘

(F.1.39)

に代入すると，
dx̄ȳz̄λ̄Ax̄ λ

B
ȳ σ

C
z̄ κABC (F.1.40)

を得る．したがって，ゲージセクターでの超ポテンシャルW pϕqは，

W pϕq “ dx̄ȳz̄ϕAx̄ϕ
B
ȳ ϕ

C
z̄ κABC (F.1.41)

で与えられる．このポテンシャルはゲージ群と Y の位相のみにより決まり，複素
構造やKählerモジュライに依存しない．

非繰り込み定理: 超ポテンシャルは，摂動論の範囲では，σ-モデル量子補正を受
けない (Witten E 1986 [63])．
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