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1
一様等方宇宙モデル

§1.1
基本観測情報

1.1.1 Hubbleの法則

• 変光星の光度・周期関係

– Henrietta Swan Leavitt: 小マゼラン星雲内の 25個の Cepheid型変光
星 (1912) [H.S. Leavitt, Edward C. Pickering: Harvard Observatory

Circular 173: 1-3 (1912)]

絶対等級M “ ´a logP ` b

現在の公式は

xMV y “ ´3.53 logP ` 2.13pxB0y ´ xV0yq ` f (1.1.1)

ここで，f „ ´2.25はゼロポイント．周期 P は日単位．

– H. Shapley: 球状星団のRR Lyrae型変光星 (1916)・銀河ハロー内の球
状星団分布 (1918)

• 遠方の銀河の後退運動

– Vest M. Slipher: 系外銀河からの光のドップラー偏移の発見（1912-）

• 銀河の距離測定

目次へ



第 1章 一様等方宇宙モデル 2 目次へ

図 1.1: Leavittが 25個のCepheid型変光星の観測より導いた光度・周期関係

図 1.2: SMCおよび LMCに対する P ´ L関係の現在の観測 [Mathewson, Ford,

Visvanathan: ApJ301:664 (1986)]
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第 1章 一様等方宇宙モデル 3 目次へ

– Edwin Powell Hubble (1889-1953): Wilson山天文台 2.5m 反射望遠鏡
による遠距離天体観測

変光星によるアンドロメダ銀河の距離決定

– Cepheid法による２４個の銀河（2Mpc以内）について距離と後退測度
を決定 [E. Hubble: ApJ64, 321 (1926)].

• Hubbleの法則

– G. Lemaitre (1926), E. P. Hubble (1929)

v “ H0d : H0 « 500km{s{Mpc ñ 70km{s{Mpc (1.1.2)

[G. Lemaitre: Ann. Soc. Sci. Brux. 47A, 49 (1927); E.P. Hubble:

Proc. Nat. Acad. Sc. (USA) 15, 168-73 (1929)].

Hubbleの法則は，宇宙の膨張とともに，宇宙の空間的一様等方性を意味する．

v “ H0r ñ v1 “ v ´ v0 “ H0pr ´ r0q “ H0r
1. (1.1.3)

また，H0は宇宙年齢の目安となる：

1{H0 “ 14Gyrh´1
70 (1.1.4)

1.1.2 宇宙の銀河地図

Galaxy redshift survey Hubbleの法則を逆に用いると，赤方偏移を距離の目
安として使うことができる．

d “
v

H0

“ z
c

H0

“ z ¨ 4300h´1
70 Mpc (1.1.5)

宇宙の銀河地図を見ると，100Mpc以下 (∆z ă 0.025)では銀河の分布は決して
一様でなく，特徴的な cell/filament-void構造を持っている．また，200Mpc以上の
スケールでも一様性は明確でない．しかし，相関関数を求めてみると，「統計的等
方性」が浮かび上がる．
銀河の数密度 nを統計的変数と見たとき，その 2点での相関関数

ξprq “ xpnpx` rq ´ n0qpnpxq ´ n0qy (1.1.6)

は，銀河分布が統計的に一様なら，xによらず，rのみに依存す．さらに，統計的
に等方なら，r “ |r|にのみ依存する．また，大きなスケールで一様なら，ξprqは
rが大きいときにゼロに近づく．
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図 1.3: HubbleとHumasonが 1929年に発表した 24個の銀河に対する距離と後退
速度の相関図．[Hubble E, Humason (1929)]

図 1.4: 現在のHubbleダイアグラム
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図 1.5: 2dF サーベイによる宇宙地図 [出典：2dFGRS ホームページ
http://www2.aao.gov.au/ TDFgg/]

図 1.6: SDSS による宇宙地図 [出典: http//www.sdss.org/legacy/ c⃝Michael

Bolton and the SDSS]
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図 1.7: SDSSにより得られた明るい銀河 (LRG)の相関関数. 0.16 ă z ă 0.47

図 1.8: BAOシグナル．実線は宇宙パラメーターΩmh
2 = 0.12 (top), 0.13 (second),

0.14 (third), Ωbh
2 “ 0.024, ns “ 0.98に対応する宇宙モデルの予言．最下線は，BAO

のない CDMモデル（Ωmh
2 “ 0.105). [Einsenstein D et al (SDSS collaboration)

ApJ. 633, 560 (2005)
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プロジェクト名 期間 有効立体角 銀河数
CfA 1977-1982

CfA2 1985-1995 34% （北天） 18,000個
SSRS -1998? 13% （南天） 5,400個
LCRS 1987-1997 1.7%（南北銀河極近傍） 26,000個
2dFGRS 1996-2003 3.6% （南天） 220,000個
6dFGRS 2001-2006 （南天） 150,000個
SDSSI 2000-2005 19% （主に北天） 657,000個
SDSSII 2005-2008 20% （主に北天） 790,000個

表 1.1: 銀河赤方偏移サーベイ

1.1.3 宇宙背景放射

宇宙全体に広く分布する明るい天体，銀河，さらに宇宙初期からの放射の等方
性は，その源の分布の等方性をみる目安となる．一般に，源の共動座標での数密
度を npχ,Ωqとするとき，各方向から来る放射の強度は

IωpΩqdω “

ż 8

0

dχχ2fpχqnpχ,Ω; tpχqqWω1pχ, tχq
Lω1pχ,Ω; tpχqqdω1

4πdLpχq2
(1.1.7)

で与えられる．ここで，ω1 “ p1 ` zqωは源での放射の振動数，fpχqは空間曲率で
決まる関数，dLは光度距離（後述), Wωpχ, tqは減衰因子である．
一般に，方向 Ωに依存したフラックス IpΩqに対して，その平均からのずれ δI

は球面調和関数を用いて

δIpΩq “

8
ÿ

l“0

l
ÿ

m“´l

almY
m
l pΩq (1.1.8)

と展開される．輻射強度が統計的に等方的なら，almを確率変数として扱うとき，
その相関は

xalma
˚
l1m1y “ Clδll1δmm1 (1.1.9)

と表される．このとき，輻射強度の非等方性は

l
ÿ

m“´l

Y m
l pΩ1qY

m
l

˚pΩ2q “
2l ` 1

4π
PlpΩ1 ¨ Ω2q (1.1.10)

より，

xδIpΩ1qδIpΩ2qy “
ÿ

l

2l ` 1

4π
ClPlpΩ1 ¨ Ω2q. (1.1.11)
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図 1.9: 電磁波および宇宙線に対する宇宙の透明度.[Fairbairn, Rashba, Troitsky:

PRD84, 25019 (2011)]

様々な背景放射の非等方性

• X線: 10´4程度の非等方性

• CMB: 10´5程度の非等方性

• 双極成分：ただし，すべての背景放射は 10´3程度の大きな双極非等方性をも
つ．これは通常，我々が背景放射に対して運動しているためと解釈されるが，
この運動が局所的なものでなく，800Mpcを超えるスケールの大域的なもの
であることを示唆する観測がある [review: Kashlinski A, Atrio-Barandela F,

Ebeling H: arXiv:1202.0717]

• GRB
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図 1.10: HEAO衛星観測に基づく CXBの異方性 [Boughn SP, Crittenden RG,

Koehrsen GP: ApJ580, 672 (2002)]
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図 1.11: 銀河団の kSZ効果から求まった大域的運動の双極成分 (dark flow)とCMB

dipoleの相関 [Kashlinski A, Atrio-Barandela F, Ebeling H: arXiv:1202.0717]

§1.2
基礎方程式

時空次元 D “ 1 ` n

等長変換群 G “ ISOpnq, SOpn ` 1q, SOpn, 1q: 空間は定曲率

dσ2
K “ dχ2 ` fKpχq2dΩ2

n´1; fKpχq “

$

’

&

’

%

χ K “ 0

K´1{2 sinpK1{2χq K ą 0

|K|´1{2 sinhp|K|1{2χq K ă 0

“
dr2

1 ´ Kr2
` r2dΩ2

n´1. (1.2.1)

時空計量
ds2 “ ´dt2 ` aptq2dσ2

K (1.2.2)

宇宙膨張

dptq “ aptqχ ñ vptq “ 9d “ 9aχ “ Hptqdptq; Hptq “ 9a{a (1.2.3)

エネルギー運動量テンソル

Ttt “ ρptq, Ttj “ 0, T ij “ P ptqδij (1.2.4)
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Einstein方程式 Gµν ` Λgµν “ κ2Tµν

Gtt :

ˆ

9a

a

˙2

`
K

a2
´

2Λ

npn ´ 1q
“

2κ2

npn ´ 1q
ρ (1.2.5a)

Gi
j :

:a

a
`
n ´ 2

2

#

ˆ

9a

a

˙2

`
K

a2

+

´
Λ

n ´ 1
“ ´

κ2P

n ´ 1
(1.2.5b)

エネルギー保存則 ∇νTµν “ 0

9ρ “ ´npρ ` P q
9a

a
(1.2.6)
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§1.3
単純な宇宙モデル

w “ P {ρが一定とすると，基礎方程式
は

ρ9a´np1`wq ñ 9a2 ` V paq “ ´K

(1.3.1)

に帰着される．ここで，

V “ ´
C

anp1`wq´2
´ λa2,(1.3.2)

C “
2κ2ρ0

npn ´ 1q
“ ΩMH

2
0 ,(1.3.3)

λ “
2Λ

npn ´ 1q
“ ΩΛH

2
0 .(1.3.4)

V

a
0

w<-1/3

Λ=0

Λ>0

Λ<0

pure adS

pure dS

特徴

• Λ ă 0の時，常に宇宙は有限時間で収縮を始める．

• Λ “ 0の時は，K “ 0ないしK ă 0なら，宇宙は膨張を続ける．

• Λ ą 0の時，Kがある正の臨界値より大きいと，再収縮するとサイズが有限
な最小値を持つ解の２つが存在．

F(K<0)

F(K=0)

F(K>0)
AdS

dS(K>0)

dS(K=0)

a

t

dS(K<0)

inflation
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§1.4
宇宙パラメーター

基礎方程式 (Friedmann方程式)

• 膨張方程式

H2 ”

ˆ

9a

a

˙2

“
κ2

3
ρ ´

K

a2
“
κ2

3
ρM ´

K

a2
`

Λ

3
(1.4.1)

• エネルギー方程式
9ρ

ρ
“ ´3p1 ` wq

9a

a
(1.4.2)

• 状態方程式
w “

P

ρ
(1.4.3)

宇宙パラメーター

• Hubble定数： H0 (apt0q “ 1)

• 密度パラメータ：

H2
0 “

κ2

3
ρcr ñ ΩE “

ρ

ρcr
, ΩM “

ρM
ρcr

, ΩK “ ´
K

H2
0

, ΩΛ “
Λ

3H2
0

(1.4.4)

これらは，関係式

1 “ ΩE ` ΩK , ΩE “ ΩM ` ΩΛ (1.4.5)

を満たす．

• 物質組成：

ΩM “ ΩDM ` Ωb ` Ων ` Ωγ ` ΩGW ` ΩDE ` ¨ ¨ ¨

ñ w “ wpaq. (1.4.6)
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§1.5
Friedmannモデル

基本仮定
D “ 4, Λ “ 0, ΩM “ Ωn ` Ωr. (1.5.1)

曲率による違い

• ΩM “ 1 (Einstein-de Sitterモデル: K “ 0）

a “ Ωnξ
2 ` 2Ω1{2

r ξ, (1.5.2a)

H0t “
2

3
Ωnξ

3 ` 2Ω1{2
r ξ2 (1.5.2b)

H0t0 “
2

3

1 ` 2Ω
1{2
r

p1 ` Ω
1{2
r q2

(1.5.2c)

• ΩM ă 1 (Openモデル; K ă 0）

a “
Ωn

2p1 ´ ΩMq
pcosh θ ´ 1q `

Ω
1{2
r

?
1 ´ ΩM

sinh θ, (1.5.3a)

H0t “
Ωn

2p1 ´ ΩMq3{2
psinh θ ´ θq `

Ω
1{2
r

1 ´ ΩM

pcosh θ ´ 1q (1.5.3b)

H0t0 “
Ωn

1 ´ ΩM

˜

1 ` Ω
1{2
r

ΩM ` 2Ω
1{2
r ` Ωr

´
1

?
1 ´ ΩM

ln
1 `

?
1 ´ ΩM ` Ω

1{2
r

pΩ0 ` 2Ω
1{2
r ` Ωrq

1{2

¸

`
2Ω

1{2
r

ΩM ` 2Ω
1{2
r ` Ωr

(1.5.3c)

• ΩM “ 0 (Milne宇宙: K ă 0）

ds2 “ ´dt2 ` t2dσ2
´1 (1.5.4)
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§1.6
宇宙年齢

一般に，物質優勢宇宙では

t0 “

ż 1

0

da

aH
“

1

H0

ż 1

0

da

pΩMa´1 ` ΩK ` ΩΛa2q
1{2

“
2

3H0

ż 1

0

da3{2

r1 ´ ΩKp1 ´ aq ´ ΩΛp1 ´ a3qs
1{2
. (1.6.1)

平坦モデル

物質優勢 p4D,Λ “ 0q: γ “ 2{3

t0 “ 2{p3H0q “ 9.3Gyrsp0.7{hq (1.6.2)

輻射優勢 p4D,Λ “ 0q: γ “ 1{2

t0 “ 1{p2H0q “ 7Gyrsp0.7{hq (1.6.3)

FlatΛCDM p4D,ΩM “ 0.25q:

t0 » 1.01{H0 “ 14Gyrsp0.7{hq (1.6.4)

Look back time  H0t

a

flatΛCDM

Einstein-de Sitter

ΩM=0.25  ΩK=0 

ΩM=1  ΩK=0 

openCDM

ΩM=0.25  ΩΛ=0 

0 1

1
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§1.7
特異点

宇宙膨張の加速度

:a

a
“ ´

pn ´ 2qκ2

npn ´ 1q

ˆ

ρ `
n

n ´ 2
P

˙

`
2Λ

npn ´ 1q
(1.7.1)

（宇宙項Λは ρ “ ´P “ Λ{κ2と対応．）

宇宙の初期特異点 強エネルギー条件

P ě ´
n ´ 2

n
ρ ô w ě ´1 `

2

n
(1.7.2)

が満たされれば、必ず有限な過去に a “ 0となる．すなわち，宇宙は有限な年齢
をもつ．

Big-Rip 特異点 w ă ´1 のとき，α “

´np1 ` wq{2pą 0q とおくと，

ρ9a2α ñ t “

ż a da

aH
9const ´

1

aα
(1.7.3)

より，有限な時間でスケール因子も密度も発
散

a9
1

pt˚ ´ tq1{α
, ρ9

1

pt˚ ´ tq2
(1.7.4)

t
t
*

0

a
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§1.8
Raychaudhuri方程式

n
:ℓ

ℓ
“ ´σ2 ` ω2 ´ RµνV

µV ν (1.8.1)

重力の引力性 これより，強エネルギー条件

RµνV
µV ν ě 0 (1.8.2)

が満たされるとき，

• 重力は引力となる．

• 一旦収束し始めた非回転的光線束（時間的測地線束）は 有限時間内に「一
点」に収束する．

Hawking-Penroseの特異点定理

• 強エネルギー条件（＋一般性条件）

• 因果性条件

• 強重力条件（捕捉的集合の存在）

の３つの条件が満たされるとき，無限に延長できない光的ないし時間的測地線が
存在する．
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§1.9
光の伝搬

光波面の方程式 RW計量が

ds2 “ ´dt2 ` aptq2pdχ2 ` r2KdΩ
2
n´1q (1.9.1)

と表される座標系において，

dη :“
dt

aptq
“ ˘dχ ñ χ “ χ0 ˘ pη ´ η0q (1.9.2)

宇宙論的赤方偏移 動径距離 χの位置から時刻 tおよび t ` ∆tに出た光が原点
χ “ 0に到達する時刻をそれぞれ t0, t0 ` ∆t0とすると

∆η “ ∆η0 ô
∆t

aptq
“

∆t0
apt0q

ô λ0 “
apt0q

aptq
λ ô ν0 “

aptq

apt0q
ν (1.9.3)

これより，時刻 t に共動的天体から出た光の赤方偏移は

z ”
λ0 ´ λ

λ
“
apt0q

aptq
´ 1 ô aptq “

apt0q

1 ` z
(1.9.4)
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§1.10
ホライズン

粒子ホライズン 時刻 tの観測者を頂点とす
る過去の光円錐は

χ “ η0 ´ η “

ż t0

t

dt

aptq
“

ż a0

a

da

a2H
(1.10.1)

時刻 t までに観測できる球領域の共動半径
LHptqは

LHptq “

ż aptq

0

da

a2H
(1.10.2)

LH は次の条件が満たされると有限となる．

lim
aÑ0

a2ρ “ 8 (1.10.3)

LHptqは，初期面上の１点から出た光波面の
時刻 tでの共動半径と一致する．

Hubbleホライズン

• ゆらぎの力学的振る舞いなどでは，Hubbleホライズン半径 1{H が上記の
LHptqより重要となる．

• Friedmannモデルでは，Hubbleホライズン半径はLHptqと同程度となり，時
間 tに比例して増大する．
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2
ダークエネルギー問題

§2.1
宇宙パラメーターの決定法

幾何学測定

– 半径と円周長，半径と面積

– 半径と体積 （例えば，距離と銀河数の関係）

V prq “ 4π

ż r

0

dχfpχq2 “

$

’

&

’

%

4π
3
r3 ;K “ 0,

πR3
`

2r
R

´ sin 2r
R

˘

;K “ 1
R2 ,

πR3
`

sinh 2r
R

´ 2r
R

˘

;K “ ´ 1
R2 .

(2.1.1)

物質の存在量，組成の観測

– 電磁波（電波・赤外線・光・Ｘ線観測） ñ ガスの量

∗ 宇宙背景電磁放射
h2ΩCMB “ 2.38 ˆ 10´5pT {2.73Kq4

h2ΩIR{opt{UV „ 5 ˆ 10´7

h2ΩX „ 6 ˆ 10´9

– 銀河・銀河団の構造・運動，重力レンズ ñ ダークマターの量

∗ 銀河団 [12]

pM{Lqclusters “ p295 ˘ 53qhpM{Lqd

pM{Lqcr “ p1025 ˘ 140qh

ñ ΩM “ 0.24 ˘ 0.14
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∗ 銀河・銀河団形成（存在量）[3]．

ΩM “ 0.1 ´ 0.5

宇宙サイズの時間変化の観測

– 過去の宇宙膨張率 H の測定

– 宇宙膨張（進化）に依存した物理量（の関係）の観測

一般に，実際の観測量では，これらは複雑に絡み合う．
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§2.2
距離測定

2.2.1 方法

光度距離

固有光度 L，見かけの明るさ Fobs ñ L “ 4πd2LFobs ñ 光度距離 dL

角径距離

固有径D, 見込み角 θ ñ D “ θdD ñ 角径距離 dD

一般に固有量 + 見かけの量 ñ 天体までの（様々な）距離

2.2.2 距離梯子

方法 適用距離
年周視差測定 0～100pc

星団視差法 100pc～10kpc

散開星団主系列星 100pc～ 50kpc

Cepheid型変光星 10kpc～25Mpc

Tully-Fisher法 10Mpc～200Mpc

SN Ia 60Mpc～4000Mpc

高精度方位観測衛星

• Hipparcos (1989-1993): 1 m arcsec

• GAIA (2013?-): all star scan for m ď 20mag. 角度分解能：24 µ arc-

set (m ď 15mag), 20% accuracy for distances at 8kpc (Galactic center)

[http://www.esa.int/Our Activities/Space Science/Gaia overview]

• JASMINE: Nano-Jasmine (3 mas at zw7.5, 2014 年-), Small-Jasmin (10

µas at Hw ă 11.5, 2016-), Jasmin (10µac at Kw ă 11, 2020 年代）．
[http://www.jasmine-galaxy.org/index-ja.html]
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§2.3
Hubble定数

観測値
H0 “ 71 ˘ 10km{s{Mpc (2.3.1)
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§2.4
Extended Hubble digram

2.4.1 赤方偏移-光度距離関係

• 赤方偏移 z と宇宙サイズ aの関係

a “
1

1 ` z
(2.4.1)

• 距離と面積の関係

S “ πθ2fprq2; fprq “

$

’

&

’

%

r K “ 0

R sinpr{Rq K “ 1{R2

R sinhpr{Rq K “ ´1{R2

(2.4.2)

• dL ´ z関係

F “
L

4πfprq2p1 ` zq2
ñ dL “ p1 ` zqfprq, (2.4.3)

adr “ ´cdt “
cadz

H
ñ r “

c

H0

ż z

0

dz
a

Ωmpzq ` p1 ` zq2ΩK ` ΩΛ

(2.4.4)

2.4.2 パラメーター依存性

FlatΛCMDモデル

0 1

z

1

dL

0.1

0.25

0.4

ΩM =

H0

c

0.2 0.4 0.6 0.8

0.2

1.2

0.4

1.4

0.6

0.8

曲がったCDMモデル

0 21

z

1

2

3

4

dL
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§2.5
SNIa観測

SNLS collaboration [ A&A 447:31 ( 2006)]

HST observation[Riess et al]
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図 2.1: HST Cluster SN Surveyにより得られた dL ´ zプロット [Suzuki N et al:

arXiv:1105.3470]
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§2.6
*物理的意味

§2.7
*様々な理論モデル
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3
熱いビッグバン宇宙

§3.1
宇宙の物質組成

エネルギー密度

• 相対論的物質

– 電磁波

TCMB “ 2.725 ˘ 0.002K ñ h2ΩCMB “ 2.38 ˆ 10´5pT {2.73Kq4

– 重力波

– Dark radiation

• 非相対論的物質

– 原子物質: Ωb » 0.04 (BBN: 0.017 ă h2Ωb ă 0.024, WMAP 9yr: Ωb »

0.046

– ニュートリノ (mν ą 2 ˆ 10´4eV)

ρν`ν̄,0 “
ÿ

i

mνic
2ni,0 » 112

ÿ

i

mνic
2 cm´3 ñ h2Ων “

˜

ÿ

i

mνi

¸

{94eV À 10´3

– 冷たいダークマター: ΩDM » 0.24 [WMAP 9yr]

• その他

– 宇宙項/ダークエネルギー：ΩΛ » 0.72 [WMAP 9yr]

– Hidden sector objects/fields
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エントロピー CMBが宇宙のエントロピーの主要部を担っている：

sCMB “
4π2

45

ˆ

kBT

ℏc

˙3

“ 1490

ˆ

TCMB

2.73K

˙3

cm´3 (3.1.1)

これを宇宙に存在する陽子の平均個数密度

nb “ 2.46 ¨ 10´7

ˆ

Ωbh
2

0.022

˙

cm´3 (3.1.2)

で割ると，陽子一個あたりのCMBエントロピーは

sCMB{nb » 6 ¨ 109 (3.1.3)

Ｃｆ．太陽などの恒星がもつ陽子一個あたりのエントロピーは

ps{nqstar „ 30 (3.1.4)

程度で，CMBのエントロピーの 1{108以下しかない．
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図 3.1: 宇宙の熱史

§3.2
宇宙の熱史

宇宙の温度 激しい非可逆過程が宇宙全体で起こらない限り，CMBに対応する
光子ガスのもつエントロピーは保存され，光子ガスの温度が宇宙初期ほど高温に
なる：

a3sCMB » const ñ T91{a (3.2.1)

宇宙は最初，急速に膨張する熱い火の玉状態で始まり，宇宙膨張と共に温度が下
がり，膨張速度が減速し現在の姿になったと考えられる．これが熱いビッグバン
宇宙モデルである．

物質組成の変化 熱いビッグバンモデルでは，時間をさかのぼると，温度の上昇
と共に物質がより基本的な構成要素に分解されてゆく．このため，宇宙のごく初
期では，物質は最も基本的な素粒子からなる高温のプラズマ状態にある．このプ
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原因 温度 時間 H 直後の主要粒子 gpT q

現在 2.725K 13.8Gyr 1.5 ˆ 10´33eV γ; 3ν 2p`21{11q

水素中性化 3800K 0.25Myr 4.9 ˆ 10´29eV γ; 3ν 2p`21{11q

e`消滅 30keV 1450s 2.2 ˆ 10´19eV γ; 3ν 2p`21{11q

e`e´対消滅 0.5MeV 3.46s 8.7 ˆ 10´17eV γ, e`, e´; 3ν 2p`21{11q

νeの乖離 1.2MeV 0.56s 5.6 ˆ 10´16eV 4γ, e`, e´; 3ν 5.5p`5.25q

νµ, ντ の乖離 3MeV 0.085s 3.8 ˆ 10´15eV γ, e, νe; 2ν 7.25p`3.5q

µの対消滅 100MeV 43µs 6.5 ˆ 10´12eV γ, e, 3ν 10.75

QH転移 200MeV 10µs 3.0 ˆ 10´11eV γ, e, µ, 3ν 14.25

cの対消滅 1.2GeV 1.7 ˆ 10´7s 1.7 ˆ 10´9eV γ, 8G, e, µ, 3ν, u, d, s 61.75
τ の対消滅 1.8GeV 9.1 ˆ 10´8s 3.5 ˆ 10´9eV γ, 8G, e, µ, 3ν, u, d, s, c 72.25
bの対消滅 4.2GeV 1.6 ˆ 10´8s 2.1 ˆ 10´8eV γ, 8G, e, µ, t, 3ν, u, d, s, c 75.75

WS転移 100GeV 2.5 ˆ 10´10s 1.3 ˆ 10´5eV γ, 8G, 3l, 3n, u, d, s, b, c 86.25

標準モデル B, 3A, 8G, 4h, 3l, 3ν, 6q 106.75
高温極限
MSSM B, 3A, 8G, 8h, 3l, 3ν, 6q

高温極限 B̃, 3Ã, 8G̃, 8h̃, 3l̃, 3ν̃, 6q̃ 228.75

表 3.1: 宇宙物質構成の変化と統計的重み

ラズマでは，光子を経由した粒子と反粒子の対生成・対消滅が盛んにおきる．

e` ` e´ Ø 2γ Ø u ` ū, ¨ ¨ ¨
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§3.3
熱化学平衡

熱交換に関する平衡だけでなく，粒子の種類を変化させる化学反応や素粒子反
応に関しても平衡が成り立つとき，熱化学平衡にあるという．一般に熱化学平衡
にあると，異なる種類の粒子数ないし化学ポテンシャルの間に一定の関係が成り
立つようになる．
これを見るために，4種類の粒子A, B, C, Dが化学反応

kAA ` kBB Ø kCC ` kDD (3.3.1)

により化学平衡にあるとする．kA, ¨ ¨ ¨ , kDは整数である．このとき，各粒子の粒
子数をNA, NB, NC , NDとすると，系の自由エネルギーF pNA, NB, NC , NDqは 1回
の反応により

∆F “ ˘ pF pNA ´ kA, NB ´ kB, NC ` kC , ND ` kDq ´ F pNA, NB, NC , NDqq

“ ˘ p´kAµA ´ kBµB ` kCµC ` kDµDq . (3.3.2)

ここで，˘は反応の向きによる．ここで，平衡状態では両方の向きの反応は同じ
割合で起きなければならないが，熱力学の基本法則より孤立系の F は決して増加
しないので，∆F ą 0の反応は禁止される．これは，∆F “ 0となることを意味す
る．よって，

kAµA ` kBµB “ kCµC ` kDµD (3.3.3)

という関係式が得られる．
一般に，全体でa種類の粒子Aiが反応しているとする．起こりうる反応を，kI “

pkiIq (I “ 1, ¨ ¨ ¨ , b)を有理数の列として，

kI ¨ A ”
ÿ

i

kilAi “
ÿ

i

kiImic
2 ” QI (3.3.4)

と表す．ベクトル列 kI は一次独立にとることができる．このとき，Aiの粒子数密
度を niとして，c “

ř

i l
ini の反応による変化は，∆c9l ¨ kIとなるので，独立な保

存量（の密度）cα “ lα ¨ nが a´ b個存在する．よって，反応が化学平衡にある条
件を考慮すると，a個の独立な式

kI ¨ µ “ 0 pI “ 1, ¨ ¨ ¨ , bq, lα ¨ n “ cα pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , a ´ bq (3.3.5)

が成り立つ．これより，温度と保存量密度 (cα)が与えられると，すべての種類の
粒子数密度 (ni)（および化学ポテンシャル µi）が決まる．
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§3.4
Sahaの式

化学反応 A ` B ` ¨ Ñ C ` ¨ ¨ ¨ p`Qq に関して粒子数平衡が成り立つとき，

µA ` µB ` ¨ ¨ ¨ “ µC ` ¨ ¨ ¨ (3.4.1)

が成り立つ．これより，Boltzmann近似が成り立つ非相対論的非縮対ガスに対して，

n »

ˆ

mkT

2πℏ2

˙3{2

eβpµ´mc2q (3.4.2)

nA ¨ ¨ ¨

nC ¨ ¨ ¨
“
gA ¨ ¨ ¨

gC ¨ ¨ ¨

ˆ

mAkT

2πℏ2

˙3{2

¨ ¨ ¨

ˆ

2πℏ2

mCkT

˙3{2

¨ ¨ ¨ e´βQ (3.4.3)

これと粒子数保存則を組み合わせると，容易に平衡での各種類の粒子の数密度を
決めることができる．
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§3.5
非平衡反応による粒子数の変化

種類 iの粒子の数密度を ni, その単位時間当たりの消滅率を Γi, 生成率をΛi，宇
宙膨張率をHとすると，

9ni “ ´3Hni ´ Γini ` Λi (3.5.1)

ここで，Γiと Λiは注目している相互作用系の温度 T，（今考えている反応に対す
る）保存量密度 c “ pcαqおよび niの関数．
宇宙膨張が無視でき，完全な化学平衡にあるとき，ni “ ni,eqpT, cq（熱化学平衡

値）が成り立つ．これより、niが化学平衡値に近いなら、それらの間には

Λi “ ni,eqΓi (3.5.2)

の関係が成り立つ．このとき，上記の式は

9ni “ ´3Hni ´ Γi pni ´ ni,eqq (3.5.3)

この方程式を厳密に解くことは一般的にはできないが，定性的な議論は可能で
ある．まず，消滅率Γが宇宙膨張率Hと比べて十分大きい場合を考えよう．以下，
簡単のため添え字 iを省略する．この場合，宇宙膨張は無視できるので，各時刻で
近似的に熱化学平衡が成り立つことが期待される．実際，t0を任意の初期時刻と
して，方程式 (3.5.3)を

aptq3nptq “ aptq3neqptq ` apt0q
3 pnpt0q ´ neqpt0qq exp

„

´

ż t

t0

Γpt1qdt1
ȷ

´

ż t

t0

exp

„

´

ż t

t1
Γpt2qdt2

ȷ

d
“

apt1q3neqpt1q
‰

と書き換えると，右辺の第 2項は宇宙膨張より速くゼロに近づく．また，第 3項と
第 1項の比はH{Γの程度となるので，Γ{H " 1なら，最初平衡からずれていても
すぐに n “ neqが良い精度で成り立つようになる．
逆に，反応が宇宙膨張と比べて遅いと粒子数は凍結するようになる．これを見

るために，方程式 (3.5.3)を

d

dt

`

Kpt, t0qa3n
˘

“ a3neq
d

dt
Kpt, t0q; Kpt, t0q “ exp

ż t

t0

Γpt1qdt1 (3.5.4)

と書き換える．a3nが単調減少と仮定すると，この式より

pa3nqpt0q ă pa3nqptqKpt, t0q ă pa3nqpt0q ` pa3neqqpt0qpKpt, t0q ´ 1q (3.5.5)
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を得る．よって，
ż t

t0

Γpt1qdt1 “

ż a

a0

Γ

H

da

a
! 1 (3.5.6)

となると，pa3nptq “ pa3nqpt0qが良い精度で成り立ち，粒子数は凍結される．
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§3.6
宇宙物質の中性化

熱いビッグバンモデルでは，高温の宇宙初期で完全電離していた宇宙プラズマ
は，宇宙の温度が低下すると中性化する．この時期に宇宙に存在する主要元素は
水素とヘリウムであるが，これらが中性化する温度は元素ごとに異なる．

3.6.1 水素の光電離・中性化反応

電離反応
H ` γ Ø p ` e (3.6.1)

に対し，体積 V の共動領域内の水素原子，陽子，電子の数をNH , Np, Ne, 対応す
る数密度を nH “ NH{V , np “ Np{V , ne “ Ne{V と表すと，この反応による粒子
数の変化は

dNe

dt
“ ANH ´ BnpNe (3.6.2)

ここで，Aは一個の水素原子Hが単位時間あたりに光分解される確率，Bは陽子
と電子の結合反応の反応率 xvσyである．
電荷の保存則と核子数の保存則より，

np “ ne, np ` nH “ nb,H (3.6.3)

ここで，nb,Hはヘリウムを除いたバリオン数密度で，1{a3に比例して変化する．し
たがって，すべての数密度は電子の数密度neとnb,Hの現在の値n0

b,Hのみで決まる．
電離・再結合反応が宇宙膨張と比べて十分早く起きるとき，(3.6.2)の右辺をゼ

ロとおいて良い．このとき，サハの式より，

nH
npne

“
B

A
“

ˆ

meT

2πℏ2

˙3{2

eQH{T (3.6.4)

ここで，
QH “ pmp ` me ´ mHqc2 “ 13.6eV (3.6.5)

は水素原子の基底状態の結合エネルギーである．電離率

Xe “
ne
nb,H

(3.6.6)

を用いると，この式は

X2
e

1 ´ Xe

“

ˆ

0.017

h2Ωb,H

˙ˆ

Trec
T

˙3{2

eQH{Trec´QH{T (3.6.7)
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e

h=0.7
Ωb=0.0456
ΩM=0.274

図 3.2: 宇宙晴れ上がり前後での電離率の変化

と表される．ここで，
Trec » 3800K (3.6.8)

である．
これより，温度が Trec（z “ zrec » 1400)を超えると電離率は急速に１に近づき，

電子が非相対論的に扱える温度領域（T À 100keV)では，1´Xeは 10´9以下にと
どまる．逆に，温度が Trecより下がると急速に電離率は小さくなり，水素が中性
化する（図 3.2）．

（注） 中性化が瞬時に起きるのではない．例えば，Xe “ 0.1となるのは，z » 1200

（T » 3300K)で，Trecより 500度ほど低い．このため，中性化の時刻には一般的
には不定性があり，注目する物理過程ごとに時刻は変動する．例えば，電子によ
るCMB散乱が実質的に起こらなくなる温度は次に見るように，Trecよりかなり低
くなる．

3.6.2 非平衡反応

宇宙膨張により粒子数密度が時間と共に低下するため，上で仮定した電離平衡
が次第に破れる．これを見るために，まず，電子数の時間変化の方程式 (3.6.2)を

dXe

dt
“ ´ΓXe ` Λ (3.6.9)

と書き直す．ここで，Γ “ Bne, Λ “ Ap1 ´ Xeq．厳密な熱化学平衡ではこの右辺
がゼロとなるので，左辺と右辺の第 1項の比 9Xe{pΓXeqは熱化学平衡が成り立つ
目安となる．特に，温度，密度が時間と共に変化し，熱平衡値が定数でない膨張
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宇宙では，厳密な熱化学平衡は一般には成り立たない．そこで，(3.6.7)で求めた
Xeに対する熱平衡値Xeq

e に対してこの量を評価すると，

1

ΓXe

dXe

dt
“ ´

H

Γ

T

Xe

dXe

dT
“ ´

H

Γ

ˆ

´
3

4
`
QH

T

˙

« ´
58

Γ{H
(3.6.10)

となる．ここで，Γ{Hは 10 ! z À 1000では近似的に

Γ

H
« 5000Xe

ˆ

1 ` z

1000

˙0.89

« 1.5

ˆ

1 ` z

1000

˙0.14

e29p1´1000{p1`zqq (3.6.11)

で与えられる [54]．ここで最後の等式はXe “ Xeq
e の場合の値である．

これより，z “ 1400では Γ{H « 6000となり熱化学平衡が良い近似となるのに
対して，z “ 1200の頃に平衡が破れ始め，z “ 1000では大きく熱化学平衡からず
れることが分かる．正確な電離率の振る舞いは，時間発展方程式を解くことによ
り得られる．図 3.2に示したように，実際の電離率は 2 ˆ 10´4程度の一定値に近
づく．
ただし，現在の宇宙に存在する原子物質の大部分はほぼ完全に電離しているこ

とが知られている．したがって，もう一度電離が起こらねばならない．この電離
は，z “ 100 „ 10の時期に最初にできた星々からの紫外線によって引き起こされ
たと考えられている．
【問 3.6.1】 　 He原子 HeIは，HeI ` γ Ñ HeII ` e´, HeII ` γ Ñ HeIII ` e´

と 2段階で電離する（HeII=He`, HeIII=He``）．この電離が起きる温度を求め
よ．だだし，HeIおよびHeIIの電離エネルギーの値は，それぞれQHeI “ 24.6eV,

QHeII “ 54.0eVで与えられる． l

3.6.3 宇宙の透明度

宇宙物質の中性化がもたらす最も大きな効果は，宇宙空間が電磁波に対して透
明になることである．すなわち，宇宙の晴れ上がりをもたらす．
中性化した水素やヘリウムは，基底状態に近いエネルギーレベルの間の遷移エ

ネルギーが大きいため，宇宙中性化の頃およびそれ以降の時期で，宇宙を満たす
熱放射との相互作用が無視できるほど小さい．これに対して，自由電子は小さな
エネルギーの光子とも相互作用する．このため，水素中性化の頃以降，宇宙背景
放射と物質との主な相互作用は，電子による光子散乱となる．この確率を計算し
てみよう．
まず，光子のエネルギーおよび電子の運動エネルギーが電子の静止質量エネル

ギーと比べて十分小さいとき，光子の電子による散乱断面積は，トムソン断面積
σT “ 8πpαℏ{pmecqq2{3 “ 0.66524barnで与えられる．したがって，1個の光子が時
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刻 t(赤方偏移 z）から現在までに電子と衝突する確率は

τpzq “

ż t0

t

neσT cdt ““
σTnH0c

H0

ż 1

1{p1`zq

Xe
H0da

a4H

“ 7 ˆ 10´2

ż 1

1{p1`zq

Xe
H0

a3{2H

da

a5{2
(3.6.12)

で与えられる．Xeとして平衡値を使うと、x “ Trec{T として，

τ » 3583

ż 8

x

dx x´7{4e20.76p1´xq (3.6.13)

となる．これより， x “ 1.228 (z “ 1135)で τ » 1となる．光子が散乱を受けず
に現在の観測者に届く確率は，e´τ で与えられるので，この結果は，平均的には，
z “ zls » 1135，温度にして T “ Tls » 3094Kの頃に光子と電子の最後の散乱が起
きたと見なすことができる．この値は，WMAP衛星によるCMB観測とより詳細
な宇宙モデルに基づいて求められた値，zls » 1090 (Tls » 2970K)に近い値となる．
x “ 1.19とすると e´τ „ 0.1となるので，この最終散乱面の厚みは，∆z{z “ 0.02

程度となる．この最終散乱面より前の時期の宇宙は，電磁波により直接観測する
ことができない．
【問 3.6.2】 　 水素の電離プラズマには，電子と同じ数の陽子が存在する．光子
と陽子の散乱が，電子との散乱に比べて無視できるのはなぜか？ l
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§3.7
CMBと宇宙音波

3.7.1 Jeans長

孤立したガス雲 半径 L，質量密度 µのガス雲を考える．流体の運動方程式

µ
dv

dt
“ ´∇P ´ µ∇ϕ (3.7.1)

より，ガス雲が力学的に平衡状態にあるためには，ガス雲の単位体積に働く重力
„ GµM{L2 « Gµ2Lと圧力勾配による力„ P {L « c2sµ{Lが釣り合う必要がある：

Gµ2L «
c2sµ

L
(3.7.2)

これより得られる特徴的な長さ

LJ “
cs

pGµq1{2
(3.7.3)

をこのガス雲の (Jeans長)という．
L ă LJとなるガス雲は膨張し密度が減少する．このとき音速の変化が起こらな

ければ，LJは増加し，さらにガス雲は膨張を続ける．一方，L ą LJのガス雲は重
力収縮しさらに密度 µが上昇する．密度 µが上昇するとLJがさらに減少し，この
収縮は際限なく進むことなる．これはジーンズ（Jeans）不安定と呼ばれる．
ただし，現実のガス雲では一般に膨張収縮により温度が変化する．例えば，断熱的

な場合には，CP “ CV `kBを一粒子あたりの定圧比熱として，非相対論的ガスの音
速は c2s “ dP {dµ “ CPT {pmc2`CPT q，温度の体積依存性はT9V 1´γ(γ “ CP {CV )

となるので，LJ{Lは Lの変化に対して

LJ{L9L´2pγ´4{3q (3.7.4)

と振る舞う．したがって，γ ą 4{3で断熱的ならば，最初L ă LJ で膨張を始める
と次第に LJ{Lが減少し L “ LJ に近づく．逆に，L ą LJ から出発すると，最初
は収縮するが次第に L “ LJ に近づく．したがって，L “ LJ が安定な平衡状態と
なる．一方，相対論的な場合 γ “ 4{3や断熱条件が破れると，不安定が起こりう
る（変光星，星形成）．

一様なガス雲の密度ゆらぎ 一様なガス雲の密度ゆらぎ δµに対して，平衡条件は

Gδµµ{L2 « c2sδµ{L ñ L « LJ (3.7.5)

この場合，csの変化が小さいとすると，
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図 3.3: CMBの音波

• L ă LJ ñ ゆらぎは音波として伝播．（周りのガスの反作用）

• L ą LJ ñ 重力収縮により限りなく増大（Jeans不安定）.

【問 3.7.1】 　 宇宙物質が電磁熱放射 (r)と物質 (b)（電子，陽子プラズマ）の混
合気体と見なされるとき，両者の圧力の比 Pb{Prを求めよ．ただし，輻射と物質
は同じ温度とする．また，ΩCMB “ 4.8 ¨ 10´5, Ωb “ 0.046, kBTCMB “ 2.4 ¨ 10´4eV,

mp “ 940MeV{c2 とせよ． l

【問 3.7.2】 　問 3.7.1と同じ仮定の下で，宇宙物質のエネルギー密度 ρと圧力
P をスケール因子の関数として求めよ．さらに，これを用いて，このガスの音速
cs “ cp 9P { 9ρq1{2をスケール因子の関数として求めよ．また，原子物質が中性化して
以降の音速を求めよ． l

3.7.2 宇宙音波

宇宙のJeans長 水素再結合時 trec以前の時期では，放射とプラズマは一体となっ
て運動し，圧力とエネルギー密度は

ρ “ ρr ` nbm
2
p, P “

1

3
ρr ` nbT. (3.7.6)
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よって，音速は

c2s “
9p

9ρ
“ 4

P

4ρr ` 3ρb
“

1

3

1 ` 4n{sγ
1 ` a{a˚

(3.7.7)

ここで，a˚は ρr “ ρbとなる時のスケール因子の値．

• ρr " ρbの時期：音速はほぼ cs « c{
?
3となり，Jeans長は共動座標で表して

χJ “ a´1LJ «
cs
aH

«
1

?
3Ha

9
t

a
(3.7.8)

となる．すなわち，χJは（共動座標で表した）Hubbleホライズン半径 c{paHq

に比例して時間と共に増大．

• ρr ă ρb & T ą Trecの時期:

c2s »
a˚

3a
(3.7.9)

より，

χJ «
1

?
3Ha˚

´a˚

a

¯3{2

«
1

?
3H˚a˚

«“ 0.033
c

H0

» 140Mpc (3.7.10)

• T ă Trecの時期: 水素は中性化し，水素ガスの Jeans長はガス圧Pg “ nbkBT

のみで決まるようになる．

Pg{Pr « nb{s « 10´9 (3.7.11)

なので，水素中性化により物質の Jeans長は一挙に 4{105倍程度に縮んでし
まう．

以上の変化のため，宇宙における共動座標で測った Jeans長は水素中性化の頃
に最大値 χJm „ 1{paHqdecをもつ．このため，共動座標での波長を λとするとき，

• λ ą χJmとなる長波長のゆらぎ: Jeans不安定により成長を続ける．

• λ ă χJmとなる短波長ゆらぎ：χJ „ c{paHqが λを超えると音波として振動
を初め，水素の中性化の後では，水素ガス密度のゆらぎおよびCMBの温度
ゆらぎとして現在まで残ることになる（図 3.3）．

BAO これらのうち，短波長の水素ガス密度のゆらぎはその後，水素ガスから銀
河ができる際に銀河の分布のゆらぎを生み出す．銀河分布の主要部分はこの音響
振動と結合しないダークマターの分布により決まる．このため，この水素（バリオ
ン）音響振動 (Baryon Acaustic Oscillation)の影響は非常にわずかなものとなる．
このわずかなBAOが，SDSSサーベイにより得られた宇宙地図の銀河相関の解

析により発見された（図 3.4[22])．この図は，赤方偏移がある範囲にある銀河の角
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図 3.4: SDSSにより発見されたバリオン音響振動 [出典：SDSS観測データ [22]]

度 2体相関 ξpsq，すなわち勝手な銀河を基準として天球上で角半径 sの円を考えた
とき，その円に含まれる銀河の個数の平均よりのずれの統計平均を sの関数とし
てプロットしたものである．図を見ると，確かに現在の距離（共動距離）にして
100h´1Mpcあたりにふくらみがあるのが見て取れる．
これがBAOに対応することを確認するため，宇宙晴れ上がり前での宇宙音波の

振る舞いをもう少し詳しく見てみよう．まず，ダークマターの存在も考慮すると，
ダークマタ－のエネルギーが宇宙膨張を支配する時期での電磁輻射と物質の混合
気体を伝播する波数 k{aの音波の方程式は，

d2X

da2
`

k2c2r
a4H2

X « 0; X “

ˆ

H

1 ` wr

˙1{2

a3ρr∆r (3.7.12)

となる．ここで，∆r は密度ゆらぎのコントラスト δρr{ρr を表す量である．この
WKB解

∆r “
A

a2

ˆ

1 ` wr
crρr

˙1{2

sin

ˆ
ż

0

kcr
a2H

da

˙

(3.7.13)

の t “ tdecでの値は，次のように書き換えられる：

|∆r|
29

A2pkq

p1 ` 103aq2
sin2

ˆ

γ
k

paHqdec

˙

(3.7.14)

ここで，

γ “

ż 1

0

ˆ

2

p1 ` xqp4 ` 3xq

˙1{2

dx » 0.5 (3.7.15)

これより，宇宙晴れ上がり時での音波の振幅 |∆rptdecq|2は，離散的な波数

kn
paHqdec

“
π

2γ
p2n ´ 1q » p2n ´ 1qπ (3.7.16)
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図 3.5: WMAPによって得られたCMB温度地図 [出典：WMAP5yrデータ [29]]

でピークをもつことが分かる．
paHqdecを評価しよう．まず，CMBの最終散乱面 t “ tdecで我々が観測できる領

域の半径に相当する t “ tdec時での固有長 rplcptdecqと対応する現在の長さ（共動
長）χplcptdecqは，

χplc “

ż t0

t

dt

a
“ 3t0

`

1 ´ a1{2
˘

(3.7.17)

より

χplcptdecq » 3t0 “ lHpt0q, (3.7.18a)

rplcptdecq “ 3t0aptdecq (3.7.18b)

よって，rplcptdecqと lHptdecqの比は

rplcptdecq

lHptdecq
»
t0adec
tdec

“ z
1{2
dec » 33. (3.7.19)

この比は paHqdec{paHq0と等しいので，

c

paHqdec
»

c

33H0

» 100h´1Mpc (3.7.20)

を得る．(3.7.14)式は，|∆r|
2が波数 kの空間で周期 paH{cqdecを持っていること

を表しており，この周期変動は |∆r|
2の Fourier変換に当たる相関関数 ξpsqに s »

c{paHqdecのあたりに 1個のピークを生み出すことが示される [48]．これより，図
3.4に示されている相関関数の盛り上がりがまさにBAOに対応することが分かる．
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図 3.6: WMAP等により得られた最新のCMB温度角度パワースペクトル [出典：
WMAP9yrデータ [?]]

§3.8
CMBによる観測

光子最終散乱面での音響振動は，CMBの観測でも見ることができる．これは，
光子ガスのエネルギー密度のゆらぎが∆r “ 4δT {T により温度のゆらぎと結びつ
いているためである．観測的には，光子最終散乱面上の異なる位置で散乱された
光は現在異なる方向から来るCMBに対応するので，この温度のゆらぎはCMBの
温度が方向により異なるという現象を引き起こす．ただし，tdecでの温度ゆらぎ
は平均温度 2.723Kの 10´5程度しかないので，観測される温度異方性も同程度の
非常に小さなものである．この小さな温度異方性を最初に検出したのはスムート
（G.F.Smoot）が率いるCOBE衛星DMR観測であるが（2006年ノーベル賞），そ
の後より精密な測定がBoomerangおよびMAXIMA-1による気球，さらにWMAP

による専用衛星観測により行われた．図 3.5はWMAPにより得られた温度地図で
ある．
この温度地図そのものでは何も分からないが，それから温度ゆらぎの角度相関

関数を計算してみると図 3.6が得られる [50]．見事に最終散乱面での音響振動に対
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応する振動パターンが現れているのが分かる．ただし，この図では，角度相関関
数 ξpsqを球面調和関数 Y m

ℓ psqで展開したときの展開係数の 2乗（パワースペクト
ル）が ℓの関数として示されている．対応を見るため，宇宙膨張は平坦な物質優勢
LFRWモデルで近似できるとするとして，CMBの最終散乱面 t “ tdecでのホライ
ズンを見込む角度を求めてみよう．まず，最終散乱面で我々が観測する球面の赤
道円の周長は 2πrplcptdecqなので，それと t “ tdecでのホライズン直径の比は

2lHptdecq

2πrplcptdecq
»

1

100
(3.8.1)

で与えられる．これより，音響振動の最初のピーク（第 1Doppler peak）に対応す
る ℓの値は，対応する波長と上記の赤道円周長の比で与えられるので

ℓ “
k1
a
rplcptdecq “

k1
paHqdec

2rplcptdecq

lHptdecq

“
100

γ
» 200

となる．これは，図 3.6のピークの位置とぴったし一致することが分かる．
このピークの位置は宇宙のモデルパラメータに依存し，特に空間の曲率パラメー

タΩK に敏感である．上記の結果は，実は宇宙が非常に平坦であること

|ΩK | À 0.1 (3.8.2)

を意味する [41]．さらに，2番目以降のピークの位置や詳細なパワースペクトルの
形の情報と SNIa，BAOなど他の観測情報を合わせると，多くの宇宙パラメータ
と宇宙初期のゆらぎについての情報を同時に決定することができる（図 3.9)．
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図 3.7: WMAP 9rの観測とACTおよび SPTの観測を合わせて得られるCMB温
度非等方性パワースペクトル
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図 3.8: HST Cluster SN Survey＋CMB＋ＢＡＯにより得られた宇宙パラメーター
への制限 [Suzuki N et al: arXiv:1105.3470]
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図 3.9: WMAP, BAOおよびX線観測から得られた宇宙パラメータへの制限 [2]
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図 3.10: WMAP 9rでの 6個のΛCDMモデルパラメーターの最適値とそれから誘
導される他のパラメータ値

§3.9
宇宙パラメーター

観測値

• 空間曲率 (6 parameter model）

– Ωk “ ´0.0037`0.0044
´0.0042: WMAP-9yr oly.

– Ωk “ ´0.001 ˘ 0.0012 p68%CLq: WMAP-9yr + eCMB

– Ωk “ ´0.0027`0.0039
´0.0038: WMAP-9yr+eCMB+BAO+H0.

• Neutrino質量

–
ř

νmν ă 1.3eV p95%CLq: WMAP-9yr.

–
ř

νmν ă 1.5eV p95%CLq: WMAP-9yr+eCMB.

–
ř

νmν ă 0.56eV p95%CLq: WMAP-9yr+eCMB+BAO.

–
ř

νmν ă 0.44eV p95%CLq: WMAP-9yr`eCMB`BAO`H0.

• 物質密度
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– Ωb “ 0.0472 ˘ 0.0010: WMAP-9yr+BAO+H0.

– Ωc “ 0.229 ˘ 0.015: WMAP-9yr+BAO+H0.

• 状態方程式

– w “ ´1.023 ˘ 0.090pstatq ˘ 0.054psysq pflat, w “ const ` BAOq

Reference

• Hinshow G et al (2012) arXiv:1212.5226[astro-ph]: NINE-YEAR WILKIN-

SON MICROWAVE ANISOTROPY PROBE (WMAP) OBSERVATIONS:

COSMOLOGICAL PARAMETER RESULTS
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図 3.11: WMAP 9ry: H0 vs h2Ωc

図 3.12: WMAP 9ry: BBN parameters

目次へ



第 3章 熱いビッグバン宇宙 53 目次へ

図 3.13: WMAP 9ry: Neff vs Y
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4
宇宙摂動論

§4.1
一般論

4.1.1 摂動Einstein方程式

When the spacetime metric (and matter fields/variables) is expressed as the sum

of a background part and a small deviation as

g̃µν “ gµν ` δgµν (4.1.1)

in terms of the variables

δgµν “ hµν , ψµν “ hµν ´
1

2
hgµν (4.1.2)

the linearlised Einstein equations can be written as

△Lψµν ` ∇µ∇αψ
α
ν ` ∇ν∇αψ

α
µ ´ ∇α∇βψαβgµν ` Rαβψαβgµν ´ Rψµν

“ 2κ2δTµν . (4.1.3)

where △L is the Lichnerowicz operator defined by

△Lψµν :“ ´lψµν ` Rµαψ
α
ν ` Rναψ

α
µ ´ 2Rµανβψ

αβ. (4.1.4)

4.1.2 Gauge problem

Gauge freedom : In order to describe the spacetime structure and matter

configuration pM̃, g̃, Φ̃q as a perturbation from a fixed background pM, g,Φq, we
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Background
spacetime

Perturbed
spacetime

Gauge
図 4.1: Gauge transformation

introduce a mapping

F : background M Ñ M̃ (4.1.5)

to define perturbation variables on the fixed background spacetime as follows:

h :“ δg “ F ˚g̃ ´ g, (4.1.6a)

ϕ :“ δΦ “ F ˚Φ̃ ´ Φ. (4.1.6b)

For a different mapping F 1, these perturbation variables change their values,

which has no physical meaning and can be regarded as a kind of gauge freedom.

Because F and F 1 are related by a diffeomorphism, the corresponding changes of

the variables are identical to the transformation of the variables with respect to

the transformation f “ F 1´1F . In the framework of linear perturbation theory,

we can restrict considerations to infinitesimal changes of F . Hence, f is expressed

in terms of an infinitesimal transformation ξµ as

δ̄xµ “ xµpfppqq ´ xµppq “ ξµ. (4.1.7)

To be explicit, we have

δ̄hµν “ ´Ĺξgµν ” ´∇µξν ´ ∇νξµ, (4.1.8a)

δ̄ϕ “ ´ĹξΦ. (4.1.8b)

Two methods to remove the gauge freedom

目次へ



第 4章 宇宙摂動論 56 目次へ

i) Gauge fixing method: this method is direct, but it is rather difficult to find

relations between perturbation variables in different gauges in general.

ii) Gauge-invariant method: this method describe the theory only in terms of

gauge-invariant quantities. Such quantities have non-local expressions in

terms of the original perturbation variables in general.

These two approaches are mathematically equivalent, and a gauge-invariant vari-

able can be regarded as some perturbation variable in some special gauge in gen-

eral. Therefore, the non-localiy of the gauge-invariant variables implies that the

relation of two diffenrent gauges are non-local.

4.1.3 Tensorial decomposition of perturbations

Metric perturbation

δgµν “ hµν : h00 “ ´2α, h0i “ βi, hij. (4.1.9)

Matter perturbation

δTµν : δT
0
0 “ ´δρ “ τ 00 , δT

i
0 “ τ i0, δT

i
j “ τ ij . (4.1.10)

Algebraic tensorial type

i) Spatial scalar: α, τ 00

ii) Spatial vector: βi, τ
i
0

iii) Spatial tensor: hij, τ
i
j

Decomposition of a vector Let D̂ be the covariant derivative on the constant

curvature space K . Then a vector field vi on K can be decomposed as

vi “ D̂iv
psq ` v

ptq
i ; (4.1.11a)

D̂iv
ptqi “ 0, (4.1.11b)

△̂vpsq “ D̂iv
i. (4.1.11c)
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Decomposition of a tensor Any symmetric tensor field of rank 2 on K can

be decomposed as

tij “
1

n
tgij ` D̂iD̂js ´

1

n
△̂sgij ` D̂itj ` D̂jti ` t

pttq
ij ; (4.1.12a)

D̂it
i “ 0, t

pttqi
i “ 0, D̂it

pttqi
j “ 0, (4.1.12b)

t “ tii, (4.1.12c)

△̂p△̂ ` nKqs “
n

n ´ 1

ˆ

D̂iD̂jt
ij ´

1

n
△̂t

˙

, (4.1.12d)

r△̂ ` pn ´ 1qKsti “ pδij ´ D̂i△̂´1D̂jqpD̂mt
jm ´ n´1D̂jtq. (4.1.12e)

Note When K is compact and closed, this decomposition is well-defined. On

the other hand, when K is not compact, appropriate boundary conditions should

be imposed on perturbation variables to make the decomposition well-define.

Irreducible type

i) Scalar type: vi “ D̂ivpsq, tij “ 1
n
tgij ` D̂iD̂js ´ 1

n
△̂sgij.

ii) Vector type: vi “ v
ptq
i , t “ D̂itj ` D̂jti.

iii) Tensor type: vi “ 0, tij “ t
pttqi

j .

In the linearised Einstein equations, through the covariant differentiation and

tensor-algebraic operations, quantities of different algebraic tensorial types can

appear in each equation. However, in the case in which K is a constant curvature

space, perturbation variables belonging to different irreducible tensorial types do

not couple in the linearised Einstein equations, because there exists no quantity

of the vector or the tensor type in the background except for the metric tensor.

The same result holds even in the case in which K is an Einstein space with non-

constant curvature, because the only non-trivial background tensor other than the

metric is the Weyl tensor that can only tranform a 2nd rank tensor to a 2nd rank

tensor.
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§4.2
テンソル型摂動

4.2.1 Tensor harmonics

Definition We define Tij as a generlised harmonic tensor that satisfies the con-

dition

p△̂L ´ λLqTij “ 0; Tii “ 0, D̂jTji “ 0, (4.2.1)

where △̂L is the Lichnerowicz operator on K defined by

△̂Lhij :“ ´D̂ ¨ D̂hij ´ 2R̂ikjlh
kl ` 2pn ´ 1qKhij. (4.2.2)

When K is a constant curvature space, this operator is related to the Laplace-

Beltrami operator by

△̂L “ ´△̂ ` 2nK. (4.2.3)

Hence, Tij satisfies

p△̂ ` k2qTij “ 0; k2 “ λL ´ 2nK. (4.2.4)

4.2.2 Perturbation equations

Harmonic expansion Tensor type perturbations of the metric and the energy-

momentum tensor can be expanded in terms of the tensor harmonics as

h00 “ 0, h0i “ 0, hij “ 2r2HTTij, (4.2.5)

τ 00 “ 0, τ i0 “ 0, τ ij “ τTTij, (4.2.6)

Gauge-invariance An infinitesimal coordinate transformation is represented as

a vector field and has no tensor-type component:

ξM “ δ̄zM “ 0 (4.2.7)

Hence, the perturbation variables HT and τT are gauge invariant by themselves:

δ̄HT “ 0, δ̄τT “ 0. (4.2.8)
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Einstein equations Only the pi, jq-component can have a tensor-type compo-

nent. From

δG0
0 “ δG0

j “ δGi
0 “ 0, (4.2.9a)

δGi
j “

„

:HT ` n
9a

a
9HT `

k2 ` 2K

a2
HT

ȷ

Tij, (4.2.9b)

we obtain the single equation

:HT ` n
9a

a
9HT `

k2 ` 2K

a2
HT “ κ2τT . (4.2.10)

4.2.3 Behavior of cosmological tensor perturbations

For τT “ 0, we have

:HT ` n
9a

a
9HT `

k2 ` 2K

a2
HT “ 0. (4.2.11)

This equation is equivalent to

`

an{2HT

˘..
`

«

k2 ` 2K

a2
´
n

2

:a

a
´
npn ´ 2q

4

ˆ

9a

a

˙2
ff

`

an{2HT

˘

“ 0 (4.2.12)

or with the help of the relation

2
:a

a
` pn ´ 2 ` nwq

«

ˆ

9a

a

˙2

`
K

a2

ff

“ 0; w “ P {ρ, (4.2.13)

to

`

an{2HT

˘..
`

«

k2 ` 2K

a2
`
n2w

4

ˆ

9a

a

˙2

`
npn ´ 2 ` nwqK

4a2

ff

`

an{2HT

˘

“ 0.

(4.2.14)

From these equations, we see that for superhorizon modes with k{a,
a

|K|{a !

9a{a, HT can be approximated by

HT » A ` B

ż

dt

an
, (4.2.15)

while for subhorizon modes the WKB approximation gives

HT » a´pn´1q{2pC cosΩ ` D sinΩq; Ω “ k

ż

dt

a
. (4.2.16)

Hence, rougly speaking, a tensor perturbation, i.e., a gravitational wave, has a

constant amplitude on superhorizons, and exhibits slowly damped oscillations after

it enters the horizon.
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§4.3
スカラ型摂動

4.3.1 スカラ型調和テンソル

Harmonic scalars

p△̂ ` k2qS “ 0. (4.3.1)

Harmonic vectors

Si “ ´
1

k
D̂iS, (4.3.2)

r△̂ ` k2 ´ pn ´ 1qKsSi “ 0, (4.3.3)

D̂iSi “ kS. (4.3.4)

Harmonic tensors

Sij “
1

k2
D̂iD̂jS `

1

n
γijS, (4.3.5)

Sii “ 0, D̂jSji “
n ´ 1

n

k2 ´ nK

k
Si, (4.3.6)

r△̂ ` k2 ´ 2nKsSij “ 0. (4.3.7)

Properties

1. Spectrum: When K n is a compact Einstein space satisfying

Rij “ pn ´ 1qKgij

for Qij defined by

Qij :“ DiDjY ´
1

n
gij△Y,

we have

QijQ
ij “ DipDiY DiDjY´Y Di△Y´RijD

jY q`Y r△p△ ` pn ´ 1qKqsY´
1

n
p△Y q2.

From this, we obtain the following constraint on the spectrum of k2:

k2 ě

#

nK K ą 0

0 K ď 0
(4.3.8)
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2. For K n “ Sn,

k2 “ ℓpℓ ` n ´ 1q, pℓ “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. (4.3.9)

3. Exceptional modes:

i) k “ 0: Si ” 0, Sij ” 0 (compact case).

ii) k2 “ nK: Sij ” 0 (K ą 0).

4.3.2 計量摂動のゲージ不変量

スカラ型摂動は，調和関数で展開すると次のように表される：

h00 “ ´2AS, h0i “ ´aBSi, hij “ 2a2pHLγijS ` HTSijq. (4.3.10)

For the scalar-type gauge transformation

ξ0 “ TS, ξi “ aLSi, (4.3.11)

the metric perturbation coefficients transform as

δ̄A “ ´ 9T , (4.3.12a)

δ̄B “ apL{aq
.

`
k

a
T, (4.3.12b)

δ̄HL “ ´
k

na
L ´

9a

a
T, (4.3.12c)

δ̄HT “
k

a
L. (4.3.12d)

From this, it follows that the combination

R :“ HL `
1

n
HT (4.3.13)

transform simply as

δ̄R “ ´
9a

a
T. (4.3.14)

This quantity is related to the perturbation of the scalar curvature of the t “ const

hypersurface as

δ nR “ 2pn ´ 1qa´2pk2 ´ nKqR S. (4.3.15)

We can construct the combinations

σg :“
a

k
9HT ´ B, (4.3.16)

Kg :“ ´A `
k

n 9a
B `

a

9a
9HL, (4.3.17)
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which transform similarly

δ̄σg “ ´
k

a
T, (4.3.18)

δ̄Kg “
a

9a

„

k2

na2
´

ˆ

9a

a

˙.ȷ

T. (4.3.19)

These quantities are related to the shear and the expansion of the unit normal Ñµ

to the t “ const hypersurface( δN0 “ ´AS, δNi “ 0) as

δθ “ n
9a

a
KgS, (4.3.20a)

δσij “ akσgSij, δσ0µ “ 0, (4.3.20b)

δωµν “ 0, (4.3.20c)

δaj “ ´kASj, δa0 “ 0. (4.3.20d)

Hence, Kg and σg represents the perturbation of the volume expansion rate and the

anisotropic expansion rate of the universe. Further, A represents the perturbation

of the potential.

Utilising these transformation laws, we can easily construct two independent

gauge-invariant combinations as

A :“ A ´
“

p 9a{aq´1R
‰.
, (4.3.21a)

B :“
k

9a
R ´ σg. (4.3.21b)

We can construct any gauge invariant for the metric perturbation as a linear

combination of these. For example, the following combinations are useful:

Φ :“
9a

k
B “ R ´

9a

k
σg, (4.3.22a)

Ψ :“ A `
1

k
paBq

.
“ A ´

paσgq
.

k
, (4.3.22b)

C :“ ´A `
a2

k 9a

ˆ

9a

a

˙.
B “ Kg ´

a2

k 9a

"ˆ

9a

a

˙.
´

k2

na2

*

σg. (4.3.22c)

In the shear-free gauge σg “ 0, these quantities represents the perturbation of

the spatial scalar curvature, the gravitational potential and the Hubble expansion

rate, respectively.

4.3.3 物質摂動に対するゲージ不変量

エネルギー運動量テンソルのスカラ型摂動は，次のように調和関数で展開される：

τ 00 “ ´ρϵS, τ i0 “ ´
1

a
pρ ` P qvSi, τ ij “ δτLδ

i
jS ` τTSij. (4.3.23)
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The perturbation variables for matter transform as

δ̄ϵ “ np1 ` wq
9a

a
T, (4.3.24a)

δ̄τL “ nc2spρ ` P q
9a

a
T, (4.3.24b)

δ̄v “ apL{aq
., (4.3.24c)

δ̄τT “ 0. (4.3.24d)

We can construct various gauge-invariant quantities from these matter variables

and the metric variables. For example, as gauge-invariant variables representing

the energy density perturbation, we can define

∆s :“ ϵ ` np1 ` wq
9a

k
σg, (4.3.25a)

∆g :“ ϵ ` np1 ` wqR “ ∆s ` np1 ` wqΦ, (4.3.25b)

∆ :“ ϵ ` np1 ` wq
9a

k
pv ´ Bq “ ∆s ` np1 ` wq

9a

k
V. (4.3.25c)

Similarly, we can construct a natural gauge-invariant quantity representing the

velocity perturbation by

V :“ v ´
a

k
9HT . (4.3.26)

This quantity is closely related to the shear of the fluid velocity field. In fact, for

the fluid velocity, we have

δθ “ n
9a

a
KmS, (4.3.27a)

δσij “ ´akV Sij, δσ0µ “ 0, (4.3.27b)

δωµν “ 0, (4.3.27c)

δaj “ ´kAmSj, δa0 “ 0, (4.3.27d)

where

Km :“ ´A `
a

9a
9HL `

k

n 9a
v, (4.3.28a)

Am :“ A ´
1

k
rapv ´ Bqs

.. (4.3.28b)

Here, Am is gauge invariant as

Am “ Ψ ´
1

k
paV q

.. (4.3.29)

In constrast, Km is not gauge-invariant and transforms as

δ̄Km “ ´
a

9a

ˆ

9a

a

˙.
T. (4.3.30)
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A natural gauge invariat constructed from this is

Cm :“ Km ´
a2

k 9a

ˆ

9a

a

˙.
σg “ C `

k

n 9a
V. (4.3.31)

Finally, we can construct a gauge-invariant combinations using only matter vari-

ables:

Γ :“ τL ´ c2sρϵ. (4.3.32)

4.3.4 Einstein方程式

pttq-component:

n
9a

a
9Φ `

k2 ´ nK

a2
Φ ´ n

ˆ

9a

a

˙2

Ψ “
κ2

n ´ 1
ρ∆s. (4.3.33)

ptiq-component:

k

a

ˆ

9Φ ´
9a

a
Ψ

˙

“ ´
κ2

n ´ 1
pρ ` P qV. (4.3.34)

pijq-component:

:Φ ` n
9a

a
9Φ `

n ´ 2

n

k2 ´ nK

a2
Φ `

«

k2

na2
´ pn ´ 2q

ˆ

9a

a

˙2

´ 2
:a

a

ff

Ψ

“
κ2

n ´ 1
pΓ ` c2sρ∆sq, (4.3.35)

pn ´ 2qΦ ` Ψ “ ´
a2

k2
κ2τT . (4.3.36)

From (4.3.33)-(4.3.34), we obtain the Poisson equation

k2 ´ nK

a2
Φ “

κ2

n ´ 1
ρ∆. (4.3.37)

These equations lead to the closed evolution equations for the density and the

velocity perturbations:

panρ∆q
.

“ ´CKa
n´1kpρ ` P qV ´ pn ´ 1qCKa

n´1 9aτT , (4.3.38a)

pρ ` P qpaV q
.

“ kpc2sρ∆ ` Γq ` kpρ ` P qΨ ´ kCK
n ´ 1

n
τT . (4.3.38b)

Here, CK “ 1 ´ nK{k2.

Note that V appears only in the combination pρ`P qV in the Einstein equation.

Hence, this quantity may not vanish and has a definite meaning even if ρ`P “ 0.

In fact, the left-hand side of the equation for V can be written

pρ ` P qpaV q
.

“ rapρ ` P qV s
.

` np1 ` c2sq
9a

a
rapρ ` P qV s (4.3.39)
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4.3.5 ゲージ固定法との関係

Synchronous gauge : A “ 0, B “ 0.

In this gauge, the fundamental gauge invariants are expressed as

Φ “ R ´
9a

k
σg, Ψ “ ´

1

k
paσgq

., (4.3.40a)

∆ “ ϵ ` np1 ` wq
9a

k
v, V “ v ´ σg, (4.3.40b)

σg “
a

k
9HT , R “ HL `

1

n
HT . (4.3.40c)

Hence, this is a partial gauge fixing and leaves the residual gauge freedom parametrised

by two arbitrary constants for each mode as

δ̄σg “
C1

a
, δ̄R “ C1

9a

ka
, (4.3.41a)

δ̄HT “ C2 ` kC1

ż

dt

a2
, δ̄HL “ ´

C2

n
´ C1

ˆ

9a

ka
`
k

n

ż

dt

a2

˙

,(4.3.41b)

δ̄ϵ “ ´np1 ` wq
9a

ka
C1, δ̄v “ ´

C1

a
. (4.3.41c)

Longitudinal gauge : B “ 0, HT “ 0

From the gauge transformation law

δ̄B “ a

ˆ

L

a

˙.
`
k

a
T, δ̄HT “

k

a
L, (4.3.42)

This is a complete gauge. In this gauge,

R “ HL, σg “ 0, (4.3.43)

and the fundamental gauge invariants are expressed as

Φ “ HL, Ψ “ A, (4.3.44a)

∆ “ ϵ ` np1 ` wq
9a

k
v, V “ v. (4.3.44b)

In particular, the metric is written in terms of the gauge invariants Ψ and Φ as

ds2 “ ´p1 ` 2ΨSqdt2 ` a2p1 ` 2ΦSqdσ2
n. (4.3.45)

Velocity-orthogonal isotropic gauge : v “ B,HT “ 0

From the gauge transformation law

δ̄pv ´ Bq “ ´
k

a
T, δ̄HT “

k

a
L, (4.3.46)

目次へ



第 4章 宇宙摂動論 66 目次へ

this is also a complete gauge. In this gauge, we have

Φ “ HL `
9a

k
B, Ψ “ A `

paBq
.

k
, (4.3.47a)

∆ “ ϵ, V “ v “ B “ ´σg. (4.3.47b)

In particular,

R “ Φ ´
9a

k
V ” Z. (4.3.48)

4.3.6 エントロピー摂動

When matter consists of photons and dust(baryons), the pressure and the energy

density of matter can be written

ρ “ ρr ` ρd, P “
1

n
ρr, (4.3.49)

which yields

c2s “

1
n

1 ` n
n`1

ρd
ρr

, (4.3.50)

Hence, the gauge-invariant Γ is expressed as

Γ “ c2sρd

ˆ

n

n ` 1

δρr
ρr

´
δρd
ρd

˙

. (4.3.51)

Utilising the relations

ρr9T
n`1
r , sr9T

n
r , ρd9nb (4.3.52)

where sr and nb are the entropy density of radiation and the number density of

dust, Γ can be written

Γ “
n ` 1

n

ρdρr
nρ ` ρr

ˆ

δsr
sr

´
nb
nb

˙

ρ9
δpsr{nbq

psr{bq

ρdρr
ρ

(4.3.53)

Thus, Γ is roughly proportional to the perturbation of the photon-baryon ratio, i.e.,

the entropy per baryon, in this case with the weight proportional to the product

of component densities.

This implies that Γ is of the order

|Γ|

ρ
„ O

ˆ

ρrρd
ρ2

|∆|

˙

(4.3.54)

unless there is a delicate cancelation of fluctuations of component densities to make

∆ vanish with Γ ‰ 0 (cf. Isocurvature perturbations). Further, the influence of Γ

becomes important only when the EOS of matter changes.
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4.3.7 断熱モード

断熱モード (Γ “ 0)に対して，

d2

da2
pfanρ∆q `

1

a2

«

CKc
2
s

ˆ

k

aH

˙2

´
n ´ 2

n ´ 1

κ2pρ ` P q

H2
´ a2

faa
f

ff

pfanρ∆q “ 0,

(4.3.55)

ここで，

f “

ˆ

H

an´3pρ ` P q

˙1{2

. (4.3.56)

4.3.8 ホライズン内の摂動

波長がホライズン半径より小さい場合，

csk{aH " 1, csk " K (4.3.57)

WKB近似で

fanρ∆ „

ˆ

kcs
a2H

˙´1{2

exp i

ż

da
csk

a2H
. (4.3.58)

これより，密度ゆらぎは

∆ »

ˆ

1 ` w

csan`1ρ

˙1{2

pA cos θ ` B sin θq; θ “ k

ż

dt

a
cs (4.3.59)

と振る舞う．
例えば，物質が輻射とダストからなるとき，

• 輻射優勢時期: w » c2s “ 1{n, ρ91{an`1 ñ ∆は一定の振幅を持つ．

• 物質優勢時期

– 水素再結合前w, c2s91{a, ρ91{an ñ ∆の振幅 91{a1{4.

– 水素中性化以降: ∆9an´2.

• 曲率の支配的な時期: ∆ は一定.

4.3.9 曲率優勢時でのゆらぎの時間発展

w “ c2s “ 0, K ă 0とする．曲率優勢時期では

H2 » ´
K

a2
, f9a (4.3.60)
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より，発展方程式は近似的に

d2

da2
pfanρ∆q » 0. (4.3.61)

したがって

∆ » C1 `
C2

a
. (4.3.62)

4.3.10 ホライズンを超える波長のゆらぎ

条件
|K|{pH2a2q ! 1, k " |K|, τT “ 0, (4.3.63)

を仮定する．このとき，摂動方程式は

A :“ A ´ pR{Hq
.

“ Ψ ´ pΦ{Hq
., (4.3.64)

Z :“ R ´
aH

k
pv ´ Bq “ Φ ´

aH

k
V (4.3.65)

を用いて，

A “ ´
n

2
p1 ` wqZ, (4.3.66)

9Z

H
“ ´

2c2s
np1 ` wq

ˆ

k

aH

˙2

Φ ´
Γ

ρ ` P
. (4.3.67)

これより，
Γ “ Op∆q “ O

`

pk2{a2qΦ
˘

, (4.3.68)

を仮定すると，
9Z

H
“ O

ˆ

c2s
k2

a2H2

˙

. (4.3.69)

よって，c2spk{aHq2 ! 1のとき Zは定数となる．
このとき，関係式Ψ “ ´pn ´ 2qΦとA の定義より,

A “ ´
1

an´2

ˆ

an´2Φ

H

˙.
. (4.3.70)

Φについて解くと，

Φ “
H

an´2

„

C `
n

2

ż

dtp1 ` wqan´2Z

ȷ

. (4.3.71)

さらに，関係式

∆ “
1

n

ˆ

k

aH

˙2

Φ, V “ ´
k

aH
pZ ´ Φq, (4.3.72)

9H “ ´
n

2
p1 ` wqH2 (4.3.73)
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を用いると

Φ » C
H

an´2
` Z

ˆ

1 ´ pn ´ 2q
H

an´2

ż

da
an´3

H

˙

, (4.3.74a)

∆ » C
k2

nHan
`

1

n

ˆ

k

aH

˙2

Z

ˆ

1 ´ pn ´ 2q
H

an´2

ż

da
an´3

H

˙

, (4.3.74b)

V » C
k

an´1H
´ pn ´ 2qZ

k

an´1

ż

da
an´3

H
. (4.3.74c)

例えば，w “ constのとき，

ρ9a´np1`wq ñ H9a´np1`wq{2 (4.3.75)

および
ż

da
an´3

H
“

2

np3 ` wq ´ 4

an´2

H
(4.3.76)

より，

Φ » C
H

an´2
`

np1 ` wq

np3 ` wq ´ 4
Z, (4.3.77a)

∆ » C
k2

nanH
`

1 ` w

np3 ` wq ´ 4

ˆ

k

aH

˙2

Z, (4.3.77b)

V » C
k

an´1H
´

2pn ´ 2q

np3 ` wq ´ 4

ˆ

k

aH

˙

Z. (4.3.77c)

いくつかの場合，superhorizon摂動に対して厳密解がある．例えば，4次元ダス
ト (n “ 3)に対し,

∆ “ AUG ` BUD, (4.3.78)

ここで， UDと UGは次式で与えられる ζ “ a{aeqの関数：

UD “
1

ζp1 ` ζq1{2
, (4.3.79a)

UG “ ζ `
8 ´ 7ζ

9p1 ` ζq
´

16

9

1

1 ` ζ ` p1 ` ζq1{2
(4.3.79b)

近似的に

UG «

#

10ζ2{9 ; ζ ! 1,

ζ ; ζ " 1
(4.3.80a)
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4.3.11 宇宙項の効果

ダスト (c2s “ 0)の場合，Λ ‰ 0でも摂動方程式は厳密解をもつ．実際，非等方
圧力摂動がないとすると，摂動方程式は

H 9A ` p2 9H ` nH2qA “ 0, (4.3.81a)

A `
1

an´2

ˆ

an´2

H
Φ

˙.
“ 0, (4.3.81b)

A `
n

2
Z ´

K

a2H2
Φ “ 0, (4.3.81c)

∆ “
pn ´ 1qpk2 ´ nKq

κ2a2ρ
Φ. (4.3.81d)

最初の式より

A “
C0

anH2
, (4.3.82)

ここで，C0は積分定数．この式を他の方程式に代入して解くと

Φ “
H

an´2

ˆ

C1 ´ C0

ż

dt

a2H2

˙

, (4.3.83a)

Z “
2K

nanH
C1 ´

2C0

nanH2

ˆ

1 ` KH

ż

dt

a2H2

˙

. (4.3.83b)

∆ “
pn ´ 1qpk2 ´ nKqH

n2anρ

ˆ

C1 ´ C0

ż

dt

a2H2

˙

, (4.3.83c)

V “
k

an´1H

ˆ

1 ´
2K

n 9a2

˙

C1 `
kC0

nan`1H3

"

2 ´ pna2H2 ´ 2Kq

ż

dt

a2H2

*

.

(4.3.83d)

明らかに，C0に比例する項は減衰モードを表し，C1に比例する項は成長モード
を表す．宇宙項が支配的となると，ゆらぎの振幅は一定値に漸近する．
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§4.4
多成分系への拡張
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4.4.1 Multi-Component Fluid System

In this section, we assume that the cosmic matter consists of multiple com-

ponents labeled by the index pαq, pβq, ¨ ¨ ¨ . We only consider the scalar-type

perturbation.

Perturbation variables for each component The scalar perturbation of the

energy-momentum tensor of each component can be expanded in terms of the

scalar harmonics as

δTpαq
µ
ν “ τpαq

µ
ν : τpαq

0
0 “ ´ραϵαS, τpαq

j
0 “ ´

1

a
hαvαSj, τpαq

i
j “ τLαδ

i
jS ` τTαSij,

(4.4.1)

where

hα “ ρα ` Pα. (4.4.2)
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These perturbation variables are related to those for the total system by

ρϵ “
ÿ

α

ραϵα, hv “
ÿ

α

hαvα, τL “
ÿ

α

τLα, τT “
ÿ

α

τTα. (4.4.3)

In contrast to the whole system, the energy-momentum tensor of each compo-

nent does not need to be conserved separately due to interactions among compo-

nents:

∇̃νT̃pαqµν “ Q̃pαqµ, (4.4.4)

where the source terms have to satify

ÿ

α

Q̃pαqµ “ 0. (4.4.5)

In the background, these source terms take the form

pQpαqµq “ p´Qα,0q (4.4.6)

due to isotropy, and accordingly, the energy equation can be written

9ρα “ ´n
9a

a
p1 ´ qαqhα (4.4.7)

where

qα :“
Qα

n 9a
a
hα
. (4.4.8)

Taking account of this modification, the gauge-invariant variables describing the

perturbation of each component can be defined as follows:

Vα :“ vα ´
a

k
9HT , (4.4.9a)

∆cα :“ ϵα ` np1 ` wαqp1 ´ qαq
9a

k
pv ´ Bq, (4.4.9b)

Γα :“ τLα ´ c2αϵαρα, (4.4.9c)

τTα. (4.4.9d)

These quantities are related to the corresponding quantities for the whole system

by

ρ∆ “
ÿ

α

ρα∆cα, hV “
ÿ

α

hαVα, (4.4.10a)

Γ “ Γint ` Γrel, τT “
ÿ

α

τTα, (4.4.10b)

where

Γint “
ÿ

α

Γα, Γrel “
ÿ

α

pc2α ´ c2sqδρα. (4.4.11)
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Perturbation variables for energy-momentum transfers In order to write

down the perturbation equation for each component, we have to introduce gauge-

invariant variables describing the interactions. First, the scalar perturbation of

transfer term can be written

Q̃pαqµ “ Q̃αũµ ` f̃pαqµ; ũµf̃pαqµ “ 0, (4.4.12)

δQα “ ηαS, δfpαqj “ afαSj (4.4.13)

Under the scalar-type gauge transformation, ηα and fα transform as

δ̄ηα “ ´T 9Qα, δ̄fα “ 0. (4.4.14)

Hence, fα is gauge invariant by itself, and a natural gauge-invariant for ηα is

Eα :“ ηα ´
a

k
9Qαpvα ´ Bq, (4.4.15)

or

Ecα :“ ηα ´
a

k
9Qαpv ´ Bq “ Eα `

a

k
9QαpVα ´ V q. (4.4.16)

These quantities have to satisfy the constraints
ÿ

α

Ecα “ 0,
ÿ

α

fα “ 0. (4.4.17)

Equation of motion for each component The scalar perturbation of the

equations of motion for each component can be expressed in terms of the gauge-

invariant variables defined above as

hαpaVαq
.

“ khαΨ ` k
`

c2αρα∆α ` Γα
˘

´
n ´ 1

n
CkkτTα ` aFα, (4.4.18a)

1

an
panρα∆αq

.
“

n

n ´ 1

κ2ah

k
hαpV ´ Vαq ´ CK

„

k

a
hαVα ` pn ´ 1q

9a

a
τTα

ȷ

`Eα ` Fα, (4.4.18b)

where

∆α “ ∆cα ` np1 ` wαqp1 ´ qαq
9a

k
pVα ´ V q, (4.4.19)

Fα “ fα ´ QαpVα ´ V q. (4.4.20)

Adiabatic vs. Isocurvature Modes

Evolution of entropy perturbations In the case in which the energy transfer

among components can be neglected, the relative contribution to Γ in the multi-

component system can be written in terms of the relative entropy perturbation

defined by

Sαβ “
∆cα

1 ` wα
´

∆cβ

1 ` wβ
, (4.4.21)
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as

Γrel “
ÿ

α,β

hαhβ
2h

pc2α ´ c2βqSαβ. (4.4.22)

The perturbation equations for each component yield the following equations for

Sαβ:

9Sαβ “ ´
k

a
Vαβ ´ n

9a

a
Γαβ, (4.4.23a)

9Vαβ `

´

1 ´
n

2
pc2α ` c2βq

¯

9a

a
Vαβ ´ npc2α ´ c2βq

9a

a

ÿ

γ‰α,β

hγ
2h

pVαγ ` Vβγq

“
k

a

«

pc2α ´ c2βq

#

∆

1 ` w
`
ÿ

γ

hγ
2h

pSαγ ` Sβγq

+

`
c2α ` c2β

2
Sαβ

ff

`Fαβ `
k

a

ˆ

Γαβ ´ CK
n ´ 1

n
Παβ

˙

, (4.4.23b)

where Vαβ is the relative velocity defined by

Vαβ “ Vα ´ Vβ, (4.4.24)

and

Γαβ “
Γα
hα

´
Γβ
hβ
, Παβ “

τTα
hα

´
τTβ
hβ

, (4.4.25)

Fαβ “
fα
hα

´
fβ
hβ
. (4.4.26)

For simplicity, let us assume that the intrinsic stress perturbations vanish: Γαβ “

Παβ “ 0. Then, from these equations, we find that in the strongly coupled era

where Vαβ “ 0 due to the force Fαβ, the entropy perturbation Sαβ does not change.

Even in the case of weakly coupled case when Fαβ can be neglected, the change of

Sαβ is very small for superhorizon perturbations because

a
d

da
Sαβ “ ´

k

9a
Vαβ, (4.4.27a)

a
d

da
Vαβ `

´

1 ´
n

2
pc2α ` c2βq

¯

Vαβ “
k

9a
Op∆, Sq ` OpV q . (4.4.27b)

Here, note that k{ 9a is identical to the ratio of the Hubble radius to the perturbation

wavelength.

Generation of adiabatic perturbations If there exist no entropy perturba-

tion initially, e.g. in the early universe, the perturbation remains adiabatic until

it enters the horizon irrespective of interactions, and continues to be adiabatic
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even inside horizon if the fluid is strongly coupled. This is the situation where the

concept of the adiabatic perturbation is good.

The situation is similiar on superhorizon scale even if there exists non-vanishing

entropy perturbation initially. In this case, however, the situation is subtle. In

particular, the isocurvature perturbation for which the curvature perturbation

amplitude Φ vanishes initially generates a curvature perturbation with cosmic

expansion. In fact, from the equation for Z, we have

δZ » ´

ż

ÿ

αβ

hαhβ
2h2

pc2α ´ c2βqSαβ
da

a
. (4.4.28)

For the photon-dust system, for example, this integral can be explicitly estimated

as

δZ » ´
ζ

4 ` 3ζ
Sγd, (4.4.29)

where ζ is the cosmic scale factor normalised at the equal time ζ “ a{aeq.
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§4.5
Long-wavelength limit

Intuitively, we expect that the long-wavelength limit of solutions to the per-

turbation equations corresponds to spatially homogeneous perturbations of the

background solution. We examine this correspondence for the spatially flat back-

ground universe (K “ 0).

4.5.1 Basic equations

Basic variables In order to see the correspondence between long-wavelength

perturbations and spatially homogeneous perturbations, it is convenient to work

in the longitudinal gauge B “ HT “ 0 or in terms of gauge-invariant quantities

whose definition do not contain negative powers of the wavelength k in that gauge.

Therefore, we adopt

A “ A ´ pR{Hq
., Φ “ R ´

aH

k
σg (4.5.1)

as the fundamental gauge-invariant variables for the metric perturbation, We fur-

ther assume that matter perturbations are described by a set of scalar-type vari-

ables χI and a set of vector-type variables vP , whose gauge transformation laws

are

δ̄χI “ ´ 9SIT, δ̄vP “ a 9L. (4.5.2)

For these variables, we adopt the following gauge invariants:

XI :“ χI ´
9SI
H

R, VP :“ vP ´
a

k
9HT , (4.5.3)

both of which have regular k Ñ 0 limit in the longitudinal gauge. Finally, we use

ρ∆g :“ δρ ` npρ ` P qR (4.5.4)

as the gauge-invariant density perturbation amplitude.
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Einstein equations In terms of these quantities, the linearised Einstein equa-

tions are expressed as

G̃0
0 “ κ2T̃ 0

0 : A `
κ2ρ

npn ´ 1qH2
∆g “

k2

na2H2
Φ, (4.5.5a)

G̃0
j “ κ2T̃ 0

j : k

„

A `
n

2
p1 ` wqZ ´

K

9a2
Φ

ȷ

“ 0, (4.5.5b)

G̃j
j “ κ2T̃ jj : H 9A ` p2 9H ` nH2qA “

κ2

n ´ 1
pΓ ` c2sρ∆gq ´

κ2

n
Π,(4.5.5c)

k2
„

A `
1

an´2

ˆ

an´2

H
Φ

˙.ȷ

“ ´κ2a2Π, (4.5.5d)

where

Z “ Φ ´
aH

k
V “ R ´

aH

k
pv ´ Bq. (4.5.6)

Note that the first and third of these equations with k “ 0 provide the perturbation

equations for the homogeneous perturbation, and the second and fourth do no exist

for it.

4.5.2 k Ñ 0 limit

In this subsection, we only consider the case of K “ 0.

Constraints We have two extra equations for perturbations in the limit k Ñ 0,

in addition to the equations for k “ 0 perturbations:

A `
n

2
p1 ` wqZ “ 0, (4.5.7a)

A `
1

an´2

ˆ

an´2Φ

H

˙.
“ 0. (4.5.7b)

The second of these can be integrated to yield

Φ “
H

an´2

ˆ

C ´

ż

t0

aptqn´2A ptqdt

˙

. (4.5.8)

Hence, this can be regarded as the equation that determines Φ and does not

impose any condition on the homogeneous perturbation, because the equations for

the homogeneous perturbation do not contain Φ. Similarly, if the limit of pv´Bq{k

cannot be expressed in terms of other homogenous quantities, the first equation

does not impose any condition on the homogeneous perturbation as well. In this

case, then, there is one-to-one correspondence between the k Ñ 0 limit and the

k “ 0 perturbation.
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On the other hand, if the limit of pv ´ Bq{k is expressed in terms of other

homogenous quantities with the help of the perturbation equations for matter

components, (4.5.7a) provides a constraint for a k “ 0 perturbation to be the

k Ñ 0 limit of a k ‰ 0 solution. The scalar field system belongs to this class, as

we see later.

Universal adiabatic solutions Finally, we note that utilising this correspon-

dence between the k Ñ 0 limit of perturbations and the k “ 0 perturbations, we

can show that there universally exist two independent solutions that are adiabatic

in the k Ñ 0 limit.

To see this, let aptq and SIptq be an exactly homogeneous solution describing the

background. Then, since the scale factor aptq comes into the evolution equations

only through H “ 9a{a, p1 ` λqaptq and SIptq also gives an exactly homogeneous

solution to the Einstein equation where λ is a constant.

If we regard this solution as an exactly homogeneous perturbation, all the cor-

responding gauge-variant perturbation variables for matter vanish, and the metric

perturbation is given by

A “ B “ 0, HL “ λ, χI “ 0 ñ R “ λ. (4.5.9)

From this we obtain

A “ ´

ˆ

R

H

˙.
“ ´

n

2

1 ` w

1 ` Λ{pκ2ρq
λ. (4.5.10)

Equation (4.5.8) determines Φ from this as

Φ “ C
H

an´2
`
n

2
λ
H

an´2

ż

t0

1 ` w

1 ` Λ{pκ2ρq
aptqn´2dt. (4.5.11)

If there exists a dynamical vector field describing matter, this equation and

(4.5.7a) determines Z as

Z “ ´
2

np1 ` wq
A “ λ. (4.5.12)

On the other hand, if the matter is described only by scalar fields, v´B is written

as v´B “ kχ where χ is a combination of the scalar field perturbations χI which

does not contain a negative power of k. Since the matter perturbation vanishes in

the present case, this term should vanish, which implies that Z “ λ ´ aHχ “ λ.

Hence the condition (4.5.7a) is satisfied.

Thus we find that the perturbation equations have always two solution for which

the k Ñ 0 limits of A , Φ and Z are given by (4.5.10), (4.5.11) and (4.5.12). Since
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the matter is not perturbed, Γ “ 0 for them. Hence they represent adiabatic modes

in the k Ñ 0 limit. Clearly the solution proportional to C is a decaying mode,

while that proportional to λ is a growing mode because the Bardeen parameter Z

is a non-vanishing constant. Note that these solutions are universal in the sense

that they are valid for any matter contents and interactions.

We can determine the k Ñ 0 limit of other gauge-invariant quantities for these

solutions. For example, for fluid, the density perturbation and the velocity per-

turbation are given by the same expression as in (4.3.74):

∆ “
pn ´ 1qH

κ2ρ

k2

an

"

C ` λ
an´2

H
´ λpn ´ 2q

ż

da
an´3

H

*

, (4.5.13a)

V “
k

an´1H

"

C ´ pn ´ 2qλ

ż

da
an´3

H

*

. (4.5.13b)

The corresponding quantities for each component are determined as follows. First,

since the solution is an adiabatic mode, the density perturbation amplitude of each

component, ∆cI is easily determined by the relation

ρ∆ “
ÿ

I

ρI∆cI ;
∆cI

p1 ` wIqp1 ´ qIq
“

∆cJ

p1 ` wJqp1 ´ qJq
, (4.5.14)

when the energy exchange among components can be neglected. Next, the velocity

of each component in the k Ñ 0 limit follows the equation

ˆ

hIZI
H

˙.
` nhIZI ` hIA ` ΓI ` c2IρI∆gI “

QI

H
Z ` lim

kÑ0

fI
k
, (4.5.15)

where

ZI :“ Φ ´
aH

k
VI “ R ´

aH

k
pvI ´ Bq. (4.5.16)

In the case in which limkÑ0 fI{k vanishes, ZI is determined as

hIZI “
H

an

ˆ

CI ` λ
a3hI
H

˙

. (4.5.17)

Bardeen Parameter As we have seen in the above, the Bardeen parameter Z

is conserved with a good accuracy on superhorizon scale. We can define a similar

quantity for each compent.

Let us define ζα by

ζα :“ R ´
H

9ρ
δρα “ ´

∆cα

1 ` wα
´ nZ. (4.5.18)
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Then, assuming that no interaction among components, for K “ 0 and τT “ 0, we

have

9Z “ ´
Hc2s
1 ` w

∆ ´
HΓ

ρ ` P
, (4.5.19)

ˆ

∆cα

1 ` wα

˙.
“ ´

k

a
Vα ` nHc2s

∆

1 ` w
` nH

Γ

ρ ` P
´ nH

Γα
ρα ` Pα

.(4.5.20)

From this, it follows that

9ζα “
k

a
Vα ` nH

Γα
ρα ` Pα

(4.5.21)

Hence, for a superhorizon perturbation, ζα is conserved individually, provided that

each component has no intrinsic entropy perturbation.
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§4.6
Scalar Field System

In this section, we consider cosmological perturbations of a universe dominated

by a scalar field ϕ “ pϕIq that may have multiple components. The Lagrangian is

given by

L “ ´
?

´g

„

1

2
gµνBµϕ ¨ Bνϕ ` Upϕq

ȷ

, (4.6.1)

where Upϕq is a potential. The corresponding energy-momentum tensor is given

by

T µν “ ∇µϕ ¨ Bνϕ ´
1

2
δµν

`

∇λϕ ¨ ∇λ ` 2U
˘

, (4.6.2)

4.6.1 Basic Equations

Homogeneous background For a homogeneous background the energy density

ρ and the pressure P are expressed as

ρ “
1

2
9ϕ2 ` Upϕq, p “

1

2
9ϕ2 ´ Upϕq, (4.6.3)

where 9ϕ2 “ 9ϕ ¨ 9ϕ. The background equation of motion is given by

:ϕ ` nH 9ϕ ` DU “ 0, (4.6.4)

where DU “ pBU{BϕIq.

Note that the ratio w “ P {ρ may change from 1 to -1. Further, the sound

velocity

c2ϕ “ 1 `
2 9ϕ ¨ DU

nH 9ϕ2
(4.6.5)

diverges when 9ϕ vanishes and may become negative.

Perturbation A useful gauge-invariant perturbation variable for the scalar field

is given by the Mukhanov-type variable

X “ δϕ ´
9ϕ

H
R. (4.6.6)

The perturbation of the scalar field equation can be written in terms of this quan-

tity as

LpXq `
k2

a2
X “ 0, (4.6.7)
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where

LpXq :“ :X ` nH 9X `

„

D2U ´
κ2

an

ˆ

an

H
9ϕ˝ 9ϕ

˙.ȷ

X. (4.6.8)

Hence, the evolution of a perturbation of the scalar field can be determined inde-

pendently from the spacetime perturbation.

Once a solution to this equation is given, we can determine the corresponding

spacetime perturbation by solving the Einstein equations. The required source

terms are determined as follows. First, the perturbation variables for the energy-

momentum tensor are expressed as

δρ “ ´A 9ϕ2 ` 9ϕ 9δϕ ` DU ¨ δϕ, (4.6.9a)

pρ ` P qpv ´ Bq “
k

a
9ϕ ¨ δϕ, (4.6.9b)

δP “ ´A 9ϕ2 ` 9ϕ 9δϕ ´ DU ¨ δϕ. (4.6.9c)

Hence ∆g and Z are expressed in terms of X as

ρ∆g “ ´A 9ϕ2 ` 9ϕ ¨ 9X ` DU ¨ X, (4.6.10)

Z “ ´H
9ϕ ¨ X

9ϕ2
. (4.6.11)

Inserting this expression for ∆g into (4.5.5a), we obtain

2UA ` 9ϕ ¨ 9X ` DU ¨ X “
pn ´ 1qk2

κ2a2
Φ. (4.6.12)

This equation together with (4.5.5d), which in the present case reduces to

A `
1

an´2

ˆ

an´2

H
Φ

˙.
“ 0, (4.6.13)

give a closed system of evolution equations for A and Φ, when Xptq is given.

4.6.2 The k Ñ 0 limit

From the basic perturbation equations, the k Ñ 0 limit of X satisfies the 2nd-

order system of equations

LpXq “ 0. (4.6.14)

However, all solutions to the equations for homogeneous perturbations do not

satisfy this equation, because the k Ñ 0 limit of Z can be written in terms of the

k Ñ 0 limit of basic perturbation variable X.
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In fact, from the background equations

H2 “
2κ2

npn ´ 1q
ρ, :ϕ ` nH 9ϕ ` DU “ 0, (4.6.15)

the gauge-invariant amplitude X for the spatially homogeneous perturbation of

ϕ,

X “ δϕ ´
9ϕ

H
HL; HL “

δa

a
(4.6.16)

satisfies the two equations

:X ` nH 9X ` D2UpX q ´ 9ϕ 9A ` 2DUA “ 0, (4.6.17a)

2UA ` 9ϕ ¨ 9X ` DU ¨ X “ 0, (4.6.17b)

where D2UpX q “ pXJB2U{BϕIBϕJq. Here note that X “ 9ϕ{H and A “

3 9ϕ2{p3ρq “ 3p1 ` wq{2 is a solution to this equation, which corresponds to the

adiabatic growing mode obtained in the previous section.

Eliminating A from these equations we obtain the following second-order dif-

ferential equation for X :

LpX q “ ´
H2

U

˜

9ϕ

H

¸.

W

˜

9ϕ

H
,X

¸

, (4.6.18)

where

W pX1, X2q :“ X1 ¨ 9X2 ´ 9X1 ¨ X2. (4.6.19)

Hence, a homogeneous perturbation X becomes the k Ñ 0 limit of some pertur-

bation with k ‰ 0 only when the condition W p 9ϕ{H,X q “ 0 is satisfied.

This is consistent with the general argument on the k Ñ 0 limit in the previous

subsection. In fact, from the expression for Z and the background field equation,

we have

A `
n

2
p1 ` wqZ “ ´

H

2U
W

˜

9ϕ

H
,X

¸

`
pn ´ 1qk2

κ2a2U
Φ, (4.6.20)

Hence, the condition ((4.5.7a)) is expressed as

lim
kÑ0

W

˜

9ϕ

H
,X

¸

“ 0. (4.6.21)

Here note that from the equation for X , W “ W p 9ϕ{H,X q follows the differ-

ential equation

9W ´

ˆ

nwH `
1

U
DU ¨ 9ϕ

˙

W “ 0. (4.6.22)
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From this it follows that if W vanishes at an initial time t “ t0, it vanishes at

any time. Hence (4.6.21) reduces to the condition on the initial value of solutions

to (4.6.18). Thus, we find that for a N -component scalar field system p2N ´ 1q

independent solutions to (4.6.18) satisfying the condition W p 9ϕ{H,X q correspond

to the p2N ´ 1q independent k Ñ 0 limit of solutions to the perturbation equation

with k ­“ 0, which include the universal adiabatic growing mode corresponding

toX “ 9ϕ{H . The missing solution corresponds to the universal decaying mode,

for which limkÑ0X vanishes.

4.6.3 Slow Roll Phase

The entropy perturbation Γ for the scalar field is expressed in terms of X as

Γ “ ´
2ρ

nh 9ϕ2U
p 9ϕ ¨ DUqp 9ϕ ¨ 9X ` DU ¨ Xq ´ 2DU ¨ X. (4.6.23)

In the long wavelength limit in which

0 “ W p 9ϕ{H,Xq ”
1

H
p 9ϕ ¨ 9X ` DU ¨ Xq `

nU

ρ
X ¨ 9ϕ, (4.6.24)

Γ can be written as

Γ “
2

9ϕ2
pX ¨ 9ϕqp 9ϕ ¨ DUq ´ 2DU ¨ X

“ 2:ϕ ¨ X ´ 2
9ϕ ¨ :ϕ

9ϕ2
pX ¨ 9ϕq. (4.6.25)

Hence,

|Γ| “ O
´

|X||:ϕ|

¯

. (4.6.26)

Under the same conditionW p 9ϕ{H,Xq “ 0, the density constrast ∆g can be written

ρ∆g “
ρ

U
p 9ϕ ¨ 9X ` DU ¨ Xq “ nHX ¨ 9ϕ. (4.6.27)

From this, we find that in the slow roll phase in which

|:ϕ| ! H| 9ϕ| (4.6.28)

the effect of the entropy perturbation can be neglected, and the adiabaticity of the

perturbation is well preserved:

9Z

H
« ´

Γ

ρ ` P
“ ´

Γ

9ϕ2
! O

˜

|X|

| 9ϕ|{H

¸

“ OpZq . (4.6.29)

In contrast, in the oscillatory phase, a significant amount of entropy perturbation

may be generated, which eventually turns to adiabatic mode after preheating (cf.

Curvaton scenario).
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§4.7
偏光の伝搬と生成

References

• Kosowsky, A.: Cosmic Microwave Background Polarization, Annals of Physics

246, 49-85 (1996).

4.7.1 偏光の記述

• 偏光テンソル

ρpq “ eipe
j
q x: EiEj :y “ ρqp, ρ̃pq “ eipe

j
qx: EiẼj :y “ ´ρ̃qp (4.7.1)

ここで，Ẽiptq “ Eipt ` π{p2ωqq.

• Stokesパラメーター

I “ ρpp, Q “ ρ11 ´
1

2
I, U “ ρ12 V “ ρ̃12 (4.7.2)

これより，偏光行列を

P “

ˆ

ρpq ´
1

2
Iδpq

˙

“

˜

Q U

U ´Q

¸

(4.7.3)

により定義すると，偏光ベクトルの回転に対して，

P ÞÑ RpθqPRpθq´1 (4.7.4)

と変換する．したがって，P は天球上の 2階対称テンソルと見なすことがで
きる．

4.7.2 EモードとBモード

天球上での放射強度のゆらぎ δIpΩqは，調和関数を用いて

δIpΩq “ gpω{T qĪ
ÿ

l,m

Θm
l Y

m
l pΩq; gpxq “ xBxfpxq{fpxq (4.7.5)

と展開される．ここで，Θm
l は温度ゆらぎ δT {T の展開係数に相当する量である．
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図 4.2: Flat sky近似での EモードとBモード

同様に，偏光テンソルは，

△̂Pm
l “ ´pl2 ` l ´ 4qPm

l , TrpPm
l q “ 0 (4.7.6)

を満たす 2階対称調和テンソルPm
l を用いて，

P pΩq “ gpω{T qĪ
ÿ

l,m

pEm
l PE

m
l ` Bm

l PB
m
l q (4.7.7)

と展開される．ここで，PEとPBはそれぞれ

D̂bpPE
m
l qba “ ´clD̂aY

m
l , (4.7.8a)

D̂bpPB
m
l qba “ ´clϵabD̂

bY m
l (4.7.8b)

を満たす parity even および oddな調和テンソルの独立な基底で，対応する偏光テ
ンソル分布の各成分はそれぞれ EモードおよびBモードと呼ばれる．

4.7.3 Flat sky近似

lの十分大きいモードでは天球の曲率を無視できる．このようなモードに対し
ては，局所的に球面調和関数の代わりに平面波を用いることができる：（赤道の近
傍で）

Y m
l 9 Pm

l pcos θqeimϕ „ pp´1qm

c

2

π sin θ

Γpl ` m ` 1q

Γpl ` 3{2q
cos

„ˆ

l `
1

2

˙

θ `
mπ

2
´
π

4

ȷ

eimϕ

Ñ eik¨θ (4.7.9)
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対応して，
Pab Ñ Mabe

ik¨θ (4.7.10)

とおくと，Mabはトレースがゼロの対称行列で，Eモードの条件は

Mabk
b “ ´clk

a ñ ME9

˜

pk1q2 ´ pk2q2 2k1k2

2k1k2 ´pk1q2 ` pk2q2

¸

. (4.7.11)

Bモードの条件は

Mabk
b “ ´clϵabk

b ñ MB9

˜

´2k1k2 pk1q2 ´ pk2q2

pk1q2 ´ pk2q2 2k1k2

¸

(4.7.12)

特に，偏光ベクトルを ϵ1{{kと取ると，

ME9

˜

1 0

0 ´1

¸

ô U “ 0, (4.7.13a)

MB9

˜

0 1

1 0

¸

ô Q “ 0. (4.7.13b)

これは，この基底のもとで，直線偏光の方向が

• E-mode : E1 “ 0 or E2 “ 0 ô E{{k or K k.

• B-mode : E1 “ ˘E2 ô Eと kが 45˝．

4.7.4 フラックス強度テンソル

In the Lorentz gauge, the free electromagnetic potential Aµ can be written in

terms of the creation and annihilation operators as

Aµpxq “

ż

d3k

p2πq3
1

2ω

ÿ

p

`

epµpkqappkqeik¨x ` e˚
pµpkqappkq:e´ik¨x

˘

, (4.7.14)

where epµpkq is the polarisation basis satisfying

eµpe
˚
qµ “ δpq, kµepµ “ 0. (4.7.15)

Note that the addition of vectors proportional to kµ to eµp has no physical signifi-

cance, because it corresponds to a gauge transformation and produces no physical

effect in the exact quantum formulation. ap and a
:
p satify the standard relativistic

communation relations

rappkq, aqpk
1qs “ 0, rappkq, aqpk

1q:s “ p2πq32ωδpqδ
3pk ´ k1q. (4.7.16)
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The electric field E and magnetic field B are

E “

ż

d3k

p2πq3
1

2

ÿ

p

`

ϵppkqappkqeik¨x ` ϵ˚
ppkqappkq:e´ik¨x

˘

, (4.7.17a)

B “

ż

d3k

p2πq3
1

2ω
k ˆ

ÿ

p

`

ϵppkqappkqeik¨x ` ϵ˚
ppkqappkq:e´ik¨x

˘

,(4.7.17b)

where

ϵpj “ epj ´
kj
ω
ep0, (4.7.18)

which satisfies

k ¨ ϵp “ 0, ϵ˚
p ¨ ϵq “ δpq. (4.7.19)

Now, let us define the measured components of the Electric field, Ep, in terms

of the sensitivity function W pxq and the detector polarisation basis ϵop as

Ep “

ż

d3xW pxqϵop ¨Ept0,xq. (4.7.20)

Then, for the free field, Ep can be expressed as

Ep “

ż

d3k

p2πq3
1

2

«

ÿ

q

aqpkqpϵop ¨ ϵqpkqqŴ pkqe´iωt ` cc

ff

, (4.7.21)

where

Ŵ pkq “

ż

d3xeik¨xW pxq. (4.7.22)

Now, assume that

xappkqaqpk
1qy “ 0,

@

appkq:aqpk
1q
D

“ 2p2πq3ρpqpkqδ3pk ´ k1q. (4.7.23)

Then, the observed correlation of the electric fields can be written

x: EpEq :y “ ϵolp ϵ
oj
q

ż

d3k

p2πq3
|Ŵ pkq|2ρpljqpkq, (4.7.24a)

A

: EpẼq :
E

“ ϵolp ϵ
oj
q

ż

d3k

p2πq3
|Ŵ pkq|2p´iqρrljspkq, (4.7.24b)

where

ρijpkq “
ÿ

p,q

ϵ˚
pipkqϵqjpkqρpqpkq, (4.7.25)

and Ẽp is obtained from Ep by advancing the phase tω by π{2 for each mode. Note

that the Stokes parameters are

I “
ÿ

p

ϵojp ϵ
ol
p ρpjlq, Q “ pϵoj1 ϵ

ol
1 ´ϵoj2 ϵ

ol
2 qρpjlq, U “ 2ϵoj1 ϵ

ol
2 ρpjlq, V “ p´2iqϵoj1 ϵ

ol
2 ρrjls

(4.7.26)

Thus, ρijpkq provides a polarisation-basis-independent description of the radiation

field polarisation and intensity. We call ρij and ρpq the flux density tensor and the

flux polarisation matrix, respectively.
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4.7.5 偏光に対するBoltzmann方程式

In a curved spacetime, the above mode functions for the expansion of the elec-

tromagnetic fields should be replaced by corresponding vector fields satisfying

∇µFµν “ 0. (4.7.27)

Accordingly, it is rather difficult to treat wavefunctions and polarisation vectors

independently. However, such a treatment is allowed for modes for which the

WKB approximation is good. For such modes, the mode function can be written

Aµpxq “ aµpxqeiSpxq, (4.7.28)

where for k :“ ∇S, aµpxq and Spxq satisfy

k :“ ∇S ñ k ¨ k « 0 ñ ∇kk « 0, (4.7.29)

∇kaµ “ ´
1

2
lSaµ « 0. (4.7.30)

Hence, by generalising the polarisation basis to spacetime dependent vectors eµpk, xq

such that

∇ke
µpk, xq “ 0, kµe

µpk, xq “ 0, (4.7.31)

the flux density tensor ρjl can be generalised to

ρµν “
ÿ

p,q

eµpe
ν
qρpq. (4.7.32)

This tensor is independent of the polarisation basis and satisfies the generalised

Boltzmann equation

pkµ{k0∇µ ` f iBkiqρ
µνpx,kq “ Cµνpρq, (4.7.33)

4.7.6 最終散乱面での偏光

At the last scattering surface, up to the linear order in perturbations, δρµν on

the last scattering surface can be Fourier decomposed into the contribution of each

perturbation mode with the wave-vector K as

δρµνptls,x,kq “

ż

d3KeiK¨xρp1q
µν pK;kq. (4.7.34)
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図 4.3: 電子との散乱による直線偏光の生成

In this situation, it is customary to adopt the following polarisation basis:

ϵppkq “
1

a
ϵ̂ppkq; (4.7.35)

ϵ̂1 “
1

b

1 ´ pk̂ ¨ K̂q2

´

K̂ ´ pk̂ ¨ K̂qk̂
¯

, (4.7.36)

ϵ̂2 “
1

b

1 ´ pk̂ ¨ K̂q2
K̂ ˆ k̂, (4.7.37)

where

k̂ “ k{|k|, K̂ “ K{|K|. (4.7.38)

In the spherical coordinates corresponding to the Cartesian coordinates in which

K̂ “ p0, 0, 1q, k̂ “ psin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θq, (4.7.39)

the polarisation basis has the following components:

ϵ̂1 “ pcos θ cosϕ, cos θ sinϕ,´ sin θq, (4.7.40a)

ϵ̂2 “ p´ sinϕ, cosϕ, 0q. (4.7.40b)

For this choice of the polarisation basis, because all vector-like quantities for a

perturbation is parallel to K̂, ρ
p1q
pq defined by

ρp1q
pq “ ϵµ1

˚ϵν2ρ
p1q
µν pK;kq (4.7.41)

depends only on ω and ρ
p1q
pq “ µ “ cos θ “ K̂ ¨ k̂:

ρp1q
pq “ ρp1q

pq pK;ω, µq. (4.7.42)
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Let us introduce the quantities ∆α (α “ I,Q, U, V ) by

∆IpK, q, µq “

ˆ

ω

4

Bρp0qpωq

Bω

˙´1
!

ρ
p1q

11 pK;ω, µq ` ρ
p1q

22 pK;ω, µq

)

, (4.7.43a)

∆QpK, q, µq “

ˆ

ω

4

Bρp0qpωq

Bω

˙´1
!

ρ
p1q

11 pK;ω, µq ´ ρ
p1q

22 pK;ω, µq

)

, (4.7.43b)

∆UpK, q, µq “

ˆ

ω

4

Bρp0qpωq

Bω

˙´1
!

ρ
p1q

12 pK;ω, µq ` ρ
p1q

21 pK;ω, µq

)

, (4.7.43c)

∆V pK, q, µq “ ´i

ˆ

ω

4

Bρp0qpωq

Bω

˙´1
!

ρ
p1q

12 pK;ω, µq ´ ρ
p1q

21 pK;ω, µq

)

,(4.7.43d)

where q “ aω. Then, for scalar perturbations, ∆U “ ∆V “ 0 for scalar perturba-

tions, because ∆X “ ∆s
Xpt,K, q, µq satisfy the evolution equations[9, 42]

Bt∆
s
I `

iKµ

a
∆s
I ´ 4

ˆ

BtΦ `
2iKµ

a
Ψ

˙

“ ´σT n̄e

„

∆s
I ´ ∆s

I0 ` 4vµ ´
1

2
P2pµq

`

∆s
I2 ` ∆s

Q0 ´ ∆s
Q2

˘

ȷ

,(4.7.44a)

Bt∆
s
Q `

iKµ

a
∆s
Q

“ ´σT n̄e

„

∆s
Q `

1

2
p1 ´ P2pµqq

`

∆s
I2 ` ∆s

Q0 ´ ∆s
Q2

˘

ȷ

, (4.7.44b)

Bt∆
s
U `

iKµ

a
∆s
U “ ´σT n̄e∆

s
U , (4.7.44c)

Bt∆
s
V `

iKµ

a
∆s
V “ ´σT n̄e

ˆ

∆s
V ´

3µ

2
∆s
V 1

˙

, (4.7.44d)

where v is the amplitude of the velocity perturbation v “ vK̂, and for i “ s,`, x

and X “ I,Q, U, V ,

∆i
X lpqq :“

ż 1

´1

dµ

2
Plpµq∆i

Xpq, µq. (4.7.45)

For tensor perturbations, in contrast, ∆U does not vanish in general, and the

evolution equation for ∆i
X can be expressed in terms of the quantities ∆̃i

X defined

by

∆`
I “ p1 ´ µ2q cosp2ϕq∆̃`

I , ∆x
I “ p1 ´ µ2q sinp2ϕq∆̃x

I , (4.7.46a)

∆`
Q “ p1 ` µ2q cosp2ϕq∆̃`

Q, ∆x
Q “ p1 ` µ2q sinp2ϕq∆̃x

Q, (4.7.46b)

∆`
U “ ´2µ sinp2ϕq∆̃`

U , ∆x
U “ 2µ cosp2ϕq∆̃x

U , (4.7.46c)
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as

Bt∆̃
`
I `

iKµ

a
∆̃`
I ´ 2Bth

` “ ´σT n̄ep∆̃
`
I ` Λ̃`q, (4.7.47a)

Bt∆̃
`
Q `

iKµ

a
∆̃`
Q “ ´σT n̄ep∆̃

`
Q ´ Λ̃`q, (4.7.47b)

∆̃`
U “ ∆̃`

Q, (4.7.47c)

Bt∆̃
`
V `

iKµ

a
∆̃`
V “ ´σT n̄e∆̃

`
V , (4.7.47d)

where

Λ̃` :“ ´
3

70
∆̃`
I4 `

1

7
∆̃`
I2 ´

1

10
∆̃`
I0 `

3

70
∆̃`
Q4 `

6

7
∆̃`
Q2 `

3

5
∆̃`
Q0. (4.7.48)
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5
*インフレーション宇宙モデル

§5.1
ビッグバンモデルの諸問題

5.1.1 平坦性問題

前節で見たように，CMBによる宇宙音響振動の観測は，現在の宇宙の空間曲
率が非常に小さく，空間はほぼ平坦であることを示している．ところが，通常の
ビッグバン宇宙モデルではこれは非常に不思議なことである．これを見るために，
Planck時間 t “ tpl „ 10´44sを出発点として空間曲率の振る舞いを見てみよう．こ
こで，Planck時間は基本定数 c,G, ℏから作られる時間で，宇宙の時間・空間構造
を古典的に記述できる時期の始まりと見なされる．次元解析から，この時期での
空間曲率 kplは Planck長 Lpl „ 10´33cmに対応する kpl „ 1{L2

pl程度とするのが自
然である．
さて，素粒子や光子が宇宙物質の主要構成要素となるビッグバンモデルでは，宇

宙膨張の方程式

H2 “
8πG

3c2
ρ ´

c2K

a2
(5.1.1)

において，エネルギー密度は放射優勢時期では 1{a4に，物質優勢時期では 1{a3に
比例して減少する．これはエネルギー密度が曲率項より速く減少することを意味
し，このため時間と共に曲率項の寄与は急速に増大する．詳しく計算すると，現
在の曲率パラメータΩK は

|ΩK | « 1060
ˆ

ρK
ρm

˙

t“tpl

(5.1.2)

となる．したがって，観測の制限 |ΩK | ă 0.01を満たすには，Planck時（t “ tpl)
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での空間曲率がそのときの自然な値と比べ異常に小さいことが要求される：

Planck時の空間曲率 ă

ˆ

10´31

Lpl

˙2

. (5.1.3)

これは平坦性問題と呼ばれる．この問題は，宇宙初期に宇宙のエネルギー密度が
曲率項（91{a2）より緩やかに減少する時期が十分長く続けば解消される．これ
は，dpa2ρq{dt9dpa2H2q{dt9d2a{dt2 ą 0，すなわち宇宙が加速膨張することを要
求する．

5.1.2 ホライズン問題

3.7節で見たように，光子最終散乱面のうち我々がCMBで観測できる領域の半
径は，その時点でのホライズン半径 lHptdecqの 33倍もある ((3.7.19)式）．ホライ
ズン半径は宇宙誕生後からその時点までに因果的に相関を持つことのできる領域
の半径なので，CMB観測は半径にしてその 33倍もの領域で温度が一様にそろっ
ていることを示している．この因果的に相関がない領域が相関を持っているよう
に見える問題をホライズン問題という．
図 5.1に示したように，宇宙晴れ上がり以前の熱いビッグバン宇宙では，観測光

円錐に当たる過去の光円錐の共動半径Rplcptqはほぼ一定となる．このため，ホ イ
ズン問題を解決するには，熱いビッグバンの前に，ホライズン半径がこの一定値
を超えるような時期が必要となる．時刻 tiに出た光の光円錐の時刻 t˚での共動半
径は

R “

ż t˚

ti

dt

a
“

ż a˚

ai

da

a 9a
(5.1.4)

とかけるので，宇宙の誕生時 a « 0から熱いビッグバン宇宙が始まる時刻 t “ t˚
までにホライズン半径が十分増大する条件は，9a Ñ 0 (a Ñ 0)となる．これは，こ
の時期に 9aが時間と共に増大することを要求する．
【問 5.1.1】 　 Planck時刻 t “ tplに相当する同時刻面が直接観測可能とすると，
現在見える領域の半径はその時刻で Lplの何倍か？ l

5.1.3 宇宙構造の起源

宇宙の誕生時には，量子効果により時間空間は大きく揺らいでいると予想され
る．このゆらぎのスケールは，Planck時でPlanck長Lpl程度と考えられる．ビッ
グバンモデルでは，ホライズン問題で触れたように，現在観測できる宇宙初期の
領域はその時刻でのホライズンを遙かに超えている．これは，Planck時でも同様
である．この領域のサイズを Lとすると，その時点でのホライズンサイズ Lpl程
度の各領域は全く独立にエネルギーが揺らぐことになる．したがって，各Lplサイ
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ビッグバン（宇宙再加熱）
時に出た光の光円錐

宇宙晴れ上がり
BBN

WS転移

インフレーション初期に
出た光の光円錐

ビッグバン（宇宙再加熱）

現在

観測光円錐 インフレーション

図 5.1: 共動座標系でみた観測光円錐とホライズン．この図の縦軸は logpaq，水平
平面は空間の共動座標と対応．

ズの領域の重力ポテンシャルのゆらぎを ϵとすると，サイズ Lの全領域での平均
重力ポテンシャルのゆらぎ δϕは，N “ pL{Lplq

3として，

δϕ „ ϵ
?
NpL{Lplq

´1 “ ϵpL{Lplq
1{2 (5.1.5)

となる．したがって，

lHptdecq

lHptplq
ˆ

aptplq

aptdecq
„
tdec
tpl

Tdec
Tpl

„

ˆ

tdec
teq

˙1{3ˆ
teq
tpl

˙1{2

より，t “ tdecでのホライズンスケールでの重力ポテンシャルのゆらぎは

δϕ „ 1014ϵ À 10´5 ñ ϵ À 10´19 (5.1.6)

となる．すなわち，宇宙誕生時に宇宙は非常に均一でないといけない．
さらに，(5.1.5)式に従うと，同時刻面での宇宙初期のゆらぎは，曲率のゆらぎ

（これはほぼ重力ポテンシャルのゆらぎに相当）で表すと

曲率ゆらぎ9L2 δρ

ρ
9L1{2 (5.1.7)

となる．すなわち，大きな波長のゆらぎほど振幅が大きくないといけない．これ
はCMBも含めた多くの観測がHarrison-Zeldovichスペクトル，すなわち曲率ゆら
ぎが波長にほとんど依存しないという結果を与えていることと矛盾する．
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§5.2
インフレーション

5.2.1 ホライズン問題と平坦性問題の解決

前節で述べた諸問題は，実は宇宙が初期に十分長い時間加速膨張をしたとする
と解決される．例えば，時刻 t “ tsから t “ teの間，宇宙の膨張率Hが一定であっ
たとする．このとき，スケール因子は

9a

a
“ H ñ a “ ase

Hpt´tsq (5.2.1)

と指数関数的に増大する．このため，各時刻で情報が伝わるサイズを特徴付ける
Hubbleホライズン半径 c{Hより小さい領域もすぐにこのホライズンサイズより大
きくなる．膨張率一定の時期が t “ teに終了し，その後はビッグバンモデルと同
様に宇宙膨張が減速するとすると，この各領域は十分時間がたつと再びHubbleホ
ライズンサイズより小さくなる（図 5.2，図 5.5参照）．我々が現在観測する領域
がこのようにインフレーションの時期 ts ă t ă teにHubbleホライズンを横切った
とすると，この領域は最初，Hubbleホライズンより小さな時期に十分相互作用が
できるので，それらが均一であるという観測と矛盾しない．したがって，ホライ
ズン問題は解決される．
以上では簡単のため，宇宙膨張率Hが定数の場合（指数関数的インフレーショ

ン）を考えたが，必ずしもHが定数である必要はない．インフレーションの本質
は加速膨張にある．実際，すでに述べたように，平坦性問題の解決のためには，イ
ンフレーションの時期に

d

dt

K{a2

H2
“ ´2K

:a

9a2
ă 0 (5.2.2)

となる必要があるが，これも :a ą 0を与える．また，ホライズン問題はインフレー
ションの時期に宇宙がHubbleホライズンより速く膨張することを要求するが，こ
の条件は

d

dt

a

p1{Hq
“
dpaHq

dt
“ :a ą 0 (5.2.3)

となる．
もちろん，このような加速膨張がいつまでも続いたのでは我々の現在の宇宙は

生まれない．必ずインフレーションは有限な時間で終了し，宇宙の加速膨張を生
み出した場 (インフラトン)のエネルギーが通常の物質に転化することにより，熱
いビッグバン宇宙へ移行しないといけない．この過程は宇宙再加熱と呼ばれる1.

1「再」という文字がついているのは，初期のモデルでは最初熱い宇宙から出発し途中でインフ
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X

図 5.2: 共動座標系でみた観測光円錐半径（実線）とハッブルホライズン半径（波
線）の振る舞い．上の図は横軸が logpt{t0q，下の図は横軸が logpaq．縦軸はMpc

単位での共動半径．一点鎖線は各時刻で Planck長 Lplに対応する共動長を表す．
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図 5.3: 固有長で計った観測光円錐半径（実線）とハッブルホライズン半径（波線）
の振る舞い．横軸は logpaq．縦軸はMpc単位での固有長．また，斜めの実線は共動
長が 100Mpcに相当する領域の固有長，一点鎖線は各時刻でPlanck長Lplを表す．

5.2.2 必要とされる指数膨張数

観測と整合的な宇宙の一様性や平坦性を説明するためには，インフレーション
が十分な時間続く必要がある．そこで，どの程度インフレーションの時期が続く
必要があるか評価してみよう．現在の観測者が観測できる領域（観測光円錐）の
共動半径は，FLRWモデルでは宇宙の晴れ上がり以前にほぼ一定値 („ 1{H0)とな
る．この共動領域がインフレーションの始まりでそのときのハッブルホライズン
より小さければ，ホライズン問題は解消されると考えられる．この条件は

1

H0

ˆ ai ă
1

Hi

ô e´Nt
Hiaf
H0

ă 1. (5.2.4)

ここで，Ntはインフレーションの始まるときのスケール因子の値 aiと終了すると
きの値 af を用いて

eNt “
af
ai

(5.2.5)

レーションが起きると考えられていたためである．現在の多くのモデルではインフレーションが宇
宙誕生とほぼ同時に起きると考えられており，この場合，「再加熱」より「初期加熱」という言葉の
方がふさわしい．
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で定義され，インフレーションの全指数膨張数と呼ばれる．関係式

H2
0 » H2

f

ρeq
ρf

H2
0

H2
eq

“ a4f
H2
f

ΩR

ˆ

ge,r
ge,eq

˙1{3ˆ
ge,eq
gs,eq

˙4{3

(5.2.6)

を用いて af を消去すると，この条件は

e2Nt ą

?
ΩRH

2
i

H0Hf

ˆ

ge,eq
ge,r

˙1{6ˆ
gs,eq
ge,eq

˙2{3

» 1053
ˆ

Hi

Hf

˙2ˆ
Hf

2 ˆ 1014GeV{ℏ

˙

(5.2.7)

と書き換えられる．ここで，geはエネルギー密度に対する統計的重み，gsはエン
トロピー密度に対する統計的重みで，添え字 eq, fはそれぞれ t “ teqおよびイン
フレーション終了時での値を意味する．ただし，インフレーション終了後直ちに
放射優勢の宇宙（熱いビッグバン宇宙）に移行するとした (Hf “ Hr)．また，ge,r
は宇宙再加熱直後の物質の統計的重みで 107程度と仮定した (表 3.1参照）．した
がって，インフレーションの全指数膨張数が条件

Nt ą No “ 61 ` ln

«

Hi

Hf

ˆ

Hf

2 ˆ 1014GeV{ℏ

˙1{2
ff

(5.2.8)

を満たせば，ホライズン問題は解決される．ここで，eNoはインフレーション終了
時での観測光円錐の半径とハッブルホライズン半径の比と一致し，現在の観測領
域（正確にはインフレーション後での観測可能領域）がハッブルホライズンより
大きくなって以降でのインフレーション率を表す．
次に平坦性問題を見てみよう．まず，空間曲率とスケール因子の 2乗の積は保存

されるので，

Ωk “ ´
k0
H2

0

“ ´
kia

2
i

H2
0

“ ´e´2Nt
kia

2
f

H2
0

. (5.2.9)

一様性の議論と同様の方法で af を消去すると，これより

|Ωk| “ e´2Nt`2No
|ki|

H2
i

. (5.2.10)

よって，Ωkに対する観測的制限（WMAP7yr+BAO+H0)[?]

´0.0133 ă Ωk ă 0.0084 p95%CLq (5.2.11)

を考慮すると，インフレーションの全指数膨張数が条件

Nt ą No ` ln

ˆ

|ki|
1{2

|Ωk|1{2Hi

˙

“ 63.3 ` ln

«

0.1

|Ωk|1{2

|ki|
1{2

Hr

ˆ

Hf

2 ˆ 1014GeV{ℏ

˙1{2
ff

(5.2.12)
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を満たせば，観測された平坦性が説明される．ただし，この制限は初期の曲率 ki
に依存し，|ki| " Hiなら一様性からの制限 (5.2.8)より強くなる．
また，いくつかのモデルでは，インフレーション終了後，インフラトンの崩壊

が緩やかで，放射優勢の宇宙（熱いビッグバン宇宙）に移行するまで時間がかか
る場合がある．この期間は宇宙前加熱期と呼ばれ，後ほど述べるように，多くの
モデルでは 1{a3に比例して減少するインフラトンのエネルギーが宇宙膨張を支配
する．この場合，Noの表式は

No “ 61 ` ln

«

Hi

Hf

ˆ

Hf

2 ˆ 1014GeV{ℏ

˙1{3ˆ
gpTrq

216

˙1{12ˆ
Tr

1016GeV

˙1{3
ff

(5.2.13)

となる．ただし，Hf ě Hrより，再加熱温度 Trは次の条件を満たさなければなら
ない．

Hf

2 ˆ 1014GeV{ℏ
ě

ˆ

gpTrq

216

˙1{2ˆ
Tr

1016GeV

˙2

(5.2.14)

【問 5.2.1】 　 (5.2.6)と (5.2.13)を導け． l

【問 5.2.2】 　インフレーション時の宇宙膨張率H が一定で，時刻 t “ tf にイ
ンフレーションが終了し直ちに輻射優勢 LFRWモデルに移行するとする．宇宙再
加熱温度 Tr が 1016GeVであるとして，ホライズン問題が解決される，すなわち
インフレーションの始まりに現在の観測領域が c{H以下のサイズであるためには，
インフレーションが続く時間∆tがいくら以上必要か？H∆tの値で答えよ．また，
ki “ 1{L2

plとするとき，平坦性問題が解決されるには，H∆tがいくら以上である
必要があるか？ l

5.2.3 １成分インフラトンモデル

ここで問題になるのが果たしてこのようなことが起きるのかという問題である．
例えば，宇宙定数 Λが非常に大きな値を持つとすると，物質のエネルギー密度は
宇宙膨張で急速に減少するので，次第に宇宙はHが一定値 pΛ{3q1{2の de Sitter宇
宙に近づく．しかし，宇宙定数は定数であるので，この宇宙は永遠にインフレー
ションの続く空っぽの宇宙になり，現在のビッグバン宇宙に移行しない．
この困難は，宇宙項の代わりに平坦なポテンシャルをもつスカラー場（インフ

ラトンと呼ばれる）のエネルギーを利用することにより解決できる (図 5.8)．例え
ば簡単のため，ポテンシャル V pϕqをもつ 1成分の実スカラー場 ϕを考えると，空
間的に一様なとき，その圧力とエネルギーは

P “
1

2
9ϕ2 ´ V pϕq, ρ “

1

2
9ϕ2 ` V pϕq (5.2.15)
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で与えられる．したがって，場がゆっくりと変化する時期（スローロール）には，
9ϕ « 0とおいて，

P « ´ρ « ´V pϕq (5.2.16)

となり，宇宙項と同じ状態方程式が得られる．しかし，場の値がポテンシャルの
谷に近づくと 9ϕは大きくなり，最終的には ϕはポテンシャルの谷で振動を始める．
この振動エネルギーが相互作用により通常の素粒子に転化すると宇宙再加熱が起
き，インフレーションは終了して熱いビッグバン宇宙が生まれる．

スローロルインフレーション もう少し定量的に評価してみよう．まず，膨張宇
宙においてポテンシャル V pϕqをもつ空間的に一様なスカラ場 ϕは

:ϕ ` 3H 9ϕ ` V 1pϕq “ 0 (5.2.17)

に従って変化する．このスカラ場のエネルギーが宇宙膨張を支配しているとする
と，宇宙膨張の方程式は

H2 “
κ2

3

˜

9ϕ2

2
` V

¸

(5.2.18)

で与えられるので，特に，

9H “ ´
κ2

2
9ϕ2. (5.2.19)

これより，
:a

a
“ 9H ` H2 “

κ2

3

´

V ´ 9ϕ2
¯

(5.2.20)

となり， 9ϕ2 ă V なら加速膨張が実現される．
ただし，この条件が長い間保たれるには，一般には，|:ϕ|が 3H| 9ϕ|と比べて小さ

い必要がある．そこで，:ϕが無視できる条件を求めてみよう．まず，(5.2.17)にお
いてこの項を無視すると

3H 9ϕ » ´V 1pϕq (5.2.21)

この解に対して，

ϵ :“
m2

plpV
1q2

2V 2
! 1 (5.2.22)

が成り立つ時期では，加速膨張が起こりかつHの変化が緩やかになる：

| 9H|

H2
“
κ2 9ϕ2

2H2
»
m2

plpV
1q2

2V 2
“ ϵ ! 1 (5.2.23)

さらに，

η :“
m2

plV
2

V
(5.2.24)
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とおくと，(5.2.21)の時間微分より

:ϕ

H 9ϕ
» ϵ ´ η (5.2.25)

となるので，
|η| ! 1 (5.2.26)

なら，:ϕを無視する近似が正当化される．そこで，条件 (5.2.22), (5.2.26)はインフ
ラトンに対するスローロル (slow roll)条件と呼ばれる．
１成分インフラトンモデルにおいて，時刻 tからインフレーション終了時 t “ tf

までの指数膨張数N は，一般に

N “

ż tf

t

Hdt “

ż ϕf

ϕ

H

9ϕ
dϕ (5.2.27)

となるので，スローロル近似が良い場合には，N を時刻の代わりにそのときの ϕ

の値の関数と見なすと

Npϕq »

ż ϕ

ϕf

3H2

V 1
dϕ »

ż ϕ

ϕf

V

m2
plV

1
dϕ “ ˘

ż ϕf

ϕ

dϕ

mpl

?
2ϵ

(5.2.28)

と表される．したがって，ポテンシャル V が与えられると容易にNpϕqを計算す
ることができる．

インフレーションの終了 極小点をもつポテンシャルでは，一般に極小点で ϵ, |η| Ñ

8となるので，インフラトンが極小点に近づくと必ずスローロル近似は破れ，極
小点の近傍で振動するようになる．この状況を具体的に見るために，極小点（簡
単のため，ϕ “ 0とする）の近傍でポテンシャルを V » m2ϕ2{2と近似する．この
とき，インフラトンの運動方程式は

:ϕ ` 3H 9ϕ ` m2ϕ “ 0 (5.2.29)

となる．この方程式の基本解は eλtの形をもち，λは

λ2 ` 3Hλ ` m2 “ 0 ñ λ “
´3H ˘

?
9H2 ´ 4m2

2
(5.2.30)

で与えられる．スローロル条件が破れるとH{m “ 1{p2
?
3ϵq ! 1となるので，一

般解は

ϕ » e´3Ht{2 pAsinpmtq ` B cospmtqq “
1

a3{2
A sinpmt ` αq (5.2.31)

となり，確かにインフラトンは減衰振動に移行する．この減衰は宇宙膨張により
引き起こされる（断熱減衰）．興味深いことに，この減衰振動時期でのエネルギー
密度を計算すると

ρ “
1

2
p 9ϕ2 ` m2ϕ2q »

A2

2a3
(5.2.32)
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となり，非相対論的物質と同じ振る舞いをすることが分かる．これは，一様に角
振動するmで振動するスカラ場が，量子論の観点から見ると，質量mの静止した
粒子の集団と同等であることによる．

宇宙再加熱 したがって，このままではフリードマン宇宙には移行するが冷たい
膨張宇宙になってしまう．しかし，現実にはインフラトンと通常の物質場の相互作
用のため，このインフラトンの振動エネルギーは物質場のエネルギーに移行する．
量子論的には，この相互作用は，質量mのインフラトン粒子が遙かに小さな質量
をもつ標準モデルの粒子（あるいは大統一理論で現れる重い粒子）に崩壊する反
応と見ることができる．この崩壊率を Γとすると，インフレトンのエネルギー密
度 ρϕと崩壊して得られる相対論的物質のエネルギー密度 ρrの変化は

1

a3
d

dt
pa3ρϕq “ ´Γρϕ, (5.2.33a)

1

a4
d

dt
pa4ρrq “ Γρϕ (5.2.33b)

で与えられる．振動の始まる時間を tf，正確にはHf “ 2{p3tf qとおくと，この解は

a3ρϕ “ pa3ρϕqfe
´Γpt´tf q, (5.2.34a)

a4ρr “ pa3ρϕqfΓ

ż t

tf

dtae´Γpt´tf q (5.2.34b)

となる．aの時間変化は

H2 “
κ2

3
pρϕ ` ρrq “

H2
f

ρϕ,f
pρϕ ` ρrq (5.2.35)

で決まるが，初期の ρϕ ą ρrの時期では物質優勢の膨張則 a “ af pt{tf q2{3に従うと
してよい．この近似のもとで，ρrと ρϕの比は

ρr
ρϕ

“ γ
t

tf

ż 1

tf {t

du u2{3ep1´uqγt{tf (5.2.36)

に従って時間変化する．ここで，

γ :“ tfΓ “
2Γ

3Hf

. (5.2.37)

t{tf " 1のとき，ρr{ρϕは γt{tf のみに依存し，γt{tf » 1.073のとき 1となる．こ
れより，放射優勢 ρr ą ρϕとなる時刻 trとそのときの温度は，γ ! 1のとき

tr »
tf
γ

“
1

Γ
ñ Hr « Γ, (5.2.38a)

ρr »
γ2

e
ρϕ,f

ñ Tr » 4.5 ˆ 1015GeV

ˆ

gpTrq

107

˙´1{4ˆ
Γ

1014GeV{h

˙1{2

(5.2.38b)
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図 5.4: 宇宙の再加熱．左はインフラトンが振動を始める時点で γ “ 1，右は γ “

0.001の場合．右では長い前加熱時期の後に放射優勢になっている．

で与えられることが分かる．図 5.4に示したように，これは正確な計算とも一致す
る．このように，宇宙再加熱が単純なインフラトンの崩壊により起きる場合には，
再加熱温度は崩壊率のみで決定される．
この結果は，Γ ! Hf のとき，インフレーション終了後，再加熱までにインフラ

トンの振動エネルギーが宇宙膨張を支配する物質優勢膨張宇宙の時期が長く続く
ことを意味する．この時期は前加熱期と呼ばれる．前加熱期は必ずしも冷たいわ
けではない．実際，上記のエネルギー密度の発展方程式より，放射のエネルギー
密度 ρr，したがって宇宙の温度 T は，

4Hρr “ Γρϕ ñ t ´ tf »
1

4Hf

»
3

8
tf (5.2.39)

の頃に最大値

Tp » 5 ˆ 1015GeV

ˆ

gpTrq

107

˙´1{4
˜

a

ΓHf

1014GeV{h

¸1{2

(5.2.40)

を取り，その後，放射優勢期に移行するまで単調に減少することがわかる（図 5.4

参照）．ただし，この時期での ρrの振る舞いは

a4ρr «
3γ

5
af pa3ρϕqf

ˆ

a

af

˙5{3

(5.2.41)

となり，aT が時間と共に増大するため，宇宙のエントロピーは増加を続ける．
【問 5.2.3】 　式 (5.2.39)と式 (5.2.40)を導け． l
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§5.3
ゆらぎの生成

このように，インフレーション宇宙モデルは，ビッグバンモデルでは解決でき
ない問題を解消すると共に，ビッグバン宇宙そのものの生成をも説明する．実は，
インフレーションにはさらに驚くべき効能がある．

5.3.1 密度ゆらぎ

一般に，量子論では基底状態でも場は零点振動をしている．この零点振動は通常
は観測できないが，膨張宇宙では状況が異なる．例えば，インフラトンも小さいス
ケールでは様々な波長の零点振動をもつが，この零点振動の波長はインフレーショ
ンにより急速に引き延ばされ，ついにはHubbleホライズンスケールより長くなる．
ところが，各時刻で力学的に影響を及ぼすスケールがHubbleホライズンスケール
なので，それより長くなった量子ゆらぎは振動できず，振幅が凍結されてしまう．
このゆらぎは宇宙の再加熱の際に，物質のエネルギー密度のゆらぎへと変化する．
これらのゆらぎは，ビッグバン宇宙に移行した後も宇宙膨張と共にスケールが増大
し続け，その一部は現在の銀河からホライズンに相当する長さに引き延ばされる．
この零点振動起源のゆらぎが重力不安定により成長することにより，現在観測さ
れる銀河やその分布を生み出すことができるのである．この理論の大きな特徴は，
インフレーションの短い時期に銀河スケール以上の波長を持つゆらぎが生成され
るため，その振幅がほとんど波長によらないことにある（Harrison-Zeldvichスペ
クトル）．これは，観測をよく説明する．実際，図 3.6の実線はこのような理論の
予言に対応するものである．

ゆらぎの量子論 1成分インフラトンモデルで，この議論をもう少し定量的に見て
みよう．まず，時空のゆらぎを無視して，インフラトンのみが空間的にゆらぐと
しよう．一般的なインフラトンの方程式

lϕ ´ V 1pϕq “ 0 (5.3.1)

より，空間的に一様な膨張宇宙では，インフラトンのゆらぎ成分X “ δϕpt,xqは，

:X ` 3H 9X ´
1

a2
△X ` V 2pϕqX “ 0 (5.3.2)
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に従う．場の量子論では，このゆらぎXは，次のように波数ベクトル kを添え字
として持つ消滅生成演算子 akを用いて

Xpt,xq “

ż

d3k

p2π3q1{2

”

akukptqeik¨x ` a:
ku

˚
kptqe´ik¨x

ı

(5.3.3)

と表される．ここで，ukptqは方程式

:uk ` 3H 9uk ` ω2
kuk “ 0; (5.3.4)

ω2
k “ V 2pϕq `

k2

a2
, (5.3.5)

の解である．ただし，akが標準的な交換関係

rak, a
:

k1s “ δ3pk ´ k1q, rak, ak1s “ 0 (5.3.6)

を満たすためには，ukは次の規格化条件を満たさねばならない：

u˚
k 9uk ´ uk 9u˚

k “ ´i aptq´3 (5.3.7)

すべての kに対してモード関数 ukを指定すると，対応するフォック真空 |0yが
条件

ak|0y “ 0, @k (5.3.8)

により定まる．この真空に対して，ゆらぎの相関関数は

xXpt,x1qXpt,x2qy “

ż

d3k

4πk3
Pϕpk; tqeik¨px1´x2q (5.3.9)

と表される．ここで，Pϕpk; tqは

2π2Pϕpk; tq :“ k3|ukptq|2 (5.3.10)

で定義され，
@

Xpt,xq2
D

“

ż

d3k

4πk3
Pϕpk; tq (5.3.11)

より，零点振動によるX の量子ゆらぎの各フーリエ成分の大きさ（の 2乗），す
なわちパワースペクトルを表す．

Minkowski時空での量子ゆらぎ Minkowski時空での自由場 (V “ V0 `m2ϕ2{2)

では，スケール因子 aは定数で p “ k{aが運動量に当たるので，ωk “ pm2 ` p2q1{2

は時間に依らず，

ukptq “
1

?
2ωka3

`

αke
´iωkt ` βke

iωkt
˘

(5.3.12)

となる．ここで，
|αk|2 ´ |βk|2 “ 1. (5.3.13)
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標準的なMinkowski真空は |αk| “ 1, βk “ 0に当たる．この真空では，ゆらぎの
パワースペクトルは

Pϕpk; tq “
p3

4π2ωk
(5.3.14)

となる．特に，kが大きい極限ではPϕ « p2{p2πq2となる．この振る舞いは，ϕが
エネルギーの次元を持つことに起因する．

ド・ジッター宇宙での量子ゆらぎ 膨張宇宙では，このMinkowski時空の場合の
結果で aを時間の関数に変えれば定性的に良い近似が得られると予想される．こ
の予想が正しいと，量子ゆらぎの各モードの振幅は p “ k{aptq91{aptqに従って急
速に減少することになる．しかし，この予想は正しくない．それを見るために，H
が一定となる指数関数的インフレーション宇宙（ド・ジッター宇宙）において，ポ
テンシャル V が 2次関数となる自由スカラ場の振る舞いを厳密に求めてみよう：

V “ V0 `
m2

2
ϕ2. (5.3.15)

ただし，m2は負でもよい．この場合，モード関数に対する方程式 (5.3.4)は，固有
時間 tの代わりに共形時間 η “ ´1{paHqを用いると

d2uk
dη2

´
2

η

duk
dη

`

ˆ

k2 `
m2

H2η2

˙

uk “ 0 (5.3.16)

と書ける．この一般解はハンケル関数を用いて

uk “

?
π

2
Hp´ηq3{2

“

αkH
p1q
ν p´kηq ` βkH

p1q
ν p´kηq˚

‰

(5.3.17)

と表される．ここで，

ν “
3

2

ˆ

1 ´
4m2

9H2

˙1{2

“ ν1 ` iν2 pν1, ν2 P Rq. (5.3.18)

また，規格化条件 (5.3.7)は，(5.3.13)式と一致する．
各モード関数は，a “ 1{p´Hηq Ñ 0（p “ k{a Ñ 8)の極限で

uk «
1

a

2pk{aqa3
e´πν2{2

`

αke
´ikη´iδ ` βke

ikη`iδ
˘

(5.3.19)

(δ “ p2ν1 ` 1qπ{4)と振る舞うので，|αk “ 1|, βk “ 0となる真空を選ぶと短波長
極限でMinkowski真空とうまく対応する．そこで，通常，このBunchi-Davis真
空と呼ばれる真空が宇宙で実現されていると仮定する．以下でも，この仮定を採
用する．このとき，ゆらぎの波長がハッブルホライズンを超え k{paHq “ ´kη ! 1

となると，モード関数は

uk « ´i
H

k3{2

c

2

π
e´πν2{2

«

Γpνq

ˆ

´kη

2

˙3{2´ν

` Γp´νqe´iνπ

ˆ

´kη

2

˙3{2`ν
ff

(5.3.20)
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と振る舞う．これより，m " Hのとき，ν » im{Hより，ゆらぎのパワースペク
トルは

Pϕpk; tq «
k3

4π2ma3
“

p3

4π2m
(5.3.21)

となり，Minkowski時空の場合と一致している．しかし，|m2| ! H2の場合には，
ν » 3{2 ´ m2{p3H2qより，

Pϕpk; tq »
H2

4π2

ˆ

k

2aH

˙2m2{p3H2q

(5.3.22)

が成り立つ．特に，m “ 0のとき，ハッブルホライズン半径を超えるスケールで
はゆらぎのスペクトルは完全に平坦になる．

一般のスローロルインフレーションでのゆらぎ 以上のド・ジッター宇宙での議論
と結果は，少しの修正で一般的なスローロル近似が成り立つインフレーションに
対しても成り立つ．これを見るうえで，まず必要なことは，時空（あるいは重力
場）のゆらぎを取り入れることである．時空計量のゆらぎを扱うときに大切なこ
とは，空間的に一様な宇宙の計量 gµνからのずれとしてのゆらぎ δgµν “ g̃µν ´ gµν
が，非一様な宇宙と基準となる一様な宇宙の対応付けに依存することである．こ
れは例えば，Minkowski時空でも一般的な座標系で計量を表すと非一様に見える
ことからも予想できる．このような対応付けへの依存性は物理的には意味をもた
ないので，そのような自由度（ゲージ自由度）を除去するために，対応付け（ゲー
ジ）に依存しない量（ゲージ不変量）のみを用いてゆらぎを記述することがしば
しば行われる．各ゲージ不変量は，何らかの対応付けでのゆらぎと対応している．
たとえば，空間計量のゆらぎがゼロとなるゲージでのスカラ場のゆらぎ δϕに対

応するゲージ不変量のフーリエ成分をXkとする．このとき，時空のゆらぎを考慮
すると，(5.3.1)の摂動方程式が，

:Xk ` 3H 9Xk `

„

k2

a2
` m̃2

ȷ

Xk “ 0 (5.3.23)

で与えられることが示される [49, 37, 38]. ここで，m̃2は

m̃2 :“ V 2 ´
κ2

a3

ˆ

a3

H
9ϕ2

˙.
(5.3.24)

で定義される時間の関数で，スローロル近似では

m̃2

H2
« 3η ´ 6ϵ (5.3.25)

が成り立つ．したがって，スローロルインフレーションの時期にハッブルホライ
ズンを出た量子ゆらぎはほぼ一定のパワースペクトル

Pϕpk; tq «
H2

4π2

ˆ

k

2aH

˙2η´4ϵ

(5.3.26)

を持つことになる．
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曲率ゆらぎ 以上で求めたインフラトンのゆらぎは，インフレーション終了後，
ビッグバン宇宙における物質密度の断熱的ゆらぎへと受け継がれる．このゆらぎ
の時間発展は一般に複雑であるが，ハッブルホライズンより波長が長い時期での
振る舞いは，密度ゆらぎそのものではなく，その生み出す空間曲率のゆらぎに着
目すると容易に得られる．まず，この空間曲率のゆらぎΦは適当なゲージ条件の
もとで，計量のゆらぎと次のように結びつけられる [40]．

ds2 “ ´p1 ` 2Ψqdt2 ` a2p1 ` 2Φqdx2. (5.3.27)

ここで，Ψは重力ポテンシャルのゆらぎで，アインシュタイン方程式より，Φとの
間にΨ “ ´Φの関係がある．同じゲージでの物質速度のゆらぎ，正確には

Ttj “ pρ ` P q
H

a
Bjv (5.3.28)

により定義される速度ポテンシャルvとΦからゲージ不変量 (バーディーン(Bardeen)

パラメータ)

Z :“ Φ ´ v (5.3.29)

を定義する．一般に，密度ゆらぎには成長するモードと減衰するモードが存在す
るが，インフレーションの時期に生み出されたゆらぎのうち，現在の宇宙に影響す
るのは成長モードのみである．この成長モードに対しては，Zのフーリエ成分Zk

が k{a ! H のとき良い精度で保存されることが示される [4, 40, 37]．各ゆらぎの
共動波長 2π{kは変化しないので，インフレーション中にハッブルホライズンの外
に出たゆらぎは，フリードマン宇宙に移行したあと，再びハッブルホライズンの
内側に入る．このときの密度ゆらぎの振幅は，Zkと同程度となることが示される．
インフレーション中では，バーディーンパラメータは，スカラ場のゆらぎを表

すゲージ不変量Xを用いて

Z “ ´
H

9ϕ
X (5.3.30)

と表される．したがって，Zkが k{paHq ă 1で変化しなくなることと上の評価よ
り，Zに関するパワースペクトルは

Pζpkq “
H2

9ϕ2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“tk

Pϕpk; tkq »

ˆ

H2

2π 9ϕ

˙2

t“tk

»

˜

H2

8π2ϵm2
pl

¸

t“tk

(5.3.31)

となる．ここで，tkは k{a “ Hとなる時刻である．このパワースペクトルをある
時刻近傍で近似的に

Pζpkq “ Pζpk˚qpk{k˚qns´1 (5.3.32)

と書くと，
dtk
d ln k

“
dt

d lnpaHq
“

1

H ´ 9H{H
“

1

p1 ` ϵqH
(5.3.33)
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より，スペクトル指数 ns ´ 1は

ns ´ 1 ”
d lnPζpkq

d ln k
» 2η ´ 6ϵ (5.3.34)

で与えられる．すなわち，非常に平坦なスペクトルが得られる．これはスローロ
ルインフレーションに特有の結果である．特に，ϵ “ η “ 0の極限では，ns “ 1と
なる．このような完全に平坦なスペクトルはハリソン・ゼルドヴィッチスペクトル
ないしスケール不変スペクトルと呼ばれる．
例えば，観測領域に対応する時期のポテンシャルが

V “ V0

„

1 ´

ˆ

ϕ

v

˙pȷ

pp ă 0, 2 ă pq (5.3.35)

と近似できるとき，

N »
1

ppp ´ 2q

v2

m2
pl

ˆ

ϕ

v

˙2´p

, (5.3.36a)

ϵ »
p2

2

m2
pl

v2

ˆ

ϕ

v

˙2pp´1q

, (5.3.36b)

η » ´ppp ´ 1q
m2

pl

v2

ˆ

ϕ

v

˙p´2

(5.3.36c)

となる．特に，v ! mplで p ą 2の時には，ϕ{v ! 1となるので，ϵ ! |η|．よって，

ns ´ 1 » ´
2

N

p ´ 1

p ´ 2
. (5.3.37)

スペクトル指数nsは一般には波数 kとともに変化する (running）．この変化率は

1

H

9ϵ

ϵ
» ´2η ` 4ϵ, (5.3.38a)

1

H
9η “ ´ξ ` 2ϵη (5.3.38b)

より，

n1
s :“

dns
d ln k

“ ´2ξ ` 14ϵη ´ 24ϵ2 (5.3.39)

となる．ここで，

ξ :“ m4
pl

V 1V p3q

V 2
. (5.3.40)

5.3.2 原始重力波

インフレーションの時期には，インフラトンだけでなく時空計量そのもののゆ
らぎもホライズンを超えるスケールに引き延ばされ，その振動は凍結される．こ
の時空ゆらぎは波長が再びホライズン内にはいると振動を始め，重力波として伝
搬する．
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振幅とスペクトル 重力波の振る舞いは，上で見たスカラ場のゆらぎと類似して
いる．まず，重力波は計量の空間成分のゆらぎ

ds2 “ ´dt2 ` a2pδij ` hijqdx
idxj (5.3.41)

で表される．ただし，横波条件より，

hii “ Bjhji “ 0 (5.3.42)

が要求される．アインシュタイン方程式より，この摂動 hijは波動方程式

:hij ` 3Hhij `
k2

a2
hij “ 0 (5.3.43)

に従う．各成分は互いに独立に振る舞うので，この方程式はスカラ場のゆらぎに
対する方程式でm “ 0とした場合と完全に一致する．特に，インフレーション中
に生成されてた量子ゆらぎの振幅 hijは，波長がハッブルホライズン半径を超える
と変化しなくなり，フリードマン宇宙に移行後，再びハッブルホライズンの内側
に入るまで一定に保たれる．また，

@

hijh
j
i

D

“

ż

d3k

4πk3
Phpk; tq (5.3.44)

により定義される原始重力波のパワースペクトルPhpk; tqは，k{a ă H では tに
依存せず，(5.3.26)より

Phpkq » 8κ2
ˆ

H

2π

˙2

t“tk

“ 8

ˆ

H

2πmpl

˙2

t“tk

(5.3.45)

で与えられる．この式は，インフレーションモデルの詳細に依らなず，非常に一
般性の高いものである．
ここで，余分な係数 8κ2は次のような理由で現れる．まず，重力波を表す hijに

対する作用積分は

S “

ż

dt

ż

d3x
1

8κ2

´

a3 9hij
9hji ´ aDhijDh

j
i

¯

(5.3.46)

となる．重力波は 2つの偏光に対応して自由度が２なので，その平面波解の偏光
テンソルを

eα
i
jpkq pα “ `,ˆq : eα

i
i “ 0, kjeα

j
i “ 0, eα

j
ieβ

i
j “ 4δαβ (5.3.47)

とおくと，hijは (5.3.6)に対応する標準的な生成・消滅演算子 aαkを用いて

1

κ
hij “

ż

d3k

p2πq3{2

ÿ

α“`,ˆ

`

eα
i
jpkqukptqaαke

ik¨x ` h.c.
˘

(5.3.48)

と展開される．これより，
@

hijh
j
i

D

“ κ2
ż

d3k

p2πq3
2 ˆ 4|uk|2 (5.3.49)

となり，エネルギー次元をもつ 1成分スカラ場の場合の 8κ2倍となる．
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テンソル－スカラ比とライス (Lyth)上限 重力波のスペクトル指数 ntを

Phpkq “ Phpk˚qpk{k˚qnt (5.3.50)

で定義すると，密度ゆらぎの場合と同様にして，ϵ “ | 9H|{H2 ! 1の場合には，nt
は

nt “ ´2ϵ (5.3.51)

で与えられる．
原始重力波の振幅は，しばしば曲率ゆらぎの振幅との比

r :“
Ph

Pζ

(5.3.52)

で表現される．この比はテンソル-スカラ比 (と)呼ばれる．スローロル近似が成り
立つ 1成分インフラトンモデルでは，この比は

r »
8 9ϕ2

H2m2
pl

“ 16ϵ (5.3.53)

と表される．特に，rと ntには

nt “ ´
1

8
r (5.3.54)

という関係式が成り立つ．この関係式はスローロル 1成分インフラトンモデルに
対する整合性条件 (と)呼ばれ，それが観測により確認されれば，このモデルが良
い精度でインフレーションを記述している証拠となる．
1成分インフラトンモデルでは，(5.2.28)式と (5.3.53)式から ϵを消去すると，観

測されるスケールで

r À 8

ˆ

∆ϕ

Nompl

˙2

« 2 ˆ 10´3

ˆ

∆ϕ

mpl

˙2

(5.3.55)

が成り立つ (ライス (D. Lyth)上限 [46, ?]）．ここで，∆ϕは現在の観測領域がハッブ
ルホライズンより大きくなって以降の時期でのインフラトン場の値の変化である．
【問 5.3.1】 　 (5.3.51)式を導け． l

原始重力波の観測 これらインフレーション起源の原始重力波を直接検出するこ
とは今の技術では不可能であるが，間接的に検出することは可能である．その一
つは，重力波が宇宙晴れ上がりの時，物質の温度の密度ゆらぎに伴う非等方性と
は性質の異なる CMB温度の非等方性を生み出すことに着目する方法である．し
かし，この方法は他の効果との分離が難しい．もう一つの方法は，原始重力波が
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図 5.5: インフレーション宇宙におけるゆらぎの生成と現在への影響．

CMBに B-モードと呼ばれる独特の偏光パターンを刻印することを利用すること
である．そのメカニズムは次のようなものである．
一般に，光が電子で散乱されると，散乱面に垂直な方向に直線偏光が生じる．こ

れは最終散乱面での光子にも当てはまる．ただし，光子が電子に入射する方向は
ランダムであるので，宇宙が完全に一様等方なら，平均するとこの偏光は打ち消
される．しかし実際の宇宙では，温度に空間的なゆらぎがある．この場合，平均
した後もわずかな偏光が残ることになる．この偏光は，偏光の方向による違いを
天球上のベクトル場として表現するとき，非回転的なパターン（Eモード）とな
ることが示される．このタイプの偏光パターンはE-モードと呼ばれる．これに対
して，もし重力波が存在すると，たとえ温度が一様でも，散乱光子が電子に入射
する方向によって異なった赤方偏移を受ける．その結果，強度を重みとして平均
したとき，やはり CMBに偏光が残ることになる．ただし，この場合の偏光の天
球上でのパターンには回転的（ベクトル場としての発散がゼロ）成分が含まれる
ことが示される．この偏光パターンはB-モードと呼ばれ，密度ゆらぎからは決し
て生み出されないので，銀河サイズ以上の原始重力波を検出する強力な手段を与
える．原始重力波の振幅が分かると，インフレーション時の宇宙膨張率（あるい
はインフレーション終了時のビッグバン宇宙の初期温度）を決定することができ
る．このため，現在，世界中でこのB-モード探査の地上観測実験が進められてい
る．また，10年後には専用衛星による観測が計画されている．インフレーション
を直接観測することが可能となる時代も間近である．
【問 5.3.2】 　インフレーション終了後直ちに再加熱が起きるとして，インフレー
ション時に生成される重力波の振幅を宇宙の再加熱温度で表せ． l
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5.3.3 観測からの制限

第??章で見たように，現在，WMAP衛星ならびにQuadやACTなどの地上観
測実験によるCMBの非等方性観測により，宇宙晴れ上がりの時期でのゆらぎにつ
いては，現在のハッブルホライズンスケールからその 3000分の 1程度のスケール
まで詳しい情報が得られている．その特徴は次のようにまとめられる．[?]

1. (ゆらぎの振幅) 宇宙晴れ上がり時点で，ホライズンスケールでの曲率ゆらぎ
は 10´5程度である．より正確には，

P2
ζ pk0q » p2.427`0.078

´0.079q ˆ 10´9 pk0 “ 0.002Mpcq [WMAP9yr+BAO+H0]

2. (平坦なスペクトル) 宇宙晴れ上がり時でのゆらぎから推定される宇宙初期密
度ゆらぎのスペクトル指数 nsは１よりわずかに小さい：

ns “ 0.9636 ˘ 0.0084 [WMAP 9yr+ACT+SPT+BAO+H0] (5.3.56)

3. (テンソル-スカラ比) 原始重力波の CMBへの影響は検出されておらず，テ
ンソル-スカラ比 rに対する上限のみが得られている：

r ă 0.13p95% CLq[WMAP9yr+ACT+SPT + BAO+H0] (5.3.57)

4. (断熱性) ゆらぎのスケールがハッブルホライズンを超えている時期で，ゆら
ぎの 90%以上の成分は断熱的である．

5. (ガウス性) ゆらぎの統計的性質は，観測の精度の範囲で，ガウス的である．

ここで，ゆらぎが断熱的であるとは，密度ゆらぎ δρ, 圧力のゆらぎ δP，音速の
2乗 c2s “ 9P { 9ρの間に δP “ c2sδρの関係があることを意味する．これは，宇宙物質
を構成する各成分の密度 ρi, 圧力 Pi，密度ゆらぎ δρiの間に，

Sij :“
δρi

ρi ` Pi
´

δρj
ρj ` Pj

“ 0 pi ‰ jq (5.3.58)

の関係が成り立つことと同等である．熱いビッグバン宇宙のすべての物質成分が
同じインフラトンの崩壊により生み出され，崩壊物質が相対論的かつ崩壊率がほ
かの場のゆらぎの影響を受けない場合は，宇宙再加熱後の宇宙に存在する密度ゆ
らぎは断熱的となる．これに対して，インフレーション時にインフラトン以外の
場が存在し，それが宇宙再加熱後に崩壊する場合などには，非断熱的なゆらぎが
生み出されることがある．このような場合，ゆらぎは空間曲率（ないし重力ポテ
ンシャル）のゆらぎを伴う成分（曲率ゆらぎ）と曲率のゆらぎに寄与しない成分
（等曲率ゆらぎ）の重ね合わせとなる．これらのうち，断熱的な曲率ゆらぎ成分は
波長がハッブルホライズン半径より十分大きいときに断熱性を保つ．一方，等曲
率ゆらぎは振幅（正確には，Sijの値）は一定に保たれるが，宇宙膨張と共に次第
に曲率ゆらぎを生成する．さらに波長がハッブルホライズン半径程度となるとこ
れらの成分は互いに結合し，力学的な分離はできなくなる
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図 5.6: CMB非等方性観測から得られた nsと rへの制限．ACT観測とWMAP観
測に基づく [?].
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§5.4
ゆらぎの統計
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5.4.1 p3 ` 1q分解

作用積分は，

S “
1

2

ż

d4x
?

´g
“

R ´ p∇ϕq2 ´ 2V
‰

. (5.4.1)

計量を
ds2 “ ´N2dt2 ` qijpdx

i ` βidtqpdxj ` βjdtq (5.4.2)

と p3 ` 1q分解すると，作用積分は

S “
1

2

ż

dtd3x
?
q
”

N
`

3R ´ 2V ´ qijBiϕBjϕ
˘

`N´1
!

EijE
ij ´ E2 ` p 9ϕ ´ βiBiϕq2

) ı

(5.4.3a)

ここで，

Eij “ ´NKij “
1

2
p 9qij ´ Diβj ´ Djβiq , (5.4.4a)

E “ Ei
i “ qijEij. (5.4.4b)

これより得られる拘束条件は

HC : N2
␣

3R ´ 2V ´ qijBiϕBjϕ
(

“ Ei
jE

j
i ´ E2 ` p 9ϕ ´ βjBjϕq2, (5.4.5a)

MC : NDj

“

N´1pEj
i ´ Eδji q

‰

“ p 9ϕ ´ βjBjϕqBiϕ. (5.4.5b)

運動方程式は，

‚
1

?
q

pBt ´ D ¨ βq

”

N´1?qp 9ϕ ´ β ¨ Dϕq

ı

´ D ¨ pNDϕq ` NV 1 “ 0, (5.4.6a)

‚ ´
1

?
q
qikqjlBt

“

N´1?
qpEkl ´ Eqklq

‰

´ 2N´1pEilE
l
j ´ EEijq

`DiDjN ´ △Nqij ´ N3Rij ` NDiϕDjϕ

`
1

2
qij

”

Np3R ´ 2V ´ pDϕq2q ` N´1
!

Ei
jE

j
i ´ E2 ` p 9ϕ ´ β ¨ Dϕq2

)ı

“ 0. (5.4.6b)
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5.4.2 一様背景時空

背景時空と背景場を

ds2 “ ´dt2 ` a2dx2, a “ eα, (5.4.7a)

ϕ “ ϕptq (5.4.7b)

とおくと，拘束条件と場の方程式は

H2 “
1

6

´

9ϕ2 ` 2V
¯

, (5.4.8a)

:a

a
“

1

3
V ´ 9ϕ2, (5.4.8b)

:ϕ ` 3H 9ϕ ` V 1 “ 0. (5.4.8c)

これより，特に

:α “
:a

a
´ H2 “

1

2
9ϕ2. (5.4.9)

5.4.3 ゲージ固定

上記一様背景時空解において，摂動に対するゲージ条件を

δϕ “ 0, (5.4.10a)

qij “ e2α`2ζ q̂ij; q̂ij “ δij ` γij `
1

2
γilγjl ` ¨ ¨ ¨ , (5.4.10b)

γii “ 0, Bjγji “ 0 (5.4.10c)

とおくと，det q̂ “ 1．q̂ijは

q̂ij “ δij ´ γij `
1

2
(5.4.11)

拘束条件は

HC : N2p3R ´ 2V q “ E2 ´ E2 ` 9ϕ2, (5.4.12a)

MC : Dj

“

N´1pEj
i ´ Eδji q

‰

“ 0. (5.4.12b)

運動方程式は，

‚
N
?
q

Bt

´

N´1?q 9ϕ
¯

´ 9ϕD ¨ β `
9ϕ

N
?
q
βjBjp

?
qNq ` N2V 1 “ 0,(5.4.13a)

‚ ´
1

?
q
qikqjlBt

“

N´1?
qpEkl ´ Eqklq

‰

`DiDjN ´ △Nqij ´ N3Rij ´
2

N
pEl

iEjl ´ Eqijq

`N´1qijpE
2 ´ E2 ` 9ϕ2q “ 0. (5.4.13b)
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作用積分は，

S “
1

2

ż

dtd3x
?
q
”

Np3R ´ 2V q ` N´1pE2 ´ E2 ` 9ϕ2q

ı

. (5.4.14)

5.4.4 2次の摂動計算

空間計量 qijのChristoffelは

3Γijk “ δijBkζ ` δikBjζ ´ q̂jlBlζq̂ik

`Ĥ i
jk ´ γil Ĥ

l
jk ` ¨ ¨ ¨ . (5.4.15)

ここで，

Ĥ i
jk “

1

2

´

Bjĥik ` Bkĥji ´ Biĥjk

¯

, (5.4.16)

ĥij “ γij ´
1

2
γilγjl. (5.4.17)

これより，

Ej
i “ p 9α ` 9ζqδij `

1

2
9γij `

1

4
pγ 9γ ´ 9γγqij

´
1

2
pBiβ

j ` Bjβ
iq ´

`

δjiβ ¨ Bζ ` βjBiζ ´ βiBjζ ` β ¨ Bγij
˘

´
1

2

`

γikBjβ
k ´ γjkBkβ

i
˘

, (5.4.18a)

E “ 3p 9α ` 9ζq ´ pB ¨ β ` 3β ¨ Bζq. (5.4.18b)

特に，

Ej
i ´ Eδji “ ´2 9αδji

´2 9ζδji ´
1

2

`

Biβ
j
1 ` Bjβ

i
1 ´ 2B ¨ β1δ

j
i

˘

`
1

2
9γij

`2δjiβ ¨ Bζ ´ βjBiζ ` βiBjζ ´
1

2

`

Biβ
j
2 ` Bjβ

i
2 ´ 2B ¨ β2δ

j
i

˘

`
1

2
pγ 9γ ´ 9γγqij ´

1

2

`

γikBjβ
k ´ γjlBlβ

i
˘

´ β ¨ Bγij. (5.4.19)

これらの 2乗は，

E2 “ 3 9α2 ` 9αp6 9ζ ´ 2B ¨ βq

`3 9ζ2 ´ 2 9ζB ¨ β `
1

4
p 9γijq

2 `
1

2
Biβ

jpBiβ
j ` Bjβ

iq

´ 9γijBiβ
j ´ 6 9αβ ¨ Bζ, (5.4.20a)

E2 “ 9 9α2 ` 6 9αp3 9ζ ´ B 9βq

`9 9ζ2 ´ 6 9ζB ¨ β ` pB ¨ βq2 ´ 18 9αβ ¨ Bζ. (5.4.20b)
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よって，

E2 ´ E2 “ ´6 9α2

` 9αp´12 9ζ ` 4B ¨ βq

´6 9ζ2 ` 4 9ζB ¨ β ` 12 9αβ ¨ Bζ

`
1

2
Biβ

jpBiβ
j ` Bjβ

iq ´ pB ¨ βq2

`
1

4
p 9γijq

2 ´ 9γijBiβ
j ´ 6 9αβ ¨ Bζ. (5.4.21)

次に，3次元スカラ曲率は，Weyl変換により

e2α3R “ e´2ζ3R̂ ´ 4△ζ ` 8ζ△ζ ´ 2pDζq2 ´ 2γijBiBjζ. (5.4.22)

ここで，

3R̂ “ e2α
”

BiBjĥ
ij ´ △̂ĥ ` ĥij

´

BiBjĥ ´ BiBkĥkj ` △̂ĥij ´ BkBjhjk

¯

´ĤiĤ
i ` ĤijkĤ

ijk ` ¨ ¨ ¨

ı

“ ´
1

4
pBiγjkq2. (5.4.23)

よって，

e2α3R “ ´
1

4
pBiγjkq2 ´ 4△ζ ` 8ζ△ζ ´ 2pDζq2 ´ 2γijBiBjζ. (5.4.24)

5.4.5 2次の作用積分

Hamiltonian拘束条件を摂動展開すると

0次 : ´2V “ 9ϕ2 ´ 6 9α2, (5.4.25a)

1次 : 4V N1 “ 9αp12 9ζ ` 4B ¨ β1q ` 4e´2α△ζ, (5.4.25b)

2次 : ´4V N2 ´ 2V N2
1 `

1

4
e´2αpBiγjkq2

“ ´6 9ζ2 ` 4 9ζpB ¨ βq ´ pB ¨ βq2 ` 12 9αβ ¨ Bζ

`
1

4
p 9γijq

2 `
1

2
Biβ

jpBiβ
j ` Bjβ

iq

´ 9γijBiβ
j ` 4 9αB ¨ β2

´e´2α
`

8ζ△ζ ´ 2pBζq2 ´ 2γijBiBjζ
˘

. (5.4.25c)

運動量拘束条件の 1次摂動は

△βi ´ BiB ¨ β “ 4Bip 9αN1 ´ 9ζq (5.4.26)
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これより，

N1 “
9ζ

9α
, (5.4.27a)

βi1 “ Biψ (5.4.27b)

これをHCの 1次部分に代入して，

△
ˆ

ψ `
e´2α

9α
ζ

˙

“
9ϕ2

2 9α2
9ζ. (5.4.28)

よって，ψは，

ψ “ χ ´
e´2α

9α
ζ, (5.4.29a)

△χ “
9ϕ2

2 9α2
9ζ. (5.4.29b)

特に，

B ¨ β1 “
9ϕ2

2 9α2
9ζ ´

e´2α

9α
△ζ. (5.4.30)

これを作用積分に代入すると，

S2 “
1

2

ż

dtd3x

«

9ϕ2

H2

´

a3 9ζ2 ´ apBζq2
¯

`
1

4

`

a3p 9γijq
2 ´ apBkγijq

2
˘

ff

(5.4.31)

対応する線形摂動の方程式は，

H2

9ϕ2
Bt

˜

9ϕ2

H2
a3 9ζ

¸

´ a△ζ “ 0, (5.4.32a)

:γij ` 3H 9γij ´ a´2△γij “ 0. (5.4.32b)

5.4.6 非ガウス性

3次の相互作用項
S3 “ SS3 ` SS2T ` SST 2 ` ST 3 (5.4.33)

ここで

SS3 “

ż

dtd3x

«

9ϕ4

H4
a5H 9ζ2c B´2 9ζc ` ¨ ¨ ¨

ff

, (5.4.34a)

SS2T “

ż

dtd3x

«

9ϕ2

2H2
aγijBiζBjζ ` ¨ ¨ ¨

ff

, (5.4.34b)

SST 2 “

ż

dtd3x

«

9ϕ2

4H2
a5Hp 9γijq

2B´2 9ζc ` ¨ ¨ ¨

ff

, (5.4.34c)

ST 3 Ă
1

2

ż

dtd3xa2
”

R̂ ` Ei
jE

j
i

ı

. (5.4.34d)
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ここで，

ζ “ ζc `
:ϕ

2H 9ϕ
ζ2c `

9ϕ2

8H2
ζ2c `

9ϕ2

4H2
B´2pζcB

2ζcq

´
1

32
γijγij `

1

16
B´2pγijB

2γijq ` ¨ ¨ ¨ (5.4.35)

3点相関 曲率ゆらぎ ζおよびテンソルゆらぎ γijを

ζpt, xq “

ż

d3k

p2πq3
ζkptqeik¨x, (5.4.36a)

γijpt, xq “

ż

d3k

p2πq3

ÿ

s“˘

ϵsijγ
s
kptqeik¨x (5.4.36b)

自由場では

xζkptqζk1y » p2πqδ3pk ` k1q
1

2k3

«

H2

m2
pl

H2

9ϕ2

ff

t“tk

, (5.4.37a)

A

γskγ
s1

k1

E

» p2πqδ3pk ` k1q
1

2k3

«

H2

m2
pl

ff

t“tk

δss1 . (5.4.37b)

3次の相互作用を考慮すると，

xζk1ζk2ζk3y “
H4

m4
pl

1

ϵ
δ3p

ÿ

kiqM1, (5.4.38a)

xζk1ζk2γk3y “
H4

m4
pl

1

ϵ
δ3p

ÿ

kiqM2, (5.4.38b)

xζk1γk2γk3y “
H4

m4
pl

δ3p
ÿ

kiqM3, (5.4.38c)

xγk1γk2γk3y “
H4

m4
pl

δ3p
ÿ

kiqM4. (5.4.38d)

ここで，Miは次数´6の kの同次関数．
例えば，

xζk1ζk2ζk3y “ p2πq3δ3p
ÿ

kiq
H4

˚

m4
pl

H4
˚

9ϕ4
˚

A˚
ś

ip2k
3
i q
, (5.4.39)

A “
2:ϕ

H 9ϕ

ÿ

i

k3i `
9ϕ2

H2

«

1

2

ÿ

i

k3i `
1

2

ÿ

i‰j

kik
2
j ` 4

ř

iąj k
2
i k

2
j

kt

ff

. (5.4.40)

ここで，kt “ k1 ` k2 ` k3．
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Local limit k3 Ñ 0での有効 fNL:

ζ “ ζg ´
3

5
fNLζ

2
g (5.4.41)

を求めると，

´fNL „
5

c

A˚

4
ř

i k
3
i

“
5

12

«

2:ϕ˚

H˚
9ϕ˚

`
9ϕ2

˚

H2
p2 ` fpkqq

ff

“ ´
5

12
pns ´ 1 ` fpkqntq. (5.4.42)

ここで，0 ď f ď 5{6.

5.4.7 観測よりの制限

観測との比較では，次のような非ガウス性のパラメーター化が行われる．

xζk1ζk2ζk3y “
“

f loc
NLBlocpk1, k2, k3q ` f eq

NLBeqpk1, k2, k3q ` f orth
NL Borthpk1, k2, k3q

‰

ˆp2πq3δ3p
ÿ

kiq (5.4.43)

ここで，

Blocpk1, k2, k3q “
6

5

“

Pζpk1qPζpk2q ` 2 perms
‰

, (5.4.44a)

Beqpk1, k2, k3q “
3

5

“

6Pζpk1qPζpk2q
2{3Pζpk3q

1{3 ´ 3Pζpk1qPζpk2q

´2Pζpk1q2{3Pζpk2q2{3Pζpk3q
2{3 ` 5 perms

‰

,(5.4.44b)

Borthpk1, k2, k3q “
3

5

“

18Pζpk1qPζpk2q
2{3Pζpk3q

1{3 ´ 9Pζpk1qPζpk2q

´8Pζpk1q2{3Pζpk2q2{3Pζpk3q
2{3 ` 5 perms

‰

. (5.4.44c)

これらに対するWMAP 9yr観測よりの制限は，

• f loc
NL “ 37.2 ˘ 19.9 (´3 ă f loc

NL ă 77 at 95% CL)

• f eq
NL “ 51 ˘ 136 (´221 ă f eq

NL ă 323 at 95% CL)

• f orth
NL “ ´245 ˘ 100 (´445 ă f orth

NL ă ´45 at 95% CL)

5.4.8 Curvatonモデルでの非ガウス性

Curvatonモデルでは，Curvatonの崩壊により曲率ゆらぎが作られる．インフラ
トンの崩壊により生成された輻射がCurvatonのエネルギー密度より大きいときに
崩壊が起こると，その大きさは，

Z „
hc
h

pc2s ´ c2cqσ »
ρc
ρ
σ (5.4.45)
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となる．ここで，σはエントロピー摂動である．この曲率ゆらぎがインフラトンか
ら生成された曲率ゆらぎより大きいとき，

ζ »
ρc
ρ

pσ ` ξσ2q » ζg ` ξ
ρ

ρc
ζg (5.4.46)

となる．すなわち，
fNL „ ξ

ρ

ρc
„ ξ

σ

ζ
. (5.4.47)

したがって，σ " ζ{ϵなら観測にかかる localタイプの非ガウス性が生じる．
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図 5.7: 真空の 1次相転移

§5.5
様々な一成分インフラトンモデル

インフレーションモデルは最初，大統一理論における対称性の自発的破れに伴
う真空の相転移という現象を背景として提案された．この最初のモデルでは，図
5.7に示したように．高温では ϕ “ 0がポテンシャルの最小点となるが，低温で
は ϕ “ v ‰ 0が最小となる状況を考える．このような状況は，ポテンシャルに
対する量子論的な温度補正を考慮すると自然に生じる．このモデルで，現在の宇
宙での真空のエネルギー（ポテンシャルの値）をゼロと取ると，高温の時期には
V0 “ V p0q ą 0となる．真空の状態は高温では対称性の回復した ϕ “ 0から出発す
るが，温度が下がると対称性の破れた状態 |ϕ| “ vに移ろうとする．ところが，低
温でのポテンシャル V が ϕ “ 0近傍に山を持つと，古典的には真空は ϕ “ 0にと
どまることになり，そのエネルギー V0がインフレーションを引き超す．このモデ
ルでは，真空の状態がトンネル効果によりポテンシャルの山をすり抜け，|ϕ| “ v

近傍に遷移することによりインフレーションが終了する．この遷移は 1次相転移
となるため，相転移の進行は対称性の破れた泡状の領域がいろいろなところでラ
ンダムに発生し，次第に膨張し，最終的に泡同士がつながると相転移が終了する．
この最初のモデルは，十分なインフレーションを起こそうとすると，泡の発生

率が低くなりすぎ，図 5.7に示したようにフラクタル的な不均一さを持った宇宙が
生まれることが判明し破棄された．その後，このインフレーションの終了問題を
解決する様々なモデルが提案された．ここでは．その中の代表的なものをいくつ
か取り上げ，その基本的な特徴と観測からの制限について概観する．
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図 5.8: Coleman-Weinbergポテンシャル

5.5.1 新インフレーションモデル

最初のインフレーションモデルの後，スムーズなビッグバン宇宙への移行を実現
するモデルとして最初に提案されたのが，現在，新インフレーションモデルと呼
ばれるタイプのモデルである [44]．このモデルでは通常，コールマン・ワインバー
グ（Coleman-Weinberg）型ポテンシャル

V “ λϕ4 ln
ϕ2

v2
`
λ

2

`

v4 ´ ϕ4
˘

(5.5.1)

を用いる．このポテンシャルは図 5.8に示したように，ϕ2 “ v2で最小となるが，
原点付近では非常に平坦となる：

V 1 “ 4λϕ3 ln
ϕ2

v2
, V 2 “ 12λϕ2

ˆ

ln
ϕ2

v2
`

2

3

˙

(5.5.2)

したがって，原点付近では宇宙膨張率はほぼ一定となり

H »

c

λ

6

v2

mpl

, (5.5.3)

インフレーションが起きる．以下，v À mplの場合に限定し，ϕ ě 0とする．v " mpl

の場合は，後ほど述べるカオティックインフレーションと同様の結果になる．
ϵ, |η| ! 1となるのは ϕ ! vのときで，そのとき

ϵ » 32
m2

plϕ
6

v8

ˆ

ln
ϕ2

v2

˙2

, η » 24
m2

plϕ
2

v4

ˆ

ln
ϕ2

v2
`

2

3

˙

(5.5.4)

より，スローロル条件が満たされる領域は

ϕ À
v2

8mpl

ˇ

ˇlnpm2
pl{v

2q
ˇ

ˇ

1{2
. (5.5.5)

この条件下で，

ϵ

|η|
»

4ϕ4

3v4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ln
ϕ2

v2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

! 1, (5.5.6a)

|η| À
3
␣

x ´ lnp8x1{2q
(

8x
À 1 px :“ lnpm2

pl{v
2q ą ln 4q. (5.5.6b)
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インフレーション指数膨張数は

Npϕq “
v2

8m2
pl

ż ϕ

ϕf

v2dϕ

ϕ3 lnpϕ2{v2q
»

v2

16m2
pl

v2{ϕ2

lnpv2{ϕ2q
. (5.5.7)

後ほど述べるように，インフラトンはハッブルホライズンスケールで常にH程
度の量子ゆらぎを伴っている．したがって，インフレーションが起きるためには，
ϕの初期値はH以上となる必要がある．この条件 (H À ϕ)は，Hで表すと

H

mpl

À
v2

4m2
pl

„

N ln

ˆ

16m2
pl

v2
N

˙ȷ´1{2

, (5.5.8)

λで表すと，

λ À
3

2

„

N ln

ˆ

16m2
pl

v2
N

˙ȷ´1

. (5.5.9)

となる．例えば，v “ 0.01mpl(« 1016GeV), N “ 65に対して，

H

mpl

À 7.7 ˆ 10´7, λ À 1.4 ˆ 10´3 (5.5.10)

となるので，GUTスケールでのインフラトンが十分なインフレーションを起こす
ためには，自己相互作用が原点 ϕ “ 0近傍で弱い必要がある．現実のGUTモデル
では，量子補正のためこの条件を満たすことは難しい．これが契機となり，大統
一理論より大きなエネルギースケールでのインフレーションモデル（始原的イン
フレーション）が主流となった．
生成されるゆらぎの振幅やスペクトル指数に対する観測情報を考慮すると，こ

れより強い制限が得られる．まず，スローロルパラメータをインフラトン場の値
ϕの代わりに指数膨張数N の関数として表すと，

v2

ϕ2
» 16N

m2
pl

v2
ln

ˆ

v2

ϕ2

˙

« x lnx; x “ 16N
m2

pl

v2
(5.5.11)

より，

ϵ «
1

128N3 lnx

˜

v2

m2
pl

¸2

, η « ´
3

2N

lnx ´ 2{3

lnx
« ´

3

2N
(5.5.12)

となる．これより，N “ No « 60に対して

H

mpl

»
a

8π2ϵPζ « 10´5 v
2

m2
pl

3.4

lnp31mpl{vq
, (5.5.13a)

λ “ 6

ˆ

H

mpl

˙2ˆm2
pl

v2

˙2

« 6 ˆ 10´10

ˆ

3.4

lnp31mpl{vq

˙2

(5.5.13b)
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図 5.9: 指数関数型ポテンシャル．

すなわち，インフレトンの自己相互作用が非常に弱い必要がある．もし，インフ
ラトンが大統一理論に現れるヒグス場の場合，ゲージ相互作用による量子補正の
ため λは少なくてもOpg4q « 10´4程度となる．したがって，新インフレーション
型モデルでのインフラトンがゲージ相互作用をしない場でなければならない．
一方，スペクトル指数はほぼ他のパラメータに依存せず，観測と整合的な値を

予言する：
ns “ 1 ` 2η ´ 6ϵ « 0.95 (5.5.14)

また，テンソル-スカラ比は

r » 16ϵ À 8 ˆ 10´8

˜

v2

m2
pl

¸2

(5.5.15)

と非常に小さな値となり，このモデルでは原始重力波の検出は困難である．

5.5.2 べき型インフレーションモデル

指数関数型のポテンシャル

V “ m4
ple

´2αϕ{mpl (5.5.16)

を考える．このポテンシャルに対して，ϵと ηは

ϵ “ 2α2, η “ 4α2 (5.5.17)

と定数となるので，スローロル条件は

α ! 1{2. (5.5.18)

この条件が成り立つとき，スローロル方程式は厳密に解け，

eαϕ{mpl “
2

?
3
α2mplt, (5.5.19a)

a “ a˚ exp
ϕ

2αmpl

“ a˚

ˆ

2
?
3
α2mplt

˙1{p2α2q

, (5.5.19b)

H »
mpl
?
3
e´αϕ{mpl «

1

2α2t
. (5.5.19c)
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図 5.10: カオティックインフレーション型ポテンシャル．

したがって，新インフレーションモデルと異なり，このポテンシャルではインフ
レーション時に宇宙膨張率が大きく時間変化する．また，スケール因子は時間の
べき関数となる．このため，このインフレーションモデルはべき型インフレーショ
ンモデルと呼ばれる．ϕが∆ϕ変化する間の指数膨張数は

N “
∆ϕ

2αmpl

(5.5.20)

となるので，いくらでも大きなインフレーション率が可能である．
もちろん，この単純なポテンシャルでは，ϕは無限に贈大してしまい，インフ

レーションは終了しない．しかし，2つの指数関数の組み合わせ，例えば

V “ 4m4
ple

´2αϕ0{mpl sinh2 αpϕ ´ ϕ0q{mpl (5.5.21)

を用いれば，|ϕ|が大きい領域ではべき型インフレーションが起き，極小点 ϕ “ ϕ0

の近傍に近づくと振動的に再加熱が起きる．この状況は次に述べるカオティックイ
ンフレーションモデルと同様である．
べき型インフレーションの可能性は現在では観測によりほぼ排除されつつある．

これは，一般公式 (5.3.34)と (5.3.53)より，今の場合

ns ´ 1 « ´4α2, r « 32α2 (5.5.22)

より
r “ 8p1 ´ nsq (5.5.23)

が成り立つためである．1 ´ ns « 0.04とすると，r « 0.32となり，(5.6)より 95%

の信頼度で観測上限より大きい．
スペクトル指数と振幅への制限の両者を要請すると，再加熱温度に対して，

T À 1014GeV (5.5.24)

という制限が得られる．これは，大統一理論の特徴的な温度（エネルギースケー
ル）より 2桁低い温度である．

5.5.3 カオティックインフレーションモデル

単純なべき関数型のポテンシャル

V “ µ2m2
pl p|ϕ|{mplq

n
pn ą 0q (5.5.25)
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を考える．ここで，nは正の定数で，n “ 2の時は調和振動子型のポテンシャルと
なる．また，n ď 1ならポテンシャルが原点で微分可能でなくなるが，このような
場合は原点付近は別のなめらかな関数で置き換えるものとする．
このポテンシャルに対して

ϵ “
n2

2

ˆ

mpl

|ϕ|

˙2

, η “ npn ´ 1q

ˆ

mpl

|ϕ|

˙2

. (5.5.26)

となるので，遅変化条件は

|ϕ| "
1

n
mpl (5.5.27)

となる．すなわち，|ϕ|がプランクスケールより大きい領域でインフレーションが
起きる．この領域での遅変化近似解は,

ϕ “

$

’

&

’

%

ϕi

„

1 ´
np4´nq

2
?
3
µt

´

mpl

|ϕi|

¯2´n{2
ȷ2{p4´nq

n ‰ 4

ϕie
´4µt{

?
3 n “ 4

, (5.5.28a)

a “ a˚

ˆ

mpl

|ϕ|

˙1{n

, (5.5.28b)

H »
µ

?
3

ˆ

|ϕ|

mpl

˙n{2

. (5.5.28c)

また，指数膨張数は

N “
ϕ2
i ´ ϕ2

2nm2
pl

(5.5.29)

となる．例えば，n “ 2のとき，|ϕi| ą 16mplなら平坦性，一様性の観測と整合的
なインフレーションモデルとなる．
いま，宇宙誕生時にインフラトンのエネルギー密度がプランクエネルギー密度

Epl{L
3
pl程度のランダムな値を取るとすると，一般的な ϕiは

|ϕi| „

ˆ

mpl

µ

˙2{n

mpl (5.5.30)

程度となる．したがって，例えば n “ 2のとき µ À mpl{20なら，ランダム（カオ
ティック）な初期条件から出発しても，多くの領域で望ましい長さのインフレー
ションが実現する．このため，このタイプのモデルはカオティックインフレーショ
ンモデルと呼ばれる．
以上では最初からスローロル条件が満たされる状況を考えたが，|ϕ| " mplから

出発すると一般的に，初期条件によらずすぐにスローロル条件を満たす軌道に近
づく．すなわち，図 5.11に示したように，インフラトンの相空間 pϕ, 9ϕqにおいて，
スローロル条件を満たす軌道はァトラクター軌道となっている．このことは次の
解析から理解できる．簡単のために，ポテンシャルが ϕの 2次関数になっている
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-
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.

図 5.11: カオティックインフレーションのインフラトンの時間発展．n “ 2, µ “

0.02mplの場合，横軸は ϕ{mpl, 縦軸は 9ϕ{m2
pl.

場合を考える．このとき，インフラトンの方程式は (5.2.29)で与えらえる．H の
変化が緩やかであるとして，Hを定数で近似すると，この方程式の基本解は eλtの
形をもち，λは

λ2 ` 3Hλ ` m2 “ 0 ñ λ “
´3H ˘

?
9H2 ´ 4m2

2
(5.5.31)

で与えられる．したがって，H{m ě 1{p2
?
3ϵq " 1のとき，λの 2つの値は

λ » ´
m2

3H
, ´3H (5.5.32)

と近似され，3H " m2{p3Hqなので，一般解は急速に λ » ´2m2{p3Hqの解に漸近
する：

ϕ » C1e
´m2

3H
t ` C2e

´3Ht Ñ C1e
´m2

3H
t (5.5.33)

この解は，スローロル解 3H 9ϕ “ ´m2ϕと一致する．
カオティックインフレーションモデルの非常におもしろい点は，インフラトン

場の大きさが |ϕ| À mplとなると，スローロル条件が破れ，その結果インフラトン
がポテンシャルの最小点近傍で振動を始めることである（図 5.11の原点付近の振
る舞い参照）．実際，この状況は上で用いた単純化されたモデルでm " Hの状況
を考えることに当たり，5.2.3節で見たように，インフラトンは減衰振動を始める．
インフラトンと通常の物質との相互作用があると，この振動のエネルギーが通常
物質（輻射）に転化し，宇宙の再加熱が起きる．
このように，インフレーションの終了は常に |ϕ| „ mplとなるので，最大観測領

域に対応する ϕの値 ϕiは，(5.5.29)より，ほぼモデルパラメータ nとNoのみで決
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まる：
ϕ2
i

m2
pl

“ 2nM. (5.5.34)

この結果，スカラゆらぎのスペクトル指数およびテンソル－スカラ比 rの値もnと
Noで決まり，

ns “ 1 ´
n ` 2

2No

» 0.967 ´
n ´ 2

120
, (5.5.35a)

r “
4n

No

»
n

15
(5.5.35b)

で与えられる．したがって，比較的広い範囲のべき指数nに対して，自然に，観測
と整合的な nsの値を与える．また，rの値が大きくなるのもこのモデルの特色で
ある．これは，Lyth上限 (5.3.55)からわかるように，カオティックモデルが大変動
場モデルとなっていることに起因する．特に，n “ 4のモデルは，すでにWMAP

による上限値を超えた rの値を予言するので，95%の信頼度で観測により棄却さ
れる．
カオティックインフレーションモデルの

5.5.4 *DBIインフレーションモデル

5.5.5 fpRqモデル

References

• De Felice A, Tsujikawa S: Living Review 13:3 (2010) ”fpRq theories”

スカラ・テンソル形式 (Jordan frame) 作用積分

S “ SG ` SM ; (5.5.36)

SG “

ż

d4x
?

´g

ˆ

1

2κ2
fpRq

˙

(5.5.37)

において，重力部分は

SG “
1

2κ2

ż

d4x
?

´g rχpR ´ Xq ` fpXqs (5.5.38)

と同等．Xを消去すると，

SG “

ż

d4x
?

´g
´ χ

2κ2
R ´ Upχq

¯

, (5.5.39)

χ “ F pXq ô f 1pXq, (5.5.40)

2κ2Upχq “ χX ´ fpXq. (5.5.41)
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場の方程式は，

lχ ´
2κ2

3
p2U ` χU 1q “

κ2

3
TM, (5.5.42a)

R “ 2κ2U 1pχq, (5.5.42b)

χGµν ´ ∇µ∇νχ ` plχ ´ κ2Uqgµν “ κ2TM
µν . (5.5.42c)

ここで，TM
µνは物質の EMテンソル，TM “ TM

µ
µ.

空間的に一様な場合，方程式系は

:χ ` 3H 9χ ´
2κ2

3
p2U ` χU 1q “

κ2

3
τM, (5.5.43a)

9H ` 2H2 “
κ2

3
U 1, (5.5.43b)

χH2 ´ 3H 9χ ´
κ2

3
p3U ` 2χU 1q “ ´κ2ρM. (5.5.43c)

スカラ・テンソル形式 (Einstein frame) Weyl変換

ĝµν “ ϕgµν (5.5.44)

により計量 ĝに移り，
χ “ eγϕ, γ “

a

2{3{κ (5.5.45)

とおくと，作用積分は

S “

ż

d4x
a

´ĝ

„

1

2

ˆ

1

κ2
R̂ ´ p∇̂ϕq2 ´ V pϕq

˙

` e´γϕLMpΦ, e´γϕĝq

ȷ

,(5.5.46)

V pϕq “ χ´2Upχq. (5.5.47)

空間的に一様な宇宙モデルに対しては

Ĥ2 “
κ2

6

´

9ϕ2 ` 2V
¯

` eγϕρM, (5.5.48)

:ϕ ` 3Ĥ 9ϕ ` V 1pϕq “
1

2γ
e´2γϕTM. (5.5.49)

Starobinskyモデル 以下，κ “ 1とおく．
f を

fpRq “ R ` cR2 (5.5.50)

と取ると，
χ “ 1 ` 2cR. (5.5.51)

Jordan frameでのポテンシャルは

2Upχq “ cX2 “
pχ ´ 1q2

4c
. (5.5.52)
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Einstein frameでのポテンシャルは

2V pϕq “
1

2c

`

1 ´ e´γϕ
˘2
. (5.5.53)

slow roll parametersは

ϵ “
4

3peγϕ ´ 1q2
, (5.5.54a)

η “ ´
4

3

eγϕ ´ 2

peγϕ ´ 1q2
. (5.5.54b)

これより，インフレションが終了する ϕの値は exppγϕeq « 2. よって，e-folding数
Npϕqは

N “

ż ϕ

ϕe

dϕ
?
2ϵ

“
3

4

`

eγϕ ´ eγϕe
˘

´ ϕ ` ϕe

«
3

4
peγϕ ´ 2q «

3

4
eγϕ. (5.5.55)

よって，

ϵ »
3

4N2
» 2 ˆ 10´4

ˆ

60

N

˙2

, (5.5.56a)

η » ´
1

N
» ´1.7 ˆ 10´2

ˆ

60

N

˙

. (5.5.56b)

スカラゆらぎの振幅より

Pζ »
H2

8π2ϵ
» 2.5 ¨ 10´9 (5.5.57)

より，

H » 6.4 ˆ 10´6mpl

ˆ

60

N

˙

(5.5.58)

よって，

H2 »
1

12c
p1 ´ e´γϕq2 ñ c » 2 ˆ 109m´2

pl pN{60q2 (5.5.59)

スペクトル指数は
1 ´ ns “ 6ϵ ´ 2η » 0.035. (5.5.60)

テンソル・スカラ比は

r “ 16ϵ » 3.2 ˆ 10´3

ˆ

60

N

˙2

. (5.5.61)

5.5.6 *G-インフレーションモデル
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- -
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φ /φ

ψ/v

図 5.12: ハイブリッドインフレーションモデルのポテンシャル

§5.6
ハイブリッドインフレーション

これまでに紹介したモデルはすべてインフラトンが 1成分スカラ場の場合であ
るが，超弦理論・Ｍ理論から導かれるモデルではインフラトンが多成分のスカラ
場で与えられるものも多い．これらの多成分インフラトンモデルについての一般
論はないが，その中でハイブリッドインフレーションモデルと呼ばれる多成分イ
ンフラトンモデルは 1994年に A. Lindeにより基本的なアイデアが提案されて以
降 [45]，多くの研究がなされている．このモデルは一時，曲率ゆらぎについて青い
スペクトル（ns Á 1）を予言するので観測と矛盾すると言われていたが，最近の
研究では，観測と整合的な赤いスペクトルを与えるモデルパラメーター領域が存
在することが示されている [18, ?])．
ハイブリッドインフレーションモデルのポテンシャルは，平坦な方向に対応す

る成分 ϕと一般にはポテンシャルが大きく変化する方向に対応する成分 ψの 2つ
の成分をもつ．ここで，ψは 1成分である必要はないが，以下では 1成分の場合を
考える．例えば，ポテンシャル

V “ Λ4

«

ˆ

1 ´
ψ2

v2

˙2

`
ϕ2

µ2
`
ϕ2ψ2

M4

ff

(5.6.1)

を考える．このポテンシャルは直線ψ “ 0上でΛ4p1 ` ϕ2{µ2qと振る舞い，極小点
pϕ, ψq “ p0, 0qでの値はゼロと異なる．図 5.12に示したように，この点は実は按点
で，ポテンシャル全体の最小点はこの直線の両側 pϕ, ψq “ p0,˘vqにあり，

ϕc :“

?
2M2

v
(5.6.2)
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図 5.13: ハイブリッドインフレーションモデルでのインフラトンの振る舞い．右
図は，左図の ψ « 0近傍を拡大するため，ψ{vを対数目盛で表したもの．

として，|ϕ| ă ϕcでは直線 ψ “ 0が尾根となっている．一方，|ϕ| ą ϕcではこの直
線はポテンシャルの谷底となっている．
ハイブリッドインフレーションモデルでは，最初スカラ場は |ϕ| " ϕcの領域か

ら出発すると考える．このとき，スカラ場は初期速度によらず短時間でスローロ
ル軌道

9ϕ “ ´
Vϕ
3H

, 9ψ “ ´
Vψ
3H

(5.6.3)

に沿って運動するようになる．この軌道を図 5.13に示す．この図から分かるよう
に，大まかには場はすぐにψ “ 0直線に沿って運動するようになり，|ϕ| ă ϕcで急
に ψが増大を始め，全体の極小点に向かって運動する．この様子から ψはしばし
ば滝場 (waterfall field)と呼ばれる．ただし，詳しく見ると滝場が増大を始めると
きの ϕの値は初期位置に依存している．この状況は ψ “ 0近傍を拡大してみると
よく分かる（図 5.13の右図）．これらの軌道では，インフレーションの全指数膨
張数は 1000以上となっており，最小点に向かって滝場方向に運動を始めてからも
指数 60以上の膨張を起こす．
今考えているハイブリッドインフレーションモデルでは，スローロルパラメー

タ ϵ, ηは 2次元的になる：

ϵϕ “
2m2

pl

µ2
γ2p1 ` 2α2q2

ˆ

Λ4

V

˙2

, (5.6.4a)

ϵψ “
8m2

pl

v2
β2

ˆ

ϕ2

ϕ2
c

´ 1 ` β2

˙2ˆ
Λ4

V

˙2

, (5.6.4b)

目次へ



第 5章 *インフレーション宇宙モデル 136 目次へ

ηϕϕ “
2m2

pl

µ2
p1 ` 2α2q

Λ4

V
, (5.6.5a)

ηψϕ “
8ϕψm2

pl

ϕ2
cv

2

Λ4

V
, (5.6.5b)

ηψψ “
4m2

pl

v2

ˆ

ϕ2

ϕ2
c

´ 1 ` 3β2

˙

Λ4

V
. (5.6.5c)

ここで，

α :“
µψ

?
2M2

“
µψ

vϕc
, β :“

ψ

v
, γ :“

ϕ

µ
(5.6.6)

インフラトンが最初，ポテンシャルの谷領域から始まるとして，まず，ψ « 0に
沿った軌道上でのインフレーションについて見てみよう．この場合，ϕをインフラ
トンとする 1成分スカラ場モデルでよく近似でき，スローロルパラメータは

ϵ « ϵϕ «
2m2

pl

µ2

γ2

p1 ` γ2q2
, (5.6.7a)

η « ηϕϕ «
2m2

pl

µ2

1

1 ` γ2
(5.6.7b)

で与えられる．これより，µ{mpl À 1のときは，スローロル条件が満たされるの
は |ϕ| " mplとなり，カオティックインフレーションが起きる．すなわち，インフ
レーションは |ϕ| „ mplとなると終了し，インフラトン場は 2次元的な運動をしな
がら再加熱が起きる．ただし，ϕc " mplの時には，ϕ方向のスローロルの途中で
|ϕ| “ ϕcとなり滝場方向への方向転換する．
これに対し，µ{mpl " 1の時は，スローロル条件は ϕの値に依らず成り立ち，

ψ “ 0軌道上でのインフレーションは常に |ϕ| ă ϕcとなることにより終了する．こ
の場合，インフレションの時点 t “ toから |ϕ| “ ϕcとなるまでの指数膨張数 p∆Nq0

と t “ toでの曲率ゆらぎのスペクトル指数 nsは

p∆Nq0 «
µ2

4m2
pl

∆
`

γ2 ` ln γ2
˘

, (5.6.8a)

ns ´ 1 «
4m2

pl

µ2

1 ´ 2γ2

p1 ` γ2q2
(5.6.8b)

で与えられる．したがって，滝場方向に運動を始めてからインフレーションが起
きないとすると，観測と整合的な赤いスペクトル (ns ă 1)が得られるためには，
2γptoq

2 ą 1が必要となる．これは，µ " mplより，ϕptoq " mplを意味するので，
カオティックインフレーションが起きることを要求する．言い換えれば，スモール
フィールドインフレーションとなる場合には，スカラゆらぎは良い精度で ns “ 1

に近い青いスペクトルをもち，テンソル・スカラ比も非常に小さくなる：

ns ´ 1 »
4m2

pl

µ2
, r » 2pns ´ 1q2

ˆ

ϕc
mpl

˙2

. (5.6.9)
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図 5.14: 滝場インフレーションが起きる場合の ns

以上では，観測領域に対応するインフレーションが ψ « 0直線上で起きるとし
たが，この場合，ゆらぎ観測と整合的でも別の困難が生じる．それは，再加熱後
の終状態に対応するポテンシャルの最小点が 2つ以上あり，滝場のゆらぎのため，
場所によって異なる最小点に移行することである．この場合，滝場が 1成分で最
小点が離散的なら最小点が異なる領域の境界にエネルギーの集中した壁（ドメイ
ンウォール）が，また滝場が 2成分で極小点がリング状ならひもが生じる．これ
ら位相的励起と呼ばれる場の配位は大きなエネルギーをもち，宇宙膨張による平
均エネルギー密度の減少が 1{aないし 1{a2と緩やかなので，現在まで残ると通常
の物質よりエネルギー密度が遙かに大きくなり，現在の宇宙を再現しない．この
困難が起きないためには，相互作用により十分急速な消滅が起きなければならな
いが，高いエネルギースケールでインフレーションが起きるモデルでは十分な消
滅は難しい．
この問題は，インフレーションが滝場方向に運動を始めてから十分起きるとす

ると解消される．この場合，インフレーション率やゆらぎの解析は複雑になるが，
観測と整合的な赤いスペクトルをもつゆらぎが生み出されるパラメーター領域が
存在することが示される（図 5.14）．ただし，生成される重力波は小さく，テンソ
ル・スカラ比 rは 10´14以下となる [39]．
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図 5.15: pns, rq についての様々な観測の予言．[Alabidi R, Lyth DH

(2006)JCAP0605:016]

§5.7
*Curvatonモデル
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§5.8
Gyroインフレーションモデル

5.8.1 Chromo-Natural Influm

重力＋ SUp2qゲージ場＋アクシオンの系を考える．

作用積分

S “

ż

R

2κ2
˚1 ´

1

2
˚dϕ ^ dϕ ´ V pϕq ˚1 ´

1

2
Trp ˚F ^ F q ´

λ

fa
ϕTrpF ^ F q. (5.8.1)

Ansatz

時空計量 ： ds2 “ ´dt2 ` aptq2dx2, (5.8.2)

ゲージ場 : Aa “ aptqψptqdxa (5.8.3)

これよりフラックスは

F a “ dAa `
g

2
ϵabcAb ^ Ac

“ paψq
.dt ^ dxa `

g

2
paψq2ϵabcdx

b ^ dxc, (5.8.4)

F a ^ Fa “ 3gpaψq2paψq
.d4x, (5.8.5)

F a ¨ Fa “ ´3p 9ψ ` Hψq2 ` 3g2ψ4. (5.8.6)

簡約Lagrangian

L “ a3
”

´
3

κ2

ˆ

9a

a

˙2

`
1

2
9ϕ2 ´ V pϕq

`
3

2
p 9ψ ` Hψq2 ´

3

2
g2ψ4 ´ 3λg

ϕ

fa
ψ2p 9ψ ` Hψq

ı

(5.8.7)

運動方程式
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• 宇宙膨張の方程式

H2 “
1

3m2
pl

pρϕ ` ρψq; (5.8.8)

ρϕ “
1

2
9ϕ2 ` V pϕq, (5.8.9)

ρψ “
3

2
p 9ψ ` Hψq2 `

3

2
g2ψ4, (5.8.10)

9H “ ´
1

m2
pl

"

p 9ψ ` Hψq2 ` g2ψ4 `
1

2
9ϕ2

*

. (5.8.11)

• 場の方程式

:ϕ ` 3H 9ϕ ` V 1pϕq “ ´
3λg

fa
ψ2p 9ψ ` Hψq, (5.8.12a)

:ψ ` 3H 9ψ ` 2g2ψ3 ` p2H2 ` 9Hqψ “
λg

fa
ψ2 9ϕ. (5.8.12b)

いま，
ψc “ aψ (5.8.13)

とおくと，

:ψc ` H 9ψc `
2g2

a2
ψ3
c “

λg

a

9ϕ

fa
ψ2
c . (5.8.14)

5.8.2 CS項がない場合 (λ “ 0)

ψcの方程式 (5.8.14)より，H∆t " 1で

ψc « ψc˚ ` Ec˚

ż t

8

dt

a

“ ψc˚ ´
Ec˚
H

e´Ht ` O
`

g2e´2Ht
˘

. (5.8.15)

よって．

ψ “
ψc
a

«
ψc˚
a
, (5.8.16a)

E “ 9ψ ` Hψ “
1

a
9ψc «

Ec˚
a2

, (5.8.16b)

ρψ «
3

2

E2
c˚ ` g2ψ4

c˚

a4
. (5.8.16c)

したがって，フラックスの寄与は，通常の輻射と同じ振る舞いをし，すぐに無視
できるようになる．
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一方，アクシオン場 ϕは閉じた標準の方程式

:ϕ ` 3H 9ϕ ` V 1pϕq “ 0, (5.8.17)

V “ µ4

ˆ

1 ` cos
ϕ

fa

˙

. (5.8.18)

に従うので，通常の公式が適用できる．slow rollパラメータは

ϵ :“
m2

plpV
1q2

2V 2
« ´

9H

H2
“

9ϕ2

2m2
plH

2

«
m2

pl

2f 2
a

tan2

ˆ

ϕ

2fa

˙

, (5.8.19a)

η :“
m2

plV
2

V

« ´
m2

pl

2f 2
a

ˆ

1 ´ tan2

ˆ

ϕ

2fa

˙˙

. (5.8.19b)

これより，λ “ 0の場合，インフレーションが起きるには

fa " mpl (5.8.20)

が要求される．

5.8.3 CS Influm

仮定

σ “
gλψ2

faH
" 1, λ2ψ2 " f 2

a (5.8.21)

Slow roll 方程式 9ϕを消去すると、

H 9ψ « ´H2ψ ´
V 1pϕq

3σ
“ ´V 1

effpψq (5.8.22)

ここで、axion potential

V “ µ4

ˆ

1 ` cos
ϕ

fa

˙

(5.8.23)

に対し

Veffpψq “
H2

2
ψ2 `

µ4 sinpϕ{faq

2gλ

H

ψ
(5.8.24)

これより、ψの有効質量はmψ « 3Hとなるので、ψは速やかに (∆tH „ 1)で Veff
の極小点に緩和する：

ψ «

„

µ4

3gλH
sin

ˆ

ϕ

fa

˙ȷ1{3

. (5.8.25)

これを ϕの方程式に代入して、

H 9ϕ «
2

σ

`

H2ψ ` g2ψ3
˘

(5.8.26)
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Inflation rate

N “

ż

Hdt “

ż

H

9ϕ
dϕ «

ż

H2σdϕ

2pH2ψ ` g2ψ3q
(5.8.27)

“
1

4
λ

ż xe

xs

dx
2k sin1{3 x cos4{3px{2q

cos8{3px{2q ` k2 sin2{3 x
À 0.37λ, (5.8.28)

ここで、

k “
1

2

ˆ

6g2m4
pl

µ4λ

˙1{3

(5.8.29)

Inflation condition

σ3 “
1

9λ2
X4Y 3 sin2 ϕ

fa
Á 1, (5.8.30a)

ϵ1
ψ “

3ρψ
ρϕ

«
3σ

2X2Y
`

2σ2

X2Y 2
! 1, (5.8.30b)

ϵϕ :“
3 9ϕ2

2V
«

λ

X2Y 2

Y

σ

´

1 `
σ

Y

¯2

! 1. (5.8.30c)

ここで、

X “
gµ2

H2
„
gm2

pl

µ2
, Y “

λH

gfa
„

λµ2

gfampl

. (5.8.31)

これより、

η “ ´
9H

H2
» ϵϕ ` ϵ1

ψ ! 1. (5.8.32)

5.8.4 数値解

変数を次の様に無次元化する：

x “
ϕ

fa
, y “

ψ

fa
, h “

H

H0

, τ “ H0t. (5.8.33)

ここで，

H2
0 “

V0
3m2

pl

“
2µ4

3m2
pl

. (5.8.34)
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図 5.16: Slow roll近似

これらを用いると運動方程式は，

:x ` 3h 9x ´
2

3f̃ 2
a

sinx “ ´3λ̃y2p 9y ` hyq, (5.8.35a)

:y ` 3h 9y `

´

2h2 ` 9h ` 2g̃2y2
¯

y “ λ̃y2 9x, (5.8.35b)

9h “ ´f̃ 2
a

"

E2 ` g̃2y4 `
1

2
9x2
*

, (5.8.35c)

h2 “ cos2px{2q ` f̃ 2
a

"

1

6
9x2 `

1

2
E2 `

g̃2

2
y4
*

, (5.8.35d)

9h ` 2h2 “ 1 ` cospxq ´
1

6
f̃ 2
a 9x2, (5.8.35e)

E “ 9y ` hy. (5.8.35f)

ここで，

f̃a “
fa
mpl

, g̃ “
gfa
H0

, λ̃ “ g̃λ. (5.8.36)

例えば，

µ “ 3.16 ˆ 10´4mpl, fa “ 0.01mpl, g “ 2 ˆ 10´6, λ “ 200

ñ f̃a “ 0.01, g̃ “ 0.24, λ̃ “ 50. (5.8.37)

に対して，slow roll近似ではN “ 100程度のインフレーションが起きる．Slow roll

近似も ϕ “ 0近傍および ϕ “ π近傍を除いてよく成り立つ．
初期値が ψ “ ψminpϕq曲線からずれた場合，最初軌道はこの曲線からずれるが，

ある程度時間がたつとこの曲線に乗るようになる．明らかに，この曲線は attractor

となっている．ただし，ψの初期値が曲線より下で、速度が slow roll近似からず
れると，この曲線に到達するのにかなり時間がかかる．
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図 5.17: ϕ ´ ψ面での軌道

図 5.18: E-flux
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図 5.19: ψ “ ψminpϕqより大きい ψ0を初期値とする場合のフルの数値解と Slow

roll解の比較 (phi0{pπfaq “ 0.01, ψ0{fa “ 2). 上左は Slow roll近似と同じ初期速
度，右は 9ϕ0 “ 9ψ “ 0とおいた場合．下は，slow rollスタートでの長時間での振る
舞い
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図 5.20: ψ “ ψminpϕqより小さい ψ0を初期値とする場合のフルの数値解と Slow

roll解の比較 (phi0{pπfaq “ 0.01, ψ0{fa “ 1). 上左は Slow roll近似と同じ初期速度，
右は 9ϕ0 “ 9ψ “ 0とおいた場合．下は，staticスタートでの長時間での振る舞い

目次へ



第 5章 *インフレーション宇宙モデル 147 目次へ

5.8.5 一般論

Single axion model

場の系Φ “ pϕ,Xq(X “ pXmq)が次の Lagrangianをもつとする：

L “ L0 ` LCS; (5.8.38)

L0 “ a3

«

´3m2
pl

ˆ

9a

a

˙2

`
1

2
p 9ϕq2 `

1

2
p 9Xq2 ´ V pΦq

ff

, (5.8.39)

LCS “ λa3 9ϕUpXq. (5.8.40)

運動方程式は

:ϕ ` 3H 9ϕ ` λα ¨ 9X “ Fϕ, (5.8.41a)

:X ` 3H 9X ´ λα 9ϕ “ FX . (5.8.41b)

ここで、

α “ dUpXq, (5.8.42a)

Fϕ “ ´BϕV ´ 3HλUpXq, (5.8.42b)

FX “ ´BXV. (5.8.42c)

Slow roll近似では

3H 9ϕ ` λα ¨ 9X “ Fϕ, (5.8.43a)

3H 9X ´ λα 9ϕ “ FX{ (5.8.43b)

これらより， 9ϕを消去すると，
ˆ

3H `
λ2α2

3H
Pα

˙

9X “ FX `
λ

3H
αFϕ. (5.8.44)

ここで，
Pα “ pα ¨ αq´1α˝

Tα (5.8.45)

この方程式を 9Xについて解くと，

9X “
1

3H
p1 ´ PαqFX `

1

9H2 ` λ2α2
pλαFϕ ` 3HPαFXq (5.8.46)

これより，αに垂直な方向のX の有効質量は元の質量mX，α方向の有効質量は
3Hとなる．したがって，mX Á Hなら，Xは急速に 9Xの位置に緩和する：

p1 ´ PαqFX “ 0, Fϕ « 0. (5.8.47)
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これにより，Xが ϕの関数X “ Xpϕqとして定まる．すなわち，Φ空間での軌道
が定まる．ここで，Fϕ “ 0が BϕV “ 0を意味しない点が重要である．
最後に， 9ϕの式は

9ϕ » ´
λ

3H
α ¨ 9X `

1

3H
Fϕ

»
3H

9H2 ` λ2α2
Fϕ ´

λ

9H2 ` λ2α2
α ¨ FX

«
1

λα2
α ¨ BXV (5.8.48)

したがって，インフラトン ϕの振る舞いはほとんど V pϕqと無関係となる！

Multiple axion model

場の系 Φ “ pϕ,Xq(ϕ “ pϕiq, X “ pXmq, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n,m “ 1, ¨ ¨ ¨ , p)が次の
Lagrangianをもつとする：

L “ L0 ` LCS; (5.8.49)

L0 “ a3

«

´3m2
pl

ˆ

9a

a

˙2

`
1

2
p 9ϕ ` Hkϕq2 `

1

2
p 9X ` HlXq2 ´ V pΦq

ff

,(5.8.50)

LCS “ λa3
ÿ

i

p 9ϕ ` HkϕqiUipΦq. (5.8.51)

運動方程式は

:ϕ ` 3H 9ϕ ´ λW 9ϕ ` λA 9X “ Fϕ, (5.8.52a)

:X ` 3H 9X ´ λ TA 9ϕ “ FX . (5.8.52b)

ここで、

Wij “ BϕiUj ´ BϕjUi, (5.8.53a)

A “ BXU “ pBU i{BXmq, (5.8.53b)

Fϕ “ ´BϕV ´ kp 9H ` 2H2qϕ ´ λHp3U ´ BϕŨq, (5.8.53c)

FX “ ´BXV ´ lp 9H ` 2H2qX ` λHBXŨ , (5.8.53d)

Ũ “
ÿ

i

kiϕiUi. (5.8.53e)

Slow roll近似で

p3H ´ λW q 9ϕ ` λA 9X “ Fϕ, (5.8.54a)

3H 9X ´ λ TA 9ϕ “ FX . (5.8.54b)
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最初の式より，

9ϕ “ ´
λ

3H
BA 9X `

1

3H
BFϕ, (5.8.55)

B “

ˆ

1 ´
λ

3H
W

˙´1

. (5.8.56)

これを 9Xの式に代入し， 9Xについて解くと

3H 9X “

ˆ

1 `
λ2

9H2
TABA

˙´1ˆ

FX `
λ

3H
TABFϕ

˙

“ p1 ´ PAqFX

`PA

ˆ

1 `
λ2

9H2
TABA

˙´1ˆ

PAFX `
λ

3H
TABFϕ

˙

(5.8.57)

ここで，PAは 9X の空間で Aimの張る線形部分空間への射影演算子で，適当な n

次の正方行列 pAを用いて
PA “ TApAA (5.8.58)

と表される．特に，

p1 ´ PAqBXU “ 0 ñ p1 ´ PAqBXŨ “ 0. (5.8.59)

一般に，

A

ˆ

1 `
λ2

9H2
TABA

˙´1
TA “ A TA

ˆ

1 `
λ2

9H2
BA TA

˙´1

“ A TA

ˆ

A TA `
9H2

λ2
B´1

˙´1
9H2

λ2
B´1 (5.8.60)

これより，λが大きい極限で，

PA

ˆ

1 `
λ2

9H2
TABA

˙´1ˆ

PAFX `
λ

3H
TABFϕ

˙

« 3H2 TApAp3U ´ BϕŨq (5.8.61)

よって，Xの有効質量は，p1 ´ PAqの方向でmX，PAの方向でOpHq.

X場が 9X “ 0に緩和するとすると，

p1 ´ PAqFX “ 0, PAFX `
λ

3H
TABFϕ “ 0. (5.8.62)

また， 9ϕの式は，

3H 9ϕ »

ˆ

1 ´
λ

3H
W `

λ2

3H2
A TA

˙´1ˆ

´
λ

3H
AFX ` Fϕ

˙

(5.8.63)
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よって，λ " 3Hのとき，

rankpA TAq “ n & BXŨ “ 0 ñ 3H 9ϕ « ´
3H

λ
pA TAq´1AFX . (5.8.64)

一方，BXŨ ‰ 0の時には，λ " 3Hで

9ϕ « ´HpA TAq´1ABXŨ (5.8.65)

となり，一般に slow rollインフレーションは実現されない．
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§5.9
*非等方インフレーションモデル
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§5.10
残された問題

インフレーションの役割は，現在我々の住む熱いビッグバン宇宙の起源と初期
条件を説明することにある．以上見てきたように，一様等方性・平坦性，宇宙ゆ
らぎの起源と特性，場の理論に基づく現象論的レベルでのインフレーションモデ
ルの構築などかなりの部分でこの課題は達成されている．しかし，いくつか重要
な課題も残されている．

5.10.1 バリオン数の起源とgravitino問題

ビッグバン宇宙の初期条件として重要な情報は宇宙再加熱温度 Trehである．こ
の温度に対する最低限の条件は，ビッグバン宇宙モデルの最大の成果である宇宙
初期元素合成のシナリオに影響を与えないといことで，これは

Treh " Tν „ 1MeV (5.10.1)

で与えられる．次に考慮すべき条件は，バリオン数の起源の説明できるという要
請来る．第 8章で紹介したように，現在，バリオン数（物質反物質非対称性）の起
源を説明する方法は４つある．これらは Trehに対しそれぞれ異なる下限を与える．

1) GUTによるバリオン数生成: 大統一理論におけるB ´ L非保存反応を用い
るもので，これが機能するためには宇宙再加熱温度がバリオン数を破る反応
を媒介する最も軽いボゾン（通常，重いヒッグス粒子）より高い必要がある．
これは次の制限を与える：

Treh Á mH,GUT „ 1012GeV (5.10.2)

2) レプトジェネシス：軽粒子数を保存しない反応によりまず重いニュートリノ
を作り，それから電弱相互作用の軸性量子異常によるB`Lの破れを用いて
バリオン数を作る方法である．このメカニズムが機能するための条件は少し
弱くなる [11]：

Treh ą 3 ˆ 109GeV (5.10.3)

3) 電弱相転移によるバリオン数生成：この方法では電弱相転移の際にバリオン
数生成が起きるので，Trehに対する制限は

Treh Á 100GeV (5.10.4)
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と弱くなる．ただし，相転移が一次相転移であることが必要なので，ヒッグ
ス粒子の質量に対する実験的制限を考慮すると２つの 2成分ヒッグスを含む
モデルでなくてはならず，また理論のパラメーターに対しても不自然な値が
要求される [32]．

4) Affleck-Dine機構：この方法はバリオン数生成が非熱的過程で起きるので，直
接の Trehに対する制限はない．ただし，一般にこの方法で直接生成されるバ
リオン数/光子数比は観測値よりずっと大きくなるので，エントロピー生成
により薄めないといけない．このため，シナリオは複雑になり予言にも大き
なモデル依存性が生じる．

これらの制限と反対に，宇宙の再加熱温度に対する上限を与える問題がある．そ
れは，グラヴィティーノ問題と呼ばれる超重力理論に特有の問題である．超重力
理論では，重力の超対称パートナーとしてスピン 3/2をもつフェルミ粒子である
グラヴィティーノが現れる．グラヴィティーノの質量m3{2や安定性はモデルによ
り異なるが，主要なモデルでは，不安定で 100GeV À m3{2 À 10TeVか，安定で
10keV À m3{2 À 10GeVとなっている．これらのグラヴィティーノは相互作用が
重力相互作用なので非常に弱く他の物質と熱化学平衡に達することはないが，イ
ンフレーション後の宇宙再加熱の際にわずかに熱化学反応により作られる2．グラ
ヴィティーノが安定な場合には現在までそのまま残りダークマターとなるが，質
量が大きいので再加熱温度に対し強い制限がつく．また，不安定な場合はより安
定なダークマター粒子に崩壊するが，相互作用が弱いためその寿命が長く，崩壊
は宇宙初期の元素合成以降に起きる．この際放出される高エネルギー粒子はヘリ
ウムを壊してしまう．このため，やはり生成量，したがって再加熱温度に対する
上限が得られる．具体的な上限値は次のようになる [35]:

i) 不安定で 100GeV À m3{2 À 10TeVの場合： Treh ă 106´8GeV.

ii) 安定で 10keV À m3{2 À 10GeVの場合： Treh ă 107pm3{2{1GeVqGeV

再加熱温度に対するこれらの上限は，バリオン数生成からの制限と両立が難し
い．超対称性が素粒子物理の様々な観点から支持されていることを考慮すると，こ
れはかなり深刻な問題である．

5.10.2 自然法則の統一理論に基づくインフレーションモデルの構築

インフレーションは十分平坦なポテンシャルをもつスカラ場があれば一般に起
きる現象で，現象レベルで観測を説明するインフラトンモデルを作ることは容易

2インフラトンの崩壊により直接グラヴィティーノが多く作られるモデルもある．このようなモ
デルでは Treh に対する下限が得られる [35]
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である．しかし，これは実際の宇宙でインフレーションが起きることを説明する
のと同等ではない．自然の基礎法則から出発して第 1原理からインフレーション
が起きることを示して初めて説明できたことになる．これは実は予想以上に困難
な課題なのである．
インフレーションがほぼ宇宙誕生直後に起きる超高エネルギーでの現象である

ため，その記述には重力を含むすべての相互作用の統一理論（究極理論）が必要
となる．そのような理論は完成していないが，その有力候補と見なされている理
論として，超弦理論がある．ただし，この理論は現時点では 10次元の理論として
構成されており，我々の 4次元宇宙を再現するには，余分な 6次元が見えなくなる
機構が必要となる．この 4次元化機構として様々なアイデアが提案されているが，
素粒子標準モデルを再現しかつ現実的な宇宙モデルを与える機構はまだ発見され
ていない．LHC加速器実験やPlanck衛星によるCMBゆらぎ観測，さらに将来の
CMB Bモードによる間接的な原始重力波観測，衛星レーザー干渉計による直接の
重力波観測などにより，インフレーションの背後にある究極理論とその 4次元化
機構についてヒントが得られることを期待する．
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6
*第1原理宇宙論

§6.1
標準モデル

ゲージセクター
フェルミ粒子セクター

Higgs セクター

Ｇ

Higgs 機構

（粒子の質量）

Yukawa 結合

（質量，CP の破れ）

ＳＳＢ

6.1.1 基本構造

ゲージセクター

• ゲージ群：UY p1q ˆ SUp2q ˆ SUp3q

• Gauge coupling:

g1
Y

2
B ` g2T

p2q

i Ai ` g3T
p3q
a Ga (6.1.1)
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• Symmetry Breaking: UY p1q ˆ SUp2q ñ Uemp1q

g1
Y

2
B ` g2T

p2q

3 A3 “ eQA `
g2

cos θW
RZ ñ eQA, (6.1.2)

Q “ T
p2q

3 `
Y

2
, R “ T

p2q

3 cos2 θW `
Y

2
sin2 θW . (6.1.3)

ここで，
˜

A

Z

¸

“ Rp´θW q

˜

B

A3

¸

, (6.1.4)

g1 “
e

cos θW
, g2 “

e

sin θW
. (6.1.5)

フェルミオンセクター

• 量子数と表現

p2, 1q´1 p1, 1q´2 p2, 3q1{3 p1, 3q4{3 p1, 3q´2{3

pνe, eqL eR pu, dqL uR dR
pνµ, µqL µR pc, sqL cR sR
pντ , τqL τR pt, bqL tR bR

Li Ri Qi U i Di

表現は UY p1q, SUp2qに関してカイラル（Uemp1q ˆ SUp3qに関してはアキ
ラル）．

スカラ（Higgs)セクター

• 量子数と表現: p2, 1q1

• ポテンシャル ñ 対称性の自発的破れ ñ Higgs機構

• Yukawa結合 ñ フェルミ粒子の質量,弱い相互作用でのCPの破れ，Cabibo
混合

h
plq
ij l̄

i
RH

:Lj ñ
ÿ

i

m
plq
i l̄

i
Rl
i
L (6.1.6a)

h
puq

ij Ū
i
RH

Tσ2Q
j ñ

ÿ

i

m
puq

i Ū i
RU

i
L (6.1.6b)

h
pdq

ij D̄
i
RH

:Qj ñ
ÿ

i,j

m
pdq

i D̄i
RC

i
jD

j
L (6.1.6c)
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CKM行列 自発的対称性の破れの後の湯川結合の部分を上記の様に標準化する
と，残るユニタリ変換の自由度は，Di

RおよびDi
Lの各場の Up1q変換．この自由

度 2Ng個のうち，一般的なユニタリ行列Ci
jを変化させない変換は，すべての場に

対する共通の Up1q変換．したがって，Ci
jの物理的な実数自由度は

N2
g ´ 2Ng ` 1 “ pNg ´ 1q2. (6.1.7)

これらのうち，Ng次の直交変換の自由度はNgpNg ´ 1q{2なので，

pNg ´ 1q2 ´
1

2
NgpNg ´ 1q “

1

2
pNg ´ 1qpNg ´ 2q (6.1.8)

個の複素位相の自由度が残る．Ng “ 3のときは，これは１となる．
Ng “ 3の時のKM行列の標準形は

CKM “

¨

˚

˝

c1 s1c3 s1s3
´s1c2 c1c2c3 ´ s2s3e

iδ c1c2s3 ` s2c3e
iδ

´s1s2 c1s2c3 ` c2s3e
iδ c1s2s3 ´ c2c3e

iδ

˛

‹

‚

(6.1.9)

ここで，cj “ cos θj, sj “ sin θj.

6.1.2 実験的制限

1. The precision electroweak scale data.

2. the 7-year WMAP constraint on dark matter relic density.

3. the experimental limits on the flavor changing neutral current (FCNC) pro-

cess b Ñ sγ.

4. the anomalous magnetic moment of the muon.

5. the process B0
s Ñ µ`µ´.

6. the LEP limit on the lightest CP-even Higgs boson mass.

7. proton lifetime.

6.1.3 問題点

素粒子物理

– ゲージセクターの不完全な統一

– クォーク電荷の分数性とそのパターン
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– 強い相互作用でのCP保存

– ニュートリノの質量とmixing

– 湯川相互作用の構造

質量項の構造

Cabibo mixing

弱い相互作用でのCPの破れ

– 世代多重性

宇宙物理

– バリオン非対称性の起源

– Dark matterの実体と起源

– Dark energyの実体と起源/宇宙項問題

– インフレーションの起源

– 重力が含まれない
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§6.2
ゲージセクターの統一

6.2.1 標準モデル ñ 大統一理論

• gauge-coupling unification

1

α3

“
1

6π
p4Ng ´ 33q ln

M

E
` const, (6.2.1a)

1

α2

“
1

6π

ˆ

4Ng ´
43

2

˙

ln
M

E
` const, (6.2.1b)

1

α1

“
1

6π

ˆ

4Ng `
3

10

˙

ln
M

E
` const. (6.2.1c)

ñ α1 « α2 « α3 at E « 1016GeV

• Hypercharge structure

SUp5q Ą Up1q ˆ SUp2q ˆ SUp3q

5˚ “ p1, 3˚q2{3 ` p2˚, 1q´1 : pdc, e´,´νqL

10 “ p1, 3˚q´4{3 ` p2, 3q1{3 ` p1, 1q2 :

¨

˚

˝

rucs ´u ´d

u 0 ´e`

d e` 0

˛

‹

‚

L

[Wilczek F:in Physics in the 21st Century, eds. K.Kikkawa et al.(1997, World

Scientific)]

• Neutrino mass

SOp10q Ą SUp5q

16 “ 5˚ ` 10 ` 1 ñ neutrino mass

• Baryon asymmetry

• Strong CP problem: |θ| ă 10´11

Peccei-Quinn symmetry ñ SSB at E Á 1012GeV ñ invisible axion

ma Á 10´6eV
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6.2.2 可能な大統一群G

• 基本的な要請

1) G Ą GSM “ SUp3q ˆ SUp2q ˆ Up1q. 特に，rankpGq ě 4.

2) Gは複素表現を許す．

（理由）標準モデルでの左巻きおよび右巻きフェルミオンのGSMに関
する表現をそれぞれ fL,fR とすると，基本場を左巻きとする表示で
は，F L “ fL ` f˚

R．よって，pfSML q˚ ­“ fSML , pfSMR q˚ ­“ fSMR より，
fSML{R Ă fL{Rに対して，fL fl fR ô F ˚

L fl F L．すなわち，F Lは
non-self-conjugate(complex).（一般に，fL fl fRかつ F ˚

L – F Lなら，
実表現 f 1

L{R
˚ “ f 1

L{Rを用いて，fL “ f 0 ` f 1
L,fR “ f 0 ` f 1

R．実際，
f0, f1を複素表現として，f0 ` f˚

1 “ f1 ` f˚
0 なら f0 Ă f1かつ f˚

1 Ă f˚
0

より f0 “ f1.）

• 要請 1), 2)より，可能な群は

SUp5q Ă SOp10q Ă E6,

SUp5q Ă SUp6q Ă SUp7q ¨ ¨ ¨ ,

SOp10q Ă SOp14q ¨ ¨ ¨ Ă SOp4n ` 2q Ă ¨ ¨ ¨ .

注：要請 1)を満たす他のランク４のコンパクト群は

F4 Ą SOp9q Ą GSM,

Spp4q Ą SUp2q ˆ Spp3q Ą GSM.

• En系列の表現

E4 “ SUp5q : 5˚ ` 10,

E5 “ SOp10q Ą SUp5q ˆ Up1q : 16 “ 1´5 ` 5˚
3 ` 10´1,

: 10 “ 52 ` 5˚
´2,

: 45 “ 10 ` 104 ` 10˚
´4 ` 240,

E6 Ą SOp10q ˆ Up1q : 27 “ 14 ` 10´2 ` 161,

: 78 “ 10 ` 450 ` 16´3 ` 16˚
3 ,

E8 Ą SUp3q ˆ E6 : 248 “ p8, 1q ` p1, 78q ` p3, 27q ` p3˚, 27˚q.
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G rank dim
fund.

rep

complex

irreps

SUpn ` 1q n npn ` 2q n ` 1 pa1 ¨ ¨ ¨ alq ‰ pal ¨ ¨ ¨ a1q

SOp2n ` 1q n np2n ` 1q 2n none

Sppnq n np2n ` 1q 2n none

SOp2nq n np2n ´ 1q 2n´1 n:odd

G2 2 14 7 none

F4 4 52 26 none

E6 6 78 27 pa1 ¨ ¨ ¨ a6q ‰ pa5a4a3a2a1a6q

E7 7 133 56 none

E8 8 248 248 none
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§6.3
超対称理論

6.3.1 Super-Poincare algebra

Coleman-Mandulaの定理 (1967)

仮定

1) S行列は４次元Minkowski時空上の局所的相対論的量子論に
基づく．

2) 同じ質量の１粒子状態をもつ粒子の種類は有限個．

3) 真空と１粒子状態の間にはエネルギーギャップがある．

のもとで，S行列の対称性を表す Lie代数は，Poincare Lie代数と
コンパクト Lie代数の直和となる．

Boson ⇔ Fermion :

δϵϕ “ irϵ ¨ Q, ϕs ñ Q : spinor

超対称代数

L “ L0 ` L1,

rL0,L0s Ă L0, rL0,L1s Ă L1, tL1,L1u Ă L0.
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Haag- Lopuszánski-Sohniusの定理 (1975)

Coleman-Mandulaの定理の仮定が満たされるとき，４次元理論のS-

行列の持ちうる超対称性は，超対称代数が正定値内積をもつHilbert

空間への表現をもち，かつ，任意の奇元Qのエルミート共役作用
素が再び代数に属するならば，奇元は必ずスピン 1{2の表現に属
し，次の交換関係で特徴付けられるPoincare SUSY代数で与え
られる：

L0 “ P ‘ S ‘ C , L1 “ xQL
α, Q

˚
9αMy;

rPm, Qαs “ 0, rB,Qαs “ SpBqQα pB P S q,
␣

QL
α, Q

˚
9αM

(

“ 2σα 9α
mPmδ

L
M ,

␣

QL
α, Q

M
β

(

“ ϵαβX
LM Ă C ,

SpBqLMX
MN “ SpBqNMX

ML pB P S q

N “ 1 case :

tQα, Q
:
βu “ 2PapΓ

aΓ0qαβ, rP a, Qαs “ 0

Positivity of energy
ÿ

α

xtQα, Q
:
αuy “ 8E

Boson-fermion cancellation :

Vacuum energy “ `
1

2

ÿ

p

ωp pbosonq, ´
1

2

ÿ

p

ωp pfermionq

(Massless) Supermultiplet

N “ 1 : p0, 1{2q p1{2, 1q p1, 3{2q p3{2, 2q

N “ 2 :
`

´1
2
, 02, 1

2

˘

´

0, 1
2

2
, 1
¯ ´

1, 3
2

2
, 2
¯

N “ 8 :
´

´2, ´3
2

8
, ´128, ´1

2

56
, 070, 1

2

56
, 128, 3

2

8
, 2

¯
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表 6.1: adS{dS実単純超代数
dS adS

D L G L G

4 osppn|1, 1;Hq so˚p2nq osppn ´ p, p|4;Rq sopn ´ p, pq

ospp4, 1|2n;Rq sppn,Rq ospp3, 2|2n;Rq sppn,Rq

5 slp2|n;Hq su˚p2nq sup2, 2|n ´ p, pq upn ´ p, pq

slp2|2;Hq sop5, 1q sup2, 2|4 ´ p, pq sup4 ´ p, pq

ospp5, 1|2n;Rq sppn,Rq ospp4, 2|2n,Rq sppn,Rq

QIIp3q 1 QIp3q 1

6 ospp6, 1|2n;Rq sppn,Rq ospp5, 2|2n;Rq sppn,Rq

FIVp4q sup2q FIIIp4q sup2q

7 ospp7, 1|2n;Rq sppn;Rq ospp6, 2|2n;Rq sppn,Rq

ospp4|n ´ p, p;Hq sppn ´ p, pq

L “ L0 ` L1; L0 “ sopD, 1q ‘ G or sopD ´ 1, 2q ‘ G

References: Parker M: JMP21, 689(1980); Fre P, Trigiante M, Van Proeyen A:

CQG19, 4167 (2002); Lukierski J, Nowicki A: PLB151, 382(1985); Pilch K, van

Nieuwenhuizen P, Sohnius F: CMP98,, 105(1985)

6.3.2 大統一理論 ñ SGUT

• Dark matter

有力な候補： neutralinos(γ̃, Z̃, ϕ̃0, g̃), axion

• hierarchy problem

Non-renormalisation Th. ñ small corrections on masses and Λ

• Λ problem

AdS超対称性代数が存在するので，超対称性がΛ “ 0を意味するわけではな
い．また，dS超対称代数は存在しないので，インフレーションや Λ ą 0は
超対称性の破れを要求する．しかし，真空の量子エネルギーを制御可能にす
るには，超対称性が必要．
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6.3.3 SGUT ñ 超重力統一理論

局所的な超対称性と一般共変性を同時に要求すれば，必然的に超重力理論となる．

超対称理論 ４次元Minkowski時空におけるN “ 1超対称性をもつ理論の物質セ
クターは，カイラル超組に対応するカイラル超場Φとベクトル超組に対応するベ
クトル超場 V により記述される．ここで，（スカラ型）超場は，超空間 pxm, θα, θ̄ 9αq

上の関数 F px, θ, θ̄qで，その超変換は超空間の無限小ベクトル場

Qα “ δα ´ iσmα 9αθ̄
9αBm, (6.3.1a)

Q̄ 9α “ ´δ̄ 9α ` iθασmα 9αBm, (6.3.1b)

により，
δF “ pξαQα ` ξ̄ 9αQ̄

9αqF (6.3.2)

と表される．
超空間上では，超対称変換に対する不変ベクトル場が

Dα “ δα ` iσmα 9αθ̄
9αBm, (6.3.3a)

D̄ 9α “ ´δ̄ 9α ´ iθασmα 9αBm (6.3.3b)

で与えられる．特に，カイラル超場は，条件

D̄ 9αΦ “ 0 (6.3.4)

を満たす超場で，複素スカラ場Apxq, F pxqと複素スピノール場 ψpxqを用いて

Φ “ Apyq `
?
2θψpyq ` θθF pyq; (6.3.5)

ym “ xm ` iθσmθ̄ (6.3.6)

と表される．このとき，
δF pxq “ i

?
2ξ̄σ̄mBmψ. (6.3.7)

また，ベクトル超場は，条件
V “ V : (6.3.8)

を満たす超場で，V が実場Cpxq,Mpxq, Npxq, Dpxq, vmpxq, χpxq, λpxqを用いて

V “ Cpxq ` iθχpxq ´ iθ̄χ̄pxq

`
i

2
θθ pMpxq ` iNpxqq ´

i

2
θ̄θ̄ pMpxq ´ iNpxqq ´ θσmθ̄ vmpxq

`ipθθqθ̄

ˆ

λ̄pxq `
i

2
σ̄mBmχpxq

˙

´ ipθ̄θ̄qθ

ˆ

λpxq `
i

2
σmBmχ̄pxq

˙

`
1

2
pθ̄θ̄qpθθq

ˆ

Dpxq `
1

2
lCpxq

˙

(6.3.9)
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と表される．このとき，

δDpxq “ ξ̄σ̄mBmλ ´ ξσmBmλ̄. (6.3.10)

一般に，V がゲージ場に対応するとき，ゲージ変換により

C “ M “ N “ χ “ 0 (6.3.11)

とおくことができる．
４次元Minkowski時空における最も一般的なN “ 1超対称理論は

• 超場

– Kahler多様体K dに値を取るカイラル超場: Φ “ pΦiq(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , d)

– K d の等長変換群 Gに対応する Lie代数 gに値を取るベクトル超場:

V “ V paqTpaq

• ポテンシャル

– G不変なKahlerポテンシャル: Kpzi, z̄iq

– G不変な超ポテンシャル: W pzq

– G共変的なゲージ結合ポテンシャル: Hpabqpzq

を用いて，

L “

ż

d2θd2θ̄
“

KpΦ,Φ:q ` ΓpΦ,Φ:, V q
‰

`

„
ż

d2θ

ˆ

1

16g2
HpabqpΦqpW paqW pbqq ` W pΦq

˙

` h.c.

ȷ

. (6.3.12)

ここで，Wαは Lie代数 gに値をもつスピノール型カイラル超場

Wα “ W paq
α Tpaq :“ ´

1

4
pD̄D̄qe´VDαe

V , (6.3.13)

ゲージ変換は，gに値を取るカイラル超場Λ “ ΛpaqTpaqを用いて，

δΦi “ ΛpaqX i
paqpΦq, δeV “ ´iΛ:eV ` ieVΛ, δWα “ ´iΛ:Wα ` iWαΛ (6.3.14)

と表される．ここで，Xpaq “ pX i
paqqはGに対応するK d上のKillingベクトルの

基底．
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超重力理論 超重力理論では，平坦な時空での物質超場に加えて，重力超場

2E “ e
␣

1 ` iΘσaψ̄a ´ ΘΘ
`

M˚ ` ψ̄aσ̄
abψ̄b

˘(

, (6.3.15a)

´6R “ M ` Θrσaσ̄bψab ´ iσaψ̄aM ` iψab
as

`ΘΘ

„

1

2
R̂ ` iψ̄aσ̄bψab `

2

3
MM˚

`
1

3
baba ´ iea

mDmb
a `

1

2
ψ̄ψ̄M ´

1

2
ψaσ

aψ̄cb
c

`
1

8
ϵabcd

`

ψ̄aσ̄bψcd ` ψaσbψ̄cd
˘

ȷ

(6.3.15b)

が必要となる．これらの場は，超重力場

eam, ψαm, M, ba “ bα 9α (6.3.16)

により決まる．
N “ 1局所超対称変換で不変な最も一般的な理論は次の作用積分で与えられる：

L “

ż

d2Θ2E
” 3

8κ2
pD̄D̄ ´ 8Rq exp

"

´
κ2

3

“

KpΦ,Φ:q ` ΓpΦ,Φ:, V q
‰

*

`
1

16g2
HpabqpΦqpW paqW pbqq ` W pΦq

ı

` h.c.. (6.3.17)

この作用積分からF 項，D項，M項，ba項などの非力学的自由度を消去して得ら
れる作用積分のボゾン部分は

e´1L “
1

2
R ´ gij˚D̃mA

iD̃mA˚j ´ V pAq

´
1

4
hRpabqpAqF paq

mnF
mnpbq `

1

8
hIpabqϵ

mnklF paq
mnF

pbq
kl . (6.3.18)

ここで，

D̃mA
j “ BmA

j ´ gvpaq
m X i

paq, (6.3.19)

V “
1

2
g2DpaqD

paq ` eK
”

gij
˚

pDiW qpDjW q˚ ´ 3W ˚W
ı

, (6.3.20)

DiW “ BiW ` KiW (6.3.21)

また，Dpaqpz, z̄qはK dのKillingベクトルXpaqに対応するKillingポテンシャル

gij˚X˚jpaq “ i
BDpaq

Bzi
, gij˚X ipaq “ ´i

BDpaq

Bz̄j
(6.3.22)

である．
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超対称性 基底状態で xψmy “ xχiy “
@

λpaq
D

“ 0（かつフェルミ場の凝縮がない）
とすると，これらの条件が超対称変換で保たれる条件は

0 “ δζχ
i “ i

?
2σmζ̄D̃mA

i ´
?
2eK{2gij

˚

Dj˚W ˚ζ, (6.3.23a)

0 “ δζλ
paq “ F

paq

ab σ
abζ ´ igDpaqζ, (6.3.23b)

0 “ δζψm “ 2

„

∇m `
1

4

´

KjD̃mA
j ´ Kj˚D̃mA

˚j
¯

ȷ

ζ

`ieK{2Wσmζ̄ (6.3.23c)

で与えられる．これらは一般に

F
paq

ab “ Dpaq “ D̃mA
i “ DjW “ 0 (6.3.24)

を要求する．しかし，必ずしもW “ 0を要求しない．したがって，

V “ ´3|W |2eK ď 0 (6.3.25)

となり，W ‰ 0なら負の宇宙項が生じる．

6.3.4 SUGRAインフレーションモデル

F項モデルの困難 SUGRAモデルでの F 項起源のスカラポテンシャルは

V “ eK
´

Kij̄DiWDj̄W̄ ´ 3|W |2
¯

(6.3.26)

で与えられる．このため，標準的なKahlerポテンシャル

K “
ÿ

i

ziz̄i (6.3.27)

では，eK の因子のため |zi| " 1ではポテンシャルが急速に増大し，Chaoticイン
フレーションは実現されない．また，W がインフラトン場 ϕによらないとしても，
質量項 |W |2ϕ2が生じる：

m2
ϕ ě 3H2 (6.3.28)

実際，zi “ 0で V “ V0 “ 3H2を考慮すると (κ “ 1)，

m2
ϕ “

B2V

BϕBϕ̄

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ“0

“ V0 ` |W |2 ě V0 “ 3H2. (6.3.29)

よって，

η “
V 2

V
“
m2
ϕ

V0

“ 1. (6.3.30)
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Shift対称性 Kahlerポテンシャルと超ポテンシャルが

K “
1

2
pΦ ` Φ̄q2 ` XX̄, (6.3.31a)

W “ mΦX (6.3.31b)

で与えられるとすると，

Φ “
1

?
2

pη ` iϕq (6.3.32)

として，ポテンシャルは η, |X| ! 1のとき

V “
m2

2
ϕ2p1 ` η2q ` m2|X|2. (6.3.33)

と振る舞い，η, |X| " 1では eK因子のため急速に増大する．このため，η, |X| « 1

となり，ϕをインフラトンする chaoticインフレーションが実現される．[Kawasaki

M, Yamaguchi M, Yanagida T 2000[36];Yamaguchi M, Yokoyama J 2001, 2003[60,

61, 59]]
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§6.4
高次元理論へ

Sugra GUT ñ 高次元 Sugra GUT

• フェルミセクターの構造

– 世代数 (family repitition)

• 湯川結合

– 結合定数の大きさ（質量の起源）

– Cabibo/neutrino mixing, CP violation

• ヒッグスセクターの構造

– 3 ` 2分解問題

• 超対称性の破れ

– ４次元理論では超対称性の破れの大きさを決める自然な方法がない．

• 重力の量子論

– 超弦理論の臨界次元は１０．

• 宇宙項問題

– ４次元理論は宇宙定数の絶対値を決めることができない．

– 11次元超重力理論は２階微分までのオーダーで作用積分が一意的で宇
宙定数の自由度がない．

目次へ



第 6章 *第 1原理宇宙論 171 目次へ

6.4.1 Family repitition problem

˜

νe
e

¸

L

eR

˜

u

d

¸

L

uR dR

˜

νµ
µ

¸

L

µR

˜

c

s

¸

L

cR sR

˜

ντ
τ

¸

L

τR

˜

t

b

¸

L

tR bR

時空がM “ X4 ˆ Y6と表され，その上のゲージ場が

Aµ “ Aµpxq P H, Ap “ Appyq P K; H ˆ K Ă G (6.4.1)

という構造をもつなら，Y6上のDirac作用素の固有スピノール

γ̂r6sγ̂
pDpχa “ maχa; Dp “ ∇p ` Ap, (6.4.2)

ż

Y

dµpyqχ:
aχb “ δab (6.4.3)

を用いてM 上のスピノールΨを

Ψ “
ÿ

a

ψapxqχapyq (6.4.4)

と展開すると，
Γµ “ γµ b γ̂r6s, Γp “ 1 b γ̂p (6.4.5)

より
ż

Y

dµpyqiΨ̄ΓMDMΨ “
ÿ

a

ψ̄aipγ
µDµ ` maqψa

よって，χのゼロモードの数が４次元での familyの数を与える．
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6.4.2 p3 ` 2q分解

SUp5q-GUTでは，５次元 Higgs場 Φ5 “ pΦ2,Φ3qがバリオン数を破る反応を媒
介する：

5˚ ˆ 10 “ 5 ` 45 ñ Φ̄5ψ5˚ψ10 (6.4.6)

q

q q

l

Φ3

Orbifold GUT (川村モデル) 時空がM “ X4 ˆ S1{Z2 Q px, yqというオービ
フォールド構造を持つとする．このとき，Φ5が Z2の変換に対して

Φ5px,´yq “ PΦ5px, yq; P “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1

´1

´1

1

1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(6.4.7)

というパリティをもつことを要求すれば，

Φ2 “ ϕ2pxq ` ϕ1
2pxq cospπy{Lq ` ¨ ¨ ¨

Φ3 “ 0 ` ϕ1
3pxq sinpπy{Lq ` ¨ ¨ ¨

より，４次元ブレイン上ではΦ2のみが軽くなる．

Reference

Nilles, H.P.: hep-th/0410160

Kawamura, Yoshiharu: Prog.Theor.Phys.105:691-696,2001; ibid. 999-1006.
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§6.5
String phenomenology vs stabilisation

6.5.1 超弦理論のコンパクト化

• Het

– Successful model building (but, basically GUT only and no EWHiggs!!):

O(100) MSSM-like models from 3 ˆ 104 SOp10q{E6 GUT models by

T 6{Z6.

Lots of SUp5q{SOp10q GUT models by smooth toric CYs.

No stabilisation mechanism is known.

• Type IIB/F

– Realistic model building is possible : GUT only in F.

– Moduli stabilisation is realised by flux compactification with D-instanton/gaugino

condensates [KKLT].

– Susy breaking is problematic. No dS vacuum has been exactly con-

structed. =¿Kahler uplifiting

• Type IIA/M

– Successful model building (no GUT): MSSM-like models by T 6{P ˆ Ω.

– Moduli stabilisation is realised in some realistic models except for ax-

ionic moduli.

– No inflation model has not been constructed in that class. (No dS

vacuum has been found). cf. Non-geometric flux
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§6.6
宇宙の加速膨張に対するNo-Go定理

6.6.1 Bardeenの定理

【定理 6.6.1】 　高次元（統一）理論が次の条件を満たしているとする：

1. 時空が次の構造をもつ：

ds2pMn`4q “ W pyq1{2ds2pX4q ` ds2pYnq (6.6.1)

2. 内部空間 Ynは境界のないコンパクトな多様体で，計量は静的である．

3. ワープ因子W pyqは至る所，有界正則である．

4. 高次元理論が強エネルギー条件R00pMn`4q ě 0を満たしている．

このとき，４次元時空X4でも強エネルギー条件R00pX4q ě 0が満たされる． l

Proof. 仮定より，任意の時間的ベクトル V に対して，

RV V pXq “ RV V ´
1

4W
△YW (6.6.2)

が成り立つ．これを Y 上で積分すると

RV V pXq

ż

Y

dΩpY qW “

ż

Y

dΩpY q

„

W RV V ´
1

4
△YW

ȷ

(6.6.3)

を得る．RV V ě 0でW が有界正則なら，この式の右辺はě 0となり，RV V pXq ě 0

を得る． Q.E.D.

Raychaudhuri方程式

3

a
:a “ ´RV V ´ 2σ2 ` 2ω2; ∇ ¨ V “ 3

9a

a
(6.6.4)

より，この定理は宇宙の加速膨張を禁止する．
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6.6.2 SUGRAでの強エネルギー条件

M理論

RMN “
1

12
FM ¨¨¨F0

¨¨¨ ´
1

6
|F4|

2gMN

R00 “
1

18
F0ijkF0

ijk `
1

144
FijklF

ijkl (6.6.5)

II型理論

RMN “
1

2τ 22
∇pM∇Nqτ

˚ `
1

4τ2

ˆ

GPQpMG
˚
Nq

PQ ´
1

2
|G3|

2gMN

˙

`
1

16
F̃˚˚˚˚F̃

˚˚˚˚

R00 “
1

2τ 22
|∇0τ |2 `

3

16τ2
G0ijG

˚
0
ij `

1

48τ2
GijkG

˚ijk `
1

96
F̃0ijkF0

ijk

(6.6.6)

I型理論

RMN “
1

2
BMϕBNϕ ` e´ϕ

ˆ

1

4
H̃M˚˚H̃N

˚˚ ´
1

8
|H̃3|

2gMN

˙

`
α1

4
e´ϕ{2Tr

ˆ

FM˚FN
˚ ´

1

8
|F2|

2gMN

˙

R00 “
1

2
pB0ϕq2 `

e´ϕ

48

´

9H̃0ijH̃0
ij ` H̃ijkH̃

ijk
¯

`
α1

64
e´ϕ{2Tr

`

14F0iF0
i ` FijF

ij
˘

(6.6.7)

このため，M理論・超弦理論のコンパクト化により 4次元インフレーション宇
宙を得るには，No-Go定理の仮定のいずれかを破らなければならない：

• 非コンパクトな内部空間 ñ ブレーンワールドモデル

• 非静的な内部空間 ñ S-ブレーンモデル, 非定常負曲率内部空間

• 非定常な 4次元空間 ñ quintessence型モデル

• 特異物体，非正則ワープ ñ ブレーンインフレーション，KKLT/KKLMMT

• 量子効果，高次補正 ñ Kähler uplifting model，Non-geometric fluc, 高階
微分モデル
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6.6.3 ブレーン

一般に，Einstein方程式より

RMN “ κ2
ˆ

TMN ´
T

D ´ 2
gMN

˙

. (6.6.8)

特に，D “ 10では

R00 “
κ2

8

`

7T00 ` T II
˘

. (6.6.9)

いま，エネルギー運動量が

T ab “

#

´τδab δ
p`1pΣq p0 ď a, b ď pq

0 pp ă a, bq
(6.6.10)

で与えら得るテンション τ の p-ブレーンを考えると，

7T00 ` T II “ p7 ´ pqτδp`1pΣq. (6.6.11)

よって，

D-brane τ ą 0 ñ 8-braneないし 9-braneのみがR00に負の寄与を与える．

O-brane τ ă 0 ñ p-brane (p ă 7)がR00に負の寄与を与える．

[Giddings SB, Kachru S, Polchinski J 2002[27]]

ただし，O-braneは内部空間で平均して初めて宇宙を加速する効果をもち，高次
元でどのように機能するか不明である．

6.6.4 tadpole条件

フラックスの定義より一般に，

dFn “ H3 ^ Fn´2 ` p2π
?
α1qn´1ρloc8´n (6.6.12)

ここで，ρloc8´nは Fnに対する磁気的ブレーンソースである．
IIB型理論では，CYの 2サイクルΣ2に巻き付いているD5ブレーンに対して，

ND5pΣ2q ´ NO5pΣ2q `
1

p2πq2α1

ż

Σ4

H3 ^ F1 “ 0. (6.6.13)

同様に，CYのD3ブレーンに対して，

ND3 ` Nflux “
1

4
NO3. (6.6.14)

目次へ



第 6章 *第 1原理宇宙論 178 目次へ

ここで，

Nflux “
1

p2πq4α12

ż

Y6

H3 ^ F3 “ eKm
K
RR ´ mKeKRR, (6.6.15)

1

p2πq2α1

ż

AK{BK

H3 “ mK{eK , K “ 1, ¨ ¨ ¨ , h3{2, (6.6.16)

1

p2πq2α1

ż

AK{BK

F3 “ mK
RR{eKRR, K “ 1, ¨ ¨ ¨ , h3{2. (6.6.17)

Dilaton-axion場を楕円ファイバーのモジュライと見なすことによる IIB理論の
CYコンパクト化（F理論）では，対応する CY4はファイバーが特異となる点と
D7が対応する．このときの tadpole条件は

ND3 ` Nflux “
χpCY4q

24
. (6.6.18)
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6.6.5 文献ノート

• No-Go定理: M/string理論を含む高次元理論において，内部空間が静的
なwarped product型コンパクト化では，強エネルギー条件が常に満たされ，
４次元時空の加速膨張は起こらないことを主張 [Maldacena J & Nunez C

(2001), Gibbons GW (1985), de Wit B, Smit DJ & Hari Dass ND (1987),

][25, 47, 26].

• Chen-Galtsov-Guperle解: 高次元 SUGRAに対する単 S-brane型解．内
部空間は任意曲率．[hep-th/0204071][13]

• Ohta解: D “ 11 SUGRAおよびD “ 10 SUGRAに対する，時間のみに依
存し，任意曲率の定曲率空間でコンパクト化した厳密解の族（多 S-brane型
解）[hep-th/0301095][52]

• Townsend-Wohlfarth解: 内部空間が負曲率 Einstein空間でそのサイズに
時間依存性を許せば，No-Go定理は成り立たず，中間インフレーション真空
解が存在することを指摘 [hep-th/0303079]． [56]

• Townsend-Wohlfarth解はChen-Galtsov-Guperle解ないし単 S-Braneの場合
のOhta解 [52]において 3-form flux(SM2-brane)がゼロの極限を取ったもの
で，fluxがゼロでない場合は内部空間が平坦となる中間インフレーション解
も含むことを指摘 [hep-th/0303238][51]

• Ohta解が内部空間が球となる中間インフレーション解を含むことを指摘 [hep-

th/0304172][53]

• 内部空間が複数の定曲率空間の積となる真空モデルの研究．調べられた範囲
で十分なインフレーションなし [Chen C (2003)]．[14]

6.6.6 IIA型超弦理論

References

• Herzberg MP, Kachru S, Taylor W, Tegmark M (2007) JHEP0712: 095

“Inflationary constraints on type IIA string theory”

10D IIA Sugra action フォームフラックス以外にD6/O6ブレーンを含めると，

S “
1

2κ210

ż

d10x
?

´ge´2ϕ

„

R ` 4pBϕq2 ´
1

2
|H3|2

ȷ

´ e2ϕ
ÿ

p

|Fp|
2

´µ6

ż

D6

d7ξ
?

´ge´ϕ ` 2µ6

ż

O6

d7ξ
?

´ge´ϕ. (6.6.19)
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4次元有効作用 スカラ曲率へのワープの寄与がないないし無視できると仮定する：

ds2 “ ds2pX4q ` d2pY6q, (6.6.20a)

R “ Rpxq “ RpX4q, (6.6.20b)

H3 “ H3pyq, Fp “ Fppyq. (6.6.20c)

このとき，

ρ “ exp
´

a

2{3ρ̂{mpl

¯

:“ Vol1{3, τ “ exp
´

a

1{2τ̂{mpl

¯

:“ e´ϕVol1{2 (6.6.21)

とおき（Volはストリング計量 gµνに関する Y6の体積），Einstein frame

gEµν “
τ 3

m2
plκ

2
10

gµν (6.6.22)

に移ると，

L “
1

2κ2
RE ´

”

1
2
pBϕ̂q2 ` 1

2
pBτ̂q2 ` ¨ ¨ ¨

ı

´ V. (6.6.23)

Dirac量子化条件
ż

Σ

Fp9fΣ P Z (6.6.24)

を考慮すると，

VH39ρ´3τ´2, VFp9ρ3´pτ´4, (6.6.25a)

VD69τ´3, VO69 ´ τ´3 (6.6.25b)

よって，ポテンシャルは

V “ VH3 `
ÿ

p

VFp ` VD6 ` VO6

“
A3pϕq

ρ3τ 2
`
ÿ

p

Appϕq

ρp´3τ 4
`
AD6pϕq ´ AO6pϕq

τ 3
(6.6.26)

No-Go定理 このポテンシャルは

´ρ
BV

Bρ
´ 3τ

BV

Bτ
“ 9V `

ÿ

p

pVp ě 9V (6.6.27)

を満たす．これより特に

mpl

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c

3

2

B lnV

Bρ̂
` 3

?
2

B lnV

Bτ̂

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 9. (6.6.28)

この条件より
mpl

2

“

pBρ̂ lnV q
2

` pBτ̂ lnV q
2
‰

ě
27

13
. (6.6.29)
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系全体のスローロルパラメータ ϵに対して，

ϵ ě
m2

pl

2

“

pBρ̂ lnV q
2

` pBτ̂ lnV q
2
‰

ě
27

13
. (6.6.30)

となり，スローロルインフレーションは起きない．
また，p “ 2, 4, 6のいずれかで Vp ą 0とすると，

BρV “ 0, BτV “ 0 ñ V “ ´
1

9

ÿ

p

Vp ă 0 (6.6.31)

となるので，Minkowski真空は許されない．

No-Go定理を避ける方法

1. Dp{Opブレーン (p ‰ 6):

VDp9ρ
p´6
2 τ´3, VOp9 ´ ρ

p´6
2 τ´3, (6.6.32)

より，上記の不等式の右辺への寄与は，p12 ´ p{2qVDp{Op．よって，D8ない
しO4を考えると，No-Go定理は成立しない．

2. Geometric/Non-geometric flux

T : Habc Ñ fabc Ñ Qab
c Ñ Rabc (6.6.33)

ポテンシャルは

for geometric (f) flux : Vf9 ˘ ρ´1τ´2 ñ 7Vf (6.6.34a)

for Q flux : VQ9 ˘ ρτ´2 ñ 5VQ, (6.6.34b)

for R flux : VR9 ˘ ρ3τ´2 ñ 3VR. (6.6.34c)

ただし，これらのフラックスに対して，Large volume limitは取れない．

3. NS5 branes

S “ ´µ5

ż

NS5

d6ξ
?

´ge´2ϕ (6.6.35)

ñ VNS59ρ
´2τ´2 ñ 8VNS5 (6.6.36)

ただし，tadpole条件を満たすために，反NS5ブレーンが必要．

目次へ



第 6章 *第 1原理宇宙論 182 目次へ

例 H3, F0, F4, O6, NS5からなる系に対して，適当なるスケーリングで，ポテン
シャルは

V “ Vflux

«

B3pϕq

ρ3τ 2
`
ÿ

p

Bppϕq

ρp´3τ 4
´
BO6pϕq

τ 3
`
BNS5pϕq

ρ2τ 2

ff

(6.6.37)

Vflux “
N4
O6

a

|f 3
0 f

9
4 |
. (6.6.38)

tadpole条件を考慮すると，

B3, B0, B4, BO6 „ 1 (6.6.39a)

BNS5 „ cpωq “ gpωqNNS5

b

|f 3
0 f4|{N

2
O6. (6.6.39b)
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§6.7
超弦理論に基づく加速膨張モデル

6.7.1 インフレーション宇宙モデル

• Natural inflation [Freese K, Frieman JA, Olinto AV 1990; `Adams FC, Bond

JC 1993]

• Brane inflation model [Dvali GR, Tye SHH 1999] KKLT model: Λ ą 0

vacuum by flux compactification and D/anti-D branes [Kachru S, Kallosh

R, Linde A, Trivedi S 2003]．

• KKLMMT model: KKLT + brane inflation [Kachru S, Kallosh R, Linde A,

Maldacena J, McAllister L, Trivedi S 2003]

• D3/D7-brane inflation model [Hsu JP, Kallosh R, Prokushkin S 2003]

• DBI inflation model [Silverstein E, Tong D 2004]

• Racetrack model [Blanco-Pillado JJ, Burgess CP, Cline JM, Escoda C, Gomez-

Reino M, Kallosh R, Linde A, Quevedo F 2004]

• Tachyon inflation model [Cremades D, Quevedo F, Sinha A 2005]

• N-flation [Dimopoulos S, Kachru S, McGreevy J, Wacker J 2005]

• Better racetrack model [Blanco-Pillado JJ, Burgess CP, Cline JM, Escoda

C, Gomez-Reino M, Kallosh R, Linde A, Quevedo F 2006]

• Monodromy brane inflation [Silverstein E, Westphal 2008]

• Axion linear inflation [ McAllister J, Silverstein E, Westphal 2008] Cf. ”A

Delicate Universe”: η-problem in D3-D7 model [Baumann D, Dymarshy A,

Klebanov IR, McAllister L, Steinhardt PJ 2007]
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§6.8
KKLT型モデル

6.8.1 KKLTモデル

• 基本モデル

– IIB型理論の no scale ISD CY フラックスコンパクト化（複素モジュラ
イ固定)[Giddings SB, Kachru S, Polchinski J 2002[27]]

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄q, W “ W pzq

ñ V “ eKpKij̄DiWDj̄W̄ ´ |W |2q “ eKKab̄DaWDb̄W(6.8.1)

ここで，i “ pρ, aq.

• 非摂動論効果（インスタントン/gaugino凝縮:Witten E 1996[58];Tripathy PK,

Trivedi SP 2003[57];Gorlich L, Kachru S, Tripathy PK, Trivedi SP 2004[28])

ñ Kahlerモジュライの安定化

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄q, W “ W0 ` Ae´aρ pa “ 2π{Nq. (6.8.2)

ñ N “ 1超対称な adS真空

• 反D3ブレインにより超対称性を破りMinkowski真空（ないし dS真空）を
実現．または，D7ブレインの誘起する超ポテンシャルのD項により自発的
に SUSYを破る．

100 150 200 250 Σ

-2

-1

1

2

V
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6.8.2 インフレーション

モジュライインフレーション

• Racetrack model [J.J. Blanco-Pillado, C.P. Burgess, J.M. Cline, C. Es-

coda, M. Gomez-Reino, R. Kallosh, A. Linde, F. Quevedo 2006[8]]

W “ W0 ` Ae´aρ ` Be´bρ (6.8.3)

このモデルでは鞍点近傍でインフレーションが起き，超微調整が必要．

ブレーンインフレーション

• KKLMMT [Kachru, Kallosh, Linde, Maldacena, McAllister, Trivedi 2003[34]]

1. ポテンシャル：ρをサイズモジュライ，ϕを D3-反 D3の距離パラメー
ターとして，

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄ ´ kpϕ, ϕ̄qq (6.8.4)

超ポテンシャルが ϕに依存しないとすると，ρの安定点 ρ “ ρ0近傍で，
m2
ϕ „ H2となりインフレーションは起こらない．

2. 超ポテンシャルにϕ依存性を持たせると，微調整によりm2
ϕ “ Op10´2qH2

とでき，インフレーションが起きる．

• D3/D7ブレーンインフレーション [Hsu JP, Kallosh R, Prokushkin S 2003[31]]

1. ポテンシャル

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄q ´
1

2
pϕ ´ ϕ̄q2 (6.8.5)
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超ポテンシャルは ϕに依存せず，s “ Reϕがインフラトンとなる．sは
D3-D7の距離を表す．

2. 他の hypermultipletとの相互作用は，量子効果として sに log型ポテン
シャルを生成し，全体としてはhybrid型インフレーションが実現される．

6.8.3 文献ノート

1998 (ブレイン・反ブレインインフレーションモデル) (Dvali GR, Tye SHH [23])

2003 (KKLTモデル) すべてのモジュライが安定化され，準安定 dS真空をもつ，
IIB理論のワープしたフラックスコンパクト化モデル (Kachru S, Kallosh R,

Linde A, Trivedi S[34])．

(KKLMMTモデル) KKLTモデルとDD̄対を用いたブレインインフレー
ションモデルおよびワープを組み合わせたインフレーションモデル．(Kachru

S, Kallosh R, Linde A, Maldacena J, McAllister L, Trivedi S[33])

(D3{D7ブレインインフレーションモデル) (Hsu JP, Kallosh R, Prokushkin

S[31]; Koyama F, Tachikawa Y, Watari T[43]; Firouzjahi H, Tye SHH[24];

Hsu JP, Kallosh R 2004[30]; Dasgupta K, Hsu JP, Kallosh R, Linde A,

Zagermann M 2004[20]; Chen P, Dasgupta K, Narayan K, Shmakova M,

Zagermann M 2005[15] )

(DBIインフレーションモデル) (Silverstein E, Tong D[55]; Alishahiha M,

Silverstein E, Tong D 2004[1]; Chen XG 2005[17, 16])

2004 (Racetrackモデル) KKLT型モデルでインスタントン効果に基づくサイズモ
ジュラスポテンシャルとして，２つの指数関数型ポテンシャルの和を用いると，
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スローロール条件を満たすモデルができることを指摘（ただし，fine-tuningが
必要）．(Blanco-Pillado JJ, Burgess CP, Cline JM, Escoda C, Gomez-Reino

M, Kallosh R, Linde A, Quevedo F [7])

2005 (タキオンインフレーションモデル) (Cremades D, Quevedo F, Sinha A[19])

(N-flation) (Dimopoulos S, Kachru S, McGreevy J, Wacker J [21])

ヘテロ理論・Ｍ理論でのインフレーション [Buchbinder EI 2005[10]; Becker

K, Becker M, Krause A 2005[6]]

2006 (改良版Racetrackモデル）CY orientifold CP 4
r1,1,1,6,9sを用いた racetrackモ

デル．WMAP3yearsと整合的なスペクトル指数ns « 0.95を与える．(Blanco-
Pillado JJ, Burgess CP, Cline JM, Escoda C, Gomez-Reino M, Kallosh R,

Linde A, Quevedo F[8])

2007 ”A Delicate Universe”: D3-D7モデルでの η問題 (Baumann D, Dymarshy

A, Klebanov IR, McAllister L, Steinhardt PJ 2007[5])

§6.9
Monodromy influm

6.9.1 Basic ideas

• Axion as inflaton

– Flat potential protected by a shift symmetry. Cf η-problem

– The instanton correction produces a periodic potential.

This makes a non-negligible contribution to η leading to an uncomfortable

tilt of the spectrum in the small field framework. It is difficult to make the

period ∆ϕ " mpl.

• QCD axions in 10D superstring theories

– 2 cycles Σ in the compactified internal space

b “

ż

Σ

B2, c “

ż

Σ

C2 ñ axions (6.9.1)

• Coupling with D5/NS5 branes wrapping 2 cyles
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– DBI action ñ Potential for the axion ñ Monodromy unwrapping of

the axion field

SDBI “ ´

ż

dp`1ξ

p2πqpα1´pp`1q{2
e´Φ

a

detpGab ` Bab ` 2πα1Fabq (6.9.2)

For D5-brane wrapped on a 2-cycle Σ of size ℓpα1q1{2, this gives the

potential

V pbq “
ϵ

gsp2πq5α12

?
ℓ4 ` b29b pb " ℓ2q (6.9.3)

– S-duality: D5 ô NS5, B2 ô C2

6.9.2 Observational Predictions

• Slow roll inflation

– Evolution equations

V pϕq “ µ3ϕ ñ 3H 9ϕ ` µ3 “ 0, H2 “
1

3
µ3ϕ (6.9.4)

– The slow roll conditions

ϵ :“
1

2

ˆ

V 1

V

˙2

“
1

2ϕ2
! 1, η “

V 2

V
“ 0 ñ ϕ " 1 (6.9.5)

– The e-folding number

N “

ż

Hdt “ ∆

ˆ

1

2
ϕ2

˙

, N « 60 ñ ϕ0 « 11 (6.9.6)

• Perturbations

– Scalar perturbation amplitude

∆2
R “

V

24π2ϵ
“

V 3

12π2pV 1q2
„ 140µ3 ñ µ „ 3 ˆ 10´4 (6.9.7)

– Indices

ns ´ 1 “ ´6ϵ ` 2η « ´0.025 (6.9.8)

r “ 16ϵ « 0.07 (6.9.9)
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6.9.3 Conditions for controlled inflation

• The inflaton (QCD) axion should belong to the physical spectrum.

• No significant correction to the linear potential.

• No significant backreaction to the warped geometry from the brane charges.

• No significant correction of MPl by light particle species due to large brane

charges.

• No siginificant influence of the axion potential to the moduli stabilisation

and vice versa.

6.9.4 Specific stringy model

• Flux compactification of type IIB theory

ñ N “ 1 4D sugra with fixed complex moduli

– Geometry « AdS5 ˆ X5 (warped throad region)

ds2 “ e2Aprqηµνdx
µdxν ` e´2Aprqpdr2 ` r2ds2pX5qq; eA „

r

R
. (6.9.10)

– Flux: ISD 3-form flux + SD 5-fom flux (D3 branes)
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– Orientifold projection ñ O3/O7 branes with negative tensions to

satisfy the tad pole condition

• Non-perturbative effects of instantons/gaugino condensates

ñ Stabilisation of Kahler moduli with (light) QCD axion(s).

ñ adS4 SUSY vacua.

• Uplifting of the vacuum energy by anti-D3 branes

ñ vacuum with small Λ ą 0

• Z2 related 5B-anti 5B branes at the tips of the throats.

• ñ a linear potential for the axion

• ñ chaotic inflation

6.9.5 Physical spectrum

• Simple CY compactification of IIB ñ N “ 2 SUGRA

– Complex moduli: h2,1 (2 the vector multiplet)

– double-tensor multiplet

∗ axio-dilaton: τ “ C0 ` ie´ϕ

∗ b2 ` ic2 (the 4D part)

– Kahler moduli : h1,1 (2 the hypermultiplet)

∗ TAl : ImTA “ θA

J “ vAω
A ñ V “

p2πq6

6
cABCvAvBvC , θA “

ż

ΣA

C4 (6.9.11)

– Axions: h1,1 (2 the hypermultiplet)

∗ bA, cA ñ GA “ cA ´ τbA

• The tadpole condition requires a orientifold projection in CY flux compact-

ifications.

– H1,1 “ H1,1
` ` H1,1

´ Q pα, Iq

∗ H1,1
` : Tα

Tα “
3

4
cαβγvβvγ `

3

2
iθα `

3

8
eϕcαIJGIpG ´ ḠqJ . (6.9.12)

∗ H1,1
´ : Gl “ cl ´ τbI
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6.9.6 Potential corrections

W “

ż

pF3 ´ τH3q ^ Ω ` Ae´aLTL ` Be´ãpv`´G´{p2πq2q ` Ce´aLTL´aLG´{p2πq2 ` ¨ ¨ ¨ ,(6.9.13a)

K “ ´3 log

ˆ

TL ` T̄L `
3

2
e´ϕcLIJbIbJ ` C`Re e

´2πv`´G´{p2πq

˙

` ¨ ¨ ¨ . (6.9.13b)

• Flux couplings

– In general, the Chern-Simons corrections to Fp produce a mass term for

the axion.
ż

d10x
?
g |B2 ^ Fp|

2,

ż

d10x
?
g |Cp ^ H3|2. (6.9.14)

– However, in type IIB flux compactification, the ISD condition guaran-

tees the non-existence of this correction.[Grimm & Lous 2004]

• η-problem for B

– The instanton effect stabilises not the volume directly, but rather TL.

– Then, the Kahler potential produces m2 of order H2, leading to the η

problem, as in the standard case.

– The axions of the RR-form origin, c, do not suffer from this problem.

• Instanton effects:

– In general, the non-perturbative effect due to ED1-DE3 interactions (C

in W ) may produce uncontrollable large corrections to W .

ñ It is expected that this problem does not arise if the Kahler moduli

are stabilised by the gaugino condensate on D7 branes with SUpNLq

SYM fields.

• Corrections to the Kahler potential can be neglected if 1 ! v` ! cgs.

– ED1 correction to η

∆η „
Umod

Va

p2πq2C`

gs
e´2πv` (6.9.15)

– Backreactions to the moduli

δv` „
V

Umod

v`{pc2g2sq

pc``LvL ` 2c```v`q
2 , (6.9.16)

∆Utot „
V 2

Umod

pv`{pc2g2sqq
2

pc``LvL ` 2c```v`q
4 (6.9.17)
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6.9.7 Backreaction on the geometry

• The branes in effect carry Nw „ a{p2πq2 units of D3-brane charge. They

modify the geometry on the scales of

r4core „ 4πα12gsNw (6.9.18)

• Hence, in order to avoid significant backreaction on compactified geomety,

Nw has to satisify

rcore ! RK ñ Nw !
R4

K

4πgsα12
„
π3

4
Re pTLq (6.9.19)

where RK is the curvature scale perpendicular to the branes.

• From the condition, Umod ě V » 2.4 ˆ 10´9m4
pl, and

Umod »
|A|2

T 2
LM

2
pl

e´4πTL{NL (6.9.20)

we obtain

Nw ! ´
π2

16
NL log

ˆ

2.4 ˆ 10´9T 3
L

M6
pl

|A|2

˙

(6.9.21)

• Cf. A successful inflation requires

ϕa „ 11Mpl ñ Nw “ 11
Mpl

p2πq2fa
„ 11

?
6
L2

p2πq2
(one scale model) (6.9.22)

6.9.8 Other conditions

• Constraints from the number of light species

– Effectively large D3-brane charge Nw ñ N2
w light species.

– For rcore ! Lα11{2, the correction to mpl by them can be neglected from

the AdS/CFT correspondence (???).

6.9.9 Toy models

Model

h1,1` “ 2, h1,1´ “ 1 ñ pTL, T`, G´q : (6.9.23)

K “ ´2 lnVE “ ´2 ln
“

pTL ` T̄Lq3{2 ´ p2{gsq
3{2v3`

‰

, (6.9.24)

W “ W0 ` A`e
´a`T` ` ALe

´aLTL . (6.9.25)
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Potential

VNS5 “ Mple
4A˚

p2πq9

gsV 2
E

“

v2` ` g2sc
2
‰1{2

(6.9.26)

where

VE “
L6

g
3{2
s p2πq6

, (6.9.27)

v2` “
gs
2

pT` ` T̄`q `
3g2s
16

c`´´pG´ ` Ḡ´q2 (6.9.28)

Example

KKLT : AL “ ´1, A` “ 1, aL “
2π

25
, a` “

2π

3
, W0 “ 3 ˆ 10´2

ñ TL „ 20, T` „ 4, b „ 0

6.9.10 Summary

KKLT + an axion inflaton with a linear potential due to 5 branes.

• Nice features

– Inflaton is a QCD axion field that is required to resolve the strong CP

problem.

– Large field chaotic inflation can be realised in the string framework

avoiding the η problem.

– Consistent with the present observational constraints.

– Predicts a relatively large value for the tensor/scalar ratio.

• Problems

– It is not certain whether a good model can be actually constructed in

a realistic string compactification.

– Utilises anti-D3 branes that break SUSY explicitly and invalidiate the

usage of the N=1 D=4 SUGRA framework as the 4D effective theory.

– Warp is not taken into account in constructing 4D effective theory,

which is common to most models.

§6.10
*LVCとKahler uplifting
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§6.11
Gyro influm

6.11.1 IIB理論

作用積分 １０次元 Sugra＋Branesの枠組みでは，作用積分は

Sbulk “
2π

ℓ8s

ż

”

e´2Φ

ˆ

R ˚1 ` 4 ˚dΦ ^ dΦ ´
1

2
˚H3 ^ H3

˙

´
1

2
˚F1 ^ F1 ´

1

2
˚F3 ^ F3 ´

1

4
˚F5 ^ F5 ´

1

2
C4 ^ H3 ^ F3

ı

,(6.11.1)

Sbrane “ ´2π

ż

Σp`1

dp`1ξ
” 1

ℓp`1
s

e´Φ t´ detpGab ´ Bab ` 2πα1Fabqu
1{2

(6.11.2)

´
ÿ

n

1

ℓns
Cn exp

ˆ

´
B2

ℓ2s
`
F2

2π

˙

ı

(6.11.3)

ここで，p2πq2α1 “ ℓ2s,

H3 “ dB2, F1 “ dC0, F3 “ dC2´C0H3, F5 “ F̊5 “ dC4´H3^C2. (6.11.4)

フォーム場のゲージ変換は

δB2 “ dΛ, (6.11.5a)

δA1 “
1

2πα1
Λ, (6.11.5b)

δC0 “ 0, (6.11.5c)

δC2 “ dΛ1, (6.11.5d)

δC4 “ dΛ3 ` B2 ^ dΛ1. (6.11.5e)

無次元の形式場CとΛを

C “
ÿ

p

1

ℓps
Cp, (6.11.6a)

Λ “
ÿ

p

1

ℓps
CΛp (6.11.6b)

により導入すると，ゲージ変換に対して，

δC “ dΛ ^ eB{ℓ2s , (6.11.7a)

δp2πα1F ´ Bq “ 0 (6.11.7b)

より，ブレーン作用積分はゲージ不変となる．
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場の方程式 RSRSセクターに対する方程式は

G5 “ ˚G5, (6.11.8a)

dG1 “ J9, (6.11.8b)

dG3 ´ H ^ G1 “ J7, (6.11.8c)

dG5 ´ H ^ G3 “ J5, (6.11.8d)

d ˚G1 ` H ^ ˚G3 “ J1, (6.11.8e)

d ˚G3 ` H ^ G5 “ J3. (6.11.8f)

NSセクターに対する方程式は

dH “ 0, (6.11.9a)

d ˚H ` ˚G3 ^ G1 ` ˚G5 ^ G3 “ 0, (6.11.9b)

lΦ ´ p∇Φq2 `
1

4
R ´

1

8
H2

3 “ 0, (6.11.9c)

Rµν “ ´2∇µ∇νR `
1

4
Hµ˚˚Hν

˚˚

`e2Φ
ˆ

1

2
GµGν `

1

4
Gµ˚˚Gν

˚˚ `
1

4 ¨ 4!
Gµ˚˚˚˚Gν

˚˚˚˚

˙

`

!

´
1

4
lΦ `

1

2
p∇Φq2 ´

1

8
H2

3 ´
1

8
e2Φ

`

G2
3 ` G2

5

˘

)

gµν

`TBµν ´
1

8
TB

λ
λgµν , (6.11.9d)

R “ ´
9

2
lΦ ` 5p∇Φq2 `

1

4
H2

3 ` e2Φ
ˆ

1

2
G2

1 `
1

4
G2

3

˙

´
1

4
TB

µ
µ. (6.11.9e)

6.11.2 Chromo-Natural-type model

4D reduction Ansatz

• Bulk NS-sector

ds2 “ ´dt2 ` aptq2dx2 ` ds2pY6q, (6.11.10a)

eΦ “ gs, (6.11.10b)

B2 “ 0. (6.11.10c)

• Bulk R-sector

C0 “

?
2

gsmpl

ϕpxq, C2 “ C4 “ 0. (6.11.11)
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• Brane: Static spacetime-filling D3-brane

F2 “
1

2
Fµνpxqdxµ ^ dxν . (6.11.12)

4D effective theory 以上の仮定のもとで，

S “

ż

X4

„

m2
pl

2
R ˚1 ´

1

2
˚dϕ ^ dϕ ´ V pϕq ´

1

2g2
˚F ^ F ´ k

ϕ

fa
F ^ F

ȷ

. (6.11.13)

ただし，非摂動効果でアクシオン ϕがポテンシャルを持つとし，それとブレーン
テンションの寄与 2Λ “ 2π{ℓ4sを合わせたものを V pϕqとする．ここで，

m2
pl “

4π

g2sℓ
2
s

VolpY6q, (6.11.14a)

1

g2
“

N

πg2s
, (6.11.14b)

fa “
4g2mpl
?
2gs

k, k P N. (6.11.14c)

ただし，N はブレーンの枚数，また，ゲージ群は SUp2qとし，F はその３次元表
現に従うとする．

6.11.3 Mobile D3-brane type model

4D reduction ansatz

• NS-sector

ds2 “ ´dt2 ` a2dx2 ` ds2pY6q, (6.11.15a)

eΦ “ gs, (6.11.15b)

B2 “
1

2
Bµνpxqdxµ ^ dxν . (6.11.15c)

• RS-sector

C0 “ 0, (6.11.16a)

C2 “ Cα
µ pxqdxµ ^ ωαpyq, (6.11.16b)

G5 “ dC4 ´ dB ^ dCα ^ ωα “ 0 ñ C4 “ dB ^ Cαχαpyq,(6.11.16c)

ωα “ dχα (locally) (6.11.16d)

ここで，ωα P H1pY6qは Y6上の調和１形式の基底．したがって，純粋のCY

ではこのモデルは成立しない．

• Brane: Y6を運動するD3ブレーン：

ym “ Y mpxq, (6.11.17a)

F2 “ 0. (6.11.17b)
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4D effective theory Bulk作用積分は

SBulk “
2π

g2sℓ
8
s

VolpY6q

ż

X4

„

R ˚1 ´
1

2
˚H3 ^ H3 ´ γαβ ˚dCα ^ dCβ

ȷ

“

ż

X4

„

m2
pl

2
R ˚1 ´

m2
pl

4
˚H3 ^ H3 ´

1

2
γαβ ˚Fα ^ F β

ȷ

. (6.11.18)

ここで，

m2
pl “

4π

g2sℓ
8
s

VolpY6q, (6.11.19)

γαβ “
g2s

2VolpY6q

ż

Y6

˚Y6ωα ^ ωβ, (6.11.20)

Fα “ dAα, Aα “ mplC
α. (6.11.21)

次に，ブレーン上では

ds2 “ Gµνdx
µdxν ; (6.11.22)

Gµν “ gµν ` gmnpY pxqqBµY
mBνY

n. (6.11.23)

より
a

´ detpG ´ Bq “
?

´g

„

1 `
1

2
gmndY

m ¨ dY n ` B ¨ B ` ¨ ¨ ¨

ȷ

. (6.11.24)

また，
C2 ^ B2|D3 “ Cα ^ ωαmpY qdY m ^ B. (6.11.25)

よって，ブレーン作用積分は

Sbrane » ´
2πN

ℓ4sgs

ż

X4

ˆ

˚1 `
1

2
gmnpY q ˚dY m ¨ dY n ` ˚B ^ B

˙

`
2πN

ℓ4s

ż

X4

p´Cα ^ ωαmpY qdY m ^ B ` dB ^ Cαχαq

“

ż

X4

”

´ m2
plΛ ˚1 ´

1

2
γmnpY q ˚dY ^ dY ´

1

2
µ2m2

pl ˚B ^ B

´λB ^ dCαχα.
ı

. (6.11.26)

ここで，

Λ “
2πN

ℓ4sgsm
2
pl

“ µ2, (6.11.27a)

γmn “
2πN

ℓ4sgs
gmn “ µ2m2

plgmn, (6.11.27b)

λ “ gsµ
2m2

pl, (6.11.27c)

µ2 “
gsℓ

4
sN

2VolpY q
“

N

mpl

c

π

VolpY q
. (6.11.27d)
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Cosmology 場の配位は

B2 “ γbaptq2bptqdx ^ dy ñ H3 “ γbpa
2bq

.
dt ^ dx ^ dy (6.11.28a)

C2 “ γcaptqcαptqdz ^ ωα ñ G3 “ γcpacαq
.dt ^ dz ^ ωα (6.11.28b)

C4 “ γbγcpacαqpa2bq
.
d4xχα ñ G5 “ 0 (6.11.28c)

ここで

γb “
?
2{mpl, γ2c

m2
plg

2
s

8VolpY q

ż

Y

˚ωα ^ ωβ “ δαβ (6.11.29)

有効 Lagrangianは

Lbulk “ a3

«

´
3

κ2

ˆ

9a

a

˙2

`
1

2

´

9b ` 2Hb
¯2

`
1

2
p 9c ` Hcq2 ´ V pXq

ff

,(6.11.30a)

LD3 “ a3
„

1

2
γmnpY q 9Y m 9Y n ´ µ2b2´λp 9cα ` HcαqbχαpY q

ȷ

(6.11.30b)

ここで，

λ “
?
2gsµ

2γc „
N

L4m2
pl

(6.11.31)

一般論との対応は

• 変数：ϕ “ pcαq, X “ pb, Y mq

• CSポテンシャル：

U : Uα “ bχα; kα “ 1, Ũ “ bcαχα, W “ 0, (6.11.32)

A “ pBXUq “ pχα, bωαmq ñ pA TAqαβ “ χαχβ ` b2ωα ¨ ωβ(6.11.33)

• 力項：

Fα “ ´BαV ´ p 9H ` 2H2qcα ` 2λHbχα, (6.11.34a)

Fb “ ´BbV ´ 2p 9H ` 2H2qb ´ λHcαχα, (6.11.34b)

Fm “ ´BmV ´ λHbcαωαm (6.11.34c)

Slow roll方程式は

9cα “
1

3H

ˆ

1 `
λ2

9H2
A TA

˙´1ˆ
λ

3H
AFX ` Fϕ

˙

« ´Hcα (6.11.35)

したがって，この場合，一般論から予想されるように，slow roll inflationは起こ
らない．
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