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1
QCD axion

§1.1
QCDにおけるカイラル対称性の破れ

1.1.1 QCDのChiral対称性

要点: QCDの u, dクォークセクターにおけるUp2qA対称性の破れには，不思議
な点がある．

詳細： クォークとして近似的に，uと dのみを考える．

• QCDセクターの Lagrangian:

L “ ´iūpγµDµ ´ muqu ´ id̄pγµDµ ´ mdqd, (1.1.1)

Dµ “ Bµ ´ ig3C
a
µTa. (1.1.2)

ここで，Ca
µは SUp3qゲージ場，Taは SUp3qの基本表現の基底．

• Weyl基底での表示：

´iψ̄pγµDµ ´ mqψ “ iψ:
RpD0ψR ´ σjDjψRq ` iψ:

LpD0ψL ` σjDjψLq

`mpψ:
LψR ` ψ:

RψLq. (1.1.3)

• Up2qL ˆ Up2qR 対称性： クォーク質量がゼロの時 (mu “ md “ 0)，この
Lagrangianは次の UL ˆ UR P Up2qL ˆ Up2qRで不変となる:

˜

u

d

¸

R

ÞÑ UR

˜

u

d

¸

R

,

˜

u

d

¸

L

ÞÑ UL

˜

u

d

¸

L

(1.1.4)

目次へ



第 1章 QCD axion 2 目次へ

しかし，質量がゼロでないと質量項がこの不変性を壊す．一般に，質量項を
質量行列を用いて

pū, d̄qRM

˜

u

d

¸

R

` h.c. (1.1.5)

とおくと，Up2qL ˆ Up2qR変換に対して，質量行列は

M Ñ U :
LMUR (1.1.6)

と変換する．これより，mu “ mdのとき，ベクトル型変換 UR “ ULに対し
ては質量項は不変となるが，軸性ベクトル型変換 UR “ U :

Lに対しては不変
でない．

• ベクトル・軸性ベクトル分解： 一般に，

Up2qR ˆ Up2qL – Up1qb ˆ Up1qA ˆ pSUp2qV ˆ SUp2qAq. (1.1.7)

ここで，θ P R, U P SU2qとして，

Up1qb : pu, dq Ñ eiθpu, dq, (1.1.8a)

SUp2qV :

˜

u

d

¸

Ñ U

˜

u

d

¸

, (1.1.8b)

Up1qA : pu, dq Ñ eiθγ5pu, dq, (1.1.8c)

SUp2qA :

˜

u

d

¸

R

Ñ U

˜

u

d

¸

R

,

˜

u

d

¸

L

Ñ U :

˜

u

d

¸

L

. (1.1.8d)

ただし，SUp2qV は部分群であるが，SUp2qAは部分群ではなく,

rSUp2qV , SUp2qAs Ă SUp2qA, rSUp2qA, SUp2qAs Ă SUp2qV . (1.1.9)

• 近似的 SUp2qV 対称性：現実では，

mu “ 2.3`0.7
´0.5MeV, md “ 4.8`0.7

´0.3MeV (1.1.10)

より，mu ‰ mdであるが，近似的にベクトル型変換 UL “ UR ñ Up2qV “

SUp2qV ˆ Up1qbに対する近似的不変性がハドロンスペクトルで実現されて
いる．

– mp “ 938.272046 ˘ 0.000021MeV, mn “ 939.565379 ˘ 0.000021MeV.

– mπ0 “ 134.9766 ˘ 0.0006MeV, mπ˘ “ 139.57018 ˘ 0.00035MeV.

目次へ
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• SUp2qA対称性の破れ：SUp2qA対称性があると，スピン，質量が同じで異なる
パリティをもつ多重項がないといけないが，そのような多重項は近似的にも
ハドロンスペクトルに存在しない．これは，カイラル対称性が非摂動論効果
（インスタントン効果）により破れているためと理解されている．実際，この
破れに対する擬Goldstoneボゾンをパイ中間子とするのが自然であることを
示唆する事実が多く存在する．例えば，Goldberger-Treiman関係式 (1966):

GπN “
2mNgA
Fπ

. (1.1.11)

• Up1qA問題：SUp2qAと異なり，Up1qAに対応するパイ中間子程度の質量をも
つ擬Goldstoneボゾンが存在しない．

η : IGpJPCq “ 0`p0´`q : mη “ 547.862 ˘ 0.018MeV. (1.1.12)

1.1.2 Goldberger-Treiman関係式

要点： Golberger-Treiman関係式は，パイ中間子の強い相互作用結合係数と弱い
相互作用による崩壊定数を関係付け，パイ中間子が SUp2qA対称性の自発的破れに
伴うGoldstoneボゾンである証拠を与える．

詳細： まず，u, dクォークとレプトンの間の弱い相互作用に対する有効Lagrangian

は

Lwk “ ´
Gwk
?
2

pV µ
` ´ Aµ`q

ÿ

ℓ

ℓ̄γµp1 ´ γ5qνℓ ` h.c. (1.1.13)

ここで，V µ
a とAµa を変換 SUp2qV および SUp2qAに対するカレントとして，

V µ
˘ “ V µ

1 ˘ iV µ
2 , Aµ˘ “ Aµ1 ˘ iAµ2 . (1.1.14)

πjが SUp2qAに対する擬Goldstoneボゾンとすると，

xVac | Aµi pxq | πjy “ ´
1

2
Fπp

µ
πδij

eipπ ¨x

2p0π
. (1.1.15)

これより，

Γpπ Ñ µ ` νq “
G2

wkF
2
πm

2
µpm2

π ´ m2
µq2

16πm3
π

(1.1.16)

が得られる．これと実験値，Γ “ p2.6033p24q ˆ 10´8sq´1より，

Fπ » 184MeV. (1.1.17)

一方，軸性カレントの核子状態での行列要素は, Poincare不変性より

xp | Aµ`pxq | ny “
eiq¨x

p2πq3
ūp

“

γµγ5fpq2q ` iqµγ5gpq2q ´ 2qνγ
µνγ5hpq2q

‰

un. (1.1.18)

目次へ
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カレントの保存則を仮定すると，

2mNfpq2q “ q2gpq2q. (1.1.19)

核子のベータ崩壊実験より，fpq2qは q2 “ 0に極を持たず，

fp0q ” gA “ 1.2573p28q (1.1.20)

したがって，gpq2qは q2 “ 0に極をもつ：

gpq2q Ñ
2mNgA
q2

. (1.1.21)

一方，

Aµj pxq “
1

2
FπBµπj ` ¨ ¨ ¨ (1.1.22)

として，πと核子の有効相互作用を 2GπNπ
jN̄γ5tjN とおくと，q2 Ñ 0の極限で，

xp | Aµ`pxq | ny Ñ
eiq¨x

p2πq3

“

´ip2πq42GπN ūpγ5un
‰ ´i

p2πq4q2
iqµFπ
2

. (1.1.23)

これは，

gpq2q Ñ
GπNFπ
q2

(1.1.24)

を意味する．以上２つの gpq2qの振る舞いが一致することより，次のGoldberger-

Treiman関係式を得る：

GπN “
2mNgA
Fπ

. (1.1.25)

gA, Fπ の実験値よりこの式は，GπN » 12.7を与えるが，これは，GπN の測定値
13.5と良く一致している．

§1.2
対称性の自発的破れ

Reference

• Weinberg S: “The Quantum Theory of Fields”, vol. II (CUP, 1995).

大域的変換群 Gの線形作用に対して作用積分が不変であるとする．このとき，
特に，スカラ場 ϕ “ pϕnqへの作用

ϕ ÞÑ Uϕ, U P G (1.2.1)

に対して，その運動項とポテンシャル V pϕqが不変となる：V pUϕq “ V pϕq. この
ポテンシャルの極点 ϕ “ ϕ0がGの作用に対して不変でないとする:

pDV qϕ0 “ 0, taϕ0 ‰ 0, ta P L pGq. (1.2.2)

目次へ
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1.2.1 Goldstoneボゾン

要点： 自発的に破れた対称性に対応するカレント Jaµとスカラ場 ϕの交換関係を
スペクトル表示することにより，自発的対称性が必ずGoldstoneボゾンBを伴う
ことが示され，さらにスカラ場へのBの寄与がBの崩壊定数（カレントへのBの
寄与）により決定される [Goldstone J, Salam A, Weinberg S (1962)]

詳細： 対称性Gに対するカレントをJaµpxqとすると，理論のPoincare不変性より

@

rJλa pyq, ϕnpxqs
D

Vac
“ p2πq´3

ż

d4ppλθpp0q
“

ρa,np´p2qeip¨py´xq ´ ρ̃a,np´p2qeip¨px´yq
‰

.

(1.2.3)

ここで，

ipλ

p2πq3
ρa,np´p2qθpp0q “

ÿ

N

@

Vac | Jλa p0q | N
D

xN | ϕnp0q | Vacy δ4pp ´ pNq,

(1.2.4a)

ipλ

p2πq3
ρ̃a,np´p2qθpp0q “

ÿ

N

xVac | ϕnp0q | Ny
@

N | Jλa p0q | Vac
D

δ4pp ´ pNq.

(1.2.4b)

この式は，Green関数

∆`pz;µ2q “
1

p2πq3

ż

d4pθpp0qδpp2 ` µ2qeip¨z (1.2.5)

を用いて，

xrJaλpyq, ϕnpxqsyVac “
B

Byλ

ż

dµ2
“

ρa,npµ2q∆`py ´ x;µ2q ` ρ̃a,npµ2q∆`px ´ y;µ2q
‰

.

(1.2.6)

と書き換えられる．
まず，x ´ yが空間的なとき，rJλa pyq, ϕnpxqs “ 0より

ż

dµ2ρa,npµ2q ` ρ̃a,npµ2q
a

p2 ` µ2
“ 0, @p ñ ρa,npµ2q “ ´ρ̃a,npµ2q. (1.2.7)

次に，BλJ
λ
a “ 0より，

ż

dµ2 µ2ρa,npµ2q
cospt

a

p2 ` µ2q
a

p2 ` µ2
, for allt ñ µ2ρa,npµ2q “ 0. (1.2.8)

さらに，

Qa “

ż

d3xJa 0px, 0q, rQa, ϕnpxqs “ ptaqn
mϕmpxq (1.2.9)

目次へ
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より
ρa,npµ2q “ iδpµ2qptaqn

m xϕmp0qyVac . (1.2.10)

これは，各成分ごとにゼロ質量のボゾンBaが存在することを意味し，Poincare

不変性より

@

Vac | Jλa pxq | Bb

D

“ ´iFabp
λB e

ipB ¨x

2p0B
, (1.2.11a)

xBa | ϕnpyq | Vacy “ Za
n

e´ipB ¨y

2p0B
(1.2.11b)

と置くと，ρa,npµ2qの定義より，

ρa,npµ2q “
ÿ

b

FabZ
b
nδpµ

2q (1.2.12)

これを (1.2.10)に代入して，

iFabZ
b
n “ ´ptaqn

m xϕmp0qyVac . (1.2.13)

すなわち，

ϕnpxq “
ÿ

a

Za
nBapxq ` ¨ ¨ ¨ , (1.2.14a)

Za
n “

ÿ

b

pF´1qabpitbϕ0qn (1.2.14b)

を得る．

1.2.2 近似的対称性の自発的破れと擬Goldstoneボゾン

要点: 系がある近似的対称性を持つ場合，ポテンシャルの縮退は解消されるが，
基底状態で対称性が厳密で自発的に破れる場合と同じ数の小さな質量をもつボゾ
ン（擬Goldstoneボゾン）が現れる．この基底状態に対応するポテンシャル極点
とボゾンの質量は，対称性を破るポテンシャルの摂動を用いて具体的に表される．
[Weinberg S (1972)]

詳細： 対称性Gをもつスカラ場のポテンシャル V0に小さな摂動 V1を加える:

V “ V0pϕq ` V1pϕq; DV0ptαϕq “ 0. (1.2.15)

V の極小点を，適当な V0の極小点 ϕ0を用いて，ϕ̄ “ ϕ0 ` ϕ1とおく．ϕ1が小さい
として，極小条件を 1次までとると

DV pϕ0 ` ϕ1q “ 0 ñ pD2V0qϕ0pϕ1q ` pDV1qϕ0 “ 0. (1.2.16)

目次へ
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V0の極小多様体がGの作用で不変なので，

pD2V0qϕ0ptαϕ0q “ 0, @α. (1.2.17)

よって，上の方程式が ϕ1について解ける条件として，V0の極点の選び方を決める
次の真空整列条件 (vacuum alignment condition)が得られる:

pDV1qϕ0ptαϕ0q “ 0, @α. (1.2.18)

Gがコンパクトのとき，この条件を満たす ϕ0が常に存在する．
擬Goldstoneボゾンの質量は，一般に

M2
ab “ Za

nZ
b
m

B2V pϕq

BϕmBϕn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ“ϕ0`ϕ1

» pD3V0qϕ0pϕ1, Z
a, Zbq ` pD2V1qϕ0pZa, Zbq. (1.2.19)

V0の対称性より，この式は次のように書き換えられる：

M2
ab “ ´

ÿ

cd

pF´1qacpF´1qbd
“

pD2V1qϕ0ptcϕ0, tdϕ0q ` pDV1qϕ0ptctdϕ0q
‰

. (1.2.20)

この質量行列は常に非負であることが示される．
Gのある表現

rTα,Φns “ ´ptαqnmΦm (1.2.21)

に従う作用素の系 tΦnuを用いて，Hamiltonianに対する対称性を破る摂動が

H1 “
ÿ

n

unΦn (1.2.22)

と表されるとする．さらに，
xΦny “ ϕn (1.2.23)

が成り立つときには，真空整列条件は

xrTα, H1sy0 “ 0 (1.2.24)

と表される．また，擬Goldstoneボゾンの質量行列は

M2
ab “ ´

ÿ

c,d

pF´1qacpF´1qbd xrTc, rTd, H1ssy0 (1.2.25)

となる．ここで，a, b, c, dはGoldstone方向成分を指す．

1.2.3 パイ中間子の質量

要点： パイ中間子は，クォーク質量によりわずかに破れたカイラル対称性SUp2qA

にともなう擬Goldstoneボゾンと見なすことができる．そこで，前節の公式を用
いて，パイ中間子の質量公式を導くことができる．

目次へ
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詳細： q “ pu, dq系において，Φ˘
α (α “ 1, 2, 3, 4)を次のように定義する：

Φ`
a “ ´q̄γ5taq pa “ 1, 2, 3q, Φ`

4 “
i

2
q̄q, (1.2.26a)

Φ´
a “ iq̄taq pa “ 1, 2, 3q, Φ´

4 “
1

2
q̄γ5q. (1.2.26b)

このとき，pTa, Xaqを SUp2qV ˆ SUp2qAの無限小変換に対応するエルミート作用
素，pTj,Xjqを SUp2q ˆ SUp2q – SOp4q対応によるその 4次元ベクトル表現とす
ると，

rTa,Φ
˘
n s “ ´

ÿ

m

pTaqnmΦ
˘
m, rXb,Φ

˘
n s “ ´

ÿ

m

pXaqnmΦ
˘
m. (1.2.27)

Ta，Xaの具体的な表式は，

pTaqbc “ ´iϵabc, pTaq4b “ pTaqb4 “ pTaq44 “ 0, (1.2.28a)

pXaqb4 “ ´pXaq4b “ δab, pXcqab “ pXcq44 “ 0. (1.2.28b)

pu, dq系において，SUp2qV ˆ SUp2qA対称性を直接破るのは，クォークの質量項
のみ：

H1 “ ipmuūu ` mdd̄dq “ pmu ` mdqΦ
`
4 ` pmu ´ mdqΦ

´
3 . (1.2.29)

よって，真空整列条件は

0 “
@

Φ´
2

D

0
“
@

Φ´
1

D

0
“
@

Φ`
1

D

0
“
@

Φ`
2

D

0

“ pmu ` mdq
@

Φ`
3

D

0
` pmd ´ muq

@

Φ´
4

D

0
. (1.2.30)

対称性が厳密なゼロ次系 (mu “ md “ 0)において，ゼロ次の真空 ϕ0を，SUp2qV

不変かつパリティ不変に選ぶと，

@

Φ´
n

D

0
“ 0 pn “ 1, 2, 3, 4q,

@

Φ`
a

D

0
“ 0 pa “ 1, 2, 3q (1.2.31)

となり，真空整列条件が満たされる．
対称性が破れるカイラル方向に対して，

rXa, rXb,Φ
`
4 ss “ δabΦ

`
4 , rXa, rXb,Φ

´
3 ss “ Φ´

a δb3. (1.2.32)

また，SUp2qV 対称性より，
Fab “ 1

2
Fπδab. (1.2.33)

よって，
m2
ab “ δabm

2
π; m2

π “ ´4pmu ` mdq
@

Φ`
4

D

0
{F 2

π . (1.2.34)
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pu, dq系のSUp2qV ˆSUp2qA対称性の議論は，q̃ “ pu, d, sq系に拡張することがで
きる．このとき，SUp3qAの破れに対応して，8個のボゾン pπ˘, π0, K˘, K0, K̄0, η0q

が現れる．以上と同様の計算により，カイラル対称性の破れが

x¯̃qnγ5q̃my0 “ 0, x¯̃qnq̃my0 “ ´vδnm (1.2.35)

と表されるとすると，擬Goldstoneボゾンの質量は

m2
π` “ m2

π0 “
4v

F 2
π

rmu ` mds ` ∆, (1.2.36a)

m2
K` “

4v

F 2
π

rmu ` mss ` ∆, (1.2.36b)

m2
K0 “

4v

F 2
π

rmd ` mss , (1.2.36c)

m2
η0 “

4v

F 2
π

„

4ms ` md ` ms

3

ȷ

, (1.2.36d)

m2
πη “

4v
?
3F 2

π

rmu ´ mds . (1.2.36e)

ここで，∆は電磁相互作用による補正．特に，これらより，次のGell-Mann-Okubo

関係式
3m2

η ` 2m2
π` ´ m2

π0 “ 2m2
K` ` 2m2

K0 (1.2.37)

を得る．実験値は，

mπ` “ 139.57MeV, mπ0 “ 134.974MeV,

mK` “ 493.65MeV, mK0 “ 497.7MeV,

mη0 “ 547Mev. (1.2.38)

すなわち，Gell-Mann-Okubo関係式は 3%の精度でなりたつ．また，クォーク質量
の比は

md{ms “ 0.050, mu{ms “ 0.027. (1.2.39)

§1.3
Chiral Anomaly

要約: カイラルカレントは，それを構成しているフェルミ粒子がゲージ相互作用
すると，一般的に量子効果によりアノーマリーが生じ，カレントの保存則に位相
的なゲージ補正項が加わる [Bell JS, Jackiw R (1969); Adler SL (1969)]．

目次へ



第 1章 QCD axion 10 目次へ

q

k1

k2

p1

p

p2

γλ

γν

γµγ5

図 1.1: Triangle Digram

参考文献

• Harvey JA: ”TASI 2003 Lecturenotes on Anamalies” [arXiv:hep-th/0509097]

• Adler SL: ”Anomalies” [arXiv:hep-th/0411038]

可換ゲージ場のTriangle Anomaly

• Lagrangian

L “ ´iψ̄pγµDµ ´ mqψ ´
1

4
FµνF

µν , (1.3.1)

Dµ “ Bµ ` ieAµ (1.3.2)

• 古典的対称性: 一般に，
ψ ÞÑ eiαψ (1.3.3)

質量m “ 0のとき，さらに
ψ ÞÑ eiβγ5ψ (1.3.4)

• 保存則（量子論）

Jµ “ ψ̄γµψ : BµJ
µ “ 0, (1.3.5a)

Jµ5 “ ψ̄γµγ5ψ : BµJ
µ
5 “ ´2mψ̄γ5ψ `

e2

8π2
F µνF̃µν . (1.3.5b)

ここで，

F̃µν “ ˚Fµν :“
1

2
ϵµνλσF

λσ. (1.3.6)

目次へ
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Adler-Bardeen-Jackiw(ABJ) anomaly

• 不可避性：正則化においてベクトルカレントの保存を要請すると，軸性ベク
トルカレントの保存則には anomalyが発生し，その値は正則化の方法に依存
しない．

• 非くり込み定理：くり込みにより形を変えない．

• 普遍性：非可換ゲージ場，重力場との結合もカイラルアノマリーを生む．

Dµ “ ∇µ ´ igtaA
a
µ, Jµ5 “ ψ̄γµγ5tψ

ñ BµJ
µ
5 “ ¨ ¨ ¨ `

g2

8π2
TrpttatbqF

a
µνF̃

bµν `
1

384π2
TrptqRµνλσR̃

µνλσ

(1.3.7)

• 物理的には，アノマリーはインスタントンとスピノール場の相互作用により
引き起こされる．

• 様々な証明法

– Cut offによる正則化．

– Pauli-Villars正則化．

– Point-splitting正則化．

– 藤川による経路積分法:PI measureの正則化とAthiya-Singer指数定理．

§1.4
Anomaly公式の証明

1.4.1 経路積分法による証明（藤川和夫1979）

ゲージ場A中でのスピノ-ル場 ψに対する分配関数Zは経路積分で

ZrAs “

ż

rdψsrdψ̄seiSpψ,ψ̄;Aq (1.4.1)

と表される．この経路積分において，変換

ψ Ñ Uψ, (1.4.2a)

ψ̄ Ñ ψ̄pγ4U
:γ4q, ψ̄ “ ψ:γ4, γ4 “ iγ0, (1.4.2b)

目次へ
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に対して，スピノール場の経路積分測度は次のように変換する：

rdψsrdψ̄s Ñ rdetU det Ū s´1rdψsrdψ̄s, (1.4.3)

Uxn,ym “ Upxqnmδ
4px ´ yq, (1.4.4)

Ūxn,ym “ pγ4Upxq:γ4qnmδ
4px ´ yq. (1.4.5)

特に，Upxq “ eiαpxqtに対しては，Ū U “ 1より，rdψsrdψ̄sは不変となる．一
方，Upxq “ eiαpxqtγ5に対しては，Ū “ U となるので，測度は不変とならない：

rdψsrdψ̄s Ñ pdetU q´2rdψsrdψ̄s

“ exp

"

i

ż

d4xαpxqPpxq

*

rdψsrdψ̄s. (1.4.6)

したがって，Z全体は

Z Ñ

ż

rdψsrdψ̄s exp

„

i

ż

d4x pαpxqPpxq ` Jµ5 pxqBµαpxqq

ȷ

. (1.4.7)

Zは積分変数の変換では変化しないので，これより，

xBµJ
µ
5 pxqyA “ Ppxq. (1.4.8)

Anomaly Ppxqは形式的には不定となる：

Ppxq “ ´2Trpγ5tqδ
4px ´ xq. (1.4.9)

そこで，次のように正則化する：

Ppxq “ lim
MÑ8

“

´2Tr
␣

γ5tfp´ {D2
x{M2q

(

δ4px ´ yq
‰

yÑx
. (1.4.10)

ここで，fpuqは fp0q “ 1となるなめらかなコンパクト台の関数．また，

Dµ “ Bµ ´ itaA
a
µpxq. (1.4.11)

Fourier変換により

Ppxq “ lim´2

ż

d4k

p2πq4

“

Tr
␣

γ5tfp´ {D2
x{M2qeikpx´yq

(‰

y“x

“ lim´2

ż

d4k

p2πq4

“

Tr
␣

γ5tfp´pi{k ` {Dq2{M2q
(‰

“ lim´2M4

ż

d4k

p2πq4

“

Tr
␣

γ5tfp´pi{k ` {D{Mq2q
(‰

“ ´

ż

d4k

p2πq4
f2pk2q

“

Tr
␣

γ5t {D4
(‰

(1.4.12)
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ここで，Wick回転により
ż

d4k

p2πq4
f2pk2q “ iπ2

ż 8

0

ds sf 2psq “ iπ2. (1.4.13)

また，

{D2
“ D2 ´

i

2
taF

a
µνγ

µν , (1.4.14)

Tr
␣

tγ5 {D4
(

“ 2iTrptatbtqF
a
µνF̃

bµν . (1.4.15)

以上より，

xBµJ
µ
5 pxqyA “ Ppxq, (1.4.16)

Ppxq “
1

8π2
F a
µνF̃

bµνTrptatbtq. (1.4.17)

この式は，
Trptatbtq “ Nδab (1.4.18)

となる場合には，次のような保存系に書き直すことができる：

BµK
µ “ 0; Kµ “ xJµ5 yA ` 2NGµ, (1.4.19)

Gµ :“ ´
1

8π2
ϵµνλρ

“

AaνBλA
a
ρ ` 1

3
fabcA

a
νA

b
λA

c
ρ

‰

. (1.4.20)

§1.5

クォークモデルにおけるカイラルア
ノーマリー

1.5.1 π0 Ñ 2γ崩壊

要点： π0はカイラルなUp1q変換に対する擬Goldstoneボゾンであるが，その 2

光子崩壊は，このカイラル対称性のアノーマリーにより引き起こされる．

軸性カイラルカレントのアノーマリーによるGoldstoneボゾンのChern-Simons

相互作用 一般に，大域的なカイラル変換

eiαγ5t (1.5.1)

に対して，アノーマリーのため，分配関数は経路積分測度の変換より

Z Ñ

ż

rdψsrdψ̄s exp

„

iS ` i

ż

d4xαPpxq

ȷ

(1.5.2)

目次へ
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と変換．ここで

Ppxq “
g2

8π2
F a
µνF̃

b
µνTrpttatbq. (1.5.3)

この変換に対する（擬）GoldstoneボゾンをBとすると，

@

Vac | J0
5 pxq | B

D

“ ´
i

2
FeipB ¨x (1.5.4)

より，

´i xVac | rQ5, Bpxqs | Vacy “ ´2Im

ż

d3pB
p2πq3

ż

d3y
@

Vac | J0
5 pyq | B

D

e´ipB ¨x “ F.

(1.5.5)

よって，
δ xBy “ ´iα xrQ5, Bsy “ αF. (1.5.6)

したがって，アノーマリーは，次のような有効相互作用 (Chern-Simons相互作用）
を生み出す：

Seff “ S `

ż

d4x
1

F
BPpxq. (1.5.7)

π0への応用 π0をカイラル変換 exppiαγ5τ3q(τ3 “ σ3 “ 2t3)に対する擬Goldstone

ボゾンと見なして，以上の議論を適用すると，カイラルアノーマリーは次のよう
な π0と電磁場の有効相互作用を生み出す:

δL “
1

Fπ
π0 e

2

8π2
FµνF̃

µν ˆ Nc

˜

ˆ

2

3

˙2

´

ˆ

1

3

˙2
¸

“
e2Nc

24π2Fπ
π0FµνF̃

µν . (1.5.8)

この有効相互作用による π0崩壊率は

Γpπ0 Ñ 2γq “
N2
c α

2m3
π

144π3F 2
π

“

ˆ

Nc

3

˙2

ˆ 1.11 ¨ 1016s´1. (1.5.9)

これはNc “ 3に対して，実験値を良く再現する：

Γpπ0 Ñ 2γqexp “ p1.19 ˘ 0.08q ¨ 1016s´1. (1.5.10)

1.5.2 インスタントンとUp1qA問題の解決

ゲージ場の Pontrjagin数 クォークのカイラル変換はアノーマリーにより見か
け上破れている：

eiαγ5t ÞÑ δL “ αPpxq; Pd4x “ ´
ÿ

j

1

4π2
TrptF pjq ^ F pjqq. (1.5.11)
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(A “ ´igAaµtadx
µ, F “ dA ` A ^ A ). しかし，カイラル変換がゲージ変換と可

換のとき，Ppxqは

Ppxqd4x “ dK ; K “ ´
ÿ

j

qj
1

4π2
Tr

ˆ

dA ^ A `
2

3
A ^ A ^ A

˙pjq

(1.5.12)

と書けるので，この項の作用積分への影響は無いように見える．
しかし，実はそうではない．一般に，

ż

R3

dK “

ż

S3
8

K (1.5.13)

となるが，無限遠でゲージ場の強度 F がゼロに近づくとしても，右辺がゼロとは
限らない．実際，Gをゲージ群として

A Ñ U´1dU, U : S3 Ñ G (1.5.14)

とすると，
ż

S3
8

K “
ÿ

j

qj
12π2

ż

S3

TrpU´1dU ^ U´1dU ^ U´1dUqpjq (1.5.15)

この右辺の被積分関数は，Gの不変体積要素から誘導される 3次元体積要素と一
致するので，その積分は，G内での S3の像のこの測度に関する体積 V を表す．こ
の体積は，U の連続変形では代わらない．実際，

δpU´1dUq “ dpU´1δUq ` rU´1dU, U´1δU s (1.5.16)

より，

δV “

ż

S3

Tr
␣

dpU´1δUq ^ U´1dU ^ U´1dU
(

“ ´

ż

S3

Tr
␣

U´1δU ^ dpU´1dUq ^ U´1dUq
(

“ 0. (1.5.17)

したがって，この積分値は離散的な値を取る位相不変量となる（winding number）．
値を計算するために，まず，

π3pSUpnqq “ Z, n ě 2 (1.5.18)

となることに注意する．これより，SUp2q Ă SUpnq (n ě 2)を考慮すると，G “

SUp2qの場合に計算すれば良いことがわかる．そこで，写像 U を

U : S3 Ñ SUp2q, (1.5.19)

Upxq “
1

r

`

x4σ0 ` ixjσj
˘

(1.5.20)
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とおくと，

U´1dU “ iωjσj, (1.5.21)

ωj “
1

r2
`

ϵjklx
kdxl ` x4dxj ´ xjdx4

˘

(1.5.22)

より，

V “ i3
ż

S3

ωj ^ ωk ^ ωlTrpσjσkσlq

“ 6

ż

S3

ω1 ^ ω2 ^ ω3 (1.5.23)

を得る．ここで，SUp2qの Upxqへの左作用は，S3 の推移的な等長変換を与え，
U´1dU はこの作用で不変となるので，ωjは S3上の不変 1形式となる．ところが，
S3の北極 p0, 0, 0, 1qで

ωj “ dxj (1.5.24)

となるので，ω1 ^ ω2 ^ ω3は S3の標準体積要素と一致する．よって，

V “ 24π2. (1.5.25)

すなわち，K の積分は整数（の 2倍）となる．元のゲージ場で表すと，Fµνが無
限遠でゼロに近づくとき，

p1 “ ´
1

8π2

ż

d4xTrpF ^ F q P Z (1.5.26)

となる．ただし，Trはベクトル表現に関するものである．

インスタントン解 Pontrjagin数がゼロでないゲージ配位は次のようにして構成
することができる．時間を虚時間に変え，時空をユークリッド化して考える．こ
のとき，任意の 2形式F P A2に対し，

˚ ˚F “ F (1.5.27)

が成り立つので，2形式の空間は ˚の固有空間に直和分解される：

A2 “ A2
` ` A2

´ : ˚F “ ˘F for F P A2
˘. (1.5.28)

このとき，F P A2
˘に対して，ゲージ場の方程式は，

DF :“ dF ` A ^ F ´ F ^ A “ 0 ô D ˚F “ 0 (1.5.29)

に帰着する．さらに，

d4x
1

2
FµνF

µν “ ˚F ^ F “ F ^ F (1.5.30)
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より，F ‰ 0ならば，
ż

d4xF ^ F ‰ 0 (1.5.31)

となる．このような解は，インスタントン解と呼ばれる．
SUp2qゲージ理論での p1 “ 1のインスタントン解は次のように構成することが

できる [Belavin AA, Polyakov AM, Schwarz AS, Tyupkin YuS (1975)]. ゲージ配
位が，上記の Upxq P SUp2qを用いて

A “ fprqU´1dU (1.5.32)

と書けるとする．ただし，

fprq “ O
`

r2
˘

at r “ 0, lim
rÑ8

fprq “ 0. (1.5.33)

このとき，

F “ f 1dr ^ U´1dU ` fpf ´ 1qU´1dU ^ U´1dU

“ i
␣

f 1r ^ ωj ` fp1 ´ fqϵjklω
k ^ ωl

(

σj (1.5.34)

構成法より自動的にDF “ 0なので， ˚F “ F が満たされればよい．dr, rωj(j “

1, 2, 3)が正規直交系となるので，

˚dr ^ ωj “
r

2
ϵjklω

k ^ ωl (1.5.35)

これより，

˚F “ i

"

f 1

2
ϵjklω

k ^ ωl ` 2fp1 ´ fq
1

r
dr ^ ωj

*

σj. (1.5.36)

よって，自己双対性条件は
rf 1 “ 2fp1 ´ fq. (1.5.37)

この一般解は，Rを積分定数として

f “
r2

r2 ` R2
. (1.5.38)

で与えられる．

SUp2qAのアノマリー t P SUp2qAとすると，Trpttpatbqqは ta, tbが Up1qY , SUp2q,

SUp3qのいずれに属する場合もゼロとなる．唯一，π0 Ñ 2γのところで見たように，
ta, tb P Up1qEMのみが SUp2qAに対してアノマリーを生む (mixed anomaly)．しか
し，π3pUp1qq “ 0なので，Up1qはインスタントン解を持たず，アノマリーは対称
性を破らない．

Up1qAのアノマリー 一方，Up1qAの変換に対しては，Trpttpaqtbqq9Trptatbqなので，
Up1q, SUp2q, SUp3qのすべてのゲージ場がアノマリーを生む．したがって，カイラ
ル対称性 Up1qAはインスタントン効果で破れる．これにより，Up1qA問題は解決
される．
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§1.6
QCD真空とQCD CP問題

1.6.1 θ真空

QCDにおいて，真空基底状態での SUp3qゲージ場は，

Fµν “ 0 ñ A “ U´1dU, Upxq P SUp3q (1.6.1)

と表される．いま，空間的無限遠で U Ñ 1を要請すると，各時刻 tでのゲージ場
配位は，

U : S3 Ñ SUp3q (1.6.2)

と見なすことができる．これらのうち，互いに連続変形で移れるものは同一視す
ると，配位は U のホモトピー類で分類され，その全体は π3pSUp3qq – Zと対応す
る．具体的には，この対応は，巻き付き数

n :“ ´
1

8π2

ż

d3xTr

"

dA ^ A `
2

3
A ^ A ^ A

*

“
1

24π2

ż

R3

d3xTrpU´1dU ^ U´1dU ^ U´1dUq P Z (1.6.3)

で与えられる．
巻き付き数の時間変化は，

∆n “ npt “ 8q ´ npt “ ´8q “

ż

R4

dK “

ż

R4

´
1

8π2
TrpF ^ F q. (1.6.4)

これより，インスタントンは巻き付き数の変化を引き起こす．いま，巻き付き数 n

の真空を |nyと表すと，

`xn ` q|n, ty´ “ C

ż

rdAsq ¨ ¨ ¨ e´SE “ Aq. (1.6.5)

よって，新たな真空の基底 |θyを

|θy “
ÿ

nPZ

e´inθ|ny, p0 ď θ ď 2πq (1.6.6)

により定義すると，

`xθ1|θy´ “ 2πδpθ ´ θ1q
ÿ

qPZ

Aqe
iθq. (1.6.7)

したがって，この θ真空がエネルギー固有状態を与える．
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1.6.2 強い相互作用におけるCPの破れ

各 θ真空での Lagrangianは

Leff “ L ` θPp3q; (1.6.8)

Pp3q “ ´
1

8π2
TrpF p3q ^ F p3qq “

g23
32π2

ϵµνλσTrpFµνFλσq. (1.6.9)

と表される．この θに依存する補正項は θ ‰ 0のとき，CPを破る．
Chiral anomalyのため，この θに依存したCPの破れとクォーク質量項の複素位

相によるCPの破れは密接に関連する．以下，q “ pu, d, sqの 3クォークモデルで考
える．このとき，Up3qR ˆUp3qL対称性のうち，Up1qbは厳密な対称性，SUp3qR ˆ

SUp3qL “ SUp3qV ˙ SUp3qA対称性はクォーク質量項により弱く破れた近似的対
称性となる．ただし，SUp3qAはクォーク凝縮により自発的に破れる．また，残る
Up1qAは chiral anomalyで破れる．itγ5を対応する無限小カイラル変換とすると
き，アノマリー関数は，一般に

P “
g21

16π2
TrptY 2qF p1q ¨ F̃ p1q `

g1g2
4π2

TrptY tp2q
a qF p1q ¨ F̃ p2q

`
1

8π2
Trptq

´

g22F
p2q ¨ F̃ p2q ` g23F

p3q ¨ F̃ p3q
¯

. (1.6.10)

ここで，2形式の内積において，F ¨ G “ FµνG
µν{2.

これより，Trptq ‰ 0となるカイラル変換 U “ exppiαtγ5qに対して，θパラメー
ターは

θ
g23

16π2
F p3q ¨ F̃ p3q Ñ pθ ` 2αTrptqq

g23
16π2

F p3q ¨ F̃ p3q (1.6.11)

と変化する．一方，クォークの質量行列は

q̄LM qR ` h.c. Ñ q̄Le
iαtM eiαtqR ` h.c. (1.6.12)

と変換する．これより，M の全位相は

detM Ñ e2iαTrptq detM (1.6.13)

と変化する．よって，最初，この変換で detM P Rとしておき，そのときの θを θ0
とおく．このとき，SUp3qRˆSUp3qL変換でM を非負固有値 rmu,md, ussをもつ実
対角行列に対角化できる．この表示から出発して，カイラル変換 U “ exppiαtγ5q

を施して，θ Ñ 0とすると，

0 “ θ0 ` 2αTrptq “ 0. (1.6.14)

このとき，クォークの質量行列は

M “ eiαtrmu,md,msse
iαt. (1.6.15)
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|θ0| ! 1とすると，

M » rmu,md,mss ` iαtt, rmu,md,mssu. (1.6.16)

この第 2項がCPの破れを生む:

LCPV “ iαq̄ptM0 ` M0tqγ5q. (1.6.17)

このCPの破れの量子効果を考える際に，LCPBがカイラル SUp3qの擬Goldston

bosons Baに対応する成分をもつと，量子効果は真空の再定義（xq̄λaqy , xq̄λaγ5qy

の値の変化）を生み出す．これを避けるには，LCPBがカイラル SUp3qに関する真
空整列条件

δαLCPV “ αq̄r1
2
λα, tM0 ` M0tsq “ 0 pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8q (1.6.18)

を満たせば良い．解は，

tM0 ` M0t “ cI3 ô t “
c

2
M ´1

0 . (1.6.19)

よって，条件 (1.6.14)を考慮して，

LCPV “ ´i
θ0

TrM ´1
0

q̄γ5q

“ ´iθ0
mumdms

mumd ` mdms ` mums

`

ūγ5u ` d̄γ5d ` s̄γ5s
˘

. (1.6.20)

1.6.3 中性子電気双極子モーメント

References

• Baluni V: ”CP-nonconservation effects in quantum chronodynamics”, PRD19

(1979)19.

• Crewther RJ, Di Vecchia P, Veneziano G, Witten E: ”Chiral estimate of the

electric dipole moment of the neutron in quantum chromodynamics”, PLB88

(1979) 123.

双極子モーメントの計算法 一般に，フェルミ粒子に対して，

´iūpp1qγµνq
νuppqAµpqq “

1

2
ūpp1qγµνuppqF µνpqq Ñ σjB

j

より (q “ p1 ´ p)，このフェルミ粒子の磁気モーメントを

µj “ µσj (1.6.21)
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と置くと，
xp1|T pjµp0qeiSintq|py Ñ iµūpp1qγµνq

νuppq ` ¨ ¨ ¨ . (1.6.22)

例えば，
eūpp1qγµuppq “ i

e

2m
ūpp1q rpp ` p1qµ ` γµνq

νsuppq (1.6.23)

より，自由荷電粒子の磁気モーメントは

µj “
e

2m
σj. (1.6.24)

同様にして，

γµνγ5 “ i
1

2
ϵµνλσγ

λσ (1.6.25)

より，

´ūpp1qγµνγ5q
νuppqAµpqq “

1

2
ūpp1qγµνuppqF̃ µνpqq Ñ σjE

j

よって，フェルミ粒子が電気双極子モーメント

Dj “ Dσj (1.6.26)

をもつとすると，

xp1|T pjµp0qeiSintq|py Ñ Dūpp1qγµνq
νγ5uppq ` ¨ ¨ ¨ . (1.6.27)

中性子の電気双極子モーメント 一般論より，中性子の電気双極子モーメントDn

は

´xnpp1q|T pJµp0q

ż

d4xiLCPVq|nppqy Ñ Dnūpp1qγµνq
νγ5uppq ` ¨ ¨ ¨ (1.6.28)

により決定される．Crewtherらの結果は，

Dn » gπNN ḡπNN
1

4π2mN

ln

ˆ

mN

mπ

˙

. (1.6.29)

ここで，

LπNN “ π ¨ N̄τ piγ5gπNN ` γ̄πNNqN, (1.6.30a)

gπNN » 13.4, (1.6.30b)

ḡπNN » ´θ0
pmΞ ´ mNqmumd

Fπpmu ` mdqp2ms ´ mu ´ mdq
, (1.6.30c)

» ´0.038θ0. (1.6.30d)

よって，
Dn » 5.2 ˆ 10´16θ0ecm. (1.6.31)
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BagモデルによるBaluniの結果も近い値となる:

Dn » 2.7 ˆ 10´16θ0ecm. (1.6.32)

実験により得られた上限値は

|Dn| ă 3 ˆ 10´26ecm ñ |θ0| À 10´9. (1.6.33)

§1.7
QCD Axion

References

• Peccei RD, Quinn HR: ”CP conservation in the presence of instantons”,

PRL38(1977)1791.

• ibid: ”Constraints imposed by CP conservation inhe presense of instantons”,

PRD16(1977)1440.

• Weinberg S: ”A new light boson?”, PRL40 (1978) 223.

• Wilczek F: ”Problem of strong P and T invariance in the presence of instan-

tons”, PRL40 (1978)279.

1.7.1 Instanton vacuum energy

カイラルUp1q変換でフェルミ粒子の質量行列の全体として位相をすべて θパラ
メータに移したときの θの値を θ0とする：

detM P R. (1.7.1)

このとき，p1 “ 1となる単インスタントンに対して，

´

ż

d4x
1

2g2
F a ¨ F a “ ´

ż

1

2g2
F a ^ F a “

8π2

g2
(1.7.2)

より，dilute gass近似のもとで，Euclidean経路積分 Z へのインスタントンの寄
与は，

Z “

ż

rdAs ¨ ¨ ¨ eiθ0PpAq´SEpAq´¨¨¨

»

8
ÿ

p,q“0

1

p!

ˆ
ż

d4xΛ4eiθ0´8π2{g2
˙p

1

q!

ˆ
ż

d4xΛ4e´iθ0´8π2{g2
˙q

ˆ Z0

“ Z0 exp

„
ż

d4x2Λ4e´8π2{g2 cos θ0

ȷ

. (1.7.3)
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これより，インスタントン効果は θ0に依存した真空エネルギーを生み出す：

Vinst » ´2Λ4e´8π2{g2 cos θ0. (1.7.4)

1.7.2 Peceei-Quinn対称性

素粒子標準モデルを 2つのHiggsを含む形に拡張する：

LY “ ΓuijQ̄LiΦ1uRj ` ΓdijQ̄LiΦ2dRj ` ΓℓijL̄LiΦ2ℓRj ` h.c.. (1.7.5)

ここで，

Φ1 “
v1
?
2
eiϕx1{vF

˜

1

0

¸

, Φ2 “
v1
?
2
eiϕx2{vF

˜

0

1

¸

, (1.7.6)

vF “

b

v21 ` v22. (1.7.7)

ただし，scaling pxi, ϕq Ñ pλxiϕ{λqでΦiは不変なので，この scalingを用いて

x1x2 “ 1 ñ x1 “ x, x2 “ ˘1{x (1.7.8)

とできる．このとき，Higgsの運動項より

|BΦ1|
2 ` |BΦ2|

2 “
x21v

2
1 ` x22v

2
2

2v2F
pBϕq2. (1.7.9)

となるので，ϕの運動項を標準的に規格化すると，

v2F “ x21v
2
2 ` x22v

2
2 ñ x2 “ 1, v22{v21. (1.7.10)

この系が，次のカイラルUp1q変換（Peccei-Quinn対称性）

ϕ Ñ ϕ ` αvF, (1.7.11a)

uRj Ñ e´iαy1uRj, dRj Ñ e´iαy2dRj, ℓRj Ñ e´iαy3ℓRj, (1.7.11b)

QLi Ñ eiαz1QLi, LLi Ñ eiαz2LLi (1.7.11c)

に対して古典的には不変となるとすると，

y1 ` z1 “ x1, y2 ` z1 “ x2, y3 ` z2 “ x2 (1.7.12)

となる．この変換に対するカレントは，

JµPQ “ ´vFBµϕ ` y1
ÿ

i

ūiRγ
µuiR ` y2

ÿ

i

diRγ
µdiR ` y3

ÿ

i

ℓ̄iRγ
µℓiR

´z1
ÿ

i

Q̄iLγ
µQiL ´ z2

ÿ

i

L̄iLγ
µLiL. (1.7.13)
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この発散は

BµJ
µ
PQ “ ´vFB2ϕ ` P

`py1 ´ z1q
`

ūRM :
uuL ` ūLM

:
uuR

˘

`py2 ´ z1q

´

d̄RM :
ddL ` d̄LM

:
ddR

¯

`py3 ´ z2q

´

ℓ̄RM :
ℓ ℓL ` ℓ̄LM

:
ℓ ℓR

¯

. (1.7.14)

ここで，アノマリーPは

P “ y1
Ng

16π2

`

g23F
p3q ¨ F p3q ` 3

2
g21Y

2
uR
F p1q ¨ F p1q

˘

`y2
Ng

16π2

`

g23F
p3q ¨ F p3q ` 3

2
g21Y

2
dR
F p1q ¨ F p1q

˘

`y3
Ng

32π2

`

g21Y
2
ℓR
F p1q ¨ F p1q

˘

`z1
2Ng

16π2

`

g23F
p3q ¨ F p3q ` 3

2
g21Y

2
uL
F p1q ¨ F p1q ` g22F

p2q ¨ F p2q
˘

`z2
2Ng

16π2

`

1
2
g21Y

2
ℓL
F p1q ¨ F p1q ` g22F

p2q ¨ F p2q
˘

“
Ng

16π2

”

px1 ` x2qg
2
3F

p3q ¨ F p3q ` 2pz1 ` z2qg
2
2F

p2q ¨ F p2q

`

ˆ

2y1
3

`
y2
6

`
y3
2

`
z1
3

` z2

˙

g21F
p1q ¨ F p1q

ı

. (1.7.15)

以上より，Φjの exppixjϕ{faqをPQ変換により消し去ると，QCDセクターに対
する次の有効作用が得られる:

Leff “ LSM ´
1

2
pBϕq2 ` LintrBϕ{fa,Ψs `

ˆ

θ0 ` ξ
ϕ

fa

˙

g23
16π2

F p3q ¨ F p3q. (1.7.16)

ここで，
fa “ vF, ξ “ Ngpx1 ` x2q. (1.7.17)

Leff の中のLintは

Ψ Ñ eiyϕ{faΨ : ´iΨ̄γ ¨ BΨ Ñ ´iΨ̄γ ¨ BΨ `
y

fa
BµϕΨ̄γ

µΨ (1.7.18)

より生じる．
この有効ポテンシャルは，Peccei-Quinn対称性のように，クォークにカイラルに作

用する変換に対して理論が不変で，かつこの対称性が自発的に破れると，Goldstone

ボゾンが θ角に加わり，結果的に θ角をダイナミカルにすることが分かる:

θ “ θ0 ` ξ
ϕ

fa
. (1.7.19)

インスタントンポテンシャル

Vinst „ ´Λ4e´8π2{g2 cos θ (1.7.20)

を考慮すると，これは θが θ “ 0に自動調節されることを意味する．
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1.7.3 Axion

アクシオンのポテンシャルは擬Goldstoneボゾンに対する有効理論を用いると，
次のように曖昧さ無く決定される．
まず，アクシオン場を

a “ ϕ ` θ0
fa
ξ

(1.7.21)

とおくと，クォーク質量項を実にした表示でのアクシオンの有効ポテンシャルは

La “ ´
1

2
pBaq2 `

ξ

16π2

a

fa
F j ¨ F j

`
x1
2fa

Bµaūγ
µγ5u `

x2
2fa

Bµad̄γ
µγ5d. (1.7.22)

つぎに，カイラル変換
u Ñ eip1θγ5u, d Ñ eip2θγ5d (1.7.23)

を施すと，

θ “
ξ

fa
a Ñ p1 ` 2p1 ` 2p2qθ, (1.7.24a)

x1 Ñ x1 ` 2ξp1, (1.7.24b)

x2 Ñ x2 ` 2ξp2 (1.7.24c)

と変化する．そこで，

p1 ` p2 “ ´
1

2
(1.7.25)

と取ると，θ “ 0となるが，同時にクォーク質量項が aと結合する：

Lm “ imuūe
ip1aγ5u ` imdd̄e

ip2aγ5d. (1.7.26)

ここで，カイラル SUp2qが自発的に破れており，その擬Goldstoneボゾンがパ
イ中間子であることを考慮する：

´i xūuy “ ´i
@

d̄d
D

“ vc cos

ˆ

π0

Fπ

˙

, (1.7.27a)

´i xūγ5uy “ i
@

d̄γ5d
D

“ ´ivc sin

ˆ

π0

Fπ

˙

, (1.7.27b)

xūγµγ5uy “ ´
@

d̄γµγ5d
D

“
1

2
FπBµπ

0 (1.7.27c)

このとき，Lmより

xLmy “ muvc cos

ˆ

π0

Fπ
´
p1ξ

fa
a

˙

` mdvc cos

ˆ

π0

Fπ
`
p2ξ

fa
a

˙

(1.7.28)
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また，aとクォークの結合項より，

x1 ` 2ξp1
2fa

Bµa xūγµγ5uy`
x2 ` 2ξp2

2fa
Bµa

@

d̄γµγ5d
D

“
F

2fa
tx1 ´ x2 ` 2ξpp1 ´ p2qu Ba¨Bπ0.

(1.7.29)

この運動項での a ´ π0混合が消えることを要求すると

p1 ´ p2 “ ´
1

2ξ
px1 ´ x2q (1.7.30)

よって，

p1 “ ´
1

4
´
x1 ´ x2

4ξ
, p2 “ ´

1

4
`
x1 ´ x2

4ξ
, (1.7.31)

以上を総合すると，擬Goldstoneボゾン系 pπ0, aqに対する有効 Lagrangianは

Leff “ ´
1

2
pBπ0q2 ´

1

2
pBaq2 ´ V, (1.7.32)

V “ ´muvc cos

ˆ

π0

Fπ
´
p1ξ

fa
a

˙

´ mdvc cos

ˆ

π0

Fπ
`
p2ξ

fa
a

˙

(1.7.33)

ポテンシャル V を極点 pπ0, aq “ p0, 0qで展開すると，質量項は

Vm “
pmu ` mdqvc

2F 2
π

pπ0q2´
ξpp1mu ´ p2mdqvc

Fπfa
aπ0`

ξ2pp21mu ` p22mdqvc
f 2
a

a2. (1.7.34)

fa " Fπとして対角化すると，

m2
π »

mu ` md

F 2
π

vc, (1.7.35a)

m2
a »

mumd

mu ` md

vc

ˆ

ξ

2fa

˙2

“

ˆ

ξFπ
2fa

˙2
mumd

pmu ` mdq
2
m2
π. (1.7.35b)

faが電弱スケールとすると，

fa „ 100GeV ñ ma Á 0.3MeV (1.7.36)

となるが，このような粒子は発見されていない．
また，Bardeen, Peccei, Yanagida[NPB279(1987)401]により，fa “ vFのとき，

BRpK` Ñ π` ` aq » 3 ˆ 10´5px ` 1{xq2 (1.7.37)

が得られているが，これはKEKので実験結果 [Asano Y et al:PLB107(1981)159]

rBRpK` Ñ π` ` nothingq ă 3.8 ˆ 10´8 (1.7.38)

と矛盾する．
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§1.8
Invisible axion

一般に，PQ変換のスカラ場系 tΦpuおよびスピノール場系 tΨjuに対する作用は，

Φp Ñ eixpαΦp, Ψj Ñ eiyjαγ5Ψj (1.8.1)

これに対するAnomaly関数は

P “
ÿ

j

yj
ÿ

r

q2prqj

g2r
8π2

TrvpF
prq ¨ F̃ prqq. (1.8.2)

ただし，スピノール場系ではLeft成分とRight成分は独立な場として jでカウント．
いま，この対称性が自発的に破れるとし，そのGoldstone bosonを ϕとおくと，

Φp “ e´ixpϕ{fapΦpq0, |pΦpq0|2 “ v2p{2. (1.8.3)

ここで，faは ϕの運動項の規格化

ÿ

p

|BΦp|
2 “

1

2f 2
a

p
ÿ

p

v2px
2
pqpBϕq2 “

1

2
pBϕq2 (1.8.4)

より，
f 2
a “

ÿ

p

x2pv
2
p. (1.8.5)

よって，ΦaのGoldstone boson成分を PQ変換

α “ ϕpxq{fa (1.8.6)

で消去すると，

θ : θ0 Ñ θ0 ` ξ
ϕ

fa
“ ξ

a

fa
, (1.8.7a)

La “ ´
1

2
pBaq2 ` a

ξ

fa

g23
16π2

F p3q ¨ F̃ p3q `
ÿ

j

yj
fa

BµaΨ̄jγ
µγ5Ψj. (1.8.7b)

ここで，

a “ ϕ `
fa
ξ
θ0, (1.8.8)

ξ “
ÿ

j

yjq
2
p3qj. (1.8.9)
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したがって，faと ξの定義を変更し，さらに，

x1 Ñ yuR ` yuL , x2 Ñ ydR ` ydL (1.8.10)

と置けば，前節の議論がそのまま使える．特に，axion質量は

ma “
ξFπ
2fa

?
mumd

mu ` md

mπ. (1.8.11)

また，フェルミ粒子との結合は

Laf “
ÿ

j

yj
fa

BµaΨ̄jγ
µγ5Ψj (1.8.12)

ゲージ場とのCS結合は

LCS “
ÿ

r

g
prq

CS

a

fa
TrvpF

prq ¨ F̃ prqq, (1.8.13)

gprq “
ÿ

j

yjq
2
prqjg

2
r

8π2
. (1.8.14)

特に，電磁場との結合は

Laγγ “
gaγγ
2
aF ¨ F̃ “ ´gaγγaE ¨ B, (1.8.15)

gaγγ “
αξ

2πfa

ˆ

E

N
´

2p4mu ` mdq

3pmu ` mdq

˙

. (1.8.16)

ここで，
E

N
“

ř

j yjq
2
pEMqj

ř

j yjqp3qj

. (1.8.17)

以上より，PQ変換の作用するHiggs場をEWのものから，EW singletなものに
変えると，faを大きくし，それによりアクシオン－クォークやアクシオン－ゲー
ジ場の結合を弱くすることができる．この場合，実験との矛盾はなくなる．

ma91{fa, gaqq, gaγγ91{fa. (1.8.18)

fa, xp, yiの定義の変更 多くの応用的文献では，次の置き換えがされている:

fa{ξ Ñ fa, xp{ξ Ñ xp, yj{ξ Ñ yj. (1.8.19)

この新たな記法では，
ÿ

j

yjq
2
p3qj “ 1. (1.8.20)

以下，特に断らなければ，この notationに従う．
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1.8.1 KSVZ模型

Reference

• Kim JE: “Weak interaction singlet and strong CP invariance”, PRL43(1979)103.

• Shifman MA, Vainstein AI, Zakharov VI: “Can confinement ensure natural

CP invariance of strong interactions?”, NPB166(1980)493.

模型の概要 このモデルでは，singletスカラ σと重いクォークQを導入する．

• σ: fa “ xσy " vF

• Q: MQ „ fa．PQ電荷をもつ唯一のクォーク．ξ “ yQ.

このモデルでは，アクシオンは重いクォークとのみ相互作用する．電磁場との
CS結合は，π0および ηとの混合を考慮して，

gaγγ “
α

πfa

ˆ

3e2Q ´
4md ` mu

3pmu ` mdq

˙

. (1.8.21)

また，

ma » 6.3eV

ˆ

106GeV

fa

˙

{ (1.8.22)

1.8.2 DFSZ模型

References

• Dine M, Fischer W, Srednicki M: “A simple solution to the strong CP prob-

lme with a harmless axion”, PLB104(1981)199.

• Zhitnitsky AR: “On possible suppression of the axion hadron interactions”,

Sov. J. Nucl. Phys. 31 (1980)260.

模型の概要 PQ模型に，fa “ xσy " vFとなる PQ電荷をもつスカラ場を追加．
このモデルでは，追加されたスカラ場はfaを大きくする役割だけを果たし，axion-

quark結合，axion-gauge CS結合は PQ模型と同じ．
電磁場とのCS結合は，π0および ηとの混合を考慮して，

gaγγ “
α

πfa

ˆ

4

3
´

4md ` mu

3pmu ` mdq

˙

. (1.8.23)
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§1.9
Axion-Like Particles

Reviews

• Raffelt GG:“ Stars as Laboratories for Fundamental Physics”(U. Chicago

Press, 1996).

• Khlopov My: ”Cosmoparticle physics” (WS, 1999)

• Kim JH: ”Light Pseudoscalars, Particle Physics and Cosmology”, Phys. Rep.

150:1-177 (1987)

• Cheng HY: ”The Strong CP Problem Revisited”, Phys. Rep. 158:1 (1988)

• Raffelt GG: ”Astrophysical methods to constrain axions and other novel

particle phenomena”, Phys. Rep. 198:1 (1990)

• Kuster M, Raffelt G, Beltran B (Editors): “ Axions”, Lecture Notes in

Physics 741 (Springer, 2008)

1.9.1 ALP vs axion

高エネルギースケールでのUp1q対称性の破れに伴う小質量擬Goldstoneボゾン
をALPと呼ぶ．基本的特徴付けは以下の通り:

1. （近似的）対称性の自発的破れに伴う擬Goldstoneボゾン．

2. 小さな質量 (ă keV）．

3. SM粒子との非常に弱い相互作用．

4. ϕγγ相互作用．

– 擬 scalarの場合： Lϕγγ “ 1
4M
ϕF ¨ F̃ .

– scalarの場合： L1
ϕγγ “ 1

4
gϕγγϕF ¨ F .

これらの特徴から次のような実験的および宇宙的制限がつく．

• 恒星からの放出

– Primakoff過程は ϕγγ結合があれば常の起きる ñ HB stars, Sun, SN
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– Lϕee: モデル依存性 ñ RGB stars

– LϕNN : モデル依存性 ñ SN

一般のALPのなかで，アクシオンは次のような特徴をもつ：

1. 中性擬スカラ粒子（場）

– これより，Pおよび CPを保つとすると，P& CP-oddなスカラ密度と
のみ結合．

– 短距離で 1{rn(n ě 3)と振る舞い，粒子間の力は粒子の速度やスピンに
依存．このため，submmでの第 5の力計測からの制限が弱い．

2. treeレベルでシフト対称性（カイラル）

– Tree level の shift symmetry は摂動論的量子効果の影響を受けない．
[Witten E:]

– 1.と 2.より，スカラ場およびスピノール場とは微分結合，ゲージ場と
はCS結合．

3. 非摂動論的効果 (インスタントン＋カイラル SSB）により微小な質量

4. 大きな axion decay constant fa.

1.9.2 宇宙物理学よりの制限

• SN1987A, HB stars/RGB stars in globular clusters: QCD axionの場合

fa Á 6 ˆ 108GeV ñ ma À 10´2eV (1.9.1)

ϕγγ結合をもつALPの場合はより弱い制限．

• SN1987A gamma-ray flux (Solar Maximum Mission satellite) : 一般に ALP

に対して，
M ą 3 ˆ 1011GeV for m ă 10´9eV. (1.9.2)

– Grifolds JA, Masso E, Toldra R:”Gamma rays from SN1987A due to

pseudoscalar conversion”, PRL77(1996)2372.[astro-ph/9606028]

– Brockway JW, Carlson ED, Raffelt GG: ”SN 1987A gamma-ray limits

on the conversion of pseudoscalars”, PLB383(1996)439.[astro-ph/9605197]

目次へ



第 1章 QCD axion 32 目次へ

• DM

Ωah
2 “ 0.5

ˆ

fa{ξ

1012GeV

˙7{6
“

θ2i ` σ2
θ

‰

γ, (1.9.3)

Ωah
2 ă 0.12, γ “ 1, θ2i “ π2{3

ñ fa ă 3 ˆ 1011GeV, ma ą 2 ˆ 10´5eV. (1.9.4)

§1.10
Cast experiment

概要

• Primakoff効果により太陽中心で生成されたアクシオンを磁気望遠鏡.（9.26mˆ

2 ¨ 14.5cm2 LHC双極磁石）により光子に変換して検出．

– CAST Coll: First Results from the CERN Axion Solar Telescpe, PRL94:121301

(2005)

– Zioutas K et al: A decommissioned LHC model magnet as an axion

telescope, Nucl. Instrum. Methods Phys. Res. A425:480 (1999) [astro-

ph/9801176]

結果

• Cast Phase I: ma ă 0.02reV

– gaγγ ă 1.16 ˆ 10´10GeV´1 [ CAST Coll: PRL94:121301 (2005)]

– gaγγ ă 8.8 ˆ 10´11GeV´1 (95% CL) [CAST Coll: JCAP 04:010 (2007)]

• Cast Phase II: ma ă 1eV

– gaγγ À 2.3 ˆ 10´10GeV´1 (95% CL) for 0.39eV À ma À 0.64eV. [Aune

S et al (CAST coll.): PRL107(2011)261302.[arXiv:1106.3919[hep-ex]]].
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図 1.2: QCDアクシオンへの制限 [Jaeckel J, Ringwald A:arXiv:1002.0329]
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2
Axiverse

§2.1
String axions

概要 弦理論・M理論では，現実的な 4次元宇宙を与えるコンパクト化により多
様なアクシオンが自然に生み出される [19, 1]. 超弦理論に本質的な要素として含ま
れる微分形式場がその起源となる [16].

2.1.1 ヘテロ型理論

基本場

• 重力セクター

– ボーズ場

∗ 計量/フレーム場： gMN (eAM)

∗ 2形式場： B2 ñ H̃3

∗ ディラトン： Φ

– フェルミ場

∗ スピン 3{2場: ψM

∗ ディラティーノ： λ

• ゲージセクター

– ゲージ場： A1 P AdpGq

– ゲージーノ： χ P AdpGq
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Gravitational sector Gauge sector

Boson metric gMN gauge field A1 P AdpGq

2-form B2

dilaton Φ

Fermion gravitino ΨMp56q gaugino χp8q P AdpGq

dilatino λp8q

作用積分 ストリングフレームでのBosonic partの作用積分は

SHet,B “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2e´2Φ

„

R ` 4pBΦq2 ´
1

2
|H̃3|

2 ´
α1

4
Trv

`

|F2|
2
˘

ȷ

. (2.1.1)

F2 “ dA1 ´ iA1 ^ A1, (2.1.2)

H “ dB ´
α1

4

`

ωG
CS ´ ωL

CS

˘

. (2.1.3)

ここで，

• α1: the inverse of the string tension

• ωG
CS, ω

L
CS: Chern-Simons接続係数：

dωG
CS “ Tr pF ^ F q , dωL

CS “ tr pR ^ Rq . (2.1.4)

特に

ω3 “ Trv

ˆ

A1 ^ dA1 ´
2i

3
A1 ^ A1 ^ A1

˙

, (2.1.5)

ゲージ不変性

δA “ dλ, δω “ dΘ, δB “ dσ ` pα1{4q tTrpλdAq ` trpΘdωqu (2.1.6)

ここで，σは任意の 1形式．

Calabi-Yauコンパクト化 ヘテロ型理論をCalabi-Yau 3-fold Y と 4次元時空X

の直積にコンパクト化すると, 2-形式場Bは 2種類のX 上のアクシオン場を生み
出す． 直積型コンパクト化

ds2pM10q “ ds2pX4q ` ds2pY6q. (2.1.7)

において， ηipi “ 1, ¨ ¨ ¨ , b2pY qqをH2pY,Zqの基底に双対な Y 上の調和 2形式の
基底とする. このとき， B は

B “ ℓ2s

b2pY q
ÿ

i“1

αipxqηi ` βpxq, (2.1.8)
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と展開される．ここで，ℓs “ 2π
?
α1，βpxqはX4上の 2形式. これを作用積分 SB

に代入して,

2κ210SB “ ´
VY
2g2s

ż

X4

“

ÿ

Y ij ˚dαi ^ dαj ` ˚h ^ h

`
θ

π

␣

dh ´ ℓ2sp4πq´2 pTrpF ^ F q ´ trpR ^ Rqq
( ‰

,(2.1.9)

ここで，VY を Y の体積，hをHの 4次元部分，θpxqはアノーマリー相殺条件に対
する lagrange multiplier.

Y ij “ ℓ4sV
´1
Y

ż

Y6

˚ηi ^ ηj (2.1.10)

hに関する変分より，dθ “ 2π ˚hが得られる．これを用いてBを消去すると，θ
はダイナミカルな擬スカラ場となり，その作用は次式で与えられる：

Sa “

ż

X4

”

´
1

2

ÿ

Y ij ˚dai ^ daj ´
1

2
˚da ^ da

`
λ

fa
a tTrpF ^ F q ´ trpR ^ Rqu

ı

, (2.1.11)

ここで， faは次式で定義されるアクシオン崩壊定数である：

fa “

?
VY

2
?
2πκ10gs

“
L3

?
2πgsℓ4s

“
mpl

2
?
2π
, (2.1.12)

ただし，VY “ L6, aiと aは ai “ faαiおよび a “ faθで定義される次元を持つアク
シオン場, λは無次元量

λ “
ℓ2sf

2
a

2π2
“
m2

plℓ
2
s

16π3
. (2.1.13)

である．ここで，実際のアクシオンスケール aiは，Y ij „ pℓs{Lq4より，一般に fa
より小さい.

このようにして得られる 2種類のアクシオン場のうち，内部空間のサイクルよ
り得られる aiはモデル依存アクシオン，Bµν より得られる aはモデル非依存アク
シオンと呼ばれる．いずれのアクシオンに対しても、作用積分 (2.1.11)はシフト
対称性をもつ．さらに，モデル非依存アクシオン aは，QCDアクシオンと同様，
ゲージ場および重力場とChen-Simons相互作用をする．これに対して，モデル依
存アクシオンは一見，そのような相互作用をしないように見える．また，それら
はCP-evenｄに見える．しかし，実際には，量子補正を考えると，ゲージアノー
マリーを相殺するためGreen-Schwartz相殺項

S “

ż

M11

B ^ X8pF,Rq (2.1.14)

がモデル依存アクシオンとTrpF ^ F qおよび trpR ^ Rqとの相互作用を生み出す
[19]. ここで，

X8 “ trpR4
2q `

rtrpR2
2qs2

4
´

TrapF
2
2 qtrpR2

2q

30
`

TrapF
4
2 q

3
´

rTrapF
2
2 qs2

900
(2.1.15)
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2.1.2 II型理論

基本場

IIA :
!

gMN , Br2s, ϕ, C
p1q

M , C
p3q

MNP , C
p5q

M ¨¨¨P , C
p7q

M ¨¨¨P , C
p9q

M ¨¨¨P , ψM , λ
)

,

(2.1.16a)

IIB :
!

gMN , Br2s, ϕ, C
p0q

M , C
p2q

MNP , C
p4q

M ¨¨¨P , C
p6q

M ¨¨¨P , C
p8q

M ¨¨¨P , ψM , λ
)

(2.1.16b)

ここで，IIAに対しては ψM , λは右と左カイラリティの doublets，IIBに対しては
条件

Γ11ψM “ ψM , Γ11λ “ ´λ (2.1.17)

を満たす同じカイラリティの doublets.

擬作用積分

SB “
1

2κ210

ż

d10
?

´g
”

e´2ϕ
´

Rpωpeqq ` 4dϕ ¨ dϕ ´
1

2
H ¨ H

´
ÿ

nPS

1

4
Gp2nq ¨ Gp2nq

ı

. (2.1.18)

ここで，

S “

#

p0, 1, ¨ ¨ ¨ , 5q; IIA

p1{2, 3{2, ¨ ¨ ¨ , 9{2q; IIB
(2.1.19)

また，

G “
ÿ

nPS

1

ℓ2n´1
s

Gp2nq, C “
ÿ

nPS

1

ℓ2n´1
s

Cp2n´1q (2.1.20)

として，

H “ dB, G “ dC ´
1

ℓ2s
dB ^ C ` ℓsG

p0qeB{ℓ2s . (2.1.21)

(この定義は，IIBの標準的なものに対応．IIAの標準的なものとはBの符号が異
なる．)

CYコンパクト化 Bは，IIB型理論ではモデル非依存アクシオン aを，また，IIA
型理論では，モデル依存アクシオン aiを生成する．一方，IIB型での ai場と IIA

型での a場は共に CP evenとなる．ヘテロ型の場合と異なり， F ^ F やR ^ R

との結合は生成されない．しかし，II型理論では，ヘテロ型と異なり，様々なRR

場Cpが存在し, 特に IIA型でのC3および IIB型でのC2q(q “ 0, 1, 2)は，ヘテロの
場合と同じ機構で，モデル依存アクシオンを生み出す．さらに，これらのアクシ
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オンは，Dブレーンでの RR場とゲージ場および重力場との結合を通して，ゲー
ジ場および重力場とのCS結合を獲得する [19].

これらのうち，モデル依存型アクシオンは，内部空間が位相的に複雑になるほ
ど多種になる．特に，IIB型理論のフラックスコンパクト化では，ワープのために
adS真空の upliftに膨大な数の 2サイクルが必要となり，対応して非常に多種のア
クシオンが生成されることになる [9]. また，ヘテロ型理論でも，Betti数Ab2pY q

に対する明確な制限は得られていないが，トーリック型 CYの組織的な探査研究
では，一般的なCYで b2pY qが非常に大きくなることが知られている.[13]

2.1.3 質量スペクトル

ブレーンやフラックスの導入，コンパクト化によりアクシオン場のシフト対称
性が破れないときには，（N “ 1超対称性を仮定すると）摂動的な量子補正によっ
てこの対称性が破れることはない．この場合，アクシオンは，QCDアクシオンと
同様に，インスタントン効果などに非摂動論的効果によってのみ質量を獲得する．
実際に，QCDアクシオンが存在する場合には，他にも多くのストリングアクシオ
ンが残ると考えるのが自然である．
アクシオン質量の大きさは次のように評価できる．まず，一般にインスタント

ン効果によるアクシオン質量は

L “ ´
1

2
f 2
a pBθq2 ´ Λ4Upθq; Λ4 « M4e´S, (2.1.22)

と表される．ここで，Sはインスタントンの作用積分である. 関係式

m2
pl „ g´2

s L6l´8
s , f 2

a „ g´2
s L6l´4

s pL2q´2 “ g´2
s L2l´4

s , S „ l´2
s L2 (2.1.23)

より，
fa “ mpl{S (2.1.24)

が得られるので，
ma « Λ2{fa „ pM2{mplqSe

´S{2 (2.1.25)

QCDアクシオンの全ポテンシャルは，QCDの寄与と弦理論的寄与の和となる：

V “ VQCD ` Λ4 cos

ˆ

a

fa
` ψ

˙

; VQCD “
a2

8f 2
a

r2F 2
πm

2
π

mumd

pmu ` mdq
2
. (2.1.26)

ここで，弦理論の寄与がQCDの寄与より小さいことを要請すると，次の制限が得
られる．

a «
M4e´S

m2
πF

2
π

ă 10´10 ñ S « 200 ñ fa « 1016GeV, ma À 10´15eV (2.1.27)

この式より，超弦理論アクシオンの質量は， logmに関して一様に分布している
ことが期待される．
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図 2.1: Axiverse

§2.2
Possible cosmophysical phenomena

2.2.1 特徴的な質量スケール

Compton wavelength= Horizon size (m « H)

Present t “ t0: m0 “ 1.5 ˆ 10´33eV c{H0 “ 4.3 Gpc

CMB last scattering t “ tls: mls “ 2 ˆ 10´29eV c{H0 “ 300kpc

Equidensity time t “ teq : meq “ 3 ˆ 10´28eV c{H0 “ 20kpc

Compton wavelength= BH size (1{m “ M2
pl{M )

Supermassive BH M “ 1010Md: mbh,max “ 1.3 ˆ 10´20eV 1{m “ 10´3 pc

Solar mass BH M “ 1Md: mbh,min “ 1.3 ˆ 10´10eV 1{m “ 3 km

QCD axion m « Λ2
QCD{fa

• fa “ 1016GeV: m „ 10´9eV

• fa “ 1012GeV: m „ 10´5eV

2.2.2 微小質量アクシオンの引き起こす多様な現象

• 存在量が重要となる現象

– ボーズ型ダークマター

– 宇宙ゆらぎスペクトルの変形
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– Quintessence型ダークエネルギー

– 重いモジュライ起源の dark radiation

• 相互作用が重要となる現象

– 星の冷却

– 高エネルギーガンマー線の宇宙背景放射透過

– 原始重力波におけるCPの破れ

– Gyroインフレーション

• 質量が重量となる現象

– CMB Bモード生成

– ブラックホール増幅反射不安定とBose nova, および重力波放射

• faが重要となる現象

– アクシオン等曲率ゆらぎ
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3
Astrophysics

§3.1
Axion emission processes

3.1.1 Overview

• Primakov process Laγγ: aEB + fluctuating plasma E{B.

• Axion Bremstrahlung Laee: aee+eZe散乱

• Axion nuclon emission LaNN: aqq+NN 散乱

3.1.2 Primakoff process

References

• Primakoff H: ”Photon-production of neutral mesons in nuclear electric fields

and the mean life of the neutral meson”, PR81(1951)899.

• Dicus DA, Kolb EW, Teplitz EW, Wagoner RV: ”Astrophysical bonds on

the masses of axions and Higgs particles”, PRD18 (1978) 1829.

荷電粒子との衝突による変換断面積

dσγÑa

dΩ
“
g2aγZ

2α

8π

|kγ ˆ ka|
2

q4
, (3.1.1)

ここで，
q “ kγ ´ ka. (3.1.2)
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ただし，
ω ” kγ “ Ea ” pk2a ` m2

aq
1{2 (3.1.3)

より，

q ě qmin “ ω ´
a

ω2 ´ m2
a “

m2
a

ω `
a

ω2 ´ m2
a

. (3.1.4)

これは IR cut-offを与える．

γ Ñ a変換率

ΓγÑa “
g2aγTκ

2
s

32π

„ˆ

1 `
κ2s
4E2

˙

ln

ˆ

1 `
4E2

κ2s

˙

´ 1

ȷ

(3.1.5)

(ℏ “ c “ kB “ 1)．ここで，スクリーニングスケール ksは，Debye-Hückel近似の
もとで，次式で与えられる：

k2s “
4πα

T

˜

ne `
ÿ

nuclei

Z2
j nj

¸

(3.1.6)

（neは電子数密度，njは電荷Zjのイオン数密度．）具体的な値は，

• 太陽：pks{T q2 « 12（全体で一定）

• low mass He burning stars: pks{T q2 « 2.5 (コア）

単位体積あたりのエネルギー放出率

Q “

ż

d3kγ
p2πq3

ωΓγÑa

eω{T ´ 1
“
g2aγγT

7

4π
F pκ2q, κ “

kS
2T

. (3.1.7)

ここで，

F pκ2q “
κ2

2π2

ż 8

0

dx

„

px2 ` κ2q ln

ˆ

1 `
x2

κ2

˙

´ x2
ȷ

x

ex ´ 1

“

#

0.98 κ2 “ 2.5

1.84 κ2 “ 12
. (3.1.8)

[Raffelt GG: ”Plasmon decay into low mass bosons in stars”, PRD37 (1988) 1356.]

全アクシオン光度

La “

ż R

0

dr4πr2
ż 8

ωpl

dE
4πk2

p2πq3
dk

dE
2EfBΓγÑa (3.1.9)
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§3.2
Solar axion

3.2.1 基本公式

地球での全アクシオン数フラックス

Φa “
R3

d

4πD2
d

ż 1

0

dr4πr2
ż 8

ωpl

dE
4πk2

p2πq3
dk

dE
2fBΓγÑa (3.2.1)

地球でのエネルギースペクトル

dΦa

dE
“ p6.0 ˆ 1010cm´2s´1keV´1qg210E

2.481e´E{1.205. (3.2.2)

ここで，Eは keV単位での数値，g10 “ gaγγ ˆ 1010GeV.

評価

• Axion flux: Φa “ 3.75 ˆ 1011g210cm
´2s´1.

• Axion luminosity: La “ 1.85 ˆ 10´3g210Ld.

• Average energy: xEy “ 4.2keV, xE2y “ 22.7keV2.

• Peak energy: 3.0keV.

3.2.2 制限

Helioseismology アクシオン放出による太陽構造変化が太陽振動に与える影響．

La À 0.20Ld ñ gaγγ À 1 ˆ 10´9GeV´1. (3.2.3)

[Schlatt2 H, Weiss A, Raffelt G: ”Helioseismological constraint on solar axion

emission”, Astropart. Phys.10(1999)353.[hep-ph/9807476]]

Solar ν flux 太陽の構造を維持するため，アクシオン放出があると，太陽中心
での全エネルギー生成率，したがって，太陽中心温度は上昇する．これは，太陽
からのニュートリノ放出率を増大させる．最新の太陽モデルでの 8Bニュートリノ
フラックスについての予言は

Fν,8B “ p4.5 ´ 4.6q ˆ p1 ˘ 0.16q ˆ 106cm´2s´1. (3.2.4)
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[Bahcall JN, Sereneli AM, Basu S: ”New solar opacities, abundances, helioseismol-

ogy, and neutrino fluxes”, ApJ621(2005)L85.[astro-ph/0412440]].

観測値は
Fν,8B “ 4.94 ˆ p1 ˘ 0.088q ˆ 106cm´2s´1. (3.2.5)

これより，
La À 0.04Ld ñ gaγγ À 5 ˆ 10´10GeV´1. (3.2.6)

[Ahmad QR et al (SNO Coll.): PRL89 (2002) 011301.[nucl-ex/0204008]; PRC72

(2005)055502.[nucl-ex/0502021]].

Helioscope experiment

• CAST

– gaγγ ă 1.16ˆ 10´10GeV´1 (95% CL) for ma À 0.02eV. [Zioutas K et al

(CAST coll.): PRL94(2005)12301.[hep-ex/0411033]].

– gaγγ ă 8.8 ˆ 10´11GeV´1 (95% CL) for ma À 0.02eV. [CAST Coll:

JCAP 04:010 (2007)]

– gaγγ À 2.3 ˆ 10´10GeV´1 (95% CL) for 0.39eV À ma À 0.64eV. [Aune

S et al (CAST coll.): PRL107(2011)261302.[arXiv:1106.3919[hep-ex]]].

§3.3
球状星団星からの放出

3.3.1 水平分枝星

HB星は，ヘリウムコア燃焼段階の軽い星に対応．

• コア質量:約 0.5Md

• エネギー生成率 ϵ „ 80ergg´1s´1

• コア平均密度: ρ „ 104gcm´3

• コア平均温度：T „ 108K.

これより，コアからのアクシオンによるエネルギー放出率は

ϵa „ 30g210ergg
´1s´1. (3.3.1)
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これによりHBステージの寿命は

80

80 ` 30g210
(3.3.2)

倍に縮む．
15個の球状星団の観測より [Raffelt G1996B]，

gaγγ ă 10´10GeV´1 for ma À 30keV. (3.3.3)

3.3.2 赤色巨星分枝星

RGB星は，水素殻燃焼段階にある星で，縮退したヘリウムコアをもつ．

• コア平均密度: ρ „ 106gcm´3

• コア平均温度：T „ 108K.

アクシオンへの変換が有意に起きると，ρ, T および星の半径は減少し，核反応
率が低下する．これにより，Heコア燃焼への移行が遅れる．
観測と理論の比較より，光子以外へのエネルギー放出率∆ϵに対して，

∆ϵ ă 10ergg´1s´1 for T “ 108K, xρy “ 2 ˆ 105gcm´3. (3.3.4)

また，ニュートリノの寄与は

ϵν « 4ergg´1s´1 (3.3.5)

一方，アクシオン制動放射

e ` Ze Ñ Ze ` e ` a (3.3.6)

によるエネルギー放出率は

ϵa,brems « 2 ˆ 1027αaeeergg
´1s´1 (3.3.7)

よって，
αaee ă 0.5 ˆ 10´26 ñ gaee ă 3 ˆ 10´13GeV´1. (3.3.8)

DFSZ模型では

fa{ cos
2 β ą 0.8 ˆ 109GeV, (3.3.9a)

ma cos
2 β ă 9meV, (3.3.9b)

gaγγ cos
2 β ă 1.2 ˆ 10´12GeV´1. (3.3.9c)

(tan β “ v1{v2).
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§3.4
WD cooling

3.4.1 WD光度関数

WDの光度関数の観測結果は，標準的な理論の予言と一致している．これより，
WD coolingへのアクシオンの寄与が無視できる条件

αaee À 1 ˆ 10´26 (3.4.1)

が得られる [Raffelt1996B]．

3.4.2 ZZ Ceti stars

ZZ Ceti starは脈動不安定性をもつWDで，その周期変化率 9P {P は冷却率に敏
感である．G117-B15Aの解析より，

αaee ă 1.3 ˆ 10´27 ô gaee ă 1.3 ˆ 10´13. (3.4.2)

DFSZ模型では，これより
ma cos

2 β ă 5meV. (3.4.3)

[Isern J, Garcia-Berro E: ”White dwarf stars as particle physics laboratories”, NPB

suppl.114(2003)107.]

§3.5
SN1987A

3.5.1 高密度核物質からのアクシオン放出率

アクシオンと核子の相互作用は核スピンに依存し，N ` N Ñ N ` N ` a過程
は，スピンを変化させるNN 散乱でのみ起きる．このため，核スピンの時間相関
情報が必要となる．
核子スピン時間相関構造関数を

Sσpω,kq “
4

3nB

ż `8

´8

dt eiωt xσpt,kq ¨ σp0,´kqy (3.5.1)
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とおくと，アクシオンの吸収率と体積エネルギー放出率は次式で与えられる：

Γa “

ˆ

CN
2fa

˙2
nB
2
ωSσpω, kq, (3.5.2a)

Qa “

ˆ

CN
2fa

˙2
nB
4π2

ż

0

8dω ω4Sσpω, kq. (3.5.2b)

ここで，k “ |k| « ωはアクシオンの運動量．
Sσが Lorentz形で近似できるとすると，

Sσpωq «
Γσ

ω2 ` Γ2
σ{4

spω{T q ˆ

#

1 for ω ě 0,

eω{T for ω ă 0
(3.5.3)

(spωq “ sp´ωq, sp0q “ 1, ϵa “ Qa{ρは

ϵa “

ˆ

CN
2fa

˙

T 4

π2mN

F “ 3.0 ˆ 1017C2
N

ˆ

1010GeV

fa

˙2ˆ
T

30MeV

˙4

F (3.5.4)

となる．ここで，

F “

ż

0

8dx
x4e´x

4

Γσ{T

x2 ` pΓσ{2T q2
spxq

«
Γσ
2T

for Γσ{T ! 1. (3.5.5)

一方，Γσは次のように評価される：

Γσ «
1

4
ΓOPE
σ “ π1{2α2

π

nBT
1{2

m5
N{2

“ 450MeV

ˆ

ρ

3 ˆ 1014gcm´3

˙ˆ

T

30MeV

˙1{2

.(3.5.6)

ここで，απ “ p2fmN{mπq2{p4πq « 15. これより

1 À Γσ{T À 10 (3.5.7)

とすると，KSVZ模型に対して，T “ 30keV, F “ 1として

ϵa “ 1.4 ˆ 1036ergg´1s´1. (3.5.8)

3.5.2 νバースト時間

アクシオンの相互作用が十分弱い場合（gaNN ă 10´9GeV´1)，超新星爆発時で
のアクシオン冷却はコアの温度低下を速め，その結果，ニュートリノバーストが
観測される時間が減少する．モデル計算に基づく値と観測とに比較により，ρ “

3 ˆ 1014gcm´3, T “ 30MeVに対し，

ϵa À 1 ˆ 1019ergg´1s´1 (3.5.9)

前節の計算より，KSVZ模型に対して次の制限を得る：

fa Á 4 ˆ 108GeV, ma À 16meV. (3.5.10)
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§3.6
磁場中でのアクシオン-光子変換

3.6.1 基礎方程式

• axion-photon coupling

Lϕγ “ ´gϕγϕE ¨ B. (3.6.1)

• Maxwell方程式

BtD “ c∇ ˆ H ´ 4πj, ∇ ¨ D “ 4πρ, (3.6.2a)

BtB “ ´c∇ ˆ E, ∇ ¨ B “ 0. (3.6.2b)

• 運動方程式

Btρe ` ∇ ¨ je “ 0, (3.6.3a)

Btje “
q

m

ˆ

ρeE `
1

c
je ˆ B

˙

, (3.6.3b)

:ϕ ´ △ϕ “ gϕγE ¨ B. (3.6.3c)

ここで，

ρe “ qδne, ρ “ ρe `
gϕγ
4π

∇ϕ ¨ B, (3.6.4a)

je “ qnev, j “ je ´
gϕγ
4π

´

∇ϕ ˆ E ` 9ϕB
¯

. (3.6.4b)

摂動方程式

• 背景磁場: B “ B0 ` δB.

• 誘電率と透磁率： D “ ϵE, H “ µ´1B.

• Fourierモード
ρe, je, E, B, ϕ9 exppik ¨ xq. (3.6.5)

• 線形摂動方程式

ϵB2
tE “ ´∇ ˆ pµ´1∇ ˆ Eq ´ 4πBtj, (3.6.6a)

Btje “
q

m

ˆ

ρeE `
1

c
je ˆ B0

˙

. (3.6.6b)
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• small mass近似：E, je9 expp´iωt ` ikzqとして，jeの式を解いて，

4πpω2 ´ ω2
gqje “ ω2

p

"

iωE ´ ωgE ˆ b ` i
ω2
g

ω
pE ¨ bqb

*

. (3.6.7)

ここで，B0 “ B0b，

ωg “
qB0

cm
, (3.6.8a)

ω2
p “

4πneq
2

m
. (3.6.8b)

また，
Btjϕ “ ´

gϕγ
4π

ωϕpk ˆ E ´ ωBq »
gϕγ
4π

ω2B0ϕ. (3.6.9)

よって，摂動方程式は

ϵB2
tE “ k ˆ pµ´1k ˆ Eq ´

ω2
pω

2

ω2 ´ ω2
g

E

`
ω2
p

ω2 ´ ω2
g

␣

iωωgE ˆ b ´ ω2
gpE ¨ bqb

(

´ gω2ϕB0, (3.6.10)

B2
t ϕ “ ´pk2 ` m2

ϕqϕ ` gE ¨ B0. (3.6.11)

3.6.2 伝播方程式

波の伝搬方向を zとして，伝搬速度が光速に近く，|ω{k ´ c|{c ! 1のとき，

pB2
t ´ B2

zqXpt, zq “ pBt ´ BzqpBt ` BzqX » ´2ikpBt ` BzqX “ ´2ik
dX

dz
(3.6.12)

となるので，２階の発展方程式は，近似的に伝搬に沿った１階の方程式で近似さ
れる：

ˆ

´i
d

dz
´ M

˙

¨

˚

˝

AK

A{{

ϕ

˛

‹

‚

“ 0; M “

¨

˚

˝

∆K ∆R 0

∆R ∆{{ ∆B

0 ∆B ∆a

˛

‹

‚

(3.6.13)

ここで，

∆K “ ∆pl ` ∆K
CM, ∆{{ “ ∆pl ` ∆{{

CM, ∆pl “ ω2
pl{p2Eq (3.6.14a)

∆B “ gaγBt{2, ∆a » m2
a{p2Eq, (3.6.14b)

ωpl “

c

4παne
me

. (3.6.14c)

∆Rは Faraday回転，∆CMはCotton-Mouton効果を表す．

目次へ



第 3章 Astrophysics 50 目次へ

２成分近似 Farady回転を無視したとき，
˜

∆{{ ∆B

∆B ∆a

¸

“ Rpθqrλ1, λ2sRp´θq (3.6.15)

ô

λ1 ` λ2 “ ∆{{ ` ∆a, (3.6.16)

pλ1 ´ λ2q cosp2θq “ ∆{{ ´ ∆a, (3.6.17)

pλ1 ´ λ2q sinp2θq “ 2∆B. (3.6.18)

と対角化すると，
˜

A{{pzq

ϕpzq

¸

“ Rpθq

˜

eiλ1z 0

0 eiλ2z

¸

Rp´θq

˜

A{{p0q

ϕp0q

¸

. (3.6.19)

非共鳴遷移

PγÑa “ P0 :“ sin2p2θq sin2 s∆osc

2
“

4∆2
B

∆2
osc

sin2 s∆osc

2
(3.6.20)

ここで，
∆osc “ p∆CM ` ∆pl ´ ∆aq

2 ` 4∆2
B. (3.6.21)

CM項が無視できる場合には，

P0 “
1

1 ` pE˚{Eq2
sin2

´

gaγBt

“

1 ` pE˚{Eq2
‰1{2 s

2

¯

, (3.6.22)

E˚ :“
|m2

a ´ ω2
pl|

2gaγBt

» 2.6
|m2

a ´ ω2
pl|

p10´10eVq2

ˆ

10´9G

Bt

˙ˆ

g´1
aγ

1010GeV

˙

GeV(3.6.23)

共鳴遷移
2π|∆1

pl ` ∆1
CM| À ∆2

B ñ PγÑa “ Op1q (3.6.24)

§3.7
高エネルギーガンマー線への影響

3.7.1 観測可能性

Fermi衛星 エネルギーがE “ 100GeV „ 1TeV，質量が 10´6 „ 10´8eV、gaγ „

10´10GeV´1のとき，次の条件が満たされるなら，γ線スペクトルが 10％程度変
形を受ける：
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図 3.1: 強いアクシオン・光子混合が起きるための条件

• 銀河間磁場：L „ 1Mpc, B “ p1 ´ 5q ˆ 10´9G, D “ 200 „ 500Mpc

• 銀河団磁場: L „ 10kpc, B “ 10´6G, ne » 10´3cm´3, D “ 1Mpc

• 銀河磁場: L „ 10kpc, B “ p2 ´ 4q ˆ 10´6G, ne » 10´3cm´3, D “ 1Mpc.

[De Angelis A, Mansutti O, Roncadelli M:Phys.Lett. B659 (2008) 847-855

[arXiv:0707.2695 [astro-ph]]]

強い混合が起きるための条件

• ω " 70eV
`

ma

10´9eV

˘2 ` B
1G

˘´1 ` M
1010GeV

˘

• ne ! 1020cm´3
`

ω
1010eV

˘ `

B
1G

˘

• L Á 6 ˆ 10´3pc
`

B
1G

˘´1 ` M
1010GeV

˘

観測から得られた制限

• VHEγ線 (ą 100GEV) での宇宙の透明度. 26個の高エネルギー天体の不透
明波長帯を観測． [Meyer M, Horns D, Raue M: arXiv:1302.1208]

gaγ Á 10´11GeV´1 : 10´10eV ă ma ă 10´7eV. (3.7.1)
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図 3.2: VHEγ線に対する透明度より得られた gaγ への下限 [Meyer M, Horns D,

Raue M: arXiv:1302.1208]

• VHEγ線源のスペクトルがもつ乱雑さをアクシオン・光子変換に作用する
磁場の乱雑さに起因するとした場合の制限 [Brun P, Wouters D (HESS Col-

laboration): arXiv: 1307.6068]

gaγ À 5 ˆ 10´11GeV´1 : 10´9eV ă ma ă 10´7eV. (3.7.2)

BL Lac PKS 2155-304
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図 3.3: HESSにより観測されたBL Lac PKS 2155-304のγ線スペクトルの不規則
性より得られた gaγ への制限 [Brun P, Wouters D (HESS Collaboration): arXiv:

1307.6068]
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4
Axion Cosmology

§4.1
Homogeneous axion field

4.1.1 Evolution

発展方程式
:ϕ ` 3H 9ϕ ` m2ϕ “ 0 (4.1.1)

エネルギー密度と圧力

ρϕ “
1

2

´

9ϕ2 ` m2ϕ2
¯

, Pϕ “
1

2

´

9ϕ2 ´ m2ϕ2
¯

. (4.1.2)

WKB近似解 発展方程式は次のように書き換えられる：

pa3{2ϕq
..

`

ˆ

m2 ´
3

4
H2 ´

3

2

:a

a

˙

pa3{2ϕq “ 0 (4.1.3)

これより，

• m ! Hのとき，

ϕ “ ϕi ` 9ϕi

ż

ti

dt

ˆ

aptiq

aptq

˙3

“ ϕi ` O
´

9ϕi{Hi

¯

. (4.1.4)

よって，ρと pは

ρϕ »
m2

2
ϕ2
i , P » ´ρ. (4.1.5)

すなわち，スカラ場はDEとして振る舞う．
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• m " Hのとき，

a3{2ϕ »
A

?
m

cos

ˆ
ż

mdt ` const

˙

(4.1.6)

より，

ϕ » ϕi

´m˚

m

¯1{2 ´a˚

a

¯3{2

cos

ˆ
ż

mdt ` const

˙

(4.1.7)

ここで，t “ t˚はm « Hとなる時刻．エネルギー密度と圧力は

ρϕ »
mm˚

2
ϕ2
i

´a˚

a

¯3

, (4.1.8a)

Pϕ “ ´ρϕ cos

ˆ

2

ż

mdt ` const

˙

(4.1.8b)

したがって，1{m ! 1{Hより長い時間スケールで平均すると，

ρ̄ϕ91{a3, P̄ϕ » 0 (4.1.9)

となり，スカラ場はダストとして振る舞う．すなわち，CDMとなる．ただ
し，mが時間変化するときには，長い時間スケールでは「粒子数」が保存さ
れる：

a3ρ

m
»

1

2
m˚a

3
˚ϕ

2
i “ const. (4.1.10)

厳密解 a9tγの時には，発展方程式は厳密に解け，t Ñ 0で ϕ Ñ ϕiとなる会いは

ϕ “ ϕiΓ

ˆ

3γ ` 1

2

˙ˆ

2

mt

˙
3γ´1

2

J 3γ´1
2

pmtq. (4.1.11)

mt " 1では，この解は

ϕ “ ϕi

´a˚

a

¯3{2

cos

ˆ

mt ´
3

4
γπ

˙

. (4.1.12)

ただし，t˚を

mt˚ “ 2

ˆ

Γ

ˆ

3γ ` 1

2

˙

{
?
π

˙2{p3γq

(4.1.13)

と取った．H{mで表すと，この条件は

H˚

m˚

“
γ

2

˜ ?
π

Γ
`

3γ`1
2

˘

¸2{p3γq

“

#

0.61 ; γ “ 1{2,

2{3 ; γ “ 2{3
. (4.1.14)
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図 4.1: アクシオンのエネルギー密度と膨張指数の時間変化．m{H0 “ 103,Ωc “

0.8,ΩΛ “ 0 [Marsh DJE, Ferreira PG: PRD82(2010)103528[arXiv:1009.3501]
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図 4.2: Axion abundance and relevant phenomena
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4.1.2 Present abundance

DEとなる場合 (m À H0)： 現在の振幅は初期値のままなので，

ρϕ “
ÿ N

2
m2pϵfaq

2. (4.1.15)

よって，アクシオンは宇宙項に寄与する：

Ωϕ “
ÿ ϵ2

6

ˆ

m

H0

˙2ˆ
fa
mpl

˙2

À
ÿ

ˆ

fa
mpl

˙2

(4.1.16)

DMとなる場合 (m " H0)： 現在は振動フェーズで，そのエネルギー密度は

ρϕ “
ÿ

ma3˚ ˆ
1

2
m˚pϵfaq

2. (4.1.17)

よって，

H0 ă m˚ ă Heq : Ωϕ “
ÿ 3ϵ2

2

ˆ

m

m˚

˙ˆ

a3˚H
2
˚

H2
0

˙ˆ

fa
mpl

˙2

«
ÿ

ˆ

fa
mpl

˙2

(4.1.18a)

Heq ă m˚ : Ωϕ «
ÿ 3ϵ2

2

ˆ

m

m˚

˙

Ω
3{4
R

ˆ

m

3H0

˙1{2ˆ
fa
mpl

˙2

«
ÿ

ˆ

m

meq

˙1{2ˆ
fa
mpl

˙2

(4.1.18b)

QCD axion 有限温度での axion質量は，dilute gas近似で

mapT q

ma

“ 7.7 ¨ 10´2˘0.6

ˆ

Λ

T

˙3.7˘0.1

(4.1.19)

これより，
mapT q « H (4.1.20)

となる温度 T˚は

T˚ “

$

’

&

’

%

1.2 ¨ 10˘0.15GeV
`

6
N

fa
1012GeV

˘´0.175˘0.03
Λ0.7

200 ; fa À 1.6 ˆ 1018˘1.7N
6
Λ´2.3

200 GeV

1.6 ¨ 10´1˘0.03GeV
`

6
N

fa
1018GeV

˘´1{2
; fa Á 1.6 ˆ 1018˘1.7N

6
Λ´2.3

200 GeV
(4.1.21)

[Turner MS: prd33(1986) 889]
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図 4.3: 有限温度でのアクシオン質量

目次へ



第 4章 Axion Cosmology 60 目次へ

QCD axionはmapT q ă maの時期に振動を始める．このため，振動を始める時
期はmaが一定の場合より送れる：

a˚9H´1{2
˚ » mapT˚q´1{2. (4.1.22)

よって，現在の存在量は，maが一定の場合と比べて多くなる：

a3˚mapT˚q

pa1
˚q3ma

“

ˆ

ma

mapT˚q

˙3{2ˆ
mapT˚q

ma

˙

“

ˆ

ma

mapT˚q

˙1{2

ą 1. (4.1.23)

具体的な現在の存在量は，

Ωa “ 0.2 ˆ 10˘0.5

ˆ

fa
1012GeV

˙1.175

γ´1h´2

ˆ

ai
2πfa

˙2

(4.1.24)
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§4.2
CMB B-mode (birefringence)

References

• Kosowsky, A.: Cosmic Microwave Background Polarization, Annals of Physics

246, 49-85 (1996).

4.2.1 偏光の記述

• 偏光テンソル

ρpq “ eipe
j
q x: EiEj :y “ ρqp, ρ̃pq “ eipe

j
qx: EiẼj :y “ ´ρ̃qp (4.2.1)

ここで，Ẽiptq “ Eipt ` π{p2ωqq.

• Stokesパラメーター

I “ ρpp, Q “ ρ11 ´
1

2
I, U “ ρ12 V “ ρ̃12 (4.2.2)

これより，偏光行列を

P “

ˆ

ρpq ´
1

2
Iδpq

˙

“

˜

Q U

U ´Q

¸

(4.2.3)

により定義すると，偏光ベクトルの回転に対して，

P ÞÑ RpθqPRpθq´1 (4.2.4)

と変換する．したがって，P は天球上の 2階対称テンソルと見なすことがで
きる．

4.2.2 EモードとBモード

天球上での放射強度のゆらぎ δIpΩqは，調和関数を用いて

δIpΩq “ gpω{T qĪ
ÿ

l,m

Θm
l Y

m
l pΩq; gpxq “ xBxfpxq{fpxq (4.2.5)

と展開される．ここで，Θm
l は温度ゆらぎ δT {T の展開係数に相当する量である．
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図 4.4: Flat sky近似での EモードとBモード

同様に，偏光テンソルは，

△̂Pm
l “ ´pl2 ` l ´ 4qPm

l , TrpPm
l q “ 0 (4.2.6)

を満たす 2階対称調和テンソルPm
l を用いて，

P pΩq “ gpω{T qĪ
ÿ

l,m

pEm
l PE

m
l ` Bm

l PB
m
l q (4.2.7)

と展開される．ここで，PEとPBはそれぞれ

D̂bpPE
m
l qba “ ´clD̂aY

m
l , (4.2.8a)

D̂bpPB
m
l qba “ ´clϵabD̂

bY m
l (4.2.8b)

を満たす parity even および oddな調和テンソルの独立な基底で，対応する偏光テ
ンソル分布の各成分はそれぞれ EモードおよびBモードと呼ばれる．

4.2.3 Flat sky近似

lの十分大きいモードでは天球の曲率を無視できる．このようなモードに対し
ては，局所的に球面調和関数の代わりに平面波を用いることができる：（赤道の近
傍で）

Y m
l 9 Pm

l pcos θqeimϕ „ pp´1qm

c

2

π sin θ

Γpl ` m ` 1q

Γpl ` 3{2q
cos

„ˆ

l `
1

2

˙

θ `
mπ

2
´
π

4

ȷ

eimϕ

Ñ eik¨θ (4.2.9)
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対応して，
Pab Ñ Mabe

ik¨θ (4.2.10)

とおくと，Mabはトレースがゼロの対称行列で，Eモードの条件は

Mabk
b “ ´clk

a ñ ME9

˜

pk1q2 ´ pk2q2 2k1k2

2k1k2 ´pk1q2 ` pk2q2

¸

. (4.2.11)

Bモードの条件は

Mabk
b “ ´clϵabk

b ñ MB9

˜

´2k1k2 pk1q2 ´ pk2q2

pk1q2 ´ pk2q2 2k1k2

¸

(4.2.12)

特に，偏光ベクトルを ϵ1{{kと取ると，

ME9

˜

1 0

0 ´1

¸

ô U “ 0, (4.2.13a)

MB9

˜

0 1

1 0

¸

ô Q “ 0. (4.2.13b)

これは，この基底のもとで，直線偏光の方向が

• E-mode : E1 “ 0 or E2 “ 0 ô E{{k or K k.

• B-mode : E1 “ ˘E2 ô Eと kが 45˝．

4.2.4 アクシオンによるBモード生成

Lagrangian アクシオン場 ϕが電磁場とCS結合するとする：

L “ ´
1

2
˚dϕ ^ dϕ ´ Λ2

aUpϕ{faq ´
1

2
˚F ^ F ´

Cα

πfa
ϕF ^ F (4.2.14)

場の方程式

d ˚F `
2Cα

πfa
dϕ ^ F “ 0 ô ∇νFνµ ´

Cα

πfa
∇νϕϵνµαβF

αβ “ 0 (4.2.15)

特に，ϕ “ ϕptqのとき，ゲージ条件

E “ 9A, B “ ∇ ˆ A; ∇ ¨ A “ 0 (4.2.16)

のもとで，空間的に平坦な FLRWモデルでの場の方程式は

p´B2
η ` △qA `

Cα

πfa
a 9ϕ∇ ˆ A “ 0 (4.2.17)
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平面波解 波が z方向に伝搬しているとき，

A “ pax, ay, 0qeikz ñ

ˆ

B2
η ` k2 `

Cα

π
ak 9ϕfa

˙

pax ` iayq “ 0 (4.2.18)

kが大きいときのWKB解は

Ax ` iAy “ const ¨ exp t´ikpη ´ zq ´ iβu (4.2.19)

ここで，

β “
Cα

2πfa

ż t
9ϕdt (4.2.20)

Bモード生成 これは， 9ϕ ‰ 0のとき，電磁波の偏光ベクトルが伝搬と共に回転す
ることを示している．CMBの場合，最終散乱面から現在までの回転角は

∆β “
Cα

2πfa

ż t0

tls

9ϕdt “
Cα

2πfa
pϕptlsq ´ ϕpt0qq (4.2.21)

ϕの振動周期 2π{mが，最終散乱面の厚み δtls „ 10kpcに比べてが大きく，かつ宇
宙年齢以下のとき，すなわち

10´33eV ă m ă 10´27eV (4.2.22)

のとき，この回転はEモードからBモードを生成する．
その割合を決める∆βの大きさは，axion decay constant faに依存しないことが
特徴的である．

∆β „
Cα

2
?
3

À 10´3 (4.2.23)

上記の条件を満たすアクシオン場がN 種あると，一般に∆βは
?
N 倍となる．

観測よりの制限

• Current limit: ∆β ă 2˝ “ 3.5 ˆ 10´2 .

• Planck: accuracy ă 0.1˝

• CMBPol: accuracy ă 0.005˝
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図 4.5: mγの時間変化

§4.3
CMB-axion conversion
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図 4.6: Pγaのma依存性

図 4.7: gBへの制限
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§4.4
Gyroインフレーションモデル

References

• Peter Adshead, Emil Martinec, Mark Wyman: ”Perturbations in Chromo-

Natural Inflation”, arXiv:1305.2930 [hep-th]

• Emil Martinec, Peter Adshead,Mark Wyman: ”Chern-Simons EM-flation”,

JHEP 1302 (2013) 027 [arXiv:1206.2889 [hep-th]]

• Peter Adshead,MarkWyman: ”Gauge-flation trajectories in Chromo-Natural

Inflation”, Phys.Rev. D86 (2012) 043530 [arXiv:1203.2264 [hep-th] ]

• Peter Adshead,Mark Wyman: ”Chromo-Natural Inflation: Natural inflation

on a steep potential with classical non-Abelian gauge fields”, Phys.Rev.Lett.

108 (2012) 261302 [arXiv:1202.2366 [hep-th]]

4.4.1 Chromo-Natural Influm

重力＋ SUp2qゲージ場＋アクシオンの系を考える．

作用積分

S “

ż

R

2κ2
˚1 ´

1

2
˚dϕ ^ dϕ ´ V pϕq ˚1 ´

1

2
Trp ˚F ^ F q ´

λ

fa
ϕTrpF ^ F q. (4.4.1)

Ansatz

時空計量 ： ds2 “ ´dt2 ` aptq2dx2, (4.4.2)

ゲージ場 : Aa “ aptqψptqdxa (4.4.3)

これよりフラックスは

F a “ dAa `
g

2
ϵabcAb ^ Ac

“ paψq
.dt ^ dxa `

g

2
paψq2ϵabcdx

b ^ dxc, (4.4.4)

F a ^ Fa “ 3gpaψq2paψq
.d4x, (4.4.5)

F a ¨ Fa “ ´3p 9ψ ` Hψq2 ` 3g2ψ4. (4.4.6)
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簡約Lagrangian

L “ a3
”

´
3

κ2

ˆ

9a

a

˙2

`
1

2
9ϕ2 ´ V pϕq

`
3

2
p 9ψ ` Hψq2 ´

3

2
g2ψ4 ´ 3λg

ϕ

fa
ψ2p 9ψ ` Hψq

ı

(4.4.7)

運動方程式

• 宇宙膨張の方程式

H2 “
1

3m2
pl

pρϕ ` ρψq; (4.4.8)

ρϕ “
1

2
9ϕ2 ` V pϕq, (4.4.9)

ρψ “
3

2
p 9ψ ` Hψq2 `

3

2
g2ψ4, (4.4.10)

9H “ ´
1

m2
pl

"

p 9ψ ` Hψq2 ` g2ψ4 `
1

2
9ϕ2

*

. (4.4.11)

• 場の方程式

:ϕ ` 3H 9ϕ ` V 1pϕq “ ´
3λg

fa
ψ2p 9ψ ` Hψq, (4.4.12a)

:ψ ` 3H 9ψ ` 2g2ψ3 ` p2H2 ` 9Hqψ “
λg

fa
ψ2 9ϕ. (4.4.12b)

いま，
ψc “ aψ (4.4.13)

とおくと，

:ψc ` H 9ψc `
2g2

a2
ψ3
c “

λg

a

9ϕ

fa
ψ2
c . (4.4.14)

4.4.2 CS項がない場合 (λ “ 0)

ψcの方程式 (4.4.14)より，H∆t " 1で

ψc « ψc˚ ` Ec˚

ż t

8

dt

a

“ ψc˚ ´
Ec˚
H

e´Ht ` O
`

g2e´2Ht
˘

. (4.4.15)
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よって．

ψ “
ψc
a

«
ψc˚
a
, (4.4.16a)

E “ 9ψ ` Hψ “
1

a
9ψc «

Ec˚
a2

, (4.4.16b)

ρψ «
3

2

E2
c˚ ` g2ψ4

c˚

a4
. (4.4.16c)

したがって，フラックスの寄与は，通常の輻射と同じ振る舞いをし，すぐに無視
できるようになる．
一方，アクシオン場 ϕは閉じた標準の方程式

:ϕ ` 3H 9ϕ ` V 1pϕq “ 0, (4.4.17)

V “ µ4

ˆ

1 ` cos
ϕ

fa

˙

. (4.4.18)

に従うので，通常の公式が適用できる．slow rollパラメータは

ϵ :“
m2

plpV
1q2

2V 2
« ´

9H

H2
“

9ϕ2

2m2
plH

2

«
m2

pl

2f 2
a

tan2

ˆ

ϕ

2fa

˙

, (4.4.19a)

η :“
m2

plV
2

V

« ´
m2

pl

2f 2
a

ˆ

1 ´ tan2

ˆ

ϕ

2fa

˙˙

. (4.4.19b)

これより，λ “ 0の場合，インフレーションが起きるには

fa " mpl (4.4.20)

が要求される．

4.4.3 CS Influm

仮定

σ “
gλψ2

faH
" 1, λ2ψ2 " f 2

a (4.4.21)

Slow roll 方程式 9ϕを消去すると、

H 9ψ « ´H2ψ ´
V 1pϕq

3σ
“ ´V 1

effpψq (4.4.22)
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ここで、axion potential

V “ µ4

ˆ

1 ` cos
ϕ

fa

˙

(4.4.23)

に対し

Veffpψq “
H2

2
ψ2 `

µ4 sinpϕ{faq

2gλ

H

ψ
(4.4.24)

これより、ψの有効質量はmψ « 3Hとなるので、ψは速やかに (∆tH „ 1)で Veff
の極小点に緩和する：

ψ «

„

µ4

3gλH
sin

ˆ

ϕ

fa

˙ȷ1{3

. (4.4.25)

これを ϕの方程式に代入して、

H 9ϕ «
2

σ

`

H2ψ ` g2ψ3
˘

(4.4.26)

Inflation rate

N “

ż

Hdt “

ż

H

9ϕ
dϕ «

ż

H2σdϕ

2pH2ψ ` g2ψ3q
(4.4.27)

“
1

4
λ

ż xe

xs

dx
2k sin1{3 x cos4{3px{2q

cos8{3px{2q ` k2 sin2{3 x
À 0.37λ, (4.4.28)

ここで、

k “
1

2

ˆ

6g2m4
pl

µ4λ

˙1{3

(4.4.29)

Inflation condition

σ3 “
1

9λ2
X4Y 3 sin2 ϕ

fa
Á 1, (4.4.30a)

ϵ1
ψ “

3ρψ
ρϕ

«
3σ

2X2Y
`

2σ2

X2Y 2
! 1, (4.4.30b)

ϵϕ :“
3 9ϕ2

2V
«

λ

X2Y 2

Y

σ

´

1 `
σ

Y

¯2

! 1. (4.4.30c)

ここで、

X “
gµ2

H2
„
gm2

pl

µ2
, Y “

λH

gfa
„

λµ2

gfampl

. (4.4.31)

これより、

η “ ´
9H

H2
» ϵϕ ` ϵ1

ψ ! 1. (4.4.32)
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図 4.8: Slow roll近似

4.4.4 数値解

変数を次の様に無次元化する：

x “
ϕ

fa
, y “

ψ

fa
, h “

H

H0

, τ “ H0t. (4.4.33)

ここで，

H2
0 “

V0
3m2

pl

“
2µ4

3m2
pl

. (4.4.34)

これらを用いると運動方程式は，

:x ` 3h 9x ´
2

3f̃ 2
a

sinx “ ´3λ̃y2p 9y ` hyq, (4.4.35a)

:y ` 3h 9y `

´

2h2 ` 9h ` 2g̃2y2
¯

y “ λ̃y2 9x, (4.4.35b)

9h “ ´f̃ 2
a

"

E2 ` g̃2y4 `
1

2
9x2
*

, (4.4.35c)

h2 “ cos2px{2q ` f̃ 2
a

"

1

6
9x2 `

1

2
E2 `

g̃2

2
y4
*

, (4.4.35d)

9h ` 2h2 “ 1 ` cospxq ´
1

6
f̃ 2
a 9x2, (4.4.35e)

E “ 9y ` hy. (4.4.35f)

ここで，

f̃a “
fa
mpl

, g̃ “
gfa
H0

, λ̃ “ g̃λ. (4.4.36)
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図 4.9: ϕ ´ ψ面での軌道

図 4.10: E-flux
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図 4.11: ψ “ ψminpϕqより大きい ψ0を初期値とする場合のフルの数値解と Slow

roll解の比較 (phi0{pπfaq “ 0.01, ψ0{fa “ 2). 上左は Slow roll近似と同じ初期速
度，右は 9ϕ0 “ 9ψ “ 0とおいた場合．下は，slow rollスタートでの長時間での振る
舞い
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例えば，

µ “ 3.16 ˆ 10´4mpl, fa “ 0.01mpl, g “ 2 ˆ 10´6, λ “ 200

ñ f̃a “ 0.01, g̃ “ 0.24, λ̃ “ 50. (4.4.37)

に対して，slow roll近似ではN “ 100程度のインフレーションが起きる．Slow roll

近似も ϕ “ 0近傍および ϕ “ π近傍を除いてよく成り立つ．
初期値が ψ “ ψminpϕq曲線からずれた場合，最初軌道はこの曲線からずれるが，

ある程度時間がたつとこの曲線に乗るようになる．明らかに，この曲線は attractor

となっている．ただし，ψの初期値が曲線より下で、速度が slow roll近似からず
れると，この曲線に到達するのにかなり時間がかかる．
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図 4.12: ψ “ ψminpϕqより小さい ψ0を初期値とする場合のフルの数値解と Slow

roll解の比較 (phi0{pπfaq “ 0.01, ψ0{fa “ 1). 上左は Slow roll近似と同じ初期速度，
右は 9ϕ0 “ 9ψ “ 0とおいた場合．下は，staticスタートでの長時間での振る舞い
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4.4.5 一般論

Single axion model

場の系Φ “ pϕ,Xq(X “ pXmq)が次の Lagrangianをもつとする：

L “ L0 ` LCS; (4.4.38)

L0 “ a3

«

´3m2
pl

ˆ

9a

a

˙2

`
1

2
p 9ϕq2 `

1

2
p 9Xq2 ´ V pΦq

ff

, (4.4.39)

LCS “ λa3 9ϕUpXq. (4.4.40)

運動方程式は

:ϕ ` 3H 9ϕ ` λα ¨ 9X “ Fϕ, (4.4.41a)

:X ` 3H 9X ´ λα 9ϕ “ FX . (4.4.41b)

ここで、

α “ dUpXq, (4.4.42a)

Fϕ “ ´BϕV ´ 3HλUpXq, (4.4.42b)

FX “ ´BXV. (4.4.42c)

Slow roll近似では

3H 9ϕ ` λα ¨ 9X “ Fϕ, (4.4.43a)

3H 9X ´ λα 9ϕ “ FX{ (4.4.43b)

これらより， 9ϕを消去すると，
ˆ

3H `
λ2α2

3H
Pα

˙

9X “ FX `
λ

3H
αFϕ. (4.4.44)

ここで，
Pα “ pα ¨ αq´1α˝

Tα (4.4.45)

この方程式を 9Xについて解くと，

9X “
1

3H
p1 ´ PαqFX `

1

9H2 ` λ2α2
pλαFϕ ` 3HPαFXq (4.4.46)

これより，αに垂直な方向のX の有効質量は元の質量mX，α方向の有効質量は
3Hとなる．したがって，mX Á Hなら，Xは急速に 9Xの位置に緩和する：

p1 ´ PαqFX “ 0, Fϕ « 0. (4.4.47)
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これにより，Xが ϕの関数X “ Xpϕqとして定まる．すなわち，Φ空間での軌道
が定まる．ここで，Fϕ “ 0が BϕV “ 0を意味しない点が重要である．
最後に， 9ϕの式は

9ϕ » ´
λ

3H
α ¨ 9X `

1

3H
Fϕ

»
3H

9H2 ` λ2α2
Fϕ ´

λ

9H2 ` λ2α2
α ¨ FX

«
1

λα2
α ¨ BXV (4.4.48)

したがって，インフラトン ϕの振る舞いはほとんど V pϕqと無関係となる！

Multiple axion model

場の系 Φ “ pϕ,Xq(ϕ “ pϕiq, X “ pXmq, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n,m “ 1, ¨ ¨ ¨ , p)が次の
Lagrangianをもつとする：

L “ L0 ` LCS; (4.4.49)

L0 “ a3

«

´3m2
pl

ˆ

9a

a

˙2

`
1

2
p 9ϕ ` Hkϕq2 `

1

2
p 9X ` HlXq2 ´ V pΦq

ff

,(4.4.50)

LCS “ λa3
ÿ

i

p 9ϕ ` HkϕqiUipΦq. (4.4.51)

運動方程式は

:ϕ ` 3H 9ϕ ´ λW 9ϕ ` λA 9X “ Fϕ, (4.4.52a)

:X ` 3H 9X ´ λ TA 9ϕ “ FX . (4.4.52b)

ここで、

Wij “ BϕiUj ´ BϕjUi, (4.4.53a)

A “ BXU “ pBU i{BXmq, (4.4.53b)

Fϕ “ ´BϕV ´ kp 9H ` 2H2qϕ ´ λHp3U ´ BϕŨq, (4.4.53c)

FX “ ´BXV ´ lp 9H ` 2H2qX ` λHBXŨ , (4.4.53d)

Ũ “
ÿ

i

kiϕiUi. (4.4.53e)

Slow roll近似で

p3H ´ λW q 9ϕ ` λA 9X “ Fϕ, (4.4.54a)

3H 9X ´ λ TA 9ϕ “ FX . (4.4.54b)
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最初の式より，

9ϕ “ ´
λ

3H
BA 9X `

1

3H
BFϕ, (4.4.55)

B “

ˆ

1 ´
λ

3H
W

˙´1

. (4.4.56)

これを 9Xの式に代入し， 9Xについて解くと

3H 9X “

ˆ

1 `
λ2

9H2
TABA

˙´1ˆ

FX `
λ

3H
TABFϕ

˙

“ p1 ´ PAqFX

`PA

ˆ

1 `
λ2

9H2
TABA

˙´1ˆ

PAFX `
λ

3H
TABFϕ

˙

(4.4.57)

ここで，PAは 9X の空間で Aimの張る線形部分空間への射影演算子で，適当な n

次の正方行列 pAを用いて
PA “ TApAA (4.4.58)

と表される．特に，

p1 ´ PAqBXU “ 0 ñ p1 ´ PAqBXŨ “ 0. (4.4.59)

一般に，

A

ˆ

1 `
λ2

9H2
TABA

˙´1
TA “ A TA

ˆ

1 `
λ2

9H2
BA TA

˙´1

“ A TA

ˆ

A TA `
9H2

λ2
B´1

˙´1
9H2

λ2
B´1 (4.4.60)

これより，λが大きい極限で，

PA

ˆ

1 `
λ2

9H2
TABA

˙´1ˆ

PAFX `
λ

3H
TABFϕ

˙

« 3H2 TApAp3U ´ BϕŨq (4.4.61)

よって，Xの有効質量は，p1 ´ PAqの方向でmX，PAの方向でOpHq.

X場が 9X “ 0に緩和するとすると，

p1 ´ PAqFX “ 0, PAFX `
λ

3H
TABFϕ “ 0. (4.4.62)

また， 9ϕの式は，

3H 9ϕ »

ˆ

1 ´
λ

3H
W `

λ2

3H2
A TA

˙´1ˆ

´
λ

3H
AFX ` Fϕ

˙

(4.4.63)
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よって，λ " 3Hのとき，

rankpA TAq “ n & BXŨ “ 0 ñ 3H 9ϕ « ´
3H

λ
pA TAq´1AFX . (4.4.64)

一方，BXŨ ‰ 0の時には，λ " 3Hで

9ϕ « ´HpA TAq´1ABXŨ (4.4.65)

となり，一般に slow rollインフレーションは実現されない．
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5
Black holes

§5.1
基本事項

5.1.1 ブラックホールの定義

M を漸近的に単純な時空， I をその共形無限遠とする [10]．時空はCauchy面
Σから漸近的に予言可能，すなわち I Ă DpΣq in M̂ が成り立つとする．これ
らの条件のもと，ホライズンを無限遠I から観測可能な領域（DOC）

DOC “ J´pI ,M q X J`pI ,M q. (5.1.1)

の境界として定義する：

H` “ BpJ´pI qq X J`pI q. (5.1.2)

Σ

DOC

I +
I +

I − I −

H +B

図 5.1: Black hole spacetime
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図 5.2: Killing horizon

k 



l

図 5.3: Horizon of a rotating

black hole

さらに，ブラックホール領域を無限遠から観測できない領域T

B “ M ´ J´pI q, (5.1.3)

とする

5.1.2 Killingホライズン

定常時空

時空M は，ある領域で時間的となるKillingベクトルをもつとき，定常である
という．定常時空の計量は

ds2 “ ´e2Upxqpdt ` Apxqq2 ` gijpxqdxidxj, (5.1.4)

この座標系では，Killingベクトルは

ξ˚ “ ´e2Updt ` Apxqq. (5.1.5)

Killingベクトルの回転を

˚pξ˚ ^ dξ˚q “ ´e3U ˚ndA. (5.1.6)

により定義する．
A時空M は，軌道がすべて閉曲線である領域で空間的となるKillingベクトル

ηをもつとき，軸対称という．剛性定理より，定常で解析的な時空は常に軸対称と
なる．

Killingホライズン

定常時空の光的超曲面H は，H 上でその光的測地線に平行となるKillingベク
トルが存在するとき，Killingホライズンという．漸近的に単純で静的な時空にお
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r

S
ingularity: r=0

S
ingularity: r=0

r = +

r = +

r = +

r = +
r = 2m

r = 2m
black hole

w
hite hole

U
V

I

IIIII

IV
0

図 5.4: Penrose diagram of the Schwarzschild black hole

いて，無限遠I の近傍で時間推進のKillingベクトルが時間的なら，この時空の
ホライズンはKillingホライズンとなる．
T定常時空のブラックホールは，時間推進のKillingベクトルがホライズン上で

空間的となるとき，回転的という．定常軸対称時空がKilling horizon H を持つし,

ξと ηをその時間推進および回転のKillingベクトルとする．このとき，H の光的
接ベクトル kは

k “ ξ ` Ωhη. (5.1.7)

と表される．Ωhはブラックホールの回転角速度と呼ばれる．さらに，

∇kk “ κk ô ∇k2 “ ´2κk (5.1.8)

係数 κはブラックホールの表面重力加速度と呼ばれる．

5.1.3 例

静的ブラックホール

定常ブラックホール時空は，その時間推進のKillingベクトル ξの回転がゼロの
時，静的という．静的時空 pM , gqの計量は次のように書かれる．

ds2 “ ´e2Upxqdt2 ` gijpxqdxidxj. (5.1.9)

最も重量な例は，Schwarzschild時空である：

ds2 “ ´fprqdt2 `
dr2

fprq
` r2dσ2

n; fprq “ 1 ´

´r0
r

¯n´1

´ λr2 (5.1.10)

ここで，dσ2
nは n次元単位球 Snの計量, λは宇宙定数で λ “ 2Λ

npn`1q
と表される.

λ “ 0で漸近的に平坦なとき，この解は唯一の正則な解である（静的ブラックホー
ルの一意性定理）．
この球対称時空では，ホライズンは Killingホライズンで，その位置 r “ rhは

fprhq “ 0の解となる. ホライズンは，R ˆ Snと同相である.
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Kerrブラックホール

4次元の漸近的平坦な真空のカテゴリーでは，回転している定常な正則ブラック
ホール解は一意的で，それはKerr解で与えられる．

ds2 “ ´
∆ρ2

Γ
dt2 `

Γ sin2 θ

ρ2
pdϕ ´ Ωdtq2 ` ρ2

ˆ

dr2

∆
` dθ2

˙

, (5.1.11)

ここで

∆ “ r2´2Mr`a2, ρ2 “ r2`a2 cos2 θ, Γ “ pr2`a2q2´a2∆sin2 θ, Ω “
2aMr

Γ
.

(5.1.12)

この時空のホライズンもKillingホライズンで，その場所は∆prq “ 0の解とな
り，r “ rh “ r` “ M ` pM2 ´ a2q1{2で与えられる． ∆prq “ 0は，Btと Bϕで張ら
れる面が光的となる条件と一致する．ホライズンは位相的にはR ˆ S2. この時空
のKillingベクトル Btの回転は

ω “ d

ˆ

2aM cos θ

ρ2

˙

‰ 0, (5.1.13)

となるので，Kerrブラックホールは回転的である．したがって，この時間推進Killing

はホライズン上で空間的となり（Fig.5.3）, gtt ą 0となるエルゴ領域がホライズ
ン近傍に現れる：ρ2gtt “ a2 sin2 θ ´ ∆. このエルゴ領域の存在は，回転ブラック
ホールの超反射不安定にとって本質的である．ブラックホールの回転角速度Ωhは，
Bt ` ΩhBϕが光的ベクトルとなる条件より

Ωh “ Ωprhq “
2aMrh

pr2h ` a2q2
“

a

2Mrh
“

a

r2h ` a2
. (5.1.14)

と決まる．

§5.2
束縛状態と散乱

5.2.1 ブラックホール近傍での粒子の運動

Schwarzschild black hole

ブラックホールの周りでの粒子の運動は，粒子の質量がゼロか有限かで異なる．
例えば，Schwarzschild BHの周りでの運動方程式は次の 2式に帰着される．

E “ ´u ¨ ξ “ ´ut “ fprq 9t, L “ u ¨ η “ uϕ “ r2 9ϕ, (5.2.1a)

´ϵ “ ´f 9t2 `
9r2

f
` r2 9ϕ2, (5.2.1b)
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Massive particle Massless particle

図 5.5: The effective potential for a particle with L “ 0, ¨ ¨ ¨ , 5 around the 4D

Schwarzschild BH

ここで，有質量の場合 ϵ “ 1，ゼロ質量の場合 ϵ “ 0である．運動の振る舞いは，
有効ポテンシャル V prq で決ま（図 5.5):

9r2 ` V prq “ E2; V prq “

ˆ

ϵ `
L2

r2

˙

fprq. (5.2.2)

これより，有質量の場合とことなり，ゼロ質量粒子は安定な束縛軌道がないこと
がわかる．5次元以上では，有質量粒子も安定な束縛軌道を持たなくなる．

Kerrブラックホール

赤道面上の軌道に限定すると，

E “ ´gtt 9t ´ gtϕ 9ϕ, L “ gϕt 9t ` gϕϕ 9ϕ, (5.2.3a)

´ϵ “ gtt 9t
2 ` 2gtϕ 9t 9ϕ ` gϕϕ 9ϕ2 `

r2

∆
9r2, (5.2.3b)

対応する有効ポテンシャルは

9r2 ` V prq “ E2; V prq “
ϵ∆

r2
´
a2E2 ´ L2

r2
´

2MpaE ´ Lq2

r3
, (5.2.4)

ここで， 図 5.6に示したように，粒子の運動は，回転がブラックホールの回転と
同じ向きか，反対向きかで大きく異なる．特に，同方向に回転する方が遠心力が
弱くなる．

目次へ



第 5章 Black holes 85 目次へ

Massive particle Massless particle

図 5.6: The effective potential for particles with L “ 3 (corotating) and L “

´3 (counter-rotating) around the Kerr BH with a “ 0.999. r˚ is the tortoise

coordinate defined by dr˚ “ pr2 ` a2qdr{∆.

5.2.2 Kerr BHでのゼロ質量場

フラックス保存

波動性のため，BH近傍での場の振る舞いは粒子と大きく異なる．例えば，軸対
称定常BHでのKlein-Gordon場を考える：

DµDµϕ “ 0; Dµ “ Bµ ´ iqAµ, (5.2.5)

ここで，Aµは電磁ポテンシャル，qは粒子の電荷である．この方程式より，Klein-

Gordon内積

Npϕ1, ϕ2q “ ´i

ż

Σ

`

ϕ̄1D
µϕ2 ´ pD̄µϕ̄1qϕ2

˘

dΣµ (5.2.6)

がDOCのCauchy面Σの取り方によらないことが示される．これより，図 5.7の
散乱問題において，無限遠からの入射フラックス II ´ , ブラックホールに落ち込む
フラックス IH ` および無限遠に放出されるフラックス II `の間に次の関係が成り
立つ：

II ´ “ II ` ` IH ` (5.2.7)

増幅反射

スカラ場は無限遠で

ϕ «

ż

dω
ÿ

m

1

r

`

A´e´iωu´ ` A`e`iωu`
˘

eimφ; u˘ “ t ¯

ż

dr{f, (5.2.8)

と振る舞うので，無限遠でもフラックスは

II ˘ “ i

ż

du˘

ż

S2

dΩ2 lim
rÑ8

r2pϕ̄
Ø

B u˘
ϕq “

ÿ

m

ż

dωωx|A˘
ω,m|2yS2 , (5.2.9)
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I +

I  −

H  +

H  − Σ

図 5.7: Scattering of an incidental wave by an AF black hole

ここで，xQyS2は S2でのQの平均．
次に，ホライズンH `近傍では

ϕ “ ϕpr, θqe´iωt`imφ “ ϕpr, θqe´iω˚t`imφ̃

“ ϕpr, θqeiω˚r˚

e´iω˚v``imφ̃ « Cpθqe´iω˚v``imφ̃, (5.2.10)

ここで，ω˚ :“ ω ´ mΩh, φ̃ “ φ ´ Ωht， v` “ t `
ş

drpr2 ` a2q{∆.

v`と φ̃はH `近傍で正則な座標なので, Cは θの有界関数でないといけない.し
たがって，H `を横切るフラックスは

IH ` “ i

ż

dv`

ż

S2

dD´2σ
´

ϕ̄p
Ø

B v`
` 2iqΦqϕ

¯

H `

“
ÿ

m

ż

dωpω˚ ´ qΦhqpr2h ` a2qx|Cω,m|2yS2 . (5.2.11)

これらを (5.2.7)に代入して

ωx|A´
ω,m|2y “ ωx|A`

ω,m|2y ` pω ´ mΩh ´ qΦhq pr2h ` a2qx|Cω,m|2y. (5.2.12)

透過率 T と反射率Rを

T :“ IH `{II ´ , R :“ II `{II ´ , (5.2.13)

により定義すると，R` T “ 1なので，次の条件が満たされるときR ą 1となる：

ω˚ ´ qΦh “ ω ´ mΩh ´ qΦh ă 0 (5.2.14)

ここで，Φhはブラックホールの静電ポテンシャルである．

目次へ



第 5章 Black holes 87 目次へ

図 5.8: The Penrose process in the ergo region

Penrose過程

エルゴ領域では，Penrose過程と呼ばれる興味深い現象が起きる [15]．エルゴ領
域では，時間推進Killingベクトル ξが空間的となり，pµが時間的でも，無限遠に
対するエネルギーE “ ´p ¨ ξはふとなり得る. このため，エルゴ領域に入射した
粒子が 2つ以上の粒子に分裂すると，その一部が入射粒子より大きなエネルギー
をもって，エルゴ領域から出ることが可能となる．
増幅反射条件は

k ¨ p ą 0, pµϕ “ p´iBµ ´ qAµqϕ, (5.2.15)

と表されるので，増幅反射はPenrose過程と同じ機構で起きる．ここで，k “ Bt `

ΩhBφはホライズンH `の光的接ベクトルである. この式は， pが過去向きの時間
的ベクトルであることを示している．

§5.3
増幅反射不安定

増幅反射が引き起こすブラックホール不安定

• BH bomb: 球形の反射壁でブラックホールを取り囲む [21, 17, 3]

• 有限な質量をもつボーズ場 [6]

• adS-Kerrブラックホール [4]
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µM “ 0.5, l “ 1 µM “ 0.9, l “ 2

図 5.9: The effective potential for a massive scalar field around the Kerr BH with

a “ 0.999.

5.3.1 Kerr BH時空での有質量スカラ場の方程式

• 有質量自由スカラ場の方程式：

pl ´ µ2qΦ “ 0 (5.3.1)

• 変数分離
Φ “ RlmprqSlmpθq expp´iωt ` imϕq, (5.3.2)

とおくと，

1

sin θ

d

dθ

ˆ

sin θ
dSlm
dθ

˙

`

„

a2pω2 ´ µ2q cos2 θ ´
m2

sin2 θ
` Λlm

ȷ

Slm “ 0, (5.3.3)

d

dr

ˆ

∆
dRlm

dr

˙

`

” ω2pr2 ` a2q2 ´ 4Mamωr ` m2a2

∆

´pω2a2 ` µ2r2 ` Λlmq

ı

Rlm “ 0. (5.3.4)

• 角度モード関数と分離定数 Λlm: Slm “ Sml pcos θ; cq(c “ apω2 ´ µ2q1{2)と書
けるので，Λlmは l,m(l “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ )と cのみ依存し，c Ñ 0の極限で

Sml Ñ Pm
l , Λlm Ñ lpl ` 1q. (5.3.5)

• 動径モード関数の有効ポテンシャル：u “ pr2 ` a2q1{2Rlm とおくと，

d2u

dr˚2
`
“

ω2 ´ V pr, ωq
‰

u “ 0, (5.3.6)
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ここで，有効ポテンシャル V は，

V “
µ2∆

r2 ` a2
`

4amωMr ´ a2m2 ` ∆rΛlm ` pω2 ´ µ2qa2s

pr2 ` a2q2

`
∆p2Mr3 ` a2r2 ´ 4Ma2r ` a4q

pr2 ` a2q4
. (5.3.7)

V の漸近挙動は

V Ñ

#

µ2 ; r “ 8,

ω2 ´ ω2
˚ ; r “ r`

. (5.3.8)

(Fig. 5.9).

• 境界条件：

At infinity : Rlm „
Blm

r
e`ikr˚

, k “ pω2 ´ µ2q1{2. (5.3.9a)

At horizon : Rlm „ Clme
´iω˚v``imϕ̃ „ Clme

´iω˚r˚

e´iωt`imϕ.(5.3.9b)

5.3.2 不安定の発生条件

• エネルギー積分：

0 “ i

ż

dϕ

2π

ż

dθ sin θ

ż

drρ2pBtΦq˚pl ´ µ2qΦ

“

„
ż

dθ sin θp´ω˚q∆Φ˚BrΦ

ȷr“r8

r“rh

`

ż

dr

ż

dθ sin θ
”

ρ2|ω|2pωgtt ´ 2mgtϕq|Φ|2

`ω˚ρ2
`

m2gϕϕ ` µ2
˘

|Φ|2 ` ω˚
`

∆|BrΦ|2 ` |BθΦ|2
˘

ı

.(5.3.10)

境界条件 (5.3.9a)と (5.3.9b)を満たす変数分離型の解に対しては，

ω “ ωR ` iωI , (5.3.11a)

R̃ “ Rlm exppiω˚r
˚q (5.3.11b)

とおくとき，エネルギー積分は次のように書き換えられる：

BωRpmΩh ´ ωRq ` ω2
I pC1 ` C2ωIq “ AωI , (5.3.12)

ここで，

B “ pr2h ` a2qe2ωIv` |R̃|2r“rh
,

C1 “

ż

dr2re2ωIv` |R̃|2,

C2 “ a2
ż

dre2ωIv`

ż

dθ sin3 θ|R̃Sml |2,
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また，

A “

ż

dre2ωIv`

ż

dθ sin θ
”

|R̃|2|BθS
m
l |2 ` ρ2p´gttq|BrR̃|2|Sml |2

`a2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin θBrR̃ ´ iω˚
R

pr2 ` a2q

a2 sin θ
R̃

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

|Sml |2 `

"

2Q2

sin2 θ
` Pω2

R ` µ2ρ2
*

|R̃Sml |2
ı

,(5.3.13)

ただし，Qは実の量，P は

P “ ρ2pr2 ` a2q2
␣

ρ2 ` 4a2 sin2 θ
(

pgttq
2

`8Ma2 sin2 θ

„

rpr2 ` a2qp´gttq `
a2Mr2 sin2 θ

ρ2

ȷ

`

ρ2 ` 2a2 sin2 θ
˘

.(5.3.14)

• 不安定性の十分条件：ω2 ă µ2 でかつ，p´gttq ă 0となるエルゴ領域の寄
与が無視できるとき，A,B,C1, C2．よって，増幅反射条件が満たされれば，
ωI ą 0となり，系は不安定となる [22]:

i) モード関数が有界.

ii) 波動関数はエルゴ領域のずっと外にピークをもつ．
iii) ωの虚部が小さい: |ωI | ! ωR.

iv) ωが増幅反射条件を満たす: ωR ă mΩh.

5.3.3 増大率

単位系 c “ ℏ “ G “ 1.

1) 質量が大きい場合:µM " 1（WKB近似）

Reference

• T.J.M. Zouros and D.M. Eardley(1979)[22]

WKB近似解 準束縛状態 ω2 ă µ2を考える．ポテンシャル障壁の影響が最小で，
不安定性が最大となるωR » µに限定し，解を4つの領域に分けて考える：I(r ă r1),

II(r1 ă r ă r2), III(r2 ă r ă r3), IV(r ą r3) (Fig.5.10)

• 振動的領域 I, III: ω2 ą V prqなので， 動径モードに対するWKB解は，

Rlm “ pr2 ` a2q´1{2u, (5.3.15a)

u “ kpr˚q´1{2
␣

A`e
iΘprq ` A´e

´iΘprq
(

, (5.3.15b)
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図 5.10: Division into four regions for the WKB approximation

ここで，A˘は定数で，

Θprq “

ż r˚

r˚
0

kpuqdu, kpr˚q “ pω2 ´ V prqq1{2. (5.3.16)

ただし， r˚
0 は反射点 ω2 “ V prqでの r˚座標の値．

• トンネル領域 II, IV: ω2 ă V prqなので， 動径モードに対するWKB解は，

u “ κpr˚q´1{2
␣

B´e
´Iprq ` B`e

Iprq
(

, (5.3.17)

ここで， B˘は定数で

Iprq “

ż r˚

r˚
0

κpuqdu, κpr˚q “ pV prq ´ ω2q1{2. (5.3.18)

• Airy関数法：接続点 (inflection pt)近傍でのポテンシャルを線形近似すると，
振動領域では

u “

c

|Θ|

k

␣

C`J1{3p|Θ|q ` C´J´1{3p|Θ|q
(

„
1

?
2πk

”´

C`e
´ 5πi

12 ` C´e
´πi

12

¯

ei|Θ| `

´

C`e
5πi
12 ` C´e

πi
12

¯

e´i|Θ|
ı

(5.3.19)

トンネル領域では

u “

c

|I|

κ

␣

´C`I1{3p|I|q ` C´I´1{3p|I|q
(

„
1

?
2πκ

”

pC´ ´ C`q e|I| `

´

C´e
´πi

6 ´ C`e
´ 5πi

6

¯

e´|I|
ı

. (5.3.20)

.
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図 5.11: Flux integral to estimate the growth rate

• 解の接続：領域 Iで infalling条件AI` “ 0を課し，得られた解をAiry関数法
で接続すると

AI
´ “ A0, AI

` “ 0, (5.3.21a)

BII
` “ e´πi{4A0, BII

´ “ 0, (5.3.21b)

AIII
` “ ´iAIII

´ “ ´ieIIIA0, (5.3.21c)

BIV
´ “ e´3πi{4eIII`iΘIIIA0, (5.3.21d)

peπi{3 ´ 1qBIV
` “ 2e5πi{12eIII cosΘIII, (5.3.21e)

ここで，

III “

ż r˚
2

r˚
1

κprqdr˚, ΘIII “

ż r˚
3

r˚
2

kprqdr˚. (5.3.22)

• 固有値方程式：　束縛状態を考えているので， BIV
` ．これは，振動数に対す

るBohr-Sommerfeldの量子化条件を与える．

ω “ ωn :

ż r˚
3

r˚
2

kprqdr˚ “

ˆ

n `
1

2

˙

π, n “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ . (5.3.23)

不安定性増大率の評価 図 5.11のような超曲面を考え，フラックス保存から，そ
の上のKGノルムの時間推進による変化率を求めると

´ω˚pr2h ` a2q|R̃|2 “ 2ωINΣ1pΦ,Φq. (5.3.24)
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これより, ωI は次のように評価される：

ωI “
1

2
γe´2III , (5.3.25)

γ´1 »

ż r˚
3

r˚
2

dr˚

kprq
4 cos2

´

Θ ´
π

4

¯

"

ωn

ˆ

1 ´
a2ζ∆

pr2 ` a2q2

˙

´
2maMr

pr2 ` a2q2

*

.(5.3.26)

ZourosとEardleyは，パラメータ a{M,µM, l,m, ωの広い領域で ωIをこの式を
用いて数値的に計算し， 成長率が次の時に最大となることをすることを見いだ
した:

i) lが最小,

ii) mが最大, i.e., m “ l，

iii) a{M が最大, i.e., a{M » 1,

iv) ωRが最大, i.e., ωR „ 0.98µ ă mΩh．

得られた成長率の最大値は, 各 µM の値に対して,

MωI „ 10´7 exp p´1.84µMq , (5.3.27)

小さな因子 10´7は (5.3.25)の γに起因する．

2) 小質量の場合：µM ! 1(MAE法）

• References

– Detweiler S (1980)[7](Cf. Rosa J (2010)[18])

• r " M での近似解

この領域では，R “ Rlmprqの方程式 (5.3.4)は，水素原子に対するSchrödinger

方程式と同じ形の方程式

d2prRq

dr2
`

ˆ

ω2 ´ µ2 `
2Mµ2

r
´
lpl ` 1q

r2

˙

prRq « 0, (5.3.28)

で近似できる．したがって，σ2 “ µ2 ´ ω2 ą 0のとき，準束縛状態の系列

R “
A

x
Wν,l`1{2pxq „ e´x{2xν px “ 2σr " 1q, (5.3.29)

ν “ Mµ2{σ “ l ` n ` 1 ` δν, pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q, (5.3.30)

を解として持つ．ここで，δνは水素原子の厳密な束縛状態からのずれを表す
複素数である．この解は，領域 σM ! x ! 1では次のように振る舞う：

R « Ap´1qn
p2l ` 1 ` nq!

p2l ` 1q!
xl ` Ap´1qn`1n!p2lq!δνx´l´1. (5.3.31)
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• µr ! lでの近似解

この領域では，微分方程式 (5.3.4)は

zpz ` 1q
d

dz

„

zpz ` 1q
dR

dz

ȷ

`
␣

P 2 ´ lpl ` 1qzpz ` 1q
(

R “ 0, (5.3.32)

と近似できる．ここで，

z “
r ´ r`

r` ´ r´

, P “ ´
2Mr`

r` ´ r´

ω˚ (5.3.33)

この方程式は厳密に解けて，ホライズンに落ち込む解は

R “ C

ˆ

z

z ` 1

˙iP

F p´l, l ` 1, 1 ` 2iP ;´zq. (5.3.34)

この解は，領域 1 ! z ! l{pωRMqでは次のように近似される：

R « C
p2lq!Γp1 ` 2iP q

l!Γpl ` 1 ` 2iP q
zl ` Cp´1ql`1 l!Γp1 ` 2iP q

p2l ` 1q!Γp´l ` 2iP q
z´l´1. (5.3.35)

• 成長率

これら 2つの領域での漸近近似解が共通領域で一致することを要請すると，

δν “ 2iP r2σpr` ´ r´qs
2l`1 p2l ` 1 ` nq!

n!

„

l!

p2lq!p2l ` 1q!

ȷ2 l
ź

j“1

pj2 ` 4P 2q.

(5.3.36)

これより，成長率が

ωR » µ

#

1 ´

ˆ

µM

l ` 1 ` n

˙2
+1{2

« µ (5.3.37a)

ωI “ 2γµr`pmΩh ´ µqpµMq4l`4, (5.3.37b)

と決まる．ここで，

γ “
24l`2p2l ` 1 ` nq!

n!pl ` 1 ` nq2l`4

ˆ

l!

p2lq!p2l ` 1q!

˙2 l
ź

j“1

“

j2
`

1 ´ a2{M2
˘

` 4r2`pµ ´ mΩhq2
‰

.

(5.3.38)

この成長率は， l “ m “ 1かつ a{M „ 1で次の最大値を取る:

ωI «
a

24M2
pµMq9. (5.3.39)
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図 5.12: The instability growth rate for l “ m “ 1.

3)数値計算による評価

• References

– Cardoso V, Yoshida (2005):最初の計算 [5]

– Leaver E (1985):Leaver法 [14]

– Dolan S:[8].

– 高次元ブラックホールのQNM [5, ?]

– 高次元 adS単純回転ブラックホールの SR不安定 [12, 11].

• 動径モード関数Rの級数展開

Rprq “
x´iσ

pr ´ r´qχ´1
e´σr

8
ÿ

n“0

anx
n, x “

r ´ r`

r ´ r´

, (5.3.40)

ここで

q “
2r`pω ´ mΩhq

r` ´ r´

, σ “ pµ2 ´ ω2q1{2, χ “ ´pµ2 ´ 2ω2q{σ. (5.3.41)

• 展開係数の漸化式
これを動径方程式 (5.3.4)に代入すると，展開係数 anに対する 3項漸化式

αnan`1 ` βnan ` γnan´1 “ 0. (5.3.42)

を得る．ここで，

αn “ pn ` 1qpn ` c0q, βn “ ´2n2 ` pc1 ` 2qn ` c3, γn “ n2 ` pc2 ´ 3qn ` c4,

ただし， c1, ¨ ¨ ¨ , c4は ω, σ,mとΛlmで決まる定数.
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• 連分数解
n Ñ 8で an`1{anがゼロに収束するとき，

an`1

an
“ ´

γn`1

βn`1 ` αn`1
an`2

an`1

“ ´
γn`1

βn`1´

αn`1γn`2

βn`2´

αn`2γn`3

βn`3´
¨ ¨ ¨ . (5.3.43)

a1{a0 “ ´β0{α0なので，この方程式で n “ 0とおくと，ω “ ωR ` iωI に対
する固有値方程式が得られる:

β0 ´
α0γ1
β1´

α1γ2
β2´

α2γ3
β3´

¨ ¨ ¨ “ 0. (5.3.44)

この連分数は収束が早く，適当な nで打ち切ることにより，良い精度で固有
値 ω2を求めることができる．図 5.12は，l “ m “ 1に対する解の例である．

§5.4

実際に宇宙に存在するブラックホール
の引き起こすアクシオン不安定

References

• the axiverse paper[1]

• Arvanitaki A, Dubovsky A[2]

5.4.1 µ ´ M平面での不安定帯

増幅反射不安定の成長率（まとめ）

τ

GM
«

#

107e1.84αg ;αg " 1, a “ 1

24
`

a
M

˘´1
pαgq

´9 ;αg ! 1,
(5.4.1)

ここで

αg :“ GMµ “
µ

1.34 ¨ 10´10eV
¨
M

Md

. (5.4.2)

成長率は αg „ 1で最大：

τsr « 0.2 ¨ 107GM ; αg » 0.44, a{M » 0.999. (5.4.3)
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図 5.13: 不安定性成長時間が宇宙年齢以下となる µ ´ M の帯状領域

不安定性の起きる質量

• スカラ場の質量が 10´10eVのとき， 太陽質量M „ Mdのブラックホールで
不安定が実際に起きる．

• この質量は，QCDアクシオンの場合 fa „ 1016GeVに対応．

• ただし，現在の存在量が観測と整合的となるには，アクシオン場の初期振幅
を 10´3fa程度に小さく調整しないといけない．

不安定性の時間発展

• 不安定性の成長は，BHの角運動の減少をもたらす．

• このため，ある程度不安定性が成長すると，成長時間が宇宙年齢を超え，安
定化する．

不安定帯

• 不安定性の成長率は，パラメーター αg “ µM に非常に敏感．

• このため，成長率が宇宙年齢以下となるパラメータ領域は，µ´M平面で狭
い帯状の領域となる．(図 5.13）

• 例えば，アクシオンの質量が µ « 10´14eVのとき，質量が 102Md ´ 105Md

の範囲にある BHのみが不安定性を引き起こす．このため，この帯域の BH

の角運動量は，他の質量のBHより小さい角運動量を持つことになる．
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図 5.14: 最も不安定なモード pl “ m “ 1qの波動関数の分布．左は赤道面，右は z

軸を含む面での振幅．

5.4.2 G-atom

• 不安定性が大きくなる束縛状態 ω « µでは，µMが小さい場合のエネルギー
レベルは (5.3.37a)より，

ω2
R » µ2

ˆ

1 ´
α2
g

2n2

˙

, ωR ă mΩh, (5.4.4)

ここで， n “ n1 ` l ` 1 (n1 “ 0, 1, 2 ¨ ¨ ¨ ).

• 最も不安定となるモード n1 „ 0に対し, nは

n » l „
µ

Ωh

“ αg
2rh
a
. (5.4.5)

• したがって，モード関数のピークはエルゴ領域の外に有り，ホライズンから
遠い：

r

Rg

„
n2

α2
g

„ 4
´rh
a

¯2

ñ µr „ 4αg

´rh
a

¯2

„ 1 (5.4.6)

これは，a „ M の場合，最も不安定な束縛状態は完全に量子的な状態とな
ることを意味している．従って，増幅反射不安定は，中心のブラックホール
をアクシオンの量子雲が取り囲む重力原子 (G-atom）を生み出す．（図 5.14）

5.4.3 重力波放出

図 5.14に示したように, G原子のアクシオン雲は非球対称で回転している．
このため，G原子は重力波を放出する．
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4重極公式による評価

– (5.4.6)より，雲は rc „ Mpl` 1q2{α2
g程度の半径をもち, Ω “ pM{r3c q

1{2

程度の角速度で回転している. これより，4重極公式を使うと，単位時
間あたりにアクシオン雲から放出される重力波のエネルギーは

P “
G

45
|
...

Q|2 „
G

45
pr2cϵMq2Ω6 „

ϵ2α10
g

45Gpl ` 1q10
“ G

N2α12
g

45pl ` 1q10pGMq4
,

(5.4.7)

ここで，Nは雲に含まれるアクシオン量子の数, ϵ “ µN{Mは雲の質量
とＢＨの質量の比．

– 4重極公式は，アクシオン雲の異なる量子レベルの間の遷移により放出
される重力波の評価となっている．したがって，l ě 2が必要で，重力
波によるエネルギー放出で系のエネルギーが変化する時間スケールは

τGW „
ϵM

P
«

45GMpl ` 1q10

ϵα10
g

« 1014GM

ˆ

10´4

ϵ

˙ˆ

l ` 1

3

˙10ˆ
0.44

αg

˙10

.

(5.4.8)

これより，ϵ „ 10´4, αg Á 1に対し

τGW{τsr « 0.1 ˆ e´1.844pαg´2q p2{αgq
10 . (5.4.9)

– 時間発展

∗ αg ă 2: GW放出は SR不安定の成長を妨げない．

∗ αg ą 2: ϵ „ 10´4のとき，τGW “ τsr. すなわち，ϵ „ 10´4に達する
と，SR不安定にもかかわらずアクシオン雲は成長を止める．一般
に，αgが大きいほど，小さな ϵで定常状態に達する．

• GWの観測可能性

(5.4.7)より，観測されるGWの振幅は

h « 10´22
´ ϵ

10´4

¯

ˆ

c3

GMω

˙ˆ

100Mpc

d

˙ˆ

M

105Md

˙

´αg
2

¯5
ˆ

3

l ` 1

˙5

(5.4.10)

これより，質量が 10´15eV À µ À 10´20eVの範囲にあるアクシオンが存在す
ると，増幅反射不安定により放出されたGWが advanced LIGOなどで検出
可能となる．
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図 5.15: The fate of an axion cloud around a black hole formed by instability.

重力波放出量に対する公式

無限遠でのエネルギーフラックス TTゲージ条件 (??)を満たす重力波型摂動hTT
ij

に対し，そのエネルギー運動量テンソルを

4κ2TGW
µν “ Bµh

TTijBνh
TT
ij ´

1

2
ηµνpBλh

TTijBλh
TT
ij q (5.4.11)

により定義する．いま，I `近傍で hijが

hTT
rr ,

1

r
hTT
rA „ O

ˆ

1

r2

˙

, (5.4.12)

phTTqBAprΩ, tq „
1

r

ÿ

ω,s,l,m

”

AslmpωqpY
psq

lm qABpΩqe´iωu ` cc
ı

, (5.4.13)

ż

S2

dΩY
psq

lm pY
ps1q

l1m1 q
˚ “ Cs

lmδ
ss1

δll1δmm1 (5.4.14)

と振る舞うとき，無限遠に放出されるエネルギーは

EI ` “

ż

I `

T tµdΣ
µ

“ lim
rÑ8

r2
ż

du

ż

S2

dΩp´T tt ` T trq

“
1

8κ2
lim
rÑ8

r2
ż

du

ż

S2

dΩpBuh
TTi

jq2

“
T

4κ2

ÿ

lms,ω

ω2|Aslmpωq|2. (5.4.15)

重力波放出率 一般に，uTT
µν を真空での波動方程式

lhµν “ 0 (5.4.16)
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のTT-gaugeでの任意の解，ψµνを源のある波動方程式

△Lψµν “ ´lψµν ´ 2Rµανβψ
αβ “ ´2κ2Tµν (5.4.17)

の解とする．このとき，任意の時空領域Dに対して，

NBDpuTT, ψq :“ i

ż

BD

dΣµu
TT˚
αβ

Ø

B µψαβ “ i

ż

D

d4xuTT˚
αβ △Lψ

αβ

“ ´2iκ2
ż

D

d4xuTT˚
µν T µν . (5.4.18)

この式でDの境界をI `まで押しやると，左辺への無限遠よりの寄与はψのゲー
ジ変換に対して不変で（後述），

NI `puTT, ψq “ NI `puTT, hq “ NI `puTT, hTTq. (5.4.19)

よって，uTTとして，I `で

uTT
ω,s,l,m „

1

r
pY

psq

lm qe´iωu, (5.4.20)

ホライズンH `でゼロとなる複素基本解を用いると,

T ˆ 2ωCs
lmA

s
lm “ ´2iκ2

ż

D

d4x
?

´guTTµν
ω,s,l,m

˚Tµν . (5.4.21)

以上より，，

xu, T y :“
1

T

ż

D

d4x
?

´guµνTµν (5.4.22)

と定義すると，

9EI ` “
κ2

4

ÿ

lms,ω

|Cs
lm|´2

ˇ

ˇ

@

uTT
lms,ω, T

Dˇ

ˇ

2
. (5.4.23)

平坦背景時空近似

背景時空を平坦時空で近似すると，uTT
lms,ωおよび Φを具体的に求めることがで

き，重力波放出率を準解析的に求めることができる．ただし，この近似はµM ! 1

の時にのみ良い近似となり，特にΦは

Φ̂ “ ´

?
2Ea
ω

p2kq3{2

d

pn ´ ℓ ´ 1q!

2npn ` ℓq!
e´iωte´krp2krqℓL2ℓ`1

n´ℓ´1p2krqYℓmpθ, ϕq. (5.4.24)

ただし，

k :“
a

µ2 ´ ω2 “
Mµ2

n
; n :“ ℓ ` 1 ` nr, nr “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ . (5.4.25)

また，Eaはアクシオンの全エネルギーを表す量：

Ea “

ż

Tttr
2dr sin θdθdϕ. (5.4.26)
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図 5.16: 平坦近似：pEa{Mq2を単位とした重力波によるエネルギー放出率とアク
シオン増幅反射不安定成長率の比較． ℓ “ m “ 1, 2, 3, nr “ 0, a˚ “ 0.99.

• ベクトル型摂動：このときは 9P “ 0.

• スカラ型摂動：

dEGW

dt
“ Cnℓ

ˆ

Ea
M

˙2

pµMqQℓ , (5.4.27a)

Qℓ “

#

16, pℓ “ 1q,

4ℓ ` 10, pℓ ě 2q,
(5.4.27b)

Cnℓ “

$

’

&

’

%

π2

160

pn2 ´ 1q2

n10
, pℓ “ 1q,

16ℓ`1ℓpℓ ´ 1q2rpℓ ` nq!s2Γp2ℓq2

p2ℓ ´ 1qpℓ ` 1qpℓ!q4Γp4ℓ ` 3qΓpn ´ ℓq2n4ℓ`8
, pℓ ě 2q.

(5.4.27c)

Kerr時空での評価

5.4.4 ボーズノバ

準解析的な解析

• 自己相互作用

S “

ż

d4x
?

´g

„

´
1

2
p∇ϕq2 ´ 2µ2f 2

a sin
2

ˆ

ϕ

2fa

˙ȷ

. (5.4.28)
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図 5.17: Kerr時空でのGWエネルギー放出率： pℓ,mq “ p1, 1q. a˚ “ 0.90, 0.99.

ℓ̃ “ 2, 3, 4, 5.
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図 5.20: アクシオン雲のエネルギーのサイズR依存性

• 非相対論的近似
ϕ »

1
?
2µ

`

e´iµtψ ` eiµtψ˚
˘

. (5.4.29)

とおくと，|ϕ|{fa ! 1のとき，

SNR “

ż

d4x

„

iψ˚Btψ ´
1

2µ
BiψBiψ

˚ ´ µΦgψ
˚ψ `

1

16f 2
a

pψ˚ψq2
ȷ

. (5.4.30)

• 最後の項が，小振幅の時の主要な非線形効果を現す．この相互作用は引力な
ので，アクシオン雲が十分成長し高密となると，ボーズ・アインシュタイン
凝縮の場合と同様，ボーズノバといわれる爆縮現象が起きることが予想され
る [2].

• アクシオン雲の全エネルギー

E “
V

2µ

@

|∇ψ|2
D

` µΦgV
@

|ψ|2
D

´
V

16f 2
a

@

|ψ|4
D

«
N

2µ

ˆ

l2

r2
`

1

R2

˙

´
αgN

r
´

N2

16f 2
aR

3
,

ここで， rは雲の中心とBH中心の距離, Rは雲の広がりのサイズ．Eが極
小となる rを求めると, アクシオン雲に対するKepler半径が得られる：

rc «
l2

αgµ
ñ E «

N

2µR2
´

N2

16f 2
aR

3
´
αgN

2rc
. (5.4.31)

• ボーズノバ
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このエネルギーは，

R “ Rm ”
3µN

16f 2
a

(5.4.32)

で極大となる．このサイズがRm ă rcを満たすときは，,雲のサイズはR „

r „ rcで安定化する．しかし，図 5.20に示したように，rc ă Rmとなると，
R ă rcでエネルギーEはRの単調増加関数となり，最初R „ rであった雲
は不安定となり急速につぶれる．これは，雲の質量が臨界値

rc ă Rm ô µN ą
16l2f 2

a

3αgµ
ô ϵ “

µN

M
ą

l2f 2
a

α2
gm

2
pl

« 10´4. (5.4.33)

を超えると起きる．

数値シミュレーション

概要 実際のアクシオン相互作用は 4次ではなく，cospϕ{faqに比例し，|ϕ|{faが 1

のオーダーとなると飽和する．したがって，実際にボーズノバが起きるかどうか，
また，その様子を知るには周知シミュレーションが必要となる．

References

• Yoshino H, Kodama H (2012) [20]

モデルとパラメーター 線形理論における SR不安定解のうち，l “ m “ 1, n “ 1

となるモードに以下の振幅を与えて初期値とする．

Simulations Initial condition E{rpfa{Mpq
2M s nonlinearlity

(A) KG bound state, φ
pAq

peakp0q “ 0.60 1430 weak

(B) KG bound state, φ
pBq

peakp0q “ 0.70 1862 strong

結果

• ϕ „ fa ô ϵ „ 10´4となると，実際にボーズノバに対応するアクシオン雲
の崩壊が起きる．（図 5.21）

• 臨界値より十分小さい振幅の線形解を初期値とすると，雲の位置および広が
りの長周期振動が起きるが，崩壊は起こらない．この振動は，SR不安定成
長率を増大させる傾向をもつ．

• アクシオン雲の崩壊が起きると，SR不安定成長はとまり，BHに正のエネ
ルギーが落下する．ただし，BHの角運動量は減少し続ける．これは，l “

1,m “ ´1のモードが生成されることを意味する．

• アクシオン雲の崩壊に伴い，外に向かってエネルギーが放出される．
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図 5.21: 数値シミュレーションにおけるボーズノバ現象のスナップショット（上は
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図 5.22: モデル (A)[φpeakp0q “ 0.6]:ピークの高さ φpeakと位置 r
ppeakq
˚ の振る舞い．
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量フラックスFJ．非線形効果はＢＨからのエネルギーと角運動量の取り出しを増
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図 5.26: モデル (B)[φpeakp0q “ 0.7]: t » 350M の頃，ピークの位置 r
ppeakq
˚ はホラ

イズンに非常に近づき，ピーク振幅φpeakは 4倍程度まで増大．その直後にボーズ
ノバが起きる．
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図 5.27: モデル (B): t “ 500Mでの赤道面（pr˚{M,ϕq座標系）でのスナップショッ
ト（左）と t{M “ 0, 350, 700における赤道面の ϕ “ 0線上の場の値．
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図 5.28: モデル (B):FEと FKJ . t » 350M でボーズノバが発生．
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図 5.29: モデル (B): dE{dr˚ (左)と dJ{dr˚ (右)．t{M “ 0, 750, 1500
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図 5.30: 非線形効果により生成された pℓ,mq “ p3,˘3qモードのエネルギーE33が
全エネルギーに占める割合の時間変化．
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図 5.31: アクシオン場の振幅の時間発展に対する 2つの可能性．
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図 5.32: BHに吸収された全エネルギー∆E の時間変化． C “ 1.05, 1.08, 1.09

有効ポテンシャルによる解析

• φ “ Φ{faに対する相対論的な作用積分

Ŝ “

ż

d4x
?

´g

„

´
1

2
p∇φq2 ´ µ2

ˆ

φ2

2
` ÛNLpφq

˙ȷ

, (5.4.34)

ÛNLpφq “ 1 ´
φ2

2
´ cosφ “ ´

8
ÿ

n“2

p´1qn

p2nq!
x2n. (5.4.35)

• 非相対論的近似
φ “

1
?
2µ

`

e´iµtψ ` eiµtψ˚
˘

. (5.4.36)

とおくと，ニュートン近似で，ψに対する作用は

ŜNR “

ż

d4x

„

i

2

´

ψ˚ 9ψ ´ ψ 9ψ˚
¯

´
1

2µ
BiψBiψ

˚ `
αg
r
ψ˚ψ ´ µ2ŨNLp|ψ|2{µq

ȷ

,(5.4.37)

ŨNLpxq “ ´

8
ÿ

n“2

p´1{2qn

pn!q2
xn. (5.4.38)

ここで，αg :“ Mµ，

• 集団変数: アクシオン波動関数 ψとして次の形のものを考える：

ψ “ Apt, r, νqeiSpt,r,νq`mϕ, (5.4.39)

Apt, r, νq « A0 exp

„

´
pr ´ rpq

2

4δrr2p
´

pν ´ νpq
2

4δν

ȷ

, , (5.4.40)

Spt, r, νq « S0ptq ` pptqpr ´ rpq ` P ptqpr ´ rpq
2 ` πνptqpν ´ νpq

2 ` ¨ ¨ ¨ .(5.4.41)

以下では，m “ 1, νp “ 0とおく．集団座標の意味は
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– δrptq: 波束の動径方向の広がり．

– δνptq: 波束の θ方向の広がり．

– prpptq, νpptqq: 波束のピーク位置の座標．

• 有効作用：総アクシオン数を

N “

ż

d3xA2 « 4π2A2
0

a

δrδνr
3
pp1 ` δrq. (5.4.42)

で定義すると，集団変数に対する有効作用は，

L “ ´ 9S0N ` p 9rpN ` p 9p ´ 2P 9rpq2rp
δr

1 ` δr
N ´ 9Pr2pδr

1 ` 3δr
1 ` δr

N ´ 9πνδνN ´ H,(5.4.43a)

H “ T ` V ; (5.4.43b)

T “
N

2µ

„

p2 ` 8pPrp
δr

1 ` δr
` 4P 2r2pδr

1 ` 3δr
1 ` δr

` 4π2
ν

δν
r2pp1 ` δrq

ȷ

, (5.4.43c)

V

Nµα2
g

“
1

2pαgµrpq2p1 ` δrq

ˆ

1 ` δν `
1

4δr
`

1

4δν

˙

´
1

pαgµrpqp1 ` δrq
(5.4.43d)

´α´2
g

8
ÿ

n“2

p´1{2qn

pn!q2n

„

N˚
?
δrδνpαgµrpq3p1 ` δrq

ȷn´1

, (5.4.43e)

ここで
N˚ “ pα3

gµ
2{4π2qN. (5.4.44)

ただし，δνについて 1次の項のみを残した．

• これは次の様に書き換えられる：

L “ T ´ V ; (5.4.45a)

T “
1

2
A 9δ2r ` B 9δr 9rp `

1

2
C 9r2p `

1

2
D 9δ2ν , (5.4.45b)

ここで，

A “
1

4
Nµr2p

1 ` 45δr ` 198δ2r ` 126δ3r ` 45δ4r ` 9δ5r
p1 ` δrq3δrp1 ` 3δ2rq

, (5.4.46a)

B “
1

2
Nµrp

´7 ´ 30δr ` 54δ2r ` 30δ3r ` 9δ4r
p1 ` δrq2p1 ` 3δ2rq

, (5.4.46b)

C “ Nµ
1 ` 6δr ´ 26δ2r ` 18δ3r ` 9δ4r

p1 ` δrqp1 ` 3δ2rq
, (5.4.46c)

D “
1

4
Nµr2p

p1 ` δrq

δν
. (5.4.46d)
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• ポテンシャルのN˚依存性： 3次元の変数空間 pδr, δν , αgµrpqにおける極点は，
元のポテンシャルの形やN˚の値によらず，常の次の関係式で決まる曲線上
に載ることが占めさえる：

δr “
´1 ` 4δ2ν `

a

1 ´ 8δν ` 8δ2ν ` 64δ3ν ` 16δ4ν
2p´2 ` 4δν ` 16δ2νq

, (5.4.47a)

αgµrp “ 4δν ´
1

2δν
`

1

4δr
` 1. (5.4.47b)

この曲線上でのポテンシャルの振る舞いと極点の位置をプロットしたのが図
5.33と図 5.34である．

• 極小点における振動周期

– αg “ 0.4, N˚ “ 1.1.

ˆ

ωEG

µα2
g

˙2

“ 1.141, 0.249, and 0.0166, (5.4.48)

∆qi “

¨

˚

˝

0.110

´0.027

0.994

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

0.075

0.724

0.686

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

´0.378

´0.005

0.925

˛

‹

‚

(5.4.49)

第 3の固有振動は長周期振動を説明する：

∆t “ 761M. (5.4.50)

– αg “ 0.4, N˚ “ 1.3

ˆ

ωEG

µα2
g

˙2

“ 14.06, 5.59, and 0.175, (5.4.51)

∆qi “

¨

˚

˝

0.218

´0.030

0.975

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

0.070

0.927

0.367

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

´0.640

´0.085

0.763

˛

‹

‚

(5.4.52)

第 1の固有振動は短周期振動を説明する：

∆t “ 26M. (5.4.53)
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図 5.33: αg “ 0.1: αgµrpの関数としての有効ポテンシャル V（上）とポテンシャ
ルの臨界点（下）のパラメータN˚への依存性N˚ “ 0.02,...,0.08で 0.01刻み.
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図 5.34: αg “ 0.4: αgµrpの関数としての有効ポテンシャル V（上）とポテンシャ
ルの臨界点（下）のパラメータN˚への依存性N˚ “ 1.0,...,1.5で 0.1刻み.
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