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時空の特異性に関する一般概念

����

完備性と曲率特異点

【��&�	�	�� �'�'� �測地的完備
】 　

時空 �� � �
が（時間的3光的3因果的に）測地的完備

�

任意の（時間的3光的3因果的）測地線はアフィンパラメーターに関して無限
に延長可能．

�

【�(
�"�� �'�'� �.)時空
】 　

)*計量

��� 4 ���� 	 ����� ������


宇宙膨張方程式

	� 54

�
6�

�

��

4

�

�
�� �

��
	

7

�
������


6� 4 ���� 	 
 
	 ������
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曲率スカラ

� 4 �7 	 
���� �
 
 ������


������ 4 �7� 	 �
�7��� �
 
 	 
���� 	 �
 �
 ������


初期特異点

8� 4 �
�

!
��	 �
 
� 	

7

�
� �����!


より，

� 	 �
 � �7�
� ����� 


ならば，	� 54 	���
 � �のとき，有限な � 4 ��9 �� � ��	� � �� � ��で
����
 4 �となるか解が � � ��に延長不可能となる．（以下，�� 4 �）

7 � �：特に，
 4 �� � �
��2�&��&��
� �����&
の場合，� � ���に対して，
� � �で，

� � ������� ������


� � �

���
� �

��
�� ������


� � �

��
�� �������


������ � �

��
�� �������


7 � �：このときは，� � ���でも初期特異点を持つ解と初期特異点を持た
ない 2�+���解が存在する．

（注） 初期特異点では必ず � 4 �となるとは限らない．例えば，


 4 ����� � �� �������


のとき，�は

� 4 ��
��
�

�� � ��
�

�������


となり，

�� �	 �� �� � �� ���� �������
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�

【+��� �'�'�】 　

条件 ���� を満たす :.)宇宙の � � �領域において，�一定面に垂直な時間
的測地線は過去向きに不完備．また，光的測地線のアフィンパラメーター�

は �� � ���なので，光的測地線も過去向きに不完備．

�

【��&�	�	�� �'�'� �一般化されたアフィンパラメーター
】 　

（区分的に���級）曲線 ���
に対して，�にそう正規直交基底を��とする
とき，

�� 4

��
�

� 6� 
 ��

�

����

�� �������


で定義されるパラメーター �を � の一般化されたアフィンパラメーターと
いう．

�

【��&�	�	�� �'�'� �2�不完備
】 　

時空 �� � �
内の曲線 � 5 ;�� �
�� が延長不可能で，かつ有限な一般化さ
れたアフィン長をもつとき，��不完備であるという．また，時空 �� � �
が
（時間的3光的3因果的な）2�不完備な曲線を含むとき，時空は 2�不完備であ
るという．

�

【��&�	�	�� �'�'� �����曲率特異点
】 　

時空 �� � �
内が 2�不完備な曲線 � 5 ;�� �
�� を含み，曲率テンソルから
作られるある多項式型スカラ量が �上で有界でないとき，�� � �
は ����曲率
特異点を持つという．

�
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【��&�	�	�� �'�'� �物質特異点
】 　

時空 �� � �
において，スカラ曲率特異点を終端点とする曲線上で .
��
テン
ソルから作られる多項式型スカラ量で非有界なものが存在するとき，時空は
物質特異点をもつという．

�

【���� �� �'�'#】 　

:.)時空 �� � �
において条件 ���� が成り立ち，ある時刻 � 4 ��で	 � �

かつ，

� � �，


 � 4 ��で � 	 7�
� � �，



 � 	 
 � ���� � �
かつ
����
 � �のいずれかが成り立てば，過去向きの時間的および光的測地線は
物質特異点を終端点とする．

�

����	� 

 � � �のとき，	 � �� よって，� � �のとき，������
式より，
���，したがって������ ��．




 ������
式および条件 ����� 
より，

�
��

��
� ��� � �


�
7	 � 	

7


�
� ���

��

�
�� 	

7


�

�
� ������!


よって，� 4 �まで解が延長可能なら，���．





 ������
式より，� 4 ��近傍で

�
��

��
� ���� 	 ���� � ���� �� � � ������ 


よって，�� � � � �で常に � � �で，�� �で ���．

【,����	�� �'�'$】 　

� 4 ���
がなめらかな関数で，� � �であるとする．



 � 4 �の場合に，:.)解が常に � 4 �まで延長可能であるための必用十分
条件を求めよ．




 � �4 �の場合に，� 	 �
 � �7�
� � �が成り立つとして，:.)解が常に
� 4 �まで延長可能であるための必用十分条件を求めよ．また，この場合に，
時空が物質特異点を持たないのはどのような場合か？
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�

【-��.� �'�'��】 　

� 54
�
����� 	 
 
とおく．



 �	 
 � �< ���������
 4�，�� ���;������	 
 
= � 	�．




 � � �のときの条件は，�	
 � �< ���������
 4�．� � �のときの条件
は，� � �で � 	 
 � �かつ ���������
 ��とならないこと．また，物
質特異点を持たないのは，� � �で �	 
 が零点を持つ場合．

�

【+��� �'�'��】 　

�
 �� /	��� 時空の %
� 
�
 �：7 4 ���� � ��� 4 �� � 4 
 4 �

��� 4 ���� 	 ������	���
�� �������


�
 �� /	��� 時空の �"�� 
�
 �：7 4 ���� � ��� 4 ��� � 4 
 4 �

��� 4 ���� 	 �� �
�������
���� 	 �
��� ��>�
�
� �������


�
 -��	 �� /	��� 時空の �"�� 
�
 �：7 4 ����� � ��� 4 ��� � 4 
 4 �

��� 4 ���� 	 �� �
������
���� 	 �
��� ��>�
�
� �������


�
，�
の時空はいずれも �� �で �� �となるが，解は � 4 �を越えてなめ
らかに拡張可能．�
の時空は �� ��で �� �となるが，一般の時間的測
地線および光的測地線に関して不完備．また，これらの時空を拡張して得ら
れる全 �� ?
���&時空および全反 �� ?
���&時空は測地的に完備．

�
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����

大域的双曲性

【��&�	�	�� �'�'� �依存領域
】 　

時空 �� � �
の集合 �に対して，その点通過する過去向き（未来向き）の延
長不可能な因果的曲線がすべて� と交わるような点全体の集合を� の未来
（過去）の依存領域 
��
��� �	 ����������，������ �������
���� といい，
����
（����
）と表記する．また，���
 4 ����
�����
を単に�の依
存領域という．

�

【��&�	�	�� �'�'� �準��+���面
】 　

時空 �� � �
内の閉超曲面@が次の２条件を満たすとき，@を準 ������面
（������� ������ ���	���）という：



 非因果的である，すなわち，任意の因果的曲線と高々一点でのみ交わる．




 端を持たない，すなわち，任意の点 � 
 @に対して，時間的曲線で結べ
ない点の組  
 !���
� " 
 !���
が存在する．

�

【��&�	�	�� �'�'� �大域的双曲性，��+���面
】 　

時空 �� � �
が� 4 ��@
となる準��+���面を含むとき，�� � �
は大域的
双曲性をもつといい，@を������面とよぶ．

�

【���� �� �'�'�】 　 ;A�&��� �� �< "B *&��� !�!��=

時空 �� � �
が大域的双曲性を持つならば，向き付け可能な多様体@が存在
して，� � ��@かつ各 � 
 �に対して����@は� の��+���面となる．

�
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【���� �� �'�'�】 　

定理 �����の条件下で，@ 5 � 4 ��での初期条件から決まる :.)解（� �
��� � � �� � 5有限）は大域的双曲性を持ち，かつ極大である．

�

【+��� �'�'�】 　

� � ��7 � �ないし� � ��7 � �で � 4 
 4 �の場合の :.)解は大域的
双曲性を持つが極大でない．7 � �の場合は，解は極大な大域的双曲型の拡
張を持つが（全 �� ?
���&時空），7 � �の場合は，どの拡張も大域的双曲性
を持たない．

�

【��&�	�	�� �'�'� ���+���ホライズン
】 　

時空 �� � �
の集合 �に対して，	���
 54 ����
� !������

を �の未来
の������ホライズンという．

�
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�
�������� ��	�
���� 
��
�����

����

時間的ベクトル場

時間的ベクトル場（粒子の速度場）

� 4 #
 9 � 
 � 4 ��� ������


0� �	基底：次の条件を満たす流線に沿った正規直交基底��

�� 4 �� � 
�� 4 �� 6�� � ���� 4 ���� ������


このとき，�� は

�� 4 �� 
 6�� 4 6� 
 �� ������


を満たすので，流線上のある点で��を与えると他の点での ��は一意的に決
まる．

流線間の相対位置の変化：座標 $
を流線に沿って一定となるようにとると，

% 4 Æ$
#
 ������


に対して，

��% ���� 4 ;��%= 4 �� ������


これより，%を :�&�
基底に関する成分表示

% 4 %��	 %��� �����!
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に対して，

6%� 4 6�� 
 % 	 �� 
 ��% 4 ���%
� 	 �� 
 ���

4 ���%
� 	 %��� 
 6�	 �� 
 ���

�%� � ����� 


よって，

6%� 4 &��%
� 9 &�� 4 �� 
 ���

�� ������


また，

6%� 4 � 6� 
 % � � 
 ��% 4 � 6� 
 ��%
� � � 
 ���

4 ���%
� � ������


これらより

6% 4 %� 6�	&��%
���� �������


�("
��	��1 ���
 1  ��
�	��

'�� 4 ��� 	
�

�
Æ��' 54 &����9 ��� 4 �� �������


(�� 54 &	��
� �������


とおくと，

&���
�
��

�
� 4 ���

��
�
� 
��

�
� �

�
� 
���� 4 �Æ�� 	 ���

�
�Æ�� 	 ���
�
����

4 ���� 	 �� 6�� �������


より，

���� 4 '�� 	 (�� � 6����9 '�� 54 ��
��

�
� '�� � (�� 54 ��

��
�
� (�� �

�������


)
!
�
���� 	方程式：;��%= 4 �より

8% 4 ����� 4 ����%
�	�� 6�� �������


一方， 6%の表式より，

8% ��� 6� 4� ��%
� 6�� %����

6�	 ��&��%
��

	 � 6& 	&�
��%
��� � ������!


よって，

� 6& 	&�
�� 4 �������
��� 	 ���� 	 �� 
 ���

6�� ������ 


これより

6' 	
�

�
'� 4 ���� 	 �(� �����

��� 	�� 6�
�� �������


ここで

��� 54 ������ � �(� 54 (��(�� � �������


特に， 6� � �のとき，この方程式は������������方程式と呼ばれる．
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����

光的測地線束

+��� ��� 
�

)� �� �� 5 ) 
 � 4 ��� ) 
 ) 4 � 
 � 4 ) 
�� 4 � 
 �� 4 �� �� 
 �� 4 Æ���

������


光的測地線束

��) 4 �9��� 4 �� ���� 4 �� ������


;)� %= 4 � ������


測地線間の相対位置ベクトル%の �+�� ���&��に関する成分

% 4 %�) 	 %�� 	 %��� ������


のうち，%�の時間発展は

6%� 4 �) 
 *�+���% 4 �) 
 ��) 4 �� ������


これより，以下 %� 4 �とする．他の成分は

6%� 4 �� 
 ��% 4 �� 
 ��) 4 �� 
 ��)%
�� �����!


6%� 4 �� 
 ��% 4 �� 
 ��)%
�� ����� 


よって，

6%� 4 &��%
�9 ������


&�� 54 �� 
 ��) 4 E'�� 	 E(��� ������


E'�� 4 E��� 	
�

�
E'Æ��� �������


E(�� 4 E(,�� �������


2

�3	方程式

��
�% 4 ��)� %
) �������


の��成分より

8%� 4 �� 
��)���
)%
� 4 �����%�� �������


よって，

� 6& 	&�
�� 4 ������� �������
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これを E'� E�� E(で表すと

6E' 	
�

�
E'� 	 �E�� � �E(� 4 ���)� �������


6E��� 	 E'E��� 4 ������� ������!


6E(�� 	 E'E( 4 �� ������ 
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����

�����分解

4�5�6分解：時空内の超曲面@の単位法ベクトルを *とする：

* 
 * 4 �� ������


@に接するベクトル場-�. に対して，

��. 4 ��. 	 /�-�. 
* ������


と直交分解すると，;-�. =が@に接することより，�は@に誘導された計量
に関する.
�����接続となり，また /は対称テンソルとなる：

/�-�. 
 4 /�.�-
� ������


また，

��* 4 �/�-
 ������


とおくと，/�-
は@に接し，

��/�-
� . 
 4 /�-�. 
� ������


�
���78��
99	方程式：��. の分解公式より，@の接ベクトル場-�.�%

に対して，

��-�. 
% 4 ���� % �����% ��	��� 
%

4 ���-�. 
% � �/�.�%
/�-
� /�-�%
/�. 

 	 ����/
�.�%
� ��� /
�-�%

 �

�����!


よって，@の正規直交基底�� に対して，

����� 4 ������ � �/��/�� � /��/��
� ����� 


��
��� 4 ��/�� ���/�� � ������


第１式（A�+��方程式）のトレースより

� � ���
� 4

��	 �0&/
� � 0&/�� ������


速度場として *を用いると，'�� 4 /�� となるので，

�0�
� 4 ���	 ��� � �

�
'� �������


を得る（' 4 �	）．

第２式（����11
方程式）のトレースより，

��
� 4 ��0&/ ���/

�
� � �������
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空間的に一様な時空

����

���	
�� �
���

�次元�	�代数

;1� � 1� = 4 ��
��1� �!� 2�� 4 �� �� �
� ������


F���2
恒等式 5 ;;1�� 1� =� 1�= 	 ;;1� � 1� =� 1�= 	 ;;1�� 1� =� 1� = 4 � ������


-�:�	��表現5 (
�代数� の自分自身の上への線形表現��を

���1
3 54 ;1� 3= ������


により定義すると，F���2
恒等式は

;���1� 
� ���1� 
= 4 ��
�����1�
 ������


と表される．この随伴表現は

���1�
 �� �� 9 ���

�
� 4 ��

��� ������


と行列表示されるので，F���2
恒等式は構造定数に対する次の条件となる：

;�� ��� = 4 ��
����� �����!


���	�7;

8
����表示

�

�
��

��,��� 4 4 �� 	 ,����� 9 4 �� 4 4�� ����� 


とおくと，��
��は対称行列4 とベクトル �を用いて

��
�� 4 4 ��,��� 	 ��Æ

�
� � ��Æ�� ������
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����� 0�� 0��

0��� � �� G�� G��� G��� �H G �G ��� G�� G���
/ �4 ��

� � � � � � � � � �
��/

�
/

4� � � � � �� � � � � � �

4� � � �� � � � � � �� �� �

4� � � � � � � � � � � �

表 ���5 ３次元リー代数の分類

と表される．特に，

��� 4 5� 54 ��
�� 4 0&�� ������


となる．また，F���2
恒等式は

4� 4 � �������


と表される．

基底の変換

1� � 1�6
�
� �������


に対して，4 と �は次のように変換する：

4 � ����6 
6��46��� � �������


�� 6 ��� �������


【���� �� �'�'� ��
����
型
】 　 ;�
����
<B��
��$������+�=３次元実リー代
数は、ベクトル �の大きさ74 �����
���と行列4の３つの固有値4�� 4�� 4�

により、表 ���に示した ! � !- までの９つの方に分類される。任意の３次
元リー代数はこのいずれかと同型である。 �
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0��� �5 ��
�� 4 �

;1�� 1� = 4 �

1� 4 #�� 1� 4 #�� 1� 4 #�

-� 4 #�� -� 4 #�� -� 4 #�
�� 4 �8�� �� 4 �8�� �� 4 �8�

0��� ��5 ��
�� 4 ���

�� 4 �

;1�� 1�= 4 1�� ;1�� 1�= 4 �� ;1�� 1�= 4 �

1� 4 #�� 1� 4 #�� 1� 4 #� 	 8�#�

-� 4 #�� -� 4 8�#� 	 #�� -� 4 #�
�� 4 �8� � 8��8�� �� 4 �8�� �� 4 �8�

0��� ���5 ��
�� 4 ���

�� 4 �

;1�� 1�= 4 1�� ;1�� 1�= 4 �� ;1�� 1�= 4 �

1� 4 #�� 1� 4 #�� 1� 4 #� 	 8�#�

-� 4 ��
�

#�� -� 4 #�� -� 4 #�
�� 4 �����8�� �� 4 �8�� �� 4 �8�

0��� �G5 ��
�� 4 ���

�� 4 �< ��
�� 4 ���

�� 4 �< ��
�� 4 ���

�� 4 �

;1�� 1�= 4 1�� ;1�� 1�= 4 1� 	 1�� ;1�� 1�= 4 �

1� 4 #�� 1� 4 #�� 1� 4 #� 	 �8� 	 8�
#� 	 8�#�

-� 4 ��
�

#�� -� 4 ��
�

�8�#� 	 #�
� -� 4 #�
�� 4 ������8� � 8��8�
� �� 4 �����8�� �� 4 �8�

0��� G5 ��
�� 4 ���

�� 4 �< ��
�� 4 ���

�� 4 ��

;1�� 1�= 4 1�� ;1�� 1�= 4 1�� ;1�� 1�= 4 �

1� 4 #�� 1� 4 #�� 1� 4 #� 	 8�#� 	 8�#�

-� 4 ��
�

#�� -� 4 ��
�

#�� -� 4 #�
�� 4 �����8�� �� 4 �����8�� �� 4 �8�

0��� G��5 ��
�� 4 ���

�� 4 �< ��
�� 4 ���

�� 4  <

/ 4 ��� 	  
�����  
� � �4 �� �


;1�� 1�= 4 1�� ;1�� 1�= 4  1�� ;1�� 1�= 4 �

1� 4 #�� 1� 4 #�� 1� 4 #� 	 8�#� 	  8�#�
-� 4 ��

�

#�� -� 4 ���
�

#�� -� 4 #�

�� 4 �����8�� �� 4 ������8�� �� 4 �8�

表 ���5 ３次元実リー群に対する対する不変基底と双対基底 ��
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0��� G���5 ��
�� 4 ���

�� 4 �< ��
�� 4 ���

�� 4 ��< ��
�� 4 ���

�� 4  <

/ 4  ���� �  �
 � � � �


;1�� 1�= 4 1�� ;1�� 1�= 4 �1� 	  1�� ;1�� 1�= 4 �

1� 4 #�� 1� 4 #�� 1� 4 #� � 8�#� 	 �8� 	  8�
#�
-� 4 �7	 )9
#� �9#�� -� 4 9#� 	 �7� )9
#�� -� 4 #�

�� 4 �� � )�
�8� ���8�� �� 4 ��8� 	 �� 	 )�
�8�� �� 4 �8�

7 4 ���
�

�����8�
� 9 4 �������
�

�
���8�


� 4 ����� �����8�
� 9 4 ��������� �
���8�


) 4  ��� � 4 �� � )�
��� 4 ���  �
������

0��� G���5 ��
�� 4 ��

�� 4 ��
�� 4 �< ��

�� 4 ��
�� 4 ��

�� 4 ��
;1�� 1�= 4 1�� ;1�� 1�= 4 �1�� ;1�� 1�= 4 1�
1� 4

�
�
����#� 	

�
�
���

� � �8�
�����
#� � 8�����#�<

1� 4 #�<

1� 4
�
�
����#� � �

�
���

�

	 �8�
�����
#� � 8�����#�<

-� 4
�
��� 	 �8�
�
#� 	

�
���� �8�8�
#� � 8�#�<

-� 4 �8�#� 	 8�#� 	 #�<

-� 4
�
��� � �8�
�
#� � �

��� � �8�8�
#� 	 8�#�<

�� 4 �8� 	 �� 	 �8�
�
�8� 	 �8� � 8� � �8�
�8�
�8�<

�� 4 �8��8� 	 �� � �8�8�
�8�<

�� 4 �8� 	 ��� 	 �8�
�
�8� 	 �8� 	 8� � �8�
�8�
�8�<

0��� �H5 ��
�� 4 ��

�� 4 ��
�� 4 �< ��

�� 4 ��
�� 4 ��

�� 4 ��
;1�� 1�= 4 1�� ;1�� 1�= 4 1�� ;1�� 1�= 4 1�
1� 4 #�<

1� 4 ��� 8�#� � ���8� �
�8�#� 	
��
��

��
��
#�<

1� 4 � �
� 8�#� � ��� 8� ��� 8�#� 	
�����

��
��
#�<

-� 4 � �
� 8�#� 	
�����

��
��
#� � ��� 8� ��� 8�#�<

-� 4 ��� 8�#� 	
��
��

��
��
#� � ���8� �
�8�#�<

-� 4 #�<

�� 4 � �
�8��8� 	 �
�8� ��� 8��8�<

�� 4 ���8��8� 	 �
� 8� �
� 8��8�<

�� 4 ���8��8� 	 �8�

表 ���5 ３次元実リー群に対する対する不変基底と双対基底 ��
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����

基本方程式

不変基底

�� ��
� 4 �9 ;1� � 1� = 4 ��

��1� ������


;
�� 78
 �
�方程式

��� 4
�

�
��

���� � ��� ������


計量

��� 4 ���� 	 ���9�9
���
��� 9 ���9 4 � ������


�	����	�方程式

	 4 6���� ��� 4 � 699��
����� :�� 4 �� 699��
	��
 ������


��
�� 4 9�

� ��
� �
� ����9��
�

�

� �9��
�
�

� � �� 4 ��
�� ������


とおくと，正規直交基底 '� 4 ��� '� 4 �9�
��

� に関する成分表示のもとで，
BD��������
とBD��������
より

	� 4

�

�
6�� 	

7

�
	

�

!
0&�� � ��9


��
� �����!


������� 	 ����� 4 
��6��� ����� 


また，� 4一定面の単位法ベクトル場に対する #�����
� ��,
��
�� �D+��
���

より

6	 		� 4 �
�

!
�6�� 	 6 �

� 
 	
7

�
� �

�
0&��� ������


� 6� 	 �	� 	 :� � �:
�� 	
�

��
��;�� �9
� Æ��; �9



4 
�

�
6�� � �

�
Æ��6

�
�

�
������


ここで

��� �9
 54
��

!
���� 4

�

!
�������� � �

!
���������� 	

�

��
���������

�������


��9
 54 ��
� �9
 4

��

!
�� �������
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初期特異点 6	 		� 4 8���より，ある時刻 � 4 ��で	� 4 	���
 � �かつ

6�� 	 6 �
� �

�


�
7 �������


が常に成り立てば，有限な時刻 � 4 �� 5 �� � ��	� � �� � ��で � 4 �となる
か，解が延長不可能となる．
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�
直交��
����モデル

����

���	
�� �型 モデル

�	
�
�	 �!"� <

��
�� 4 � 	 �� 4 �8� � ��� 4 �� 6�� 4 �� ������


�
��� 解：真空一般解

��� 4 ���� 	
�
�

������8�
�9 ������


�
�

�� 4 ��
�
�

��
� 4 �� ������


初期特異点の構造

� 4 ����� ���� �
� ������


0&�� 4
�

���
����� �
� ������


�
�
� 4

����� � �


��
'� � '� � �

�
� 4

����

��
'� � '� � �����!


（注）������ 4 �の時，$
�/�I�/
時空の部分領域．

����宇宙：初期特異点における ����& ���
�����と膨張に伴う等方化

��� 4 ���� 	
�
�

�����8
�
�9 ����� 


�� 4 ����
�
7	

9

�

��������

� ������
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����

完全流体系に対する一般定理

【-����"�	�� �'�'�】 　

��
 時空 �� � �
5 � は��級４次元"�+���&J多様体< �は ��級 (�&���1計量�

��
 �は完全流体を源とするB
����
�方程式の解：

��� 4 �<	 �
���� 	
�

�
�< � �
���� ���� 4 ���

��
 流体の状態方程式は次の条件を満たす��級関数 � 4 ��<
：

< � �� < � �� � �� ��� � ����< � �� ������


または

� � ����< � �� <���
 	 ����
 � �� ������


��
 空間的準��+���面@，その上の初期値および@に単純推移的に作用するリー
群0が存在し，初期値は0の作用で不変．���@
� �
は@上の初期値から決
まる一意的で極大な大域的双曲型解と等長．� における��@
も極大．

�

【+��
�	��� �'�'�】 　

��
 @に直交する測地線（単位接ベクトル*）から決まる写像 K! 5 @�� ���� �

� � ��
� � ��
 54 K!�@
� ��� � � � ��に対して4��
 � ��@
 ．*に対す
る �%����
�� �����& L'��，�%����
�� L'．� �� L���� 4 L'��．

��
 流体の速度ベクトルから決まる写像 M
 5 @�� ��=� � = � =�
� � �= 
 54

M
�@
� � �= 
 � @< =� �4 =�に対して，� �=�
�� �=�
 4 �� �6� � = � 6�に
対して，� �= 
 � ��@
�

��
 ����> 4 ���� *
．� 4 ���� >*	 �
�� >?�? 
 * 4 �� ? 
 ? 4 �
．

�

【���� �� �'�'�】 　
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 0の作用は��@
全体に等長変換群として拡張され，�
（および�!）はそ
の作用の軌道面となる．




 �
��6� � = � 6�
および�!���� � � � ��
は空間的面で，それぞれ
��@
全体を覆い尽し，両者は同じ面の集合を与える．





 �
 ��! � @かつ��@
 � @ � ����� ��
�


,
 � � = � = ��または = � � = � �
で�
 が空間的ならば，�
 � ��@
．

,
 @に直交する測地線 ���
は��@
内に共役点をもたない．逆に，���
が � 

��� ��=�� 
 ;��� �

に共役点を持たなければ ����
 
 ��@
．

�

����	�

����,
�# #�+#�での��@
と一様モデルに対する常微分方程式系の解との
対応による．

【+��� �'�'�】 　

この定理より，��+���ホライズンが存在すれが，それは�
が最初に�+��と
なる面と一致することを示している．

�

【���� �� �'�'�】 　 ;B��
� ��� '
�# �� �=



 ��または ��は有限である．




 �
����
 �H以外の場合には，�がこの有限値に近づくと，L'��，L�� �．

�

【���� �� �'�'�】 　 ;$��1��& �� �< B��
� ��� '
�# �� �< ����
�� ��� B��
�

�� �=

速度ベクトルが @に直交し，@上で L' � �とするとき，すべての �
����


�����に対して，���@
は極大解で物質特異点をもつ．

�
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����	�

詳しい解析により，解が常に � 4 �まで延長可能であることが示される．こ
のとき，物質のエネルギー密度は :.)モデルと同じ方程式 BD�������
に従
うので，物質の状態方程式に対する条件 ������
より，�� �で ���とな
り，物質特異点で終端する．
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�
������ ��
���� ������

����

����� � ������

【���� �� �'�'�】 　 ;$��1��& �� �< B��
� ��� '
�# �� �< ����
�� ��� B��
�

�� �=



 @上で L' � �とするとき，条件 ������
を満たす ����� � �����に対して，
���@
は極大解である．




 同じ条件下で，�
���� �
����
 �H �����以外の����� � �����では，���@


は物質特異点をもつ．





 同じ条件下で，�
����
 �H �����に対して，�� ���で L'��となるなら
ば，���@
は物質特異点をもつ．

�

����	� 

 ���@
が極大でないとすると，	��@
 �4 �となる解が存在する．この
解に対して	��@
は変換群0の作用で不変な光的面となる．特に，	��@


上に各点でその�+�� #�����
� #���&���&と平行な不変ベクトル)が存在する．

= をある物質の流線の固有時として，= を0で不変な関数として	��@
の
近傍� に拡張する．このとき，不変基底-��� 4 �� �� �� �
として，-� 4 #


で-� が = 4一定面@
 に接し，;-��-� =となるものが取れる．このとき，

;-��-�= 4 �"
��-" ������


とおくと，��
�� 4 �より，

�� 54 ��
�� 4 � � ����� � ������
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となる．ここで，��は

�� 4 '"��-
�
���-

�
" �-�

"��-
�
� 


4 ���-
�
� 	 '"���-

�
" ������


と表される．ここで，第２項は

'"���-
�
" 4 '"�-

�
� (

�
"� 4 ("

"� 4 �� ������


よって，特に，����� �モデルに対して，

��)
� 4 �� ������


すなわち，	��@
の �+�� #�����
� #���&���&に対する �%����
�� E' 4 �．こ
のとき，BD��������
より

�E�� 4 ����� �����!


これはエネルギー条件から得られる条件

��� 4 �<	 �
�� 
 )
� � � ����� 


と矛盾する．




 B��
� ��� '
�#（�� �）参照．





 $��1��&��� �
 参照．

【+��� �'�'�】 　

流体の速度ベクトル �を

� 4 ����
��	 ���
� ������


と表すと，

�� 4 6���� � �� 	
�

�
��

���� � �� ������


より，,�&�
�
��は

� � �� 4

�
6���� 	

�

�
�����

�
��

�
�� � �� � �� 	

�

�
�����

�
���� � �� � ���

�������


これより，特に�
����
 �Hに対して，��
�� 4 ,���より

� � �� 4 � � �� 4 �� �������


すなわち，�
���� �����は常に回転的である．

�
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����

����� � ������

【���� �� �'�'� ������& �
�#+��&
�
�� 
� ��� �
���� ����
】 　 ;B��
� ��� '
�#

�� �=

条件 �����を満たす0
����モデルにおいて，��?
���� 4 ��

��
が � � �で上に
有界ならば，���@
は極大解で，�
����
 �H以外のモデルでは過去に物質特
異点を持つ．

�

【��&�	�	�� �'�'� �曲率特異点
】 　

時空 �� � �
内の 2�不完備な曲線 ���
に対して，それに沿った ���N&���場
����
に関する曲率テンソルの成分のなかに�上で非有界なものが存在する
とき，�は曲率特異点を終端点とする，時空は曲率特異点を持つという．

�

【��&�	�	�� �'�'� �������曲率特異点
】 　

����曲率特異点でない曲率特異点を ������曲率特異点という．

�

【���� �� �'�'�】 　 ;B��
� ��� '
�# �� �< ?
/��� �� �=

曲線 �が ������曲率特異点を終端点とするとき，�の解近傍� 上で定義され
たなめらかな正規直交基底が存在し，曲率テンソルの成分はすべて� 上で
有界となる．

�

【���� �� �'�'� ���+��� ��&
1�� 
� ����� � ������
】 　 ;B��
� ��� '
�#

�� �=

����� �の各タイプに対して，,�&�
�
��がゼロおよび非ゼロとなる �
����モ
デルで	��@
 �4 �となるものが存在する．
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�

【���� �� �'�'� ������� �
�#+��&
�
��
】 　 ;B��
� ��� '
�# �� �< ����
�� ���

B��
� �� �=

	��@
 �4 �のとき，	��@
の過去向きの �+�� #�����
� #���&���&の終端点は
������ 特異点である．さらに，@に直交する過去向きの測地線は常に���@


に含まれ，その終端点は ������ 特異点で，� ����> � �� ���*
�*� � �と

なる．また，��@
内の有界な加速度を持つ過去向きの時間的曲線は	��@


と交わるか，または ������特異点で終端する．

�

����	�

前半 	��@
と交わる流線に沿って適当な正規直交基底を取れば，それに関する曲
率テンソルの成分はすべて有界で有限な極限を持つ．リーマン曲率から作ら
れるスカラ多項式の値は規定によらないので，�
����
群に対する不変性よ
り，これはすべての曲率スカラが過去向きの時間的曲線に沿って有界で有限
な極限を持つことを意味する．

後半 B��
� ��� '
�#��� �
，����
�� ��� B��
���� �
参照．

【��&�	�	�� �'�'� �共形曲率特異点
】 　 ;B��
� ��� '
�# �� �< ����
�� �� �=

物質特異点でない曲率特異点を共形曲率特異点という．

�

【���� �� �'�'#】 　 ;B��
� ��� ����
�� �� �==

物質が状態方程式 � 4 ����
�（� � � � �）に従う理想流体のとき，�
����


G (.? �
���� �����では，� � � � �のとき，ＣＨを持つ解を一様性を保っ
て解析接続すると，物質の流線は時間的な共形曲率特異点で終端する．

�

【���� �� �'�'$】 　 ;?
/��� �� �=

ＣＨを持つ真空�
����
解は次のものに限られる：



 �個のパラメーターを持つ平面重力波解：

��� 4 ����? � ��$�O$ 		���� ������


ここで，	 4 .� �5$���
���#��，� � 
 � �5．許される �
����
型は，
G����5 � 
 � �5
，G���� � 
 � 5
，�G�
 4 5
�
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クラス � クラス �

タイプ � �� G�� G��� G��� �H �G G G�� G��� G�����

真空解 � � � � � � � � � � �

流体解 � �   � �  � � �  

表 ���5 �
����
モデルの一般解の自由度




 G�����型の２パラメーター解（具体的な表式は知られていない）．





 0��� �H，G���，��の２パラメーター-P0解．

�

【���� �� �'�'��】 　 ;?
/��� �� �=

理想流体系において，)�
���&を持つ解の自由度は一般解より２小さい．

�
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����

�������	��	 
�������


4�5�6分解

��� 4 �4���� 	  $���8
$ 	4 $
��8� 	4�
� �!����


���� 44
�
 ���	�� ���
� #���

�
 �


	 #$;�
�
 �4 $� ��$4
=� �!����


ここで，�$� 4 /�#$� #�
は時間一定面@�の法ベクトル

* 4
�

4
�#� �4 $#$
 �!����


に対する外部曲率形式で，具体的には

�$) 4
�

�4
�� 6 $� 	�$4� 	��4$
� �!����


正準形式

 $�とその正準共役量

�$� 4 �
�
 

�
�
��$� �  $��
 �!����


を用いて正準形式に書くと，

@ 4

�
��8� 6 $��

$� �4�� �4 $
�$
9 �!���!


�� 4
�
�

�
 

�
�� � �

�
��
�
�
�
 

�
�
��� �!��� 


�$ 4 �����
�
$ � �!����
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真空クラス- �	
�
�	 モデル

不変基底�� を用いて

 $��8
 4
�
�

>
A����
�

�
$�8
�

�
� �8
� �!����


�$��8
 4
���
�
�


 �� ��
-$
� �8
-

�
� �8
� �!�����


4 $�8
 4 4 ���
-$
� �8
 �!�����


とおくと，計量は

��� 4 ��
��>
;�4���� 	A����
� 	4 ���
��� 	4���
� �!�����


対応して，正準 (�#&��#
��は

@ 4 6A��

�� �	9 	 4 4	� 	4�	� � �!�����


	� 4 A����

�

 ��
�� � �

�

 �

�
�A��� ���	� 4 ���

��

�
� � �!�����


��� 4
�

�
��

����
��A

�� 	
�

�
A�� �A

�� �A���

��
���� �

� ��� �!�����


となる．
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����

��������モデル

対角型モデル

A��が対角化可能であるとして

A�� 4 ��%��&�Æ�� 9 �!����


>� 4 >� 	
�
�>�� >� 4 >� �

�
�>�� >� 4 ��>� �!����


� 4 �
� �� 4 ��
 �
� 	 
 �

� � �
 �
� 
� �� 4 �

�
��
 �

� � 
 �
� 
 �!����


とおくと，

@ 4 6B�	 6>��� 	 6>���4	�9

��%	� 4
�

��
���� 	 ��� � �� 	 ��%� �>

 �!����


となる．ここで，� �>
 4 �����%��．

"��
����
�� �����&�
��を解き Bを時間パラメーターとすると，

@ 4 6>��� 	 6>��� � /9

/ 4 ;��� 	 ��� 	 ��%� �>
=���� �!����


<<型モデル

この場合，

� �>
 4 �� �%�;��>� 	
�
�>�
= 4 ����&� �!���!


より

�� 4 ��� 	
�
���
��� �� 4 �

�
��� � ��
�� �!��� 


に対して，

�� 	 �/ 4 5 4 ������ �� 4 ����� �!����


となるので，厳密解が求まる．特に，B ���で
��
5

4
��
�

<� � �

<� 	 �
�< � �
 �!����
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として

>� � ��<
<� � <	 �

B� >� � ��<� � <


<� � <	 �
B� >� � ��� � <


<� � <	 �
B� �!�����


/ � �5

�

<� � < 	 �

<� 	 �
�!�����


となる．ここで，固有時 �= 4 4�� 4 4�Bと Bの関係は

��% � /=�� 	 ����� �!�����


となるので，結局，B� ��で時空は次の'����&時空に近づく：

��� 4 ��= � 	
�
�

= �����8�
�9 �!�����


�� 4
�<

<� � < 	 �
B� �� 4

<� � <

<� � <	 �
B� �� 4

� � <

<� � <	 �
B� �!�����


�	
�
�	 <=

このときポテンシャルは

� 4 ����&� ������
�
�>�
 	 �����&� � ����&� � �����&� ������

�
�>�


4
�
�

�����&� � �����&� 
 �!�����


となる．これより，B���で ��%� の等高線は，実質的に３つの壁で囲ま
れた３角形となり，各壁の近くでは0��� ��と同じ構造をもつ．これより，>

の変化は，パラメーターの変化する'����&時空の系列で近似的に表される．
壁での反射によるパラメーターの変化は次のようになる：

>� 4 ����� 5<� <� 4 �<�< � �
� �!����!


>� 4 ����� 5<� <� 4 � � <�< � �
� �!���� 


>� 4 ����� 5<� <� 4
<

� � <
�< � �� � � <
� �!�����
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����

���予想

���予想

時空特異点は一般に空間的で、その近傍の構造は局所的に$
%�����&的で
ある。;���
��/

，(
N��
�1，'�������
/�, ��� �
 ?�,� *���� FB0*��5��!�9

��� �
 FB0*��5 ���9 ��� �
 ��,� *���� ��5 ��� =

いくつかの定義

>��解

B
����
�方程式において，空間微分を無視して得られる各空間点ごとの常微
分に対する解 �G����
�����&� ���
�����
．これは，当然空間点に依存したパ
ラメーターを持つ'����&解となる．

->��特異点

特異点の近傍で時空構造がG0C解に漸近するもの．

;8��$����� �N ����
����� *�����
���


"��
����
�� N�&�+���
��において，G0C解をハミルトニアンに代入し，ポ
テンシャルが漸近的に小さくなるかどうかを見ることにより，�G0Cかどう
かを判定する方法．

最近の研究

��.�!モデル

A�I��時空は0�対称性をもつ平面対称な非一様時空で次の計量を持つ：

��� 4 ��
����������
�= � 	 �$�
 	 ��
 ;�' ��8	A�C
� 	 ��' �C�=�

�!����


ここで，�� 
�Aは =� $のみの関数である．この計量に対する B
����
�方程
式は，
�Aに対する閉じた方程式と，
�Aから �を決める方程式に分解さ
れる：

#�


 � ���
#�

(
 � ��' ;�#
A
� � ���
�#(A
�= 4 �� �!����


#�

A� ���
#�

(A	 ��#

#
A� ���
#(
#(A
 4 �� �!����
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#
� 4 #


� 	 ���
#(


� 	 ��' �#
A
� 	 ���
#(A

�
� �!����


#(� 4 ��#

#(
 	 ��'#
A#(A
� �!����


"��
����
��は

	 4
�

�

� �)

�

�$;:�
' 	 ���':�

* 	 ���
�#(

� 	 ��'#(A

�
=� �!���!


G0C解は


 � ?=� A� A�� :' � ?� :* 4 :�
* 4 ������ �!��� 


これより，$�*は � � ? � � で �G0Cを予想する．実際には，一般に
A�I�� モデル ��� 6 �
が �G0Cであることが数値計算により確かめられ
ている．;��&#�&< A�&Q�/�� �����
 *.C� 5 � ! 9 '
�����������< .������

�����
 �RA��5 ����= また，実際の解はA)の ����/ I�,�に対応する ��
/�

な振る舞いを一般にすることも示されている．

D��
対称モデル

このモデルは，A�I��モデルより対称性の低い１個の'
��
�#ベクトルを持
つ時空で次の計量をもつ：

��� 4 ���+��������
�= � 	 ���
������8
��8�
 	 ��+��8� 	 >��8

�
��

�!����


������ ?� = 
 4
�

�

�
��( 	 ���(�� 	 8
� ��( 	 ���(�8� � �


��( 	 ���(�8� � �
 ��( 	 ���(��� 8
�

�
� �!����


"��
����
��は，正準変数 �E� �
� �$� �(
� �8� ��
� �7� ��
� �(� "
�(� "は >�に対
応する）を用いて，

	 4

�
���?

�
�

�
��( 	

�

�
��(��� 	

�

�
�� 	

�

�
��+"� � �

�
��� 	 ���

�

	 ���

�

���?
�
#�#���

����
� #�7#���
����
 	 ��;#���

��(
#,8� #,��
��(
#�8=

	������#�E#�E	
�

�
�����+���#�(#�(

	
�!�����


と表される．これに加えて，"��
����
��拘束条件� 4 ���および２つの
運動量拘束条件が存在する．

G0C解は

$ � �?(=� 8 � 8�� �( � ��?(� �� � ����

E � �?+=� ( � (�� � � ��?+� " � "��

目次へ



第 !章 �'(予想 �! 目次へ

7 � 7� 	 �� � ?�
=� �� � ?�� �!�����


数値計算により，運動は３つのポテンシャル

;( 4
�

�
����

�(� ;� 4
�

�
"���+� ;� 4

�

�
���
�����+���#�(#�( �!�����


に支配され，こられすべてがゼロに近づくようなG0C解のパラメーターが
存在しないことより，D��
対称時空では�'(予想が成り立っていることが
示されている．;��&#�&< $���&
�N �����
 *.C��5 �!����9 ��&#�&< A�&Q��

/��< ����2�&#< $���&
�N< )��,�& �����
 $*( ���5 ��!�= ただし，����&
1��

���� �( 4 " 4 � � >� 4 �
では，�G0Cとなる．;��&#�&< $���&
�N

�����
 *.C� 5  ���= また，磁化A�I��モデルも$
%�����&的であること
が$�*を用いた数値計算による解析で示されている．;)��,�&< ����2�&#<

��&#�& �����
 *.(��5 ����= このモデルは�
%�����&的であることが知られ
ている磁化されたG��モデルの一般化である．;(������< '�&&< )�
�I&
#��

�����
 �RA��5 ���9 ��&#�& ����!
 �RA��5 �� �=

目次へ



目次へ � 

�
�����	 ����

����

���
テンソルの固有値問題

カイラル分解5 ２階反対称テンソル- 4 �-��
に対して，

�F-
�� 54
�

�
,��"--

"- � ����


とおくと，

F F - 4 �-� � ����


いま，�-を

�- 54
�

�
�- � � F -
 � ����


により定義すると，

F�- 4 ���-� � ����


特に，

�-�� 4 � �

�
,���

�-�� � �
�� 4 ��,���

�-�� � � ����


�� ���9変換5 (�&���1変換7 4 �7�
�
に対して，

�-�� � �G�
��-�� � � ���!


ここで，�Gは次のように表される複素直交行列：

�G�
� 54 7�

�7�
� � 7�

�7�
� � �7�

�7�
�,��� � � ��� 


目次へ



第  章 *��&�, ���� �� 目次へ

*�!�テンソルの固有値問題5 )���テンソル���"-に対して，

�F�
��"- 54
�

�
,��./�

./
"-� � ����


� ��
��"- 54
�

�
,"-./���

./ � ����


とおくと，)���テンソルの対称性より

F� 4 ��� � �����


これより，

�� 54
�

�
�� � � F �
 � �����


とおくと，

�����"--
"-
 4 ����"-

�-"- � �����


よって，固有値問題

�

�
���"--

"- 4 �-�� � �����


は

�-� 54 �-�� � �����

���� 54 ������� � �����


を用いて，

����
�-� 4 ��-� � ����!


と表される．

��� �� �!"�5 ここで，����はトレースレス対称行列になることに注意する
と，����はその固有値と１次独立な固有ベクトルの数により表 ��のように
分類される ��� 	 �� 	 �� 4 �
．
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*��&�,

����

B�������&� �
,
��&� $��&
% �&
��&
��

� ;���= �� � ���
�� � ���
�� � ���
 4 �

C ;���
�=


� � �

��
�
�� � ��
 4 �

�� ;��=


� � �

�
�
��

�� � ��
 4 �

- ;���
= �� 4 �

��� ;�= �� 4 �

S T � 4 �

表  ��5 *��&�, ����

����

��
�の標準基底

タイプ <5このとき，３つの固有ベクトル�-�%�は互いに（複素）直交するの
で，適当な (�&���1変換に対応するG��� � 
行列による変換で

� 4

�

���

��

��

�
�� � ����


とできる．対応する（� により一意的に決まる）(�&���1 N&���を ��とお
くと，

�-��� 4 ���� � �� � ��� � ��
� � ����

�-��� 4 ���� � �� � ��� � ��
� � ����

�-��� 4 ���� � �� � ��� � ��
� � ����


ここで，

�8 � C
�� 54 8	�C�
� � ����


��に対応する �+�� ���&��

) 4
��
�
��� � ��
� � 4

��
�
��� � ��
� � 4

��
�
��� � �� ��
 � ���!


により，2
,����&空間の ��
&��基底を

D 4 ��� � O�� ; 4 �) ���H 4 �� � O�� �) � � � ��� 


により定義すると，

�-��� 4 ; � D� �-��� 4 ��; 	 D
� �-��� 4 H� � ����
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ここで，

D 
 ; 4 �� H 
H 4 ��� D 
 D 4 ; 
 ; 4 D 
H 4 ; 
H 4 ��

� ����


タイプ <<5 このとき，

� 4

�

��

�
�
	 � �� �

�� ��
�
� � �

� � �

�
�� � �����


となる基底が一意的に決まる．

タイプ <<<5 このとき，

� 4

�

�� � �

� � �

� � �

�
�� � �����


となる基底が一意的に決まる．

縮退型5 タイプC��< �� 4 ��
，タイプ-���< � 4 �
では)���基底は一意的
には決まらない．
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����

 ��	
���� 	!�� "�
���

M係数5 -�I�����*��&���形式におけるM係数

M� 4 ��)��� )��
� � ����


M� 4 ��)� �� )��
� � ����


M� 4
�

�
���)� �� )� �
���)� ���� O�

 � � ����


M� 4 ���� )� �� O�
� � ����


M� 4 ���� O�� �� O�
 � ����


および ��
&�� �+�� 2��
� �D� ;�H 
を用いると

�� 4M�D  D 	M��D  H 	H  D
 	 M��;  D 	 D  ; 	H  H 


	 M��;  H 	H  ; 
 	 M�;  ;� � ���!


)��� �&
��
��� ���&��に対して，

0��� � U C5

M� 4 M� 4
�

�
��� � ��
� M� 4 ���

�
� M� 4 M� 4 �� � ��� 


0��� �� U -5

M� 4 ��

�
� M� 4 ��� M� 4 M� 4 M� 4 �� � ����


0��� ���5

M� 4 ��� M� 4 M� 4 M� 4 M� 4 �� � ����


� 	�
	"
� ���� �	 �
�	��

) 
 ) 4 �9 M� 4 ��)��� )��
 4 � � );���
�"	-)/ 
)
�)" 4 ��

� �����


�N� -+�� #�����
� ��,
��
�� �D+��
���

+���  ��
�	�� 
 ���� �5 -+��ベクトル �を固定するとき，�以外の �+��ベ
クトル )は，規格化 � 
 ) 4 ��のもとで，�+�� &����
��

�� 4 �� �� 4 �	 $�� )� 4 ) 	 $ O�	 O$�	 �$���9 $ 
 � � �����
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*��&�,

0���

根 $ 重複度

� �
�
�� 	 ��� �

�
�� 	 ���
�

�
�� 	 �� �����


C ��� ���


�� ����
�

���� ����


��� ��� ���


- � ��


表  ��5 *&
��
��� �+�� �
&���
���

で完全に尽くされる．この回転によりM�は

M�

� 4 M� � �$M� 	 !$�M� � �$�M� 	 $�M� � �����


と変換するので，一般に４個の�&
��
��� �+�� �
&���
���が存在する．*��&�,

タイプは，表  ��に示したように，この方向の縮退度と対応する．

/"	�� 表現

��� ��
� 
 4

��
�
�� � �����


として，テンソルとスピノールの対応は

; � � ; � �� 4 ; ��� ��
� � � �����


���"- � M��01, �� ��, �0 �1 	 OM �� �� �0 �1,��,01� � �����

����"- � M��01, �� ��, �0 �1� � ����!

����"- � OM �� �� �0 �1,��,01� � ���� 


��� � �

�
����� �K�� �� ��� � �����


/"	�� 基底

����)���
 4 ��

�
) 6) � �����


より，�+��基底 )� ���に対して，スピノール基底 I� Jが

) � I�OI
��� �� J�OJ

��� �� I�OJ
�� � �����


により決まる．ここで

I�J
� 4 ,��I

�J� 4 �� � �����


このスピノール基底を用いると

M� 4 M�I� I� I� I
� M� 4 M�I� I� I� J
� M� 4 M�I� I� J� J
�

M� 4 M�I� J� J� J
� M� 4 M�J� J� J� J
 � �����


と表される．また，�+�� &����
��は

I� 4 I 	 $J� J� 4 J� � �����
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����

スカラ不変量

<��
 	
���5 )���テンソルから作られる基本不変量は

! 54
�

�
M��01M

��01 4
�

�
���

� 	 ��
� 	 ��

�
� � ����


2 54
�

!
M��01M

01�2M�2
�� 4

�

!
���

� 	 ��
� 	 ��

�
 4
�

�
������ � ����


これらはM� � M�を用いると

! 4 M�M� � �M�M� 	 �M�
�� � ����


2 4

�������
M� M� M�

M� M� M�

M� M� M�

������� � ����


と表される．また，*��&�, ����が代数的に特殊となる条件は

��#�2&�
����� ����
�� � !� 4 � 2� � ����


��� �& - � ! 4 2 4 � � ���!


となる．
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定常ブラックホールの一意性定理

�	��

基本定義

【� �"��	�	�� #'�'� �$8+���& 1+� "�#�� �� �
】 　

�� � �
5 �������� (�&��1
��

! 15 �������� �
����
/� '
��
�# ,����&

	 �5 ������
� 
� ��� ��&���
� ����
���&� ���&�
�����

�

【��&�	�	�� #'�'� ����
���� ���&#� ����
�
��
】 　

6��が ���
���� ���&�# ����
�
��を満たす

� 任意の未来向き時間的ベクトル-�. に対して，6 �-�. 
 � �

�

【��&�	�	�� #'�'� �定常ブラックホール時空
】 　

�� � �� 1
5 ����
���&� &�#+��& �&��
���2��

�
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 �� � �
は準��+���面@に関して &�#+��& �&��
���2���




 1は	 �および	 �の近傍で時間的な'
��
�#ベクトルで，� の等長変
換 '�を生成する．





 �� � �
はB
����
�方程式の解で，対応する6��は���
���� ���&#� ����

�
�
��を満たし，6��に寄与する物質は性質のよい双曲型方程式に従う
スカラ場ないし電磁場のみである．

�

【+��� #'�'� �時空のカテゴリー
】 　

以下，特に断らない限り，時空は常に ����
���&� &�#+��& �&��
���2��とする．

�

【��&�	�	�� #'�'� �����&����
�#
】 　

�� � �� 1
5 ����&����
�#

� 1 
 1 4 � �� ��&
1���

�

【� �"��	�	�� #'�'� �"�I/
�# �� �< "B �&��� ����!
】 　

6��5 ����� �& ��+&���N&�� B$ Q����

	
" ����&����
�# 15 �+�� �� ��&
1��

�&

" �%
������&
� 15 �������
/� �� ��&
1��

�

【� �"��	�	�� #'�'� �"B �&��������< �&��������
】 　

" 
�= 
の各連結成分（ブラックホール）の境界は �� ��と同相．

" ある = に対して
�= 
が連結ならば，

2��	 �� O� 
 � O2��	 �� O� 
 �� � ;�� �
� �� ��
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�

【+��� #'�'# �付加条件
】 　

8���	�	�� �5

? CS� 54 2��	 �� O� 
 � 2��	 �� O� 
 � �� ��
�

? � � 54 62��	 �� O� 
 � �� ��

8���	�	�� �5 -���&����
�# ����に対して，CS�で 1 
 1 � ��

�

【� �"��	�	�� #'�'$ �"B �&��������
】 　

����
�
�� � U ����
� 	 ����
�
�� �

�
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�	��

#�	$%�����	� 
���

【� �"��	�	�� #'�'� �"B �&��������< ��&��& �� �
】 　

-���&����
�# U ����
�
�� � 	 ����
�

�

【� �"��	�	�� #'�'�】 　 @<� 
�� �$��1�$�#1 ;���� 79��7A
B�� �� 
�

�$��1�$��1 )�3	���� �$��C

?���
� U ����
�
��� � 	 CS�5 球対称

�

【� �"��	�	�� #'�'� �(
��2��� ����
】 　

?���
�< ����
�
�� � ��� ��#�����&�5���N�&����� V��	 球対称

�

【� �"��	�	�� #'�'�】 　 @����	�BD;
����7��7-�
� �$#�1 )�3

E �$##1

;
����7��7-�
� �$$�C

?���
� ��� ����
�
�� � 	 � A�����&�5 ���N�&����� V��

�

【���� �� #'�'� �P�
D+����� N�& -���&����
��# �"
】 　

-���&����
�# ��� ����
�
�� �

	 ?��I�&1���
�� �& .�
����&�-�&���&��

�
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�	��

%�����	� 
���

【� �"��	�	�� #'�'� ��
&�+��& ������&�
】 　 @A� " �"'$'�'�1 �
"
�� ��

�$��1 8
 �� �$�$C

�� � �
5 �%
������&
� U ����
���&� &�#+��& �&��
���2��

6��5 ����� �& ��+&���N&�� B$ Q����

	 '
��
�#ベクトル 1� 3�;1� 3= 4 �
 は ���+&N��� �&���#�����

�

【+��� #'�'� ����+&N��� �&���#����
��
】 　

1� 35 ���+&N��� �&���#����

� ! > ���� ��1 � 3
 4 > � 1 � 3 （:&�2��
+�の定理）

� 1 � 3 � �1 4 �� 1 � 3 � �3 4 �

#4
1-�-	�1�3"
 4 �� 3-�-	�1�3"
 4 �

1 � 3 4 � �� ���� ��
���

�

【� �"��	�	�� #'�'�】 　 @A� " �"'$'�'#1 8
 �� �$��1 �$��C

前命題の条件 U ����
�
�� �

	

�� 54 �1 
 3
� � �1 
 1
�3 
 3
 � � 
� CS� �対称軸上を除いて），�� 4 � ��

� ��

�

【� �"��	�	�� #'�'�】 　 @8
 �� �$��1 �$��C
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前命題の条件のもとで，定常軸対称楕円体座標�� <� E� �がCS�の#��2�� ���&�

となる：

��� 4 W

�
���

�� � 5�
	

�<�

� � <�

�
	-�E� 	 �H�E��� ; ����

この座標系のもとで

�� 4 ��� � 5�
��� <�


5 4 & � �>32 � K3A�

また，対称軸は < 4 ��，ホライズンは �� 5．

�

【� �"��	�	�� #'�'� �B&���形式での表現
】 　 @8
 �� �$��1 �$��C

前命題の条件下で，B
����
�方程式の解は２次元時空

���� 4
���

�� � 5�
	

�<�

� � <�
��� � < � �� 5 � � ��


上での場-�.���9に対する変分方程式

Æ� 4 Æ

�
@���< 4 �9

@ 4
��-�� 	 ��. 	 ����9 �9��
��

�-�
	 �

����� 	 ��9��
-

に対する次の境界条件を満たす解で与えられる：

境界条件

? -�.���9とその微係数は有界�

? < � ��のとき，-� #����9� . 
� #�. 	 ���#�9 � 9#��
はゼロに近
づく�

? ���のとき，
� 4 �A<	S����
 � 9 4 S����
 �

. 4 �2<��� <�
 	 S����
 � ���- 4 ��� <�
�� 	 S����

�

�

【� �"��	�	�� #'�'� ������ ����
】 　 @)�3	���� �$��C

*&��������の条件下で，������� 4 9 4 �
のとき，各 �� 2 に対して解は
高々１個．
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�

【� �"��	�	�� #'�'� �一般の場合
】 　 @)�3	���� �$��C

*&��������の条件下で，解の集合の各連結成分は高々３個のパラメーター
�� 2�Aで記述される．

�

【���� �� #'�'# �-� ��
& ����&��
】 　 @;
9� �$#�1 ����	�B �$#�1

�$#�C

����
�
�� �のもとで，高々電磁場しか存在しない系に対する B
����
�方程
式の &����
�#< ����
���&� &�#+��& �&��
���2��な解は，'�&&�-�I����解に限
られる．

�
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定常ブラックホールの特異点

�
��

球対称ブラックホール

一般公式

計量

��� 4 �K�"
��� 	 K�"
���"� 	 "��>�� ������


/!���� !

1 4 #�� ������


3� 4 ���E#4 � �
�E ��� '#+� ������


3� 4 � �
�E#4 � ��� E ��� '#+� ������


3� 4 #+� ������


曲率テンソル �*��&�, ���� C


�
��� 4 M��'

� � '� � �'� � '�
� �����!


�
��� 4 �M�

�
�'� � '� 	 �,��'

� � '�
� ����� 


M� 4
"

��

�
K � �

"

���
� ������


���"-�
��"- 4 ��.�M�

�� ���"- F ���"- 4 ����M�
�� ������


�	��	�B �� 	9��

1 
 1 4 �K�"
 4 �� �������
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+��� 
�� �	�
��

��,����� �+�� ���&�
���� ?を

? 4 �	 "�9 �"� 4 �"�K�"
 �������


により導入すると，

��� 4 �K�?� 	 ��?�" 	 "��>�� �������


.���&��� �+�� ���&�
���� �を

� 4 �� "� �������


により導入すると，

��� 4 �K��� � ����" 	 "��>�� �������


��� ?
座標では

��� 4 �K���? 	 "��>�� �������


/� F

� B 
�	�!

'
��
�#ホライズン	の近傍では，�?� "
座標に関して

1 4 #,� ������!


�" 4 #, 	 K#5� ������ 


一方，'
��
�#方程式

��1� 	��1� 4 � �������


より，

� 1 4 ��

�
��1 
 1
 4 �

�
K ��"
�"� �������


よって，

� 1 4 
19 
 4
�

�
K ��"
 �������


/
�.
 9�
�	�� 3�

計量

K�"
 4 �� �&

"
�������
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A� 	9��

" 4 "3 4 �&� �������


曲率テンソル

M� 4 �&

"�
�������


特異点

& � �のとき空間的，& � �のとき時間的．

�� F

� B 
�	�!


 4
&

"�
4

�

�&
�������


� ��E
�7/9�E� ��座標

D; 4 �&��& � "
�5��� � �D�; � 4 ������ �������


とおくと，

��� 4 ��&

"
��5����D�; 	 "��>�� ������!


D � �� ; � �では

D 4 ��&��#�� ; 4 �&�#,� ������ 


)+ �A

��� B!7�������� ����� 

6 �� 4 �6 �� 4 6 �� 4 6 �� 4
A�

�:"�
� �������


計量

K�"
 4 �� �&

"
	

A�

"�
�������


A� 	9��

" 4 "� 4 & �
�

&� �A�� �������


曲率テンソル

K� 4 �&

"�
	

A�

"�
�������


特異点

常に時間的．

�� F

� B 
�	�!


� 4

�
&� �A�

"��
�������
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�
��

軸対称ブラックホール

��  7+�.�
��解

計量

��� 4�
�
�� �&" �A�

@�

�
��� � ����&" �A�


@�
�
�� '�E��

	 �
�� '

�
"� 	 �� 	

����&" �A�


@�
�
�� '

�
�E� 	 @�

�
�"�

X
	 �'�

�
�

������


@� 4 "� 	 �� ���� '� X 4 "� � �&" 	 �� 	A�� ������


/!���� !

1 4 #�� 3 4 #+� ������


曲率5 *��&�, ���� C

M� 4 � &�" 	 �� ��� '
�A�

�"� 	 �� ���� '
�" � �� ��� '
�
� ������


�	��	�B �� 	9��

X 4 �	 " 4 "� 4 & �
�

&� � �� �A�� ������


特異点5 " 4 �� ��� ' 4 � （リング特異点）

'�&&解（A 4 �）では，空間的なリング特異点：

��� � �&"

@�
���� ��E
�� �����!


'-解（A �4 �）のとき，時間的なリング特異点：

��� � �A�

@�
���� ��E
�� ����� 


（注） " � "�では�0�が存在．

【,����	�� $'�'�】 　

'-解の特異点がリング状であることを示せ．また，" � "�に �0�が存在
することを示せ．

�
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�

特異点定理

【��&�	�	�� ��'�'� �測地的完備性
】 　

測地線 �が完備 �

�を最大限延長すると，そのアファインパラメーター � が�� � � ��の
範囲を動く．

�

【���� �� ��'�'� �*��&��� ��!�
】 　

次のすべての条件を満たす時空 �� � �
は完備でない光的測地線を含む：

�
 -+�� ���,�&#���� ����
�
��

�
 コンパクトでない��+���面@が存在．

�
 閉捕捉面� が存在．

�

【+��� ��'�'�】 　

*��&���の特異点定理は非常に一般的な定理であるが，��+���面の存在を仮
定しているため，裸の特異点が存在する場合は対象とならない．

�
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【���� �� ��'�'� �"�I/
�# ��! 
】 　

次のすべての条件を満たす時空 �� � �
は完備でない時間的的測地線を含む：

�
 0
���
/� ���,�&#���� ����
�
��

�
 コンパクトで空間的な，��#�を持たない３次元面@が存在．

�
 @に直交する測地線族は @上で至るところ収束（ないし至るところ発
散）している．

�

【+��� ��'�'�】 　

この定理は，コンパクトな空間をもつ膨張宇宙は（物質に対する自然な条件
のもとで）必ず特異点をもつことを示している．ただし，特異点が過去にあ
るかどうかについての情報は与えない．

�

【���� �� ��'�'� �"�I/
�# ��! 
】 　

次のすべての条件を満たす時空 �� � �
は，過去向きに完備でない時間的測
地線を含む：

�
 0
���
/� ���,�&#���� ����
�
��

�
 ?�&��# ��+���
�� ����
�
��

�
 ある時空点 �において，過去向きの時間的単位ベクトル H と正定数 +

が存在して，�を始点とする過去向きの時間的測地線族 Yにおいて，Y

に属する各測地線 �上で �%����
��'の値が，�からの距離が +�5以内で
��5�+となる．ここで，5は，�の点 �における単位接ベクトル; を用
いて 5 4 �H 
 ; と表される．

�

【���� �� ��'�'# �"�I/
�# ��� *��&��� �� �
】 　

次のすべての条件を満たす時空 �� � �
は，過去向きに完備でない時間的な
いし光的測地線を含む：
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�
 0
���
/� ���,�&#���� ����
�
��

�
 A���&
� ����
�
��5 任意の因果的測地線上に，�をその接ベクトルとし
て，�	���
"-	.�/ 
�

"�- �4 �となる点が存在する．

�
 ��&�����#� ����
�
��

�
 次のいずれかが存在する：



 ��#�を持たないコンパクトな非時間的集合




 閉捕捉面





 次の性質をもつ時空点 �：�の過去向き光円錐において，その生成
元となる各測地線上に発散が負となる点が存在する．

�
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【+��� ��'�'$】 　

この定理は強力で、我々の宇宙が初期特異点を持つことの証明に用いられる．

�
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��
球対称な���� ����
���

�����

���& 
����
 
�	�������

*88A;*��&��� ��!�=

物質が現実的な状態方程式に従うとき，なめらかな初期条件 �@�  
からB
��

���
�方程式の解として決まる漸近的に平坦な時空 �&��
は Z一般に[ホライ
ズン上およびその外に特異点を持たない．

根拠

特異点定理における ��&��# #&�,
�� ����
�
��

A��" 
��:�
�� �;0��&�� �� �=

� � �:� � ホライズンの存在 �������


一様なダスト球の重力崩壊 ;S������
��&< ?����& ����=

数学的な表現

�&��
5 ��&��#�� N+�+&� �&��
���2�� N&�� @


���<

	
� � ���@
 
� O&� 2��@
 � 2��	 ��&
 � ���@
 �������
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（注）

)��"は，ブラックホールの一意性定理，正エネルギー定理の成立にとっ
て本質的である．
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�����

'����	$��	�� �����

8����	�B �!�
� ����� B
�B�

��� 4 ��= � 	 ��6��� 	 "��>�
� �������


�	����	� ���
�	���

6"� � ����


"
4 Y��
� � � �������


�6 4
�"��
Y��


�������


� 4
��

�:"�"�
�������


初期条件

(��� �
� "��� �
� ���� �
 � Y��
����
� "��� �
 �������


これらのうち一つはゲージ自由度．以下，"��� �
 4 �

一般解

=

4

L ��


O����

�
� �

�
"

�

����
L ��"��


L ��


�
������!


� 4
�

��
��� Y�
 � �� O� 4 ���
�

�:

�
�� ������ 


L ���
� L ����
 � �� L ���
 4 �� L ��
 4 ���� L ��
 4 :�� �������


正則性条件5 球対称時空は *��&�, ���� Cで，

M� 4
�:0

�
��� O�
9 O� 4 �����:"�
� �������


となるので，正則性条件は �が有界であること．

見かけのホライズン
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半径 "の球面から出る光波面の面積は � 4 �:"�．光波面の方程式は

�= 4 ��6�� ��������


より，

�"

�=
4 6"�= 	 "��� 4 � 6" � Y��

� ��������


ここで，

6" 4 �
�
Y��
� 	

��

"
� �

����

� ��������


よって，

���" � �	 ��"��= 
� � �� ��������


すなわち，" 4 ��が見かけのホライズン．

（注）.�����+��+&
方程式より，3を �Æ�� ��&�����&として

' 4
�

"

�"

�3
��������


に対して，

�'

�3
4 ��:�

�
�=

�3

��

� '� � �� ��������


３つのタイプの特異点

0	�
� �	�B��
 	�!5 "�=!� �
 4 �� � � �

�を固定するとき，

= � =! 5 ����
�" ��� �������!


よって，=!��
 � =����
となり，Q��� �
�#+��&
��は空間的．

/���� 
 ���	�B �	�B��
 	�!5 "��=!"� �
 4 �� =!" � =!

発生条件5 O���O� � ���L ���
�L ��


性質：(:�を満たさない裸の特異点

例えば，初期条件

"��� �
 4 �� 6"��� �
 4 � ������� 


に対して，運動方程式は

6"� � ��

"
4 ���

�
� ��������
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この解は，

"��� = 
 4 �1�3
9 ��������


3 4 =�=!��
� ��������


�
�1

�3

��

4
�

1
� �� ��������


ここで，

O����
 4
�

�:0= �
!

� ��������


これより，

"�

"
4

�

�
	

��� 1
���

1���
= �!
=!

3 �� � 3 � :��
� ��������


1�:��� �
 4 �より，� �4 �のとき，

= �! � � � O��� � � ��������


ならば，=!" � =!となり，�������&���
�#特異点が発生する．

（注） �������&���
�#特異点は時間的となる．

/���� F�
��	�B �	�B��
 	�!5 � 4 �での裸の特異点

発生条件：

/� 4 �������


�����

L ���
 	

�

�
�����
L ����
 � � ��������


性質：;��&
�����+��+ ����< -�I��� ���!=

? (:�を満たすが，?��を満たさない．

? 質量ゼロの特異点である．

証明

まず，

" 4 �1�=� �
 �������!


とおくと，1�=� �
は =� �についてなめらかで，=� 4 =!��
� 1��= 
 4 1�=� �
と
おくと，

=

=�
4 �� 1��= 


���L ���1��= 


L ���

������� 
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より，

= � =� 5 1��= 
� �� ��������


よって，= � =�のとき

��=� �
 4
�

1 	 �1�
4

�

1��= 

��� ��������


つぎに，解の陰関数表示より，� 4 �の近傍で

=!��


=�
4 � 	

/�

�L ���

�� 	S



��
�
� ��������


=����


=�
4 � 	

/�

�L ���

�� � �

�L ���


�
�:B

�

����

�� 	S


��
�
� ��������


ここで，

/� 54
�>

��B
L ���
 	 ��L ����
� ��������


B 4 ���� �
� > 4 ��

�
������ �
� � 4

�

�
�����
� ��������


よって，�+�#�
�# �
#�� &��に対して

�= 4 �6�� � � ��������


より，/� � �のとき，特異点 �� 4 �� = 4 =�
は Q��� �
�#+��&
��の端点で
�
�����

一方，/� � �のとき，この特異点は��/��である可能性がある．これをみる
ために，� 4 �� = 4 =�近傍での解を次のように表す：

" 4
�

�
HK�H 
9 H 4 ;�+�=! � = 
��=���� ��������


ここで，K�H 
は K��
 4 �となるなめらかな関数．また，+は

+��
� 4 �:O���� �
��� �������!


いま，

�� �9 �= � =�
��
� � � ������� 


とすると，� 4 �近傍で

"��Y � 5���� 5 5 4 ��:B��
����/���L ���


���� ��������


よって，�+�#�
�#および 
����
�# �+�� #�����
�の方程式は

�= 4 �"�

Y
�� � �5������	 = � =� � ��5

 
���� ��������


となり，�+�#�
�# �+�� &��は見かけのホライズンの外を通過する．

（注）この ����� N��+�
�#特異点は �+�� �
��である．
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�����

球対称な	!�� �!�� 
�������

>
	�!
時空

��� 4 �
�
�� ���?


"

�
�?� 	 ��?�" 	 "��>�

� �������


��?
 4 �9 ? � �

6��?
 � �9 ? � �

6���
 4 < � �

�������


発生条件：�"� ?
 4 ��� �
が裸の特異点となる条件は

< � �

�!
�������


性質：��は ?��を満たす．
;*������&�+ ����< "���
�& ���!< CI
,��
< F���
 ����< ����=
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��
圧力を持つ星の重力崩壊

�����

厳密に解けるモデル

?��N��
�
��&< ����&
���< 
 4 �� � �
�

;S&
< *
&�� ��� < ����=

?��
� ��
�� で解が解析的に接続できることより，離散的な解の系列 * 4

�� �� 
 
 
 がきまる．

? A. *�������(�&���解 �* 4 �
に対して，�
7� ������ のとき裸の特異

点が発生．

性質：

� ?��を満たす

� 無限大の赤方偏移を引き起こす
? * � �となる解では，�によらず裸の特異点が発生

ただし，この解は不安定．

（注）�� 4 ���
��:��とおくと，�� 4 !��のとき * 4 �，�� 4 � � ���の
とき * 4 �．これに対して，通常の ?-により作られる中性子星では，
�� � ����\\�

?���&
��� #�� ��������< �� &��
�� �&���+&�

;-�/��< "�&���，�#+��
 ����=

このモデルは厳密に解くことができ，次の性質を持つ．

? 一般的な初期条件に対しては，裸の特異点は発生しない．

? 特殊な初期条件に対しては，(:�を満たす裸の特異点が発生．
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�����

数値計算

-������N��
�
��& ����&
��� #�� ��������< � 4 �� � �
� ;"�&��� ����=

-+�� �
�����
�
�#を用いた数値計算

十分高温で単純収縮型の初期条件に対して

? �
7� ����に対して裸の特異点が発生．

? 解は �� �! 4 �で ���N��
�
��&解に近づく．

目次へ
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��
球対称スカラ場の重力崩壊

+��
�	��

��� 4 ������� � ��������" 	 "��>�� �������


� � ��

"
54 ���#�"#�" 4 ����� �������


' 4 "
#E

#"
� M 4 ��"���� #E

#�
	 "

#E

#"
� �������


正則な原点の時空における軌跡を Y，��� ?
を光的座標として，Y上の点を頂
点とする未来の光円錐を����
，球対称な過去向きの光円錐を���?
�

��� 最終的な����
質量が正の値&�に近づくとき，&�の質量をもつブラック
ホールが形成される．;�$*���5!������ 
=

���� 特性初期値問題において，特異点がホライズンで隠されるための十分条件．
;����� *+&� ����� $���� ��5��������
=

定理

?� � ?�に対して，���� 4 ���?�
 � �����
� ���� 4 ���?�
 � �����
< �� � �

に対して，�� 4 ���?�
 � ����
� �� 4 ���?�
 � ����
とする．Æ�� 3�を

Æ� 4
"���� ?�


"���� ?�

� �� 3� 4

������� ?�
������ ?�



"���� ?�

�������


と定義すると，適当な定数 5� � ���� 5� � �に対して，もし

Æ� � 5�� 3� � 5�Æ� ��#���Æ�
 �������


の２条件が成り立てば，常に未来の光円錐 �����
��� � ��
で "���� ?�
 � �

かつ ���� ?�
が見かけのホライズンの中に含まれるものが存在する．
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���� 解の拡張定理 ;�*�$�!5���������
=：
!����
が正則でかつ，��を生成する内向きの光的測地線に沿って原点に
近づくと��"がゼロに近づくとき，��は Y上の正則点を頂点とする光円錐
である．

特異点が形成されるための十分条件および形成されないための十分条件．

解が Y上の正則点の近傍で局所的なスケール普遍性をもつ．

���� 裸の特異点が実際に形成される解の例
;���� $���� ���5!� �����
=

���� 球対称スカラ場の重力崩壊に対する宇宙検閲定理
;���� $���� ���5 ��������
=：

相似的座標系5 初期特性面 ��
� が � 4 ���，特異点を頂点とする光円錐 ��

�

と��
� との交わりが " 4 �となるように ��� "
座標を取り，

� 4 ������� " 4 ��!�� ������!


とおく．この座標では ��
� は � 4 �，��

� は � 4 �，特異点は � 4 �� � 4 	�
となる．以下，��

� �� 4 �
上の量は添え字 �を付けて表す．

+��
�	���

���
 54

� �

�

�
���
�
� �
 ���9 
 54

�
�� ��

"

���
� ������ 


!��
 54 �
� �

�

�������M���
�
���� �������


不安定性定理１：
��

� の頂点
 が特異点であるならば���
は非有界である．このとき，���
で !��
が有界な極限を持たないか，または

'���
 �4 �
�
���

!��


が成り立つならば，
 は見かけのホライズンの端点であり，特異点はホライ
ズンに含まれる．

不安定性定理２：
���
が非有界で，�
���� !��
 4 '���
となったとする．このとき，

��8
 4 ��������9 8 4 ��������� �������


/�8
 4

�
�

8

� �

�

��!'��� �
� '��� �

� ��

����
��������
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とおくと，

�
� �+�
����

/�8


��8

4� ��������


が成り立てば，不安定定理１と同じ結論が成り立つ．

宇宙検閲定理：
��上の特性初期値問題において，裸の特異点を生み出す初期値の集合の余
次元は２以上である．

証明：
基本変数 N� �� '� M に対する方程式は

"

�
#N

#"
� #�

#"

�
4 ��� � �� ��������


"

�
#N

#"
	

#�

#"

�
4 '�� ��������


"
#M

#"
4 ����� � �
M � '� ��������


"

�
����� #'

#�
� #'

#"

�
4 ���� � �
' 	 M ��������


となるので，初期条件は���上の 'の値 O��
となる．対応して，初期値空
間は，有界変動かつ可積分な関数 Oの集合である．

K���
を ���� �
でゼロ，;���
で絶対連続かつ

�
�
!���

K���
 4 � �������!


となる非負可積分関数，K���
を ���� �
でゼロ，��� �
上で

K���
 4 ��!

�
�������



��

����

������� 


により与えられる非負可積分絶対連続関数として，裸の特異点を生み出す初
期値 Oから新たな初期値の２次元的集合

LO �� � 4 O	 1�K� 	 1�K� ��������


を作る．このとき，!����

� 
では LO 4 Oとなるので，���
� !��
は 1�� 1�に依
存しない．ところが，

LO �� ���
 4 �
�
���

!��
 	 1�� ��������


�
� �+�
!���

L/�� ���


���

4� ��������


となるので，�1�� 1�
 �4 ��� �
なら裸の特異点は発生しない．
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�� �N �������� Q��� ��&�+&2��
��� �� ?��I�&1���
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�� 2��/�

#&�+��� ;*&
�� ��� �
 *.C�5 ����9 '�� ��� )��� ���� 
 �RA�5 ���=

*�&�+&2��
��の減衰則：第 �モーメントの摂動に対して

ÆK � ?���	���� �������


?��2
�
�� �N �������� Q��� ��&�+&2��
��� �� '�&& ������
�� 2��/#&�+��� ;)�
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�����
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 ����(�	 ���)����


������
�# �+�� V+% ;"
����/ �����
 *(���5 ���=

)+7>
	�!
計量 �0 4 �


��� 4 �K�?� "
�?� 	 ��?�" 	 "��>�� �������


K�?� "
 4 �� ���?


"
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��� B!7�������� ����� 

6 �� 4 6 ��
* 	

6�

�:"�
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6*���8
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8
�
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したがって，��+���ホライズンは ����
�#+��&
��でない．

�	�
� F� 
�

速度ベクトル ��の時間的測地線に対する �
��� N�&��

��� 4 ������
�
� �

���
��

� �������


は��� ��を '� E方向に取ると，

��� 4 ��

�
K ��� �������


��� 4 ��� 4 ��,�"
� 6�	7�"� ?
� ��������
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ここで，7�"� ?
は��+��� ��&
1��に近づいたときに明らかに有界な項．と
ころが，	�の近傍で測地線の方程式は

6�, 4 ��

�
#5��

,
� � 
��,
�� ��������


よって，

��,

�?
4 
�, 	 �, � 5�#,� ��������


これより，���は	�に近づくにつれ発散する：

��� � 5��?��?

8����#, ��� ��������


したがって，��+��� ��&
1��は ����特異点である．

�
�� 	�%
�	�� ;*�
���� ��� ��&��� �����
 *.C��5 � �!=

G 	 ����� ;S&
 �����
 *.(! 5  ��=

"
����/ �����で考えた 
����
�# �+�� V+%の上に，さらに��&
1��内での ��
�

�����状の �+�#�
�# �+�� V+%を加えてモデルを考える．このとき，��
� �����

の両側の時空は異なる��?
をもつ.-G時空で記述される．両者の �����で
の ]+���
��を考えると，���?
，���?
の間の次の関係が得られる：

Æ� � ?
��8���
� �#�,�

� �?������ �� �?��
��8���� ��������


したがって，���?�
は	�に近づくと発散する．これは，	�が ���特異点
であることを意味している．

8
�
�! �� 	9��

����より

��" 4 K�? 	 ��"�
 � ����?
�?� ��������


よって，

�� � ����� � "� 	 ��� �� �?��
�8� �������!


したがって，��+���ホライズンの半径は �と共に減少する．

�	�
� F� 
�

"
����/ �����と同様にして，領域２（�����の内側）で，

�, �
�

�?����"
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よって，

��� � ����� 6���?�
� ��������


これより，

Æ8 �
�

�?�

�
�?����� ������ ��������


すなわち，��+��� ��&
1��に達するまでに生じる �
��� N�&��による物体の変
形は有限である．

適当な座標を取ると，��+��� ��&
1��上で計量が有界となる．

数値計算

中性スカラ場5点電荷 ;�&���< ?�
�� �����
 *.( �5 ���!=

S&
モデルと同様のI��/ �+&,��+&� �
�#+��&
��をもつ��+��� ��&
1��が発
生すること，およびこの��+��� ��&
1��は最終的に半径がゼロとなり，空
間的強曲率特異点につながることを示した．

荷電スカラ場の重力崩壊 ;"��< *
&�� �����
 *.(��5 ����=

完全に自己完結のモデルで，S&
< �&����?�
��の結果を確認．
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