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予想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 G構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.1 一般論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3 接続 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3.1 ベクトル束の接続 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.4 特性類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4.1 Euler類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.4.2 Chern類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4.2.1 具体例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.4.3 Pontrjagin類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.5 指数定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.5.1 一般Atiyah-Singer指数定理 . . . . . . . . . . . . . 26

1.6 曲率と位相 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.6.1 Books and Reviews . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.6.2 非負Ricci曲率の多様体 . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.6.3 山辺の問題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.6.4 スカラ曲率と位相 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.6.5 測地球の体積と面積 . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.6.6 単体的体積 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.6.7 Sobolev不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.6.8 ２次元曲面 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1



1.6.9 ３次元多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.6.10 ４次元多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.7 等質空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.7.1 Books and Reviews . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.7.2 一般的性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.7.3 例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.8 対称空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

1.8.1 教科書とレビュー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

1.8.2 対称Riemann空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

1.8.2.1 定義と一般的性質 . . . . . . . . . . . . . 43

1.8.2.2 分類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.9 Einstein空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.9.1 Books and Reviews . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.9.2 存在 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.9.3 一意性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.9.4 モジュライ空間 E pMq . . . . . . . . . . . . . . . . 47

1.9.4.1 一般論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

1.9.4.2 Einstein構造の変形 . . . . . . . . . . . . 48

1.9.4.3 Einstein空間の体積 . . . . . . . . . . . . 51

1.9.4.4 Einstein構造の剛性 . . . . . . . . . . . . 52

1.9.4.5 モジュライ空間の次元 . . . . . . . . . . . 53

1.9.5 等質 Eintein空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

1.9.6 コンパクト等質Kähler多様体 . . . . . . . . . . . . 55

1.9.7 例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

1.10 接触多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

1.10.1 概接触多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

1.10.2 接触多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

1.10.3 佐々木多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

1.11 スペクトル幾何学 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

1.11.1 レビュー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

2 Sheaf 64

2.1 基本定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.2 加群層 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2.2.1 定義と基本的性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2.2.2 解析空間の連接層 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

2



2.3 Cohomology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.3.1 層係数コホモロジー . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.3.2 Ceckコホモロジー . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

2.3.3 高次順像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3 Complex Manifolds 77

3.1 Complex Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.1.1 複素多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.1.2 概複素多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.1.3 複素多様体上のテンソル . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.2 複素構造の変形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.3 エルミート多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.3.1 エルミート計量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.4 Kähler多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.4.1 基本的性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.4.2 曲率テンソル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.4.3 座標成分表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.4.4 正則キリングベクトル場とモーメント写像 . . . . . 91

3.4.5 Kähler-Hodge多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.4.6 射影Kähler多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.4.7 Special Kähler多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

3.4.7.1 Rigid/affine special Kähler多様体 . . . . . 94

3.4.7.2 Projective special Kähler多様体 . . . . . . 96

3.4.8 Hyperkähler多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.4.9 4元数ケーラー多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.4.10 標準直線バンドル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3.4.11 ホロノミー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3.4.12 Chern類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.5 Kähler-Einstein多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.5.1 一般的性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.5.2 Calabi-Yau予想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

3.5.3 例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

3.5.4 Ricci平坦多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

3.5.5 Calabi-Yau多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

3.5.5.1 定義と基本性質 . . . . . . . . . . . . . . . 101

3



3.5.5.2 ３次元Calabi-Yau多様体のHodgeダイア
モンド . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3.5.5.3 CPmの部分多様体による構成 . . . . . . . 103

3.5.5.4 オービフォールドの crepantな特異点解消
による構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.5.6 重み付き射影空間の部分多様体による構成 . . . . . 105

3.6 位相的性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

3.6.1 基本群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

3.7 多変数複素関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

3.7.1 基本的性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

3.7.2 留数定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

3.7.3 交点数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

3.7.4 局所環 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

3.7.5 Torと Ext . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

3.7.6 局所双対定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

3.8 層係数コホモロジー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

3.8.1 de Rhamの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

3.8.2 Dolbeaultの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

3.9 調和理論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

3.9.1 Hodge理論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

3.9.2 Hodge分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

3.10 因子と線バンドル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

3.10.1 因子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

3.10.2 線形系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

3.10.3 Picard群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

3.10.4 因子と正則線バンドルの対応 . . . . . . . . . . . . 130

3.10.5 直線バンドルのChern類 . . . . . . . . . . . . . . . 132

3.10.6 標準正則直線バンドル . . . . . . . . . . . . . . . . 135

3.10.7 E pDq,E p´Dq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

3.10.8 複素線バンドルに対するコホモロジー消滅定理 . . 137

3.11 射影多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

3.11.1 GAGAの原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

3.11.2 射影多様体の次数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

3.11.3 接空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

3.11.4 正則直線バンドルと射影埋め込みの対応 . . . . . . 144

4



3.11.5 小平の埋め込み定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

3.12 Abel多様体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

3.12.1 Riemann条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

3.12.2 複素トーラスのホモロジーとコホモロジー . . . . . 150

3.12.3 Abel多様体上の直線バンドル . . . . . . . . . . . . 152

3.12.4 θ関数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

3.12.5 群構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

3.13 有理写像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

3.13.1 関連する基本定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

3.13.2 有理写像の特徴づけ . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

3.13.3 Blow-upと blow-down . . . . . . . . . . . . . . . . 156

3.13.4 有理写像の例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

3.13.5 双有理不変量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

3.14 リーマン面（代数曲線） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

3.14.1 基本定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

3.14.2 Abelの定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

3.14.3 代数曲線に対するRiemann-Rochの定理 . . . . . . 173

3.14.4 標準曲線 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

3.14.5 特殊線形系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
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1 Differential Geometry

Last update: 2020/9/20

1.1 History

1.1.1 教科書，レビュー

Berger M (2000)[Ber00]

Riemannian Geometry During the Second Half of the Twentieth Cen-

tury

1.1.2 全般

1913 (Weyl H) “Riemann面の概念”

1915 (Einstein A) 一般相対性理論

1924 (Cartan E at ICM) 接続のホロノミー，常微分方程式の幾何学化

1932 (de Rahm, Čech, Hopf, Pontryagin) トポロジー概念の微分幾何学
への導入

1935 (Myers S B) “Riemannian manifolds in the large” 「完備Riemann

多様体のRicci曲率が正定値で下に有界ならば，多様体はコンパク
トである」

1936 (Synge J L at ICM) “On connectivity of spaces of positive curva-

ture”

1941 (Hodge W V D) “調和積分の理論と応用”

1950 (Bocher, Lichnerowicz at ICM) 曲率のBetti数への影響．「コンパク
ト多様体上のRicci曲率が正ならば，ゼロでない１次調和形式は存
在しない」

(Morse at ICM) “Calculus of variations in the large”

(Chern at ICM) ファイバー束，特性類
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1954 (Hirzebruch) Riemann-Rochの定理の一般化

(小平) 小平の消滅定理，射影多様体の理論，層の理論の応用

1962 (Atiyah, Singer at ICM) Atiyah-Singerの指数定理

1966 (Atiyah: Fields賞受賞)

1978 (Yau S T at ICM) “The role of differential equations in differential

geometry” Calabi予想の証明

(Penrose R at ICM) “The complex geometry of the natural world”

(Gromov M at ICM) “Synthetic geometry in Riemannian mani-

folds”

* (Donaldson S K) YM理論の応用

1.1.3 Coarse Geometry

1935 (Myers S B) “Riemannian manifolds in the large” 「完備Riemann

多様体のRicci曲率が正定値で下に有界ならば，多様体はコンパク
トである」

1978 (Gromov M at ICM) “Synthetic geometry in Riemannian mani-

folds”

1998 (Colding T H) 「次の条件を満たす正の定数 ϵ “ ϵpnq ą 0が存在す
る： M が b1pMq “ nとなるコンパクト n次元Riemann多様体で，
そのRicci曲率が´ϵ{diam2

M により下からおさえられれば，M は n

次元トーラスに位相同型である．」

「コンパクト n次元Riemann多様体M に対して，次の条件が成り
立つ ϵ “ ϵpMq ą 0が存在する：n次元多様体NのRicci曲率が下か
ら´pn´1qによっておさえられ，かつ dGHpM,Nq ă ϵならば，Mと
N は微分同相である．」（ここで，dGHはGromov-Hausdorff距離．）
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1.1.4 Special Geometry

1977 (Hawking S W) Euclidian Taub-NUT解（非自明なUp2q不変Ricci

平坦完備Riemann多様体の最初の例）[Haw77]

1978 (Yau S T) Calabi予想の証明．コンパクトRicci平坦Riemann多様
体の存在．

1992 (Hitchin N J) R4上の Ricci平坦かつ Up2q不変な完備 Riemann計
量のHyper-Kähler商構成法

(Hitchin N J) ゲージ理論のモジュライ空間における自然なHyper-

Kähler計量の存在．

* (Bryant R, Salamon S) 例外ホロノミーをもつ７次元および８次元
非コンパクト完備多様体の例．

1998 (Joyce D at ICM) 例外ホロノミー (SUpnq, Sppnq)をもつコンパク
ト多様体の多くの例．

1.1.5 シンプレクティック幾何学

* (Gromov D) シンプレクティック多様体内の擬正則曲線（J-正則曲
線）の概念．

199* (Seiberg-Witten) Seiberg-Witten方程式

* (Taubes C) Seiberg-Witten方程式と J-正則曲線の関係：「４次元シ
ンプレクティック多様体M に対して，ゼロでないコホモロジー類
a P H2pM,Zqが非自明な Seiberg-Witten不変量を持つならば，あ
る J-正則曲線が存在して，そのホモロジー類は aに Poincaré双対
となる．」

1.1.6 Thurston予想，Hamitonフロー，3次元Poincaré予想

３次元多様体に対する

1982 Ricci flow [Hamilton R 1982[Ham82]]

2003 Perelmanの定理 [Perelman G [Per02, Per03b, Per03a]]
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1.2 G構造

1.2.1 一般論

【定義 1.1 (G構造)】 　 Mをn次元多様体，F をそのフレームバンドル
とすると，F はM上のGLpn,Rq主バンドルとなる．このとき，GLpn,Rq

の Lie部分群Gに対して，Gを構造群とするF の部分主バンドル P をG

構造 (G structure)という． l

【例 1.2 (G構造)】 　

1. Riemann多様体Mn：G “ Opnq Ă GLpn,Rq

2. 概複素多様体M2m: G “ GLpm,Cq Ă GLpn “ 2m,Rq

l

【定義 1.3 (固有トーション)】 　GをGLpn,RqのLie部分群，V “ Rnとす
る．GのLie代数 g Ă V b V ˚と見なして，写像 σ : gb V ˚ Ñ V b

Ź2 V ˚

を σptabcq “ tabc ´ tacb により定義する．さらに，これを用いて線形空間
L1, ¨ ¨ ¨ , L4を

L1 “ V b

2
ľ

V ˚, L2 “ Imσ, L3 “ L1{L2, L4 “ Kerσ

により定義し，対応するGの L1, ¨ ¨ ¨ , L4への表現を ρj : G Ñ GLpLjqと
おく．
P をM 上のG構造とすると，ρjはM 上のベクトルバンドル ρjpP qを

与える．P の接続∇に対してトーションT p∇qはC8pρ1pP qqに，また２つ
の接続∇,∇1に対し，T p∇q ´T p∇q1はC8pρ2pP qqに属する．したがって，
T p∇qのC8pρ3qへの像 T ipP qはP のみに依存し，∇の取り方に依存しな
い．そこで，T ipP qをG構造P の固有トーション (intrinsic torsion)とい
う．また，T ipP q “ 0となるとき，P をトーションのない (torsion free)G

構造という． l

【定義 1.4 (トーションのないG構造)】 　

1. Riemann多様体：Opnq構造は常に torsion free.

2. 複素構造：トーションのないGLpm,Cq構造
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3. シンプレクティック構造：トーションのない Sppm,Rq構造．

4. Kahler構造：トーションのない Upmq構造

l
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1.3 接続

1.3.1 ベクトル束の接続

【定義 1.5 (主ファイバー束の接続)】 　 多様体M 上の構造群Gをもつ
主ファイバー束を P pM,Gq，各点 u P P において，P のファイバーに接
するベクトル全体の作る TupP qの線形部分空間をGuとする．このとき，
各点 uで定義された TupP qの線形部分空間Huの系 Γが次の性質をもつ
とき，Γを P 上の接続 (connection)という：

(a) TupP q “ Gu ` Hu (直和)

(b) pRaq˚Hu “ Hua( 任意の u P P, a P G)

(c) Huは uに滑らかに依存．

また，Guは鉛直部分空間 (vertical subspace)，Huは水平部分空間 (hori-

zontal subspace)という． l

【定義 1.6 (主ベクトル束上の接続形式)】 　 P pM,Gqを多様体M 上の
構造群Gをもつ主ファイバー束，gをGの Lie代数とし，Gの P への右
作用から誘導される gとP 上の鉛直ベクトル場の対応をA ÞÑ A˚で表す．
このとき，P 上の接続 Γが与えられると，P 上の gに値をとる１形式 ω

で，Γから定義されるベクトルX P TupP qの鉛直成分が pωupXqq˚と一致
するものが，常に一意的に存在する．この P 上の１形式 ωを Γの接続形
式 (connection form)という． l

【命題 1.7 (接続形式の性質)】 　 主ファイバー束 P pM,Gq上の接続形
式 ωは次の性質をもつ：

(a) ωpA˚q “ A, @A P g.

(b) pRaq˚ω “ adpa´1qω, @a P G.

逆に，これらの条件を満たす P 上の gに値を取る１形式は，適当な接
続 Γの接続形式となる． l

【命題 1.8 (局所的表現)】 　 主ファイバー束 P pM,Gqの局所座標系を
tpψα, Uαquとする：

ψα : π´1pUαq Ñ Uα ˆ G

Y Y

u ÞÑ pπpuq, ϕαpuqq
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このとき，Gの P に対する右作用は

ϕαpuaq “ ϕαpuqa, @a P G

と表される．いま，各局所座標系から定義される P の局所断面 σαを

ϕαpσαpxqq “ e, x P Uα

により定義すると，異なる座標近傍での局所断面の関係は，

ϕβpuq “ gβαpxqϕαpuq, x “ πpuq P Uα X Uβ

により定義される変換関数 gβαpxq “ gαβpxq´1を用いて，

σβpxq “ σαpxqgαβpxq, x P Uα X Uβ

と表される．
いま，P 上の接続形式ωに対して，各座標近傍Uαにおいて gに値を取
る１形式 ωαを

ωα :“ pσαq˚ω

により定義すると，X P TxpUαqの u “ σαpxq P P における水平リフト，
すなわち π˚X̃ “ X,ωpX̃q “ 0となるベクトル X̃ P TupP qは

X̃ “ pσαq˚X ´ pωαpXqq˚
u

で与えられる．また，ωαの座標変換則は

ωβ “ adpgβαqωα ´ pdgβαqg´1
βα

で与えられる． l

【定義 1.9 (テンソル値微分形式)】 　 P pM,Gqを主ファイバー束，V を
線形空間，ρをGの V への線形表現とする．このとき，V に値を取る P

上の r-形式 ϕが
pRaq˚ϕ “ ρpa´1qϕ, @a P G

を満たすとき，pρ, V q型準テンソル値 r-形式 (pseudtensorial form)という．
さらに，Γを P 上の接続，h : TupP q Ñ Huを対応する水平部分空間へ

の射影するとき，pρ, V q型準テンソル値 r-形式 ϕが水平，すなわち

pϕhqpX1, ¨ ¨ ¨ , Xrq :“ ϕphX1, ¨ ¨ ¨ , hXrq
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に対して，ϕh “ ϕを満たすとき，テンソル値 r-形式 (tensorial form)と
いう．
テンソル値微分形式は，P に随伴するベクトル束E “ P ˆρ V に値を

取る微分形式と１対１に対応する． l

【定義 1.10 (共変外微分)】 　 Γを主ファイーバー束P pM,Gq上の接続，
h : TupP q Ñ Huを対応する水平部分空間への射影する．pρ, V q型準テン
ソル値 r-形式 ϕに対して，Dϕ :“ pdϕqhは pρ, V q型テンソル値 pr` 1q-形
式となる．これを ϕの共変外微分 (exterior covariant derivative)という．

l

【定理 1.11 (曲率形式)】 　主ファイーバー束P pM,Gq上の接続Γに対し
て，その接続形式を ωとするとき，pad, gq型テンソル値２形式R :“ Dω

を Γの曲率形式 (curvature form)という．このとき，関係式

dωpX,Y q ` rωpXq, ωpY qs “ RpX,Y q, X, Y P TupP q, u P P

およびBianchi恒等式
DR “ 0

が成り立つ．
P の座標近傍 Uαでの断面を σαとして，

Rα :“ σ˚
αR

とおくと，Rαは接続形式の座標成分 ωα “ σ˚
αωを用いて，

RαpX,Y q “ dωαpX,Y q ` rωαpXq, ωαpY qs, X, Y P TxpUαq

と表され，座標変換 σβ “ σαgαβに対して，

Rβ “ adpgβαqRα

と変換する．また，Bianchi恒等式は

DRα :“ dRα ` rωα ^ Rαs “ 0

と表される．ここで，一般に，gに値を取る p形式αと q形式 βに対して，

rα ^ βspX1, . . . , Xp`qq :“

1

p!q!

ÿ

σ

signpσqrαpXσp1q, ¨ ¨ ¨ , Xσppqq, βpXσpp`1q, ¨ ¨ ¨ , Xσpp`qqqs

である． l
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【定義 1.12 (随伴ベクトル束の接続)】 　 ρ : G Ñ GLpV qを Gの線
形表現，主ファイバー束 π̃ : P pM,Gq Ñ M に随伴するベクトルバンド
ルを π : E “ P ˆρ V Ñ M，p : P ˆ V Ñ E を自然な射影とする
（ppua, vq “ ppu, ρpaqvq）．
このとき，u P P は同型写像

u : V Ñ Ex , x “ π̃puq

Y Y

v ÞÑ ppu, vq

と同一視することができる．また，σαをUα Ă MにおけるP の局所切断
とすると，

ψα : Uα ˆ V Q px, vq ÞÑ ppσαpxq, vq P E

は，Eの局所座標系を与える．
いま，P の接続 Γ “ tHu | u P P uが与えられると，pp˚qpu,vqpHu ‘ 0q Ă

Tppu,vqpEqは，次の性質をもつ w “ ppu, vqのみに依存した部分空間族
Γ1 “ tH 1

w Ă TwpEq | w P Euを与える：

TwpEq “ TwpExq ` H 1
w p直和 q, w P E, x “ πpwq.

Γ1は，M の任意のベクトル（場）XのEにおける水平リフト

X̃w P H 1
w : π˚pX̃wq “ Xπpwq

を一意的に定める．上で定めた局所座標系ψαでは，接続形式ωの座標成
分を ωαとすると，X̃wは

ψ˚
αX̃w “ Xx ‘ p´ρ˚pωαpXxqqvq, w “ ψαpx, vq

と表される．ここで，ρ˚ “ pdρqeは ρから誘導される Lie代数の準同型

ρ˚ : g Ñ glpV q; ρ˚prξ, ηsq “ rρ˚pξq, ρ˚pηqs

である．
このようにして定義された水平リフトにより，M上のベクトル場Xは

E上の水平ベクトル場 X̃ および対応する Eの１径数バンドル変換群 Φt

を与える．いま，ϕをEの局所切断とすると，

∇Xϕpxq :“ lim
tÑ0

Φ˚
t ϕpxq ´ ϕpxq

t
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により，新たなEの切断に値をもつM 上の１形式∇ϕが定義される．こ
れを接続 Γ1による ϕの共変微分 (covariant derivative)という．切断 ϕを
局所座標系 ψαで

ϕpxq ÞÑ ϕαpxq P V, x P Uα

と成分表示すると，その共変微分は

∇ϕ ÞÑ dϕα ` ρ˚pωαqϕα

と表される．また，その曲率

F pX,Y qϕ :“ p∇X∇Y ´ ∇Y∇X ´ ∇rX,Y sqϕ

の座標成分は，Rαを曲率形式の座標成分として

Fα “ ρ˚pRαq

で与えられる．
Eの局所切断 ϕを，

ppu, ϕ̃puqq “ ϕpxq

により P 上の pρ, V q型テンソル値 0-形式 ϕ̃に対応させると，∇ϕは共変
外微分Dϕ̃と対応する． l

1.4 特性類

【定義 1.13 (特性多項式)】 　 一般に，GLpk,Cqの多項式関数P pαqが，
GLpk,Cqの部分群Gの作用

adpgq : α ÞÑ gαg´1 (1)

に対して不変であるとき，P をG-特性多項式と呼ぶ． l

【定理 1.14 (Weil準同形)】 　 一般に，P pαqをG-特性多項式とすると
き，Gを構造群とする多様体M 上の k次元ベクトルバンドル（係数体は
RないしC)V の線形G接続 pΩ, ωqに対して，P pΩqは次の性質をもつ：

i) ゲージ不変な閉微分形式.

ii) 対応するコホモロジー類は，接続Ωに依存せず，バンドル構造のみ
で決まる．

l
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1.4.1 Euler類

【定義 1.15 (Euler類)】 　 Eを多様体M 上の向き付けられた 2p次元
実ベクトルバンドル，Ωijをその計量に関する線形接続の曲率形式とする
とき，Eの Euler類は

epEq “
1

22pπpp!

ÿ

ϵi1¨¨¨i2pΩ
i1i2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ Ωi2p´1i2p (2)

により与えられる． l

【例 1.16 (T pS2q)】 　 ２次元球面

ds2 “ A2pdθ2 ` sin2 θdϕ2q (3)

に対して，直交基底

θ1 “ Adθ, θ2 “ A sin θ dϕ (4)

に対する接続形式は，

ω “

˜

0 1

´1 0

¸

χ, χ “ ´ cos θdϕ. (5)

曲率形式は

R “ dω “

˜

0 1

´1 0

¸

dχ, (6)

dχ “ θ1 ^ θ2. (7)

よって，Euler類は

epT pS2qq “
1

2π
θ1 ^ θ2. (8)

これより，

χpS2q “

ż

S2

epT pS2qq “ 2. (9)

l
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1.4.2 Chern類

E Ñ Mをファイバーが k次元の複素ベクトルバンドル，Dをその線形
接続D : A 0pEq Ñ A 1pEq，θij P A 1pMqをEの切断の局所基底 ϕiに関
する接続形式の行列表示，Θi

j P A 2pMqを曲率形式の行列表示とする：

Dϕi “ ϕjθ
j
i, Θi

j “ dθij ` θik ^ θkj. (10)

【定義 1.17 (Chern類の定義)】 　 P ipAqを i次の基本不変多項式とす
る：detpλ`Aq “

řn
i“0 λ

n´iP ipAq. このとき，階数 k(ă n)の複素ベクト
ルバンドルE Ñ M に対し，

cipEq “

”

P i
´?

´1
2π

Θ
¯ı

P H2i
DRpM,Cq (11)

を i次のChern類，cpEq “
ř

i cipEqを全Chern類とよぶ． l

【定理 1.18 (Chern類の基本性質)】 　 Chern類は次の性質をもつ：

1. (自然性）多様体の間の任意のなめらかな写像を f : M Ñ N，N
上の複素ベクトルバンドルを E Ñ N，その f による引き戻しを
f˚E Ñ M とするとき，常に

crpf
˚Eq “ f˚crpEq

が成り立つ．

2. (Whitney積公式) M 上の２つの複素ベクトルバンドルE,F に対
して

cpE ‘ F q “ cpEq ^ cpF q

3. 階数kの複素ベクトルバンドルE Ñ Mと複素直線バンドルL Ñ M

に対して，
c1pE b Lq “ c1pEq ` kc1pLq

4. 複素ベクトルバンドルEの双対バンドルをE˚とするとき，

crpE
˚q “ p´1qrcrpEq.

l
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具体的表式 階数 pの複素ベクトルバンドルE Ñ M に対し，

c1pEq “
i

2π
TrΘ, (12a)

c2pEq “
1

8π2

`

TrΘ2 ´ pTrΘq2
˘

, (12b)

cppEq “ epERq. (12c)

また，
chpΘq “ TreiΘ{2π “ p ` c1pΘq ` ¨ ¨ ¨ (13)

をChern特性形式という．

1.4.2.1 具体例

【例 1.19 (T pCP 1q)】 　 CP 1の標準計量 (rx : 1s P CP 1)

ds2 “ ϕϕ̄; ϕ “ 2A
dz

|z|2 ` 1
(14)

（本来の Fubini-Study計量ではA “ 1）に対して，

dϕ “ ´χ ^ ϕ, χ̄ “ ´χ (15)

よりUp1q接続形式は

χ “
zdz̄ ´ z̄dz

|z|2 ` 1
. (16)

よって，曲率形式は

F “ dχ “
2

p|z|2 ` 1q2
dz ^ dz̄. (17)

Chern類は

c1 “ i
F

2π
ñ

ż

CP 1

c1 “ 2. (18)

l

【例 1.20 (KCP 1 : the canonical line bundle of CP 1)】 　 1形式ϕ “ ϕ1dz

に対して，

Γ1
11 “ ´

2z̄

1 ` |z|2
(19)
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より，

∇zϕ1 “ Bzϕ1 `
2z̄

1 ` |z|2
ϕ1, ∇z̄ϕ1 “ Bz̄ϕ1. (20)

よって，

r∇z,∇z̄sϕ “ ´
2

p1 ` |z|2q2
ϕ ñ F “ ´

2

p1 ` |z|2q2
dz ^ dz̄. (21)

これより，c1は

c1 “
1

π

´idz ^ dz̄

p1 ` |z|2q2
ñ χpKCP 1q “

ż

CP 1

c1 “ ´2. (22)

l

【例 1.21 (L´1pCP 1q:CP 1の tautological line bundle)】 　 Tautologial

line bundleは

L´1 “
␣

prZ1, Z2s, pλZ1, λZ2qq
ˇ

ˇ λ P C, pZ1, Z2q P C2
˚

(

Ă CP 1 ˆ C2. (23)

1. 局所座標系を

pz, λq ÞÑ prz, 1s, pλz, λqq (24a)

pw, σq ÞÑ pr1, ws, pσ, σwqq (24b)

とすると，座標変換は

w “ 1{z, λ “ σw, σ “ λz. (25)

2. Hermitian fiber metric:

ds2 “

#

ϕϕ̄ ;ϕ “
a

1 ` |z|2dλ

ϕ1ϕ̄1 : ϕ1 “
a

1 ` |w|2dσ.
(26)

3. 接続形式は，pz, λq座標系で

∇ϕ “ ´A b ϕ; Ā “ ´A P A1pCP 1q (27)

と表される．正規直交基底の変換則は ϕ1 “ pz{|z|qϕとなるので，
pw, σq座標系では，

∇ϕ1 “ ´χ1 b ϕ1; χ1 “ χ `
1

2

ˆ

dw

w
´
dw̄

w̄

˙

(28)
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となる．これより，χ “ fpzqdz ´ fpzqdz̄と置くと，χ1が正則であ
るためには

w Ñ 0 : f

ˆ

1

w

˙

1

w
Ñ

1

2
ô z Ñ 8 : zfpzq Ñ

1

2
. (29)

例えば，fpzq “ z̄
2p1`|z|2q

はこの条件を満たす．よって，

A “
z̄dz ´ zdz̄

2p1 ` |z|2q
(30)

4. Chern類：接続形式は

F “ dA “ ´
dz ^ dz̄

p1 ` |z|2q2
(31)

となるので，c1は

c1 “
i

2π
F “ ´

i

2π

dz ^ dz̄

p1 ` |z|2q2
. (32)

よって，Euler数は

χpL´1q “

ż

C
´
1

π

dx ^ dy

p1 ` |z|2q2
“ ´1. (33)

l

【定理 1.22 (CP nのChern類)】 　 CP nの複素接空間の全Chern類は

cpCP nq “ p1 ` ωqn

ここで，ωはH2pCP n,Zqの生成元で，CP nの超平面のPoincaré双対． l

Proof. rXs “ rX0, X1, ¨ ¨ ¨ , XnsをCP nの同次座標とする．CP nの超平
面直線バンドルHのX上のファイバーの点は，直線CX(Ă Cn`1)上の線
形汎関数と対応するので，H‘pn`1qの断面を σ “ pσ0, ¨ ¨ ¨ , σnqとすると，
写像

H‘pn`1q “

n`1
hkkkkkkikkkkkkj

H ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ H Q pX, σq ÞÑ E pσq “

n`1
ÿ

i“0

σipXqB{BXi P T 1pCP nq

が定まる．この写像は全射で，核が σipXq9Xiとなるので，射影空間に
対するEuler系列と呼ばれる完全系列

0 ÝÝÝÑ C ÝÝÝÑ H‘pn`1q E
ÝÝÝÑ T 1pCP nq ÝÝÝÑ 0

が得られる．これより，cpCqcpT 1pCP nqq “ cpHqn`1 “ p1 ` ωqn`1より題
意の式が得られる． Q.E.D.
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1.4.3 Pontrjagin類

【定義 1.23 (Pontrjagin類)】 　 Eを多様体M 上の向き付けられた k

次元実ベクトルバンドル，Ωijをその計量に関する線形接続の曲率形式と
するとき，Eの Pontrjagin類は

P pEq “ det

ˆ

1 ´
Ω

2π

˙

“ 1 ` p1pEq ` ¨ ¨ ¨ ` prk{2spEq (34)

ただし，
pjpEq “ p´1qjc2jpE b Cq P H4jpM,Zq. (35)

また，k “ 2mのとき，
pmpEq “ epEq2. (36)

l

接続形式Ωを

Ω

2π
“

«˜

0 x1
´x1 0

¸

¨ ¨ ¨

˜

0 x2r
´x2r 0

¸ff

(37)

と標準化すると，

p1pEq “
ÿ

a

x2a, (38a)

p2pEq “
ÿ

ab

x2ax
2
b (38b)

【定義 1.24 (A-roof種数とHirzebruch L種数)】 　 接続ΩのA-roof

種数を

ÂpΩq “
ź

a

xa{2

sinhpxa{2q
“ 1 ´

p1
24

`
1

16

ˆ

7p21
360

´
p2
90

˙

¨ ¨ ¨ (39)

で定義する．また，Hirzebruch L-多項式を

LpΩq “
ź

a

xa{2

tanhpxa{2q
“ 1 `

p1
3

`
1

45

`

7p2 ´ p21
˘

¨ ¨ ¨ (40)

により定義する． l
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1.5 指数定理

1.5.1 一般Atiyah-Singer指数定理

2n次元のスピン多様体のスピノールバンドルをS , ゲージ群Gに関す
るベクトルバンドルをEとする．このとき，S のスピノール接続 pR,ωq

と Eのゲージ場 pF,Aqにより，バンドルS b Eの接続が定義され，対
応して，Dirac作用素

{D “ γµDµ : S b E Ñ S b E (41)

が定義される．このゼロモードの右巻き成分の数を n`，左巻き成分の数
を n´とするとき，

n` ´ n´ “

ż

M

”

chpF qÂpRq

ı

2n
. (42)
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1.6 曲率と位相

1.6.1 Books and Reviews

• Besse, A.L.: Einstein Manifolds (Springer, 1987).

1.6.2 非負Ricci曲率の多様体

【定理 1.25 (Myersの定理 [Myers SB (1935)])】 　 pM, gqが完備Riemann

多様体で，そのRicci曲率がRicpMq ě k2g (k ą 0)を満たすとする．この
とき，M はコンパクトでその直径は dpMq ď π{kを満たす．さらに，M
の基本群は有限群となる． l

【注 1.26】 　Myersの定理は，Bishopの定理より直ちに得られる． l

【定理 1.27 (Bochner)】 　 コンパクトRiemann多様体がRicci平坦な
ら，そのKillingベクトルおよび調和１形式は平行である． l

【定理 1.28 (Bochnerの定理 [Bochner 1946])】 　 pM, gqをコンパクト
Riemann多様体とする．もし，MのRicci曲率が非負ならdimH1pM,Rq “

b1 ď dimM で，その普遍被覆空間はRb1 ˆ N に同相である． l

【定理 1.29 (Gallot-Gromovの定理 [Gallot S, Gromov M])】 　 M

をコンパクトで連結な n次元Riemann多様体とする．このとき，nとM

の直径のみに依存した正の定数 ϵが存在して，RicpMq ě ´ϵpMq2{nなら
b1pMq ď nとなる． l

【定義 1.30 (群の増大関数)】 　 Gを有限生成群，H をその有限な生成
元の組とする．このとき，任意の正整数 sに対し，H の元およびその逆
元を高々s個用いて作られるGの異なる元の数を γH psqとおくとき，γH

をGのH に関する増大関数という． l

【定理 1.31 (Milnorの定理)】 　 pM, gqを非負Ricci曲率の完備Riemann

多様体とする．すると，Mの基本群の任意の有限生成部分群に対して，不
等式 γH psq ď ksnが成り立つ．ここで，nはM の次元，kは定数である．

l

【定義 1.32 (線と射線)】 　 完備なRiemann多様体において，共役点対
を持たない測地線（半測地線）γを線（射線）という． l
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【定理 1.33 (Cheeger-Gromollの定理 [Cheeger J, Gromoll D (1971)])】
　 連結完備なRiemann多様体 pM, gqが非負Ricci曲率をもてば，pM, gq

はEq ˆ pN, g1qと表される．ここで，pN, g1qは線をもたない非負Ricci曲
率の完備Riemann多様体である． l

【定理 1.34 (Cheeger-Gromoll の定理 [Cheeger J, Gromoll D(1971,

1972)])】 　 pM, gqがコンパクト連結なRiemann多様体で非負のRicci

曲率をもつとする．このとき，

a) π1pMqの有限正規部分群F が存在し，π1pMq{F はZqの有限群によ
り拡大となる．

b) pM, gqの普遍被覆Riemann多様体は，Ricci曲率が非負の単連結コ
ンパクトRiemann多様体 pM̄, ḡqと Euclid空間Eqの直積となる．

c) pM̄, ḡqの有限等長変換部分群による商 pM̂, ĝqで，pM, gqの有限被
覆 pM1, g1qが M̂ ˆT qに微分同相で，局所自明化が pM̂, ĝq ˆ pT q, g0q

に局所等長となるファイバーバンドル構造 p : pM1, g1q Ñ pT q, g0q

をもつものが存在する．ここで，pT q, g0qは平坦トーラスである．

l

1.6.3 山辺の問題

【問題 1.35 (山辺の問題)】 　 C を n次元多様体M 上のRiemann計量
の共形類とするとき，汎関数

g P C ÞÑ Ipgq “

ż

M

Rsrgsdµg{

ˆ
ż

M

dµg

˙
n´2
n

(43)

を最小にする計量はあるか？（存在すればRsrgs “ const）． l

【定義 1.36 (山辺不変量)】 　 上記 Ipgqの下限値

Y pg,Mq :“ inf
qPC rgs

ş

M
Rsrqsdµq

`ş

M
dµq

˘
n´2
n

“ inf
ϕPC8pMq

ş

M
dµq

`

4n´1
n´2

|Dϕ|2q ` Rsrqsϕ
2
˘

`ş

M
ϕ2n{pn´2qdµq

˘pn´2q{n

(44)

を山辺不変量という． l
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【定理 1.37 (J Lelong-Ferrand (1971), 小畠守生 (1971))】 　 n次元多様
体Mの共形変換群が非コンパクトなら，Mは標準的共形構造をもつ球面
Snに共形的に微分同相である．
[ă 岩波数学事典] l

【定理 1.38 (Augan T 1976)】 　

i) 任意のコンパクト Riemann 多様体 pM, gq に対して，Y pM, gq ď

Y pSn, canq.

ii) もし Y pM, gq ă Y pSn, canqならば，gの共形類の中にスカラ曲率は
一定値 Y pM, gqで体積１の計量が存在する．

iii) n ě 6で pM, gqが共形平坦でなければ，Y pM, gq ă Y pSn, canqが成
り立つ．（十分条件）

l

【定理 1.39 (山辺問題の解決 [R Schoen])】 　 C が球面の標準的共形構
造と一致する場合を除いて，Ipgqを最小にする計量が存在する．
[ă 岩波数学事典] l

【定理 1.40 (T Aubin (1998), AL Besse (1987))】 　

1. 3次元以上の多様体上には常に負の一定スカラ曲率をもつRiemann

計量が存在する．

2. M 上にRsrgs ě 0でRsrgs ı 0となる計量 gが存在すれば，スカラ
曲率が正の定数となる計量および至る所ゼロとなる計量が存在する．

[ă 岩波数学事典, Besse AL 1987B] l

【定理 1.41 (Kozan-Warner 1975)】 　 多様体M 上のC8関数がある点
で負の値を取るなら，常にそれをスカラ曲率とする計量が存在する．
[ă 岩波数学事典] l

【注 1.42 (正のスカラ曲率を持たない多様体)】 　 次の多様体は，スカ
ラ曲率が至るところ正となる計量を持たない：

i) K3面．[Lichnerowicz 1963]
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ii) トーラス [Gromov-Lawson 1980; Schoen-Yau 1979 ]

次の多様体は，スカラ曲率が非負となる計量を持たない:

i) トーラスの連結和. [Gromov-Lawson 1980; Schoen-Yau 1979]

l

1.6.4 スカラ曲率と位相

【定義 1.43 (山辺タイプ)】 　 n次元コンパクト閉多様体M に対して，

Y pMq “ sup
rgs

Y pM, gq (45)

を山辺定数という．この符号により，多様体は pP q(Y pMq ą 0), pZq(Y pMq “

0), pNq(Y pMq ă 0)に分類される． l

【定理 1.44 (J. Kazdan & F. Warner (1975), L. Bérnard Bergery (1981))】
　 次元 n ě 3のコンパクト Riemann多様体はつぎの３つのカテゴリー
（山辺タイプ）に分類される：

(P) M 上の任意のなめらかな関数をスカラ曲率としてもつ計量が存在
する．(Y pMq ą 0)

(Z) M上の関数は，恒等的にゼロまたはある領域で負定値のとき，かつ
そのときのみ，ある計量のスカラ曲率となり，しかもスカラ曲率が
ゼロとなる計量は必ずRicci平坦である．(Y pMq “ 0)

(N) M上の関数は，ある領域で負定値になるとき，かつその時のみ，あ
る計量のスカラ曲率となる．(Y pMq ă 0).

l

【命題 1.45 (Dirac作用素に対するWeitzenböck公式)】 　 D “ iΓµDµ

をRiemann多様体M上のスピノールバンドルに対するDirac作用素とす
る．このとき，D およびD2は自己共役な楕円型作用素で

D2 “ D˚D `
1

4
s

が成り立つ．ここで，sはスカラ曲率である． l
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【定理 1.46 (Lichnerowiczの定理 [Lichnerowicz A (1963)])】 　 pM, gq

をコンパクトなスピン多様体とする．

1. もしスカラ曲率が非負で恒等的にゼロでなければ，ゼロ以外に調和
スピノールは存在しない．また，スカラ曲率が恒等的にゼロなら，
すぺての調和スピノールは平行となる．

2. M P pP qなら Â “ 0.

l

【定理 1.47 (Hitchinの定理 [Hitchin N (1974)])】 　 Â : Ωspin
˚ Ñ

KO´˚pptqを一般化された Â種数とする．

1. もしMがコンパクトなスピン多様体で山辺タイプ (P)なら，ÂpMq “

0である．

2. 山辺タイプ (P)に属さない異種球面が存在する．

l

【例 1.48】 　

1. ４次元では ÂpMq “ 1
16
τpMqとなる．K3曲面はスピン多様体で

ÂpMq “ ´1となるので，スカラ曲率が正の計量を許さない．

2. CP 2はスピン多様体でないので，τpCP 2q “ 1であるがスカラ曲率
正の計量をもつ．

l

【定理 1.49 (Schoen-Yau 1979; Gromov-Lawson 1980)】 　 M P pP qな
ら，M に余次元 3以上の手術を施した多様体も (P)に属する． l

【定理 1.50 (Gromov-Lawsonの定理)】 　 [Gromov M, Lawson HB

(1980)]] M が次元 5以上のコンパクト多様体とする．

1. M がスピン構造を持たないなら，M P pP q．

2. M が単連結スピン多様体でタイプ (P)のスピン多様体とスピン同
境なら，M P pP q．また，Mが単連結スピン多様体で ÂpMq “ 0な
ら，適当な数の連結和M7 ¨ ¨ ¨ 7M は (P)に属する．
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l

【定理 1.51 ( S Stolz 1992)】 　 M を 5次元以上の単連結スピン多様体
とする．このとき，M P pP qとなる必要十分条件は一般化された Â種数
(αpMq)がゼロとなることである． l

【定理 1.52 (Schoen-Yau, Gromov-Lawson)】 　

1. T n P pZq.

2. M が断面曲率K ď 0となる計量を許容するなら，M R pP q．

3. M がK ă 0となる計量を許容するなら，M P pNq.

l

1.6.5 測地球の体積と面積

【定義 1.53】 　n次元Riemann多様体 pM, gqの点 pを中心として測地的
半径 tの球体をBpp, tq，その体積を V pp, tq “ VolpBpp, tqqと表す．また，
点 pを中心とする指数写像 expp : TppMq Ñ Mによる標準体積要素の引き
戻しを exp˚

ppµgq “ θpx, tqdΩn´1pxqdtとおく．ここで，x P UppMq:TppMq

である．このとき，

V pp, tq “ Ωnt
n

ˆ

1 ´
1

6pn ` 2q
Rppqt2 ` opt2q

˙

(46)

および

θpx, tq “ tn
ˆ

1 ´
1

6
Riccipx, xqt2 ` opt2q

˙

(47)

が成り立つ． l

【定理 1.54 (Bishopの定理 [Bishop R (1963)])】 　 n次元Riemann多
様体 pM, gqのRicci曲率がある定数 kに対してRiccipgq ě pn´ 1qkgを満
たしているとする．このとき，勝手な点 pを中心とする測地球の単位立体
角あたりの面積を θpx, tq，断面曲率 kの定曲率空間の対応する量を θkptq

とすると，θpx, tq{θkptqは θpx, tq ą 0となる tの範囲で tの非増加関数で
ある．特に，θpx, tq ď θkptqが成り立つ． l
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【定理 1.55 (Gromovの定理)】 　 n次元Riemann多様体 pM, gqのRicci

曲率がある定数 kに対してRiccipgq ě pn ´ 1qkgを満たしているとする．
このとき，勝手な点pを中心とする測地球の体積をV pp, tq，断面曲率 kの
定曲率空間の対応する量を Vkptqとすると，V pp, tq{Vkptqは t ă diampgq

で tの非増加関数である． l

【定理 1.56 (Cheeger-Golding 1997)】 　 nのみで決まる定数 δpnq ą 0

が存在し，非負Ricci曲率をもつ n次元完備Riemann多様体M 上で

V px0, rq ě p1 ´ δpnqqV0prq, Dx9 P M, @r ą 0 (48)

が成り立てばM はRnに微分同相である．
[J Cheeger, T Golding: J. Diff. Geom. 46, 406 (1997), “On the structure

of space with Ricci curvature bounded below”]. l

1.6.6 単体的体積

【定義 1.57 (単体的体積)】 　 M を n次元の向き付けられたコンパクト
多様体，rM sをその基本ホモロジー類とする．このとき

}M} :“ inf
c“

ř

λiσiPrMs

ÿ

i

|λi|

l

【命題 1.58】 　コンパクト多様体の単体的体積はつぎの性質をもつ．

1. M が単連結なら，}M} “ 0.

2. M からN への次数 dの写像が存在すれば，}M} ě |d|}N}.

3. dimM “ dimN ě 3なら，

}M7N} “ }M} ` }N},

}M ˆ N} ě C}M}}N}.

ここで，Cは次元のみで決まる定数．

l

【定理 1.59 (Gromovの主不等式)】 　 pM, gqが条件Rij ě ´pn´ 1qgij
を満たすコンパクト n次元多様体なら，VolpM, gq ě C 1}M}が成り立つ．
ここで，C 1は次元 nのみの関数である． l
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1.6.7 Sobolev不等式

【定理 1.60 (Gagliardo-Nirenberg不等式)】 　 n, p, q, r, αを

n ě 1, 1 ď p, q, r ď 8, 0 ď α ď 1, (49a)

1

p
“ α

ˆ

1

q
´

1

n

˙

`
1 ´ α

r
(49b)

を満たす定数とする（ただし，n ě 2の場合は，p ‰ 8ないし q ‰ n)．
このとき，f P C1

0pRnqに対するノルム } ˚ }pに関して次の不等式が成り
立つ；

}f}p ď Cpn, p, q, rq}f}1´α
r }∇f}αq . (50)

ここで，Cpn, p, q, rqは定数．この不等式で，特にα “ 1の場合をSobolev

の不等式と呼ぶ．また，p “ q “ 2, r “ 1, α “ 1 ´ 2
n`2
のとき，Nashの

不等式という． l

【定理 1.61 (Ledoux 1999)】 　非負Ricci曲率をもつn次元完備Riemann

多様体上で,

1 ď q ă n,
1

p
“

1

q
´

1

n
(51)

を満たす pp, qqに対して

}f}p ď C0}∇f}q, @f P C8
0 pMq (52)

が成り立てば，M はRnと等長である．ここで，C0はM “ Rnの場合の
最適値．
[M Ledoux: Comm. Anal. Geom. 7, 347 (1999), “On manifolds with

non-negative Ricci curvature and Sobolev inequalities”] l

【定理 1.62 (Xia CY 2001)】 　非負Ricci曲率をもつn次元完備Riemann

多様体上で,

1 ď q ă n,
1

p
“

1

q
´

1

n
(53)

を満たす適当な pp, qqに対して

}f}p ď C1}∇f}q, @f P C8
0 pMq (54)

が成り立てば，M はRnと微分同相である．ここで，C0をM “ Rnの場
合の最適値として，C1 ą C0．
[CY Xia: Illinois J. Math. 45, 1253 (2001), “Complete manifolds with

negative Ricci curvature and almost best Sobolev constant”] l
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【定理 1.63 (Ruan-Chen 2005)】 　 M を非負 Ricci曲率をもつ n次元
完備 Riemann多様体とする．M 上で適当な定数 C ą 0と 1 ď p, q, r ď

8, 0 ď α ď 1に対して

}f}p ď C}f}1´α
r }∇f}αq , @f P C8

0 pMq,
1

p
“ α

ˆ

1

q
´

1

n

˙

`
1 ´ α

r
(55)

が成り立てば，M はRnに微分同相である．
[Q Ruan, Z Chen: aXiv:math/0501009/math.DG, “General Sobolev in-

equality on Riemannian manifolds”] l

【定義 1.64 (Sobolevノルムと Sobolev空間)】 　

1. f P C8pMq, 1 ď p ă 8および整数 k ě 0に対して，Sobolevノル
ムを

}f}p,k “

»

–

ż

M

dµg

ÿ

0ď|j|ďk

|Djf |p

fi

fl

1{p

, (56)

により定義する．

2. さらに，このノルムによるC8pMqの完備化をSobolev空間Lp
kpMq

という．

3. Lp
kpMqは，M 上の可測関数の同値類のうち，k階までの微係数が

LppMqに属するものの全体と一致する．

（注）Lp
kの代わりに，しばしばHp,k, W

p
k という記号が使われる．

l

【定理 1.65 (コンパクト閉Riemann多様体上の Sobolev不等式と埋め込
み定理)】 　 M を n次元C8コンパクト閉Riemann多様体とし，

δpp, kq “ k ´
n

p
(57)

とおく．このとき，0 ď l ď kを満たす整数 k, lおよび f P Lp
kpMqに対

して，

(a) p, qが

0 ă
1

p
´
k ´ l

n
ď

1

q
(58)
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を満たすとき，f に依存しない正定数 cが存在して

}f}q,l ď c}f}p,k. (59)

したがって，埋め込み Lp
k ãÑ Lq

l は連続である．さらに，l ă kで
1{p´ pk ´ lq{n ă 1{qのとき，この埋め込みはコンパクト作用素と
なる．

(b) pk´lq´1 ă n{p ă k´lのとき，α “ δpp, kq´lとおくと (0 ă α ă 1)，
f に依存しない正定数 cが存在して，

}f}Cδpp,kq “ }f}l`α ď c}f}p,k. (60)

これより，埋め込み Lp
kpMq ãÑ Cδpp,kqpMqは連続であり，さらに

0 ă γ ă δpp, kqに対して，埋め込め Lp
kpMq ãÑ CγpMqはコンパク

トである．

l

【系 1.66】 　

i) f P Lp
kpMqで p ą n ñ f P Ck´1pMq.

ii) f P Lp
kpMqで pk ą n ñ f P C0pMq.

iii) f P L2
1pMq ñ f P L2n{pn´2qpMq (n ě 3)であり，次に不等式を満

たす定数A,B ą 0が存在:

}f}L2n{pn´2q ď A}Df}L2 ` B}f}L2 . (61)

l

1.6.8 ２次元曲面

【定理 1.67 (Thurston 1980)】 　 任意の２次元面は完備な定曲率計量
を許す．曲率の符号は（開曲面の場合も含めて）Euler数で決まる．

1. χ ą 0: S2,RP 2

2. χ “ 0: R2, T 2, S1 ˆ R, Klein bottle, Möbius strip.

3. χ ă 0: 他のすべての場合

l
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1.6.9 ３次元多様体

【定理 1.68 (Schoen and Yau)】 　 非コンパクト３次元多様体がRicci

曲率正の完備Riemann計量を持てばR3と同相である． l

【定理 1.69 (Milnor)】 　 Nilを三角行列
¨

˚

˝

1 a b

0 1 c

0 0 1

˛

‹

‚

の作る３次元Lie群，Kを a, b, c P Zとなるその部分群とする．このとき，
Nil{KはS1上の T 2バンドルとなり，π1pNil{Kqの増大関数は４次の多項
式となる．したがって，Milnorの定理より，Nil{KはRicci曲率が非負と
なるRiemann計量を許さない． l

1.6.10 ４次元多様体

【定理 1.70 (Euler数)】 　 ４次元多様体M のEuler数はそのRiemann

計量に関する曲率テンソルをもちいて

χpMq “
1

32π2

ż

M

dµg

„

CijklC
ijkl ´ 3R̂ijR̂

ij `
1

6
R2

ȷ

と表される．ここで，

R̂ij “ Rij ´
1

4
Rgij.

l

【定理 1.71 (符号数)】 　４次元多様体Mの符号数 (signature)は，Weyl

テンソルのカイラル分解W “ W` ` W´を用いて

τpMq “
1

48π2

ż

M

dµg

`

}W`}2 ´ }W´}2
˘

で与えられる．ここで，

}W }2 :“ WijklW
ijkl

である． l
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【定理 1.72 (J. Thorpe)】 　 M を４次元の向き付けられたコンパクト
Einstein多様体とする．このとき，そのEuler数 χpMqと符号数 τpMqは
次の不等式を満たす：

χpMq ě
3

2
|τpMq|.

l

【定理 1.73】 　４次元コンパクト閉 Riemann多様体は Ricci平坦であ
るが平坦でなければ，b1pMq “ b3pMq “ 0. l

【定理 1.74 (N. Hitchen)】 　 M を向き付けられた４次元コンパクト
Einstein多様体とする．もし，その Euler数と符号数の間に

|τpMq| “
2

3
χpMq

の関係が成り立てば，MはRicci平坦であり，平坦，K3曲面，Enriques曲
面（K3{Z2)，Enriques曲面の自由な反正則包合変換による商空間 (K3{Z2ˆ

Z2)のいずれかである． l

【定理 1.75 (K3曲面)】 　 M をK3曲面とホモトピー同値な４次元多
様体とする．このとき，M 上の計量 gに対する次の３つの条件は同値で
ある：

i) gのスカラ曲率が非負．

ii) gはRicci平坦．

iii) pM, gqは hyperkähler.

l

【定理 1.76 (M. Gromov (1982))】 　 M を４次元コンパクト多様体と
する．M が Einstein計量を持つなら，

}M} ď 2592π2χpMq

が成り立つ． l
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1.7 等質空間

1.7.1 Books and Reviews

• Kobayashi S, Nomizu K: Foundation of Differential Geometry II

(Interscience Pub., 1969).

• Besse, A.L.: Einstein Manifolds (Springer, 1987).

1.7.2 一般的性質

【定理 1.77 (完備性)】 　 等質Riemann空間は完備である．
[Kobayashi-Nomizu] l

【定義 1.78 (Reductivity)】 　 GとKの Lie代数を g, kとするとき，g

の部分空間mで，

i) g “ k ` m, k X m “ 0.

ii) adpKqm Ă m

となるものが存在するとき，等質空間G{Kは reductiveであるという．
l

【命題 1.79】 　Kが次のいずれかのとき，G{Kは reductiveである．

1. Kがコンパクト．

2. Kが連結で，任意の k P Kに対し adpkqが gで完全可約．

3. KがGの離散部分群．

[Kobayashi-Nomizu] l

【例 1.80 (non-reductive homogeneous space)】 　 GLpn,RqのRn
˚ “ Rn´

t0uに対する作用の等方群をH – Euclidpn´ 1qとする：Rn
˚ “ GLpnq{H.

この等質空間は reductiveでない．[Kobayashi-Nomizu] l

【命題 1.81】 　Reductiveな等質空間G{Kにおいて，g “ k`mとする
と，mはG{Kの点 rKsにおける接空間 TrKspG{Kqと自然に同一視でき，
Kのその空間への線形等方表現はAdpKqのmへの作用と対応する． l

39 目次へ



目次へ

【定理 1.82】 　上記のLie代数の分解g “ k‘mのもとで，GのM “ G{K

への作用に対して不変なRiemann計量とm上のAdGpKq不変な内積は１
対１に対応する．[Kobayashi-Nomizu] l

【公式 1.83 (曲率公式)】 　 等質空間M “ G{Kに対して，Gの左不変
ベクトル場（Lie代数の元）Xを expptXqのM への左作用から決まる無
限小変換Xを同一視する．このとき，

rX,Y sg “ ´rX,Y s

が成り立つ．また，X,Y, ZをRiemann多様体 pM, gqのKillingベクトル
とするとき，

2gpDXY, Zq “ gprX,Y s, Zq ` gprX,Zs, Y q ` gpX, rY, Zsq

が成り立つ．これより，gを g “ k ‘ m（mは AdGpKq不変）と分解し，
G不変計量 gに対して，mの内積を pX,Y q “ grKspX,Y qにより定義する
と，次の公式が成り立つ．

i) (接続係数) X,Y P mに対して，

pDXY qrKs “ ´
1

2
rX,Y sm ` UpX,Y q.

ここで，U : m ˆ m Ñ mは，X,Y, Z P mに対して

2pUpX,Y q, Zq “ prZ,Xsm, Y q ` pX, rZ, Y smq

が成り立つことで定義される．ただし，rX,Y sm は rX,Y sの分解
g “ k ‘ mにおけるm成分．

ii) (Riemann曲率）X,Y P mに対して，

grKspRpX,Y qX,Y q “
3

4
|rX,Y sm|2 `

1

2
prX, rX,Y sgsm, Y q

`
1

2
prY, rY,Xsgsm, Xq ´ |UpX,Y q|2 ` pUpX,Xq, UpY, Y qq.

iii) （Ricci曲率）Xiをmの正規直交基底とするとき，

RicpX,Xq “ ´
1

2

ÿ

i

|rX,Xism|2 ´
1

2

ÿ

i

prX, rX,Xismsm, Xiq

´
ÿ

i

prX, rX,Xisksm, Xiq `
1

4

ÿ

i,j

prXi, Xjsm, Xq2 ´ prZ,Xsm, Xq.
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ここで，Z “
ř

i UpXi, Xiq．BpX,Y qを gのKilling形式とすると，
この公式は次のように書き換えられる：

RicpX,Xq “ ´
1

2

ÿ

i

|rX,Xism|2 ´
1

2
BpX,Xq

`
1

4

ÿ

i,j

prXi, Xjsm, Xq2 ´ prZ,Xsm, Xq.

iv) (スカラ曲率）

s “ ´
1

4

ÿ

i,j

|rXi, Xjsm|2 ´
1

2

ÿ

i

BpXi, Xiq ´ |Z|2.

l

1.7.3 例

【例 1.84 (球面に推移的に作用する変換群 [Montgomery D & Samelson H

(1943), Borel A (1966, 1967)])】 　 n次元球面に等長変換群として有効
かつ推移的に作用する変換群の連結部分群はすべて SOpn ` 1qの部分群
であり，表 1 で尽くされる． l

G SOpnq Upnq SUpnq SppnqSpp1q SppnqUp1q Sppnq

G{K Sn´1 S2n´1 S4n´1

K SOpn ´ 1q Upn ´ 1q SUpn ´ 1q Sppn ´ 1qSpp1q Sppn ´ 1qUp1q Sppn ´ 1q

moduli 0 1 1 1 2 6

G G2 Spinp7q Spinp9q

G{K S6 S7 S15

K SUp3q G2 Spinp7q

moduli 0 0 1

表 1: 球面に推移的に作用する等長変換群
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【例 1.85 (射影空間に推移的に作用する変換群 [Onisčk AL (1963)])】 　
射影空間の有効かつ推移的な等長変換群による等質空間表示は次のもの
に限られる．

RP n “ SOpn ` 1q{Opnq,

CP n “ SUpn ` 1q{SpUp1qUpnqq,

CP 2n´1 “ Sppnq{Sppn ´ 1qUp1q,

HP n “ Sppn ` 1q{SppnqSpp1q,

CaP 2 “ F4{Spinp9q.

l

【例 1.86 (トーラスに推移的に作用する変換群 [Montgomery D & Samelson

H (1943)])】 　 トーラス T nに有効かつ推移的に作用するコンパクト群
は T nに限られる． l
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1.8 対称空間

1.8.1 教科書とレビュー

• Fomenko AT: Differential Geometry and Topology (Plenum Pub.,

1987)(三村護訳, 微分幾何学とトポロジー（共立出版，1996,1998))

• Besse AL: Einstein Manifolds (Springer-Verlag, 1987).

• Helgason S:Differential Geometry, Lie Groups and Symmetric Spaces

(Academic Press, 1978)

• Kobayashi S, Nomizu K: Foundations of Differential Geometry, vol.

2 (Interscience, 1969)

1.8.2 対称Riemann空間

1.8.2.1 定義と一般的性質

【定義 1.87 (対称Riemann空間)】 　 連結なRiemann多様体 pM, gqは，
任意の点 p P M において対合的等長変換 spで pを孤立不動点とするもの
が存在するとき，対称Riemann空間という． l

【命題 1.88】 　 pM, gqを対称 Riemann空間，spをその対合的等長変
換とするとき，spは pを通る測地線を反転する．すなわち，spの TppMq

における線形等方表現 s˚
p は s˚

p “ ´idとなる．逆に，任意の点 pに対し
て pを通る測地線を反転する等長変換 spが存在するなら，pM, gqは対称
Riemann空間である． l

【命題 1.89 (等質性)】 　 対称Riemann空間は等質である． l

【定理 1.90 (Lie群による特徴付け [Cartan E])】 　

(i) M “ G{K を対称空間，sを rKs P M での対合的等長変換，σを
σpfq “ s˝f ˝s´1で定義されるGの対合的自己同型，Gσ “ tf P G;σpfq “ fu，
Gσ

0をGσの単位元を含む連結成分とする．このとき，Gσ Ą K Ă Gσ
0

が成り立つ．

(ii) 逆に，Gを Lie群，Kをコンパクト部分群，σをGの対合的自己同
型とする．もし，Gσ Ą K Ą Gσ

0 が成り立てば，G{K上の任意のG

不変Riemann計量は対称となる．
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l

【命題 1.91 (Lie代数による特徴付け)】 　 σをLie代数 gの対合的自己
同型，kおよび pをその固有値 1および´1の固有空間とするとき，次の
関係が成り立つ：

rk, ks Ă k, rk, ps Ă p, rp, ps Ă k.

l

【命題 1.92 (曲率)】 　 X,Y, Z P pのとき，Riemann対称空間G{Kの
曲率は次式で与えられる：

RrKspX,Y qZ “ ´rrX,Y s, Zs,

RicrKspX,Y q “ ´trppadXadY q|pq “ ´
1

2
BpX,Y q.

l

【定理 1.93 (Einstein空間となるための条件)】 　 対称空間 pG,K, σq

がEinstein空間となるための必要十分条件は，Killing形式Bが p上で恒
等的にゼロないし定符号となることである． l

【定理 1.94 (対称 Riemann空間となる Lie群)】 　 Lie群 Gが両側不
変なRiemann計量 gをもつとき，pG, gqは対称Riemann空間となる．特
に，Gがコンパクトなら対称Riemann空間の構造をもつ．さらに，Gの
１助変数部分群は単位元 eを通る測地線を与える．[From: Fomenko AT

(1987)[Fom87]] l

【命題 1.95 (対称Riemann空間となる Lie群の接続と曲率)】 　 Lie群
Gが両側不変な計量 gを持つとし，X,Y, Z,W をGの左不変ベクトル場
とする．このとき次の関係式が成り立つ．

1) ∇XY “ 1
2
rX,Y s.

2) gprX,Y s, Zq ` gpY, rX,Zsq “ 0.

3) RpX,Y qZ “ ´1
4
rrX,Y s, Zs.

4) RpX,Y, Z,W q “ 1
4
gprX,Y s, rZ,W sq.
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特に，断面曲率は常に非負である．[From: Fomenko AT (1987)[Fom87]]

l

【命題 1.96 (コンパクトLie群の等質空間として表される対称空間)】 　
Gを単連結かつ連結なコンパクト Lie群，σをGの対合的自己同型とす
る．このとき，σの不動点集合H は Gの閉部分群で，G{H は単連結と
なる．さらに，Gの両側不変計量はG{H に Riemann計量を誘導し，そ
の計量に関してG{Hは対称Riemann空間となる．[From: Fomenko AT

(1987)[Fom87]] l

1.8.2.2 分類

【定義 1.97 (既約対称空間)】 　 対称空間 pG,K, σqは，Kの p上への
随伴表現AdGpKqが既約であるとき，既約であるという． l

【定理 1.98 (既約分解定理)】 　 任意の単連結対称 Riemann空間は，
Euclid空間と有限個の既約対称Riemann空間の直積となる． l

【定理 1.99 (分類定理)】 　 単連結既約対称空間G{Kは次の４つに分
類される．

i) (コンパクト型)

I型: Gが単連結コンパクト実単純 Lie群の場合．

II型: 単連結コンパクト実単純Lie群Hとその中心Zを用いて，G “

pHˆHq{Z，K “ H{Zと表される場合．ただし，H,ZはHˆH

の対角部分と同一視する．

ii) (非コンパクト型) 非コンパクトな既約対称空間は, 中心が自明な非
コンパクト単純実 Lie群Gとその極大コンパクト部分群K を用い
てG{Kと表される．これらは，Gのタイプに応じて次の２つに分
類される．

III型: Gの複素化GCが複素単純 Lie群となる場合．

IV型: G自体が複素 Lie群の構造を持つ場合．

l
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1.9 Einstein空間

1.9.1 Books and Reviews

• Besse, A.L.: Einstein Manifolds (Springer, 1987).

1.9.2 存在

1. 5次元以上のコンパクト多様体に対して，Einstein計量が存在するた
めの条件もまた存在しない例も知られていない．[Besse AL (1987)]

2. 4次元コンパクト多様体に対しては，Einstein計量が存在するため
に条件

χpMq ě
1

2
|p1pMq| “

3

2
|τpMq| (62)

が満たされることが必要であることが知られている．ただし，この
条件が十分条件であるかどうかは不明．[Besse AL (1987)]

1.9.3 一意性

1. 次元 n ě 4では，一意的なEinstein構造をもつ例は知られていない
[Besse AL (1987)].

2. Sn上では，標準計量の近傍に Einstein計量は存在せず，ピンチン
グ因子 3n{p7n ´ 4q以内（n “ 4では 1{4以内）では Einstein計量
は一意的である．

3. コンパクト複素等質空間は一意的なKähler-Einstein計量をもつが
[Matsushima Y ]，非KählerのEinstein計量や異なる複素構造に対
応するKähler-Einstein計量を持つ可能性がある．

4. S4n`3上には任意の nに対して，非標準的な一様Einstein計量が存
在する [Jensen G]．

5. T 4上の Einstein計量はすべて平坦，すなわち定曲率で，モジュラ
イ空間の次元は 6．

6. K3面上のすべてのEinstein計量は適当な複素構造に関してKähler

であり，モジュライ空間の次元は 57．
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1.9.4 モジュライ空間 E pMq

1. コンパクト多様体上では，Einstein計量のモジュライ空間 E pMq の
次元は局所有限である [Besse A (1987)]．

2. E pMqは計量構造空間M {D 内のなめらかな多様体の解析的Haus-

dorff部分集合である．[Koiso N]

1.9.4.1 一般論

Banach多様体XからBanach空間Bへのなめらかな写像をF とする：

F : X Ñ B

このとき，TxX は Banach空間となり，dFx : TxX Ñ B は有界写像と
なる．
【定義 1.100 (形式的積分可能性)】 　 Xはその接空間の開集合と同一
視できるとする．この仮定のもとで，x P Xの近傍での形式的ベキ級数

xptq “ x ` tv1 `

8
ÿ

k“2

tk

k!
vk

に対して，

F pxptqq “ F pxq ` tF 1
x pv1q `

8
ÿ

k“2

tk

k!
F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkq

により，F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkq (k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ )を定義する．このとき，v1 P Ker F 1

x

に対して，適当な形式的ベキ級数 xptqが存在して，F pxptqq “ 0となると
き，v1は形式的に積分可能であるという． l

【命題 1.101】 　

1. F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkqは次の構造をもつ．

F k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vkq “ F 1

x pvkq ` P k
x pv1, ¨ ¨ ¨ , vk´1q.

ここで，P k
x は多項式である．
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2. x P X の近傍 U で，Im F 1
y Ă Ker Cy(y P U)となる TyX からBへ

の線形作用素 Cy が存在し，Cy は yになめらかに依存するとする．
このとき，

F j
xpv1, ¨ ¨ ¨ , vjq “ 0 p0 ď j ď kq

を満たす v1, ¨ ¨ ¨ , vkに対して，

CxpP k`1pv1, ¨ ¨ ¨ , vkqq “ 0

が成り立つ．したがって，Im F 1
x “ Ker Cxが成り立てば，

F k`1pv1, ¨ ¨ ¨ , vk`1q “ 0

を満たす vk`1が存在する．

l

【定義 1.102 (障害空間)】 　 前命題において，Ker F 1
x {Im Cxを，積分

可能条件Cに従う方程式 F pxq “ 0の障害空間という． l

1.9.4.2 Einstein構造の変形

【定義 1.103】 　コンパクトRiemann多様体M に対して，

M :“ tM 上のなめらかなRiemann計量の全体u ,

M1 “
␣

g P M
ˇ

ˇ

ş

µg “ 1
(

,

S2M :“ tM 上の２階対称共変テンソルのバンドルu

とおく．このとき，M の接空間 TgM はHilbert空間L2pS2M, gq，M1の
接空間 TgM1は

ş

M
µgTrgh “ 1となる h P TgM の全体と一致する． l

【定義 1.104】 　作用素 δg : S2M Ñ A1M およびその共役作用素 δ˚
g :

A1M Ñ S2M を

pδhqµ “ ∇νhνµ,

pδ˚vqµν “ ´
1

2
p∇µvν ` ∇νvµq

により定義する．． l
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【命題 1.105】 　

1. Im δ˚
g は TgpM1q の閉部分空間となり，次の直和分解が成り立つ

[Besse AL 1987]：

TgM1 “ Im pδ˚
g q ‘ rTgM1 X Ker δgs.

（注：Im δ˚
g は，gにおけるDiffpMq軌道の接空間である．）

2. TgM1 XKer δgは，つぎの性質をもつM1の実解析的部分多様体Sg

（スライス）の gにおける接空間となる（Slice Theorem [Ebin DG

1968]）：

– Sgは IsompM, gqの作用に対して不変で，ϕ P DiffpMqに対し
て ϕ˚Sg X Sg ­“ Hなら，ϕ P IsompM, gq．

– 局所断面 χ : DiffpMq{IsompM, gq Ñ DiffpMqが剰余類 Igの近
傍で存在し，それから誘導される局所写像DiffpMq{IsompM, gqˆ

Sg Ñ M1がgの近傍で局所微分同相となる．特に，写像 IsompM, gqzSg Ñ

DiffpMqzM1はgの近傍のRiemann構造への同相写像を与える．

l

【定義 1.106 (Einstein構造の前モジュライ空間)】 　 gをM上のEinstein

計量とする．M1の gにおけるスライスSgに含まれるEinstein計量の全
体を，gの近傍における Einstein構造の前モジュライ空間という． l

【注 1.107】 　スカラ曲率 Spgqがゼロないし負なら，Isom0pM, gqの前
モジュライ空間への作用は自明である [Besse AL 1987]．したがって，モ
ジュライ空間は gの近傍で orbifoldとなる． l

【定義 1.108 (Einstein作用素)】 　 Einstein作用素E : M1 Ñ S 2M を

Epgq “ Ricg ´
1

n
g

ż

M

µgSg

により定義する．ここで，nは多様体の次元，Sgはスカラ曲率である．こ
のとき，Eの線形化E 1

g “ E1
g : TgM1 Ñ S 2M は次のように表される：

2E 1
gphq “ D˚

gDgh ´ 2δ˚
g δgh ´ DgdpTrhq ´ 2R

˝

gh.
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ここで，Dgは gに関する共変微分作用素，D˚
g はその形式的共役作用素，

R
˝
は代数的線形作用素

pR
˝
hqµν “ ´Rµανβh

αβ

である． l

【定義 1.109 (無限小Einstein変形)】 　 Einstein計量 gに対して，次の
条件を満たす h P TgM1を無限小Einstein変形といい，その全体を ϵpgq

で表す：

E 1
gphq “ 0, δgh “ 0,

ż

M

µgTrgh “ 0.

l

【定理 1.110】 　 h P S 2M が無限小 Einstein変形であるための必要十
分条件は，

pD˚
gDg ´ 2R

˝

gqh “ 0, δgh “ 0, Trgh “ 0

で与えられる．特に，ϵpgqは有限次元である． l

【定理 1.111 (Koiso N 1980)】 　 gをM 上の Einstein計量とする．こ
のとき，スライスSgは gを含み次の性質をもつ有限次元実解析的部分多
様体Zを含む：

i) Zの gにおける接空間は ϵpgqと一致する．

ii) Zは gの近傍での前モジュライ空間を実解析的部分集合として含む．

さらに，h P ϵpgqを接ベクトルとする前モジュライ空間内のなめらかな曲
線が存在するための必要十分条件は，hが形式的積分可能であることであ
る． l

【注 1.112】 　Einstein作用素は縮約Bianchi恒等式 βgを積分可能条件
としてもつ．この条件に関する障害空間は，．

Ker βg “ Im E 1
g ‘ ϵpgq.

より，ϵpgqと同型となる．したがって，決してゼロとならない．このた
め，前モジュライ空間は Zの真部分集合となることがある．例えば，対
称空間CP 1 ˆ CP 2kの対称計量 g0に対して，dim ϵpg0q “ 4p4k2 ´ 1qとな
るが，rg0sは前モジュライ空間の孤立点となる． l
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1.9.4.3 Einstein空間の体積

【定理 1.113 (体積値分布の離散性)】 　与えられた多様体M上のEinstein

構造のモジュライ空間は，局所弧状連結で，各連結成分の上で（体積=1

と規格化した）スカラ曲率は一定である．また，可能なスカラ曲率の値
は高々可算個である． l

【注 1.114 (モジュライ空間の連結性)】 　

1. S4n`3(n ě 2)上のEinstein構造のモジュライ空間は，少なくとも２
つの連結成分をもつ．また，S15に対しては，連結成分の数は３以
上である．

2. 曲率がゼロでない３次元定曲率空間のEinstein構造は一意的である．
３次元および４次元局所平坦コンパクト空間のモジュライ空間は連
結である．K3面と微分同相な４次元コンパクト多様体の Einstein

構造のモジュライ空間は連結である．

3. 2m-次元Kähler-Einstein多様体 pM,J, gqの体積は，規格化条件Ric “

˘p2m ´ 1qgのもとで，

Volpgq “

ˆ

2π

2m ´ 1
c1pJq

˙m

で与えられる．特に，M がCPm`1ないの次数 d ą m` 1の超曲面
と双正則であるとき，体積は

Volpgq “ d

ˆ

2
d ´ m ´ 2

2m ´ 1

˙m

VolpCPmq.

4. 偶数次元定曲率空間の体積はEuler特性数に比例し，（曲率で規格化
された）その値の全体は離散的な閉集合となる．

5. 奇数次元定曲率空間の（曲率で規格化された）体積は，正曲率なら，
任意の小さい値を取りうる．一方，負曲率の場合は，４次元以上で
は体積値の全体は離散的な閉集合となる．ただし，３次元の場合は，
有限な下限 p» 0.98qに収束する集合となる．

6. 正曲率 Einstein空間の体積は，Bishopの不等式より標準球面の体
積以下となる．

l
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1.9.4.4 Einstein構造の剛性

【定義 1.115 (剛性)】 　 モジュライ空間の孤立点に対応する Einstein

構造は剛性をもつという． l

【定理 1.116 (Koiso N 1979)】 　 M 上の Einstein計量 gに対して，

a0 :“ sup
!

xR
˝
h, hy{}h}22, h P C8pS2

0Mq

)

とおくとき，条件

a0 ă max

"

´
Spgq

n
,
Spgq

2n

*

が満たされるなら，計量 gは無限小 Einstein変形を持たない． l

【定理 1.117 (Bourguignon JP)】 　 n次元 Einstein計量 gの断面曲率
の最大値をKmax，最小値をKminとするとき，条件

Kmin ą
n ´ 2

3n
Kmax

が満たされれば，gに対応する Einstein構造は剛性をもつ． l

【定理 1.118】 　負の断面曲率をもつEinstein構造は３次元以上では剛
性をもつ． l

【定理 1.119】 　正曲率の定曲率空間に対応するEinstein構造は剛性を
もつ． l

【定理 1.120 (Koiso N 1979)】 　

1. 非コンパクトな局所対称Einstein空間は，局所的に２次元因子を持
たないなら，剛性をもつ．

2. コンパクト既約対称Einstein空間は，次のものを除いて剛性をもつ：

– SUpp ` qq{SpUppq ˆ Upqqq pp ě q ě 2q

– SUpmq{SOpmq

– SUp2mq{Sppmq

– SUpmq pm ě 3q

– E6{F4.

l
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1.9.4.5 モジュライ空間の次元

【定理 1.121 (Gallot S 1983)】 　直径 dのn次元Einstein多様体 pM, gq

が条件 d2Kmin ě kを満たせば，その無限小Einstein変形の次元dimpϵpgqq

は ηpn, kq以下となる．ここで，

ηpn, kq “ Nf

ˆ

2pn ´ 1qπ2 ´ 2nk

Γpkq2

˙

; N “
npn ` 1q

2
´ 1,

fpxq “

8
ź

j“0

„

1 `
αpnqβjx1{2

p2βj ´ 1q1{2

ȷ2{βj

,

αpnq “
2npn´2q{2n

pn ´ 2q1{2

ˆ

VolpSn´1q

VolpSnq

˙1{n

` 21´1{n.

ただし，n ě 3に対して β “ n{pn ´ 2q, n “ 2に対して β “ 100．また，

Γpαq “

$

’

&

’

%

2´1{nHpαq α ě 0,

|α|1{2n

„

ş|α|1{2

0

´

coshptq
Hpαq

`
sinhptq

n|α|1{2

¯n´1

dt

ȷ´1{n

α ă 0,

Hpαq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

α1{2
´

şα1{2{2

0
cosptn´1qdt

¯´1

α ą 0,

2 α “ 0,

|α|1{2
´

ş|α|1{2{2

0
coshptn´1qdt

¯´1

α ă 0

.

l

【定理 1.122 (Gallot S 1981, 1983)】 　 各次元 nに対して正の数 α̃pnq

が存在して，条件

pn ´ 1qSpgq ´ n2Kmin ď α̃pnqd2

(dは直径）を満たすEinstein多様体 pM, gqの無限小Einstein変形の全体
ϵpgqの次元は平坦なトーラスに対する値N “ npn` 1q{2 ´ 1を超えない．

l

1.9.5 等質Eintein空間

【定理 1.123 (４次元等質Einstein空間 [Jensen GR (1969)])】 　 ４次
元等質 Einstein空間は対称空間となる． l
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【定義 1.124 (等方既約)】 　 等質空間G{K(Kはコンパクト）は，Kの
線形等方表現が既約であるとき，等方既約 (isotropy-irreducible)という．

l

【定理 1.125 ([Wolf JA (1968)])】 　 等方既約な等質空間G{Kは，定数
倍を除いて一意的なG不変計量をもち，その計量はEinsteinとなる． l

【定理 1.126 ([Besse AL (1987)])】 　 コンパクトでない等方既約等質
空間は対称空間である． l

【定理 1.127 ([Wolf JA (1968)])】 　 Kがコンパクト単純 Lie群で中心
が自明なら，等質空間 SOpdimKq{AdpKqは等方既約である． l

【定理 1.128 (正スカラ曲率の等質Einstein空間)】 　 pM, gqがスカラ曲
率正の等質Einstein空間とすると，Mはコンパクトでその基本群は有限群
である．また，等長変換群Gはコンパクトで，極大半単純部分群G0と離散
有限群の半直積となる．G0はMに推移的に作用する．[¡ Besse.AL1987B]

l

【注 1.129】 　正スカラ曲率の等質 Einstein空間の分類は未完である．
[Besse.AL1987B] l

【定理 1.130 (負スカラ曲率の等質Einstein空間)】 　 負スカラ曲率の
等質 Einstein空間は非コンパクトである． l

【定理 1.131 (ユニモジュラー可解群 [Doti-Miatello I (1982)])】 　 Gを
ユニモジュラー可解群とする．このとき，G上の左不変 Einstein計量は
平坦である． l

【定理 1.132 (Ricci平坦な等質Einstein空間 [Alekseevskii DV &Kimelfeld

BN (1975)])】 　 Ricci平坦な等質 Einstein空間は平坦で，トーラスと
Euclid空間の積となる． l
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Ricci曲率 位相 細分 分類
正 コンパクト 強等方既約 既約対称空間 I型 完

II型 完
非対称空間 完

非強等方既約 標準 G:単純 完
その他 未

非標準 未
ゼロ Ep ˆ T q 未
負 非コンパクト 既約対称 ô 等方既約 完

非既約 未

表 2: 等質 Einstein空間の分類

1.9.6 コンパクト等質Kähler多様体

【定理 1.133 (Lie群の随伴表現に伴うコンパクトKähler多様体)】 　
Gをコンパクト連結 Lie群とし，Gの Lie代数 gへの随伴表現が忠実であ
るとする．このとき，gにおける各G軌道M に対し，

i) M 上には標準的なG不変複素構造 J および定数倍を除いて一意的
なG不変なKähler-Einstein計量が存在する．この Einstein計量は
正のスカラ曲率をもつ．

ii) M 上の任意のKähler-Einstein計量はその等長変換群に関して一様
で，適当なG不変Kähler-Einstein計量から複素構造の自己同型に
より得られる．

l

【定理 1.134 (分類)】 　

i) 各コンパクト等質Kähler多様体は，平坦な複素トーラスとコンパ
クト単連結等質Kähler多様体とのKähler積となる．

ii) すべてのコンパクト単連結等質Kähler多様体は，その等長変換群
の随伴表現の軌道（複素構造は上記の標準的なものを取る）と，等
質複素多様体として同型で，有理代数多様体となる．

l
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【定理 1.135 (Kähler-Einstein構造の一意性 [Matsushima Y (1972)])】
　 すべてのコンパクト単連結Kähler多様体は（定数倍を除いて）一意的
なKähler-Einstein構造をもつ． l
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1.9.7 例

【例 1.136 (等質空間型)】 　 等質空間M “ G{Hにおいて，等方群H

の不動点 p0における接空間 Tp0pMqへの作用が既約なら，M は（定数倍
を除いて）一意的な Einstein計量をもつ [Cartan E (1929)]．特に，すべ
ての既約Riemann対称空間は一意的なEinstein計量をもつ．ただし，H
のUTp0pMqへの作用が推移的であることをさらに要求すると，Mは階数
１の対称空間に限られる．また，局所平坦空間を除いて，コンパクト等
質空間は決してRicci平坦とならない． l

【例 1.137 (コンパクトKähler多様体)】 　 コンパクトKähler多様体
Mは，c1pMq “ 0ならば一意的なRicci平坦計量をもつ [Calabi E (1955),

Yau ST (1976)]. このタイプのEinstein空間は1987年時点で知られている
唯一のRicci平坦空間である．また，cpMq ă 0なら，一意的な負Ricci曲率
のEinstein計量をもつ [Calabi E (1976), Aubin T (1976), Yau ST(1976)]．
例えば，CPm`1内の d次の代数的超曲面の第１Chern類は，d “ m ` 2

の時ゼロ，d ą m ` 2のとき負となる． l

【例 1.138 (Don Page構成法)】 　 CP 27CP 2上のEinstein計量 [Page D

(1979)]．この例は，L.Bérard-Bergeryにより一般化されたが，応用例は
ほとんどなし． l
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1.10 接触多様体

1.10.1 概接触多様体

【定義 1.139 (概接触構造)】 　 Mを p2n` 1q-次元多様体とする．M上
のベクトル場 ξ, 1-形式 ηおよび p1, 1q型テンソル場Φが条件

ηpξq “ 1, Φ2 “ ´1 ` ξ b η

を満たすとき，pξ, η,ΦqをM 上の概接触構造 (almost contact structure)，
M を概接触多様体 (almost contact manifold)という．(Yano K, Kon M

1984[YK84]) l

【定理 1.140 (G構造としての特徴付け)】 　 M を p2n` 1q-次元多様体
とするとき，M が概接触構造を持つことと，TM の構造群が Upnqに簡
約可能であることは同等である．特に，概接触多様体は常に向き付け可
能である．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) l

【定義 1.141 (概接触計量構造)】 　 M を概接触多様体，pξ, η,Φqをそ
の概接触構造とする．このとき，条件

gpX, ξq “ ηpXq, gpΦX,ΦY q “ gpX,Y q ´ ηpXqηpY q

を満たす計量 gをもつとき，Mを概接触計量多様体 (almost constact met-

ric manifold)，pξ, η,Φ, gqを概接触計量構造 (almost contact metric struc-

ture)という．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) l

【定理 1.142 (概接触計量構造の存在)】 　 奇数次元多様体上の概接触
構造 pξ, η,Φqは常に概接触計量構造 pξ, η,Φ, gqに拡張可能である．(Yano

K, Kon M 1984[YK84]) l

【注 1.143 (概接触 (計量)構造の幾何学的意味)】 　 p2n ` 1q次元の多
様体M において概接触構造 pξ, η,Φqを与えることは，至る所ゼロでない
ベクトル場 ξ，ξに横断的な TM の階数 2nの部分ベクトルバンドルDお
よびD上の概複素構造 Jを与えることと同等である．さらに，それに付
随する概複素計量構造を与えることは，D に J に関する Hermite計量 g

を与えることに対応する．(Boyer CP, Galicki K 2004[BG04]) l
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1.10.2 接触多様体

【定義 1.144 (接触構造)】 　 Mを p2n` 1q-次元多様体とする．M上の
1-形式 ηが至る所で条件

η ^ pdηqn ‰ 0

を満たすとき，ηを接触形式 (contact form)，組 pM, ηqを接触多様体 (con-

tact manifold)という．また，２つの接触形式 η, η1は，適当な至る所ゼロ
とならない関数 f を用いて η1 “ fηと表されるなら同値と定義するとき，
M 上の接触形式の同値類を接触構造 (contact structure)という．(Yano

K, Kon M 1984[YK84]; Boyer CP, Galicki K 2004[BG04]) l

【定理 1.145 (接触形式の局所的特徴付け)】 　 M を p2n` 1q-次元多様
体とする．M 上の 1-形式 ηが接触形式であるための必要十分条件は，各
点の近傍で局所座標系 px1, ¨ ¨ ¨ , xn; y1, ¨ ¨ ¨ , yn; zqが存在して，ηが

η “ dz ´
ÿ

i

yidxi

と書けることである．(Yano K, Kon M 1984[YK84]; Boyer CP, Galicki

K 2004[BG04]) l

【定義 1.146 (Reebベクトル場)】 　 ηを多様体M 上の接触形式とす
ると，条件

ηpξq “ 1, iξdη “ 0

を満たすベクトル場 ξが一意的に存在する．このベクトル場をReebベ
クトル場という．(Boyer CP, Galicki K 2004[BG04]; Yano K, Kon M

1984[YK84]) l

【定義 1.147 (接触計量構造)】 　 M 上の概接触計量構造 pξ, η,Φ, gqに
おいて，

dηpX,Y q “ gpX,ΦY q (63)

が成り立つとき，M を接触計量多様体 (contact metric manifold)，対応
する概接触計量構造を接触計量構造 (contact metric structure)という．
(Yano K, Kon M 1984[YK84]) l

【定理 1.148 (接触構造の随伴する接触計量構造)】 　 M を接触多様体
とすると，その接触構造 ηは常に接触計量構造 pξ, η,Φ, gqに拡張可能で
ある．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) l
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【例 1.149 (E2n`1)】 　 E2n`1 Q px1, ¨ ¨ ¨ , xn; y1, ¨ ¨ ¨ , yn; zqにおいて，1-

形式
η “ dz ´

ÿ

i

yidxi

は，接触形式となる．Reebベクトル場は ξ “ Bz．また，Φを

ΦB{Bxj “ ´B{Byj, ΦB{Byj “ ´B{Bxj, ΦB{Bz “ 0

とおくと，pξ, η,Φ, gq (gはE2n`1の標準計量）が随伴する接触計量構造を
与える． l

【定理 1.150 (R2n`2の超曲面: Gray GW 1959)】 　 MをR2n`2内の
滑らかな超曲面とする．このとき，M の接平面がR2n`2の原点を通過し
ないなら，R2n`2の 1-形式

α “

n`1
ÿ

j“1

px2j´1dx2j ´ x2jdx2j´1q

からMに誘導される1-形式は接触形式となる．(Yano K, Kon M 1984[YK84])

l

【例 1.151 (接球束)】 　 R2nにおいて，1-形式

β “

n
ÿ

j“1

xjdxn`j

を考える．

R2n “ Rn
1 ˆ Rn

2 Q px1, ¨ ¨ ¨ , xn, xn`1, ¨ ¨ ¨ , x2nq

とおくとき，R2n内の超曲面Σに対し，ΣXRn
1 “ H, dimpΣXRn

2 q “ n´1

かつΣ X Rn
2 のRn

2 における接平面が原点を通過しないならば，βはΣに
接触形式を誘導する．
これより，pn ` 1q次元 Riemann多様体M の余接束 π : T ˚M Ñ M

において，Mの座標近傍Uにおける局所座標系 px1, ¨ ¨ ¨ , xn`1qを用いて，
π´1pUqの点を p “

ř

i pidx
iと表すとき，T ˚M 上の 1-形式

γ “

n`1
ÿ

i“1

pidq
i; qi “ xi˝π
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は，M の単位余接束 UM˚に接触形式を誘導する．このとき，対応する
Reebベクトル ξは p P UM˚に対応するM のベクトル piB{Bxiの pへの
水平リフト

ξ “ pi
B

Bqi
` Γj

ikpjp
k B

Bpi

で与えられる．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) l

1.10.3 佐々木多様体

【定義 1.152 (K-接触構造)】 　 接触計量構造 pξ, η,Φ, gqは，ξが gに
関して Killingベクトルとなるとき，K-接触構造 (K-contact structure)，
対応する多様体はK-接触多様体 (K-contact manifold)という．(Yano K,

Kon M 1984[YK84]) l

【命題 1.153】 　接触計量構造 pξ, η,Φ, gqがK-接触となるための必要十
分条件は，

∇Xξ “ ´ΦX

が成り立つことである．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) l

【定理 1.154 (K-接触構造の幾何学的特徴付け)】 　 奇数次元Riemann

多様体がK-接触構造をもつためには，次の２条件が成り立つことが必要
十分である：

1) 長さ１のKillingベクトル場 ξが存在する．

2) ξを含む２次元面に関する断面曲率が常に１となる．

(Yano K, Kon M 1984[YK84]) l

【定義 1.155 (概接触構造の正規性)】 　 M を概接触構造 pξ, η,Φqをも
つ p2n ` 1q次元多様体とする．このとき，積多様体M ˆ Rには，

JpX, fBtq “ pΦX ´ fξ, ηpXqBtq

により，自然に概複素構造 Jが定義される．この概複素構造が積分可能，
すなわち

NJpX,Y q :“ J2rX,Y s ` rJX, JY s ´ JrJX, Y s ´ JrX, JY s “ 0

が成り立つとき，概接触構造は正規 (normal)であるという．(Yano K, Kon

M 1984[YK84]) l
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【定義 1.156 (佐々木構造)】 　 正規な概接触計量構造をもつ多様体を
佐々木多様体 (Sasakian manifold)，対応する構造を佐々木構造 (Sasakian

structure)という．(Yano K, Kon M 1984[YK84]) l

【定理 1.157 (幾何学的特徴付け)】 　 奇数次元Riemann多様体 pM, gq

に関する次の条件は同等である：

1) M は佐々木構造 pξ, η,Φ, gqをもつ．

2) M は次の条件を満たす概接触計量構造 pξ, η,Φ, gqをもつ：

p∇XΦqY “ gpX,Y qξ ´ ηpY qX.

3) M は次の条件を満たす単位Killingベクトル ξをもつ：

RpX, ξqY “ ´gpX,Y qξ ` ηpY qX.

4) M上の錐 pCpMq, ḡq “ pR` ˆM,dr2 ` r2gqがKähler多様体となる．

(Yano K, Kon M 1984[YK84]; Boyer CP, Galicki K 2004[BG04]) l
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1.11 スペクトル幾何学

1.11.1 レビュー

• Craioveanu M, Puta M and Rassias T M: Old and New Aspects in

Spectral Geometry, (Kluwer Academic Pub., 2001)
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2 Sheaf

Last update: 2011/7/18

2.1 基本定義

【定義 2.1 (Presheaf)】 　

1. 位相空間X の各開集合 U にアーベル群（可換環，加群）PpUq “

ΓpU,Pqが，また，開集合の組V Ă Uに対して準同型rV U : PpUq Ñ

PpV qが対応していて，条件

i) W Ă V Ă U に対して常に rWV rV U “ rWV．

ii) PpHq “ 0．

が成り立つとき，P “ tPpUq, rV UuをX上のアーベル群（可換環，
加群）の前層という．すなわち，前層とは空間Xの開集合族の作る
圏から各タイプの代数的圏への関手である．

2. 位相空間X 上の２つの前層P “ tPpUq, rV Uu,Q “ tQpUq, sV Uu

に対して，各開集合 U ごとに準同型 fpUq : PpUq Ñ QpUqが対応
していて fpV qrV U “ sV UfpUqが成立するとき，f “ tfpUquを前層
の射（準同型）といい，f : P Ñ Qと表す．すなわち，前層の射
とは，前層を関手と見なしたときの自然変換である．

3. 空間X上の前層をPとするとき，Xの各点 xに対してその上のス
トークPxを次のように定義する：

Px “ lim
ÝÑ
xPU

PpUq. (64)

l

【定義 2.2 (Sheaf)】 　

1. 空間X上の前層F が，任意の開集合U とその開被覆U “ tUα;α P

Auに対して次の条件を満たすとき層という：

i) txα P F pUαquが V “ Uα X Uβ ­“ Hに対して rV Uαpxαq “

rV Uβ
pxβqを満たすとき，x P F pUqが存在して xα “ rUαUpxq

となる．
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ii) x P F pUqがすべての αについて rUαUpxq “ 0を満たすなら
x “ 0.

2. 空間X上の前層Pに対して，層Fと射f : P Ñ Fが存在して，任
意の層G と射 g : P Ñ G に対してkf “ gとなる射k : F Ñ G が一
意的に存在するとき，FをPに伴う層ないし層化といい，F “ Pa

と表す．

l

【命題 2.3 (層化の存在)】 　 任意の前層Pに対してその層化F が一意
的に存在し，P が層の時は自分自身と同型となる．空間X 上の前層P

の層化は具体的に次のように構成される．まず，x P X 上のストークを
Pxとして，集合F0をストークの直和

F0 “
ž

xPX

Px

とする．つぎに，X の各開集合 U と a P PpUqに対し，F0の部分集合
V pU, aqを

V pU, aq “ tax | x P Uu

により定義し，V pU, aqの全体を基本近傍系とする位相をF0に導入する．
このようにして得られる位相空間をFとし，Xの各開集合に対してF pUq

をF の連続な局所断面 s : U Ñ F (spxq P Px)の全体として定義すると
F がPの層化を与える． l

【定義 2.4】 　

1. 層の射 f : F Ñ G は，各点のストークの射 fx : Fx Ñ Gxが単射
（全射，同型）のとき，単射（全射，同型）であるという．

2. 層の系列F Ñ G Ñ H は，各点のストークの射の系列が完全であ
るとき，完全系列という．

l

【定義 2.5】 　

1. 層の射 f : F Ñ G に対してその完全系列への拡張

0 Ñ K Ñ F Ñ G Ñ C Ñ 0 (65)

が存在する．K を f の核，C を f の余核という．
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2. 層F に対して，K pUq Ă F pUq，rK
V U “ rF

V U となる層K をF の
部分層という．

3. K をF の部分層とするとき，包含写像 j : K Ñ F の余核をF の
K による商層といい，F {K と表す．

l

【定義 2.6 (順像と逆像)】 　 f : X Ñ Y を位相空間の連続写像とする．

1. F “ pF pUq, rUU 1qをX上の前層とする．このとき，

f˚F pV q “ F pf´1pV qq, ρV V 1 “ rf´1pV qf´1pV 1q

により定義されるY 上の前層 f˚F “ pf˚F pV q, ρV V 1qをF の f に
よる順像という．F が層の時，f˚F も層となる．

2. G “ pG pV q, ρV V 1qを Y 上の層とする．このとき，

f˚G pUq “ lim
ÝÑ

fpUqĂV

G pV q

および対応する制限写像から定義されるX上の前層の層化 f˚G を
G の f による逆像という．このとき，pf˚G qx “ Gfpxq（@x P Xqが
成り立つ．

l

【命題 2.7】 　位相空間X上の層F，位相空間 Y 上の層 G および連続
写像 f : X Ñ Y に対して，

HomXpf˚G ,F q – HomY pG , f˚F q.

l

【定義 2.8 (環付空間)】 　

1. 位相空間Xとその上の可換環の層A の組 pX,A qを環付空間という．

2. 環付空間 pX,A qから環付空間 pY,Bqへの射を，連続写像f : X Ñ Y

および可換環層の準同型 ϕ : B Ñ f˚A の組 pf, ϕqにより定義する．
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3. ストークが常に局所環となる環付空間を局所環付空間といい，記号
pX,OXqで表す．局所環付空間の射 pf, ϕq : pX,OXq Ñ pY,OY qには
常に，pϕ7qx : pf˚OY qx “ OY,fpxq Ñ OX,xが局所環の準同型，すなわ
ち，pϕ7qxpmY,fpxqq Ă mX,xとなることを要求する．

l

【例 2.9 (多様体上の様々な層)】 　

1. なめらかな多様体M上の層 C8, C˚,A p,Z p,Z,Q,R,Cを次のよう
に定義する：

C8: C8pUq “ U 上の滑らかな関数の全体．

C˚: C˚pUq “ U 上に零点を持たないなめらかな関数の乗法群．

A p: A ppUq “ U 上のなめらかな p形式の全体．

Z p: Z ppUq “ U 上のなめらかな閉 p形式の全体．

Z,Q,R,C: R “ Z,Q,R,Cとおくとき，RpUq “ U 上の局所的に定数と
なるRに値をもつ関数の全体．

2. Mを複素多様体，V をその解析的部分集合，E Ñ Mを正則ベクトル
バンドルとするとき，M上の層O,O˚,Ωp,A p,q,Z p,q

B̄
,IV ,OpEq,A p,qpEq

を次のように定義する：

O: OpUq “ U 上の正則関数の全体．

O˚: O˚pUq “ U 上のゼロとならない正則関数全体の作る乗法群．

Ωp: ΩppUq “ U 上の正則 p形式全体．

A p,q: A p,qpUq “ U 上のなめらかな pp, qq型微分形式の全体．

Z p,q

B̄
: Z p,q

B̄
pUq “ U 上のなめらかな B̄-閉 pp, qq型微分形式の全体．

IV : IV pUq “ V X U 上でゼロとなる U 上の正則関数の全体．

OpEq: OpEqpUq “ Eの U 上での正則断面の全体．

A p,qpEq: A p,qpEqpUq “ Eに値を取るU上のなめらかな pp, qq型微分形
式の全体．

l
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2.2 加群層

2.2.1 定義と基本的性質

【定義 2.10 (加群層)】 　

1. RとF を空間X上の可換環およびアーベル群の層とする．F pUq

にRpUq-加群の構造が与えられていて，v P F pUq，a P RpUqに対
して rF

V Upavq “ rR
V UpaqrF

V Upvqが成り立つとき，F をR-加群層と
いう．

2. Φ “ pf, ϕq : pX,A q Ñ pY,Bqを環付空間の射とする．X上のA 加
群層Fに対して，Y 上の f˚A 加群層 f˚Fは，準同型ϕ : B Ñ f˚A

によりB加群層と見なすことができる．このY 上のB加群層をF

のΦによる順像といい，Φ˚F と表す．

3. 同様に，Y 上のB加群層 G に対し，X上の f˚B加群層 f˚G と準
同型 ϕ7 : f˚B Ñ A からX 上のA 加群層を Φ˚G “ A bf˚B f˚G

により構成することができる．これを G のΦによる逆像という．

l

【定義 2.11 (有限型加群層)】 　 pX,OXqを環付空間，F をOX 加群層
とする．

i) F が有限型（有限生成）であるとは，任意の点 x P Xに対して，そ
の適当な開近傍UにおいてU上のOXpUq加群層の全射 pOX |Uqr Ñ

F |U が存在することである．これは，F pUqの元 s1, ¨ ¨ ¨ , srが存在
し，任意の点 y P U でFy “

řr
i“1pOXqypsiqyと表されることと同等

である．

ii) F が有限表現をもつとは，任意の点 x P X に対して，その適当
な開近傍 U において，U 上の OXpUq加群層の完全列 pOX |Uqm Ñ

pOX |Uqn Ñ F |U が存在することである．

iii) F が局所自由であるとは，任意の x P X に対し，xの開近傍 U と
正整数 nが存在して，F |U – pOX |Uqnとなることである．

l
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【命題 2.12 (有限型加群層の台)】 　 環付空間 pX,OXqにおいて，有限
型OX-加群層F の台 SupppF qはXの閉集合である． l

【定義 2.13 (準連接層，連接層)】 　 OX 加群層F に対し，

1) F が準連接であるとは，必ずしも有限集合でない集合 I と J が存
在し，任意の点 xでその適当な開近傍Uで次のOX加群層の完全系
列が成り立つことである:

pOX |UqpJq Ñ pOX |UqpIq Ñ F |U Ñ 0.

2) F が連接であるとは，次の２条件が満たされることを意味する：

i) F が有限生成である．

ii) 任意の開集合 U Ă X において，任意の自然数 rと任意の射
α : pOX |Uqr Ñ F |U に対して，kerαが常に有限生成である．

l

【命題 2.14 (連接性の伝播)】 　 環付空間 pX,OXq上のOX-加群層につ
いて次の命題が成り立つ．

1) 連接層の部分層は，有限型なら連接である．

2) 完全列 0 Ñ F 1 Ñ F Ñ F 2 Ñ 0のどれか２つが連接なら残りの一
つも連接である．

3) 連接層F ,G の間の射α : F Ñ G に対し，Ker αとCoker αは共に
連接である．

4) F ,G が連接層なら，F bOX
G とHomOX

pF ,G qも連接層である．

l

【命題 2.15 (連接的環付空間)】 　 環付空間 pX,OXqにおいて，OX 自
身がOX-加群層として連接なら，任意の有限表現をもつOX-加群層は連
接である． l
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2.2.2 解析空間の連接層

【定理 2.16 (Oka K, Cartan H, Serr JP)】 　 解析空間および代数多様
体の構造層は連接である． l

【命題 2.17 (連接層の自由層分解)】 　 n次元複素多様体上での任意の連
接層F に対し，各点の適当な近傍で，局所的に次の完全系列が成り立つ：

0 Ñ Opknq Ñ Opkn´1q Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ Opk0q Ñ F Ñ 0.

l

【系 2.18 (連接層のコホモロジー)】 　 複素多様体上の連接層F のコ
ホモロジー層に対して

H qpF q “ 0 pq ą 0q ô HqpU,F |Uq “ 0 pq ą 0q @U : open set

l

【定義 2.19 (イデアル層)】 　 構造層Oの有限生成部分層I をイデア
ル層という． l

【命題 2.20 (解析的空間)】 　 連接な構造層Oのイデアル層I は常に
連接であり，完全列

0 ÝÝÝÑ I ÝÝÝÑ O ÝÝÝÑ O{I ÝÝÝÑ 0

より，O{I も連接層となる．
特に，複素多様体M において，O{I の台

Z “ supppO{I q ” tz P M | Iz ‰ Ozu

は，局所的に I “ tf1, ¨ ¨ ¨ , fmuとするとき，解析的部分集合

tz P M | f1pzq “ ¨ ¨ ¨ “ fmpzq “ 0u

と一致する． l

【定義 2.21 (ExtkO , Tor
O
k )】 　連接層F ,G に対して，ExtkOpUqpF pUq,G pUqq,

Tor
OpUq

k pF pUq,G pUqqより，層 ExtkO , Tor
O
k が定義され，次の性質をもつ：
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1. ExtkOpF ,G qx – ExtkOx
pFx,Gxq, TorO

k pF ,G qx – TorOx
k pFx,Gxq.

2. Ext0OpF ,G qx – HomOpF ,G q, TorO
0 pF ,G qx – F bO G .

3. ExtおよびTorに対する長完全系列と同じ完全系列が成り立つ・

4. Ext˚
OpF ,G qとTorO

˚ pF ,G qは連接層となる．

l

【定理 2.22 (連接層のコホモロジー)】 　 M を複素多様体，F をその
上の連接層とするとき，H˚pM,F qは有限次元ベクトル空間となる． l

【定理 2.23 (連接層のコホモロジー消滅定理)】 　 Lをコンパクト代数
多様体MpĂ CPNq上の正の直線束，その断面の層をL “ OpLq，F を
連接層，F pkq “ F b L kとする．このとき，次が成立する：

A. 任意の k ą k0と x P M に対して，高々pLqに k次の極をもつF の
大域的切断 H0pM,F pkqqは，Ox加群F pkqxを生成する．すなわ
ち，mxをOxの極大イデアルとして，

H0pM,F pkqq ÝÝÝÑ F pkqx{mxF pkq ÝÝÝÑ 0

B. 任意の k ą k0, q ą 0に対して， HqpM,F pkqq “ 0.

l

【定理 2.24 (M. NötherのAF+BG定理)】 　 CP 2の同次座標系を
X “ rX0, X1, X2sとして，，F rXs, GrXs, HrXsをそれぞれm,n, d次の同
次多項式とする．F rXs “ 0およびGrXs “ 0が定める曲線を C, Dとす
るとき，同次多項式ArXs, BrXsが存在して，H “ AF `BGと表される
ための必要十分条件は，各交点 P P C X Dの適当な開近傍 U において，
F,G,H のアフィン座標表示を f, g, hとするとき，h P tf, gu Ă OpUqと
なることである． l
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2.3 Cohomology

2.3.1 層係数コホモロジー

【定義 2.25 (入射的分解)】 　

1. I を空間X上のR-加群層とする．任意のR-加群層の射f : F Ñ G

と g : F Ñ I に対して，R-加群層の射 k : G Ñ I が存在して
g “ kf となるとき，I を入射的R-加群層という．

2. R-加群層F に対して，入射的R-加群層Ijからなる完全系列

0 Ñ F
η

ÝÑ I 0 ∆0

ÝÑ I 1 ∆1

ÝÑ ¨ ¨ ¨
∆n´1

ÝÑ I n ∆n

ÝÑ ¨ ¨ ¨ (66)

をF の入射的分解という．

l

【定義 2.26 (層係数コホモロジー)】 　 空間X上のR-加群層F の入射
的分解 tI n,∆nuに関手 ΓpX, ˚qを施して得られる複体

0 Ñ ΓpX,I 0q
δ0

ÝÑ ΓpX,I 1q
δ1

ÝÑ ¨ ¨ ¨
δn´1

ÝÑ ΓpX,I nq
δn

ÝÑ ¨ ¨ ¨ (67)

のコホモロジーをF を係数とするXのコホモロジーといい，H˚pX,F q

と表す． l

【定義 2.27 (加群層に対するコホモロジー理論)】 　 pX,A qを環付空間，
U をX の開集合として，任意のA 加群層F に ΓpU,A q加群KnpU,F q

を対応させる関手の族 tKnpU, ¨quně0が与えられ次の条件を満たすとき，
関手の族 tKnpU, ¨quně0を環付空間 pX,A q上のコホモロジー理論という:

1) KnpU, ¨qは，X 上のA 加群層の圏から ΓpU,A q加群の層への単位
射を保つ共変関手である．

2) K0pU,F q “ F pUqで，I が移入的 A 加群層なら KnpU,I q “

0(n ą 0)である．

3) A 加群層の完全列

0 ÝÝÝÑ F1
α

ÝÝÝÑ F2
β

ÝÝÝÑ F3 ÝÝÝÑ 0
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に対し，ΓpU,A q準同型 δn : KnpU,F3q Ñ Kn`1pU,F1qが存在し
次の完全系列をつくる：

0 ÝÝÝÑ K0pU,F1q
α0

ÝÝÝÑ K0pU,F2q
β0

ÝÝÝÑ K0pU,F3q
δ0

ÝÝÝÑ K1pU,F1q

α1

ÝÝÝÑ K1pU,F2q ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ KnpU,F1q
αn

ÝÝÝÑ KnpU,F2q

βn

ÝÝÝÑ KnpU,F3q
δn

ÝÝÝÑ Kn`1pU,F1q ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ .

ここで，αn “ KnpU, αq, βn “ KnpU, βqである．さらに，短完全列
の間の準同型

0 ÝÝÝÑ F1 ÝÝÝÑ F2 ÝÝÝÑ F3 ÝÝÝÑ 0

a

§

§

đ
b

§

§

đ

c

§

§

đ

0 ÝÝÝÑ F 1
1 ÝÝÝÑ F 1

2 ÝÝÝÑ F 1
3 ÝÝÝÑ 0

に対して，図式

KnpU,F3q
δn

ÝÝÝÑ Kn`1pU,F1q

cn

§

§

đ an`1

§

§

đ

KnpU,F 1
3q

δ1n

ÝÝÝÑ Kn`1pU,F 1
1q

が可換となる．ここで，cn “ KnpU, cq, an`1 “ Kn`1pU, aqである．

l

【定理 2.28 (de Rahm型定理)】 　 空間X上の層F が次の層完全列
により分解されたとする：

0 Ñ F Ñ R0 δ0
ÝÑ R1 δ1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ . (68)

このとき，層に対する完全性条件を満たすコホモロジーH˚pX, ¨qに対して，

i) ある p ě 0に対してHqpX,Rp´qq “ 0(q “ 1, ¨ ¨ ¨ , p)が成り立てば，
単射

0 Ñ Hp`1pΓpR˚qq Ñ Hp`1pX,F q pp ě 0q. (69)

が存在する．
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ii) i)の条件に加えてさらにHqpX,Rp´q`1q “ 0(q “ 1, ¨ ¨ ¨ , p` 1)が成
り立てば，同型

Hp`1pΓpR˚qq – Hp`1pX,F q (70)

が成り立つ．

l

【定義 2.29 (散布層)】 　 X上の層F に対し，任意の開集合 U につい
て pUX : F pXq Ñ F pUqが全射であるとき，F を散布層という． l

【定義 2.30 (散布分解)】 　 X 上のA 加群層F に対して，散布的A

加群層の列Rn(n “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ )からなる系列

0 Ñ F
ϵ

ÝÑ R0 d0
ÝÑ R1 d1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ Rn dn
ÝÑ ¨ ¨ ¨

が存在して完全系列となるとき，F の散布的分解という． l

【定理 2.31】 　X上のA 加群層F の散布的分解を

0 Ñ F
ϵ

ÝÑ R0 d0
ÝÑ R1 d1

ÝÑ ¨ ¨ ¨ Rn dn
ÝÑ ¨ ¨ ¨

とする．

1. この散布的分解から得られる複体

0 Ñ ΓpX,R0q
d0
ÝÑ ΓpX,R1q

d1
ÝÑ ¨ ¨ ¨ΓpX,Rnq

dn
ÝÑ ¨ ¨ ¨

のコホモロジー H̃npX,F qは，散布的分解の取り方に依存せず，環
付空間 pX,A q上の完全なコホモロジー関手を与える．

2. 入射的分解は散布的分解である．したがって，H̃npX,F q “ HnpX,F q

が成り立つ．

l
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2.3.2 Ceckコホモロジー

【定義 2.32 (Čeckコホモロジー)】 　 環付空間 pX,A q上のA 加群層
をF とする．

1) U “ tUiuiPI をX の開被覆とし，Uから定義される Čeckn単体 s “

pi0, ¨ ¨ ¨ , inq P In`1に対して，Us “ Ui0X¨ ¨ ¨Uinとおく．
ś

sPIn`1 F pUsq

の元 α “ pαpsqqsPIn`1 が次の２条件を満たすとき，αをF 係数の
Čeck nコチェインという：

i) s “ pi0, ¨ ¨ ¨ , inqに対して，Us “ Hまたは ij “ ik(Dj, k, j ­“ k)

ならば αpsq “ 0.

ii) σを p0, 1, ¨ ¨ ¨ , nqの任意の置換として，σpsq “ piσp0q, ¨ ¨ ¨ , iσpnqq

とおくとき，αpσpsqq “ signpσqαpsq.

このように定義されたコチェインの全体は ΓpX,A q加群CnpU,F q

となる．さらに，ΓpX,A q準同型 dn : CnpU,F q Ñ Cn`1pU,F qを

pdnαqptq “

n`1
ÿ

j“0

p´1qj αptjq|Ut

により定義する．ここで，tj “ pi0, ¨ ¨ ¨ , ij´1, ij`1, ¨ ¨ ¨ , in`2qである．
このとき，pC˚pU,F q, dqは ΓpX,A q加群のコチェイン複体となる．
さらに，A 加群層の準同型f : F Ñ G に対して，α P CnpU,F qとし
て pfnαqpsq “ fpUsqpαpsqqによりΓpX,A q準同型 fn : CnpU,F q Ñ

CnpU,G qを定義すると，X 上の A 加群層の圏から ΓpX,A q加群
コチェイン複体の圏への共変関手C˚pU, ¨qが得られる．この関手と
コホモロジー関手を結合して得られる，X上のA 加群層の圏から
ΓpX,A q加群の圏への共変関手をHnpU, ¨qと表す．

2) X上のA 加群層をF とするとき，Xの開被覆全体は細分について
擬有向集合となり，HnpU,F qはこの擬有向集合について帰納系と
なる．そこでその帰納的極限を ȞnpX,F qと表し，X の n次 Čeck

コホモロジー群という：

ȞnpX,F q “ lim
Ñ
U

HnpU,F q.

l
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【命題 2.33 (散布層のチェックコホモロジー)】 　 X上のA 加群層F

が散布層ならば，Xの任意の開被覆Uに対して，HnpU,F q “ 0 (n ą 0)．
特に，ȞnpX,F q “ 0(n ą 0). l

【定理 2.34】 　環付空間 pX,A q上のA 加群層F と Xの開被覆 U “

tUiuiPI について，次の事柄が成り立つ：

1) @n ą 0, @m ě 0, @s “ pi0, ¨ ¨ ¨ , imq P Im`1についてHnpUs,F q “ 0

となれば，HnpU,F q – HnpX,F q(n ě 0).

2) X の任意の開被覆に対して 1)の条件を満たすその細分がとれるな
らば，ȞnpX,F q – HnpX,F q(n ě 0).

l

【定理 2.35】 　Xがパラコンパクトならば，Čeckコホモロジーは完全
性をもつコホモロジー関手となる．したがって，任意のA 加群層F に
ついて，ȞnpX,F q – HnpX,F q(n ě 0)が成り立つ． l

2.3.3 高次順像

【定義 2.36 (高次順像)】 　 tI n,∆nuを空間X上のA -加群層F の入
射的分解とする．環付き空間の射Φ “ pf, ϕq : pX,A q Ñ pY,Bqが与えら
れると，Y 上のB-加群層の複体

0 Ñ f˚I
0 f˚∆0

ÝÑ f˚I
1 f˚∆1

ÝÑ ¨ ¨ ¨
f˚∆n´1

ÝÑ f˚I
n f˚∆n

ÝÑ ¨ ¨ ¨ (71)

が得られる．この複体から定義されるB-加群層

Rnf˚F “ Kerf˚∆
n{Imf˚∆

n´1 (72)

をFのn次の高次順像という．これは，U Ă Y に対してHnpf´1pUq,F |f´1pUqq

を対応させて得られる前層の層化と一致する． l
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3 Complex Manifolds

Last update: 2019/12/30

3.1 Complex Structure

3.1.1 複素多様体

【定義 3.1 (複素構造)】 　

1. 連結Hausdorff空間M に対して，その開被覆 tUjuと各UjからCn

の中への同相写像 ϕiが与えられ，

ϕj ˝ ϕ´1
i : ϕipUi X Ujq Ñ ϕjpUi X Ujq (3.1.1)

が正則写像であるとき，tUj, ϕjuはM 上の局所複素座標系という．

2. M 上の２つの局所複素座標系 tUj, ϕju，tVk, ψkuは，Uj X Vk ­“ H

となる任意の j, kに対してψk ˝ ϕ´1
j が双正則写像となるとき，正則

同値であるという．

3. 連結 Hausdorff空間上の局所複素座標系の正則同値類を複素構造，
複素構造Xが定義されている連結Hausdorff空間を複素多様体とい
い，同じ記号Xで表す．

l

【定義 3.2 (正則写像)】 　

1. ２つの複素多様体X,Y の間の写像 f : X Ñ Y は，それぞれの局所
複素座標系 tUj, ϕju，tVk, ψkuに対して，ψk ˝ fϕ´1

j が正則写像とな
るとき正則であるという．

2. 正則写像 fが逆写像をもちそれも正則となるとき双正則であるとい
う．特に，２つの複素多様体の間に双正則な同相写像が存在すると
き，それらは双正則同値であるという．

l

【定義 3.3 (解析的集合と部分多様体)】 　
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1. Sを複素多様体Xnの閉部分集合とする．Sの各点 pに対して，pの
開近傍U ppqとその上で定義された正則関数の組 f 1

p , ¨ ¨ ¨ , f ν
p が存在

して

S X U ppq “
␣

q P Uppq
ˇ

ˇ f 1
p pqq “ ¨ ¨ ¨ “ f ν

p pqq “ 0
(

(3.1.2)

が成り立つとき，SをXnの解析的部分集合，f 1
p , ¨ ¨ ¨ , f ν

p をその pに
おける局所方程式という．

2. 解析的部分集合 S の点 pに対して，pにおける局所複素座標系を
pz1, ¨ ¨ ¨ , znqとするとき，pの近傍で

rank
Bpf 1, ¨ ¨ ¨ , f νq

Bpz1, ¨ ¨ ¨ , znq
“ ν (3.1.3)

となる局所方程式 f 1, ¨ ¨ ¨ , f νが存在するとき，Sは pでなめらかで
あるといい，n ´ νを Sの pにおける次元という．

3. 解析的部分集合 Sが点 pにおいてなめらかでないとき，pを Sの特
異点という．

4. 複素多様体の特異点を持たない解析的部分集合を部分多様体という．

l

3.1.2 概複素多様体

【定義 3.4 (概複素構造)】 　

1. 2n次元多様体M の接バンドル T pM qから自分自身への（ベクト
ルバンドルとしての）バンドル写像 J，すなわち可逆な p1, 1q型テ
ンソル場 Jが J2 “ ´1を満たすとき，JをM の概複素構造という．
また，組 pM , Jqを概複素多様体という．

2. Cn Q pz1, ¨ ¨ ¨ , znqに対して，zj “ xj ` iyjとおくとき，写像

J : B{Bxj Ñ B{Byj, B{Byj Ñ ´B{Bxj (3.1.4)

をCnの標準複素構造という．
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3. 概複素多様体 pM , Jqの自然な向きを pX1, ¨ ¨ ¨ , Xm, JX1, ¨ ¨ ¨ , JXmq

により定義する．Cmの場合，この向きは px1, ¨ ¨ ¨ , xm, y1, ¨ ¨ ¨ , ymq

に対応する．

3. 複素多様体Xの局所複素座標系を tpψ,U quとするとき，ψ : U Ñ

CnによるCnの標準複素構造の引き戻しはX 上に概複素構造 J を
定義する．これを，Xの複素構造に付随する概複素構造という．

l

【定理 3.5 (概複素構造の 積分可能性)】 　 概複素多様体 pM,Jqの概複
素構造がが複素構造に付随するための必要十分条件は，次式により定義
される p1, 2q型テンソル場N がゼロとなることである：

1

2
NpX,Y q “ rJX, JY s ´ rX,Y s ´ JrX, JY s ´ JrJX, Y s (3.1.5)

N はNijenhuisテンソルまたは複素捻れテンソルと呼ばれる． l

3.1.3 複素多様体上のテンソル

【定義 3.6 (複素接バンドル)】 　

1. 概複素多様体 pM , Jqに対して，M の複素接バンドル T cpM q “

T pM q b Cの部分複素ベクトルバンドルを

T 1pM q “ T 1,0pM q “ tV P T cpM q | JV “ iV u , (3.1.6)

T 2pM q “ T 0,1pM q “ tV P T cpM q | JV “ ´iV u , (3.1.7)

により定義すると，

T cpM q “ T 1pM q ‘ T 2pM q. (3.1.8)

2. 余接バンドル T ˚pM qに対して，線形作用素 J を

pJωqpXq “ ωpJXq, @X P TppM q, ω P T ˚ppM q (3.1.9)

により定義する．このとき，複素余接バンドル T ˚cpM qに対して，

A1,0pM q “ tω P T ˚cpM q | Jω “ iωu , (3.1.10)

A0,1pM q “ tω P T ˚cpM q | Jω “ ´iωu , (3.1.11)
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と定義すると，

A1pM q “ T c˚pM q “ A1,0pM q ‘ A0,1pM q. (3.1.12)

Ź

T c˚pM qの部分ベクトルバンドルを

Ap,qpM q “ p

p
ľ

A1,0pM qq ^ p

q
ľ

A0,1pM qq (3.1.13)

により定義すると，

AnpM q “

n
ľ

T c˚pM q “
ÿ

p`q“n

Ap,qpM q. (3.1.14)

このとき，Ap,qpM qの（局所）断面を pp, qq次の複素微分形式とい
い，その全体をA p,qpM qと表す．

l

【命題 3.7】 　複素多様体Xnの局所複素座標系を pz1, ¨ ¨ ¨ , znqとする．

1. T 1,0pXqの局所断面，すなわち p1, 0q型複素ベクトル場の基底は

B{Bzj “
1

2

`

B{Bxj ´ iB{Byj
˘

, (3.1.15)

で，T 0,1pXqの局所断面，すなわち p0, 1q型複素ベクトル場の基底は

B{Bz̄j “
1

2

`

B{Bxj ` iB{Byj
˘

, (3.1.16)

で与えられる．

2. A p,qの基底は

dzI ^ dz̄J ; I “ pi1, ¨ ¨ ¨ , ipq, J “ pj1, ¨ ¨ ¨ , jqq (3.1.17)

で与えられる．

l

【命題 3.8 (積分可能性条件)】 　 概複素構造 J は次の３つの互いに同
値である．．
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i) 概複素構造Jが捩れを持たない，すなわちNijenhuisテンソルがゼロ．

ii) 任意の p1, 0q型 1形式 θに対して，dθが p0, 2q型成分を持たない．

iii) p1, 0q型ベクトル場の交換子が常に p1, 0q型ベクトル場となる．

l

【定義 3.9 (正則ベクトル場と正則微分形式)】 　

1. 複素多様体 X 上の p1, 0q 型複素ベクトル場 V を局所複素座標系
pz1, ¨ ¨ ¨ , znqを用いて局所的に

V “
ÿ

j

V jB{Bzj (3.1.18)

と表すとき，V 1, ¨ ¨ ¨ , V nが常に正則関数となるならば V を正則ベ
クトル場という．

2. 複素多様体X上の pp, 0q次微分形式ωを局所複素座標系 pz1, ¨ ¨ ¨ , znq

を用いて局所的に

ω “
ÿ

I“pi1,¨¨¨ ,ipq

ωIdz
I (3.1.19)

と表すとき，ωI が常に正則関数となるならば ωを p次正則微分形
式という．

l

【命題 3.10 (Dolbeault微分)】 　

1. 複素多様体X上の pp, qq次複素微分形式 ωに対して，直和分解

dω “ Bω ` B̄ω P A p`1,qpXq ` A p,q`1pXq (3.1.20)

により写像

B : A p,qpXq Ñ A p`1,qpXq, (3.1.21)

B̄ : A p,qpXq Ñ A p,q`1pXq, (3.1.22)

を定義すると，

B2 “ 0, B̄2 “ 0, BB̄ ` B̄B “ 0. (3.1.23)

2. ω P A p,0pXqが正則であるための必要十分条件は，B̄ω “ 0.

l
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3.2 複素構造の変形

【命題 3.11】 　複素構造 J の無限小変形を 9J と表すと

9JJ ` J 9J “ 0

が成り立つ．この条件は，

9J “ I ` Ī;

I “ Iab̄Ba b dz̄b P T 1,0 b A 0,1pMq.

このとき，

9N “ ´2pi ` JqB̄I ` 2pi ´ JqBĪ ,

ĹXJ “ 2ipB̄X 1 ´ BX2q.

ここで，NはNijenhuisテンソル．また，X “ X 1 `X2 P T 1,0 ‘T 0,1pMq.

l

【定義 3.12 (可微分族)】 　 Rm内の領域Bの各点 tに対しコンパクト複
素多様体Mt “ Mn

t が与えられているとする．このとき，次の条件を満た
す可微分多様体M とM をBの上に写すC 8写像ϖが存在するならば，
集合 tMt | t P Buをコンパクト多様体の可微分族 (differentiable family)

とよぶ：

(i) M の各点においてC 8写像ϖの Jacobi行列の階数はmに等しい．

(ii) 各点 t P Bに対して，ϖ´1ptqはM のコンパクトな連結部分集合で
ある．

(iii) ϖ´1ptq “ Mt

(iv) M の局所開被覆 tUj | j “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨uとUj 上の複素数値 C 8関数
zaj ppq pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , n, j “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ qが存在して，各 tに対して複素
多様体Mtの局所複素座標系をなす．

[小平邦彦著「複素多様体論」（岩波書店，1992)] l
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【定義 3.13 (可微分族の同値性)】 　 領域B Ă Rmを底空間とする２つ
の可微分族 pM , B,ϖqと pN , B, πqが与えられたとき，M をN の上に
写す可微分同相写像 Φが存在して，各 t P Bに対して ΦがMt “ ϖ´1ptq

をNt “ π´1ptqの上に双正則に写すならば，可微分族M とN は同値で
あるという． l

【定義 3.14 (自明な可微分族)】 　 可微分族 pM , B,ϖqが pM ˆB,B, πq

(M “ ϖ´1pt0q, t0 P B)と同値であるとき，pM , B,ϖqは自明であるとい
う． l

【定理 3.15 (Frölicher-Nijenhuisの定理 (1957))】 　 コンパクト複素
多様体の可微分族 pM , B,ϖq (B は Rm 内の領域で 0 P B）において，
H1pM0,Θ

0q “ 0,M0 “ ϖ´1p0qならば，十分小さい開多重区間 I (0 P I Ă

Bqに対して pMI , I,ϖqは自明である．
[Frølicher A, Nijenhuis A: A theorem on stability of complex structures,

Proc. Nat. Acad. Sci. (USA) 43: 239-41 (1957)] l

【定理 3.16】 　複素構造の無限小変形の自由度はH1pM,Θqと１対１に
対応する．ここで，Θは正則ベクトル場の層． l

【注 3.17 (説明)】 　 複素構造の無限小変形とH1pM,Θqとの対応は次
のようにして得られる．

1. 可微分族 pM , B,ϖqにおいて，t P B近傍での複素局所座標系 pUj, z
a
j pa “

1, ¨ ¨ ¨ , nqqに対し，各 tでの座標変換を zj “ fjipzi, tqとおく．この
とき，Uj X Uiでの正則ベクトル場 θjiptqを

θjiptq “
fa
jipzi, tq

Bt

B

Bzai
(3.2.1)

により定義すると，座標変換の結合則

fkipzi, tq “ fkjpfjipzi, tq, tq (3.2.2)

より
θkiptq “ θkjptq ` θjiptq, θijptq “ ´θjiptq (3.2.3)

が成り立つ．したがって，対応Uj X Ui ÞÑ θjiptqはMt上の正則ベ
クトル場の層Θtに係数をもつCechコホモロジーにおける 1コサイ
クルを定義する．
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2. このコサイクルがコバウンダリーとなるとき，すなわち各Ui上の
正則ベクトル場 θiptqが存在して

θji “ θj ´ θi (3.2.4)

となる条件は，新たな座標系Zj “ gpzj, tqを

Bgpzj, tq

Bt
“ θjpzj, tq (3.2.5)

により定めるとき，Zjの変換が tに依存しない (Zj “ FjipZiq)こと
と同等である．

3. 以上より，複素構造の変形の自由度はH1pMt,Θtqと対応する．

l

【定義 3.18 (複素解析族)】 　 Cm内の領域Bの各点 tに対しコンパク
ト複素多様体Mt “ Mn

t が与えられているとする．このとき，次の条件を
満たす複素多様体M とM をBの上に写す正則写像ϖが存在するなら
ば，Mtは tに正則に依存するといい，集合 tMt | t P Buをコンパクト多
様体の複素解析族 (complex analytic family)とよぶ：

(i) M の各点において正則写像ϖの Jacobi行列の階数はmに等しい．

(ii) 各点 t P B に対して，ϖ´1ptqはM のコンパクトな部分多様体で
ある．

(iii) ϖ´1ptq “ Mt

[小平邦彦著「複素多様体論」（岩波書店，1992)] l

【定理 3.19 (微分同相性)】 　コンパクト多様体の複素解析族 pM , B,ϖq

において，任意の t, s P Bに対してMtとMsは微分同相である．[小平邦
彦著「複素多様体論」（岩波書店，1992)] l

【定義 3.20 (完備性)】 　 複素解析族 pM , B,ϖqが p P Bで完備であ
るとは，点 q P Cと双正則同型 ϕ : Nq Ñ Mpが存在するような任意の族
pN , C, πqに対して，qの近傍U と正則写像f : T 1 Ñ B, h : π´1pU q Ñ M

が存在して，次の３条件を満たすことである．

i) f ˝π “ ϖ˝h
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ii) fpqq “ p

iii) Nq上で h “ ϕ．

このとき，U を十分小さく取ると，hは各ファイバーNtからMfptq上へ
の双正則同型を与えている．したがって，pで完備な族は，Mpのすべて
の微小変形を含んでいるといえる． l

【定義 3.21 (効果的パラメーター)】 　複素解析族 pM , B,ϖqの点 p P B

において，小平-Spencer写像

ρp : TpB Ñ H1pMp,Θq (3.2.6)

が単射となるとき，pM , B,ϖqは pで効果的にパラメータ付けされてい
るという． l

【定理 3.22 (倉西の基本定理 (1964))】 　 任意のコンパクト複素多様体
Mに対し，次の条件を満たす複素解析族 pM , B,ϖqと p P Bが存在する：

i) Bの各点で完備．

ii) pで効果的にパラメーター付けされている．

iii) Mp “ M .

このとき，Bを倉西空間 (Kuranishi space)またはM の局所モジュライ
空間 (local moduli space)と呼ぶ． l
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3.3 エルミート多様体

3.3.1 エルミート計量

【定義 3.23】 　

1. 概複素多様体 pM , Jqの Riemann計量 gが任意のベクトル場X,Y

に対して
gpJX, JY q “ gpX,Y q (3.3.1)

を満たすとき，エルミート計量という．

2. エルミート計量を与えられた概複素多様体を概エルミート多様体，
エルミート計量を与えられた複素多様体をエルミート多様体という．

l

【定義 3.24 (Kähler形式)】 　 概エルミート多様体 pM , J, gqに対して，

ωpX,Y q “ gpJX, Y q (3.3.2)

により定義される２次微分形式 Φを基本２形式ないしKähler形式とい
う．成分表示では，JBj “ JJ

kBkと定義すると，ωjk “ gklJj
l “ Jjkであ

る．（注：Kobayashi-Nomizuの定義Φとの対応は，Φ “ ´ω．） l

【命題 3.25】 　

1. エルミート計量 gを複素接バンドルに拡張すると次の性質を持つ：

i) 任意の複素ベクトル場Z,W に対して，gpZ̄, W̄ q “ gpZ,W q.

ii) 任意のゼロでない複素ベクトル場Zに対して，gpZ, Z̄q ą 0.

iii) p1, 0q型ベクトル場Zと p0, 1q型ベクトル場Wに対して，gpZ, W̄ q “

0.

特に，hpZ,W q “ 2gpZ, W̄ qは T 1pM q上の正値エルミート計量を与
える．

2. 逆に，T 1pM qの正値エルミート計量hp˚, ˚qが与えられると，2gpZ, W̄ q “

hpZ,W q(Z,W P T 1
ppM q)と 1.i)-iii)を満たす複素接バンドルの対称

双線形形式 gが一意的に存在し，その実接バンドル T pM qへの制限
はM のエルミート計量を与える．
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3. T 1pM qの断面，すなわち p1, 0q型複素ベクトル場の基底をf1, ¨ ¨ ¨ , fn，
A 1,0pM qの双対基底を ϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕnとおく．すなわち，ϕjpfkq “ δjk．
このとき，T 1pM qのエルミート計量 hを

h “ hijϕ
iϕ̄j; hij “ hpfi, fjq “ 2gpfi, f̄jq (3.3.3)

とおくと，hijはエルミート行列で，基本２形式 ωは

ω “
i

2
hijϕ

i ^ ϕ̄j (3.3.4)

と表される．

l

【注 3.26】 　Riemann計量 gを T ˚CpM qに拡張したものは，形式的に

ds2 “ gjkdz
j b dzk ` gjk̄dz

j b dz̄k ` gj̄kdz̄
j b dzk ` gj̄k̄dz̄

j b dz̄k (3.3.5)

と表される．ここで，計量が対称形式である条件はgjk “ gkj, gjk̄ “ gk̄j, gj̄k̄ “

gk̄j̄，計量が実接空間 T ˚pM q上で実である条件は gj̄k̄ “ ḡjk, gj̄k “ ḡjk̄と
表されので，

ds2 “ gjkdz
j b dzk ` ḡjkdz̄

j b dz̄k ` gjk̄pdzj b dz̄k ` dz̄k b dzjq. (3.3.6)

このとき，Hermite計量である条件は，gjk “ 0．よって，Hermite計量は，

ds2 “ gjk̄pdzj b dz̄k ` dz̄k b dzjq. (3.3.7)

ただし，ḡjk̄ “ gkj̄．したがって，hjk “ 2gjk̄を用いると，

ds2 “ 1
2
hjkpdzj b dz̄k ` dz̄k b dzjq (3.3.8)

この式はしばしば，
ds2 “ hjkdz

jdz̄k (3.3.9)

と表される．たとえば，

ds2 “ dx2 ` dy2 ñ ds2 “ dzdz̄. (3.3.10)

また，

ds2 “ Rephjkdz
j b dz̄kq, ω “ ´Imphjkdz

j b dz̄kq. (3.3.11)

特に，

ω “
i

2
hjkdz

j ^ dz̄k. (3.3.12)

l
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3.4 Kähler多様体

【定義 3.27】 　

1. 概エルミート多様体 pM , J, gqは，基本２形式Φが閉形式となると
き，概Kähler多様体という．

2. 概Kähler多様体は，その概複素構造が積分可能であるとき，すな
わち，複素多様体で Jがその複素構造から決まる概複素構造となる
とき，Kähler多様体という．

l

【注 3.28】 　様々な定義の関係

ΦzJ N/A D(almost complex) N “ 0(complex)

D almost Hermitian Hermitian

dΦ “ 0 almost symplectic almost Kähler Kähler

l

【定理 3.29】 　概エルミート多様体 pM , J, gqがKähler多様体となるた
めの必要十分条件は，gが概複素的すなわち，∇J “ 0となることである．

l

【定理 3.30】 　エルミート多様体がKähler多様体となるための必要十
分条件は，各点 pの近傍で

ds2p “ dzidz̄i, DpBziq|p “ 0

となる複素座標が存在することである． l

3.4.1 基本的性質

【定理 3.31】 　Kähler多様体の複素部分多様体は，誘導計量により再
びKähler多様体となる． l
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【定理 3.32 (Kählerポテンシャル)】 　 Hermite計量がKähler計量と
なるための必要十分条件は、Kähler形式 ωが，局所的に滑らかな実関数
K(Kählerポテンシャル）を用いて次のように表されることである：

ω “
1

2
ddcK “ iBB̄K.

ここで，dc “ ipB̄ ´ Bq. l

【注 3.33 (座標表示)】 　 計量成分 ds2 “ 2gjk̄dz
jdz̄kとKの関係は、

gjk̄ “ BjBk̄K. (3.4.1)

l

【注 3.34 (ケーラー計量の存在)】 　 すべての複素多様体がケーラー計
量を持つわけではない．実際，ケーラー形式の巾 ωpはHp,ppMqの非自
明なコホモロジー類を与えるので，ケーラー多様体の偶数次のBetti数は
正となる．したがって，偶数次のBetti数がゼロとなる複素多様体上には
ケーラー計量が存在しない．
例えば，λ P C˚を |λ| ‰ 1となる定数として，次式で定義される n次
元Hopf多様体は，b2i “ 0(i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ )となるので，ケーラー計量を持
たない．

Hn
λ “ pCn ´ t0uq{Γ » S2n´1 ˆ S; Γ “ tλn | n P Zu

l

3.4.2 曲率テンソル

【命題 3.35】 　Kähler多様体の曲率テンソルRと Ricciテンソル Ric

は次の性質をもつ：

1. RpX,Y q˝J “ J˝RpX,Y q, RpJX, JY q “ RpX,Y q.

RaecdJe
b “ Je

aRe
bcd, R

a
befJ

e
cJd

f “ Ra
bcd

2. RicpJX, JY q “ RicpX,Y q.

Ja
eJb

fRef “ Rab
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3. RicpX,Y q “ 1
2
TrpJ˝RpX, JY qq.

Rab “ 1
2
JefRefacJb

c

l

【定義 3.36 (Ricci形式)】 　 Kähler多様体のRicci曲率から定義される

ρpX,Y q “ RicpJX, Y q

は２形式となり，Ricci形式と呼ばれる．成分表示では、

ρab “ Ja
cRcb “ J cdRcadb “ ´

1

2
RabcdJ

cd (3.4.2)

l

【命題 3.37 (成分表示)】 　 e1, ¨ ¨ ¨ , en, e1̃, ¨ ¨ ¨ , eñ(ek̃ “ Jek)を TxpMqの
基底，θ1, ¨ ¨ ¨ , θn, θ1̃, ¨ ¨ ¨ , θñ(θk̃ “ ´Jθk)をその双対基底として，

ϕj “ p1 ´ iJqθj, fj “
1

2
p1 ´ iJqej,

Ψj
k “ ϕjpRfjq “ Rj

k ´ iRj
k̃

とおくと，
R j̃

k̃ “ Rj
k, R j̃

k “ ´Rj
k̃

より，
ρ “ iΨj

j

が成り立つ． l

3.4.3 座標成分表示

【命題 3.38】 　複素座標系 zjに関する成分表示のもとで次の諸式が成
り立つ：

1. 計量
ds2 “ 2gij̄dz

idz̄j

ただし，ḡij̄ “ gjī.
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2. Kähler形式
ω “ igij̄dz

i ^ dz̄j

3. 接続係数

Γi
jk “ Γi

kj “ gil̄
Bgl̄j
Bzk

,

Γī
j̄k̄ “ Γī

k̄j̄ “ gīl
Bglj̄
Bz̄k

他の成分はゼロ．

4. 曲率テンソル

Rij̄kl̄ “ gmj̄

BΓm
ik

Bz̄l
“

B2gij̄
BzkBz̄l

´ gmn̄Bgin̄
Bzk

Bgj̄m
Bz̄l

およびこれと Riemann曲率テンソルの代数的対称性から決まるも
の以外はゼロ．

5. Ricci曲率とRicci形式

Rij̄ “ ´
B2 lnG

BziBz̄j
,

ρ “ ´iBB̄ lnG,

G “ detpgij̄q.

特に，Ricci形式は複素構造と体積要素のみで決まる．

l

3.4.4 正則キリングベクトル場とモーメント写像

k “ kjpzqBj ` kj̄pz̄qBj̄を正則Killingベクトルとすると，Kähler形式 ω

に対して，

Ĺkω “ pd˝Ik ` Ik˝dqω “ d˝Ikω “ 0 ô Ikω “ dPpz, z̄q (3.4.3)

が成り立つ．Ppz, z̄qはモーメント写像 (Moment map)と呼ばれる．この
関係式を具体的に成分で表すと，

kj “ ´igjk̄Bk̄P ô kj̄ “ ´iBj̄P, (3.4.4a)

kj̄ “ igkj̄BkP ô kj “ iBjP (3.4.4b)
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これより
∇jBkP “ 0 (3.4.5)

が成り立つが，逆に，この条件を満たすP を用いて (3.4.4)により定義
される正則ベクトル場 kはKillingベクトルとなる．
(3.4.4)の反転公式が次のようにして得られる．まず，kに対する無限小
変換によるKählerポテンシャルの変化は，正則関数 rpzqを用いて

δK “ θpkjBj ` kj̄Bj̄qKpz, z̄q “ θprpzq ` r̄pz̄qq (3.4.6)

と表される．これより，

P “ ipkjBjK ´ rpzqq “ ´pkj̄Bj̄K ´ r̄pz̄qq (3.4.7)

とおくと，(3.4.4)が成り立つことが確かめられる．
つぎに，正則キリングベクトルの系 kAが閉じた交換関係

rkA, kBs “ fC
ABkC (3.4.8)

を満たすとすると，IkAω “ dPAおよび IrX,Y s “ rĹX , IY sより，

ĹkAPB “ fC
ABPC (3.4.9)

を得る．この整合性条件は，成分で表すと，

kjAkBj ´ kAjk
j
B “ ´fC

ABPC (3.4.10)

となる．

3.4.5 Kähler-Hodge多様体

【定義 3.39 (Kähler-Hodge多様体)】 　 Kähler多様体M は，c1pLq “

rKs(=Kähler類）となる線バンドル L Ñ M が存在するとき，Kähler-

Hodge多様体であるという． l

3.4.6 射影Kähler多様体

複素次元 pn` 1qのKähler多様体 pM, g, Jqが重み 1の閉相似Killingベ
クトル kをもつとする：

ds2 “ 2gIJ̄dX
IdX̄ J̄ ; gIJ̄ “ BIBJ̄NpX, X̄q, I, J “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ` 1(3.4.11a)

∇ikj “ gijpi, j “ 0, . . . , 2pn ` 1qq (3.4.11b)
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このとき，kは正則ベクトル場となり，Kählerポテンシャルに対して適
当なKähler変換を施すと，

kI “ BIN, kĪ “ BĪN, (3.4.12a)

kIBIN “ N, kĪBĪN “ N (3.4.12b)

が成り立つ．さらに，

k1 : k1
I “ ikI , k1

Ī “ ´ikĪ (3.4.13)

とおくと，k1は正則Killingベクトル場となり，

rk, k1s “ 0 (3.4.14)

以上より，M の複素座標系 py, zαq(α “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)で

k “ yBy ` ȳBȳ, k1 “ i pyBy ´ ȳBȳq (3.4.15)

となるものが存在する．この座標系では，KählerポテンシャルN は

N “ ´ayȳe´Kpz,z̄q{a (3.4.16)

と表される．また，

eα ” Bα `
1

a
BαKyBy pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq (3.4.17)

とおくと，
eαN “ 0, k1N “ 0 (3.4.18)

で，ベクトル場の基底を pk, k1, eαqの内積は

gpk, kq “ gpk1, k1q “ 2N, gpk, k1q “ 0, (3.4.19a)

gpk, eαq “ gpk1, eαq “ 0, (3.4.19b)

gpeα, eβ̄q “ ´
N

a
BαBβ̄K, gpeα, eβq “ 0. (3.4.19c)

よって，元の計量は

ds2 “ 2N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

y
´

1

a
BαKdz

α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

`

ˆ

´2N

a

˙

BαBβ̄Kdz
αdz̄β̄ (3.4.20)

と表される．これより，k, k1の軌道によるM の商空間 M̂ にKähler計量

ĝαβ̄ “ BαBβ̄K (3.4.21)

が誘導される．
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3.4.7 Special Kähler多様体

3.4.7.1 Rigid/affine special Kähler多様体

【定義 3.40 (Rigid/affine special Kähler多様体)】 　 Kähler多様体
pM, g, Jqは、次の性質をもつ実接続∇s “ pAij

kqをもつとき、rigid (affine)

special Kähler多様体という：

i) torsion free: Aij
k “ Aji

k

ii) 平坦: BriAjsk
l ` Amri

lAjsl
m “ 0

iii) Symplectic: BkJjk ` 2Airj
lJksl “ 0

iv) d∇sを∇sに関する共変外微分とするとき、

d∇srpdϕiqJi
js ” dϕk ^ rBkδ

j
l ` Akl

jsrpdϕiqJi
ls “ 0. (3.4.22)

[ă Freedman DZ, Van Proeyen A 2012B] l

【命題 3.41】 　次の３つの条件は、いずれも、Kähler多様体 pM, g, Jq

が rigid special Kählerであるための必要十分条件を与える：

1) 複素座標系 pzαqにおいて正則な３階完全対称テンソルCαβγ “ Cpαβγqpzq

が存在し、次の条件を満たす：

∇rδCαsβγ “ 0, (3.4.23a)

Rαγ̄βδ̄pgq “ ´CαβϵC̄γ̄δ̄ϵ̄g
ϵϵ̄. (3.4.23b)

このとき、平坦接続Aij
kは、Kähler計量に関する接続 Γγ

αβ をもち
いて

Aαβ
γ “ Γγ

αβ, Aαβ
γ̄ “ gγ̄γCαβγ. (3.4.24)

2) 次の２条件を満たす：

i) 実チャート pϕiq “ pxI , fIq(I “ 1, ¨ ¨ ¨ , , n, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2n)が存
在して、Kähler形式が次のように表される：

2ω “ ´Jijdϕ
i ^ dϕj “ ´2dxI ^ dfI . (3.4.25)
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ii) T 1pMqの１形式 πi(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2n)を

πi “
1

2
dϕjpδji ´ iJj

iq (3.4.26)

により定義するとき、2n個の正則関数の組 pXIpzq, FIpzqqが存
在して、i)の座標系のもとで、

πI “ dXIpzq, πI “ dFIpzq (3.4.27)

このとき、

dxI “ 2Re pdXIpzqq, dfI “ 2Re pdFIpzqq (3.4.28)

が成り立つ。

3) 次の２式を満たす 2n個の正則関数系 pXIpzq, FIpzqqが存在する：

dXI ^ dFI “ 0, (3.4.29a)

´ω “ ´igαβ̄dz
α ^ dz̄β̄ “ dXI ^ dF̄I ` dX̄I ^ dFI .(3.4.29b)

これらの条件は，V “ pXIpzq, FIpzqqとおくとき，シンプレクティッ
ク内積

xV1, V2y ” XI
1F2I ´ F1IX

I
2 (3.4.30)

を用いて，

xBαV, BβV y “ 0, (3.4.31a)

´ωαβ̄ “
@

Bα, Bβ̄V̄
D

(3.4.31b)

と表される．

l

【命題 3.42 (Prepotential)】 　 Rigid special Kähler多様体の symplectic

section を pXIpzq, FIpzqq(I “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)とする。

1. BαZ
I が行列として正則なら、FI は適当な正則関数 F pXqを用いて

FIpzq “ BF pXpzqq{BXI と表される。このとき、F pXqは前ポテン
シャル (prepotential)と呼ばれる。

2. Kähler計量が正定値なら、前ポテンシャルが存在する。

[Craps B, Roose F, Troost W, Van Proeyen A: NPB503, 565-613 (1997),

arXiv:hep-th/9703082] l
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3.4.7.2 Projective special Kähler多様体

pM,J, V q (V “ TpXIpzq, FIpzqq, I “ 0, ¨ ¨ ¨ , n)を affine special Kähler

多様体，kをそのウエイト 1の閉相似Killingベクトル場，k1をそれに随
伴するKillingベクトル場とする．M に対するKählerポテンシャルN は

N “ i xV, V y “ ipXIF̄
I ´ FIX̄

Iq (3.4.32)

ので，複素チャート py, zαqを

k “ yBy ` ȳBȳ, k1 “ i pyBy ´ ȳBȳq (3.4.33)

と取ると，
V “ yvpzq; vpzq “ TpZIpzq, FIpzqq (3.4.34)

となる．いま，
i xv, v̄y “ ´ae´Kpz,z̄q{a (3.4.35)

により，Kpz, z̄qを定義すると，

N “ ´ayȳe´Kpz,z̄q{a (3.4.36)

pk, k1qの軌道に関するM の商空間 M̂ は，KをKählerポテンシャルとす
るKähler多様体 pM̂, Ĵ , ĝqとなり，

ds2 “ 2N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

y
`

1

a
BαKdz

α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

`
´2N

a
ĝαβ̄dz

αdz̄β̄. (3.4.37)

曲率テンソルは，

Rαᾱββ̄ “
2

a
gᾱpαgβqβ̄ ´ Cαβγg

γγ̄C̄ᾱβ̄γ̄, (3.4.38a)

Cαβγ “ i x∇α∇βV,∇γV y (3.4.38b)

ここで，

∇αv ” Bαv `
1

a
pBαKqv, ∇̄ᾱv ” 0, (3.4.39a)

∇̄ᾱv̄ ” Bᾱv̄ `
1

a
pBᾱKqv̄, ∇αv̄ ” 0, (3.4.39b)

∇αy “ ∇αȳ “ 0. (3.4.39c)

また，前ポテンシャルが存在するときには，

Cαβγ “ iFIJK∇αX
I∇βX

J∇γX
K . (3.4.40)

∇αV “ y∇alphavなので，

ĝαβ̄ “ i
@

∇αV, ∇̄β̄V̄
D

“ iyȳ
@

∇αv, ∇̄β̄ v̄
D

(3.4.41)
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3.4.8 Hyperkähler多様体

【定義 3.43 (Hyperkähler多様体)】 　 M を 4m次元の多様体とする．

1. J “ pJ1, J2, J3qを，J1J2 “ J3を満たす概複素構造，gを J1, J2, J3
のいずれに関してもエルミートな計量とするとき，pJ , gqを概 hy-

perkähler構造，pM,J , gqを概ハイパーKähler多様体という．

2. さらに，gの Levi-Civita接続∇に対して，∇J “ 0がなりたつと
き，pJ , gqを hyperkähler構造，pM,J , gqをハイパーKähler多
様体という．

l

【命題 3.44 (Sppmq構造)】 　 概ハイパーケーラー構造は，Sppmq構造
と同等である．また，ハイパーケーラー構造は，捩れのない Sppmq構造
と同等である． l

【命題 3.45】 　M を 4m次元の多様体，pJ , gqをその概ハイパーケー
ラー構造を pJ , gq、ω “ pω1, ω2, ω3qを J に対応するエルミート形式とす
る．このとき，次の条件は互いに同値である．

(i) pJ , gqはハイパーケーラー構造である．

(ii) dω “ 0.

(iii) ∇ω “ 0.

(iv) Holpgq Ď Sppmqで，J は Sppmq構造から誘導された複素構造で
ある．

[ă Joyce DD 2000B] l

【定理 3.46】 　ハイパーケーラー多様体はRicci平坦である． l

3.4.9 4元数ケーラー多様体

【定義 3.47 (ハイパー複素多様体)】 　 M を 4m次元の多様体，J “

pJ1, J2, J3qをJ1J2 “ J3を満たす積分可能な複素構造の組とするとき，pJq

をハイパー複素構造 (hypercomplex structure), pM,Jqをハイパー複素多
様体 (hypercomplex manifold)と呼ぶ． l
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【命題 3.48】 　

1. ハイパー複素多様体 pM,Jqは，∇J “ 0となる捩れのない一意的
な接続をもつ．この接続は小畑接続と呼ばれ，そのホロノミー群は
GLpm,Hqの部分群となる．

2. ハイパー複素構造は，捩れのないGLpm,Hq構造と同等である．

l

【定義 3.49 (4元数ケーラー多様体)】 　 Holpgq Ď SppmqSpp1qとなる
4m次元多様体は，4元数ケーラー多様体 (quaternionic Kähler manifold)

という．ただし，4次元 pm “ 1qについては，自己共役なWeyl曲率をも
つ向きづけられた Einstein多様体と定義する． l

【命題 3.50】 　 4元数ケーラー多様体は概ハイパーケーラー構造 pJ , gq

をもち，Einstein空間となる． l

3.4.10 標準直線バンドル

【定義 3.51 (標準直線バンドル)】 　 n次元複素多様体M に対して，
^npT 1Mq˚を標準直線バンドルといいKで表す．また，^nT 1Mを反標準
直線バンドルといい，K˚で表す． l

【定理 3.52】 　Kähler多様体のRicci形式 ρは，標準直線バンドル（反
標準直線バンドル）に誘導される接続の曲率テンソルの i倍（´i倍）と
なる．特に，ρ “ 0となる条件は，標準直線バンドルが平行な局所断面を
持つことと同等である．このとき，対応する断面は正則である． l

3.4.11 ホロノミー

【定理 3.53 (Iwamoto)】 　 複素次元 nのKähler多様体に対して，制
限線形ホロノミー群がSUpnqに含まれるための必要十分条件は，Ricciテ
ンソルが恒等的にゼロとなることである． l
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3.4.12 Chern類

【定理 3.54 (曲率形式による表現)】 　 Kähler多様体M のKähler形式
を ω，曲率形式をRとすると，その p次Chern類 cppMqは，

cppMq “ r
1

pp!q2
IpωpR ^ ¨ ¨ ¨ Rqs

と表される．特に，ρをRicci形式として

c1pMq “ r
1

2π
ρs

l

3.5 Kähler-Einstein多様体

3.5.1 一般的性質

【定義 3.55 (２次コホモロジー類の符号)】 　 H2pM,Rqのコホモロジー
類は，正（負）の p1, 1q型部分形式を代表元としてもつとき，正（負）で
あるという．この符号は代表元に依存せず，コホモロジー類のみで決ま
る．ここで α P A1,1pMqが正（負）であるとは，apX,Y q “ αpX, JY qに
より定義される J 不変実対称双線形形式 aが正（負）であることを意味
する． l

【命題 3.56 (Kähler-Einstein多様体のスカラ曲率の符号)】 　 Kähler-

Einstein多様体M のスカラ曲率 sの符号は複素構造のみにより定まる．
さらに，sの値は，M の複素次元を n, V を体積として

V sn “
4πnn

n!
cn1 (3.5.1)

により定まる．ここで，cn1 は複素構造のみで決まるChern特性数である．
l

【注 3.57 (第１Chern類の符号)】 　

1. CPN ないの dj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , p)次同次多項式により定義される超曲面
の交わりにより定義される代数多様体M の第１Chern類は，超曲
面が一般の位置にあるとき，d “ d1 ` ¨ ¨ ¨ ` dpとして

c1pMq “ pN ` 1 ´ dqh
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で与えられる．ここで，hはH2pCPN ,Zqの正の生成元のMへの制
限である．

2. 小平の定理より，第１Chern類が正ないし負のコンパクト複素多様
体は複素射影空間への正則埋め込みをもつ．

3. 複素曲面に対しては，c1pMqが定符号となるのは c21pMqが非負の
場合に限る．一方，複素曲面を１点でブローアップすると，c21pMq

は 1だけ減少する．したがって，十分多くの点でブローアップして
得られる曲面の第１ Chern類は定符号でなくなる．例えば，CP2

を r回ブローアップした曲面 Σrに対して，c21pΣrq “ 9 ´ r．また，
0 ď r ď 8のとき，Σrは正の第１Chern類をもち，正の第１Chern

類をもつ複素曲面はそれらと CP1 ˆ CP1に限られる．これらのう
ち，Σ1,Σ2,Σ3にはKähler-Einstein計量が入らないことが示される．
Σr(4 ď r ď 8）については，Kähler-Einstein計量が入るかどうかは
不明．[Besse AL 1987]

l

3.5.2 Calabi-Yau予想

【定理 3.58 (Calabi-Yauの定理)】 　 M をコンパクトKähler多様体，
ωをそのKähler形式，c1pMqを第１Chern類とする．このとき，コホモ
ロジー類 2πc1pMqに属する任意の p1, 1q型実閉形式は，Kähler形式が ω

と同じコホモロジー類に属するKähler計量の Ricci形式となり，そのよ
うなKähler計量は一意的である． l

【定理 3.59 (Aubin-Calabi-Yauの定理)】 　 第１ Chern類が負とな
る任意のコンパクト複素多様体は，（スカラ曲率が負の）Kähler-Einstein

計量をもつ．そのような計量は，定数倍の除いて一意的である． l

3.5.3 例

【注 3.60】 　
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1. 任意のコンパクト単連結一様Kähler多様体は正スカラ曲率のKähler-

Einstein計量をもつ．これは，1987年時点で，唯一の正スカラ曲率
Kähler-Einstein多様体の例である [Besse AL 1987]

l

3.5.4 Ricci平坦多様体

【定理 3.61 (Calabi-Yau多様体)】 　 コンパクト複素多様体M に対
して，次の３つの条件は同等である．

i) 第１Chern類がゼロでKähler計量をもつ．

ii) Ricci平坦なKähler計量をもつ．

iii) 標準直線バンドルに誘導される接続が局所平坦となるKähler計量
をもつ．

l

【定理 3.62 (モジュライ自由度)】 　 pM,JqをKähler計量をもち c1pMq “

0となるコンパクト複素多様体とする．このとき，M の各Kähler類ごと
に Ricci平坦な Kähler計量が一意的に存在する．pM,Jq上の Ricci平坦
なKähler計量の全体は，M のKähler錐と同型な次元 h1,1pMqの多様体
となる． l

3.5.5 Calabi-Yau多様体

3.5.5.1 定義と基本性質

【定義 3.63 (Calabi-Yau多様体)】 　 複素m次元コンパクトKähler

多様体 pM,J, gqのホロノミー群が SUpmqとなるとき，M を（非特異）
Calabi-Yau多様体という． l

【命題 3.64 (ホロノミーによる特徴付け)】 　 pM,J, gqを単連結，既約，
コンパクト，Ricci平坦な（複素）m次元 Kähler多様体とする．このと
き，m ě 2かつHolpgq “ SUpmq，またはmは 4以上の偶数かつHolpgq “
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Sppm{2qとなる．逆に，pM,J, gqが複素m次元コンパクトKähler多様体
でHolpgqが SUpmqか Sppm{2qと一致すれば，gはRicci平坦，既約でそ
の基本群は有限群となる．(Joyce DD 2000[Joy00]) l

【命題 3.65 (平行微分形式)】 　 pM,J, gqをコンパクト，Ricci平坦
なKähler多様体，ξを滑らかな pp, 0q形式とする．このとき，dξ “ 0と
∇ξ “ 0は同等となる．したがって，Hp,0pMqは平行 pp, 0q形式の空間と
同型となる．(Joyce DD 2000[Joy00]) l

【定理 3.66 (Ricci平坦Kähler多様体)】 　 コンパクトでRicci平坦な
Kähler多様体の有限非分岐被覆は，Kähler多様体の直積TˆX1ˆ¨ ¨ ¨ˆXk

と同型である．ここで，T は平坦なKählerトーラス，各Xkは単連結既
約な Riemann多様体で，Calabi-Yau多様体か超Kähler多様体のいずれ
か．[[ă 岩波数学事典 v4]] l

【命題 3.67 (標準線バンドル)】 　 pM,J, gqをコンパクト，Ricci平坦
な複素m次元Kähler多様体とする．このとき，Holpgq Ă SUpmqとなる
ための必要十分条件は，M の標準線バンドルKM が自明となることであ
る．(Joyce DD 2000[Joy00]) l

【命題 3.68 (コホモロジー)】 　 n次元Calabi-Yau多様体M に対して，
hp,q “ dimHp,qpMqとおくと，

h0,p “ hp,0 “ hn,p “ hp,n “ 0 p0 ă p ă nq, (3.5.2a)

h0,0 “ h0,n “ hn,0 “ hn,n “ 1. (3.5.2b)

(¡ Joyce DD 2000[Joy00]) l

【定理 3.69 (代数性定理)】 　 複素次元が３以上の Calabi-Yau多様体
は射影的である．(Joyce DD 2000[Joy00]) l

3.5.5.2 ３次元Calabi-Yau多様体のHodgeダイアモンド

h3,3

h3,2 h2,3

h3,1 h2,2 h1,3

h3,0 h2,1 h1,2 h0,3

h2,0 h1,1 h0,2

h1,0 h0,1

h0,0

“

1

0 0

0 h1,1 0

1 h2,1 h2,1 1

0 h1,1 0

0 0

1
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3.5.5.3 CPmの部分多様体による構成

【定理 3.70 (CPmの超曲面)】 　 fpZ0, ¨ ¨ ¨ , ZmqをCm`1の次数 dの同
次多項式とする．このとき，CPmの超曲面X : f “ 0に対し，c1pXq “ 0

となる必要十分条件は d “ m ` 1．このようにして得られるm ´ 1次元
Calabi-Yau多様体は，各mに対して互いに微分同相． l

【定理 3.71 (CPmの超曲面の完全交差による構成)】 　 CPmの超曲面
H1, ¨ ¨ ¨ , Hkに対して，その共通部分X “ H1 X ¨ ¨ ¨ XHkは，超曲面がX

において互いに横断的に交わるとき，完全交差 (complete intersection)と
いう．
X がH1, ¨ ¨ ¨ , Hkの完全交差で，Hj の次数が dj のとき，X が Calabi-

Yau 多様体となるための必要十分条件は，d1 ` ¨ ¨ ¨ ` dk “ m ` 1 と
なることである．このようにして得られるm ´ k次元 Calabi-Yau多様
体は，rm; d1, ¨ ¨ ¨ , dksが同じなら互いに微分同相．以下，微分同相類を
CPmrd1, ¨ ¨ ¨ , dksと表記する． l

【例 3.72 (完全交差で表される複素 3次元Calabi-Yau)】 　 完全交差で
表される複素 3次元Calabi-Yau多様体は以下の 5個に限られる：

CP4r5s, CP5r2, 4s, CP5r3, 3s, CP6r2, 2, 3s, CP7r2, 2, 2, 2s (3.5.3)

l

3.5.5.4 オービフォールドの crepantな特異点解消による構成

【定義 3.73 (複素オービフォールド)】 　 特異なm次元複素多様体は，
各特異点 xの近傍が，適当な有限群Gx Ă GLpm,Cqに対してCm{Gxと
同型となるとき，複素オービフォールドと呼ぶ．xはオービフォールド点
, Gxはオービフォールド群という． l

【定義 3.74 (KählerオービフォールドとCalabi-Yauオービフォールド)】
　 複素オービフォールドX に対して，X の非特異部分におけるKähler

計量 gが定義され，X のオービフォールド点 xの近傍が，適当なGx不
変なKähler計量を持つCmに対し，Cm{Gxと等長となるとき，gをオー
ビフォールドX 上のKähler計量とよぶ．また，Kähler計量を与えられ
た複素オービフォールドをKählerオービフォールドと呼ぶ．さらに，m
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次元Kählerオービフォールド pX, J, gqは，Holpgq “ SUpmqとなるとき，
Calabi-Yauオービフォールドと呼ぶ． l

【定理 3.75 (Yauの定理のオービフォールド版)】 　 XをKähler計量を
もつコンパクト複素オービフォールドとする．c1pXq “ 0なら，X上の各
Kähler類に対し，Kähler計量が一意的に存在する．(ăJoyce2000B) l

【命題 3.76 (Calabi-Yauオービフォールドの特異点)】 　 Calabi-Yauオー
ビフォールドの特異点集合の複素余次元は 2以上である．(ăJoyce2000B)

l

【定理 3.77 (3次元複素オービフォールの特異点解消)】 　 3次元複素
オービフォールドは，オービフォールド群がSLp3,Cqに含まれるなら，ク
レパントな特異点解消をもつ．(ăJoyce2000B) l

【注 3.78】 　一般に，KählerオービフォールドXが孤立していない特
異点をもつ場合，そのクレパントな特異点解消がKählerになるとは限ら
ない．しかし，その中の少なくとも一つはKählerとなることが示される．
(ă Joyce2000B) l

【定理 3.79 (Calabi-Yau from a toroidal Kähler orbifold)】 　 pT 6, J, gq

を平坦なKählerトーラス，Ωをその正則 3形式，Gを pJ, g,Ωqを不変に
する T 6 の自己同形からなる有限群とする．このとき，コンパクトな複
素オービフォールドX “ T 6{Gは少なくとも一つのクレパントなKäler

特異点解消 pX̃, πqをもつ．さらに，X̃ には Ricci平坦な Kähler計量で，
Holpg̃q Ď SUp3qとなるものが存在する．Holpg̃q “ SUp3qとなるための必
要十分条件は，π1pT 6{Gqが有限群となることである．(ăJoyce2000B) l

【例 3.80 (T 6{Z3のブローアップ)】 　

1. T 6{Z3: ζ “ e2iπ{3として，C3の格子Λを

Λ “
␣

pa1 ` b1ζ, a2 ` b2ζ, a3 ` b3ζq
ˇ

ˇ ai, bj PZ R
(

(3.5.4)

とすると，Λは変換

α : pz1, z2, z3q ÞÑ pζz1, ζz2, ζz3q (3.5.5)

で不変となる．これより，G “ t1, ζ, ζ2uとして，X “ C3{Λ{Gに
より複素オービフォールドを定義する．
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2. オービフォールド点：　

pζz1, ζz2, ζz3q “ pz1, z2, z3q ` pa1 ` b1ζ, a2 ` b2ζ, a3 ` b3ζq (3.5.6)

の解は，

zi “
´2ai ` bi

3
´
ai ` bi

3
ζ. (3.5.7)

基本領域内のものに限定すると，各 ziについて

zi “ 0,
2 ` ζ

3
,

1 ` 2ζ

3
(3.5.8)

の 3個なので，特異点は 33 “ 27個．

3. トポロジー：Xのクレパントな特異点解消 π : X̃ Ñ Xはブローアッ
プのみで，π1pXq “ t1uが言えるので (RM20180104参照)，上記の
一般定理より，X̃はCalabi-Yau. ブローアプにより各特異点ごとに
CP2の p1, 1qコサイクルが 1個生成されるので，Hodge数 h1,1は

h1,1pX̃q “ 32 ` 27 “ 36. (3.5.9)

また，T 6の p2, 1qコサイクル dzi ^ dzj ^ dz̄kでαで不変なものはな
いので，h2,1pX̃q “ h2,1pT 6{Z3q “ 0.

l

3.5.6 重み付き射影空間の部分多様体による構成

【定義 3.81 (重み付き射影空間，多項式，超曲面)】 　 a0, ¨ ¨ ¨ , amを整
数の組として，CPm`1z t0uに対するCP˚の作用

pz0, ¨ ¨ ¨ , zmq Ñ pλa0z0, ¨ ¨ ¨ , λamzmq, λ P C˚ (3.5.10)

を考える．この作用によるCPm`1z t0uの商空間を重み付き射影空間 (weighted

projective space)と呼び，CPm
a0.¨¨¨ ,am

と表記する．
また，Cm`1の多項式 fpz0, ¨ ¨ ¨ , zmqが

fpλa0z0, ¨ ¨ ¨ , λamzmq “ λdfpz0, ¨ ¨ ¨ , zmq, @λ, z0, ¨ ¨ ¨ zm P C (3.5.11)

を満たす時，fを次数 dの重み付き同次多項式という．さらに，このよう
な多項式を用いて定義される

X “
␣

rz0 : ¨ ¨ ¨ : zms P CPm
a0,¨¨¨ ,am

ˇ

ˇ fpz0, ¨ ¨ ¨ , zmq “ 0
(

(3.5.12)

は，CPm
a0,¨¨¨ ,am

の超曲面となり，CPm
a0,¨¨¨ ,am

の次数 dの超曲面という． l
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3.6 位相的性質

3.6.1 基本群

【定理 3.82 (3次元コンパクト複素多様体の基本群 [Tau92, ABC`96])】
　 有限表示をもつ任意の群Gに対し，基本群がGと同型となる３次元コ
ンパクト複素多様体が，あるコンパクト（実４次元）自己双対多様体の
ツィスター空間として実現される． l
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3.7 多変数複素関数

3.7.1 基本的性質

【定理 3.83 (Hartogsの定理)】 　 U をCn(n ą 1)の多重円盤∆prq “

tpz1, ¨ ¨ ¨ , znq | |zi| ă r, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , nu，V をそれに含まれる多重円盤∆pr1q(r1 ă

r)とするとき，U ´ V 上の正則関数は常にU 全体の正則関数に拡張でき
る． l

【系 3.84】 　Cn(n ą 1)の開集合 U において，U から一点を除く領域
で定義された正則関数は，U 全体で定義された正則関数に一意的に拡張
可能である． l

【定義 3.85 (Weierstrass多項式)】 　 aipzqを z P Cn´1の正則関数と
して，次の形のwの多項式をWeierstrass多項式という．

wd ` a1pzqwd´1 ` ¨ ¨ ¨ ` adpzq, aip0q “ 0.

l

【定理 3.86 (Weierstrassの準備定理)】 　 f をCnの原点近傍で正則
な関数とする．このとき，f が w軸上で恒等的にゼロでなければ，原点
近傍で f は一意的に次のように表される：

f “ g ¨ h, hp0q ‰ 0

ここで，gは次数 dのwのWeierstrass多項式である． l

【定理 3.87 (Riemannの拡張定理)】 　 fpz, wqを多重円盤∆ Ă Cn上
の正則関数とする．いま，gpz, wqが ∆̄ ´ tf “ 0uで正則かつ有界とする
と，gは∆全体で正則な関数に拡張可能である． l

【定義 3.88 (正則関数の局所環)】 　 Cnにおいて，点 zの近傍で正則な
関数の作る環をOn,zと表記する．特に，z “ 0に対して，On,0 “ Onと略
記する． l

【命題 3.89 (局所環の性質)】 　 On,zは局所環で，一意分解環 (UFD)で
ある． l
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【定理 3.90 (Weierstrassの剰余定理)】 　 gpz, wq P On´1rwsを次数 k

のwに関するWeierstrass多項式とする．このとき，任意の f P Onは，

f “ g ¨ h ` r

と一意的に表される．ここで，rpz, wqはwに関して次数が k未満の多項
式である． l

【系 3.91 (弱い零点定理)】 　 fpz, wq P Onが既約で，hOnが fpz, wq “ 0

となる集合でゼロとなるなら，f はOnにおいて hを整除する． l

3.7.2 留数定理

【定義 3.92 (有理n形式の留数)】 　 Cnの原点の開近傍をU “ tz P Cn | }z} ă ϵu,

f1, ¨ ¨ ¨ , fn P OpŪqを f´1p0q “ t0uとなる Ūの開近傍での正則関数の組と
する．このとき，有理 n形式

ω “
gpzqdz1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dzn
f1pzq ¨ ¨ ¨ fnpzq

, g P OpŪq

の原点 0での留数を

Rest0uω ”

ˆ

1

2π
?

´1

˙n ż

Γ

ω

により定義する．ここで Γは n次元トーラス

Γ “ tz P Cn | |fipzq| “ ϵiu .

l

【命題 3.93 (非縮退な極の留数)】 　 f “ pf1, ¨ ¨ ¨ , fnqが非縮退，すな
わち

Jf p0q ”

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bpf1, ¨ ¨ ¨ , fnq

Bpz1, ¨ ¨ ¨ , znq
p0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0

のとき，有理 n形式 ωの留数に対して次の式が成り立つ：

Rest0u “
gp0q

Jf p0q
.

l
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【命題 3.94 (留数の 2n ´ 1形式の積分による表示)】 　 Cnの原点近傍
U で定義された有理 n形式

ω “
gpzqdz1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dzn
f1pzq ¨ ¨ ¨ fnpzq

, g P OpŪq

に対して，Di “ pfiq, D “ D1 ` ¨ ¨ ¨ ` Dn, Ui “ U ´ Di, U
˚ “ U ´ t0u “

Ťn
i“1 Uiとおく．このとき，同型

H0pXiUi,Ω
nq – Hn´1pU˚,Ωnq – Hn,n´1

B̄
pU˚q – H2n´1

DR pU˚q

により ω P H0pU ´ D,Ωnqに対応するH2n´1
DR pU˚qの微分形式を ηω，

ˆ

1

2π
?

´1

˙n

ω ÞÑ ηω

とするとき，次の関係が成り立つ：

Rest0uω “

ż

S2n´1

ηω.

ここで，S2n´1は原点を囲む微小球面． l

【命題 3.95 (distinguished Dolbeault representative)】 　 ηωは具
体的に次式で与えられる：

ηω “ gpzq
n!
ř

ip´1qi´1f̄i

´

Ź

j‰i dfj

¯

^ dz1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dzn

}f}2
.

l

【定理 3.96 (留数定理)】 　 M をコンパクト複素多様体M 1の相対コ
ンパクトで境界が滑らかな開部分多様体，U を M̄ の開近傍とする．M
上の有理 n形式 ωに対して，D “ D1 ` ¨ ¨ ¨ ` Dnをその有効極因子とし
て，Z “ D1 X ¨ ¨ ¨ XDnが有限個の孤立点の集合となるとする．このとき，
ω P H0pM,OpDqqに対応する 2n´1形式を ηω P Hn,n´1

B̄
pMq – H2n´1

DR pMq

とすると，
ÿ

PPZ

ResP ω “

ż

BM

ηω

が成り立つ．特に，M がコンパクトな閉多様体のとき，
ÿ

PPZ

ResP ω “ 0

となる． l
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【命題 3.97 (留数の変換則)】 　 Cnの原点の開近傍Uにおいて，f´1p0q “

t0u “ g´1p0qを満たすその上の正則写像 f, g : Ū Ñ Cnが，線形関係式

gpzq “ Apzqfpzq ô gipzq “
ÿ

j

aijpzqfjpzq

を満たすとする．このとき，任意の hpzq P OpŪqに対して，

Rest0u

ˆ

hdz1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dzn
f1 ¨ ¨ ¨ fn

˙

“ Rest0u

ˆ

h detpAqdz1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dzn
g1 ¨ ¨ ¨ gn

˙

が成り立つ．
l

【定理 3.98 (局所双対定理)】 　 f “ pf1pzq, ¨ ¨ ¨ , fnpzqqをCnの原点の開
近傍 U で定義された正則写像で，f´1p0q “ t0uを満たすものとする．こ
のとき，gpzq P OpŪqとして，任意の hpzq P OpŪqに対して

ż

|fipzq|“ϵ

gpzqhpzqdz1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dzn
f1pzq ¨ ¨ ¨ fnpzq

“ 0

が成り立つなら，gpzqは tf1, ¨ ¨ ¨ , fnuが生成するOpUqのイデアルに属す
る． l

3.7.3 交点数

【定義 3.99 (局所交点数)】 　 U Ă Cnを原点の開近傍，D1, ¨ ¨ ¨ , DnをU

の因子として，D1 X ¨ ¨ ¨ XDn “ t0uが成り立つとする．いま，fi P OpŪq

を因子Diの定義関するとするとき，f “ pf1, ¨ ¨ ¨ , fnqに対し f´1p0q “ t0u

がなりたつ．このとき，

ωpf1, ¨ ¨ ¨ , fnq “
df1
f1

^ ¨ ¨ ¨ ^
dfn
fn

として，Diの局所交点数 (local intersection number)を

pD1, ¨ ¨ ¨ , Dnqt0u ” Rest0uωpf1, ¨ ¨ ¨ , fnq

により定義する． l
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【命題 3.100 (局所交点数の基本的な性質)】 　局所交点数 pD1, ¨ ¨ ¨ , Dnqt0u

は次の性質をもつ：

(a) 値は整数で，イデアル I “ tf1, ¨ ¨ ¨ , fnu Ă OpŪqのみに依存し，生
成元 f1, ¨ ¨ ¨ , fnの取り方に依存しない．これより，局所交点数の値
は，因子のみに依存し，その定義関数の選び方によらない．

(b) 局所交点数は，各因子Diに線形に依存する．

(c) 因子系Diに対し，領域U におけるそれらの各交点における局所交
点数の総和で定義される総交点数は，Diの連続変形に対して変化
しない．

(d) 原点において交叉する因子系Diのうち，D1は非特異であるとする．
このとき，D1

i “ D1 X Diに対して，

pD1, ¨ ¨ ¨ , Dnqt0u “ pD1
2, ¨ ¨ ¨ , D1

nqt0u

が成り立つ．これより，

Bpf1, ¨ ¨ ¨ , fnq

|pdpz1, ¨ ¨ ¨ , znq
ı 0, pD1, ¨ ¨ ¨ , Dnqt0u ą 0

が導かれる．

(e) 局所交叉数は，写像 f : U˚ Ñ Cn ´ t0uの写像度 degpfqと一致する．

(f) I “ tf1, ¨ ¨ ¨ , fnuを OpŪqのイデアルとするとき，O{I は有限次元
複素ベクトル空間で，その次元は

dimCpO{Iq “ pD1, ¨ ¨ ¨ , Dnqt0u

で与えられる．

l

【定理 3.101 (Jacobi関係式)】 　 CPnの因子系D1, ¨ ¨ ¨ , Dnのすべての
交差点PνがCn Ă CPnに含まれるとして，それらの定義関数をf1, ¨ ¨ ¨ , fn，
次数を d1, ¨ ¨ ¨ , dnとする．このとき，大域的留数定理より，

ÿ

ν

ResPν

ˆ

gpxqdx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn
f1pxq ¨ ¨ ¨ fnpxq

˙

“ 0, degpgq ď pd1 ` ¨ ¨ ¨ `dnq ´ pn`1q
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が成り立つ．
これより，特に，Diが d1 ¨ ¨ ¨ dn個の異なる点で横断的に交わるときに
は，次の Jacobi 関係式 (Jacobi 1834)が成り立つ：

ÿ

ν

gpPνq

pBpf1, ¨ ¨ ¨ , fnq{Bpx1, ¨ ¨ ¨ , xnqqpPνq
“ 0, degpgq ď

ÿ

di ´ pn ` 1q.

n “ 1のとき，これは多重零点を持たない 1変数多項式 f に対する次の
Lagrange補間公式

ÿ

P :fpP q“0

gpP q

f 1pP q
“ 0, degpgq ď degpfq ´ 2.

に帰着する． l

【系 3.102 (Cayley-Bacharachの定理)】 　 CとDを，C2のそれぞ
れm次，n次の曲線で，異なるmn個の点で交わるものとする．このと
き，次数がm` n´ 3で，これらの交点のうちmn´ 1個を通過する曲線
Eは，必ず残りの交点も通過する． l

【系 3.103 (Cayley-Bacharachの定理の一般化)】 　 CP2の曲線C, D

の交叉が
C ¨ D “

ÿ

ν

mνPν

と表され，かつ，Cはこれらすべての交点において滑らかとする．この
とき，m ` n ´ 3曲線 EとCの交点数が，ある ν0に対して

pC ¨ EqPν ě mν pν ‰ ν0q, pC ¨ EqPν0
ě mν0 ´ 1

を満たすなら，pC ¨ EqPν0
ě mν0が成り立つ． l

【系 3.104 (Pascalの定理とその逆)】 　 CP2の滑らかな 2次曲面 Q

上に頂点を持つ 6角形に対して，3組の対辺対の延長線の交点は直線上に
乗る．
逆に，CP2上の 6角形H “ L1L2 ¨ ¨ ¨L6の対辺対の延長線の交点が直線
上に乗るなら，Hの頂点は適当な 2次曲面にのる． l
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【系 3.105 (Cayley-Bacharachの定理の逆)】 　 CP2の n2個の異な
る点からなる 0-サイクル Γ “ P1 ` ¨ ¨ ¨ ` Pn2 に対して，Γの n2 ´ 1個の
点を通過する任意の次数 2n´ 3の曲線Eは，必ず残りの点も通過すると
する．このとき，Γを固定点集合に含む n次曲線の 1次元線形系が存在す
る． l

【系 3.106 (Reiss関係式)】 　 方程式 fpx, yq “ 0により決まるC2の曲
線Cと直線L : x “ 0が n個の異なる点で交わるとする．このとき，次の
関係式が成り立つ：

ÿ

px,yqPL¨C

fxxf
2
y ´ 2fxyfxfy ` fyyf

2
x

f 3
y

“ 0.

LとCの交点PνにおけるCの曲率を κν , その点での接線と y軸のなす角
を θνとするとき，この関係式は，

ÿ

ν

κν
sin3 θν

“ 0

と書き換えられる． l

【命題 3.107 (複素曲面上の曲線の交点への一般化)】 　 L,L1を複素曲
面上の直線束，Kを標準直線束，C P |L|とC 1 P |L1|を d “ L ¨ L1個の点
で横断的に交わる S上の曲線とする．このとき，これらの交点の内 d´ 1

を通過する曲線D P |K ` L ` L1|は，必ず残りの交点も通過する． l

Proof. σ P H0pS,OpLqqおよび σ1 P H0pS,OpL1qqを C “ pσq, C 1 “ pσ1q

となる切断，ψ P H0pS,OpK ` L` L1qq “ H0pS,Ω2pL` L1qqをD “ pψq

となる切断とするとき，

ω “
ψ

σ b σ1

は，C ` C 1を極因子とする S上の有理 2形式となる．この有理 2形式に
留数定理を適用すると，

ÿ

PνCXC1

ResPν pωq “ 0

となるが，仮定でDが通過する点 d ´ 1個の交点では，ψpPνq “ 0より，
留数はゼロとなる．したがって，残りの交点でも ψpPνq “ 0となる．こ
れは，Dがすべての交点を通過することを意味する． Q.E.D.
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3.7.4 局所環

【命題 3.108 (正則関数の局所環)】 　 Cnの局所正則関数の層の原点で
のストーク

O “ On ” lim
ÝÑ

t0uPU

OpUq

は，局所環となる，すなわち極大イデアルを一個のみ持ち，次の性質を
もつ：

1. Oは一意分解環である．

2. OはNöther環である．

3. M を有限生成O加群とするとき，O加群Rに対して，完全系列

0 Ñ R Ñ Opkq Ñ M Ñ 0

が成り立つなら，Rも有限生成である．ここで，

Opkq “

k
hkkkkkkikkkkkkj

O ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ O

である．

4. 有限生成O加群 P,Q,Rに対して，完全系列

0 Ñ P Ñ Q Ñ R Ñ 0

が成り立つなら，任意の有限生成O加群M に対して，次の 2つの
系列は完全になる：

P bO M Ñ Q bO M Ñ R bO M Ñ 0

0 Ñ HomOpM,P q Ñ HomOpM,Qq Ñ HomOpM,Rq.

l

【補題 3.109 (中山の補題)】 　 mをOの極大イデアルとするとき，有
限生成O加群M に対してM “ mM となれば，M “ p0qである． l

【系 3.110】 　 rv1s, ¨ ¨ ¨ , rvksがM0 ” M{mMを生成するなら，v1, ¨ ¨ ¨ , vk
はM を生成する． l
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【系 3.111】 　ϕ :M Ñ NをO加群の準同形とする．もしϕ0 :M0 Ñ N0

が全射なら，ϕも全射となる． l

【命題 3.112 (射影加群)】 　 M を有限生成O 加群とする．このとき，
Mが射影的であるための必要十分条件は，Mが自由加群となることであ
る． l

3.7.5 TorとExt

【定義 3.113 (射影分解)】 　 R加群M に対し，射影R加群からなる複
体 pE˚, Bqが存在して，完全系列

E˚pMq : ¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ Em
B

ÝÝÝÑ Em´1
B

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨
B

ÝÝÝÑ E0 ÝÝÝÑ M ÝÝÝÑ 0

が成り立つとき，E˚pMqをR加群M の射影分解 (projective resolution)

と呼ぶ．
E˚pMqに対して，pE˚, BqのホモロジーをH˚pE˚pMqqと表す．このと

き，H0pE˚pMqq – M となる． l

【命題 3.114 (射影分解の性質)】 　

1. 射影分解は常に存在する．

2. 加群の準同形写像 ϕ : M Ñ N と，射影分解 E˚pMqおよび E˚pNq

が与えられたとき，複体写像Φ : E˚pMq Ñ E˚pNqがチェーンホモ
トピー同値写像の自由度を除いて一意的に存在し，次の図式が可換
となる：

H0pE˚pMqq
Φ˚ // H0pE˚pNqq

– –

M
ϕ

// N

3. 加群の短完全系列 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0に対して，複体写像の
系列 0 Ñ E˚pM 1q Ñ E˚pMq Ñ E˚pM2q Ñ 0が完全となる射影分解
が存在する．

l
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【定義 3.115 (TorRn pM,Nq)】 　M,NをR加群，E˚pMqをMの射影分
解とするとき，複体 pEkpMqbRN, Bb1qのホモロジー群HkpE˚pMqbRNq

をTorRk pM,Nqと表し，MとNのねじれ積 (torsion product)と呼ぶ． l

【命題 3.116 (ねじれ積の基本的な性質)】 　

1. TorR0 pM,Nq “ M bR N .

2. Rが可換環のとき，TorRn pM,Nq – TorRn pN,Mq.

3. Mが平坦なR加群（例えば，射影加群，自由加群）のとき，TorRk pM,Nq “

0pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

4. Rが単項イデアル環のとき，TorRk pM,Nq “ 0 (k “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ ).

5. TorR˚ pM,Nqは，R加群の圏の積 C ˆ Cから次数付きR加群の圏へ
の関手を与え，M,N について共変的となる．

6. TorRk p‘iMi, Nq – ‘iTor
R
k pMi, Nq.

7. TorRk plimÝÑ Mi, Nq – limÝÑ TorRk pMi, Nq.

8. R加群の短完全系列

0 ÝÝÝÑ M1
f

ÝÝÝÑ M2
g

ÝÝÝÑ M3 ÝÝÝÑ 0

に対して，長完全系列

¨ ¨ ¨
B

ÝÝÝÑ TorRk pM1, Nq
f˚

ÝÝÝÑ TorRk pM2, Nq
g˚

ÝÝÝÑ TorRk pM3, Nq

B
ÝÝÝÑ TorRk´1pM1, Nq ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ TorR1 pM3, Nq

B
ÝÝÝÑ M1 bR N ÝÝÝÑ M2 bR N ÝÝÝÑ M3 bR N ÝÝÝÑ 0

が成り立つ．

l

【補題 3.117】 　Cn上の正則関数の層の原点における局所環をO，m
をその極大イデアルとして，同一視O{m – Cのもとで，TorO1 pC, Nq “ 0

ならN は自由O加群である． l
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【定理 3.118 (Syzygy定理)】 　 O をCの原点での局所環とする．O

加群 F に対して，有限生成O 加群M と，射影的O 加群列 Ekが存在し
て，次の完全系列が成立するなら，F は射影加群である．

0 Ñ F Ñ En´1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ E1 Ñ E0 Ñ M Ñ 0.

l

【定義 3.119 (ExtkRpM,Nq)】 　M,NをR加群，E˚pMqをMの射影分解
とするとき，複体 pHomRpEkpMq, Nq, B˚qのコホモロジー群HkpHomRpE˚pMq, Nqq

をExtkRpM,Nqと表し，MとNのねじれ積 (torsion product)と呼ぶ． l

【命題 3.120 (Extの基本的な性質)】 　

1. Ext0RpM,Nq “ HomRpM,Nq.

2. M が射影 R加群，または N が入射 R加群なら，ExtkRpM,Nq “

0pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

3. Rが単項イデアル環のとき，ExtkRpM,Nq “ 0 (k “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ ).

4. Ext˚
RpM,Nqは，R加群の圏の積 C ˆ Cから次数付きR加群の圏へ

の関手を与え，N について共変的，M について反変的となる．

5. ExtkRp‘iMi,
ś

j Njq –
ś

i.k Ext
k
RpMi, Njq.

6. R加群の短完全系列

0 ÝÝÝÑ M1 ÝÝÝÑ M2 ÝÝÝÑ M3 ÝÝÝÑ 0

0 ÝÝÝÑ N1 ÝÝÝÑ N2 ÝÝÝÑ N3 ÝÝÝÑ 0

に対して，長完全系列

¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ ExtkRpM2, Nq ÝÝÝÑ ExtkRpM1, Nq
B

ÝÝÝÑ Extk`1
R pM3, Nq ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ ExtkRpM,N2q ÝÝÝÑ ExtkRpM,N3q
B1

ÝÝÝÑ Extk`1
R pM,N1q ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

が成り立つ．

l

【命題 3.121】 　Oを局所環，M をO加群とする．Ext1OpM,Eq “ 0が
任意の射影O加群Eに対して成り立つことは，Mが射影的であるための
必要十分条件である． l
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3.7.6 局所双対定理

この項では，Cnの原点の局所環をO “ Onと記す．
【定義 3.122 (Oの正則列)】 　 Oの元の列 pf1, ¨ ¨ ¨ , frqに対して，イデア
ル Ikを Ik “ tf1, ¨ ¨ ¨ , fku(k “ 0, ¨ ¨ ¨ , r)により定義する．このとき，任意
のk “ 1, ¨ ¨ ¨ , rに対し，常にO{Ik´1において rfks ‰ 0のとき，pf1, ¨ ¨ ¨ , frq

を正則列 (regular sequence)という．この条件は，任意の k “ 1, ¨ ¨ ¨ , rに
対して，解析部分集合 Vk “ tf1pzq “ ¨ ¨ ¨ “ fkpzq “ 0uの余次元が kとな
ることと同等である． l

【定義 3.123 (Koszul複体)】 　 V “ Cr, e1, ¨ ¨ ¨ , erを V の標準基底，
pf1, ¨ ¨ ¨ , frqをO “ Onの正則列として，複体 pE˚pfq, B˚qを次のように定
義する．まず，

Ek “ O bC

k
ľ

V, k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , r.

(E0 “ O)．つぎに，Ekの基底を

eJ “ ej1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ejk , J “ pj1, ¨ ¨ ¨ , jkq Ă p1, ¨ ¨ ¨ , rq

として， 境界作用素 Bk : Ek Ñ Ek´1を

BpeJq “

k
ÿ

ν“1

p´1qν´1fjνej1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ějν ^ ¨ ¨ ¨ ^ ejk

により定義する．
l

【補題 3.124 (Koszul複体による局所環の射影分解)】 　 pf1, ¨ ¨ ¨ , frq

をO “ Onの正則列，Iをイデアル I “ tf1, ¨ ¨ ¨ , fruとするとき，Koszul

複体E˚pfqはO{Iの射影分解を与える． l

【命題 3.125 (Koszul複体の自己双対性)】 　 E˚pfqをKoszul複体と
するとき，対応

HomOpEk.Oq Q peJq˚ ÞÑ eJ˚ “ ˘eJ0 P Er´k, J0 “ p1, ¨ ¨ ¨ , rq´J, eJ^eJ˚ “ e1^¨ ¨ ¨^en

によりE˚pfqは双対複体HompE˚pfq,Oqと同型になる．
これより，I “ tf1, ¨ ¨ ¨ , fruに対して，

ExtkOpO{I,Oq “ 0 pk ă rq, ExtrOpO{I,Oq – O{I
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が成り立つ．
さらに，I 1 “ Ipf 1qを Iに含まれる正規イデアルとして，f 1

i “
ř

j aijfj，
∆ “ detpaijqとおくとき，次の可換図式が成り立つ：

ExtrOpO{I,Oq

��

– // O{I

∆
��

ExtrOpO{I 1,Oq
– // O{I 1

ここで，下向きの写像はいずれも単射となる． l

【定義 3.126 (双 1次留数形式)】 　 pf1, ¨ ¨ ¨ , fnqをO “ Onの正則列と
する．このとき，

resf ph, gq “ Rest0u

ˆ

gpzqhpzqdz1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dzn
f1pzq ¨ ¨ ¨ fnpzq

˙

により定義されるO 上の双 1次形式は，同一視 Ωn – O のもとで，O{I

上の双 1次形式
resf : O{I b O{I Ñ C

を定義する． l

【定理 3.127 (局所双対定理 II（Intrinsic version))】 　 正則イデア
ル I “ tf1, ¨ ¨ ¨ , fnuに対し，resf から定義される写像

res : O{I b ExtnOpO{I,Ωnq Ñ C

は，局所座標系および Iの正則生成列の取り方に依存しない，非退化双 1

次形式を与える． l
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3.8 層係数コホモロジー

3.8.1 de Rhamの定理

【定理 3.128 (de Rhamの定理)】 　 M を（パラコンパクトで）なめ
らかな多様体とする．

1. M の単体分割をKとすると，

Ȟ˚pM,Zq – H˚pK,Zq – H˚
singpM,Zq.

2. Ȟ˚pM, ˚qは完全なコホモロジー関手で，

Ȟ˚pM, ˚q “ H˚pM, ˚q.

3. (Poincaréの補題）定数層Rの次の層分解は完全である：

0 Ñ R Ñ A 0 d
ÝÑ A 1 d

ÝÑ A 2 Ñ ¨ ¨ ¨ .

4. A pは散布層である．したがって，

HkpM,A pq “ 0, k ě 1.

5. M 上のコホモロジー環に対して，

H˚
DRpM,Rq – Ȟ˚pM,Rq – H˚

singpM,Rq.

l

3.8.2 Dolbeaultの定理

【定義 3.129 (Dolbeaultコホモロジー)】 　 複素多様体M上で大域的
に定義された微分形式の線形空間Ap,q “ ΓpM,A p,qqから定義される双対
複体

0
B̄
ÝÑ Ap,0 B̄

ÝÑ Ap,1 B̄
ÝÑ ¨ ¨ ¨

のコホモロジーをDolbeaultコホモロジーといい，Hp,q

B̄
pMqと表す． l
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【定理 3.130 (B̄-Poicaré補題)】 　 ∆nを原点を中心とするCnの多重
円盤，∆˚n “ ∆n ´ t0uとする．このとき，

Hp,q

B̄
p∆˚k ˆ ∆lq “ 0, q ě 1. (3.8.1)

l

【定理 3.131 (Dolbeaultの定理)】 　 M を複素多様体とする．

1. Ȟ˚pM, ˚qは完全なコホモロジー関手で，

Ȟ˚pM, ˚q “ H˚pM, ˚q.

2. (B̄-Poicaré補題）層Ωpの次の層分解は完全である：

0 Ñ Ωp Ñ A p,0 B̄
ÝÑ A p,1 B̄

ÝÑ A p,2 Ñ ¨ ¨ ¨ .

3. A p,qは散布層である．したがって，

HkpM,A p,qq “ 0, k ě 1.

4. M 上のコホモロジー環に対して，

HqpM,Ωpq – Hp,q

B̄
pMq. (3.8.2)

l

【命題 3.132 (諸定理)】 　

1. 任意の n次元複素多様体M に対し，

HqpM,Oq – H0,q

B̄
pMq “ 0, q ą n.

2.

HqpCk ˆ pC˚ql,Oq “ 0, q ą 0.

3.

HqpCn,O˚q “ 0, q ą 0.

これより，Cnの任意の解析的超曲面は一個の正則関数のゼロ点集
合として表される．

4.

HppCPn,Ωqq “

#

C p “ q ď n,

0 その他

l
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3.9 調和理論

3.9.1 Hodge理論

【定義 3.133 (Hodge双対と調和形式)】 　

1. n次元複素多様体M のエルミート計量 hのユニタリ基底を ϕi,

h “
ÿ

i

ϕi b ϕ̄i

対応する体積要素を

Φ “ p´1qnpn´1q{2

ˆ

i

2

˙n

ϕ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ϕn ^ ϕ̄1 ^ ¨ ¨ ¨ ϕ̄n

とする．これを用いて，微分形式のHodge双対

˚ : Ap,qpMq Ñ An´p,n´qpMq

を，任意の ψ P Ap,qに対して，

ψpzq ^ ˚ηpzq “ pψpzq, ηpzqqΦ

が成り立つという条件で定義する．ただし，pψpzq, ηpzqqは ψpzqと
ηpzqのエルミート内積である．このとき，

˚ ˚η “ p´1qp`qη

が成り立つ．

2. Hodge双対を用いて

B̄˚ :“ ´ ˚B̄˚ : Ap,q Ñ Ap,q´1

と定義すると，ψ P Ap,q, η P Ap,q´1に対して

pB̄˚ψ, ηq “ pψ, B̄ηq

が成り立つ．ただし，

pψ, ηq :“

ż

pψpzq, ηpzqqΦpzq
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3. B̄-Laplacianを
∆B̄ “ B̄B̄˚ ` B̄˚B̄

で定義するとき，
∆B̄ψ “ 0

を満たす微分形式を調和形式といい，調和 pp, qq形式の全体をH p,qpMq

と表す．

l

【定理 3.134 (Hodgeの定理)】 　 M をコンパクト複素多様体とする．

1. dimH p,qpMq ă 8.

2. H : Ap,qpMq Ñ H p,qpMqを関数空間としての垂直射影とすると
き，次の性質をもつGreen作用素

G : Ap,qpMq Ñ Ap,qpMq

が一意的に存在する：

GpH p,qpMqq “ 0, (3.9.1)

B̄G “ GB̄, B̄˚G “ GB̄˚, (3.9.2)

I “ H ` ∆B̄G. (3.9.3)

3. 自然な写像H p,qpMq Ñ Hp,q

B̄
pMqは同型である．

l

【定理 3.135 (Kodaira-Serre双対定理)】 　 Mを n次元コンパクト複
素多様体とする．

1. HnpM,Ωnq – C.

2. 双線形写像

HppM ; Ωqq b Hn´ppM ; Ωn´pq Ñ HnpM ; Ωnq

は非退化である．

l
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3.9.2 Hodge分解

【定理 3.136 (Hodge分解)】 　 コンパクトKähler多様体M の複素係
数コホモロジーは次の関係式を満たす：

HrpM,Cq – ‘p`q“rH
p,qpMq, (3.9.4a)

Hp,qpMq – Hq,ppMq. (3.9.4b)

l

【系 3.137】 　複素次元 nのコンパクトKähler多様体M に対して，

br “ dimCH
rpM,Cq, hp,q “ dimCH

p,qpMq

とおくとき，次の関係式が成り立つ：

br “
ÿ

p`q“r

hp,q, (3.9.5)

hp,q “ hq,p, hp,q “ hn´p,n´q. (3.9.6)

l

【系 3.138】 　CPnのDolbeaultコホモロジーに対して，

HqpCPn,Ωpq – Hp,q

B̄
pCPnq “

#

0 : p ‰ q

C : p “ q
. (3.9.7)

特に，H0pCPn,Ωpq “ 0 pp ą 0qより，CPn上には大域的な正則微分形式
は存在しない． l

【定義 3.139 (微分形式における昇降演算子)】 　ケーラー多様体 pM,J, ωq

上の pp, qq形式の作る線形集合をAp,qpMqとして，線形作用 Lを

L : Ap,qpMq Ñ Ap`1,q`1pMq; Lpχq “ χ ^ ω (3.9.8)

により定義し，その共役作用素をΛとする：

Λ “ L˚ : Ap,qpMq Ñ Ap´1,q´1pMq. (3.9.9)

さらに，射影演算子Πp,qを

Πp,q : ApMq Ñ Ap,qpMq, (3.9.10)

として，Πp “
ř

i`j“pΠ
i,jとおく． l
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【命題 3.140】 　

1. 作用素Λは次の交換関係を満たす：

rΛ, B̄s “ ´
?

´1B˚, rΛ, Bs “
?

´1B̄˚. (3.9.11)

これより，特に，△ “ dd˚ ` d˚dに対して，

rL,△s “ 0, rΛ,△s “ 0. (3.9.12)

2. h : ApMq Ñ ApMqを

h “

2n
ÿ

p

pn ´ pqΠp (3.9.13)

により定義するとき，th, L,Λuは slp2qのApMqへの表現を与える：

rh, Ls “ ´2L, rh,Λs “ 2Λ, rΛ, Ls “ h. (3.9.14)

l

【定理 3.141 (Hard Lefschetz Theorem)】 　 線形写像

Lk : Hn´kpMq Ñ Hn`kpMq

は同型対応を与える．さらに，primitive cohomologyを

P n´kpMq “ KerpLk`1 : Hn´kpMq Ñ Hn`k`2pMqq “ pKerΛq X Hn´kpMq

により定義すると，次のLefshetz分解公式が成り立つ：

HmpMq “
à

k

LkPm´2kpMq.

l

【定理 3.142 (Hodge-Riemann双線形関係)】 　 複素 n次元コンパクト
ケーラー多様体 pM,J, ωqにおいて，Hn´kpMq上の双線形形式

Q : Hn´kpMq b Hn´kpMq Ñ C
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を

Qpξ, ηq ”

ż

M

ξ ^ η ^ ωk

により定義する．このとき，

QpHp,qpMq, Hp1,q1

pMqq “ 0, for p ‰ p1 or q ‰ q1,

QpLkη, Lkξq “ Qpη, ξq

が成り立つ．さらに，primitive class ξ P P p,qpMq ( p` q “ n´ k)に対し
て，次の不等式が成り立つ：

?
´1p´1qpn´kqpn´k´1q{2Qpξ, ξ̄q ą 0

この不等式と Lefschetz分解公式より，Qは Hn´kpMqで非退化となる．
l

【定理 3.143 (指数定理)】 　 複素 2n次元のケーラー多様体M に対し
て，その指数

IpMq ” signaturepQq; Qpξ, ηq “

ż

M

ξ ^ η, ξ, η P HnpM,Rq

は，Hodge数 hp,q “ dimHp,qpMqを用いて

IpMq “
ÿ

p`q:even

p´1qphp,q (3.9.15)

と表される． l
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3.10 因子と線バンドル

3.10.1 因子

【定義 3.144 (因子)】 　 複素多様体M において，その既約解析的超曲
面の局所有限な Z係数形式和

D “
ÿ

i

aiVi

をM 上の因子といい，その全体をDivpMqと表す． l

【定義 3.145 (有理型関数)】 　 M を複素多様体とする．

1. M上の関数 fが局所的に互いに素な正則関数 g, hを用いて f “ g{h

と表されるとき有理型関数という．

2. M pUqがU の有理型関数の全体となるM 上の層をM，M ˚pUqが
恒等的にゼロでない有理型関数の全体となるM の部分層をM ˚と
表す．

l

【定義 3.146 (関数の因子)】 　

1. (正則関数の超曲面に沿う位数）V をMの既約解析的超曲面とする．
p P V の近傍 U における V の局所定義関数を f(P Op)とするとき，
任意の g P OpUqはOpにおいて，整数 aおよび fと互いに素な関数
h P Opを用いて

g “ fah

と分解される．このとき，ordV,ppgq “ aと定義し，gの pにおける
V に沿う位数という．gがM上の正則関数の時，ordV,ppgqは pの取
り方に依らないので，その値を単に ordV pgqと表し，gの V に沿う
位数という．このとき，g, h P OpMqに対して，

ordV pghq “ ordV pgq ` ordV pfq

が成り立つ．
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2. （有理型関数の因子）M上の有理型関数fが局所的にf “ g{h (g, h P

Op，互いに素)と表されるとき，既約超曲面 V に沿う f の位数を

ordV pfq “ ordV pgq ´ ordV phq

により定義する．ordV pfqは f の局所的な表現に依存しない．この
位数を用いて，f の因子 pfqを

pfq “
ÿ

V

ordV pfq

により定義する．

3. （M ˚{O˚の大域的断面の因子）商層M ˚{O˚の大域的断面 sは，M
の適当な開被覆 tUαuで trfαsu (fα P M ˚pUαq)により表される．こ
のとき，

psq “
ÿ

V

ordV pfαqV, pV X Uα ­“ Hq

は，代表元 fα（mod O˚pUαq）や UαpXV ­“ Hqの取り方に依存せ
ず，断面 sの因子を定義する．

4. （線バンドルの有理型断面の因子）線バンドルLの有理型断面，す
なわち層OpLq bO M のゼロでない大域的断面 sは，Lの局所座標
近傍Uαで，fα P M ˚pUαqにより表される．この有理型関数から定
義される

psq “
ÿ

V

ordV pfαqV, pV X Uα ­“ Hq

は局所座標近傍の取り替え fβ “ gβαfα (gβα P O˚pUα X Uβq)により
不変で，sの因子を定義する．

l

【定義 3.147 (因子の正則写像による引き戻し)】 　 複素多様体の正則
写像 π :M Ñ N に対して，因子の引き戻し写像 π˚を

π˚ : DivpNq Q D “ ptUαu, tfαuq Ñ π˚D “ ptπ´1Uαu, tπ˚fαuq P DivpMq

により定義する． l
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3.10.2 線形系

【定義 3.148 (因子の線形系)】 　

1. ２つの因子D,D1が有理型関数 f を用いてD1 “ D ` pfqと表され
るとき，２つの因子は線形同値であるという．

2. 因子DがD “
ř

i aiVi (ai ě 0）と表されるとき，Dは有効である
といい，D ě 0と表す．

3. 因子Dと線形同値な有効因子の全体を |D|と表す：

|D| “ tD ` pfq ě 0 | f P M ˚pMqu .

また，D ` pfq ě 0となる有理型関数全体のつくる線形空間を完備
線形系といい，L pDqと表記する：

L pDq “ tf P M pMq | D ` pfq ě 0u .

|D|とL pDqは次の関係にある：

|D| – CPpL pDqq

4. 一般にある因子Dについて，L pDqの線形部分空間に対応する |D|

の部分集合を線形系という．

5. 線形系 |D|の任意の有効因子D1 P |D|に対して，D1 ´Eが常に有効
となる有効因子Eが存在するとき，Eを固定成分 (fixed component)

という．また，Eを |D|の最大の固定成分として，

F “ XD1P|D|pD
1 ´ Eq

が空集合でないとき，F を基点集合 (base points)という．

l

【定理 3.149 (Bertiniの定理)】 　 因子の線形系の一般元Dλは，線形
系の基点集合以外では滑らかである．すなわち，Dλの局所定義関数 fλは
非退化（df ‰ 0）である． l

【命題 3.150 (固定成分の断面への影響)】 　 Eを複素多様体M 上の線
形系 |D|の固定成分とするとき，

h0pM,OpDqq “ h0pM,OpD ´ Eqq

l
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3.10.3 Picard群

【定義 3.151 (Picard群)】 　 複素多様体M 上の正則線バンドルの全
体は，テンソル積に関して乗法群となる：

L : tgαβu , L1 :
␣

g1
αβ

(

Ñ L b L1 :
␣

gαβg
1
αβ

(

,

L : tgαβu Ñ L´1 :
␣

g´1
αβ

(

.

この群をM の Picard群といい，PicpMqと表す． l

3.10.4 因子と正則線バンドルの対応

【命題 3.152 (因子と正則線バンドルの対応)】 　

1. 商層M ˚{O˚の大域的切断 sとその因子 psqの対応は次の同型を与
える：

H0pM,M ˚{O˚q – DivpMq.

また，Picard群は Ȟ1pM,O˚qと自然に同一視できる：

Ȟ1pM,O˚q – PicpMq.

これと，層の完全系列

0 Ñ O˚ Ñ M ˚ Ñ M ˚{O˚ Ñ 0

から得られるコホモロジー完全系列

H0pM,M ˚q ÝÝÝÑ H0pM,M ˚{O˚q
δ0

ÝÝÝÑ H1pM,O˚q ÝÝÝÑ H1pM,M ˚q

(3.10.1)

より，DivpMqから PicpMqへの対応が定義される：

H0pM,M ˚{O˚q – DivpMq

s “ tpUα, fαqu ÞÑ D “ psq

δ0
§

đgαβ “
fα
fβ

§

đ

Ȟ1pM,O˚q – PicpMq

tpUα X Uβ, gαβqu ÞÑ L “ rDs.
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特に，L “ rDsの局所切断の組 tpsα, Uαquが大域的切断となる条
件は，

sα
fα

“
sβ
fβ
, @Uα X Uβ ‰ H (3.10.2)

2. 対応 δ0 : DivpMq Ñ PicpMqの核は主因子群と一致する：

Ker δ0 “ Div0pMq “
␣

pfq
ˇ

ˇ f P H0pM,M ˚q
(

.

また，δ0の像は，大域的な有理切断をもつ線バンドルの全体と一致
する：

Im δ0 “
␣

L “ rpsqs
ˇ

ˇ Ds ­“ 0 P H0pM,M pLqq
(

.

ここで，M pLqは線バンドルLの局所有理切断の層M pLq “ OpLqbO

M である．さらに，L P Im δ0の逆像は

pδ0q´1pLq –
`

H0pM,M pLqq ´ t0u
˘

{H0pM,O˚q.

したがって，s0 P H0pM,M pLqq, D “ ps0qとすると，つぎの図式が
成り立つ：

H0pM,O˚q▷ H0pM,M pLqq ´ t0u Ñ pδ0q´1pLq

s ÞÑ psq

Y Y

H0pM,OpLqq ´ t0u Ñ |L| “ |D|

–Ò bs0 D ` pfq Õ

L pDq Q f

すなわち，

因子の線形同値類 ô 大域的有理切断を持つ正則線バンドルの同値類

同一同値類内の各因子 ô 正則線バンドルの大域的有理切断

有効因子 ô 正則線バンドルの大域的正則切断

l
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3.10.5 直線バンドルのChern類

【定義 3.153 (線バンドルのChernクラス)】 　 A およびA ˚を複素多
様体M 上の C8級複素関数およびゼロとならない C8級複素関数の層，
OおよびO˚をM 上の正則関数およびゼロとならない正則関数の層に対
して，短完全系列

0 ÝÝÝÑ Z j
ÝÝÝÑ A

exp
ÝÝÝÑ A ˚ ÝÝÝÑ 0

›

›

›

j

İ

§

§

j

İ

§

§

0 ÝÝÝÑ Z j
ÝÝÝÑ O

exp
ÝÝÝÑ O˚ ÝÝÝÑ 0

を考える．この短完全系列 から得られるコホモロジーの完全系列

0 “ H1pM,A q
exp

ÝÝÝÑ H1pM,A ˚q
δ“c1

ÝÝÝÑ H2pM,Zq
j

ÝÝÝÑ H2pM,A q “ 0
İ

§

§

İ

§

§

›

›

›

İ

§

§

H1pM,Oq
exp

ÝÝÝÑ H1pM,O˚q
δ“c1

ÝÝÝÑ H2pM,Zq
j

ÝÝÝÑ H2pM,Oq

において，C8 線バンドル L P H1pM,A ˚qに対して，c1pLq “ δpLq P

H2pM,ZqをLのChern類とよぶ．この対応を正則線バンドルに制限した
ものも，Chern類とよぶ． l

【定義 3.154 (複素直線バンドルの曲率形式)】 　 複素直線バンドル
L Ñ Mのエルミート計量を h，対応する計量接続をDとする．Lの局所
切断 ep‰ 0qに対し，De “ χeにより定義される接続形式 χは，局所切断
の取り替え e1 “ λeに対して，

χ1 “ χ ` λ´1dλ

と変換するので，曲率形式Θは切断の取り方に依存しない：

Θ “ dχ ñ Θ1 “ Θ. (3.10.3)

この 2形式Θは，複素直線バンドル Lの曲率形式と呼ばれる． l

【公式 3.155 (曲率形式の正則切断による表示)】 　 エルミート計量 hの
与えられた正則直線バンドル Lに対して，その正則局所切断 sに関する
接続形式 θは p1, 0q形式，曲率形式Θは p1, 1q形式となる．hps, sq “ }s}2

として，χとΘは

χ “ B ln }s}2, Θ “ ´BB̄ ln }s}2

と表される． l
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【注 3.156 (実形式との対応)】 　 複素直線バンドル L Ñ M を実 2次
元ベクトルバンドルと見なしたときの，切断の基底を v1, v2，その双対基
底を f 1, f 2とする．このとき，

s “ p1{2qpv1 ´
?

´1v2q, ϕ “ f 1 `
?

´1f 2

が複素直線バンドルおよびその双対バンドルの切断を与える．このとき，
Dva “ vbχ

b
aにより定義される実接続χa

bが複素直線バンドルの接続を与
えるとすると，sに関する接続係数を χとして，

pχa
bq “

˜

α ´β

β α

¸

, χ “ α `
?

´1β

が成り立つ．
これより，Lが正則直線バンドル，sが正則断面のとき，曲率形式Θ “ dχ

は，実形式での曲率形式Ra
bを用いて

Θ “
?

´1dβ “
?

´1dχ2
1 “

?
´1R2

1 (3.10.4)

と表される．すなわち，χの実部 αは曲率に寄与しない．
特に，リーマン面M “ Sの接バンドルL “ T 1pSqに対して，そのエル
ミート計量を

ds2 “ hϕϕ̄ “ hppf 1q2 ` pf 2q2q, ω “
?

´1
h

2
ϕ ^ ϕ̄ “ hf 1 ^ f 2

と置くとき，曲率形式は

Θ “ ´
?

´1R12
12hf

1 ^ f 2 ñ
?

´1Θ “
1

2
Rsω (3.10.5)

が成り立つ．これより，
ż

S

?
´1

2π
Θ “

1

4π
Rsω “ χpSq (3.10.6)

l

【定理 3.157 (Chern類と曲率形式，因子との関係)】 　

1. 複素線バンドル Lの曲率形式をΘとするとき，次の関係式が成り
立つ：

c1pLq “

„
?

´1

2π
Θ

ȷ

P H2
DRpMq.
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2. 複素多様体M の因子D P DivpMqに対応する正則複素線バンドル
L “ rDsに対して，その Chern類はDの位相的なポアンカレ双対
ηDと一致する：

c1pLq “ ηD P H2
DRpMq. (3.10.7)

l

【系 3.158 (線形系の因子のホモロジー)】 　 互いに線形同値な因子は，
ホモロガスである．特に，線形系 |D|に属する因子は，互いにホモロガス
である． l

【系 3.159 (CPnの正則複素線バンドルと超平面バンドル対応)】 　 完
全系列

0 “ H1pCPn,Oq
exp

ÝÝÝÑ H1pCPn,O˚q
c1

ÝÝÝÑ H2pCPn,Zq
j

ÝÝÝÑ H2pCPn,Pq “ 0

より，
PicpCPnq – H2pCPn,Zq – Z

で，CPn上の（正則）複素線バンドルは，Chern類と 1対 1に対応する．
特に，CPnの任意の因子は，超平面因子の整数倍 kHと線形同値となる．

l

【例 3.160 (CPn上の正則複素バンドルの例)】 　

1. CPnの普遍バンドル

J “ tpz, uq | z “ rZ0 : ¨ ¨ ¨ : Zns P CPn, u “ λpZ0, ¨ ¨ ¨ , Znq, λ P Cu

に対して，u “ p1, Z1{Z0, ¨ ¨ ¨ , Zn{Z0qが大域的有理切断となるので，
J “ r´Hs.

2. CPnの標準線バンドルKCPn “
Źn T 1pCPnqに対して，

ω|U0 “
dz1
z1

^ ¨ ¨ ¨ ^
dzn
zn

が大域的有理断面となるので，

KCPn “ r´pn ` 1qHs.

l
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3.10.6 標準正則直線バンドル

【定義 3.161 (標準直線バンドル)】 　 n次元複素多様体M に対し，そ
の余接バンドル T 1˚pMqの外積から定義される直線バンドル

KM ”

n
ľ

T 1˚pMq

を標準直線バンドル (canonical line bundle)と呼ぶ． l

【定義 3.162 (超曲面の法バンドルと余法バンドル)】 　 複素多様体M

の超曲面 V に対して，接バンドルの商バンドル

NV ” T 1pMq{T 1pV q

により定義される正則直線バンドルを V の法バンドル (normal bundle)，
その双対バンドルN˚

V を余法バンドル (conormal bundle)と呼ぶ． l

【公式 3.163 (Adjunction formula)】 　 Mをコンパクト複素多様体，
V をその滑らかな解析的超曲面とする．

1. V のMにおいける法バンドルをNV，その共役バンドルをN˚
V とす

るとき，
N˚

V “ r´V s|V ô NV “ rV s|V

2. p
Źn T ˚

M
1q|V “ N˚

V b
Źn´1 T ˚

V
1より，

KM |V “ N˚
V b KV ô KV “ pKM b rV sq|V .

l

Proof. 1. V の開近傍Uαにおける局所定義関数を fα P OpUαqとする
と，dfαがN˚

V の非ゼロ局所切断を与え，rV sの遷移関数 gβα “ fβ{fα
を用いて，dfβ “ pfβ{fαqdfαが成り立つため．

2. 明らか．
Q.E.D.
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3.10.7 E pDq,E p´Dq

【命題 3.164 (E pDq,E p´Dq)】 　D “
ř

i aiViを有効因子，s0をD “ ps0q

となるOprDsqの大域的正則切断 s0 P H0pM,OprDsqq，E を正則ベクトル
バンドルEの正則切断の層とする．

1. Dの台以外で正則かつ Vi上で位数が ai以下の極をもつ E の有理切
断の層を E pDqとすると，次の同型対応が成り立つ：

E pDq
bs0
ÝÝÑ OpE b rDsq.

2. Vi上で位数が ai以上の零点をもつ E の正則切断の層を E p´Dqとす
ると，次の同型対応が成り立つ：

E p´Dq
bs´1

0
ÝÝÝÑ OpE b r´Dsq.

3. Dがなめらかな解析超曲面のとき，次の層の完全系列が成り立つ：

0 Ñ OMpE b r´Dsq
bs0
ÝÝÑ OMpEq

r
ÝÑ ODpE|Dq Ñ 0.

ここで，rは制限写像である．

l

【系 3.165 (反有効因子に対応する直線バンドルの切断)】 　 Dが有効
因子のとき，h0pM,Op´Dqq “ 0, l

【定義 3.166 (ポアンカレ留数写像)】 　 Mをコンパクト複素多様体，V
をその滑らかな解析的超曲面，f を開近傍U における V の局所定義関数
とする．このとき，

gpzq

fpzq
dz1 ^ ¨ ¨ ¨ dzn Ñ p´1qi´1gpzq

dz1 ^ ¨ ¨ ¨ xdzi ¨ ¨ ¨ ^ dzn
Bf{Bzi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f“0

により，写像
P.R. : Ωn

MpV q Ñ Ωn´1
V

が定まる．この写像をPoincare residue mapと呼ぶ． l
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【命題 3.167】 　M をコンパクト複素多様体，V をその滑らかな解析
的超曲面とすると，次の層の短完全系列が成り立つ：

0 ÝÝÝÑ Ωn
M ÝÝÝÑ Ωn

MpV q
P.R.

ÝÝÝÑ Ωn´1
V ÝÝÝÑ 0.

これより，次のコホモロジー完全系列が得られる：

H0pM,Ωn
MpV qq

P.R.
ÝÝÝÑ H0pM,Ωn´1

V q
δ

ÝÝÝÑ H1pM,Ωn
Mq.

これより，特に，M “ CPnに対してH1pCPn,Ωn
Mq “ 0より，KV の大域

的正則切断は，すべて，KM の大域的有理切断より得られる． l

3.10.8 複素線バンドルに対するコホモロジー消滅定理

【定義 3.168 (正の複素直線バンドル)】 　 複素多様体M 上の複素線
バンドル Lの適当な計量接続の接続形式 Θに対して，p

?
´1{2πqΘが正

定値 p1, 1q形式となるとき，線バンドルL Ñ M は正であるという．さら
に，双対バンドルL˚が正のとき，Lは負であるという．また，線バンド
ル rDsが正の時，因子Dは正であるという． l

【定理 3.169 (正則直線バンドルの曲率形式の自由度)】 　 複素多様体
M 上の正則直線バンドルを Lとする．

rωs “ c1pLq P H2
DRpMq

を満たすM上の任意の実閉 p1, 1q形式ωに対し，曲率形式Θが p
?

´1{2πq´1ω

と一致する Lの計量接続が常に存在する．したがって，Lが正であるた
めの必要十分条件は，c1pLqが正の p1, 1q形式を含むことである． l

【例 3.170 (CPnの超平面バンドル)】 　 CPnの超平面バンドルを rHs，
普遍線バンドルを J “ r´Hsとする：

J “ tpz, uq | z “ rZ0 : ¨ ¨ ¨ : Zns, u “ λpZ0, ¨ ¨ ¨ , Znq, λ P Cu

Jのエルミート計量を hpu, uq “ }u}2 ” |u0|
2 ` ¨ ¨ ¨ ` |un|2とすると，その

曲率形式は
Θ “ ´BB̄ ln }Zpzq}2 ñ

?
´1Θ “ ´ω (3.10.8)

で与えられる．ここで，ωはCPnのFubini-Study計量に対応するケーラー
形式である．これより，Jは負，rHsは正であることがわかる．また，一
般に，rkHsは k ą 0のとき正，k ă 0のとき負となる． l
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【定理 3.171 (Hodgeの定理：正則複素ベクトルバンドルへの一般化)】 　
E Ñ M をコンパクト複素多様体M 上の正則複素ベクトルバンドルとす
るとき，B̄ : Ap,qpEq Ñ Ap,q`1pEqが自然に定義される．B̄˚ “ ´ ˚E ¨ B̄ ¨ ˚E

をその共役作用素として，E上の B̄-Laplacianを

△ ” B̄B̄˚ ` B̄˚B̄ : Ap,qpMq Ñ Ap,qpMq

により定義する．

1. 調和空間H p,qpEq “ Ker∆は有限次元である．

2. H : Ap,qpEq Ñ H p,qpEqを直交射影とするとき，線形作用素 G :

Ap,qpEq Ñ Ap,qpEqが存在して，次の条件を満たす：

GH “ 0,

rG, B̄s “ rG, B̄˚s “ 0,

I “ H ` △G.

3. 次の同型写像が存在する：

H p,qpEq Ñ Hp,q

B̄
pEq – HqpM,ΩppEqq.

4. 双対作用素 ˚は，次の同型を与える：

HqpM,ΩppEqq – Hn´qpM,Ωn´ppE˚qq˚.

特に，p “ 0に対応する次の同型は，Kodaira-Serreの双対定理と
呼ばれる：

HqpM,OpEqq – Hn´qpM,OpE˚ b KMqq˚.

l

【補題 3.172 (基本恒等式)】 　 M をコンパクトケーラー多様体，ωを
その基本形式として，線形作用素 Lを

L : Ap,qpEq Ñ Ap`1,q`1pEq, Lpχ b sq “ χ ^ ω b s.

により定義する．Λ “ L˚ : Ap,qpEq Ñ Ap´1,q´1pEqをその随伴作用素，
D “ D1 ` D2(D2 “ B̄)とするとき，次の関係式が成り立つ：

rΛ, B̄s “ ´

?
´1

2
D1˚.

l
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【定理 3.173 (小平・中野の消滅定理)】 　 コンパクトケーラー多様体
上の正の正則複素線バンドル L Ñ M に対して，次の式が成り立つ：

HqpM,ΩppLqq “ 0, p ` q ą n.

この式の双対を取ると，負の線バンドル Lに対し，次の式が成り立つ：

HqpM,ΩppLqq “ 0, p ` q ă n

l

【系 3.174 (射影空間の正則線バンドルに対するコホモロジー消滅定理)】
　 CPn上の任意の正則線バンドル Lに対して，

HqpCPn, Lq “ 0, @1 ď q ď n ´ 1

l

【定理 3.175 (Lefschetzの超曲面定理)】 　 M をコンパクトな複素多
様体，V を L “ rV sが正となる滑らかな超曲面とする．このとき，

1. 包含写像 i : V Ñ M から誘導されるコホモロジーの写像

HqpM,Qq Ñ HqpV,Qq

は，q ď n ´ 2に対して同型，q “ n ´ 1に対して単射となる．

2. 包含写像 ιから誘導されるホモトピー群の写像

πkpNq Ñ πkpMq

は k ď n ´ 2に対して同型，k “ n ´ 1に対して全射となる．

以上の定理は，M,V がオービフォールドの場合や，さらに特異点をもつ
複素解析集合の場合にも成り立つ． l

Proof. 1. Griffithes-Harris1974, p.156
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2. Gorenskey M, MacPherson R: Stratified Morse Theory (Springer,

1988), p.153; Hamm HA: Lefschetz theorems for singular varieties,

in Singularities, vol. 40k part. 1 of Proc. Symposia in Pure Math.,

p. 547-557 (AMS, 1983)

Q.E.D.

【定理 3.176 (B定理)】 　 Mをコンパクト複素多様体，L Ñ Mを正の
線バンドルとする．このとき，任意の正則複素ベクトルバンドルE Ñ M

に対して，数 µ0が存在して，

HqpM,OpLµ b Eq “ 0, @µ ą µ0, q ą 0 (3.10.9)

が成り立つ． l

【定理 3.177 (射影多様体のPicard群と因子の対応)】 　 M をCPnの
部分多様体とするとき，Mの任意の正則線バンドルLは因子Dを用いて
L “ rDsと表される：

PicpMq – DivpMq{p主因子 pfqの全体 q (3.10.10)

l

【予想 3.178 (Hodge予想)】 　 M をコンパクトケーラー複素多様体
において，コホモロジー類 η P H2ppM,Cqが適当な解析的部分多様体 V

で代表されるホモロジー類のポアンカレ双対となっているとき，ηは解析
的であるという．このとき，任意の調和形式に対して

ż

M

ψ ^ η “

ż

V

ψ “

ż

V

ψn´p,n´p “

ż

M

ψ ^ ηp,p

より，ηは pp, pq形式となる．この逆，すなわち，射影空間の部分多様体
M に対し，任意の有理係数 pp, pq型コホモロジー類が解析的であるとい
う予想がHodge予想である． l

【定理 3.179 (p1, 1q類に対するLefschetzの定理)】 　 CPnの部分多様
体M に対して，その任意の p1, 1q型コホモロジー類

γ P H1,1pMq X H2pM,Zq

は解析的である． l
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3.11 射影多様体

3.11.1 GAGAの原理

【命題 3.180 (CPnの正則直線バンドルの正則断面)】 　 CPnの正則直
線バンドル rdHs(d “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ )の正則断面は，Cn`1上の d次同次多項式
と 1対 1に対応する：

H0pCPn,OpdHqq – Symd
`

Cn`1˚
˘

.

l

Proof. L “ rdHsとおくと，普遍バンドル J “ r´Hs “ rHs˚ Ñ CPnの
各点 rXs P CPnでのファイバーは ℓ “ tpλXq | λCu Ă Cn`1と表される
ので，L Ñ CPnの各点でファイバーは，ℓ上の λに関して d次の関数と
なる．今，F pXqをCn`1上の d次の同次多項式とすると，F |ℓは ℓ上の d

次の関数となり，ℓ “ rXsに正則に依存するので，Lの正則な切断 σF を
与える．したがって，写像Φ : Symd pCn`1˚q Ñ H0pCPn,OpLqqが定義さ
れ，明らかに，σF がゼロ切断なら F ” 0となるので，Φ単射となる．
次に，σ P H0pCPn,OpLqqに対して，F をCn`1上の d次の同次多項式，

σF を対応する Lの正則切断として，G1 “ π˚pσ{σF q（πはCn`1 ´ 0から
CPnへの標準射影）とおくと，G1はF “ 0のみを極としてもつCn`1 ´ 0

上の有理型関数となる．したがって，G “ G1F は CPn ´ 0で正則な関
数となり，Hartogsの定理より，Cn`1全体で正則な関数となる．さらに，
G1pλXq “ G1pXqより，GはF と同様，GpλXq “ λdGpXqと振る舞う．G
の原点でのべき級数展開を用いると，これは，GがXの d次の同次多項
式であることを意味する．一方，σ{σGはCPn上の正則関数となるので，
定数．よって，Φは全射となる． Q.E.D.

【定義 3.181 (代数多様体)】 　 CPnの部分集合 V が，同次座標系にお
いて，同次多項式の集合 tFαpX0, ¨ ¨ ¨ , Xnquの共通零点となるとき，V は
代数多様体と呼ばれる． l

【定理 3.182 (Chowの定理)】 　 射影空間の解析的部分多様体は，代
数多様体である． l
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Proof. まず，V がCPnの超曲面の時は，直線バンドル rV sの正則断面 σ

で pσq “ V となるものがあることと，σは常に，CPnの同次座標Xの同
次多項式F pXqと対応し，pσqがF “ 0と表されることより，題意は成り
立つ．
次に，dimV “ k ă n ´ 1のとき，任意の p R V に対して，p P K –

CPn´k´1と p R K 1 – CPn´k´2 Ă Kで，K X V “ H，かつ任意の q P V

に対して，K 1, q X V が離散的な点となるものが存在する．このとき，K 1

の補空間N – CPk`1へのK 1に沿った射影 π : q ÞÑ N X q,K 1による像
πpV q “ V 1はN の超曲面となるので，CPnの同次座標をK 1 “ pXk`2 “

¨ ¨ ¨ “ Xn “ 0qと取ると，V 1は同次多項式を用いて F pX0, ¨ ¨ ¨ , Xk`1q “ 0

と表される．対応して，πによる引き戻しにより，V はやはりF “ 0を満
たす．ここで，構成法より，πppq R V 1なので，F は pでゼロでない．以上
より，任意の点 p R V に対し，V 上でゼロかつ F ppq ‰ 0となる同次多項
式F が存在するので，V はそれらの共通ゼロ点として表される． Q.E.D.

【定義 3.183 (有理関数)】 　 CPnの解析的部分集合上の関数は，CP n

の同次座標の同じ次数の同次多項式 F pX0, ¨ ¨ ¨ , Xnq, GpX0, ¨ ¨ ¨ , Xnqを用
いて F pX0, ¨ ¨ ¨ , Xnq{GpX0, ¨ ¨ ¨ , Xnqと表されるとき，有理関数 (rational

function)であるという． l

【定理 3.184 (代数多様体上の有理関数体)】 　 代数多様体上の有理型
関数は，有理関数である． l

【定理 3.185 (GAGAの原理)】 　 代数多様体上のすべての解析的構造
物は代数的である．例えば，

1. 滑らかな多様体上の有理型微分形式は，有理関数とその微分で表さ
れる．

2. 滑らかな代数多様体の間の正則写像は，有理関数で表される．

3. 滑らかな代数多様体上の正則ベクトルバンドルの遷移関数は有理関
数で表される．

l
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3.11.2 射影多様体の次数

【定義 3.186 (射影多様体の次数)】 　 k次元代数多様体 V Ă CPnに
対して，そのホモロジー類が H2kpCPn,Zq – Zの生成元 Hk を用いて，
V „ dHkと表されるとき，dを V の次数と呼び deg V で表す． l

【命題 3.187 (次数の意味)】 　 k次元代数多様体 V Ă CPnが次数 dを
持つとする．このとき，

1. CPnの一般的なHn´kと V の交点の数は次数 dと一致する．

2. (Wirtingerの定理) ωをCPnのケーラー形式とするとき，
ż

V

ωk “ deg V.

3. V がCPnの超曲面のとき，V は d次の同次多項式F pX0, ¨ ¨ ¨ , Xnqの
零点となる．

l

【定理 3.188 (交叉多様体の次数)】 　 V とW がそれぞれ次数 d1, d2を
もつCPnの部分多様体として，それらの交叉 V ¨W の既約成分をZiとす
ると，次の関係式が成り立つ．

d1d2 “
ÿ

i

multZi
pV ¨ W qdegZi.

l

【定理 3.189 (Bezoutの定理)】 　 2つの互いに素な 2変数多項式
fpx, yq, gpx, yq P Crx, ysがそれぞれ次数 d1, d2を持つとき，f “ g “ 0の
解の個数はたかだか d1d2個である． l

【定理 3.190 (代数多様体のCPnへの埋め込み)】 　 任意の k次元代数
多様体はCP2k`1に解析的部分多様体として埋め込むことができる． l

【定義 3.191 (非退化部分多様体)】 　 CPnの部分多様体 V がどのよう
な超平面Hにも含まれないとき，V は非退化であるという． l

【定理 3.192 (非退化多様体に対する次数の下限)】 　 CPnの k次元非
退化部分多様体の次数に対して，次の不等式が成り立つ：

deg V ě n ´ k ` 1.

l
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3.11.3 接空間

【定義 3.193 (接空間)】 　 k次元多様体 V Ă CPnの滑らかな点 pにお
いて，そのユークリッド座標系での接空間の閉包により得られるCPnの
線形部分空間„ Hkを，V の pにおける接空間と定義する．
V が同次座標系の同次多項式系 tFαpX0, ¨ ¨ ¨ , Xnquの共通零点として表
されるとき，接空間は次の同次方程式系により表される：

n
ÿ

i“0

BFα

BXi

ppqXi “ 0.

l

【定義 3.194 (接触錐)】 　 CPnの（一般に特異な）超曲面 V が同次多
項式 F pX0, ¨ ¨ ¨ , Xnq “ 0と表されるとする．点 p P V の重複度をmとす
るとき，m次の同次式により定義される次の部分多様体を，V の pにお
ける接触錐 (tangent cone)とよぶ．

TppV q “

˜

ÿ

m1`¨¨¨`mn“m

1

m1! ¨ ¨ ¨mn!

BmF

BXm1
1 ¨ ¨ ¨ BXmn

n

ppqXm1
1 ¨ ¨ ¨Xmn

n “ 0

¸

l

3.11.4 正則直線バンドルと射影埋め込みの対応

【命題 3.195 (線バンドルと射影埋め込みの対応)】 　 M をコンパク
ト複素多様体，L Ñ M をその正則線バンドルとする．基点を持たない
線形系 E Ă H0pM,OpLqqを指定すると，各点 p P M に対して，線形写
像 lp : E Ñ Lが lppsq “ sppq, s P E により定まる．この写像は iEppq P

CPpEq˚ – pCPNq˚(dimpEq “ N ` 1)と同一視できる．これによって定義
される対応 p Ñ iEppqは，M のCPN への非退化正則写像

iE :M Ñ CPN – pCPNq˚ – CPpEq˚

を定める．E の基底を s0, ¨ ¨ ¨ , sN とするとき，この写像は p ÞÑ rs0ppq :

¨ ¨ ¨ : sNppqs P CPN と表される．これにより，HをCPN の超平面として，

L “ i˚EprHsq, E “ i˚EpH0pCPN ,OpHqqq
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が成り立つことが分かる．
逆に，非退化正則写像 f :M Ñ CPN が与えられたとき，L “ f˚prHsq,

E “ f˚pH0pCPN ,OpHqqqとおくと，iE – f が成り立つ．
以上より，次の 1対 1対応が成り立つ：

L P PicpMq, E Ă H0pM,OpLq p|E| : no base pointq

ô

non-degenerate f :M Ñ CPN , dimpEq “ N ` 1 pmod. proj. trfsq

l

【定義 3.196 (正規部分多様体)】 　 非退化射影多様体 V Ă CPnは，包
含写像 j : V Ñ CPnに対応する線形系が完備のとき，正規 (normal)であ
るという．CPnの超曲面は，常に正規となる． l

【定理 3.197】 　CPnの 2つの超曲面は，次元が 3以上で次数がd ‰ n`1

なら，CPnの線形射影変換で移り合うとき，かつそのときに限り，複素
解析的に同型となる． l

【例 3.198 (Veronese写像)】 　 射影空間CPnの因子 dHから決まる
正規埋め込み

ιdH : CPn Q rZ0, ¨ ¨ ¨ , Zns Ñ r¨ ¨ ¨ , Zα, ¨ ¨ ¨ s P CPN , N ` 1 “ n`dCd

はVeronese写像と呼ばれる．ここで，Zα ” Zα0
0 ¨ ¨ ¨Zαn

n は Z の d次の
単項式．一般論より，CPnの任意の次数 dの超曲面は，CPN の超平面と
ιdHpCPnqとの交叉となる．

1. CPn の有理正規曲線 (rational normal curve)：CP1 の因子 np(p P

CP1, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ )に対するVeronese写像は，CP1の座標系 r1, tsに
おいて

ιdp : CP1 Q t ÞÑ r1, t, ¨ ¨ ¨ , tns P CPn (3.11.1)

と表される．この曲線に対しては，次数 dが埋め込まれた射影空間
の次元 nと一致する．

逆に，C Ă CPnが次数 d “ nとなる既約非退化曲線とすると，C
は有理正規曲線となる．実際，Γ “ tp1, ¨ ¨ ¨ , pn´1uをC上の異なる
線形独立な点列とすると，Γを含むCPnの超曲面HとCは，一般
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に，Γ以外のもう一点 qで交わる（接する場合は，q P Γ)．これに
より定まる写像 f : CP1 Ñ C は明らかに全単射，したがって同型
写像となり，対応する埋め込み CP1 Ă CPnは次数 d “ nをもつ．
CP1上の正則直線バンドルは次数のみで決まるので，この埋め込み
はVeronese写像と一致する．

2. CP5のVeronese曲面 : CP2からCP5へのVeronese写像

f “ ι2H : CP2 Q r1, s, ts ÞÑ r1, s, t, s2, st, t2s P CP5 (3.11.2)

により得られる曲面 S “ ι2HpCP2qの次数は，

degS “

ż

S

f˚ω2 “

ż

S

c1pf˚HCP5q2 “

ż

S

c1p2Hq2 “ 4

よって，CP5の最小次数曲面となる．

Veronese曲面 Sは，弦多様体 CpSq “ Yp,qpqが CP5の真部分多様
体となる唯一のCP5の非退化曲面である．

l

【例 3.199 (Segra写像)】 　 ２つの複素線形空間 V,W の直積からテン
ソル積への写像 j : V ˆW Ñ V bW から誘導される写像 j˚ : PV ˆPW Ñ

PV b W を Segre写像という．V , W の次元を n, mとするとき，この写
像は，射影空間の同次座標系Xi, Yjを用いて，

j˚ : CPnˆCPm Q prX0, ¨ ¨ ¨ , Xns, rY0, ¨ ¨ ¨ , Ymsq ÞÑ rX0Y0, ¨ ¨ ¨ , XiYj, ¨ ¨ ¨ , XnYms P CPnm`n`m

と表される．
πi(“ 1, 2)をCPn ˆ CPmからそれぞれ，第１因子および第２因子への
射影とするとき，この写像は，直線バンドル

L “ π˚
1HCPn b π˚

2HCPm ô D “ HCPn ˆ CPm ` CPn ˆ HCPm

の定める写像 ιLと一致する．
Segre写像の像は，CPnm`n`mの同次座標を行列Z “ pZij; i “ 0, ¨ ¨ ¨ , n, j “

0, ¨ ¨ ¨ ,mqで表すとき，その２次小行列式の共通零点，したがって２次小
曲面族の交わりとなる． l
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3.11.5 小平の埋め込み定理

【定理 3.200 (小平の埋め込み定理)】 　 M をコンパクト複素多様体，
L Ñ Mを正の正則線バンドルとする．したがって，Mは (Kähler-)Hodge

多様体．このとき，数 k0が存在し，任意の整数 k ě k0に対して，写像

iLk :M Ñ CPN

が定義され，M の埋め込みを与える． l

Proof. 概要：iLk が埋め込みとなるためには，次の 2つの条件が満たさ
れることが必要十分：

1. 任意のx ‰ y P M,k ě k0に対して，制限写像rx,y : H
0pM,OpLkqq Ñ

Lk
x ‘ Lk

yが全射．

2. 任意の x P M,k ě k0に対して，微分写像 dx : H0pM,IxpLkqq Ñ

T ˚
x

1 b Lk
xが全射．

点 xと点 yでのブローアップを π : M̃ Ñ M，対応する例外因子を E “

Ex ` Ey，L̃ Ñ M̃ を L Ñ M の π による引き戻しとする．このとき，
H0pM,OpLkqq – H0pM̃,OpL̃kqqおよび，H0pM,IxpLkqq – H0pM̃,OpL̃k´

Eqqが成り立つので，以上の条件は，

rE : H0pM̃,OM̃pL̃kqq Ñ H0pE,OEpL̃kqq – Lk
x ‘ Lk

y,

r1
E : H0pM̃,OM̃pL̃k ´ Eqq Ñ H0pE,OEpL̃k ´ Eqq – T ˚

x
1 b Lk

x

の全射性に帰着される．層の完全系列に対するコホモロジー完全系列よ
り，これらは，OM̃pL̃k ´ EqおよびOM̃pL̃k ´ 2Eqに対するH1コホモロ
ジー消滅定理に帰着される． Q.E.D.

【定理 3.201 (小平の埋め込み定理 2)】 　 コンパクト複素多様体M が
代数多様体であるための必要十分条件は，コホモロジー類 rωsが有理的と
なる正の閉 p1, 1q形式 ωが存在することである． l

Proof. 適当な自然数mに対して，rmωs P H2pM,Zqとなる．ところが，
rmωs P H1,1

B̄
pMqに対して，H2pM,OMq – H0,2

B̄
pMqなので，完全系列

H1pM,O˚q ÝÝÝÑ H2pM,Zq
i

ÝÝÝÑ H2pM,Oq

において，i˚prmωsq “ 0．よって，c1pLq “ rmωsとなるM 上の正の直線
束 Lが存在し，ιLがM の射影空間への埋め込みを与える． Q.E.D.
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【系 3.202】 　M,M 1が代数多様体なら，M ˆM 1も代数的である． l

【系 3.203】 　Mが代数多様体なら，その 1点ブローアップもまた代数
的である． l

【系 3.204】 　 π : M̃toM を複素多様体の非分岐有限被覆とするとき，
M が代数的であるための必要十分条件は M̃ が代数的となることである．

l

【定義 3.205】 　代数多様体M 上の正則直線バンドル L Ñ M は，
H0pM,OpLqqが埋め込みM Ñ CPN を与えるとき，非常に豊富 (very

ample)であるという． l

【系 3.206】 　E Ñ M を任意の正則直線バンドル，L Ñ M を正の正
則直線バンドルとするとき，k " 0に対して，Lk ` Eは非常に豊富とな
る． l
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3.12 Abel多様体

3.12.1 Riemann条件

【定義 3.207 (Abel多様体)】 　 複素 n次元線形空間 V と，階数が 2n

の格子Λ Ă V から定義される複素トーラス V {Λは，複素射影空間への埋
め込みが存在するとき，Abel多様体 (Abelian variety)という． l

【定義 3.208 (周期行列)】 　 複素多様体 V {Λに対して，V の複素基底
を e1, ¨ ¨ ¨ , en，Λの基底を λ1, ¨ ¨ ¨ , λ2nと置くとき，

λi “

n
ÿ

α“1

ωαieα

により定義される行列Ω “ pωαiq P Mpn, 2n;Cqを複素トーラス V {Λの周
期行列 (period matrix)という．
この行列を用いると，

ř2n
i“1 λixi により定義される V の実座標 xi(i “

1, ¨ ¨ ¨ , 2n)と，
řn

α“1 eαzαにより定義される複素座標 zα(α “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)の
間に

zα “

2n
ÿ

i“1

xiωαi ô pzq “ Ωpxq

の関係が成り立つ． l

【定理 3.209 (複素トーラスに対する Riemann条件)】 　 複素多様
体M “ V {Λが Abel多様体となるための必要十分条件は，Λの Z基底
λ1, ¨ ¨ ¨ , λ2n，V の複素基底 e1, ¨ ¨ ¨ , enが存在して，周期行列Ωが

Ω “ p∆δ, Zq, TZ “ Z, ImZ ą 0

と表されることである．ここで，δ “ rδ1, ¨ ¨ ¨ , δnsは δk|δk`1となる自然数
の列，∆δは δを対角成分にもつ対角行列である．
このとき，M 上の 2形式

ω “
ÿ

α

δαdxα ^ dxn`α. δα|δα`1

はHodge形式となる．この 2形式の定めるコホモロジー類 rωsはM の偏
極 (polarization)，δαは基本因子 (elementary divisors)と呼ばれる．特に，
δα “ 1となる偏極は主偏極 (principal polarization)と呼ばれる． l
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【注 3.210 (偏極の自由度)】 　 一般に，与えられた Abel多様体に対
して，その許される偏極は一意的でなく，少なくとも，基本因子として
tδ1, ¨ ¨ ¨ , δnuが許されるなら，kを kδ1が整数となる任意の有理数として，
tkδ1, ¨ ¨ ¨ , kδnuも許される． l

【系 3.211 (Jacobi多様体)】 　 周期行列に対する Riemannの関係式
より，Riemann面 Sの周期行列はΩ “ pIg, Zq( TZ “ Z, ImZ ą 0)と表さ
れるので，Jacobi多様体J pSqは主偏極Abel多様体となる． l

3.12.2 複素トーラスのホモロジーとコホモロジー

【注 3.212 (複素トーラスの内在的構成)】 　 複素トーラスM “ V {Λの
ホモロジー・コホモロジーと V , Λの間には次の関係がある：

H1pM,Zq – H2n´1pM,Zq – Λ, H1pM,Zq – Λ˚,

H1pM,Oq – H0pM,Ω1q – V ˚, HnpM,Ωn´1q – Hn´1pM,KMq – V

また，Λが抽象的な Z自由加群として与えられると，複素トーラスが次
のように構成される：

Λ Ñ VR “ Λ bZ R,
VC “ VR bR C “ V ‘ V̄ Ñ V,

Λ Ñ Λ ` Λ̄, Λ Ă V.

ここで，VC “ V ‘ V̄ の分解には，VRの複素構造が必要となるが，複素
トーラスの場合，これは，コホモロジーのHodge分解

VC – H2n´1pM,Cq – Hn´1,npMq ` Hn,n´1pMq

より決まる．また，M の偏極Qは

Q P H2pM,Zq – H1pM,Zq ^ H1pM,Zq – pH1pM,Zq ^ H1pM,Zqq˚

より，双線形関数
Q : Λ ^ Λ Ñ Z

により決定される． l
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【定義 3.213 (Albanese多様体)】 　 n次元コンパクト複素多様体M

に対するコホモロジーのHodge分解

H2q´1pM,Cq “
à

r`s“2q´1

Hr,spMq “ Vq ‘ V̄q,

Vq “ Hq´1,qpMq ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ H0,2q´1pMq

により定義される複素線形空間 Vqと，

H2q´1pM,Zq
– // Λq Ă Vq

により定義される格子Λqを用いて定義される複素トーラス

J pMq ”
Vq
Λq

を q次の中間 Jacobi多様体という．
特に，JnpMqをAlbanese多様体と呼び，AlbpMqと表記する：

J1pMq “
H0,1pMq

H1pM,Zq
–
H1pM,Oq

H1pM,Zq
” Pic0pMq,

JnpMq “
Hn´1,npMq

H2n´1pM,Zq
–
H0pM,Ω1q˚

H1pM,Zq
” AlbpMq.

l

【命題 3.214 (Albanese写像)】 　 コンパクト複素多様体M からその
Albanese多様体への写像 µを

µ :M Q p ÞÑ µppq “

ż p

p0

ω P H0pM,Ω1q˚{H1pM,Zq “ AlbpMq

により定義するとき，µは次の同型写像を誘導する：

µ˚ : H1pM,Zq

torsion

– // H1pAlbpMq,Zq

µ˚ : H0pAlbpMq,Ω1q
– // H0pM,Ω1q.

さらに，これより，次の関係が成り立つ：

Pic0pAlbpMqq “ Pic0pMq, AlbpPic0pMqq “ AlbpMq.

l
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3.12.3 Abel多様体上の直線バンドル

【定義 3.215 (複素トーラス上の直線バンドルの乗数)】 　複素トーラス
M “ V {Λ上の直線バンドル Lを π : V Ñ M により V – Cnに引き戻す
と，H1pCn,Oq “ H2pCn,Zq “ 0 ñ H1pCn.O˚q “ 0より，L̃ “ π˚Lは
常に自明となる．そこで，L̃を大域的断面 σpzqにより自明化 L̃ Ñ V ˆC
する．このとき，λ P Λに対応する V の並進変換 τλは，L̃の自己同形を
誘導する．そこで，

pτλq˚σpzq “ eλpzqσpz ` λq, λ P Λ

とおくと，eλpzq P C˚は次の条件を満たす V 上の正則関数となる：

eλpz ` λ1qeλ1pzq “ eλ1pz ` λqeλpzq, @λ, λ1 P Λ.

対応して，σによる自明化により得られる L̃の座標を pz, ξqとおくと，

pτλq˚pz, ξq “ pz ` λ, eλpzqξq

が成り立つ．逆に，この変換による V ˆ Cの商空間は，Lと同型となる．
以上により定義される正則関数の系 eλpzqは，複素トーラス上の直線バ

ンドル Lの乗数 (multipliers)という． l

【命題 3.216 (ケーラー多様体上のChern類がゼロの直線束)】 　 ケー
ラー多様体上の直線束Lに対して，c1pLq “ 0となる必要十分条件は，適
当な局所座標系のもとで，Lの遷移関数が定数となることである． l

【命題 3.217 (複素トーラス上のChern類の等しい直線束)】 　 複素
トーラスM 上の 2つの直線束 L,L1が同じChern類を持つための必要十
分条件は，それらがM の適当な並進で互いに移り合うことである． l

【命題 3.218 (アーベル多様体上の直線バンドルに対する偏極と乗数の対
応)】 　 アーベル多様体Mの規格化された周期行列を p∆δ, Zq，偏極を
ω “

ř

α δαdxα ^ dxn`α，とする．このとき，乗数が

eλαpzq “ 1, eλn`αpzq “ e´2π
?

´1zα

で与えられるM 上の直線束 L0の第 1Chern類は，c1pL0q “ rωsとなる．
また，c1pLq “ rωsとなるM 上の直線束は，L0の並進で与えられる． l
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【命題 3.219 (双対Abel多様体)】 　 アーベル多様体M “ V {Λのコホ
モロジーに対して，

Λ˚ – H1pM,Zq Ñ H1pM,Oq – H0,1pMq – V̄ ˚ “ HomCpV̄ ,Cq

より，
Pic0pMq – H1pM,Oq{H1pM,Zq – V̄ ˚{Λ̄˚

が成り立ち，Pic0pMqは複素トーラスとなる．M の規格化された周期行
列がΩ “ p∆δ, Zqであ与えられるとき，この複素トーラスの周期行列Ω˚

は，
Ω˚ “ pδn∆

´1
δ , δn∆

´1
δ Z∆´1

δ q

で与えられる．したがって，Pic0pMqも再びアーベル多様体となり，M
の双対Abel多様体 (dual Abelian variety)と呼ばれる． l

3.12.4 θ関数

【定理 3.220 (アーベル多様体上の正直線束の切断)】 　 M をアーベル
多様体，L Ñ M を正直線束，δ1, ¨ ¨ ¨ , δnをM の偏極 c1pLqに対する基本
因子系とする．このとき，次が成り立つ：

1. dimH0pM,OpLqq “
ś

α δα.

2. H0pM,OpLkqqは，k ě 2のとき基点を持たず，さらに k ě 3のとき
M の射影空間への埋め込みを与える．

l

【系 3.221 (Riemannの θ関数)】 　規格化された周期行列Ω “ p∆δ, Zq

により定義されるAbel多様体M “ V {Λに対して，その上の正直線束L

の Chern類 c1pLqが主偏極となるとき，H0pM,OpLqqは 1次元で，次の
V 上の関数 θの適当な並進に対応するLの正則断面 θ̃により生成される：

θpzq “
ÿ

lPZn

eπixl,Zly e2πixl,zy

この関数はRiemannの θ関数と呼ばれ．次の性質に依り完全に特徴づ
けられる：

θpz ` λαq “ θpzq,

θpz ` λn`αq “ e´2πipzα`Zαα{2q θpzq,

θpzq “ θp´zq.
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ここで，λi pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2nqはΛの基底ベクトル．また，M上の因子Θ “ pθ̃q

は，Lにより一意的に定まり，Riemannの θ因子と呼ばれる． l

3.12.5 群構造

【命題 3.222 (コンパクト複素Lie群)】 　 連結でコンパクトな複素 Lie

群は，複素トーラスに限られる． l

【命題 3.223 (複素トーラスの間の正則写像)】 　 複素トーラスの間の
正則写像は，並進変換と自己同形写像の合成に限られる． l

【定理 3.224 (Abel多様体の線形自己同形)】 　 Abel多様体M Ă CPN

の自己同形のうち，CPN の線形変換から誘導されるものは有限個である．
l

154 目次へ



目次へ

3.13 有理写像

【定義 3.225 (有理写像)】 　 複素多様体Mから射影空間CPnへの写像
が，M 上の n個の大域的な有理関数 f1pzq, ¨ ¨ ¨ , fnpzqを用いて

f :M Q z ÞÑ r1, f1pzq, ¨ ¨ ¨ , fnpzqs P CPn

と表されるとき，f はM からCPnへの有理写像という．また，2つの複
素多様体の写像 f：M Ñ Nは，Nの適当なCPnへの埋め込みに対し，有
理写像 f :M Ñ CPnと一致するとき，有理写像 (rational map)であると
いう． l

【定義 3.226 (双有理写像)】 　 有理写像 f : M Ñ N に対して，有理
写像 g : N Ñ M が存在して，f ˝gが有理写像として恒等写像となるとき，
双有理写像 (brational map)という．また，このとき，M とN は双有理
同型 (birationally isomorphic)，あるいは単に双有理 (birational)という．

l

3.13.1 関連する基本定理

【定理 3.227 (固有写像定理 (Remmert))】 　 M,N を複素多様体，
V Ă M を解析的集合とする．このとき，正則写像 f :M Ñ N の V への
制限が固有写像（任意のコンパクト集合の逆像が常にコンパクト）なら，
fpV qはN の解析的集合となる． l

【定理 3.228 (Leviの拡張定理 (I))】 　 V を複素多様体M の余次元が
2以上の解析的集合とする．このとき，M ´ V 上で定義された有理関数
f は，常に，M 全体で定義された有理関数に拡張可能である． l

【定理 3.229 (Leviの拡張定理 (II))】 　 CPnの多重円盤∆nにおいて，
V を余次元が 2以上の解析的集合，Dを∆n ´V の余次元が 1の解析的集
合とする．このとき，Dの∆nにおける閉包 D̄は，∆nの解析的集合とな
る． l
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3.13.2 有理写像の特徴づけ

【命題 3.230 (定義域)】 　 有理写像 f : M Ñ N は，一般に，M の
余次元 2以上の解析的集合 V を除いた領域で定義され，M ´ V で正則
となる．逆に，V をM の余次元が 2以上の解析的集合として，正則写像
f :M ´ V Ñ N は，M からN への有理写像となる． l

Proof. Leviの拡張定理より Q.E.D.

【命題 3.231 (因子の線形系との対応)】 　 複素多様体M に対し，固定
点集合の余次元が 2以上となるM 上の因子の n次元線形系は，M から
CPnへの有理写像とCPnの自己同形の自由度を除いて 1対 1に対応する．

l

Proof. 線形系Dλpλ P CPnqに対して，f :M Q p ÞÑ fppq “ tλ | p P D1
λu P

pCPnq˚ – CPn．ここで，D1
λは，Dλから共通有効成分を取り除いた線形

系． Q.E.D.

【命題 3.232 (グラフを用いた記述)】 　 M を k次元複素多様体とする
とき，有理写像 f : M Ñ CPnは，ファイバー tpu ˆ CPnとの交叉数が 1

となるM ˆ CPnの k次元既約解析的集合 Γと 1対 1に対応する． l

3.13.3 Blow-upと blow-down

【定義 3.233 (単項的変換)】 　 滑らかな n次元複素多様体M の一点 p

の開近傍 U : z “ pz1, ¨ ¨ ¨ , znq P Cnにおいて，

Ũ “
␣

pz, lq P U ˆ CPn´1
ˇ

ˇ z “ 0 or z P l
(

,

π : Ũ Q pz, lq Ñ z P U

と置く．このとき，開近傍 U 1 Ă M ´ pと U の重複部分において，変換
π : Ũ Xπ´1pU 1q Ñ U XU 1は正則な局所同型写像となるので，この写像に
よるM ´ pと Ũ の貼り合わせは正則な複素多様体 M̃ と写像 π : M̃ Ñ M

を定義する．M̃と πの組は，単項変換 (monoidal transformation)ないし
ブローアップ (blow-up)という．
E “ π´1ppqはCPn´1と同型となり，例外因子 (exceptional factor)と呼
ばれる．π : M̃ ´ E Ñ M ´ pは同型写像となる． l
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【命題 3.234 (ブローイングアップの局所チャート)】 　 点 pのブロー
アップ π : M̃ Ñ M において，pの開近傍をU – Cn，E “ π´1ppqの開近
傍を Ũ “ π´1pUqとする．いま，Ũ の開集合 Ũj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)を

Ũj “
␣

pz, lq P Cn ˆ CPn´1
ˇ

ˇ lj ‰ 0
(

により定義すると，Ũ “
Ť

j Uj．Ũjの複素座標系 zpjq “ pzpjqiqを

zpjqi “ li{lj pi ‰ jq, zpjqj “ zj

により定義すると，zpjqはCn全体を動き，

zi “ zpjqi ¨ zpjqj pi ‰ jq, zj “ zpjqj

より，π : Ũj Ñ U は正則な写像で表される．
以上より，pzpjq, Ujq(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)が M̃ におけるEの近傍での座標近

傍系を与える． l

【命題 3.235 (NE)】 　 点 pでのブローアップ π : M̃ Ñ M の例外因子
E “ π´1ppqに対して

N˚
E – OCPn´1p1q : hyperplane line bundle over CPn´1.

l

Proof. M̃の例外因子E近傍での座標近傍系を pŨj, zpjqqとするとき，座
標近傍 ŨjでのEの局所表現は

E|Ũj
ô zpjqj “ 0

これより，NE – rEs|Eの Ũj X Ũkでの遷移関数は，

gkjpNEq “ zpkqk{zpjqj “ lk{lj.

これに対して，E上の超平面バンドルH “ OCPn´1p1qの遷移関数は, H “

pl1 “ 0qのとき，
gkjpHq “ pl1{lkq{pl1{ljq “ lj{lk.

よって，N˚
E – H. Q.E.D.
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【命題 3.236 (複素曲面における例外因子の交叉数)】 　 複素曲面M の
一点 pにおける単項変換 π : M̃ Ñ Mにおいて，その例外因子Eに対して

E ¨ E “ ´1.

l

Proof.

E ¨ E “

ż

E

c1pEq “ degprEs|Eq “ degpNEq “ degpOCP1p´1qq “ ´1

Q.E.D.

【命題 3.237 (標準因子の対応)】 　 π : M̃ Ñ M をM の点列 p1, ¨ ¨ ¨ , pn
でのブローアップ，E1, ¨ ¨ ¨ , Enを対応する例外因子とする．このとき，M
と M̃ の標準因子の間に次の関係が成り立つ：

KS̃ “ π˚KS ` E1 ` ¨ ¨ ¨ ` En.

l

【定理 3.238 (Castelnuovoの可縮性判定条件)】 　 M を代数曲面，C
をM の自己交叉数が´1の滑らかな有理曲線とする．このとき，滑らか
な代数曲面N と正則写像 π :M Ñ N で，C “ π´1pp0q(p0 P N)となるも
のが存在し，πはN の p0におけるブローアップとなる． l

Proof. ιL1 : M Ñ CPN の像が ιL1pMq “ N となり，ιL1 “ πが題意の条
件を満たす複素直線バンドル L1を構成する．
まず，L Ñ M を十分豊富な直線バンドルとすると，消滅定理 Bより

H1pM,OpLqq “ 0．また，L¨C “ mとおくと，pL`kCq¨C “ pm´kqと小
平・中野の消滅定理より，H1pC,OpL` kCqq “ H1pCP1,Oppm´ kqHq “

H1pCP1,Ω1ppm ´ k ` 2qHqq “ 0 pk ă m ` 2q．よって，層の短完全系列

0 Ñ OMpL ` pk ´ 1qCq Ñ OMpL ` kCq Ñ OCpL ` kCq Ñ 0

から得られるコホモロジー完全系列より，完全系列

H1pM,OpL ` pk ´ 1qCqq Ñ H1pM,OpL ` kCqq Ñ 0 pk “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m ` 1q
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が得られる．これと，H1pM,OpLqq “ 0より，H1pM,OpL`kCqq “ 0(k “

1, ¨ ¨ ¨ ,m ` 1). よって，k “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m ` 2に対し，完全系列

H0pM,OpL`kCqq Ñ H0pC,Oppm´kqHqq Ñ H1pM,OpL`pk´1qCqq “ 0

が成り立つ．これより，k ď mのとき，M上の線形系 |L` kC|のCへの
制限はC上の線形系 |pm´ kqH|への全射となり，|pm´ kqH|は固定点を
持たないので，|L` kC|はC上に固定点を持たない．また，豊富因子 |L|

は固定点を持たないので，|L` kC|の部分線形系 |L| ` kCは，C以外に
固定点をもたない．したがって，k ď mのとき |L` kC|は固定点を持た
ない．
そこで，L1 “ L ` mCとおく．このとき，Lの大域的正則断面はC上

でm次でゼロとなるL1の大域的正則切断と見なせるので，次の図式が成
り立つ：

0 // H0pM,OpLqq //

sα

��

H0pM,OpL1qq

hm
C sα

��

ÞÝÑ

CPM // CPN

M

ffNNNNNNNNNNNNN

77ppppppppppppp

Lは豊富なので，H0pM,OpLqqはM のCPM への埋め込みを与え，した
がって，それに対応するH0pM,OpL1qqの切断は，M ´ C での埋め込み
を与える．一方，L1 ¨C “ 0なので，L1|Cは自明となり，H0pM,OpL1qqの
Cへの制限は定数となる．以上より，ιL1 : M Ñ CPN は，C以外で埋め
込みを与え，Cを一点 p0に写す．
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いま，図式

H0pM,OpL1 ´ Cqq

P

r // H0pC,OpHqq

P

// 0

ξ1
1, ξ

1
2

j
��

� // η1, η2

H0pM,OpL1qq

P

ξ0, ξ1, ξ2

において，制限写像 rは全射なので，η1, η2を pL1 ´Cq|Cの大域的正則断面
で η1pq1qeta2pq2q “ 0(q1 ‰ q2 P C)となるものとして，ξ1

1, ξ
1
2を rpξ1

1q “ η1,

rpξ1
2q “ η2となる L1 ´ C の大域的正則切断，ξ1, ξ2を埋め込み j による

ξ1
1, ξ

1
2の像とする．また，ξ0を jの像に含まれないL1の大域的正則切断と

する．このとき，L1はC上で自明なので，ξ0はC近傍でゼロとならない．
そこで，これらを用いてM 上の有理関数を

z1 “ ξ1{ξ0, z2 “ ξ2{ξ0

により定義すると，pz1, z2qは Cの近傍からC2への正則な写像を定義す
る．さらに，pz1{z2, z2qと pz2{z1, z1qは，それぞれC ´ q2およびC ´ q1の
開近傍において正則なMの座標系を与える．これは，Mが適当な複素多
様体N の点 p0(z1 “ z2 “ 0に対応）におけるブローアップで，Cがその
例外サイクルであることを示している． Q.E.D.

3.13.4 有理写像の例

【例 3.239】 　

1. ブローアップ：複素多様体Mの点 pでのブローアップ πBD,p : M̃ Ñ

M に対して，
π´1
BD,p :M ´ tpu Ñ M̃.

2. 線形射影: 解析的集合 V Ă CPn に対して，p P V を基点とする
CPn´1への射影

πp : V ´ tpu Ñ CPn´1
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この有理写像は，V の pでのブローアップ Ṽ から CPn´1への正則
写像に一意的に持ち上げられる．また，V が 2次超曲面のときは，
双有理写像となる．

3. Gauss写像: k次元複素多様体M からCPnへの正則写像 ϕ :M Ñ

CPnに対し，p P M にCPnの線形部分空間 ϕ˚pTppMqqを対応させ
るGauss写像

G :M˚ Ñ Gpk, n ` 1q

は，有理写像となる．ここで，M˚は，dϕのランクが kとなるM

の点の全体． ϕの同次座標時を rϕ0pzq, ¨ ¨ ¨ , ϕnpzqsとして，Plücker

埋め込みGpk, n` 1q Ñ Pp
Źk Cn`1qのもとで，Jacobi行列 Bϕi{Bzα

の小行列式全体の組が，G ppqの同次座標表示を与える．

l

3.13.5 双有理不変量

【定義 3.240 (小平次元)】 　 滑らかな複素多様体M に対して，次数付
き代数

GpM,KMq “

8
à

m“0

H0pM,OpmKMqq

は，双有理不変量となり，標準環 (canonical ring)と呼ばれる．特に，そ
のC上の超越次元を νとするとき，κpMq “ ν ´ 1は双有理不変量で，小
平次元 (Kodaira dimension)という．ただし，ν “ 0のときには，κ “ ´8

と約束する．M が n次元の時，κpMqの取り得る値は´8, 0, 1, ¨ ¨ ¨ , nで
ある． l

【定理 3.241 (双有理不変量)】 　 一般に，M ÞÑ pEM Ñ Mqを複素多様
体の圏から反変的なテンソルバンドルの圏への反変関手とするとき，有
理写像 f :M Ñ N は，一意的な写像

f˚ : H0pN,OpENqq Ñ H0pM,OpEMqq

を誘導し，f が双有理写像なら f˚は同型写像となる．
Ωq

M を n次元複素多様体M の正則 q次微分形式の層とし，

hq,p “ dimCH
ppM,Ωq

Mq

とおく．このとき，次の諸量は，双有理不変量である：
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1. pgpMq “ hn,0: 幾何種数 (geometric genus)

2. papMq “
řn

q“1p´1qn´qhq,0 “ p´1qnpχpOMq ´ 1q: 算術種数 (arith-

metic genus)

3. qpMq “ h1,0: 不正則数 (irregularity)

4. PmpMq “ h0pM,OpmKMq: m種数（多重種数）(plurigenera)

5. 小平次元 κpMq

5. π1pMq: 基本群

l
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3.14 リーマン面（代数曲線）

3.14.1 基本定理

【定理 3.242 (因子の次数と位相指数の対応)】 　 Sをコンパクト連結
リーマン面とする．

1. 因子D “
ř

i nipiの次数を degD “
ř

i niにより定義すると，
?

´1

2π

ż

S

Θ “ xc1prDsq, rSsy “ degD.

2. Sの複素接バンドル T 1pSqに対して，
?

´1Θ “ 1
2
Rsωより，

degT 1pSq ” xc1pT
1pSqq, rSsy “

1

4π

ż

Rsω “ χpSq. (3.14.1)

ここで，ωはケーラー形式，Rsはそのスカラ曲率，χpSqはオイラー
数．

KS – pT 1pSqq˚なので，これより

degKS “ ´χpSq “ 2g ´ 2.

l

Proof. 曲率形式，Chern類，因子の対応に関する一般論 (定理 3.157）お
よび注 3.156 より． Q.E.D.

【命題 3.243 (正則直線バンドルの正値性条件)】 　 コンパクトリーマ
ン面 S上の正則直線バンドル L Ñ Sは，degL ą 0なら正である． l

Proof. 層の完全系列 0 Ñ Z Ñ O Ñ O˚ Ñ 0に対応する Sの層係数コホ
モロジーの完全系列は，H2pS,Oq “ 0より，次の完全系列を与える：

0 ÝÝÝÑ H1pZq ÝÝÝÑ H1pOq ÝÝÝÑ H1pO˚q
δ

ÝÝÝÑ H2pZq ÝÝÝÑ 0

– ‘gZ – ‘gC – PicpSq – Z
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ここで，HqpS q “ HqpS,S qである．これより，PicpSq Ñ H2pS,Zqは全
射なので，Sのケーラー形式を条件

ż

S

ω “ 1

を満たすようスケールした閉 p1, 1q形式 ωに対し，rωsがChern類となる
正則直線バンドル L1が存在し，L1は正，かつ degpL1q “ 1となる．次
に，任意の正則直線バンドル Lに対して，k “ degL ą 0なら, c1pLq “

kc1pL1q “ rkωsとなり，c1pLqは正の p1, 1q閉形式を含むので，定理 3.169

より，Lは正． Q.E.D.

【命題 3.244 (リーマン面のコホモロジー)】 　 コンパクトリーマン面
Sに対して，

Hq,0pSq – H0,qpSq – HqpS,Oq – H0pS,Ωqq “

#

Cg : q “ 1

0 : q ą 1
,

PicpSq – H1pS,O˚q – I pSq ‘ Z,
HqpS,O˚q “ 0 pq ą 1q.

ここで gは Sの種数，I pSqは Jacobi多様体． l

Proof. 第 1式は，Dolbeaultの定理，Hodgeの定理，Kodaira-Serreの双
対定理，Hodge分解および諸定理 theorem:SheafCohomology:basicより．
第 2式は，コホモロジーの長完全系列の一部

0 / / H1pS,Zq

–

// H1pS,Oq

–

// H1pS,O˚q

–

// H2pS,Zq

–

// H2pS,Oq “ 0

Z2g Cg PicpSq Z

より．第 3式も，同じ完全系列の高次部分 (q ě 2)

0 “ HqpS,Oq
exp // HqpS,O˚q

δ // Hq`1pS,Zq “ 0

より． Q.E.D.

【定理 3.245 (リーマン面上の正則直線バンドル)】 　 Lをコンパクト
リーマン面 S上の正則直線バンドルとする．
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1. degL ă 0のとき，H0pS,OpLqq “ 0

2. degL ą degKSのとき，H1pS,OpLqq “ 0

3. degL ą degKS ` 2のとき，ιL : S Ñ CPN が定義され，埋め込み
を与える．

l

Proof. 1は，degL ă 0なら，Lの任意の大域的切断は極をもつため．2

は，L ´ KS ą 0に対しする小平・中野の消滅定理より．3は小平の埋め
込み定理の精密化． Q.E.D.

【定理 3.246 (射影空間への埋め込み)】 　 任意の滑らかなコンパクト
リーマン面Sは，CP3に埋め込み可能である．また，高々2重点のみをも
つCP2へのはめ込みが存在する． l

Proof. 埋め込み S Ă CPN のコード解析的多様体 CpSqの複素次元 3で
あることと，p R CpSqからCPN の超平面への射影が SのCPN´1への埋
め込みを与えることを用いる．後半は，CP3に埋め込まれた代数曲線 S

に対して，p P CP3からの射影 πp : S Ñ CP2が題意の条件を満たさない
pの集合が複素 2次元以下であることより． Q.E.D.

【定義 3.247 (分岐被覆の被覆度と分岐指数)】 　コンパクトリーマン面S

から別のコンパクトリーマン面S 1への正則写像（分岐被覆）を f : S Ñ S 1

とする．f から誘導されるホモロジーの準同形 f˚ : H2pS,Zq Ñ H2pS 1,Zq

に対して，
f˚prSsq “ nrS 1s

により決まる整数nを，fの被覆度 (sheet number/degree)とよぶ，また，
任意の点 pに対して，pの局所座標 zおおび fppqの局所座標wを適当に
取ると，

w “ zvppq

が成り立つ．このとき，vppqを f の pにおける分岐指数 (ramification in-

dex)という．また，vppq ą 1のとき，pを分岐点 (branch point)と呼ぶ．
l
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【定理 3.248 (Riemann-Hurwitz公式)】 　 コンパクトリーマン面 S

から別のコンパクトリーマン面 S 1への定数写像でない正則写像（分岐被
覆）f : S Ñ S 1に対し, 点 q P Sでの分岐指数を vpqq，f の被覆度を nと
する．

1. f は全射で，分岐点以外では Sの n重被覆となり，任意の点 p P S 1

に対し，
ř

fpqq“p vpqq “ nが成り立つ．

2. 次が成り立つ：

χpSq “ nχpS 1q ´
ÿ

qPS

pvpqq ´ 1q,

KS “ f˚KS1 `
ÿ

pPS

pvppq ´ 1q p,

gpSq ě gpS 1q

l

Proof. S 1上の 1形式の大域的有理切断 ωに対応する因子 pωq “ KS1，お
よび分岐点を頂点に含む単体分割の，fによる引き戻しに対する（分岐点
での）振る舞いを具体的に決定． Q.E.D.

【定理 3.249 (種数公式)】 　 CP2内の d次代数曲線 Sに対して，

gpSq “
pd ´ 1qpd ´ 2q

2

l

Proof. 3種類の証明法が可能．適当に座標系を選び，座標系 r1 : z1 : z2s

において Sの定義式を fpz1, z2q “ 0，p “ r0 : 0 : 1s R S，H : Z2 “ 0と S

は横断的に交わるとする．

i) 射影 πp : S Ñ H – CP1にオイラー数に対するRiemann-Hurwitzの
公式を使う．πpの被覆度が d，分岐指数の和

ř

qPSpvpqq ´ 1qが，S
と曲線 Bf{Bz2 “ 0の交点数 dpd ´ 1qと一致することを用いる．

ii) KS “ pKCP2 b rSsq|S “ r´3H ` Ss|S “ rpd´ 3qHs|Sより degKS “

pd ´ 3q7pH ¨ Sq “ dpd ´ 3qとRiemann-Hurwitzの公式 gpSq “ 2 ´

χpSq “ 2 ` degKSを用いる．
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iii) Poincareの留数写像P.R.: Ω2
CP2pSq Ñ Ω1

Sが1対1写像H0pCP2,Ω2pSqq Ñ

H0pS,Ω1q – H1pS,Oqを与えることより，dimpH0pCP2,Ω2pSqqq “

gpSqとなることに着目し，gpSqを決定する．

Q.E.D.

【定理 3.250 (留数定理)】 　 コンパクトリーマン面上の有理 1形式 ϕ

に対し，その極点を p1, ¨ ¨ ¨ , pkとするとき，
ÿ

i

Respipϕq “ 0

l

【定理 3.251 (種数 g “ 0のリーマン面)】 　

1. g “ 0のリーマン面 SはCP1と同型である．

2. 任意の点 p P Sに対し，H0pS,Opmpqq – Cm`1,m “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ .

l

Proof. 1. g “ 0のとき，H1pS,Oq – H0,1 “ 0より，Sの勝手な点 pに
対し，H0pS,Oppqq Ñ rpspは全射となる．これより，高々pに一位の極を
もち，p以外では正則な S上の有理関数 fが存在し，r1, fpzqsは同型写像
S Ñ CP1を与える．
2. 層の完全系 0 Ñ Oppm ´ 1qpq Ñ Opmpqq Ñ C Ñ 0に対するコホモ
ロジー完全系列より，

H0pS,Opmpqq – C ‘ H0pS,Oppm ´ 1qpqq, m “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ .

Q.E.D.

【系 3.252 (リーマン面上の単極有理関数)】 　 種数 g ą 0のリーマン面
Sでは，1位の極を一個のみもつ有理関数は存在しない．すなわち，任意
の点 p P Sに対し，H0pS,Oppqq – C. l

Proof. 存在すると，同型対応 S Ñ CP1が得られるから． Q.E.D.
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【定理 3.253 (種数 g “ 1リーマン面)】 　 g “ 1のリーマン面は，CP2

の 3次曲線として埋め込むことができ，その定義方程式はCP2の適当な
アフィンチャート r1, x, ysを用いて，

y2 “ xpx ´ 1qpx ´ λq (3.14.2)

と表される．ここで，λ P Cはモジュライパラメータである．このとき，
dx{yはリーマン面上の大域的な正則 1形式を与える． l

Proof. g “ 1のとき，点 p P Sに対し，degKS “ 0 ă 1 “ degrpsなので，
定理 3.245 よりH1pS,Oppqq “ 0．これより，H0pS,Op2pq Ñ r2pspは全
射となるので，S上に pで高々2位の極を持ち，p以外で正則な関数 F が
存在し，pの適当な局所座標 zを用いて

F “
1

z2
` Opzq

と表される．また，H0pS,Ω1q – H1,0 – Cより，大域的に正則な S上の
1形式 αが存在し，0 “ degKS “ pαqより，αは零点を持たない．これ
と，Fωに対する留数定理を用いると，適当な定数 λ, λ1, λ2に対して，

F 1 “ λ
dF

ω
` λ1F ` λ2 “

1

z3
` Opzq

が成り立つ．
F と F 1を用いて，写像

S Q q ÞÑ r1, F pqq, F 1pqqs P CP2

によりSをCP2に沈め込むと，適当な定数 c, c1, c2に対しF 12`c1F 1 ´F 3`

pc”” ´ cqF pzq “ Op1{zqが成り立つが，S fl CP1なので，この式の右辺
は定数となる． Q.E.D.

【命題 3.254 (種数 g “ 1上の単極有理関数)】 　 種数 1のリーマン面 S

と任意の点 p P Sに対し，

H0pS,Opmpqq – C pm “ 0, 1q, Cm pm “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ q

すなわち，S上に極を一個のみ持つ有理関数は，2位の極を持つ関数P

とその導関数（および定数）の線形結合である．（PはWierstrassの℘関
数に対応．） l

Proof. CP1の場合と同様． Q.E.D.
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3.14.2 Abelの定理

【定理 3.255 (Abelの定理 1)】 　 CをCP2の種数 1の代数曲線 py2 “

xpx ´ 1qpx ´ λq，ω “ dx{yをC上の大域的正則 1形式とする．

1. p0をC上の任意の基準点，CP2の直線 ℓとCの 3つの交点を pi(i “

1, 2, 3)とするとき

ψpℓq ”

3
ÿ

i“1

ż pi

p0

ω (3.14.3)

は ℓに依存しない定数となる．

2. f を C 上の有理関数，Dをその因子D “ pfq “
ř

i pi ´
ř

i qiとす
るとき，

ÿ

i

ż pi

qi

ω ” 0 modΛ (3.14.4)

l

Proof. 1．ψが ℓ P CP2˚ – CP2からC{Λ (Λは周期格子）への正則写像
を与えるので，ψ˚dz(dzはC{Λの大域的正則 1形式）はCP2上の大域的
正則 1形式．しかし，H0pCP2,Ω1q “ 0.

2．パラメータ系D “ pλ0f ` λ1qから定義される写像CP1 Ñ C{Λにつ
いて同様の議論を行う． Q.E.D.

【定義 3.256 (リーマン面の周期と Jacobi多様体)】 　 S を種数 gの
リーマン面，ωi(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , g)を H0pS,Ω1qの基底，pδIq “ pαi, βiq(I “

1, ¨ ¨ ¨ , 2g, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , g)をH1pS,Zqの正規基底とする．

1. 2g個の列ベクトル

ΠI “ T

ˆ
ż

δI

ω1, ¨ ¨ ¨ ,

ż

δI

ωg

˙

P Cg

を Sの周期, これらのベクトルから作られる g ˆ 2g行列

Ω ” pΠ1, ¨ ¨ ¨ ,Π2gq

を Sの周期行列と呼ぶ．
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2. 周期ベクトルΠI(I “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2g)から生成される格子を

Λ ” tm1Π1 ` ¨ ¨ ¨ ` m2gΠ2g | mI P Zu (3.14.5)

とするとき，J pSq “ Cg{Λをヤコビ多様体 (Jacobian variety)と
いう．

l

【定理 3.257 (1形式に対する相互則)】 　 リーマン面 Sにおいて，正
則微分形式 ωと第 3種微分形式（高々1位の極しか持たない 1形式）ηに
対して，それらの周期ベクトルをΠI , N Iとするとき，pηq8 “

ř

λ sλ，s0
を勝手な基点として，

g
ÿ

i“1

`

ΠiN g`i ´ Πg`iN i
˘

“ 2π
?

´1
ÿ

λ

Ressλpηq

ż sλ

s0

ω

が成り立つ．ただし，積分は s0, sλを含む単連結領域に含まれる経路に
そって行うものとする． l

Proof. πppq ”
şp

s0
ωとして，Sをホモロジー基底により切り裂いて得ら

れる基本領域∆に対して，
ş

B∆
πηを留数定理による計算と，直接計算の

2つの方法で計算する． Q.E.D.

【系 3.258 (周期に対するRiemannの第 1双線形関係式)】 　 リーマ
ン面 S上の 2つの正則 1形式 ω, ω1に対して，

ż

S

ω ^ ω̄1 “

g
ÿ

i“1

`

ΠiΠ̄1g`i ´ Πg`iΠ̄1i
˘

,

g
ÿ

i“1

`

ΠiΠ1g`i ´ Πg`iΠ1i
˘

“ 0.

l

【系 3.259】 　リーマン面の周期行列は，基底の取り替えにより，次の
形に規格化できる：

Ω “ pIg, Zq, TZ “ Z, ImZ ą 0

l
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【補題 3.260】 　リーマン面 S上の点列 pλおよび条件
ř

λ aλ “ 0を満
たす任意の複素数列 aλに対して，Respλpηq “ aλとなり，S ´

ř

λ pλで正
則な第 3種 1形式 ηが存在する． l

Proof. 層の完全系列

0 ÝÝÝÑ Ω1 ÝÝÝÑ Ω1p
ř

λ pλq
res.

ÝÝÝÑ ‘Cp ÝÝÝÑ 0

とH1pS,Ω1q – H0pS,Oq “ Cより． Q.E.D.

【定義 3.261】 　リーマン面 Sの次数ゼロの因子の線形集合Div0pSqか
ら Jacobi多様体J pSqへの写像を，

µ : D “
ÿ

λ

ppλ ´ qλq ÞÑ µpDq “

˜

ÿ

λ

ż pλ

qλ

ωi; i “ 1..g

¸

により定義する． l

【定理 3.262 (Abelの定理2)】 　D P Div0pSqに対し，µpDq ” 0pmod Λq

となるための必要十分条件は，Sの適当な有理関数 f に対してD “ pfq

となることである． l

Proof. 十分性の証明は，Abelの定理 1の項目 2の証明と同じく，D “

pλ0f ` λ1qに対して µpDqが rλ0, λ1sに依存しないことと，λ0 Ñ 0で
µpDq Ñ 0pmod Λqとなることより．
必要性の証明：上記補題より，D “

ř

λppλ ´ qλq “
ř

imiriに対して，
Resripηq “ miとなる第 3種微分形式 ηが存在．この 1形式に適当な正則
一形式を加えた η1は，周期ベクトルのすべての成分が整数となることを，
1形式に対する相互則を用いて示す．すると，f “ expp2π

?
´1

şp

p0
ηqが曖

昧さ無く定義され，D “ pfqとなる． Q.E.D.

【定理 3.263 (Jacobi反転定理)】 　 Sを種数 gのリーマン面，p0をその
勝手な基点とするとき，任意の λ P J pSqに対して，Sの点列 p1, ¨ ¨ ¨ , pg
が存在して，µp

ř

ippi ´ p0qq “ λが成り立つ．さらに，一般の λに対して，
ř

i piは一意的である． l
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Proof. Sのg個の対称積により定義されるg次元複素多様体Spgq “ Sg{Sympgq

からJ pSqへの正則写像 F を rpp1, ¨ ¨ ¨ , pgqs ÞÑ µp
ř

λppλ ´ p0qqにより定
義する．F の Jacobi行列が一般点で正則となることより，F の全射性が
言える．また，F´1pλqに対応する因子集合が一般に線形系に対応する射
影空間となることと，F が一般点で被覆写像となることより，一般点で，
F が 1対 1写像であることが結論される． Q.E.D.

【系 3.264】 　種数 gのリーマン面において，degD ě gとなる因子D

は有効因子に線形同値，すなわち h0pDq ą 0である． l

Proof. リーマン面 Sの基点を p0とするとき，degD “ dに対し，D „

dp0 ` pD´dp0q „ dp0 `
řg

i“1ppi ´ p0q “ pd´ gqp0 `
řg

i“1 pi ą 0. Q.E.D.

【定理 3.265 (楕円曲線と複素トーラスの同型性)】 　 種数 g “ 1のリー
マン面 Sのおいて，p0を勝手な基点，ω P H0pS,Ω1qとする．こんとき，
Sから Jacobi多様体J pSq – C{Λへの次の写像は同型対応を与える：

µ : S Q p ÞÑ

ż p

p0

ω P J pSq

l

【系 3.266 (Weierstrassの ℘関数)】 　 複素トーラスC{Λの標準複素
座標を zとするとき，z “ 0に 2位の極をもち ℘ “ 1

z2
` Opzqと振る舞う

有理関数が一意的に存在する．この関数を用いて定義される写像

ψ : C{Λ Q z Ñ r1, ℘pzq, ℘1pzqs “ r1, x, ys P CP2

は，複素トーラスからCP2の種数 1の代数曲線

C : fpx, yq ” y2 ´ 4x3 ` g2x ` g3, pg2, g3 P Cq

への正則写像を与える．このとき，dz “ dx{yより，

ψ´1ppq “

ż p

p0

dx

y
, p0, p P C

が成り立つ．さらに，Abelの定理より，

z1 ` z2 ` z3 ” 0pmod Λq ô p1, p2, p3 P ℓplineq Ă CP2

ô

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ℘pz1q ℘1pz1q

1 ℘pz2q ℘1pz2q

1 ℘pz3q ℘1pz3q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0

が成り立つ． l
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3.14.3 代数曲線に対するRiemann-Rochの定理

【定理 3.267 (第 1種と第 2種微分形式に対する相互則)】 　 ωと ηを，
それぞれ，リーマン面 S上の正則微分形式，および点 pに留数ゼロの極
をもち，それ以外で正則な微分形式とし，pを原点とする複素座標 zに関
して次の Laurant展開を持つとする：

ωpzq “ pbp0 ` bp1z ` ¨ ¨ ¨ q dz,

ηpzq “
`

ap´nz
´n ` ¨ ¨ ¨ ` ap0 ` ap1z ` ¨ ¨ ¨

˘

dz, ap´1 “ 0.

H1pS,Zqの基底 δI(I “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2g)に関するωと etaの周期ベクトルをΠI ,

N I とするとき，次の関係式が成り立つ：
g
ÿ

i“1

`

ΠiN i`g ´ Πi`gN i
˘

“ 2π
?

´1
ÿ

p,j

ap´jb
p
j´2

j ´ 1
.

l

Proof. 第 1種と第 3種微分形式に対する相互則の場合と同様．基本領域
∆ “ S ´ YIδI において，π “

şp

s0
ωとおき，

ş

B∆
πωを直接計算と留数定

理の 2つの方法で計算する． Q.E.D.

【定義 3.268 (ベクトルバンドルのEuler特性数)】 　 複素多様体M上
のベクトルバンドルEに対し，％

hqpEq ” hqpM,OpEqq ” dimCH
qpM,OpEqq, (3.14.6)

χpEq “
ÿ

p

p´1qphppM,OpEqq (3.14.7)

により定義される整数χpEqを，Eのオイラー特性数 (Euler characteristic)

という． l

【定理 3.269 (Riemann-Rochの定理)】 　 Sを種数 gのリーマン面，
Kをその標準因子，Dを勝手な因子とするとき，次の関係式が成り立つ：

h0pDq “ degD ´ g ` 1 ` h0pK ´ Dq.

この関係式は，L “ rDsとおくと，χpLq “ h0pLq ´ h1pLq “ h0pDq ´

h0pK ´ Dq，および χpOSq “ h0,0pSq ´ h0,1pSq “ 1 ´ gより，

χpLq “ χpOSq ` c1pLq (3.14.8)

と書き換えられる． l
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Proof. 1. 初等的な証明：まず，D “
ř

λ pλのとき，H
0pS,Ω1p2Dqqの

元 ηで，pλでの留数がゼロ，かつ周期ベクトルN I “ 0となる 1形式と，
f P H0pS,OpDqqとが，η “ df の対応により，1対 1に対応．ここで，
H1pS,Ω1ppqq “ 0と留数定理より，pai; i “ 1, ¨ ¨ ¨ , d “ degDq P Cdに対し
て，pλの近傍で，ϕa “ aλ{z2λ ` Oppq 1qと振る舞い，S ´Dで正則な 1形
式が，正則 1形式を加える自由度を除いて一意的に存在．この正則 1形式
の自由度は，ϕaのA-サイクルに対する周期がゼロとなることを要求する
と，完全取り除かれる．このとき，線形写像

ψ : W – Cd Q raλs ÞÑ

˜

ż

δg`i

ϕa; i “ 1..gq

¸

P Cg

の核に属する ϕaが，求める ηを与える：h0pDq “ dimkerψ ` 1.

ここで，ω1, ¨ ¨ ¨ , ωgを正則微分形式の標準基底として，第 1種および第
2種の微分形式に対する相互則を pωj, ϕaqに適用すると，

ż

δg`j

ϕa “ 2π
?

´1
ÿ

λ

aλpωj{dzλqppλq

となるので，h0pS,Ω1p´Dqq “ h0pK´Dqより，dimpkerψqq “ d´rankψ “

d ´ pg ´ h0pK ´ Dqq. よって，h0pDq “ d ´ g ` 1 ` h0pK ´ Dq. Dが有
効因子でない場合も，D Ñ K ´ Dにより同じ式が成り立つことが示さ
れる．
2．Dが有効因子とする．層の短完全系列0 Ñ O Ñ OpDq Ñ ‘λCλ Ñ 0

より，コホモロジー完全系列

0 Ñ H0pOq Ñ H0pOpDqq Ñ Cd Ñ H1pOq Ñ H1pOpDqq Ñ 0

が得られる．この系列に対する特性数
ř

jp´1qj dimj “ 0より，題意の式
が得られる． Q.E.D.

3.14.4 標準曲線

【定義 3.270 (標準曲線)】 　 種数 g ě 2のリーマン面 Sに対し，その
標準バンドルKに対する線形系 |K|は基点を持たず，SからCPg´1への
写像

ιK : S Ñ CPg´1, p ÞÑ rω1ppq, ¨ ¨ ¨ , ωgppqs

が定義される．この写像を標準写像 (canonical mapping)，代数曲線 ιKpSq

を標準曲線 (canonical curve)という． l
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【命題 3.271 (標準写像が埋込となる条件)】 　 リーマン面 S上に２個
の極のみをもつ有理関数が存在する場合，かつその場合に限り，標準写
像 ιKは埋込とならない．この条件は，SからCP1への被覆度２の正則写
像が存在することと同等で，そのような分岐被覆写像が存在するとき，S
は超楕円型 (hyperelliptic)であるという． l

Proof. ιK が１対１となる条件は，任意の２点 p, q に対して，ωppq “

0, ωpqq ‰ 0となる正則１形式 ωが存在すること．これは，h0pK ´ p ´

qq ă h0pK ´ pqp“ g ´ 1q と同等．Riemann-Roch より，この条件は，
h0pK ´ p ´ qq “ 2g ´ 4 ´ g ` 1 ` h0pp ` qq “ g ´ 3 ` h0pp ` qq ă

g ´ 1 ô h0pp ` qq “ 1. Q.E.D.

【命題 3.272】 　 S Ă CPg´1を非退化な種数 g，次数 2g ´ 2の代数曲線
とすると，Sは標準曲線である． l

Proof. ιS : S Ñ CPg´1に対応するSの因子 (D “ ι˚SH)に，h0pK´Dq “

0pK ‰ Dq, 1pK “ Dqとなることに注意して，Riemann-Rochの定理を適
用． Q.E.D.

【系 3.273 (Riemann-Rochの定理の幾何学的表現)】 　 代数曲線の
因子D “

ř

piに対して，その標準曲線上の像が張る部分線形空間の次元
は，degD ´ dim |D| ´ 1で与えられる． l

3.14.5 特殊線形系

【定義 3.274 (特殊線形系)】 　有効因子Dは，h0pK´Dq ‰ 0のとき特
殊 (special)であるという．さらに，特殊有効因子Dは，h0pDq ą 1，す
なわち h0pK ´Dq ą g ´ dのとき，不規則 (irregular)であるという． l

【補題 3.275 (非退化代数曲線の超平面因子の一般性)】 　 C Ă CPnを
非退化代数曲線とするとき，Cと一般的超平面の交点は一般的な配置あ
る，すなわち，どのような n個の部分集合に対しても，それらすべてを
含む pn ´ 2q平面が存在しない． l
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Proof. n次元複素多様体Cn “ C ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Cにおいて，q1, ¨ ¨ ¨ , qnが線形
従属となる点 pq1, ¨ ¨ ¨ , qnqの集合 N は，Cnの閉部分解析多様体となる．
もし，dimN “ nならN “ Cnとなる．しかし，C が非退化なので，C
上のn` 1個の点 p0, ¨ ¨ ¨ , pnで線形独立となるものが存在し，pp1, ¨ ¨ ¨ , pnq

とその近傍はN に含まれないので，N ‰ Cnより，dimN ă n．
いま，d “ degCとして，t1, 2, ¨ ¨ ¨ , duの任意の部分集合 I “ ti1, ¨ ¨ ¨ , inu

に対して，CPnの超平面の全体 CPn˚から Cnへの正則写像 πI を，H P

CPn˚とCの交点をp1pHq, ¨ ¨ ¨ , pdpHqとして，πIpHq “ ppi1pHq, ¨ ¨ ¨ , pinpHqq

により定義する．すると，任意の点 pq1, ¨ ¨ ¨ , qnq P Cnに対して，その近
傍の任意の点 pr1, ¨ ¨ ¨ , rnq P Cnに対し，r1, ¨ ¨ ¨ , rnを含む超平面が存在す
る．したがって，πI は全射となり，π´1

I pNqはCPn˚の pn ´ 1q次元以下
の閉部分解析多様体となる． Q.E.D.

【定理 3.276 (Cliffordの定理)】 　 コンパクトリーマン面 S上の 2つ
の有効因子D,D1に対して，

dim |D| ` dim |D1| ď dim |D ` D1|

が成り立つ．さらに，特殊因子Dに対して，

dim |D| ď
1

2
degD

が成り立つ．ここで，等号はD “ 0, D “ Kないし Sが超楕円曲線の時
にのみ成り立つ． l

Proof. 前半：一般に自由度のカウントより，線形系 |D|に対して，dim |D| ě

t と，S の任意の点列 p1, ¨ ¨ ¨ , pt に対して，p1, ¨ ¨ ¨ , pt P E となる E P

|D|が存在することは同値．これより，任意の n “ h0pDq ´ 1個の点列
q1, ¨ ¨ ¨ , qnに対して，これらを含むE P |D|が，別の任意のn1 “ h0pD1q´1

個の点列 qn`1, ¨ ¨ ¨ , qn`n1 に対して，これらを含む E 1 P |D1| が存在し，
q1, ¨ ¨ ¨ , qn`n1 P E ` E 1 „ D ` D1 P |D ` D1|なので，dim |D ` D1| ě

n ` n1 “ dim |D| ` dim |D1|.

後半：Dが特殊なとき，有効因子D1 „ K´Dに対して，Riemann-Roch

より，

g ´ 1 “ dim |K| “ dim |D ` K ´ D| “ dim |D ` D1|

ě dim |D| ` dim |D1| “ dim |D| ` dim |K ´ D| “ g ´ 1 ´ d ` 2 dim |D|

ô 2 dim |D| ď d.
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等号が成り立つとき，標準写像 ιK : S Ñ CPg´1が単射とすると，Sの任
意の超平面断面E „ Kは，

E “ E1 ` E2, E1 „ D, E2 „ K ´ D

と分解される．ここで，H0pS,OpKqqの基底ω0, ¨ ¨ ¨ , ωg´1を適当に取ると，

ιK : p ÞÑ rω0ppq, ¨ ¨ ¨ , ωg´1ppqs P CPg´1

に対して，dim |D| “ n, dim |D1 “ n1(n ` n1 “ g ´ 1)とおき，

π1 : CPg´1 Q rZ0, ¨ ¨ ¨ , Zg´1s ÞÑ rZ0, ¨ ¨ ¨ , Zn, 0, ¨ ¨ ¨ , 0s P CPn Ă CPg´1,

π2 : CPg´1 Q rZ0, ¨ ¨ ¨ , Zg´1s ÞÑ rZ0, 0, ¨ ¨ ¨ , 0, Zn`1, ¨ ¨ ¨ , Zg´1s P CPn1

Ă CPg´1

により線形射影 π1, π2を定義すると，ιD “ π1˝ιK , ιD1 “ π2˝ιK と見なす
ことができる．さらに，CPnおよびCPn1

の適当な超平面L, L1に対して，
π1pDqは π1pSqの Lとの交点集合と，π2pD1qは π2pSqの L1との交点集合
と一致する．π1π2pCPg´1q “ pt “ r1, 0, ¨ ¨ ¨ , 0sより，これは，ιKpDq Ă

CPn´1，ιKpD1q Ă CPn1´1となる場合にのみ可能．よって，nn1 ‰ 0なら
ιKpDqも ιKpD1qも g ´ 2次元以下の平面に含まれる．degD ` degD1 “

degK “ 2g ´ 2なので，ιK が単射なら，Eの任意の g ´ 1個が線形独立
であるという一般定理（補題）と矛盾．よって，D ‰ 0, Kなら ιKは単射
でない，すなわち Sは超楕円曲線． Q.E.D.

【系 3.277】 　 C Ă CPnを次数 d ă 2nで種数が gの代数曲線とする
と，g ď d´ nが成り立つ．ただし，等号はCが正規曲線のとき，かつそ
のときに限り成り立つ． l

【命題 3.278 (非退化代数曲線の種数に対する不等式)】 　 非退化代数
曲線C Ă CPnが次数 dを持つとき，次が成り立つ：

i) d ă n ñ Cは退化曲線となるので，あり得ない．

ii) d “ n ô Cは有理正規曲線．

iii) n ă d ă 2n ñ g ď d ´ n. 等号はCが正規のとき．

iv) d “ 2n ñ g ď n ` 1. 等号は，Cが標準曲線の時，かつそのとき
に限り成立．
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v) d ě 2n ñ g ď 1
2
mpm´ 1qpn´ 1q `mϵ (Castelnuovoの不等式).

　ここで，

m “

„

d ´ 1

n ´ 1

ȷ

, d ´ 1 “ mpn ´ 1q ` ϵ.

l

Proof. i) 定理 3.192 より．

ii) 例 3.198 より．

iii) 上の系 3.277 より．

iv), v) CPnの超平面Hを一つ取り，D “ C X Hとする．短完全系列

0 // OCppk ´ 1qDq // OCpkDq
r // ODpkDq – Cd // 0

より，
h0pkDq ´ h0ppk ´ 1qDq “ dimpIm prqq.

まず，kpn´ 1q ` 1 ď d (k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,m, m “ rpd´ 1q{pn´ 1qs)の
とき，Dに属する kpn´ 1q ` 1個の点からなる集合を Γとする．任
意の点 q P Γに対して，Γ ´ qをそれぞれが pn´ 1q個の点からなる
k個の組に分割する：

Γ1 “
␣

p11, ¨ ¨ ¨ , p2n´1

(

, ¨ ¨ ¨ ,Γk “
␣

pk1, ¨ ¨ ¨ , pkn´1

(

このとき，H X C の任意の n個の点は線形独立なので，Γiを含み
qを含まない超平面Hi(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k)が存在する．このとき，H1 `

¨ ¨ ¨ `Hk „ kHは Γ´ qでゼロ，かつ qでゼロでない rkDsの切断を
与える．qは Γの任意の点だったので，r|Γは全射．したがって，

h0pkDq ´ h0ppk ´ 1qDq ě kpn ´ 1q ` 1, k “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m

次に，k “ m ` 1,m ` 2, ¨ ¨ ¨ すなわち kpn ´ 1q ` 1 ą dのとき，
d “ 1`mpn´1q` ϵ pϵ “ 0, ¨ ¨ ¨ , n´2qより，勝手な p P Dに対して，
D´pの点を重複して利用することにより，それぞれがD´pのn´1

個の点からなる集合列 Γi(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k): YiΓi “ D ´ pを作ること
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ができ，各 Γiを含み．pを含まない超平面の系列Hi(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k)

が存在する．よって，k ď mの場合と同様に

h0pkDq ´ h0ppk ´ 1qDq ě d, k “ m ` 1,m ` 2, ¨ ¨ ¨ .

これらの不等式より，l ą mに対して，

h0plDq ě
mpm ` 1q

2
pn ´ 1q ` m ` 1 ` pl ´ mqd.

ここで，lが十分大きいとき，degpK ´ lDq ă 0で lDは特殊でなく
なり，Riemann-Rochより，h0plDq “ ld ´ g ` 1となることを考慮
すると，

g ď
mpm ` 1q

2
pn ´ 1q ` mpd ´ 1 ´ mpn ´ 1qq

を得る．
Q.E.D.

【定理 3.279 (Noetherの定理)】 　 超楕円的でない代数曲線C Ă CPn

において，写像

SymlH0pC,OpKqq Ñ H0pC,Oplkqq

は，任意の自然数 lに対して全射となる． l

【定理 3.280 (超楕円リーマン面のCP2への埋め込み)】 　 任意の種数
gの超楕円リーマン面 Sは，CP2の代数曲線として埋め込み可能で，CP2

の座標系 r1, z, wsにおいて，適当な 2g ` 2次多項式 gpzqを用いて

w2 “ gpzq; deg gpzq “ 2g ` 2

と表される．与えられた Sに対して，gpzqは，CP1の自己同形変換に対
応する自由度を除いて一意的に定まる． l

Proof. S は超楕円的なので，S 上に 2個の極をもつ有理関数 f が存在
し，S から CP1への 2重分岐被覆写像 f : S Ñ CP1を定義する．この
写像の分岐点の数 bは，Riemann-Hurwitzの定理より，b “ degpKS ´

f˚KCP1q “ 2g´ 2´ 2ˆ p´2q “ 2g` 2. これらの分岐点のアフィン座標を
zipi “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2g`2q P CP1として，CP2 Q r1, z, wsの曲線C : w2 “ gpzq ”

pz ´ z1q ¨ ¨ ¨ pz ´ z2g`2qを考えると，射影 π : C Ñ CP1と f : S Ñ CP1の
対応より，π˝Φ “ f と なる写像Φ : S Ñ Cが一意的に定まり，正則同型
写像を与える． Q.E.D.
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【系 3.281 (超楕円リーマン面の標準曲線)】 　 種数 gの超楕円リーマ
ン面 S を CP2の 2g ` 2次超曲面 w2 “ gpzqとして表すとき，正則微分
形式の集合はH0pS,Ω1q “ tϕpzqdz{w | deg ϕ ď g ´ 1uとなる．これより．
Sの標準写像は

ιK : r1, z, ws ÞÑ r1, z, ¨ ¨ ¨ , zg´1s P CPg´1

となる．すなわち，標準曲線は有理正規曲線となる． l

【定理 3.282 (超楕リーマン面一般リーマン面のモジュライ自由度 (Rie-

mann count))】 　 リーマン面の種数を gとする．

1. 超楕円リーマン面のモジュライ自由度は，2g ´ 1.

2. 一般リーマン面のモジュライ自由度は，3g ´ 3.

l

Proof. 1. 種数gの超楕円リーマン面S上の2つ極をもつ有理関数fは，
f : S Ñ CP1を通して，p2g ` 2q次の多項式 gpzq “ pz ´ z1q ¨ ¨ ¨ pz ´

z2g`2qにより決まるCP2の曲線C : w2 “ gpzqとの同型対応を与え
る．f の自由度は極の位置と関数のスケーリングの自由度より 3と
なるので，超楕円リーマン面モジュライ自由度は 2g`2´3 “ 2g´1

となる．

2. 種数 gの超楕円的でないリーマン面 S上の npě 2gq個の極をもつ有
理関数 f は，被覆度 nの分岐被覆写像 f : S Ñ CP1を与える．この
写像の分岐点の数（重複度を考慮）bは，Riemann-Hurwitzの定理
より，b “ 2g ´ 2 ´ n ˆ p´2q “ 2n ` 2g ´ 2．逆に，CP1上の次数
2n` 2g´ 2の因子B “

ř

i ziが与えられると，分岐点を端点とする
n` g´ 1個の弧に沿って，CP1を切り開き，その n個のコピーを切
り口の弧に沿って適当に貼り合わせ，分岐点で z ´ zi “ wvi(viは分
岐指数）により定義される wを新たな複素座標とすることにより，
滑らかなリーマン面が一意的に構成される．

分岐点の自由度は 2n ` 2g ´ 2，写像 f の自由度は，Bの自由度が
n, 各 B に対する f の自由度が h0pBq “ n ´ g ` 1, h0pB ´ p1q “

n´ gより，n´ g ` 1となるので，リーマン面のモジュライ自由度
は 2n ` 2g ´ 2 ´ pn ` n ´ g ` 1q “ 3g ´ 3.

Q.E.D.
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【例 3.283 (超楕円的でない g “ 3, 4, 5のリーマン面)】 　

1. g “ 3: 標準写像は ιK : S Ñ CP2となる．CP2の曲線に対して，次
数 dと種数は g “ pd´ 1qpd´ 2q{2の関係にあるので d “ 4，すなわ
ち種数 3のリーマン面はCP2の 4次超曲面として実現できる．

CP2の 4次超曲面の自由度は 4`2C2 ´ 1 “ 14，CP2の自己同形の自
由度は dimGSLp3q “ 8より， 種数 3のリーマン面のモジュライ自
由度は 14 ´ 8 “ 6．

2. g “ 4: 標準写像は ιK : S Ñ CP3．制限写像

r : H0pCP3,Op2Hqq Ñ H0pS,Op2H X Sqq “ H0pS,Op2KSqq

において，h0pCP3,Op2Hqq “ 3`2C2 “ 10, h0pS,Op2KSqq “ 2ˆ6´

4 ` 1 “ 9より，ker r ‰ 0．これは，SがQ „ 2HとなるCP3の次
数 2の因子に対応する多様体に含まれることを意味するが，Sは超
平面に含まれないので，Qは既約な 2次曲面となる．同様に，制限
写像

r1 : H0pCP3,Op3Hqq Ñ H0pS,Op3KSqq

において，h0pCP3,Op3Hqq “ 3`3C3 “ 20，h0pS,Op3KSqq “ 3ˆ6´

4`1 “ 15より，SはCP3の3次超曲面の4次元族に含まれる．Qを含
む 3次曲面族の次元は，h0pCP3,Op3H´Qqq´1 “ h0pCP3,OpHqq´

1 “ 3なので，この 4次元族はQを含まない既約な 3次超曲面Q1を
含んでおり，S “ Q X Q1となる．

逆に，任意の 2次超曲面Qと 3次超曲面に対し，その交叉を C と
すると，標準因子に対する公式より，

Q Ă CP3 : KQ “ pKCP3 ` Qq|Q “ p´4H ` 2Hq|Q “ p´2Hq|Q,

C Ă Q : KC “ pKQ ` Cq|C “ p´2H ` Q1q|C “ H|C ” D.

よって，CがCP3の非退化曲線なので，Rieman-Rochより

4 “ h0pC,OpDqq “ 2ˆ3´g`1`h0pC,OpKC ´Dqq8´g ñ g “ 4.

以上より，種数 4のリーマン面は，CP3の 2次超曲面と 3次強曲面
の交叉と同型になる．2次曲面 Qの自由度は 3`2C2 ´ 1 “ 9, 3次
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曲面Q1の自由度は 3`3C3 ´ 1 “ 19, Q上でゼロとなる 3次の同次
式の自由度は h0pCP3,Op3H ´ Qqq “ h0pCP3,OpHqq “ 3`1C1 “ 4，
CP3の自己同形の自由度は 42 ´ 1 “ 15．ここで，rCs “ rQ1s|Q “

r3Hs|QはQ上の正の直線バンドルなので，小平・中野の消滅定理
より，H0pQ,Ω1p´Cqq “ 0．これより，CでゼロとなるQ上の非自
明な正則ベクトル場が存在しないので，2つの 3次超曲面がいずれ
もQとCで交わるとすると，それらを定義する同時 3次式の差は，
Q全体でゼロとならないといけない．これより，種数 4のリーマン
面のモジュライ自由度は，9 ` 19 ´ 4 ´ 15 “ 9となり，一般公式と
一致する．

3. g “ 5: 標準写像は ιK : S Ñ CP4. 制限写像

r : H0pCP4,Op2Hqq Ñ H0pS,Op2H|Sq “ H0pS,Op2KSqq

の核は，h0pCP4,Op2Hqq “ 4`2C2 “ 15, h0pS,Op2KSqq “ 2 ˆ 8 ´

5 ` 1 “ 12より，3次元．これより，Cを通る線形独立な 2次の超
曲面が 3個存在する．

逆に，任意の 3個の超曲面Q1, Q2, Q3に対して，C “ Q1 XQ2 XQ3

とおくと，

KQ1 “ pKCP4 ` Q1q|Q1 “ p´5H ` 2Hq|Q1 “ p´3Hq|Q1 ,

KQ1XQ2 “ pKQ1 ` Q2q|Q1XQ2 “ p´3H ` 2Hq|Q1XQ2 “ p´Hq|Q1XQ2 ,

KC “ pKQ1XQ2 ` Q3q|C “ p´H ` 2Hq|C “ pHq|C ” D.

また，degD “ 23 “ 8．よって，Riemann-Rochより，

5 “ h0pDq “ 8 ´ g ` 1 ` 1 “ 10 ´ g ñ g “ 5.

ここで，Q1, Q2, Q3の定義式である 2次式F1, F2, F3は，4`2C2 “ 15

次元空間のベクトルで，F1, F2, F3の線形変換は同じ曲線C “ Q1 X

Q2XQ3を定義するので，射影変換の自由度がdimGSLp4q “ 52´1 “

24となることより，g “ 5となるリーマン面のモジュライ自由度は，

p15 ˆ 3 ´ 32q ´ 24 “ 36 ´ 24 “ 12p“ 3g ´ 3q

l
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【定理 3.284 (一般リーマン面上の線形系の次元と次数に対する不等式)】
　 種数 gのリーマン面が，次数 d，次元 rの線形系を持つための必要十
分条件は，

d ě
rg

r ` 1
` r.

この条件が満たされるとき，一般に，そのような線形系のモジュライ自
由度は，pd ´ rqpr ` 1q ´ rg． l

【系 3.285 (CP1への分岐被覆写像の最小被覆度)】 　 種数 gの一般的
なリーマン面は，被覆度 d “

“

g`1
2

‰

` 1をもつCP1の分岐被覆として表す
ことができ，それより少ない被覆度の分岐被覆は存在しない．特に，gが
偶数の時には，可能な分岐被覆写像は，CP1の自己同形の自由度を除い
て，有限個である．一方，gが奇数の時には，分岐被覆写像のモジュライ
自由度 1をもつ． l

【系 3.286 (CP2への埋め込みの最小次数)】 　 一般の種数 gのリーマ
ン面は，CP2内の次数

d “

„

2g ` 2

3

ȷ

` 2

の曲線として表すことができる．ただし，これより低い次数での表現は
できない． l

【定理 3.287 (Brill-Noether問題)】 　

1. 種数 g “ 4の一般的なリーマン面をCP1の 3重分岐被覆として表現
する方法は，2通り．

2. 種数 g “ 6の一般的なリーマン面をCP1の 4重分岐被覆として表現
する方法は，5通り．

3. 種数 g “ 8の一般的なリーマン面をCP1の 5重分岐被覆として表現
する方法は，14通り．

l

Proof. 1. S を種数 g “ 4のリーマン面とするとき，３重分岐被覆
S Ñ CP1は，適当な因子D “ p`q`rを含む１次元線形系Dλと１
対１に対応．Cliffordの定理より，dim |D| ď 1かつ，degD1 ď 2なら
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dim |D1| “ 0より，この条件は，dim |D| “ 1と同等．Riemann-Roch

の幾何学版より，この条件は，Sの標準曲線 ιK : S Ñ C Ă CP3上
で３点 p, q, rが共線となっていることと同等．したがって，異なる
３重分岐被覆の数は，与えられた一般点 p P Cを通る３重裁線の数
と一致．この数は，pを基点とするCP2への標準射影によるCの像
C 1 Ă CP2の通常２重点の数と等しいので，d “ degKS ´ 1 “ 5と
して

δ “ pd ´ 1qpd ´ 2q{2 ´ g “ 2

2. Sを種数 g “ 6のリーマン面とするとき，4重分岐被覆S Ñ CP1は，
適当な因子D “ p`q`r`sを含む１次元線形系Dλと１対１に対応．
Cliffordの定理より，dim |D| ď 1かつ，degD1 ď 2ならdim |D1| “ 0

かつ，degD1 “ 3に対して，dim |D1| “ 1なら dim |D| ě 2となるこ
とより，この条件は，dim |D| “ 1と同等．

Riemann-Rochより，このとき，h0pKS´Dq “ h0pDq´p4`1´6q “ 3

となるので，degpKS ´Dq “ 6より，この条件は，標準曲線 ιJ : S Ñ

C Ă CP5において，tp, q, r1, ¨ ¨ ¨ , r4uが３次元平面に含まれることと
同等．線形系 |KS ´D|は２次元なので，勝手な pp, qqを指定すると，
それを含む有効因子D1 “ p` q ` r1 ` ¨ ¨ ¨ ` r4 P |KS ´D|が一つ存
在し，r1, ¨ ¨ ¨ , r4は３次元平面に含まれる．いま，直線 p, qからCP3

への標準射影を π : CP5 ´ p, q Ñ CP3とすると，πpr1q. ¨ ¨ ¨ , πpr4qは
共線となる．よって，求める線形系の自由度は，C 1 “ πpCq Ă CP3

の４重裁線の本数と一致．すなわち，d “ 10 ´ 2 “ 8として，

Q “
1

12
pd´ 2qpd´ 3q2pd´ 4q ´

g

2
pd2 ´ 7d` 13 ´ gq “ 50 ´ 45 “ 5.

4. 未確認．Ref. Griffith-Harris1978B, p.299

Q.E.D.

3.14.6 Plücker公式

【定義 3.288 (随伴曲線)】 　 f : S Ñ CPnと表される代数曲線Cに対し，
その局所的なCn`1への持ち上げをvpzqとする：fpzq “ rv0pzq, v1pzq, ¨ ¨ ¨ , vnpzqs．
このとき，
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1. 写像

fk : S Ñ Gpk ` 1, n ` 1q Ă P

˜

k`1
ľ

Cn`1

¸

– CPm, m “ n`1Ck`1 ´ 1

fkpzq “ rvpzq ^ v1pzq ^ ¨ ¨ ¨ ^ vpkqpzqs.

を随伴曲線 (associated curve)という．

2. fkpzq ‰ 0のとき，fkpzqは点 fpzqにおいて曲線 Cに k次の精度で
接触する最小次元の線形部分空間を表す．この線形部分空間は，接
触 k平面 (osculating k-plane)と呼ぶ．

3. 特に，f1pzqは，ガウス写像，すなわち各点でのCの接線を表し，f
の双対曲線 (dual curve)と呼ばれる．

l

【定義 3.289 (分岐指数)】 　 曲線 f : S Ñ CPnに対して，点 z0の近傍
でのアフィン座標表示を pf1pzq, ¨ ¨ ¨ , fnpzqqとするとき，

βpz0q “ min
j“1,¨¨¨ ,n

pordz0pBzfjpzqqq

をこの曲線の z “ z0での分岐指数 (ramification index)という． l

【命題 3.290 (曲線の正規形)】 　曲線 f : S Ñ CPnに対して，点 z “ z0
での分岐指数を βkpz0q “ αk`1とするとき，CPnの適当な同次座標のもと
で，f の持ち上げ vpzq P Cn`1は

vpzq “
`

1 ` ¨ ¨ ¨ , pz ´ z0q
1`α1 ` ¨ ¨ ¨ , ¨ ¨ ¨ , pz ´ z0qn`α1`¨¨¨`αn ` ¨ ¨ ¨

˘

と表される．この形を，正規形 (normal form)という． l

【定理 3.291 (Plücker公式 I)】 　 種数 gの代数曲線 f : S Ñ CPnに対
して，随伴曲線 fkの分岐指数の総和を βk，次数を dkとするとき，

dk´1 ´ 2dk ` dk`1 “ 2g ´ 2 ´ βk pk “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q

l
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【系 3.292 (非分岐曲線)】 　 正規有理曲線が唯一の非分岐な代数曲線
である． l

Proof. Plücker公式の両辺に pn ´ kqをかけて，kについて 0から n ´ 1

まで和を取って得られる公式

n´1
ÿ

k“0

pn ´ kqβk “ pn ` 1qd ` npn ` 1qpg ´ 1q

より．(d0 “ d “ degf) Q.E.D.

【定義 3.293 (Weierstrass点)】 　 種数 gのリーマン面 Sの点 pにお
いて，点 p以外で正則で pにおいて k位の極をもつ有理関数が存在しな
いとき，kはギャップ値 (gap value)であるという．k ě 2g ´ 1のとき，
h0pkpq “ k ´ g ` 1となり，h0pK ´ kpqは kの非増加関数なので h0pkpq

は kが 1増大するごとに高々1しか増加しない．これより，ギャップ値は
g個存在し，それらを大小順に並べたものを，a1 ă a2 ă ¨ ¨ ¨ ă agと表記
する．
一般点では，kpはすべて正則で，ai “ i pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , gqとなる．この性

質が成り立たない点 p，すなわち，p以外で正則かつ，pで位数が g以下
の極をもつ有理関数が存在するとき，pはWeierstrass点という．また，

W ppq “
ÿ

i

pai ´ iq

を点 pのWeierstrassウエイトと呼ぶ．
特に，ai “ 2i´ 1となる点は，超楕円型Weierstrass点という．また，

ギャップ値が 1, 2, ¨ ¨ ¨ , g ´ 1, g ` 1となる点は，正常Weierstrass点とい
う． l

【命題 3.294 (Weiertstrass点のウエイトの総和公式)】 　 Sを種数 g

の非超楕円リーマン面，C Ă CPg´1をその標準曲線とする．このとき，
点 pがWeierstrass点となるための必要純分条件は，pが C “ ιK のいず
れかの随伴曲線の特異点となることである．
より，正確には，pを原点とする標準曲線の局所表示

ιKpzq “ r1, z1`α1 ` ¨ ¨ ¨ , ¨ ¨ ¨ , zg´1`α1`¨¨¨`αg´1 ` ¨ ¨ ¨ s
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に対して，

a1 “ 1, a2 “ 2 ` α1, ¨ ¨ ¨ , ag “ g ` α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αg´1 (3.14.9)

が成り立つ．ここで，αk`1 “ βkppq.

特に，
ÿ

p

W ppq “ gpg ´ 1qpg ` 1q.

l

Proof. 前半は，dimpkpq “ rとなるための必要十分条件が，rfkppqs Ă

CPk´r´1かつ rfkppqs Ć CPk´r´2となることより．
後半は，Plücker公式の系で導いた βkの和公式より． Q.E.D.

【定理 3.295 (リーマン面の自己同形)】 　 種数が 2以上のリーマン面
の自己同形は有限個である．さらに，種数が 3以上の一般的なリーマン
面は，自己同形を持たない． l

【命題 3.296 (Weierstrass点の数)】 　 種数 g ě 3の一般的リーマン
面に対し，

1. ギャップ値が ai ą ipi ă gqとなるWeierstrass点は存在しない．

2. dim |pg ` 1qp| ě 3となる点 pは存在しない．

3. Weierstrass点はすべて正常である．

l

3.14.7 平面曲線

【定義 3.297 (通常特異点)】 　 代数曲線 f : S Ñ CP2は，p P Sが次
のいずれかからなるとき，通常特異点 (traditional singularies)をもつと
いう．

1. 正則点 (regular point): f およびその双対曲線 f˚ のいずれも滑ら
かな点 p. 正則点 pでは，随伴曲線の分岐指数に対して，β0ppq “

β1ppq “ 0が成り立ち，近傍で，f は次の正規形をもつ：

fpzq “ r1, z ` ¨ ¨ ¨ , z2 ` ¨ ¨ ¨ s
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2. 通常変曲点 (ordinaly flex): fの正則点で，接線が 3次の接触をする
点．この点の近傍での正規形は，

fpzq “ r1, z ` ¨ ¨ ¨ , z3 ` ¨ ¨ ¨ s, f˚pzq “ r1.z2 ` ¨ ¨ ¨ , z3 ` ¨ ¨ ¨ s

3. 尖点 (cusp): 代数曲線 fpSqの特異点で，その近傍での fの正規形が

fpzq “ r1.z2 ` ¨ ¨ ¨ , z3 ` ¨ ¨ ¨ s, f˚pzq “ r1, z ` ¨ ¨ ¨ , z3 ` ¨ ¨ ¨ s

4. 二重接線 (bitangent): 変曲点でなく，かつそこでの接線が他の点で
曲線に接する点．

5. 通常 2重点 (double point): fpSqの非特異な 2つの分枝の交点

l

【公式 3.298 (古典Plücker公式)】 　 代数曲線 f : S Ñ CP2とその
双対曲線 f˚ : S Ñ CP2 が，通常特異点のみを持つとする．このとき，
C “ fpSq, C˚ “ f˚pSqに対し，次のようにおく：

• g: Sの種数，d “ degC, d˚ “ degC˚

• b: Cの 2重接線の本数，b˚: C˚の 2重接線の本数

• f : Cの変曲点の数，f˚: C˚の変曲点の数

• κ: Cの尖点の数，κ˚: C˚の尖点の数

• δ: Cの 2重点の数，δ˚: C˚の 2重点の数

このとき，常に双対関係

b˚ “ δ, b “ δ˚, f “ κ˚, f˚ “ κ

が成り立ち，さらに，

d˚ “ dpd ´ 1q ´ 2δ ´ 3κ, g “
pd ´ 1qpd ´ 2q

2
´ δ ´ κ,

d “ d˚pd˚ ´ 1q ´ 2b ´ 3f, g “
pd˚ ´ 1qpd˚ ´ 2q

2
´ b ´ f

が成り立つ． l
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【公式 3.299 (平面曲線の標準因子)】 　 平面曲線 f : S Ñ CP2に対し，
fpSqの次数を d, fの特異点の fによる逆像（ただし，尖点は 2重に計算）
で定義される因子をDとするとき，

KS “ f˚ppd ´ 3qHq ´ D

l

3.14.8 対応

【定義 3.300 (対応)】 　 2つの代数曲線C, C 1において，各 p P Cに対
し，次数 dの因子 T ppq Ă C 1が指定されていて，T ppqが pに正則に依存
するとき，T : C Ñ C 1を対応 (correspondence)という．また，因子 T ppq

の次数を，T の次数 (degree)という．

• 対応 T : C Ñ C 1 を定義することは，C ˆ C 1 の代数曲線 D “

tpp, qq | q P T ppquをしてすることと同等である．対応曲線が既約の
とき，対応が既約であるという．

• 対応 T : C Ñ C 1に対して，D Ă C ˆ C 1をその対応曲線とすると
き，代数曲線D1 “ pq, pqpp, qq P D Ă C 1 ˆ Cを T の逆対応と呼び，
R´1と表記する．

l

【定義 3.301 (対応の特殊点)】 　

• 一致点 (a coincidence point)：対応T : C Ñ C 1に対して，qのT ppqに
おける多重度mが 2以上となる点 pp, qq P CˆC 1を，多重度 pm´1q

の一致点という．この条件は，T の曲線をDとするとき，pp, qqが
被覆写像 π : D Ñ Cの分岐点であることと同等である．

• 連合点 (a united point): 対応 T : C Ñ Cにおいて，p P T ppqとな
る点．T ppqにおける pの多重度を連合点 pの多重度という．

• 共通点 (a common point): 2つの対応 T, S : C Ñ C 1に対して，そ
れぞれ定義曲線をD, F とするとき，pp, qq P D X F．

l

189 目次へ



目次へ

【定義 3.302 (対応の価数)】 　 Cを種数 g ě 1の代数曲線とする．対
応 T : C Ñ Cに対して，因子 T ppq ` kpの線形同値類が pに依らず同一
となるとき，kを対応 T の価数 (valence)という． l

【補題 3.303 (対応の随伴曲線のホモロジー類)】 　 T : C Ñ Cを代数
曲線の対応，D Ă C ˆ Cをその定義曲線とする．このとき，T が価数 k

を持つための必要十分条件は，Dのホモロジー類が

D „ aE ` bF ´ k∆

と表されることである．ここで，π1をC ˆCの第 1成分への射影，π2を
第 2成分への射影とするとき，E “ π´1

1 pp0q, F “ π´1
2 pq0q，∆は C ˆ C

の対角線． l

Proof. Tの価数がkとすると，D1 “ D`k∆の定義する対応T 1に対し，C
の因子T 1ppqの線形同値類は pに依らず一定．したがって，F 1 “ π´1

2 T pp0q

をCˆCの因子として，因子D2 “ D1´F 1から定義される対応T 2 : C Ñ C

に対し，T 2ppq ” 0. よって，D3 “ D2 ´E 1とおくと，因子D3に対応する
正則直線バンドルL Ñ CˆCは，π´1

1 pp0qおよびπ´1
2 pq0qへの制限が自明と

なる．これより，Lは自明であることが言えるので，結局D ” E 1`F 1`k∆.

このとき，明らかに，D „ aE ` bF ´ k∆.

つぎに，可換図式

0 ÝÝÝÑ H1pC ˆ C,Zq ÝÝÝÑ H1pC ˆ C,Oq ÝÝÝÑ Pic0pC ˆ Cq ÝÝÝÑ 0
§

§

đ

–

§

§

đ

–

§

§

đ

r

0 ÝÝÝÑ H0pC,Zq ‘ H0pC,Zq ÝÝÝÑ H0pC,Oq ‘ H0pC,Oq ÝÝÝÑ Pic0pCq ‘ Pic0pCq ÝÝÝÑ 0

を考える．ここで，Pic0pMqはM上のChern類がゼロとなる正則直線バ
ンドルの可換群を意味する．この図式で，水平方向の図式は短完全系列な
ので，縦方向の左 2つの射が同型であることより，射 rも同型となる．こ
れより，CˆC上の 2つの正則直線バンドルに対応する因子D1, D2がホモ
ローグなら，Chern類は一致するので，その差は，D1 ´D2 ”

ř

i aiEpi `
ř

j bjFqj と表される．ここで，Ep “ π´1
1 ppq, Fq “ π´1

2 pqq. よって，D „

aE ` bF ´ k∆なら，D ” E 1 ` F 1 ´ k∆. このとき，明らかに T は価数 k

を持つ． Q.E.D.

【定理 3.304 (対応の特殊点の数)】 　 C を種数 g の代数曲線，対応
T : C Ñ Cの価数を k, degpT q “ d, degpT´1q “ d1とする．
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1. (Cayler-Brillの公式) T の連合点の数は d ` d1 ` 2kg.

2. 対応 S : C Ñ Cに対して，degpSq “ e, degpS´1q “ e1, Sの価数を l

とするとき，T と Sの共通点の数は ed1 ` e1d ´ 2gkl.

3. T の一致点の数は，2dd1 ` 2pg´ 1qd1 ´ 2gk2 ´ δ．ここで，δはDの
通常２重点の数．

l

Proof. 1. 連合点の数は，7pD ¨ ∆q. これに，D „ pd ` kqE ` pd1 `

kqF ´ k∆，7pE ¨ ∆q “ 7pF ¨ ∆q “ 1, 7p∆ ¨ ∆q “ 2 ´ 2gを代入して
題意の公式を得る．

2. T と Sの定義曲線をDT , DSとするとき，共通点の数は 7pDT ¨ DSq

となることより．

3. 一致点の数は被覆写像 π1 : D Ñ Cの分岐指数 bと一致．Dがなめ
らかで既約とすると，Riemann-Hurwitz公式より，

KD “ dKC `
ÿ

pvppq ´ 1qp ñ degKD “ dp2g ´ 2q ` b

一方，随伴公式より

KD “ pKCˆC ` Dq|D ñ degKD “ 7pKCˆC ¨ Dq ` 7pD ¨ Dq.

ここで，C上の有理１形式 ω, ω1に対し，

KCˆC “ pπ˚
1 pωq ^ π˚

2 pωqq “ π˚
1 pKCq ` π˚

2 pKCq “ p2g ´ 2qpE ` F q

以上より，

b “ 2pg ´ 1q7ppE ` F q ¨ Dq ´ 2pg ´ 1qd ` 7pD ¨ Dq.

これに，D „ pd` kqE ` pd1 ` kqF ´ k∆を代入すると，δ “ 0の場
合の題意の公式を得る．

Q.E.D.
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【例 3.305 (有理関数の定義する対応)】 　 Sを種数 gのリーマン面とす
ると，S上の有理関数と SからCP1への分岐被覆が１対１に対応する：

S上の有理関数 f ô f : S Ñ CP1 pbrunched coveringq

さらに，この被覆写像は，S上の１次元線形系

Dλ pλ P CP1q : @p P S D1λ P CP1 st p P Dλ

と１対１に対応．さらに，これらは，

D “
␣

pp, qq
ˇ

ˇ p, q P Dλ, Dλ P CP1
(

を定義曲線とする対称な対応 T “ T´1を定義する．
この対応に対して，

• 次数：deg T “ d ´ 1. (dは f の被覆度）

• 価数：k “ 1.

• 連合点の数：u “ 7pD ¨ ∆q “ 2g ´ 2 ` 2d

• 一致点の数：c “ 2d2 ´ 6d ` 2 ` 2gpd ´ 1q

l

3.14.9 空間曲線

【定義 3.306 (非退化な振る舞い)】 　 空間曲線Cが素朴な次元計算か
ら予想されない振る舞いを示さないとき，非退化な振る舞いをするとい
う．具体的には，次の諸条件を満足することを意味する．

1. 5重裁線を持たない．

2. 4重裁線とCの 4個の交点の接線は互いに交わらない．

3. Cと 3次の接触をする接線は存在しない．この条件は，Cの 1次の
随伴曲線が滑らかであるという条件と同等．

4. Cの接触 2次元面は，他の点でCに接しない．
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l

【公式 3.307 (3重裁線対応)】 　 種数 g, 次数 dの空間曲線 S Ñ CP3を
C，C ˆ Cの代数曲線

D “ tpp, qq | pqは，Cの 3重裁線u

により定義される対応を T : C Ñ Cとするとき，以下が成り立つ：

1. T の次数: deg T “ pd ´ 2qpd ´ 3q ´ 2g.

2. T の価数：k “ d ´ 4

3. Cの接触 3重裁線 (Cの接線でもう 1点でCと交わる直線）の数：

t “ 2pd ´ 2qpd ´ 3q ` 2pd ´ 6qg

4. Cの定常 3重裁線（3重裁線で，そのうちの 2点の接線が交叉する
もの）の数：

s “ 2pd ´ 2qpd ´ 3qpd ´ 4q ` 2gpd2 ´ 10d ` 26 ´ 2gq.

5. Cの 4重裁線の数：

Q “
1

12
pd ´ 2qpd ´ 3q2pd ´ 4q ´

1

2
gpd2 ´ 7d ` 13 ´ gq.

l

Proof. 1. p P Cを基点とするCP2への射影をπp : CP3 ´p Ñ CP2(q P

CP3 ÞÑ pq X CP2)，C 1 “ πppCqとおく．このとき，一般的な pに
対して，pp, qq P Dは，πppqqがC 1の通常２重点であることと同等．
よって，カスプがない場合の平面曲線に対する通常２重点の数 δに
対する公式 δ “ pd´ 2qpd´ 3q{2 ´ g，および degT “ 2δより，題意
の式を得る．

2. 1の射影πp : C Ñ CP2に対し，T ppqは次数 pd´1qの平面曲線πppCq

の通常２重点の集合と一致するので，平面曲線の標準因子に対する
公式より，

KC “ π˚
p ppd ´ 4qHCP2q ´ T ppq “ pd ´ 4qpHCP3 ¨ Cq ´ pq ´ T ppq

ô T ppq ` pd ´ 4qp “ pd ´ 4qpHCP3 ¨ Cq ´ KC

より，T の価数は pd ´ 4q.
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3. 接触３重裁線は，T の連合点と対応．したがって，一般公式より

t “ 2deg T ` 2kg “ 2pd ´ 2qpd ´ 3q ` 2gpd ´ 6q.

4. 対応 Sをグラフ

G “ tpp, qq | TppCq X TqpCq ‰ H, p ‰ qu Ă C ˆ C

により定義する．このとき，p P Cとそこでの接線Lによ，標準射
影 πL : CP3 ´ L Ñ CP1を定義すると，pp, qq P Dは πLの分岐点と
１対１に対応する．したがって，Riemann-Hurwitzより

KC “ π˚
LpKCP1q X C ` Sppq “ π˚

Lp´2HCP1q X C ` Sppq

“ ´2pHCP3 ´ Lq X C ` Sppq “ ´2HCP3 X C ` 4p ` Sppq

この両辺の次数より

degKC “ ´2d ` 4 ` degS ô degS “ 2d ` 2g ´ 6.

また，Sppq ` 4pが pによらないので，Sの価数は l “ 4.

次に，pp, qqが T と S の共通点のとき，r P C が存在して，p, q, r
は直線上にのり，r ‰ p, q のとき，p, q, r は定常３重裁線となる．
一方，r “ q あるいは r “ pのときには，p P TrpCqないし q P

TrpCqとなるので，接触３重裁線が対応する．逆に，定常３重裁線
p, q, r(TppCq X TqpCq ­ H)に対して，pp, qq, pq, pqの２点が S と T

の共通点となる．また，接触３重裁線 p, qp“ TppCqqには，pp, qqと
pq, pqの２点が Sと T の共通点を与える．以上より，接触３重裁線
の数を t、定常３重裁線の数を sとおくと，共通点の数に関する一
般公式より，

2t ` 2s “ 2pdet T qpdegSq ´ 2gkl

これを sについて解いて題意の式を得る。

5. pからの標準射影 πp : CP3 ´ p Ñ CP2において、対応 T の一致点
は、πppCqの通常 2重点が消滅なし合体するような pと対応。まず、
2重点が消滅する場合は、p, q(p P TqpCq)が接触 3重裁線となる。各
l接触３重裁線では，D Ñ Cの分岐指数が１減少．つぎに，２個の
２重点が合体する場合には，対応する pp, qq P Dを含む裁線 p, q, r
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は，Cの定常３重裁線となる．この定常３重裁線では，D Ñ Cの
分岐指数が２減少．最後に，３個の２重点が合体する場合には，C
は４重裁線 p, q, r, sをもつ．このとき，各４重裁線 p1p2p3p4は，４
個の点 piで３個の T ppqの点を ppi, pjqを生成する．これら１２個の
Dの点は，Dの２重点となっている．

以上より，４重裁線の本数をQとすると，t`2s “ 2pdeg T q2`2pg´

1qdeg T ´ 2gk2 ´ 24Qが成り立つ．これをQについて解くと，題意
の表式を得る．

Q.E.D.
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3.15 複素曲面

以下，２次元コンパクト複素多様体を複素曲面という．

3.15.1 Rieman-Rochの定理

【定義 3.308 (曲面上での因子の交叉数)】 　 代数曲面M 上の 2つの因
子D,D1に対し，その交叉数D ¨D1を，それらの定義するH2pM,Zqの元
pDq, pD1qのホモロジーとしての交叉数により定義する．また，M 上の 2

つの直線バンドル L Ñ M,L1 Ñ M の交叉数 L ¨ L1を

L ¨ L1 “ pc1pLq Y c1pL1qqrM s

により定義する．さらに，因子 D と直線バンドル Lの交叉数 D ¨ Lを
c1pLqrpDqsにより定義する．
以上の定義の元で，任意の因子D,D1に対して

D ¨ D1 “ LpDq ¨ D1 “ D ¨ LpD1q “ LpDq ¨ LpD1q

が成り立つ． l

【命題 3.309】 　

1. Lが正の直線バンドルなら，任意の有効因子Dに対して，L ¨D ą 0.

2. 任意の有効因子D,D1に対して，DとD1が共通な部分因子を持た
ないなら，D ¨ D ě 0.

3. (指数定理) D ¨D ą 0となる因子Dに対して，D1 ¨D “ 0となる因
子D1が存在すれば，D1 ¨ D1 ă 0ないし pD1q “ 0となる．

l

【定義 3.310 (曲面上の曲線と仮想種数)】 　 曲面M 上の有効因子を曲
線と呼ぶ．特に，曲線が滑らかな部分多様体の多重度 1の和となるとき，
滑らかという．また，2つの因子の和に分解できないとき既約という．
M の標準因子を K とするとき，M 上の曲線 C の仮想種数 (virtual

genus)を

πpCq ”
K ¨ C ` C ¨ C

2
` 1

により定義する．Cが滑らかで既約な時，この量はCの幾何種数 gと一
致する． l
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【定理 3.311 (曲面上の直線バンドルに対するRiemann-Rochの定理)】
　 曲面Mの標準因子をKとするとき，M上の直線バンドルLに対して
次式が成り立つ：

χpLq “ χpOMq `
L ¨ L ´ L ¨ K

2

l

【定理 3.312 (Noetherの公式)】 　 Kを曲面Mの標準因子とするとき，

χpOMq “
1

12

`

c1pMq2 ` c2pMq
˘

“
1

12
pK ¨ K ` χpMqq .

l

3.15.2 CP3の超曲面

【定理 3.313 (CP3の 2次超曲面)】 　

1. CP1 ˆ CP1 は次の写像により，CP3 に 2次超曲面として埋め込ま
れる：

σ : CP1 ˆ CP1 Q prs0, s1s, rt0, t1sq ÞÑ rs0t0, s0t1, s1t0, s1t1s P CP3

2. CP3の滑らかな 2次超曲面はすべて同型で，CP1 ˆCP1と一致する．

3. CP1 ˆ CP1は，CP2を 2点 p ‰ qでブローアップして得られる複
素曲面 C̃P2

p,q において，pq Ă CP2の固有像のブローダウンにより
得られる．このブローダウンは，p, qに対応する例外因子をEp, Eq,

π : C̃P2

p,q Ñ CP2とするとき，C̃P2

p,q上の因子 D̃ “ π˚2H ´Ep ´Eq

に対する線形系 |D̃|が定める写像 ιD̃ : C̃Pp,q Ñ CP3により具体的に
与えられる．

l

【定理 3.314 (CP3の 3次曲面)】 　 CP3の任意の滑らかな 3次曲面は，
CP2の次の条件を満たす 6個の点 p1, ¨ ¨ ¨ , p6でのブローアップ C̃P2

p1,¨¨¨ ,p6

を，これらの点を通過するCP2の 3次曲線の線形系の C̃P2

p1.¨¨¨ ,p6
における

固有像が定める写像によりCP3に埋め込むことによって得られる：
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1. どの 3点も直線に乗らない．

2. 6点すべてを含む 2次曲線が存在しない．

l

【定理 3.315 (CP2と有理同値なCP3の超曲面)】 　 CP2よりブローアッ
プとブローダウンにより得られる CP3の滑らかな超曲面は，2次曲面と
3次曲面に限られる． l

3.15.3 特異点解消

【定理 3.316 (代数曲面内の曲線の特異点解消)】 　 Sを代数曲面，Cを
その上の既約曲線とするとき，常にコンパクトリーマン面 C̃と正則写像

ψ : C̃ Ñ C Ă S

で，Cの正則点上では 1対 1となるものが存在する．このとき，pC̃, ψqは
Cの特異点解消 (desingularization)と呼ばれる． l

Proof. Weierstrassの準備定理より，Cの定義関数 fは，各特異点 p P Cs

の近傍で，Weierstrass多項式

fpz, wq “

k
ź

r“1

pw ´ arpzqq “ wk ` p1pzqwk´1 ` ¨ ¨ ¨ ` pkpzq

で表されるとして良い．このとき，Cが pで既約なら，tarpzquへのモノ
ドロミー変換が位数 kをもつことより，適当な円盤 ζ P ∆ Ă Cからの分
岐被覆型の写像ψpζq “ pζk, bpζqq(bpζq “ a1pζ

kq)が，特異点解消写像を与
える．既約でないときは，各既約成分に対して，同様の写像を考えれば
よい． Q.E.D.

【定義 3.317 (実種数)】 　 代数曲面 S 内の曲線 C に対して，その特
異点解消で得られる滑らかな曲線の種数を実種数 (real genus)，有効種数
(effective genus)，ないし単に種数 (genus)と呼び，gpCqで表す． l

198 目次へ



目次へ

【定理 3.318 (実種数と仮想種数の関係)】 　 代数曲面 S上の曲線Cの
特異点を tpiu, 対応する多重度を kiとするとき，実種数 gpCqと仮想種数
πpCq “ pC ¨ C ` C ¨ KSq{2 ` 1との間に次の不等式が成り立つ：

gpCq ď πpCq ´
ÿ

i

kipki ´ 1q

2
.

特に，gpCq ď πpCqで，等号はCが滑らかのとき，かつそのときに限り
成り立つ． l

【系 3.319】 　代数曲面 S上の任意の既約曲線Cに対して πpCq ě 0で，
πpCq “ 0ならCは滑らかとなる． l

【系 3.320 (ブローダウンに対するCastelnuovo-Enriquesの判定条件
の強いバージョン)】 　 代数曲面 S上の既約曲線は，C ¨ CとK ¨ Cが
共に負となる場合，かつその場合に限りCでのブローダウンが存在する．

l

【命題 3.321 (ブローアップによる仮想種数の変化)】 　代数曲面Sに含
まれる曲線Cが，点 p P Cにおいて多重度 kの特異点を持つとする．こ
のとき，Sの点 pにおけるブローアップ π : S̃ Ñ Sによる Cの固有変換
を C̃とすると，次式が成り立つ：

πpC̃q “ πpCq ´
kpk ´ 1q

2
.

l

KS̃ „ π˚KS ` Eおよび C̃ „ π˚C ´ kEが成り立つことより．

Proof. Q.E.D.

【定理 3.322 (ブローアップによる特異点解消)】 　 代数曲面 Sに含ま
れる代数曲線Cの特異点は，Sの何度かのブローアップにより解消され
る． l

Proof. Cが特異なら仮想種数 πpCqが特異点でのブローアップにより単
調減少することと，仮想種数が常に非負であることより． Q.E.D.
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【命題 3.323 (特曲線のEuler標数)】 　 代数曲面 S内の代数曲線Cの
特異点を pi, その多重度を ki，Cとホモローグな滑らかな曲線をC0とす
るとき，

χpCq ě χpC0q `
ÿ

i

pki ´ 1q2.

l

【命題 3.324 (代数曲面上の代数曲線のLefschetz線形系のEuler標数)】
　 tCλuを代数曲面S上の代数曲線の 1次元線形系とする．各曲線の自己
交叉数をn，線形系に含まれる特異曲線の数をµとするとき，次の関係が
成り立つ：

χpSq “ 2χpCq ` µ ´ n.

ここで，χpCqは線形系の一般的な滑らかな曲線に対するEuler標数であ
る． l

【命題 3.325 (代数曲線上の 2次元代数的ファイバー空間のEuler標数)】
　 2次元代数曲面 Sから代数曲線Bへの正則写像 f : S Ñ Bにおいて，
C を f の一般的ファイバー、Cpi “ f´1ppiq(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , µ)を特異ファイ
バーとすると，

χpSq “ χpBqχpCq `
ÿ

i

pχpCpiq ´ χpCqq ě χpBq ¨ χpCq.

l

3.15.4 代数曲面の双有理写像の構造

【定理 3.326 (代数曲面の双有理写像とブローアップの対応)】 　 任
意の代数曲面間の双有理写像は，ブローアップとブローダウンの組み合
わせで実現される．すなわち，2つの代数曲面M,N の間の双有理写像
f :M Ñ Nに対して，代数曲面 M̃とブローアップ正則写像π1 : M̃ Ñ M ,

π2 : M̃ Ñ N が存在して，次の図式が可換となる：

M̃
π1

~~}}
}}
}}
}} π2

  A
AA

AA
AA

A

M
f // N

l
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Proof. (1) f ˝π1が正則写像となるブローアップ π1 : M̃ Ñ M の構成：双
有理写像 f : M̃ Ñ N Ă CPnに対応するMの因子線形系を tDλuλPCPn˚と
する．このとき，この線形系の基点集合は離散的な有限点集合となり，適
当なブローアップを π1 : M̃ Ñ M で，対応する tDλuの固有変換を tD̃λu

が基点を持たないものが存在する．実際，基点 p P M での tDλuの多重
度を kとするとき，pでのブローアップ ϕ :M1 Ñ M におるDλの固有変
換D1

λは，例外因子をE “ π´1ppqとするとき，

D1
λ “ π˚Dλ ´ kE

と表される．これより，D1
λ ¨D1

λ “ Dλ ¨Dλ ´ k2が成り立つ．tD1
λuが基点

を持つ場合，さらにブローアップするという操作を繰り返すと，Dλ ¨Dλ ą

D1
λ ¨D1

λ ą ¨ ¨ ¨ という系列が得られる．ところが，これらの線形系は固定
成分を持たないので，Di

λ ¨Di
λ1 ě 0となるので，Di

λ ¨Di
λ ě 0．よって，有

限回のブローアップ操作で，基点を持たない線形系 tD̃λuが得られる．
この線形系に対応する写像を π2 : M̃ Ñ CPnとする．すると，tD̃λuは
基点を持たないので，π2は正則写像となり，構成法より，Bを有限個の
点集合として，π´1

1 pM ´Bq上で f ˝π1と一致する．よって，π2pM̃q “ N

で，題意の可換図式が成立する．
(2) π2がN のブローアプの繰り返しで得られること：まず，固有写像定
理より，p P N に対して，π´1

1 ppqは連結であることが言えるので，π2が
可逆でないN の点 pでは，π´1

2 ppqは曲線Cとなる．この曲線は，常に第
1種の例外曲線を含むことを示す．まず，C1, ¨ ¨ ¨ , CmをCの既約成分，E
を pを通過しないN の正の因子（超平面因子を用いる）とすると，

pπ˚
2E ¨ π˚

2Eq “ pE ¨ Eq ą 0, pπ˚E ¨ Ciq “ 0 @i

となるので，指数定理より，Ci同士の交叉形式は負定値となる．
つぎに，N の pで正則な有理 2形式を ωとすると，π˚

2ωはCiに沿って
ゼロとなるので，

KM “ pπ˚ωq “ D `
ÿ

i

aiCi, ai ą 0, D Y C “ H

が成り立つ．よって，

0 ą p
ÿ

aiC?i ¨
ÿ

ajCjq “ p
ÿ

aiCi ¨ KMq

となるので，適当な iに対して，Ci ¨ K ă 0, Ci ¨ Ci ă 0となることが結
論される．これは，Castelnuovo-Enriquesの判定基準の強いバージョンよ
り，Ciが第 1種の例外曲線であることを意味する．
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以上より，π2が双正則でなれば，π2は，ブローアップ σ1 : M̃ Ñ M̃1と
双有理正則写像 π1

1 : M̃1 Ñ N の合成に分解される．もし，π1
1が双正則で

なければ，π1
1はさらにブローアップと双有理正則写像の合成σ2˝π1

2に分解
される．このとき，ブローダウンごとに b2pM̃q ą b2pM̃1q ą b2pM̃2q ą ¨ ¨ ¨

と減少するので，b2 ě 0より，この操作は必ず有限回で終了し，π2 “

σ1˝σ2˝ ¨ ¨ ¨ ˝σsとなる． Q.E.D.

3.15.5 有理曲面

【定義 3.327 (有理曲面)】 　 CP2と双有理同値な代数曲面を有理曲面
(rational surface)という． l

【命題 3.328 (CP2と同型となる条件)】 　 代数曲面M が CP2と同じ
Betti数をもち，かつKM が正でないなら，M はCP2と正則同型である．

l

【定義 3.329 (Cremona変換)】 　 CP2から自分自身への双有理変換
をCremona変換という． l

【例 3.330 (Cremona変換)】 　

1. 2次変換: CP2の 3点 a “ r1, 0, 0s, b “ r0, 1, 0s, c “ r0, 0, 1sに対して

ϕabc : rX0, X1, X2s Ñ rX1X2, X2X0, X0X1s

この変換は，CP2を 3点 a, b, cでブローアップして得られる C̃P2
に

おいて，さらに，3本の例外曲線 ab, bc, acをブローダウンして得ら
れるCP2の有理変換と一致する．

2. CP2の 6個の点 a1, ¨ ¨ ¨ , a6が一般的，すなわち，どの 3点も直線上
に乗らず，6点すべてを通過する 2次曲線が存在しないとして，CP2

のこれら 6点でのブローアップを C̃P2
とする．このとき，a1, ¨ ¨ ¨ , a6

の 5点を通過する 2次曲線 G1, ¨ ¨ ¨ , G6(ai R Gi)は互いに交わらな
い例外曲線となり，C̃P2

をそれらに沿ってブローダウンすると再び
CP2が得られる．このようにして定義されるCP2の有理写像CP2 ´

ta1, ¨ ¨ ¨ , a6u Ñ CP2は，双有理写像となる．

この写像は，各 aiを 2重点として持つ CP2の 5次曲線からなる線
形系から誘導される有理写像と一致する．
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l

【定理 3.331 (Cremona変換のつくる群)】 　 Cremona変換の作る群
は，2次変換 ϕabcにより生成される． l

【定義 3.332 (有理線織面)】 　 互いに交わらない既約有理曲線から
なる 1次元線形系 tCλuλPCP1をもつ代数曲面を有理線織面 (rational ruled

surface)という． l

【命題 3.333 (有理線織面の正則ファイバー束としての特徴づけ)】 　 S

を有理線織面，tCλuをその互いに交わらない滑らかな有理曲線の 1次元
線形系とする．このとき，この線形系から定まる正則写像 ι : S Ñ CP1

は，SにCP1をファイバーとするCP1上の正則ファイバー束の構造を与
える． l

Proof. S上の適当な正の直線バンドルによる埋め込みを f : S Ñ CPnと
する．λ0のCP1における十分小さな開近傍をUとして，Cλ0上の pn´ 1q

個の点 p1, ¨ ¨ ¨ , pn´1をその ιによる像が pn ´ 2q次元線形空間を張るよう
にとる．さらに，U の piを通る持ち上げを Uiとすると，λ P U のとき，
Ui XCλは 1点 pipλqで交わり，fpp1pλqq, ¨ ¨ ¨ , fppn´1pλqqは pn´ 2q次元線
形空間 V pλqを張る．いま，V pλq(λ P U)と交わらない直線 CP1をとり，
CPn ´ V pλqから CP1への射影 πλを用いて，ψ : ι´1pUq Ñ U ˆ CP1を
ψpxq “ pλ, πλpxq(x P Cλ)により定義すると，πλ|Cλ

: Cλ Ñ CP1は同型写
像となるので，ψは正則同型写像となり，S Ñ CP1にCP1をファイバー，
底空間をCP1とする正則束としての局所座標系を与える． Q.E.D.

【定義 3.334 (線織面)】 　 滑らかな代数曲面 Sは、滑らかな代数曲線
への正則全射写像 π : S Ñ Bが存在し、その幾何学的ファイバーがすべ
て既約代数曲線でCP1に同型なとき、線織面 (ruled surface)という。 l

【定義 3.335 (随伴射影束)】 　複素多様体M上の正則ベクトル束E Ñ M

に対し，各点x P MでPpExqをファイバーとするファイバー束PpEq Ñ M

を随伴射影束 (associated projective bundle)という． l

【命題 3.336 (射影束とベクトル束の対応)】 　リーマン面S上のCPr´1

をファイバーとする任意の射影束 P は，ランク rの適当な正則ベクトル
束E Ñ Sの随伴射影束 PpEq Ñ Sと一致する． l
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Proof. P の遷移関数 g̃αβ P GSLprqの勝手なGLprqへの持ち上げを gαβ
とすると，hαβγ ” gαβgβγgγαが Z2pS,O˚qの Ceckコサイクルを与える．
ところが，H2pS,O˚q “ 0なので，hαβγ “ jαβjβγjγαとなり，g1

αβ “ gαβ “

gαβ{jαβ が PpEq “ P となる階数 rの正則ベクトル束 E Ñ Sの遷移関数
を与える． Q.E.D.

【命題 3.337 (CP1上の正則ベクトル束の可約性)】 　 CP1上の任意の
正則ベクトル束は，常に，直線束の直和に分解可能である． l

Proof. 適当な kに対してHk bEが分解するなら，正則ベクトルバンド
ル E Ñ CP1は分解する．そこで，以下，kを十分大きく取り，Hk b E

をE 1と表記する．
kを十分大きく取ると，H1pCP1,OpHk´1 bEqq “ 0となるので，短完
全系列

0 Ñ OpHk´1 b Eq Ñ OpHk b Eq Ñ pHk b Eqp Ñ 0

に対するコホモロジー完全系列より，H0pCP1,OpHkbEqq Ñ pHkbEqp Ñ

0がなりたつ．これより，E 1 Ñ CP1は正則な大域的切断をもつ．それら
のうち，零点の数 nが最大のものを σとする．このとき，CP1の適当な
有理関数 ϕを用いて，断面 σ1 “ ϕσが正則で，かつ，σと共通の零点を持
たないものを作ることができる．
まず，dimE 1 “ 2の場合に，この 2つの断面の線形結合により定義さ
れるE’の 1次元部分束を L1，L2 “ E’{L1とすると，短完全系

0 // L1
// E 1 π // L2

// 0 (3.15.1)

が成り立つ．
このとき，m “ degpL2q ď n “ degpL1qとなる．実際，m ě n`1とする
と，p1, ¨ ¨ ¨ , pn`1でゼロとなるL2の断面 τ̃が存在する．H1pCP1,OpL1qq “

H0pCP1,Op´2H´L1qq “ 0より，H0pCP1,OpE 1qq Ñ H0pCP1,OpL2qq Ñ

0となる．よって，πpτq “ τ̃ となるE 1の断面 τ が存在し，τppiq P L1(i “

1, ¨ ¨ ¨ , n ` 1)となる．
つぎに，任意の点列 q1, ¨ ¨ ¨ , qn`1に対して，degpL1´pq1`¨ ¨ ¨`qn`1qq “

´1および短完全系列

0 Ñ OpL1 ´ pq1 ` ¨ ¨ ¨ ` qn`1qq Ñ OpL1 ´ pq1 ` ¨ ¨ ¨ ` qnqq Ñ Cqn`1 Ñ 0
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より，H0pCP1,OpL1 ´ pq1 ` ¨ ¨ ¨ ` qnqqq Ñ C Ñ 0となる．すなわち，
q1, ¨ ¨ ¨ , qnでゼロとなり，qn`1で指定されたL1のベクトルと一致するL1

の断面が存在する．これより，各 i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n` 1に対して，qjpj ‰ iqで
ゼロ，qiで τpqiqと一致する L1の断面 τiが存在する．すると，τ ´

ř

i τi
は p1, ¨ ¨ ¨ , pn`1でゼロとなるE 1の断面となるので，nの定義に反する．
つぎに，短完全系列

0 Ñ HompL2, L1q Ñ HompL2, E
1q Ñ HompL2, L2q Ñ 0

において，degHompL2, L1q “ degL1´degL2 ě 0 ñ H1pCP1,OpHompL2, L1qqq “

0より，H0pHompL2, E
1qq Ñ H0pHompL2, L2qq Ñ 0となるので，HompL2, E

1q

の元 j で π˝j “ 1 P HompL2, L2qとなるものが存在する．したがって，
E 1 “ L1 ‘ L2となる．
つぎに，dimE 1 ą 2の場合を数学的帰納法で示す．dimE 1 “ l´ 1のと
き題意が成り立つとすると，dimE 1 “ lのとき，0 Ñ L1 Ñ E 1 Ñ E2 “

‘l
i“2Li Ñ 0となる．degLi ď degL1なので，

H0pCP1,OpHompE2, L1qqq “ ‘l
i“2H

0pCP1,OpHompLi, L1qqq “ 0

より，E2 “ L2 の場合と同様に，分裂写像 E2 Ñ E 1 が存在し，E 1 “

L1 ‘ E2 “ ‘l
i“1Liとなる． Q.E.D.

【命題 3.338 (Hirzebruch曲面)】 　 CP1上のCP1束 Snを

Sn ” PpHn ‘ CCP1q

により定義する．対応する複素曲面はHirzerbruch曲面と呼ばれる。
このファイバー束において，σをCP1上のベクトル束Hnの任意の有理
断面として、Snの断面に対応する曲線E8, E0, Eσを次にように定義する：

pσ, 0q ÞÑ E8, p0, 1q ÞÑ E0, pσ.1q ÞÑ Eσ

このとき、CをSnの任意のファイバーとして、Snのホモロジー群は次の
構造をもつ：

H2pSn,Zq – H2pC Y E0,Zq – ZtpCq, pE0qu – Z2,

H1pSn,Zq – H1pC Y E0,Zq “ 0.
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さらに、H1pSn,Oq “ H2pSn,Oq “ 0より、H1pSn,O˚q
c1
Ñ H2pSn,Zqは

同型となり、交差数について

E0 ¨ E0 “ n, , E0 ¨ E8 “ 0,

Eσ ¨ E0 “ degpσq0, Eσ ¨ E8 “ degpσq8,

E0 ¨ C “ E8 ¨ C “ Eσ ¨ C “ 1.

が成り立つので、

E8 „ E0 ´ nC ñ E8 ¨ E8 “ ´n,

Eσ „ E0 ` degpσq8 C

となる。また、Snの標準因子は

KSn “ ´2E0 ` pn ´ 2qC – ´2E8 ´ pn ` 2qC

と表される。 l

【命題 3.339 (CP1上のCP1束の分類)】 　 CP1上のCP1束（Hirzebruch

曲面）Snに対して，次が成り立つ：

1. 有理線織面はいずれかの Snと同型である．

2. Snは，既約 p´nq曲線をもつ唯一のCP1上のCP1束である．

3. Hn ‘ Cの断面 pσ, 0qに対応する Snの断面を E8とおくとき，E8

に含まれないファイバー Cλの点 x P Cλにおける Snのブローアッ
プを S̃n Ñ Sn, Cλのブローアップによる固有変換を C̃λとする．こ
のとき，C̃λは p´1q曲線となり，C̃λによる S̃nのブローダウンを S

とすると，E8の像が Sの p´n ` 1q曲線となるので，Sは Sn´1と
同型となる．また，今の逆の操作を行うと，Sn´1から Snがブロー
アップとブローダウンにより得られる．

4. S0 “ CP1 ˆCP1, S1はCP2の一点でのブローアップと一致する．こ
れより，Sn，したがって，有理線織面はすべて有理曲面となる．

l

【補題 3.340 (有理曲面の線形系による特徴づけ（Noetherの補題))】 　
代数曲面 Sが有理的であるための必要十分条件は，dim |C| ě 1となる既
約有理曲線Cを含むことである． l
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Proof. S P CPnにおける超平面断面を考えることにより，必要性は明ら
か．そこで，有理曲線の 1次元線形系 tCλuの存在を仮定する．まず，こ
の線形系が基点を持つ場合は，基点でのブローアップで基点をなくすこ
とができる．tCλuはその固有変換に置き換わる．次に，線形系が可約な
曲線Cλ0 “

ř

ν aνCν を含む場合には，線形系が既約で滑らかな有理曲線
を含むことと λに対する連続性より仮想種数が πpCλ0q “ 0となること，
および，Cλ0 ¨ Cλ0 “ 0より，Cν の中に p´1q曲線が含まれるので，この
曲線をブローダウンする．すると，b2pSqが 1減少するので，この操作を
何度か繰り返すと，tCλuは基点をもたず，すべての Cλが既約なものに
置き換わる．すなわち，Sは有理線織面と双有理同型なので，やはり有
理曲面となる． Q.E.D.

【定理 3.341 (有理曲面の幾何学的特徴づけ)】 　 任意の有理曲面は，
CP2ないし Snのブローアップで得られる． l

3.15.6 CPnの極小次数の曲面

【命題 3.342 (Hirzebruch曲面の射影空間への埋め込み)】 　 Hirzebruch

曲面 Snにおいて、Sn上の線形系 |E0 ` kC|(k “ 0, 1, 2 ¨ ¨ ¨ )は、CP1上の
直線束Hnの有理切断 σのうち、k個の極を持つものと対応し、Snの射
影空間への埋め込み

ϕk,n “ ιE0`kC : Sn Ñ CPn`2k`1

を定義する．
この写像の像Sk,nはCPn`2k`1での最小次数の曲面となり，E0, E8の像

をD0, D8とするとき，D0とD8はCPn`2k`1の相補的な部分空間CPn`k,

CPkの次数 pn` kqおよび kの正規有理曲線となる．さらに，Sk,nは，D0

の点と D8 の点を結ぶ直線で生成され，有理正規巻物 (rational normal

scroll)と呼ばれる． l

【定理 3.343 (最小次数の曲面の分類)】 　 CPmの次数 pm ´ 1qの既約
非退化曲面は，有理線織巻物ないしVeronese面 ι2HpCP2q Ă CP5のいず
れかと一致する． l

【定義 3.344 (Castelnuovo曲線)】 　 CPnにおける次数 d ą 2nの曲
線のうち，最大種数 g “ mpm´ 1qpn´ 1q{2 `mϵ (d´ 1 “ mpn´ 1q ` ϵ)

のものをCastelnuovo曲線という． l
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【命題 3.345 (Castelnuovo曲線の性質)】 　

1. CPnのCastelnuovo曲線Cを含む 2次超曲面の線形系の次元は pn´

1qpn ´ 2q{2 ´ 1以上である．

2. Cの一般的な超曲面断面 Γ “ C X CPn´1は，それを含むCPn´1の
2次超曲面に対して 2n ´ 1個の条件しか課さない．

l

【命題 3.346 (有理正規曲線の Steiner構成法)】 　 CPnの線形独立な
n個の点 p1, ¨ ¨ ¨ , pnに対して，Hipλqを p1, ¨ ¨ ¨ , pi´1, pi`1, ¨ ¨ ¨ , pnを含む超
平面の線形系とする．このとき，曲線

C “ YλH1pλq X ¨ ¨ ¨ X Hnpλq

は，次数 nの有理正規曲線となる．逆に，任意の有理正規曲線Cは，こ
の方法で得られる．
これより，特に，正規有理曲線は 2次式系Qij “ YλHipλq XHjpλqの共
通零点となる．また，一般の位置にある任意の pn` 3q個の点に対し，そ
れを通過する有理正規曲線が一意的に存在する． l

【命題 3.347 (Castelnuovoの補題)】 　 CPnにおいて一般の位置に
ある点集合 p1, ¨ ¨ ¨ , pd(d ě 2n ` 3)は，それらを通る 2次超曲面に対して
p2n`1q個の条件しか課さないなら，適当な有理正規曲線に含まれる． l

【命題 3.348 (Castelnuov曲線と有理曲面の関係)】 　 Castelnuovo曲
線は，次のいずれかに分類される：

1. CPnにおける有理正規巻物 Sk,1と pm` 1q次超曲面の完全交差で得
られる可約曲線から，pn ´ 2 ´ ϵq本の直線，ないし pn ´ k ´ 2q本
の直線と準線を取り除いて得られる既約曲線．

2. CP5におけるVeronese曲面内の滑らかな曲線．

l

【補題 3.349 (代数曲線と超平面交点列の一般性-II)】 　 CPnの任意
の非退化曲線Cにおいて，p P CPnをCの無限個のコード（弦）に含ま
れない点とするとき，pを通過する一般的な超平面H に対して，点集合
tpu Y pH X Cqは一般の位置にある，すなわちそのどの n個も pn´ 2q次
元平面に含まれない． l
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【定理 3.350 (Enriques-Petriの定理)】 　 C Ă CPnを標準曲線とす
るとき，次のいずれかが成り立つ：

1. Cは 2次超曲面族の交叉となる．

2. CはCP1の 3重被覆面．この場合，Cを含むすべての 2次超曲面の
共通部分は，Cの 3点を通る弦全体を線織線とする有理正規巻物．

3. Cは平面 5次曲線のCP5への埋め込み．この場合，Cを含むすべて
の 2次超曲面の共通部分は，C上の共面な 5点を通る平面 2次曲線
で掃かれるVeronese曲面 ι2HpCP2q Ă CP5.

l

3.15.7 有理曲面の双有理不変量による特徴づけ

【補題 3.351 (Bertiniの定理の系)】 　 tDλuを複曲面上の曲線の 1次
元線形系とする．tDλuの一般的元が可約で，Eを固定成分として，Dλ “

E `
ř

Cνpλqと表されるとき，Cν ¨ Cν1 ě 0となる． l

【定理 3.352 (Castelnuovo-Enriquesの定理)】 　 代数曲面 Sが有理
曲面であるための必要十分条件は，qpSq “ P2pSq “ 0となることである．

l

Proof. 必要ならブローダウンにより Sの p´1q曲線をなくすことができ
るので，Sは p´1q曲線を含まないとして良い．
KSが非自明な大域的正則切断σをもつと，σbσはK2

Sの非自明な大域的
正則切断を与えるので，P2pSq “ 0 ñ pgpSq “ h2pOSq “ h0pOpKSqq “ 0．
よって，χpOSq “ 1 ´ qpSq ` pgpSq “ 1. さらに，Sの任意の曲線Cに対
し，h0pKSq “ 0 ñ h2pCq “ h0pKS ´ Cq “ 0．よって，Riemann-Roch

公式

h0pCq ě
C ¨ C ´ KS ¨ C

2
` 1

が成り立つ．特に，C が有理曲線で C ¨ C ě 0の時，´2 “ degKC “

C ¨ pKS `Cq ě C ¨KSより，h0pCq ě 2，すなわち，dim |C| ě 1となる．
これより，条件

πpCq “ 0, C ¨ C ě 0
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となる S上の既約曲線Cが存在するなら，Noetherの補題 3.340 より，S
は有理曲面となる．
以下，K “ KSの自己交叉数の符号で場合分けする．（以下，概要）

I. K ¨K “ 0の場合: まず，́ KにRiemann-Rochを適用し，h0p´Kq ě 1

を示す．つぎに，S上の非常に豊富な正の直線バンドル L “ rEsを適当
に取り，D P | ´K|に対して，h0pL´Dq ą 0となるようにする．このと
き，E ¨ K “ ´E ¨ D ă 0より，m " 0に対して h0pE ` mKq “ 0となる
ので，

h0pE ` nKq ą 0, h0pE ` pn ` 1qKq “ 0

となる自然数 nが存在する．このとき，D1 “
ř

aνCν P |E ` nK|に対し
て，K ¨Cν0 ă 0となる ν0が存在する．Riemann-Rochを用いると，この
Cν0が上記の条件を満たす有理曲線であることが言える．

II. K ¨ K ă 0の場合： まず，任意の因子 E に対し，h0pE ` mKq “

0(m " 0)を示し，

h0pE ` nKq ě 2, h0pE ` pn ` 1qKq ď 1

となる自然数 nをとる．このとき，D “ E `
ř

Cν P |E ` nK|に対して，
Cν ¨ Cν ě 0, πpCνq “ 0を示す．

III. K ¨K ą 0の場合： まず，Riemann-Rochよりdim |´K| ě 1となる
ので，D P | ´Kが可約なら，Cνが求める曲線となることRiemann-Roch

を用いて示す．次に，Dが既約な時，S上の非常に豊富な因子でKに比
例しないものEが存在することを示す．次に，自然数 n0を

h0pE ` n0Kq ě 1, h0pE ` pn0 ` 1qKq “ 0

となるように選ぶと，D1 P |E ` n0K|に対して，D1 “ E `
ř

Cν と分解
するとき，K ¨Cν ă ´1ならCνが求める曲線，それ以外の場合は，p´1q

曲線が存在することを示す． Q.E.D.

【系 3.353 (Lurothの定理)】 　 M を有理曲面とする．このとき，M
から曲面N への全射正則写像 f : M Ñ N が存在すれば，N は有理曲面
である． l
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3.15.8 Albanese写像

【命題 3.354 (像が曲線となる Albanese写像)】 　 qpSq ą 0かつ
pgpSq “ 0となる複素曲面 Sに対して、Albenese写像Ψ : S Ñ AlbpSq “

H1,2pSq{H1pS,Zqによる像は、複素曲線Eとなる。 さらに、Ψ : S Ñ E

の一般的ファイバーは、非特異かつ既約となる。 l

Proof. ωi (i “ 1, ¨ ¨ ¨ , q)をH0pS,Ω1qの基底とするとき、ωi^ωj(i ‰ j)は
H0pS,Ω2q “ H0pS,Kqの元となるので、pgpSq “ 0ならゼロ。すなわち、
ωi “ fiωとなる。これより、Albanese写像Ψpqq “ rp

şp

p0
ω1, ¨ ¨ ¨ ,

şp

p0
ωqqsの

Jacobi行列のランクは１．
後半については、まず、Eの１次元線形系Dλの引き戻しにより得られ
るS上の線形系Ψ˚Dλの因子は、Ψのファイバーからなるので、Bertiniの
定理より、Ψの一般のファイバーは非特異となる。特に、Ψのファイバー
が既約でないとすると、既約成分は互いに交差しないので、Ψのファイ
バーの規約成分の全体の集合をF とすると、F からEへの被覆度m ě 2

の被覆写像 αが自然に誘導され、次の果敢な図式が成り立つ：

S
Ψ1

����
��
��
�� Ψ

��?
??

??
??

?

F
α // E

ここで、b1pSq “ b1pAlbpSqq ” b1pEqよりgpEq “ qpSqなので、qpSq ě 2

またはαが分岐点をもつとき、分岐点の数を2bとして、Riemann-Hurwitz

より
gpF q ě mpq ´ 1q ` 1 ` b ą q “ gpEq

ところが、Ψ1˚ : H0pF,Ω1
F q Ñ H0pS,Ω1

Sqは単射なので、q ě gpF qとな
り矛盾。一方、αが分岐点をもたず、q “ 1のときには、gpF q “ 1で、
α˚pH1pF,ZqqはH1pE,Zqの真部分加群となる。しかし、これは、合成
写像

Ψ̄˚ : H1pS,Zq{torsion
Ψ1

˚ // H1pF,Zq
α˚ // H1pE,Zq

π˚ // H1pAlbpSq,Zq

– – –

Z2 Z2 Z2

が同型写像となることと矛盾。よって、S Ñ Eの一般ファイバーは滑ら
かで既約。 Q.E.D.
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3.15.9 非有理線織面

【定義 3.355 (非有理線織面)】 　非有理曲線E上のCP1をファイバーと
する正則ファイバー束π : S Ñ Eを非有理線織面 (irrational ruled surface)

という． l

【命題 3.356 (線織面の共通の性質)】 　 線織面Ψ : S Ñ Eに対して，
次が成り立つ：

1. 正則 1形式の引き戻し写像

Ψ˚ : H0pE,Ω1
Eq Ñ H0pS,Ω1

Sq

は，同型写像である．

2. Lerayのスペクトル系列ないし，ファイバーバンドルのホモトピー
に対する完全系列より，

Ψ˚ : H1pS,Zq Ñ H1pE,Zq

は同型写像．

3. Cを任意のファイバーとするとき，K ¨ C “ ´2, C ¨ C “ 0より，

PmpSq “ 0

4. qを Sの不正則数とするとき，Noetherの公式より，

χpXq “ 2χpEq “ 4 ´ 4q ñ K ¨ K “ 8 ´ 8q.

l

【定理 3.357 (Castelnuovo-de Franchisの定理)】 　 複素曲面Sが極
小でかつ χpSq ă 0なら，Sは非有理線織面である． l

【系 3.358】 　 χpSq ă 0となる複素曲面 Sは，非線織面かそのブロー
アップである． l

【定理 3.359】 　複素曲面 Sが極小でかつ c21pSq ă 0なら，Sは非有理
線織面である． l

【系 3.360】 　 χpOSq ă 0となる極小複素曲面 Sは，非有理線織面であ
る． l
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3.15.10 楕円曲面

【定義 3.361 (楕円曲面)】 　 複素曲面 Sから複素曲線Eへの正則写像
Ψ : S Ñ Eが存在して，その一般的ファイバーが既約楕円曲線となると
き，SはEを底空間とする楕円曲面 (elliptic surface)と呼ばれる． l

【定義 3.362 (多重ファイバー)】 　 楕円曲面 Ψ : S Ñ E において，
p P Eを原点とするEの局所座標 zに対し，S上の関数Ψ˚zが p上のファ
イバー Cp “ Ψ´1ppqにおいて多重度m ą 1をもつとき，Cpは多重度m

の多重ファイバーであるという． l

【注 3.363 (多重ファイバーの性質)】 　

1. Cpが多重度mの多重ファイバーのとき，一般的ファイバー Cλは
mCpにホモローグである．

2. γ : ∆ Ñ Sを多重度mの多重ファイバーCpに横断的な正則写像と
するとき，γp0q P Cpとして，Ψ˝γ : ∆ Ñ ∆は z “ 0を分岐点とす
る，m重分岐写像となる．

3. CP1 をファイバーとする線織面は多重ファイバーをもたない．ま
た，種数 g ą 1の曲線をファイバーとする曲面では，多重ファイ
バーの多重度は g ´ 1の約数に限られ，多重ファイバーの種数 g1 “

pg ´ 1q{m ` 1 ă gとなる．これに対して，楕円曲面の多重ファイ
バーの多重度に対するアプリオリな制限はなく，また，ファイバー
の種数は常に g “ 1となる．

l

【例 3.364 (多重ファイバーをもつ楕円曲面の例（局所的構成）)】 　 F

を楕円曲線C{t1, τu，∆をCの円盤として，ファイバー空間を

ψ1 : ∆ ˆ F Q pz, wq ÞÑ zm P ∆

により定義する．ここで，∆ ˆ F の自由な変換 ϕを

ϕ : pz, wq ÞÑ

´

e2πi{mz, w `
τ

m

¯

により定義し，ϕの生成する有限群 Γによる∆ ˆ F の商空間を Sとする
と，ψ1より，正則写像

Ψ : S Q rpz, wqs ÞÑ zm P ∆
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が誘導され，Sは z “ 0に多重度mの多重ファイバーをもつ楕円曲面と
なる． l

【例 3.365 (対数変換（多重ファイバーの小平構成法）)】 　 楕円曲面
Ψ0 : S0 Ñ Eにおいて，p P EをファイバーCpが非特異で非多重な底空
間の点とする．pを原点とするEの局所座標を zとして，U “ t|z| ă 1u

のΨ0による逆像Σ0 “ Ψ´1
0 pUqは特異ファイバーを含まないとする．

このとき，Σ0の切断 α : U Ñ Σ0を用いて，ファイバー Cz の原点を
αpzqにより固定すると，Czを２次元可換群と見なすことができる．この
同一視のもとで，Σ0に位数mの元の全体はU0の非分岐被覆となる．U0

が単連結なので，この被覆はU0と同相な複素曲線の離散的な直和となる．
その連結成分のひとつに対応する断面を β : U Ñ Σ0とする．各ファイ
バーの複素トーラスとしての表現を適当にとると，Cz – C{t1, τpzquかつ
βpzq “ αpzq ` k{mとできる．ここで，kはmと互いに素な自然数．
以上の設定で，∆ ˆ Σ0の超平面Σを

Σ “ tpw, rq | zprq “ wmu Ă ∆ ˆ Σ0

により定義する．このとき，射影

w : Σ Q pw, rq ÞÑ w P ∆

により，Σは∆を底空間とする楕円曲面となる．この楕円曲面は，ファ
イバー空間Ψ0 : Σ0 Ñ U の∆ Q w ÞÑ z “ wm P U による引き戻しと一致
し，Σ Q pw, rq ÞÑ r P Σ0はCpを分岐曲線とする，Σ0のm重分岐被覆を
与える.

この超曲面は，変換

ϕ : pw, rq ÞÑ
`

e2πik{mw, r ` βpwmq
˘

(3.15.2)

で不変で，ϕの生成する有限離散群Γの元は不動点を持たないので，Σ1 “

Σ{Γは滑らかな複素曲面となり，ファイバー空間

Ψ1 : Σ1 Q rpw, rqs ÞÑ wm “ z P U

は，C 1
0を多重度mの多重ファイバーとする楕円曲面となる．

中心のファイバーを除いた空間 Σ0 ´ Cp と Σ1 ´ C’0 は，次の対数変
換 (logarithmic transformation)より誘導される正則写像 αにより同型と
なる：

ᾱ : Σ ´ C 1
0 Q pw, rq ÞÑ r ´

m

k

logw

2π
?

´1
βpwmq P Σ0 ´ Cp
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そこで，この正則写像により，S0 ´ CpにΣ1を貼り付けることによりで
きる複素曲面

S1 “ pS0 ´ Cpq Yα Σ1

は，多重度mの多重ファイバーをもつ楕円曲面となる．
この操作を逆にたどると，多重ファイバーを取り除くことができる． l

【命題 3.366】 　滑らかな多重ファイバーをもつすべての楕円曲面は，
多重ファイバーを持たない楕円曲面から対数変換により得られる． l

【補題 3.367 (多重ファイバーの法バンドル)】 　 楕円曲面Ψ : S Ñ E

において，B を多重度 mの多重ファイバーとすると，B の法バンドル
NB{S “ rBs|Bは，Pic0pBqの位数mの捩れ元である． l

【命題 3.368 (楕円曲面の標準因子)】 　楕円曲面Ψ : S Ñ Eの多重ファ
イバーをBi，その多重度miとするとき，Sの標準因子Kは

K “ Ψ˚D `
ÿ

i

pmi ´ 1qBi

と表される．ここで，DはEの因子で，

degD “ 2gpEq ´ 2 ` χpOSq.

l

3.15.11 曲面の分類

【定義 3.369 (曲面の小平次元)】 　複素曲面Sに対し，多重種数PmpSq

のmが増大したときの振る舞いにより，S小平次元 κpSqを次のように定
義する：

1. κ “ ´8 : PmpSq “ 0, @m “ 1, 2, ¨ ¨ ¨

2. κ “ 0: PmpSq “ 0 or 1.

3. κ “ 1: PmpSq ď cm, Dc ą 0.

4. κ “ 2: PmpSq{mが非有界．
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次数付き代数
8
à

m“0

H0pS,OpmKSqq

の超越次数は κ` 1となる．また，mKSの誘導する写像 ιmKS
: S Ñ CPN

に対して，
max
m

dim Im pιmKS
q “ κ

となる． l

【例 3.370 (小平次元)】 　

• 線織面 ñ κ “ ´8

• 楕円曲面 ñ κ ‰ 2

l

【補題 3.371】 　極小曲面 S に対して，κpSq “ 0, 1なら，KS ¨ KS “

c1pSq2 “ 0となる． l

Proof. KS ¨KS ă 0とすると，Sは非有理線織面となるので，κpSq “ ´8.

一方，KS ¨ KS ą 0とすると，Riemann-Rochより

h0pS,OpmKSqq ` h0pS,Op´pm ´ 1qKSqq ě
mpm ´ 1q

2
K ¨ K

となる．κpSq “ 0, 1より，h0pS,OpmKSqq ă cmなので，h0pS,Op´mKSqq “

Opm2q．特に，m0が存在して，m ě m0ではD ą 0が存在して，mK „

´D．よって，h0pS,OpmKSqq “ 0,m ě m0．これは，任意のmに対して
h0pS,OpmKSqq “ 0，すなわち κpSq “ ´8を意味する． Q.E.D.

【命題 3.372 (楕円曲面の小平次元)】 　 楕円曲面Ψ : S Ñ Eの標準因
子Kが有効でかつゼロでなければ，κpSq “ 1. これより，Eの種数 gが
2以上なら, κpSq “ 1. l

Proof. 楕円曲面の一般公式より，適当な自然数kに対して，kK “ Ψ˚pDq

で，仮定より，DはE上のゼロでない有効因子．このとき，Eに対する
Riemann-Rochより，k|mに対して，h0pmKq9m(m{k " 1)となるので，
κpSq “ 1. 特に，gpEq ě 2のとき，楕円曲面のKに対する一般公式より，
Kは有効因子に線形同値なので，κpSq “ 1. Q.E.D.
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【補題 3.373】 　極小曲面 S上の標準バンドルKに対してK ¨K “ 0と
なるとき，有効因子D P |mK|の任意の既約成分Diは次の式を満たす：

K ¨ Di “ 0, Di ¨ Di “ 0 or ´ 2.

l

Proof. DをD “
ř

i niDi(ni ą 0)と既約分解するとき，

mK ¨ Di “ niDi ¨ Di `
ÿ

j‰i

njDj ¨ Di ě niDi ¨ Di

より，K ¨Di ă 0なら，Di ¨Di ă 0よりDiが第 1種例外因子となるので，
仮定よりK ¨ Di ě 0 (@i)．このとき，

0 “ D ¨ D “ mK ¨ D “ m
ÿ

i

niK ¨ Di ě 0

より，K ¨ Di “ 0(@i). したがって，上の不等式より，Di ¨ Di ď 0. Ad-

junction公式より，2pgpDiq ´ 1q “ degKDi
“ K ¨ Di ` Di ¨ Di ď 0より，

Di ¨ Di “ 0,´2. Q.E.D.

【命題 3.374 (c21 “ c2 “ pg “ 0となる曲面)】 　 c21 “ c2 “ pg “ 0p ñ

q “ 1qとなる複素曲面 Sは，κpSq ă 1なら，κpSq “ 0となる．κpSq “ 0

のときには，Albanese写像 Ψ : S Ñ E “ AlbpSq – C{Λのファイバー
はすべて既約で滑らかな多重度ゼロの楕円曲線となり，C をそのホモロ
ジー類とするとき，条件

K ¨ F “ K ¨ F 1 “ 0, F ¨ C ą 0, F 1 ¨ C ą 0; F 1 Ă G P |npK ` F q|

を満たす交叉しない 2つの既約楕円曲線F, F 1をもつ．さらに，1次元線形
系Gλ P |2K`2F`2F 1|は，Sにもう一つの楕円曲面構造π : S Ñ B “ CP1

を与え，K „ 0となる． l

Proof. Albanese写像の一般ファイバーは、滑らかで既約曲線で、線織面
でないので、その種数は g ě 1となる。また、Sが有理曲線を含むとΨに
よるその像は１点となるので、ファイバーに含まれることになり、g ě 1

と矛盾。よって、Sは有理曲線を含まない。

次に、SがCP1を底空間とする楕円曲面の構造を持つことをしめす。
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Step 1. SはΨのファイバーCλと横断的で、K ¨ F “ F ¨ F “ 0, F ¨ C ą 0

を満たす既約曲線 F を含む。

• g ě 2の場合：Sが 2Kにホモロガスな有効曲線Gを含むことを示
せば、随伴公式よりG ¨Cλ “ 4pg ´ 1q ą 0なので、Gの既約成分F

が題意の条件を満たす。

Gを見つけるために、線形系 |2K`Cλ|を考える。もし、́ K » D ą 0

とすると、D ¨Cλ “ ´K ¨Cλ ă 0となるが、Cλは既約でCλ ¨Cλ “ 0

なので、D ¨ Cλ ě 0となり、矛盾。よって、h0p´Kq “ 0なので、

0 ď h2p2K ` Cλq “ h0p´K ´ Cλq ď h0p´Kq “ 0

よって、Riemann-Rochより、

h0p2K ` Cλq ě
p2K ` Cλq ¨ pK ` Cλq

2
“ 3g ´ 3.

一方、degKC0 “ K ¨ C0 “ 2g ´ 2 ą 0より、

h0pC0,OC0p2KC0qq “ 2degpKC0q ´ g ` 1 “ 3g ´ 3.

ここで、S上の直線バンドル r2K ` Cλsの C0への制限に対応する
制限写像

rλ : H0pS,OSp2K ` Cλqq Ñ H0pC0,OC0p2KC0qq

が単射でなければ、2K `Cλ ´C0に線形同値な有効因子が存在し、
題意が満たされる。一方、rλが単射のときには、rλは同型写像とな
るので、D “ P1 ` ¨ ¨ ¨ ` P4g´4 P |2KC0 |に対して、C0 XDλ “ Dと
なる曲線Dλ P |2K ` Cλ|が一意的に存在。いま、対応 Iを

I “ tpλ, pq P E ˆ S | p P Dλu Ă ˆS

により定義すると、異なるλに対応するDλが異なるなら、Iの射影
π2による像は曲線でなく、かつ Iはコンパクトなので、π2 : I Ñ S

は全射となる。よって、任意のQ P C0, Q ‰ Piに対して、Qを含む
Dλが存在する。ところが、これはDλがD “ Dλ X C0の次数を超
える 4g´ 3個の点からなることになり、C0 Ă Dλを意味する。よっ
て、F “ Dλ ´C0 P |2K`Cλ ´C0|が題意を満たす有効因子となる。
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一方、λ1 ‰ λ2 に対して Dλ1 “ Dλ2 となるとすると、Cλ1 » Cλ2

より、これらのファイバーを含む１次元線形系 D1
λ(λ P CP1)が存

在し、S に CP1 を底空間とする楕円曲面の構造 π1 : S Ñ CP1 を
与える。この場合、E は楕円曲線 ‰ CP1なので、D1

λ1 ¨ Cλ ą 0と
なるD1

λ1 とCλが存在。ところが、D1
λ1 ¨Cλは λに依存しないので、

0 ă D1
λ1 ¨Cλ1 “ D1

λ1 ¨D1
λ1
1

“ 0となり、矛盾。よって、Dλ1 “ Dλ2と
なることはない。

• g “ 1の場合：このとき，Ψ : S Ñ E は楕円曲線となり，一般公
式より，K » Ψ˚DE `

ř

ipmi ´ 1qBi(degDE “ 0)となる．した
がって，Ψが多重ファイバーを持てば，適当なmに対して，mK „

Ψ˚D1
E(degD

1
E ą 0)となるので，h0pS,OSpmKqq “ h0pE,OEpD1

Eqq

より，κpSq “ 1となる．

一方，Ψが多重ファイバーを持たない時には，K „ 0となる．Cλ¨H “

mとなる Sの曲線Hを勝手に取り，複素曲線 F を

F “
ď

λ,i

tpλi u; rmpλi s “ rHs|Cλ
P PicpCλq (3.15.3)

により定義すると，自然な写像 π : F Ñ Eは，Eのm2重の非分岐
被覆となり，その既約成分 Fiは楕円的で，K „ 0よりK ¨ Fi “ 0，
したがって Fi ¨ Fi “ degKFi

´ Fi ¨ K “ 0となるので，Fiが求める
曲線を与える．

Step 2. Sは、Ψのファイバーと横断的に交わり、K ¨F “ K ¨F 1 “ 0, F 1 ¨C ą

0, F ¨C ą 0を満たす共通点を持たない２つの既約楕円曲線F, F 1を
含む。

整数 nに対し、nKF “ rnK ` nF s|F “ 0なので、短完全系列

0 Ñ OSpnK ` pn ´ 1qF q Ñ OSpnK ` nF q Ñ OF Ñ 0

が成り立つ。これより、h2pnK ` pn´ 1qF q “ h0p´pn´ 1qK ´ pn´

1qF q ď h0p´pn´ 2qKq “ 0なので、h1pnK ` nF q ě h1pOF q “ 1が
成り立つ。また、h2pnK ` nF q “ h0p´pn ´ 1qK ´ nF q “ 0。よっ
て、Riemann-Rochより、

h0pnK`nF q “
npK ` F q ¨ ppn ´ 1qK ` nF q

2
`χpOSq`h1pnK`nF q ě 1.
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したがって、|nK`nF |は有効因子Gnを含む。もし、任意のnに対
してGnがF に比例するとすると、Gn » mF,Gn`1 » m1F とすると
き、K » pm1´m´1qF . ここで、Gn`1

9C “ pn`1qF ¨C ą nF ¨C “ Gn

より、m1 ą mなので、pg ą 0となり、仮定に反する。よって、F
と異なる既約曲線 F 1を含むGnが存在し、補題より、F 1は楕円曲
線でK ¨ F 1 “ 0。さらに、Gn ¨ F “ 0より、F と F 1は交差せず、
F ¨ C ą 0 ñ F 1 ¨ C ą 0より、F 1はΨのファイバーCと横断的に
交わる。

Step 3. Sは有理曲線CP1を底空間とする楕円曲面。

Step 2と同様の議論で、h2p2K`2F`2F 1q “ h1p2K`2F`2F 1q ě 2

が言えるので、|2K ` 2F ` 2F 1は有効因子の１次元線形系 tGλuを
含み、補題より、各Gλは交差しない楕円曲線の和となる。これよ
り、S は楕円曲線の構造 π : S Ñ Bをもつ。Gλ ¨ F “ F ¨ F “ 0

より、πのファイバーはF と一致しなければ、F と交差せず、Ψの
ファイバー C と横断的に交わる。したがって、もしBが有理曲線
でなければ、Bの正則１形式の πによる引き戻しにより、Ψのファ
イバーにそった方向でゼロとならない S上の正則１形式が存在し、
q ě 2となるので、仮定に反する。よって、BはCP1となる。

以上より，Sは楕円曲線π : S Ñ CP1の構造をもち，KS “ π˚D1．Ψのファ
イバーCの種数 gが 2以上の場合は，KS ¨C ą 0となるので，degD1 ą 0

より，κpSq “ 1．一方，g “ 1の場合は，上で示したようにKS „ 0となる．
したがって，適当な自然数mが存在して，mKS “

ř

i π
˚DE(degDE “ 0)

と表される．CP1上では，DE „ 0となるので，mKS » 0となる．これ
は，κpSq “ 0を意味する． Q.E.D.

【定理 3.375 (Enriques-小平の分類定理)】 　 複素曲面 Sは，小平次
元 κpSqにより次のように分類される：

1. κpSq “ ´8の極小曲面は，CP2ないし線織面である．

2. κpSq “ 0の極小曲面は，次のいずれかである：

(a) q “ 0, pg “ 1: K3曲面

(b) q “ pg “ 0: Enriques曲面

(c) q “ 1: 超楕円曲面
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(d) q “ 2: Abel多様体

3. κpSq “ 1の極小複素曲面は，楕円曲面である．

4. κpSq “ 2: 一般型曲面（詳細分類なし）

l

Proof. 　

1. κ “ ´8の場合：S は極小とする。まず、P2 “ 0なので、q “ 0

なら、Castelnuovo-Enriquesの定理より Sは有理曲面となるので、
OK。次に、q ‰ 0のとき、c21 ă 0ないし c2 ă 0なら、Sは線織面と
なるので、OK。

したがって、c21, c2 ě 0の場合を示せばよい。このとき、χpOSq ě 0

なので、Riemann-Rochより、χpOSq “ 1 ´ q ě 0 ñ q “ 1 ñ

K ¨ K “ χpSq “ 0。したがって，上の命題より，この条件下で、S
が線織面でないとすると、κ “ 0ないし 1となり，仮定に反する．
よって，Sは線織面かCP2に限られる．

2. κ “ 0の場合：仮定より pg ď 1で，補題より c21 “ K ¨ K “ 0．ま
た，Sは線織面でないので c2 ě 0：

χpOSq “ 1 ´ q ` pg “
1

2
c2 ě 0.

よって，許される組み合わせは，

i) q “ 0, pg “ 0, 1.

ii) q “ 1, pg “ 0, 1

iii) q “ 2, pg “ 1.

(1) q “ 0の場合．

(1-a) pg “ 1: この場合，χpOSq “ 2なので，

h0p2Kq ` h0p´Kq ě
2K ¨ 2K ´ 2K ¨ K

2
` χpOSq “ 2

κ “ 0のとき h0pmKq ď 1(m P N)なので, h0p´Kq ě 1.

h0pKq “ pg “ 1なので，これは´K » D1 ě 0, K » D2 ě 0

かつD1 ` D2 » 0となるので，K » 0. よって，SはK3曲面
(K “ 0, q “ 0).

221 目次へ



目次へ

(1-b) pg “ 0: この場合，χpOSq “ 1なので，

h0p3Kq ` h0p´2Kq ě χpOSq “ 1

いま，h0p3Kq ą 0とすると，Dτ P H0pS,OSp3Kqq. また，
P2pSq “ 0ならSは有理曲面でκ “ ´8となるので，P2pSq “ 1

より，Dσ P H0pS,OSp2Kqq. すると，τ 2, σ3 P H0pS,OSp6Kqq

となるが，h0p6Kq ď 1なので，適当な λ P C˚ が存在して，
σ3 “ λτ 2．いま，ordCσ “ k ą 0とすると，ordCτ “ 3k{2

となるので，k は偶数で，τ{σ は rKsの大域的正則切断を与
えることになり，pg “ 0と矛盾．よって，h0p3Kq “ 0．す
ると，上のRiemann-Roch関係式より，h0p´2Kq ą 0となり，
P2pSq “ h0p2Kq ą 0とあわせて，2K » 0．したがって，Sは
Enriques曲面 ( q “ pg “ 0, 2K » 0).

(2) q “ 2の場合：このとき，pg “ 1, χpOSq “ 0.

η1, η2をH0pS,Ω1qの基底として，Albanese写像

Ψ : S Ñ AlbpSq – C2{Λ

を考える．いま，η1 ^ η2 ” 0とすると，Ψの像は曲線 E となり，
Ψ : S Ñ E. Eの種数は，E Ă C2{Λより gpEq ě 2となり，Euler

数の公式より，χpOSq “ 0 ñ χpCq “ 0となるので，Ψのファイ
バーCの種数は 1となる．よって，補題より，κpSq “ 1となり，仮
定に反する．よって，ω “ η1 ^ η2 ‰ 0がH0pS,OSpKqqの生成元と
なる．

ここで，D “ pωq ą 0とする．もし，dimΨpDq “ 0とすると，Ψ

は 1対 1の双有理正則写像となることが示される．これは，Ψがブ
ローダウン写像となることを意味し，Sが極小という仮定に反する．
よって，ΨpDqは曲線となる．このとき，補題より，Dの既約成分Di

はすべて楕円曲線となる．E “ ΨpDiqの種数は，Riemann-Hurwitz

より，1 “ gpDiq ě gpEq ě 1より，gpEq “ 1でかつEはAbel多様
体A “ AlbpSqの部分群となる（そうでなければ gpEq ě 2)．そこ
で，tλを λ P Aに対応するAの並進変換として，写像

µ : A Q λ ÞÑ rtλpEq ´ Es P Pic0pAq
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を考えると，その像 B “ µpAqは 1次元，ファイバーは E とホモ
ローグとなることが示されるので，B̃を適当な Bの分岐被覆とし
て，Aは楕円曲面 µ̃ : A Ñ B̃となる．対応して，µ̃˝Ψ : S Ñ B̃は
Diをファイバーとする楕円曲面となる．ところが，Kは有効因子に
線形同値なので，補題より，κpSq “ 1となり，仮定に反する．よっ
て，D “ 0，すなわちK » 0で，Ψは同型写像を与えるので，Sは
Abel多様体となる．

(3) q “ 1の場合：超楕円曲面 (κ “ 0, q “ 1)

超楕円曲面に対しては，q “ 1より，Z Ă π1pSqなので，任意の
m P Nに対して，S のm重非分岐 π : S̃ Ñ S が存在する．もし，
pgpSq “ 1とすると，χpOSq “ 1より，χpOS̃ “ mχpOSq “ mなの
で，pgpS̃q ě m．特にm “ 2に対して，写像

π˚ : H0pS̃,KS̃q Ñ H0pS,OSpmKSqq, pπ˚σqppq “ σpq1qbσpq2q, π
´1ppq “ tq1, q2u

は単射．したがっって，pgpS̃q ě 2より，適当な点 q P S̃に対して，
σ1pqq “ 0, σ2pqiq ‰ 0pπpqq “ πpqiqqとなる 2つのKS̃ の断面が存在
するので，P2pSq ě 2となる．これは，κpSq “ 1を意味するので，
仮定に反する．よって，pgpSq “ 0，したがって，c21 “ c2 “ 0.

次に，Sの有限被覆が楕円曲線の直積であることを示す．まず，命題
3.374 より，SはAlbanese写像により既約曲線族Cσ(σ P E)をファ
イバーとする多重ファイバーを持たない楕円曲面の構造 Ψ : S Ñ

E Ă AlbpSqをもつと同時に，1次元線形系Gλ » Gをファイバーと
する楕円曲面 S Ñ CP1の構造をもち，G ¨Cλ ą 0となる．いま，S̃
を

S̃ “ tpp, qq P S ˆ G | Ψppq “ Ψpqqu

により定義すると，π1 : S̃ Ñ Sは非分岐被覆写像となり，π2 : S̃ Ñ G

は多重ファイバーを持たず，ファイバーが滑らかな楕円曲面の構造
を与える．したがって，G̃ “

!

pp, pq P S̃
ˇ

ˇ

ˇ
p P G

)

とおくと，

KS̃|G̃ “ π˚
1KS|G̃ “ KS|G “ 0

より，KS̃ “ 0，したがって pgpS̃q “ 1となる．また，χpOS̃q “

mχpOSq “ 0(mは S̃ Ñ S の被覆度）より，qpS̃q “ 2を得る．さ
らに，

h0pKbm

S̃
q ą 1 ñ h0pKbmn

S q ą 1 ñ κpSq “ 1
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より，κpS̃q “ 0となる．したがって，S̃はAbel多様体となる．

いま，C̃0を S̃ Ñ Eの一般的ファイバーとして，写像µ : S̃ Ñ C̃0ˆG̃

を µ1 “ π2，µ2pλq “ tλpG̃q X C̃0により定義すると，µは同型写像
となる．よって，Sは直積型のAbel多様体 S̃ – C̃0 ˆ G̃を不動点を
持たない有限群で割った曲面となる．

3. κ “ 1の場合：上記の補題より，K ¨K “ 0．また，κ “ 1なら，適
当なm P Nに対して，Dλ P |mK|となる１次元線形系Dλpλ P CP1q

が存在し、Dλの既約成分は g “ 0, 1。g “ 0の各既約成分の自己
交差数は´2なので、これらの成分はDλの固定成分 F となる。そ
こで、D1

λ “ Dλ ´ F とおくと、D1
λは固定成分を持たず、各既約成

分の自己交差数はゼロ。さらに、degpmKF q “ Dλ ¨ F ` mF ¨ F に
おいて、degpKF q “ ´2n “ F ¨ F (nは F の規約成分の数）より、
Dλ ¨ F “ 0。よって、

D1
λ ¨ D1

λ “ Dλ ¨ Dλ ` F ¨ F ď Dλ ¨ Dλ “ 0

ここで、D1
λ は固定成分を持たないので、D

1
λ ¨ D1

λ ě 0、よって、
D1

λ ¨ D1
λ “ 0。さらに、一般的な λに対して、既約分解は D1

λ “
ř

iD
1
λ,i(D

1
λ,i ‰ D1

λ,j, i ‰ j)。よって、

0 “ D1
λ ¨ D1

λ “
ÿ

i‰j

D1
λ,i￥ ¨ D1

λ,j “ 0 ě D1
λ,i ¨ D1

λ,j ě 0

より、D1
λ,i ¨ D1

λ,j “ 0p@i, jqとなるので、D1
λは基点をもたない.

これより、Sは楕円曲線によるファイバー空間となり、底空間Eを
E “ tDλ,iuλ,iにより定義すると、Sに楕円曲面の構造

π : S
π1

// E // CP1

p � // D1
λ,i Q p � // λ

が得られる。

Q.E.D.

【定理 3.376 (極小曲面の分類に関するEnriquesの定理)】 　 P4pSq “

P6pSq “ 0となる極小曲面 Sは，CP2か線織面に限られる． l
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Proof. まず，P4pSq “ 0なら P2pSq “ 0なので，qpSq “ 0の場合は
Sは有理曲面となるのでOK．また，qpSq ě 2で線織面でないとすると，
Eqnriques-小平の分類定理のκ “ ´8の場合の証明の冒頭部分より，q “ 1

となり矛盾．よって，qpSq “ 1の場合に題意を示せばよい．このとき，同
定理の証明より，K ¨K “ χpOSq “ χpSq “ 0で，Albanese写像Ψ : S Ñ E

のファイバーの種数 gが 2以上の場合は，同証明の議論がそのまま使え
るので，次のいずれかが起きる：

1. Ψ : S Ñ Eは楕円曲線E上の楕円曲面となる．

2. SはCP1上の楕円曲面 π : S Ñ CP1となる．

Case 1: 楕円曲面の標準因子に対する一般公式より，

KS “ Ψ˚D `
ÿ

i

pmi ´ 1qBi, degD “ 0.

となるので，

2KS “ p2Ψ˚D `
ÿ

i

miBıq `
ÿ

i

pmi ´ 2qBi ě 0

よって，P2pSq ‰ 0 ñ P4pSq ‰ 0となり矛盾．

Case 2: このとき，一般公式より

KS “－ 2B ` sumk
i“1pmi ´ 1qBi.

仮定より，κpSq ě 0なので，

k
ÿ

i“1

mi ´ 1

mi

ě 2 p等号は κpSq “ 0のとき

となる．miをm1 ă m2 ă ¨ ¨ ¨ ă mkと並べ直すと，許される場合は次の
4通り：

i) k ě 4

ii) k “ 3,m1 “ 2,m2 “ 3,m3 ě 6.

iii) k “ 3,m1 “ 2,m3 ě m2 ě 4

iv) k “ 3,m2 ě m2 ě m1 ě 3
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まず，i)の場合

2KS “ ´4B `

4
ÿ

i“1

miBi ` sumipmi ´ 2qBi ě 0

より，P2pSq ą 0となり矛盾．残りの場合も，同様の評価により，ii) 6KS ě

0, iii) 4KS ě 0, iv) 3KS ě 0となり矛盾． Q.E.D.
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3.16 複素多様体の例

3.16.1 Fundamental manifolds

【例 3.377 (Complex Lie group)】 　 群Gが同時に複素多様体でか
つ群演算 pa, bq P GˆG Ñ ab´1 Q Gが正則写像となるとき，Gを複素Lie

群という．

Property: Lie群Gが複素 Lie群となるための必要十分条件は，その Lie

代数L が複素Lie代数となること，すなわち，L の複素構造 Jが存在し
て J が adと可換となることである． l

【例 3.378 (Complex projective space)】 　 PnpCqは pCn`1´t0uq{C˚

と同型でコンパクト．

PnpCq :“
␣

L Ă Cn`1
ˇ

ˇ Lは原点を通る１次元複素線形部分空間
(

.

(3.16.1)

l

【例 3.379 (Complex Grassmann manifold)】 　

Definition:

Gp,qpCq :“
␣

L Ă Cp`q
ˇ

ˇ Lは原点を通る p次元複素線形部分空間
(

.

(3.16.2)

z1, ¨ ¨ ¨ , zp`qを Cp`qの自然な複素座標系，α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αpqを 1 ď

α1 ă ¨ ¨ ¨ ă αp ď p ` qとなる自然数の組，αp`1 ă ¨ ¨ ¨ ă αp`q を
pα1, ¨ ¨ ¨ , αp`qqが p1, ¨ ¨ ¨ , p ` qqの置換となる数の組として，

Uα “ tL P Gp,qpCq | zα1 , ¨ ¨ ¨ , zαpは L上で１次独立u , (3.16.3)

ϕαpLq “ plkj q P Mpq, p;Cq; zαp`k |L “

p
ÿ

j“1

lkj z
αj |L pk “ 1, ¨ ¨ ¨ , qq

(3.16.4)

とおくと，ϕα : Uα Ñ Mpq, p;Cqは１対１の全射で，pUα, ϕαqの全
体はGp,qpCqの複素構造を定める．

Property

i) 複素次元が pqでコンパクト．
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ii) Gp,qpCq – Upp ` qq{Uppq ˆ Upqq.

l

【定理 3.380 (Kirchhoff)】 　 Snが概複素構造を持つならば，Sn`1は
絶対平行化可能である． l

【定理 3.381 (Adams)】 　 Sn`1が絶対平行化可能となるのは，n`1 “

1, 3, 7の場合に限られる． l

【定理 3.382 (Borel and Serre)】 　 Snは n “ 2, 6以外の場合には，
概複素構造を持たない． l

【注 3.383】 　 S6が複素構造を持つかどうかは分かっていない． l

3.16.2 Quotient manifolds

【例 3.384 (Complex torus)】 　

Definition: Γを 2n次元実ベクトル空間と見たCnの一次独立な有
限個のベクトルから生成されるCnの離散部分Abel群とするとき，
Cn{Γ.

Property: 複素トーラスはコンパクト複素可換Lie群であり，逆に
任意のコンパクト複素 Lie群は適当な複素トーラスと同型である．

l

【例 3.385 (Hopf surface)】 　

Definition:

M “ tz P C2 ´ t0uu{Γ;

Γ “ tϕn | ϕpzq “ 2z, n P Zu . (3.16.5)

Property: Hopf surfaceはどのような次元の射影空間にも埋め込め
ない．

l
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【例 3.386 (Hopf manifold)】 　

Definition: λを |λ| ­“ 1, 0を満たす複素数，Γλを z ÞÑ λzにより定
義されるCp`1の離散線形変換群とするとき，

Mp
λ :“ pCp`1 ´ t0uq{Γλ. (3.16.6)

Property: M p
λ « S2p`1 ˆ S1 （微分同相）

l

【例 3.387 (Calabi-Eckmann manifold)】 　

Definition: τ1, τ2を実一次独立な２つの複素数，Γ をそれらの生
成するCの離散部分群とする．rz0, ¨ ¨ ¨ , zps，rw0, ¨ ¨ ¨ , wqsをPppCq,

PqpCqの同次座標系，Uα, Vλをそれぞれ zα ­“ 0，wλ ­“ 0に対応す
るアファイン開近傍として，PppCq ˆ PqpCqの開被覆 tUα ˆ Vλuに
関する遷移関数 ψβµ,αλ : pUα ˆ Vλq X pUβ ˆ Vµq Ñ C{Γを

ψβµ,αλ “
1

2πi

`

τ1 log z
β{zα ` τ2 logw

µ{wλ
˘

(3.16.7)

により定義する．このときこの遷移関数の定める主ファイバーバン
ドルを

Mp,q
τ1,τ2

pPppCq ˆ PqpCq,C{Γq (3.16.8)

と表す．

Property:

i) Mp,q
τ1,τ2

« S2p`1 ˆ S2q`1（微分同相）.

ii) Mp,q
τ1,τ2
にはGLpp` 1;Cq ˆGLpq` 1;Cqが正則かつ推移的に作

用する．

l
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3.16.3 Kähler manifold

【例 3.388 (Cn, complex torus)】 　

Definition:

ds2 “

n
ÿ

α“1

dzαdz̄α, (3.16.9)

Φ “ ´i
n
ÿ

α“1

dzα ^ dz̄α. (3.16.10)

Property: コンパクトで複素平行化可能な複素多様体の中でKähler

計量を持つものは複素トーラスに限られる．

l

【例 3.389 (PnpCq: Fubini-Study metric)】 　

Definition: rz0, ¨ ¨ ¨ , znsを PnpCqの同次座標系，π : Cn`1 ´ t0u Ñ

PnpCqを標準射影とすると，

Φ “ π˚pΦ̃q; Φ̃ “ ´4iBB̄ logpz0z̄0 ` ¨ ¨ ¨ ` znz̄nq. (3.16.11)

局所座標系 tα “ zα{z0では

ds2 “ 4
p1 `

ř

α t
αt̄αq

ř

α dt
αdt̄α ´ p

ř

α t̄
αdtαqp

ř

α t
αdt̄αq

p1 `
ř

α t
αt̄αq2

.

(3.16.12)

Property: PnpCqに推移的に作用する Upn ` 1qに対して Fubini-

Study計量は不変．

l

3.16.4 複素曲面

3.16.4.1 超楕円曲面

【定義 3.390 (超楕円曲面)】 　 小平次元 κ “ 0で q “ 1となる複素曲面
を超楕円曲面 (hyperelliptic surface)という． l
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【定理 3.391 (超楕円曲面のリスト)】 　 超楕円曲面 S は，楕円曲線
F – C{t1, τuおよび C – C{t1, σuと，不動点を持たない正則同型写像
で生成される有限群 Γを用いて、S “ pF ˆ Cq{Γと表される。Γの作
用は F の並進変換群 ΓF を誘導し、Sに Cをファイバーとする楕円曲面
Ψ : S Ñ E “ F {ΓF – AlbpSqの構造を与える。一方、ΓがCに誘導する
変換群ΓCはm次の不動点を持つZmに同型な正規部分群を含み、対応す
る楕円曲面の構造 π : S Ñ B “ C{ΓC は不動点上に多重度mの多重ファ
イバーをもつ。
長楕円曲面は、次の7つのクラスに分類される：pz, wq P FˆC, T 2pa, bq “

C2{ta, bu

Ia Γ – Z2, KS fi 0, 2KS ” 0. C,F は任意で、変換群は

Γ “ t1, ϕu : ϕpz, wq “ pz ` τ{2,´wq.

基底曲線は

E “ T 2p1, τ{2q, B “ T 2p1, σq{Z2 » S2r2, 2, 2, 2s

Ib Γ – Z2 ˆ Z2, KS fi 0, 2KS ” 0. C,F は任意で、変換群は

Γ “ t1, ϕu ˆ t1, ϕ1u :

ϕpz, wq “ pz ` τ{2,´wq, ϕ1pz, wq “ pz ` 1{2, w ` 1{2q

基底曲線は

E “ T 2p1{2, τ{2q, B “ T 2p1{2, σq{Z2 » S2r2, 2, 2, 2s

S  [2,2,2,2]2 S  [2,4,4]2
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IIa Γ – Z4, KS, 2KS, 3KS fi 0, 4KS ” 0. C “ T 2p1, iq, F は任意．変換
群は

Γ “ tϕk, k “ 0, ¨ ¨ ¨ , 3u : ϕpz, wq “ pz ` τ{4, iwq.

基底曲線は

E “ T 2p1, τ{4q, B “ T 2p1, iq{Z4 » S2r2, 4, 4s,

IIb Γ – Z4 ˆ Z2, KS, 2KS, 3KS fi 0, 4KS ” 0. C “ T 2p1, iq, F は任意．
変換群は

Γ “ tϕk, k “ 0, ¨ ¨ ¨ , 3u ˆ t1, ϕ1u :

ϕpz, wq “ pz ` τ{4, iwq, ϕ1pz, wq “ pz ` 1{2, w ` p1 ` iq{2q .

基底曲線は

F “ T 2p1{2, τ{4q,

B “ T 2pp1 ` iq{2, p´1 ` iq{2q{Z4 » T 2p1, iq{Z4 » S2r2, 4, 4s

S  [3,3,3]2 S  [2,3,6]2

IIIa Γ – Z3, KS, 2KS fi 0, 3KS ” 0. F は任意で、C “ T 2p1, eiπ{3q. 変
換群は、

Γ “ tϕk; k “ 0, 1, 2u : ϕpz, wq “ pz ` τ{3, e2πi{3wq.

基底曲線は

E “ T 2p1, τ{3q. B “ T 2p1, eiπ{3q{Z3 » S2r3, 3, 3s
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IIIb Γ – Z6, KS, ¨ ¨ ¨ , 5KS fi 0, 6KS ” 0. F は任意で，C “ T 2p1, eiπ{3q．
変換群は

Γ “ tϕk; k “ 0, ¨ ¨ ¨ , 5u : ϕpz, wq “ pz ` τ{6, eπi{3wq.

基底曲線は

E “ T 2p1, τ{6q, B “ T 2p1, eiπ{3q{Z6 » S2r2, 3, 6s

IIIc Γ – Z3 ˆZ3, KS, 2KS fi 0, 3KS ” 0. F は任意で，C “ T 2p1, eiπ{3q.

変換群は

Γ “ t1, ϕ, ϕ2u ˆ t1, ϕ1, ϕ12u :

ϕpz, wq “ pz ` τ{3, e2πi{3wq, ϕ1pz, wq “ pz ` 1{3, w ` p3 `
?
3iq{6q.

基底曲線は

E “ C{t1{3, τ{3u,

B “ T 2pp3 `
?
3iq{6,

?
3i{3q{Z3 » T 2p1, eiπ{3q{Z3 » S2r3, 3, 3s

l

3.16.4.2 K3曲面

【定義 3.392 (K3曲面)】 　KS » 0(標準直線束が自明)，q “ 0(H1pS,OSq “

0)となる複素曲面をK3曲面という．[数学事典, GH1978] l

【定理 3.393 (K3曲面の性質)】 　

K3曲面に対して次が成り立つ：

i) K3曲面は単連結であり，すべて互いに可微分同相である．

ii) K3曲面 Sのホモロジーは

HkpS;Zq “

$

’

&

’

%

Z k “ 0, 4

Z22 k “ 2,

0 k “ 1, 3

また，Sの交叉形式は

2p´E8q ‘ 3

˜

0 1

1 0

¸
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iii) すべてのK3曲面はKähler計量をもつ．

iv) K3曲面のモジュライ空間は２０次元である．ただし，Hausdorffで
はない．そのなかで，代数的K3曲面は無限個の連結成分をもつ１
９次元の部分空間となる．

[Barth, W., Peters, C. and Van de Ven, A.: Compact Complex Surfaces

(1984)] l

【定理 3.394 (CPnへの埋め込み)】 　 CPnの正規K3曲面Sと超平面H

の交叉曲線C “ H XSの種数は nで，ιS : S Ñ CPnから決まる埋め込み
ιC : C Ñ CPnは，正規標準曲線となる．これより，Sの次数は，2n ´ 2

で与えられる． l

Proof. 証明 1: まず，KS “ 0より，

KC “ pKS ` Cq|C “ C|C “ pS X Hq|C “ H|C

より，埋め込み ιC は KC に対応する標準曲線．また，S は正規なので，
ι˚S : H0pCPn,OpHqq Ñ H0pS,OpCqqは全射で，完全系列

0 ÝÝÝÑ OS ÝÝÝÑ OSpHq “ OSpCq
r

ÝÝÝÑ OCpHq ÝÝÝÑ 0

と，H1pS,OSq “ qpSq “ 0より，写像H0pS,OSpCqq Ñ H0pC,OCpHqqも
全射．よって，ι˚C : H0pCPn,OpHqq Ñ H0pC,OCpHqqは全射なので，C
は正規標準曲線．したがって，Cの種数を gとして，n “ gで，degC “

degKC “ 2g ´ 2 “ 2n ´ 2．これより

degS “ 7pS X H X Hq “ 7pC X Hq “ degC “ 2n ´ 2.

証明 2: KS “ 0より qpSq “ 0, pgpSq “ 1なので，χpOSq “ 2．また，
rCsS “ rHsCPn |Sより rCsは正直線束となるので，KS “ 0と小平の消滅定
理より，H ipS,OSpCqq “ H ipS,Ω2pCqq “ 0pi “ 1, 2q．したがって，Sが正
規であることを考慮すると，χpOSpCqq “ h0pOSpCqq “ h0pCPn,OpHqq “

n ` 1. よって，S上の直線束 rCsに対するRiemann-Rochより

n ` 1 “ χpOSpCqq “
1

2
pC ¨ C ´ C ¨ KSq ` χpOSq “

1

2
C ¨ C ` 2

よって，
degS “ 7pC X Hq “ C ¨ C “ 2pn ´ 1q.

Q.E.D.
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【例 3.395 (CPnの正規K3曲面)】 　 n “ 2, ¨ ¨ ¨ , 5に対して，CPnに正
規曲面として含まれるK3曲面は，以下で尽くされる．また，そのモジュ
ライ自由度はいずれも 19．

1. CP3の 4次の超曲面．

2. CP4の 2次超曲面と 3次超曲面の完全交差．

3. CP5の 3個の 2次超曲面の完全交叉．

4. 6次曲線で分岐するCP2の 2重被覆面．

l

Proof. 1. まず，S Ă CP3が正規なK3曲面とすると，次数が2n´2 “ 4

なので，Sは 4次の超曲面となる．逆に，SをCP3の 4次の超曲面と
すると，Lefschetzの超平面定理より，H1pS,Zq – H1pCPn,Zq “ 0

なので，qpSq “ 0. また，随伴公式より，KS “ pKCP3 ` Sq|S “

p´4H ` 4Hq|S “ 0．よって，SはK3曲面．

次に，CP3の 4次同次多項式の自由度は，4H4 ´ 1 “ 7C4 ´ 1 “ 34.

また，CP3の射影変換の自由度は 42 ´ 1 “ 15．よって，Sの自由度
は，34 ´ 15 “ 19.

2. S Ă CP4 が正規な K3曲面とする．このとき， C “ H X S は正
直線束で，KS “ 0なので，小平の消滅定理により，hipOSp2Cqq “

hipΩ2
Sp2Cqq “ 0 (i “ 1, 2). よって，C 9C “ degC “ 6より，

h0pOSp2Cqq “ χpOSp2Cqq “ χpOSq`
1

2
p2C¨2C´2C¨KSq “ 2`

1

2
p4˚6q “ 14.

Op2Hqの断面のSへの制限により得られる線形空間の次元はh0pS,Op2Cqq “

14で，CP4の2次同次式のつくる線形空間の次元は，h0pCP4,Op2Hqq “

5H2 “ 6C2 “ 15．よって，Sを含む 2次超曲面Qが一つ存在．

次に，CP3の 3次超曲面の線形系に対して同様の計算を行うと，

h0pOSp3Cqq “ χpOSp3Cqq “ 29.

また，3次同次式全体の空間の次元は 5H3 “ 7C3 “ 35．よって，S
を含む 3次曲面の自由度は 5. また，Qを含む 3次曲面の自由度は，
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h0pCP4,OpHqq ´ 1 “ 4．これより，SはQと適当な 3次超曲面Q1

の交叉に含まれる．ところが，Sの次数は 6 “ 2ˆ 3なので，QXQ1

は Sと一致する．

次に，SがCPnの 2次超曲面Qと 3次超曲面Q1の完全交叉だとす
る．このとき，系列 S Ă Q Ă CP4に Lefschetzの超曲面定理を 2度
使うことにより，H1pS,Cq – H1pQ,Cq – H1pCP4,Cq “ 0となる
ので，qpSq “ 0. また，標準因子に対する同伴公式を繰り返し使う
ことにより，

KS “ pKQ`Sq|S “ pKCP4 `Q`Q1qCP4 |S “ p´5H`2H`3Hq|S “ 0.

よって，SはK3曲面．

CP4 の 2次超曲面 Qの自由度は 14, 3次超曲面 Q1 の自由度は 34,

各 Qに対して同じ S を与える 3次超曲面の自由度は 5, CP4 の射
影変換の自由度は 52 ´ 1 “ 24なので，S のモジュライ自由度は，
14 ` 34 ´ 5 ´ 24 “ 19．

3. SをCP5の正規 3K曲面とする．CP5の 2次同次式全体の線形空間
の次元は 6H2 “ 7C2 “ 21. 一方，degC “ 8より，h0pS,OSp2Cqq “

χpOSp2Cqq “ 1{2p4 ˆ 8q ` 2 “ 18. よって，Sを含む独立な 3個の
2次超曲面Qiが存在．

逆に，SをCP5の 3個の 2次超曲面Qiの完全交叉とする．このと
き，CP4の場合と全く同様にして，H1pS,Cq “ 0 ñ qpSq “ 0，お
よび

KS “ pKQ12 ` SqQ12 |S “ pKQ1 ` Q12 ` Q13qQ1 |S

“ “ pKCP5 ` Q1 ` Q2 ` Q3q|S “ p´6H ` 2H ` 2H ` 2Hq|S “ 0.

よって，SはK3曲面．

自由度は，2次同次多項式全体の線形空間が 21次元，Sを与える 3

個の 2次同次式はその 3次元部分空間に対応するので，射影変換の
自由度62´1 “ 35を考慮して，dimGp3, 21q´35 “ 3ˆ18´35 “ 19．

4. K3曲面SからCP2への正規全射正則写像を ι : S Ñ CP2とする．こ
のとき，Sの次数 2n´2 “ 2は被覆度と一致するので，ιは 2重被覆．
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CP2の任意の直線 lに対して，一般論より，曲線 ι : l̃ “ ι´1l Ñ CP2

は正規標準曲線なので，l̃の種数は g “ n “ 2. したがって，Rieman-

Hurwitzより，l̃ Ñ lの分岐点の数 bは 2p2 ´ 1q “ 2p´2q ` bより，
b “ 6. したがって，ιは 6次曲線B上で分岐するCP2への 2重被覆
写像となる．

逆に，CP2の 6次曲線Bが与えられたとする．このとき，同型写像

OCP2p3q b OCP2p3q
– // OCP2p6q

ξ b ξ � // σ

において，σを pσq “ Bとなるように取り，CP2上の直線束 E “

r3Hsの部分集合として，Sを

S “
␣

pp, ξq P E
ˇ

ˇ ξ b ξ “ σppq, p P CP2
(

により定義すると，π : S Ñ CP2は，Bで分岐するCP2の 2重被覆
を与える．CP2上の有理 2形式 ω “ fpwqdw1 ^ dw2に対して，

KS “ pπ˚ωq “

ˆ

fpwpzqq
Dpwq

Dpzq
dz1 ^ dz2

˙

“ π˚KCP2 ` B̃

となり (B̃ “ π´1B)，2B̃ “ π˚p6Hqなので，2KS “ π˚p´6H`6Hq »

0となる．

一方，平面曲線に対する種数公式より，Bの種数は g “ pd´ 1qpd´

2q{2 “ 10なので，単体分割と Euler数に対する Eulerの公式より，

χpSq “ 2χpCP2q ´ χpBq “ 2 ˆ 3 ´ 2p1 ´ 10q “ 24.

したがって，Riemann-Rochより，

χpOSq “
1

12

ˆ

1

4
p2KSq ¨ p2KSq ` χpSq

˙

“ 2 ñ pgpSq “ qpSq ` 1

2KS » 0より，h0pS,Op2mKSqq “ 0, h0pS,Opp2m` 1qKSqq “ pgな
ので，pg “ 0, 1．よって，q “ 0, pg “ 1, κ “ 0，すなわちSはK3曲
面となる．
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CP2上の 6次同次方程式の空間の次元は 3H6 “ 8C6 “ 28で，CP2

の射影変換の自由度は 32 ´ 1 “ 8なので，このタイプのK3曲面の
自由度は，28 ´ 1 ´ 8 “ 19.

Q.E.D.

【定理 3.396 (CPnの正規K3曲面の自由度)】 　 CPnに正規曲面とし
て埋め込まれるK3曲面の集合 Γnの次元は nによらず 19． l

【定義 3.397 (偏極K3曲面)】 　K3曲面Xにおいて，h P H2pX,Zqを，A
をhに双対なホモロジーを代表する因子として，ph, hq “ A¨A “ 2d(d P N)
を満たすように取る．Aがネフで豊富，すなわち，対応する直線束 rAsが
正となるとき，組 pX, hqを偏極K3曲面 (polalized K3 surface)という．
偏極K3曲面 pX, hqに対し，複素直線H2,0pXq Ă H2pX,Cqに対応する

PpH2pX,Cqqの点 P pX, hqを周期，対応 pX, hq ÞÑ PpH2pX,Cqqを周期写
像 (period map)という．H2,0pXqの生成元は次の条件を満たす：

ż

A

ω “

ż

X

ω ^ h “ 0,

ż

X

ω ^ ω “ 0,

ż

X

ω ^ ω̄ ą 0.

l

【定理 3.398 (偏極K3曲面のモジュライ空間)】 　偏極K3曲面 pX, hqの
モジュライ空間は，19次元の有界対称領域である周期領域 (period domain)

Ωh “
␣

P P PpH2pX,Cqq
ˇ

ˇ pP, hq “ pP, P q “ 0, pP, P̄ q ą 0
(

で与えられる． l

3.16.4.3 Enriques曲面

【定義 3.399 (Enriques曲面)】 　 qpSq “ 0, 2KS “ 0pKS ‰ 0qとなる
曲面をEnriques曲面という．Enriques曲面に対しては，次が成り立つ：

1. q “ pg “ 0 ñ χpOSq “ 1.

2. c1pSq2 “ 0 ñ χpSq “ 12

3. h0pSq “ h4pSq “ 1, h2,0pSq “ h0,2pSq “ 0, h1,1pSq “ 10.

4. PicpSq “ H1pS,O˚q – H2pS,Zq – Z10.
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l

【例 3.400 (Enriques曲面)】 　 CP3の線形変換

T : rX0, X1, X2, X3s Ñ rX0,
?

´1X1,´X2,´
?

´1X3s

により生成される位数 4の変換群を Γ “ tid, T, T 2, T 3u – Z4とおく．T
の不動点集合は

r1, 0, 0, 0s, r0, 1, 0, 0s, r0, 0, 1, 0s, r0, 0, 0, 1s

の 4点，T 2 : rX0, X1, X2, X3s Ñ rX0,´X1, X2,´X3sの不動点集合は，2

本の直線
X1 “ X3 “ 0, X0 “ X2 “ 0

となる．
4次の Fermat曲面 F4 Ă CP3は，この変換群 Γで不変となるが，T の

不動点は F4に含まれない．しかし，T 2の不動点は F4上に 8個存在し，

p1 “ r1, 0, 1, 0s, p2 “ r1, 0, λ, 0s, p3 “ r1, 0, λ2, 0s, p4 “ r1, 0, λ3, 0s,

p5 “ r0, 1, 0, 1s, p6 “ r0, 10, λs, p3 “ r0, 1, 0, λ2s, p4 “ r0, 1, 0, λ3s

で与えられる．ここで，λ “
?

´1．
F4をこれら 8点でブローアップした複素曲面を F̃4 (π : F̃4 Ñ F4), 対応
する例外因子をE1, ¨ ¨ ¨ , E8とすると，F̃4は次の性質をもつ：

F̃4 : q “ 0, pg “ 1, KF̃4
“ E1 ` ¨ ¨ ¨ ` E8,

π1 “ 0, b0 “ b4 “ 1, b1 “ b3 “ 0, b2 “ 30, h1,1 “ 28, χpF̃4q “ 32.

次に，T の F̃4への持ち上げを T̃ として，F̃4の Γ0 “ tid, T̃ 2uによる商
空間をS 1とすると，S 1は滑らかな複素多様体となり，商写像 ι1 : F̃4 Ñ S 1

は，E 1
i “ ι1pEiq(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)で分岐する 2重分岐被覆を与える．S 1は次

の性質を持つ：

q “ 0, KS1 “ 0, pg “ 1, Pm “ 1pm “ 2, ¨ ¨ ¨ q,

π1pS
1q “ 0, b0 “ b4 “ 1, b1 “ b3 “ 0, b2 “ 22, h1,1 “ 20, χpS 1q “ 24.

最後に，T̃ から誘導される S 1 の変換 T 1 は，不動点を持たないので，
S “ S 1{tid, T 1uは，滑らかな複素曲面となり，ι2 : S 1 Ñ Sは不分岐 2重
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被覆を与える．この曲面は Enriques曲面と呼ばれ，次の性質を持つ：

q “ 0, pg “ 0, Pm “ 1pm : evenq, 0pm : oddq,

π1pSq “ 0, b0 “ b4 “ 1, b1 “ b3 “ 0, b2 “ 10, h1,1 “ 10, χpS 1q “ 12,

KS “ C 1
2 ´ C 1

0 pC 1
k “ ι2˚ι

1
˚π

˚S X tXk “ 0uq, KS ¨ KS “ 0.

l

【定理 3.401 (K3曲面との関係)】 　 任意の Enriques曲面は，適当な
K3曲面の不動点を持たない対合変換による商空間と同型となる l

Proof. Sを Enriques曲面とすると，KS b KS » OS となる．その零点
を持たない大域的な切断を σとすると，

S̃ “ tpp, ξq P KS | p P S, ξ b ξ “ σppqu

により定義されるKS の超曲面は，Sの非分岐 2重被覆を与え，KS fi 0

なので，S̃は連結となる．
このとき，H1pS̃,Cq “ H1pS,Cqより，qpS̃q “ 0. また，KS̃は

KS̃ “ π˚KS ô KS̃ppp, ξqq “ KSppq

で与えられる．したがって，KS̃は零点を持たない大域的な切断

σppp, ξqq “ σppq

をもち，KS̃ » 0，すなわち S̃はK3曲面，S “ S̃{Z2となる． Q.E.D.

【定理 3.402 (楕円曲面としてのEnriques曲面)】 　 CP2の 9個の点を
固定点とする 3次曲線の 1次元線形系を，これら 9個の点でブローアップ
すると，CP1を底空間とする多重ファイバーを持たない楕円曲面が得ら
れる．この楕円曲面に対数変換を施して，2つのファイバーを多重度 2の
多重ファイバーに変換することによって得られる楕円曲面はEnriques曲
面となる．また，すべてのEnriques曲面はこのようにして得られる．こ
れより，特に，Enriques曲面のモジュライ自由度は 9 ` 9 ´ 8 “ 10とな
る． l
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3.17 Grassmann多様体

【定義 3.403 (複素Grassmann多様体)】 　 Cnの複素 k次元線形部分
空間Λの全体

Gpk, nq “ tΛ Ă Cn | dim λ “ ku (3.17.1)

は，GLpkqzMpk, nqと同一視できる．Gpk, nqにこの同一視により位相を
与えたものをGrassmann多様体という．
数列 I “ ri1, ¨ ¨ ¨ , iks(1 ď i1 ď ¨ ¨ ¨ ď ik ď n)に対応する，Mpk, nq “

pv1 ¨ ¨ ¨ vnq(vi P Ck) の k 次の小行列 pvi1 ¨ ¨ ¨ vikq が単位行列 Ik となる
Mpk, nqの部分集合に対応するGpk, nqの部分酒豪を UI とおくと，UI –

Ckpn´kqで，UIはGpk, nqの複素開被覆を与え，複素構造を定義する．こ
れにより，Gpk, nqは kpn ´ kq次元の複素多様体となる．
Cnに適当なエルミート計量を与え，各Λ P Gpk, nqに対して，Cnの正規

直交基底 e1, ¨ ¨ ¨ , enを e1, ¨ ¨ ¨ , ek P Λと取ると，Gpk, nqからUpnq{pUpkqˆ

Upn ´ kqqへの同型対応が得られる．したがって，Gpk, nqはコンパクト
多様体となる． l

3.17.1 位相構造

【定義 3.404 (Schubert多様体)】 　 Cnの線形部分空間の列V1, ¨ ¨ ¨ , Vn
は，条件

0 Š V1 Š V2 Š ¨ ¨ ¨ Š Vn “ Cn

を満たすとき，Cnの旗 (flag)という．
旗 tVjuが与えられたとき，整数列 n´ k ě a1 ě ¨ ¨ ¨ ě ak ě 0から条件

Wa “ tΛ P Gpk, nq | dim pΛ X Vn´k`i´aiq “ i&dim pΛ X V´k`i´1´aiq “ i ´ 1u

は開部分多様体となる．また，その閉包

σa ” W̄a “ tΛ P Gpk, nq | dim pΛ X Vn´k`i´aiq ě iu

はGpk, nqの解析的閉部分多様体となりSchubert多様体ないしSchubert

サイクルと呼ばれる．
l

【命題 3.405 (SchubertサイクルによるCW分割)】 　
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1. Wa X Wb ‰ H ô a “ b.

2. YaWa “ Gpk, nq

3. dim Wa “ kpn ´ kq ´
ř

i ai.

4. 9σa “ YbąaWb. ここで，b ą a ô bi ě ai@i & b ‰ a,

l

Proof.

1.& 2. 任意の Λ P Gpk, nqに対して，i “ 1, ¨ ¨ ¨ , kに対して，dimpΛ X Vjq

が i ´ 1から iに変わる j “ n ´ k ` i ´ aiが一意的に定まる．

3. 任意の iに対して，ai´1 ą ai のとき，ai Ñ a1
i “ ai ` 1と変化

させると，Λ P Waに対する条件は，αi “ n ´ k ` i ´ aiとして，
ΛXVαi´1についての条件のみが変化する．具体的には，その両側を
含めて，ΛXVαi´2 “ ΛXVαi´1 “ i´1,ΛXVαi

“ iからΛXVαi´2 “

i ´ 1,Λ X Vαi´1 “ Λ X Vαi
“ iと変化する．前者の場合，この区間

でのΛの自由度の増加は，２次元空間において１次元部分空間を選
ぶ自由度，すなわち１となるが，後者の場合，Vi´2 Ñ Vi´1での次
元の増加とΛの次元の増加が同じなので，Λの選択の自由度は変化
しない．したがって，ai Ñ ai ` 1でWaの次元は常に１減少．これ
と，a1 “ ¨ ¨ ¨ “ ak “ 0のとき，条件は Λ X Vn´k “ t0uとなるので，
dimW0 “ kpn ´ kqが成り立つことを合わせると，題意の式が得ら
れる．

4. Λ P Gpk, nqを GLpkqzMpk, nqの元により表すとき，Λ P Waとな
る条件は，各 iに対して，Λの第 n ´ k ` i ´ ai列より右の部分の
ランクが k ´ i，かつ n ´ k ` i ´ ai ´ 1列より右の部分のランクが
k ´ i ` 1となること．この条件の極限（閉包）に対応する条件は，
Λの第 n´ k ` i´ ai列より右の部分のランクが k ´ i´ 1以下とな
ること．この条件は，Λ X Vn´k`i´ai ě iと同等．これは，Λ P Wb

とすると，b ą aと同等．
Q.E.D.

【定理 3.406 (Grassmann多様体のホモロジー)】 　
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1. Grassmann多様体のホモロジー群H2rpMpk, nq,Zqは Schubertサイ
クル σa(

ř

i ai “ kpn ´ kq ´ r)により生成される自由加群．

2. Schubertサイクルの交叉数は，dim σa ` dim σb “ kpn´ kqのとき，

7pσa ¨ σbq “

#

1 : ai ` bk´i`1 “ n ´ k @i,

0 : otherwise
.

l

Proof.

1. CW複体のホモロジーの一般論より，Gpk, nqのホモロジー群は，
HjpX̄

j, X̄j´1;Zq – ‘dimσa“jZσaをチェーン複体とする系列に対す
るホモロジー群と一致．これと，すべてのサイクルが偶数次元であ
ることを合わせると，題意の結果が得られる．

2. Cnの２つの旗 Vi, V
1
i を Vi ` V 1

n´i “ Cn, Vi X V 1
n´i “ 0となるように

取る．このとき，Λ P σapV q X σbpV
1qとなる条件は，

dimpΛ X Vn´k`i´aiq ě i, dimpΛ X V 1
n´i`1´bk´i`1

q ě k ´ i ` 1

ñ Li ” Vn´k`i´ai X V 1
n´i`1´bk´i`1

‰ 0 ô ai ` bk´i`1 ě n ´ k

最後の式を iについて足すと，2kpn´kq ´dim σa ´dim σb ě kpn´

kq ô dim σa `dim σb ď kpn´kq．よって，すべての iについて等
号が成立し，ai ` bk´k`1 “ n´ k. さらに，このとき，dimLi “ 1か
つ，旗に対する条件より，Li X Lj “ 0 pi ‰ jqとなるので，σa X σb
の元はΛ “ ‘iLiとなり一点のみ．交叉数は旗 V 1の連続的な変化に
対して不変なので，V, V 1の取り方によらず題意が成立．

Q.E.D.

3.17.2 普遍ベクトルバンドルとChern類

【定義 3.407 (Grassmann多様体の普遍ベクトルバンドル)】 　 Grass-

mann多様体Gpk, nqに対して，

S “ tpΛ, vq P Gpk, nq ˆ Cn | v P Λ Ă Cnu
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により，自明なバンドルGpk, nqˆCnの部分バンドルとして定義されるk次
元複素ベクトルバンドルS Ñ Gpk, nqを普遍ベクトルバンドル (universal)

という．また，短完全系列

0 ÝÝÝÑ S
ι

ÝÝÝÑ Gpk, nq ˆ Cn ÝÝÝÑ Q ÝÝÝÑ 0

により定義される商ベクトルバンドルQをGpk, nq上の普遍商ベクトル
バンドル (universal quotient bundle)という． l

【定義 3.408 (Grassmann多様体間の双対変換)】 　 Gpk, nqの点Λ Ă Cn

に対して，Cnの n ´ k次元部分空間

Λ˚ “ tl P HompCn,Cq | lpΛq “ 0u Ă pCnq˚ – Cn (3.17.2)

を対応させることにより，同型対応

˚ : Gpk, nq Q Λ ÞÑ Λ˚ P Gpn ´ k, nq

が得られる．この対応により，普遍バンドルと普遍商バンドルの双対バ
ンドルが互いに移り合う：

Q˚ S
§

§

đ

§

§

đ

Gpk, nq
˚

ÝÝÝÑ Gpn ´ k, nq

,

S˚ Q
§

§

đ

§

§

đ

Gpk, nq
˚

ÝÝÝÑ Gpn ´ k, nq

l

【定義 3.409 (ベクトルバンドルの退化サイクル)】 　 E Ñ M を階数 k

の複素ベクトルバンドル，σ “ pσ1, ¨ ¨ ¨ , σkqをそのなめらかな大域的断面
の列とする．このとき，

Dipσq “ tx P M | σ1pxq ^ ¨ ¨ ¨ σipxq “ 0u

を σの退化集合という．
断面列σは，各 i “ 0, ¨ ¨ ¨ , k´1に対して，σi`1(Mと同相）がσ1, ¨ ¨ ¨ , σi
の張るEの部分多様体（i “ 0のときは，Mˆ0)と横断的に交わるとき，一
般的 (generic)であるという．このとき，x P Di`1 ô σi`1 P xσ1, ¨ ¨ ¨ , σiy

or x P Di となるので，Di`1 ´ Di は実次元m ` m ` 2i ´ pm ` 2kq “

m´ 2pk´ iqの部分多様体となる（m “ dim M)．この部分多様体に自然
な向きを与えたものを退化サイクル (degeneracy cyle)という． l

244 目次へ



目次へ

【定理 3.410 (Chern類に対するGauss-Bonnet型の定理)】 　

1. σaを Grassmann多様体の Schubertサイクル，σ˚
a をその Poincaré

双対サイクルとするとき，普遍ベクトルバンドル S Ñ Gpk, nqの
Chern類に対して

crpSq “ p´1qrσ˚
1¨¨¨1

loomoon

r

2. 任意の階数 kの複素ベクトルバンドルE Ñ M に対して，その一般
的な断面列 ϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕk に適当になめらかな大域的断面列を加えて，
ϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕnが各点 x P M で階数 kをもつようにする．

Mpk, nqの普遍ベクトルバンドルの双対バンドル S˚のファイバー
は，Λ P Mpk, nqにおいて，Λ Ă Cnの線形汎関数の全体と一致する
ので，

ι :M Q x ÞÑ Λ “ rpϕ1pxq ¨ ¨ ¨ ϕnpxqqs P Gpk, nq

により，なめらかな写像 ιを定義すると，

Ex Q
ÿ

i

viϕipxq ÞÑ lvpuq “
ÿ

i

viui P S˚
ιpxq, pui “ xw, ϕipxqyq P Λ “ ιpxq

は，Exから S˚
ιpxqへの同型対応を曖昧さなく定め，ι

˚pS˚q “ Eが成
り立つ．

3. 2.において，Diを断面列 ϕに対する退化サイクル，D˚
i をその双対

サイクルとするとき，crpEq “ D˚
k´r`1が成り立つ．

4. n次元コンパクト複素多様体M に対して，

cnpMq ” cnpT 1pMqqpMq “ χpMq

l

Proof.

1. σaの次元が rのとき，a ‰ rpn´kqr, pn´k´1qk´rsとすると，Λ P σa
に対し，

ak´r`1 “ n ´ k ô dimpΛ X Vk´r`1q ě k ´ r ` 1 ô Λ Ą Vk´r`1
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よって，S|σaは自明バンドル Vk´r`1 ˆ σaを部分バンドルとして含
むので，短完全系列

0 ÝÝÝÑ Vk´r`1 ˆ σa ÝÝÝÑ S|σa ÝÝÝÑ S̃|σa ÝÝÝÑ 0

が得られる．これより，

crpSq|σa “ pcpVk´r`1 ˆ σaqcpS̃σaqqr “ crpS̃q|σa .

ところが，S̃のランクは k ´ pk ´ r ` 1q “ r ´ 1 ă rなので，右辺，
したがって左辺もゼロ．

次に，

Λ P Zr ” σpn´kqk´r,pn´k´1qr ô Vk´r Ă Λ Ă Vk`1

ここで，
Zk ” σpn´k´1qk “ tΛ P Gpk, nq | Λ Ă Vk`1u

とおくと，Zk “ ProjpVk`1q
˚ – CPk．さらに，各点Λ P Zk上のファ

イバーに対して，短完全系列

0 ÝÝÝÑ Λ ÝÝÝÑ Vk`1 ÝÝÝÑ Vk`1{Λ – C ÝÝÝÑ 0

が成立．ここで，ProjpVk`1q
˚ の普遍直線バンドルを S 1 とすると，

x “ rψs P ProjpVk`1q
˚(ψ P HompVk`1,Cq)におけるS 1のファイバー

l “ tϕ P HompVk`1,Cq | ϕpΛq “ 0uと Vk`1{Λは互いに双対．よっ
て，上の短完全系列は，

0 ÝÝÝÑ S|Zk
ÝÝÝÑ Vk`1 ˆ Zk ÝÝÝÑ Q ÝÝÝÑ 0

を誘導する．ここで，QはCPkの超平面直線バンドル．よって，

crpSq|Zk
“ pcpQq´1qr “ pp1 ` ωq´1qr “ p´1qrωr.

ここで，ωはCPk – ProjpVk`1q
˚の超平面に双対な２形式．よって，

crpSqpZrq “ crpS|Zk
qpZrq “ p´1qrωrpZrq “ p´1qrωrpCPrq “ p´1qr.

2. 明らか．
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3. Cnの基底を e1, ¨ ¨ ¨ , enとして，旗ViをVi “ xen´i`1, ¨ ¨ ¨ , enyにより
定義すると，Eの大域的切断 ϕ “ rϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕnsにより定義される写
像 ι :M Ñ Gpk, nqに対して，

ιpxq “ Λ P σp1qr ô dimpΛ X Vn´k`r´1q ě r

ô rankrϕ1pxq ¨ ¨ ¨ϕk´r`1pxqs ă k ´ r ` 1 ô x P Dk´r`1

が成り立つ．すなわち，ι´1σp1qr “ Dk´r`1. よって，Mの任意の 2r

サイクル αに対し，

crpEqpαq “ ι˚pcrpS
˚qqpαq “ p´1qrcrpSqpιpαqq “ 7pσp1qr ¨ιpαqq “ 7pDk´r`1¨αq

となるので，題意が成立．
Q.E.D.

3.17.3 埋め込み定理

【定義 3.411 (正則ベクトルバンドルの定めるコンパクト複素多様体か
らGrassmann多様体への正則写像)】 　 M をコンパクト複素多様体，
E Ñ M を階数 kの正則複素ベクトルバンドル，V “ H0pM,OpEqqを
Eの大域的正則切断の作る n次元線形空間として，各点 x P M において
dim xσpxq|σ P V y “ kが成り立つとする．
このとき，M からGpn ´ k, nqへの正則写像が

ιE :M Q x ÞÑ Λ˚ “ tσ P V | σpxq “ 0u P Gpn ´ k, V q
˚
– Gpk, nq

により定まる．この写像は，C8のカテゴリーでEの切断の列 rpσ1, ¨ ¨ ¨ , σnqs “

Λ(V の基底）を用いて構成した写像 ι : M Ñ Gpk, nqと双対同型である．
特に，SをGpk, nqの普遍ベクトルバンドルとして，E “ ι˚ES

˚が成り立
つ． l

【定理 3.412 (コンパクト複素多様体のGrassmann多様体への埋め込み
定理)】 　 M をコンパクト複素多様体，E Ñ M を階数 kの正則複素
ベクトルバンドル，L Ñ M を正の複素直線バンドルとする．このとき，
十分大きいm P Zに対して，ιEbLm : M Ñ Gpk, nqは埋め込みとなり，
E “ ιEbLmS˚が成り立つ． l
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Proof. 小平の埋め込み定理より，適当なm0に対して，複素直線バンド
ル Lm0 Ñ M の切断によりM は射影空間 CPN に埋め込まれ，Lm0 は超
平面バンドル pHqとなる．以下，Lm0 Ñ Lと置き換えて考える．
埋め込みであることを証明するには，単射性と微分写像の非退化性を
示すことが必要．まず，M Ñ Gpn ´ k, nqと見た写像の定義では，制限
写像 H0pM,OpE b Lmqq Ñ pE b Lmqx のゼロ核が Λ˚

x なので，任意の
x ‰ y P M に対して，制限写像

H0pM,OpE b Lmqq Ñ pE b Lmqx ‘ pE b Lmqy

が全射なら，ιEbLmの単射性が言える．
そこで，この全射性をM の次元に関する数学的帰納法で示す．まず，

Mがゼロ次元の時は明らか．つぎに，L “ pHqとして，Hを x, y P Mを
含むCPN の超平面にとり，V “ M X Hおくと，小平・中野の消滅定理
Bより，十分大きいmに対して，H1pM,OpE b Lmqq “ 0が成り立つの
で，短完全系列

0 Ñ OMpE b Lm´1q Ñ OMpE b Lmq Ñ OV pE b Lmq Ñ 0

に対するコホモロジー完全系列より，H0pM,OpEbLmqq Ñ H0pV,OpEb

Lmqは全射となる．したがって，帰納法の仮定より，M より 1次元低い
V では，H0pV,OpE ˆ Lmq Ñ pE b Lmqx ‘ pE b Lmqyは全射なので，M
に対しても全射性が言える．
微分の全射性についての証明法は不明（Griffith-Harrisの証明は理解で

きない）． Q.E.D.

【定理 3.413 (Grassmann多様体の射影空間への埋め込み)】 　複素直線
バンドルL “ detS˚ – detQの定義するGrassmann多様体Gpk, V q(V “

Cn)から射影空間CPN への埋め込みは，Plücker写像

p : Gpk, V q Q Λ ÞÑ

k
ľ

Λ P Projp
k
ľ

V q – CPN pN “ nCk ´ 1q

により与えられる．特に，Schubertサイクルσ1 “ tΛ P Gpk, nq | dimpΛ X Vn´kq ě 1u

は，ppGpk, nqqの超曲面断面，すなわち Lに対応する因子となる．
さらに，Ξ P

Źk`1 V ˚に対して，内積作用素 iΞ :
Źk V Ñ V ˚を，

xiΞΛ, vy “ xΞ,Λ ^ vy , @Λ P

k
ľ

V, v P V
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により定義するとき，ppGpk, V qqは，次の 2次式の線形系で定義される
CPN の部分多様体となる：

iiΞΛΛ “ 0, @Ξ P

k`1
ľ

V ˚

この条件は

iΞΛ ^ Λ “ 0, @Ξ P

k´1
ľ

V ˚

と同等である． l

【系 3.414 (Gp2, 4qのCP5への埋め込み)】 　 Gp2, V qのCPN への埋め
込みの像は，同次座標Λ P V ^ V – CN`1を用いて，Λ^Λ “ 0と表され
る．特に，V – C4のとき，Λ “

ř

i,j λijei ^ ej と表すと．ppGp2, 4qqは，
次の同次 2次式で定義されるCP5の超曲面となる：

λ12λ34 ´ λ13λ24 ` λ14λ23 “ 0

l
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3.18 指数定理

3.18.1 C8写像に対するLefschetzの不動点定理

【定義 3.415 (不動点の指数)】 　 コンパクト多様体M の滑らかな変
換 f : M Ñ M の不動点 p “ fppqにおいて，f の Jacobi行列 If ppq :

TppMq Ñ TppMqが条件 detpIf ppq ´ Iq ‰ 0を満たす時，pは非退化
(nondegenerate)であるという．さらに，このとき

ιf ppq “ sign detpIf ppq ´ Iq

を f の pにおける指数という． l

【定義 3.416 (変換のLefschetz数)】 　 コンパクト多様体M の滑らか
な変換 f :M Ñ M が，非退化な不動点のみを持つとする．このとき，

Lpfq ”
ÿ

p

p´1qptrpf˚|Hp
DRpMqq

をLefschetz数という． l

【定理 3.417 (Lefschetzの不動点定理)】 　 コンパクト多様体M の滑
らかな変換 f の不動点がすべて非退化で孤立しているとき，

ÿ

p“fppq

ιf ppq “ 7p∆ ¨ Γf qMˆM “ Lpfq

が成り立つ．ここで，∆はM ˆ M の対角線集合，Γf はM ˆ M におけ
る f のグラフである． l

Proof. Mのde Rahmコホモロジーの基底となる閉 p形式をψµ,p,MˆM

の対応する基底を ψµ,ν,p,q “ π˚
1ψµ,p ^ π2

2 ˚ ψν,qとするとき，∆に双対なコ
ホモロジーの元が η∆ “

ř

p,µp´1qn´pψµ,µ,p,n´pと表されることを用いて，
ş

Γf
η∆を計算． Q.E.D.

【定義 3.418 (ベクトル場の指数)】 　 滑らかな多様体上のベクトル場
vが零点 p(vp “ 0)をもつとする．pの近傍での局所座標系 xiによる成分
表示で，Aij “ Bvi{Bxjppqにより定義される行列が正則なとき，pは非退
化な零点という．また，このとき，detAの符号を pでのベクトル場の指
数とよび，ιvppqで表す． l
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【定理 3.419 (Hopfの指数定理)】 　 コンパクトで滑らかな多様体M

上のベクトル場 vが非退化で孤立した零点のみをもつとき，次の関係式
が成り立つ：

ÿ

vppq“0

ιvppq “ χpMq.

l

Proof. ベクトル場の生成する変換 ϕt “ expptvqに Lefschetzの不動点定
理を適用． Q.E.D.

3.18.2 正則写像に対する不動点定理

【定義 3.420 (正則変換に対するLefschetz数)】 　 M をコンパクト複
素多様体，f をその正則な変換とするとき，

Lpf,Oq “
ÿ

q

p´1qqtr
´

f˚|H0,q

B̄
pMq

¯

を f の正則Lefschetz数という． l

【定理 3.421 (正則変換に対する不動点定理)】 　 M をコンパクトな複
素多様体，fを非退化で孤立した不動点のみをもつ正則変換とする．この
とき，各不動点 pαにおいて，その近傍での正則局所座標系 ziを用いて，
Bα “ pbijq : bij “ Bfi{Bzjppαqとおくとき，

Lpf,Oq “
ÿ

fppαq“pα

1

detpI ´ Bαq

が成り立つ． l

3.18.3 Hirzebruch-Riemann-Roch公式

【定理 3.422 (Bottの留数公式)】 　 Mをコンパクトな n次元複素多様
体が大域的な正則ベクトル場 vを持つとする．このとき，Θを正則接バ
ンドル T 1pMqの任意の接続形式，P を次数 nの任意の不変多項式，vの
零点 pにおいてAp “ pBvi{Bzjppqq P GLpnqとおくと，

ÿ

vppq“0

P pApq

detpApq
“

ż

M

P
´?

´1
2π

Θ
¯

.

l
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Proof. 証明の概要：T 1pMqの任意の接続に対して，τ を torsion形式，
Thetaを曲率形式，ω “ v˚, E “ ´Dv ` ivτ , P̃ を P の偏極関数 (P を
P pΘq “ P̃ pΘ, ¨ ¨ ¨ ,Θqにより与える，対称 n-線形不変関数)として，

Φ “

n
ÿ

i“0

Φi; Φi “ ω ^ pB̄ωqn´r´1 ^ PrpE,Θq,

PrpE,Θq “ nCrP̃ pE, ¨ ¨ ¨ , E
loooomoooon

n´r

,Θ, ¨ ¨ ¨ ,Θ
loooomoooon

r

q

とおくと，P pΘq “ ´B̄Φが成り立つ．これより，計量を vの零点 pαの近
傍で平坦に取ると，

ż

M

P
´?

´1
2π

Θ
¯

“

ż

BBrppαq

Φ “

ż

BBrppαq

ω ^ pB̄qn´1P pEq

を得る．ここで，Brppqは pを中心とする微小半径 rの球体．この最後の
表面積分をBochner-Martinelliの公式を用いて計算すると，題意の公式を
得る． Q.E.D.

【定義 3.423 (Todd多項式)】 　 tを複素変数，Aを任意の n次行列，
P ipAq(i “ 1, ¨ ¨ ¨ )を i次のn変数基本対称式として，tについてのLaurent

展開
detptAq

detpI ´ e´tAq
“
ÿ

i

Tdi

`

P 1pAq, ¨ ¨ ¨ , P ipAq
˘

ti

により定義される多項式 TdipZ
1, ¨ ¨ ¨ , Z iq(i ď n)をTodd多項式という．

Tdiは i ď nである限り，nの取り方によらない．
具体的表式は

Td1 “
1

2
c1, Td2 “

1

12
pc21 ` c2q, Td3 “

1

24
c1c2,

Td4 “
1

720
p´c41 ` 4c21c2 ` 3c22 ` c1c3 ´ c4q,

Td5 “
1440

p
´ c31c2 ` 3c1c

2
2 ` c21c3 ´ c1c4q,

Td6 “
1

60480
p2c61 ´ 12c41c2 ` 11c21c

2
2 ` 10c32 ` 5c31c3 ` 11c1c2c3

´c23 ´ 5c21c4 ´ 9c2c4 ´ 2c1c5 ` 2c6q.

l
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【定理 3.424 (Hirzebruch-Riemann-Rochの定理)】 　 n次元コンパ
クトケーラー多様体M に対して，

χpOMq “ Tdnpc1pMq, ¨ ¨ ¨ , cnpMqq

が成り立つ． l

Proof. M 上に大域的正則ベクトル場 vが存在する場合での証明の概要．
vの生成する１径数変換群を ft “ expptvqとして，ftの不動点 pα近傍で
の vの展開を v “

ř

ij aijzjB{Bzi ` r2s, Aα “ paijqとする．このとき，ft
に正則変換に対する不動点定理 3.421 を適用すると，

Lpft,OMq “
ÿ

ftppαq“pα

1

detp1 ´ etAαq
“

ÿ

ftppαq“pα

p´1qn

tn detpAαq

detpp´tqAαq

detp1 ´ etAαq

“
ÿ

ftppαq“pα

Tdn

`

P 1pAαq, ¨ ¨ ¨ , P npAαq
˘

ここで，t Ñ 0でLpft,OMq “ χpOMq. これと，右辺の t展開にBottの留
数公式 3.422 を適用すると，題意の公式を得る． Q.E.D.

【系 3.425】 　

1. コンパクトリーマン面 Sに対して，

χpOSq “
1

2
c1pSq ô

1

2
b1 “ g.

2. (Nötherの公式) コンパクトケーラー複素曲面M に対して，

χpOMq “
1

12

`

c1pMq2 ` c2pMq
˘

.

l
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3.19 Twistor

3.19.1 Basic definitions

3.19.1.1 Spinor description

【定義 3.426 (Twistor equation)】 　

1. p1, 0q型スピノール ωAに対するスピノール方程式

∇pA
A1ω

Bq “ 0 (3.19.1)

をツィスター方程式，その解を基本ツィスターないし

»

—

–

1

0

fi

ffi

fl

型ツィ

スターといい，シンボリックにZα，W βのように表す．また，基本
ツイスター全体の作る線形空間をツィスター空間といい，Tと表す．

2. ツィスター空間Tの双対空間を共役ツィスター空間といいT˚と表す．

また，共役ツィスター空間の元を基本共役ツィスターないし

»

—

–

0

1

fi

ffi

fl

型ツィスターといい，シンボリックにZα, Wβのように表す．

l

【命題 3.427 (Twistor equation の整合性)】 　

1. ∇AA1 が一般に電磁場が存在する曲がった時空上の共変微分とする
と，ツィスター方程式より

ΨABCDω
D “ ´ieϕpABωCq (3.19.2)

が得られる．特に，電磁場が存在しないとき，ゼロ以外のツィスター
が存在するためには，時空が共形的に平坦であることが必要である．

2. ツィスター方程式は共形変換

ϵAB Ñ ϵ̂AB “ ΩϵAB, (3.19.3)

ωA Ñ ω̂A “ ωA (3.19.4)

に対して

∇̂pA
A1 ω̂

Bq ” Ω´1∇pA
A1ω

Bq “ 0 (3.19.5)

と変換する．したがって，共形不変である．
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l

【命題 3.428】 　任意の基本ツィスターωAに対して，ka “ ωAω̄A1

はnull

conformal Killingベクトルとなる．逆に，任意の null conformal Killing

ベクトル kaは適当なツィスターωAを用いて ka “ ωAω̄A1

と表される． l

【命題 3.429 (Minkowski時空の twistor)】 　

1. Minkowski時空において，ツィスター方程式は次の２式に分解さ
れる：

∇BA1ωC “ ´iϵB
CπA1 , (3.19.6)

∇AA1πB1 “ 0. (3.19.7)

これより，基本ツィスターは４個の複素数 pωAp0q, πA1qを用いて

ωA “ ωAp0q ´ ixAA1

πA1 (3.19.8)

と表され，複素線形空間として同型 Tα – C4が成り立つ．

2. pωAp0q, πA1qは Lorentz変換に対しては p1, 0q型および p0, 1q型スピ
ノールの組として変換し，並進 xAA1

Ñ xAA1

` aAA1

に対しては，

ωAp0q Ñ ωAp0q ` iaAA1

πA1 , (3.19.9)

πA1 Ñ πA1 (3.19.10)

と変換する．

3. ２つの基本ツィスターZα “ pωA, πA1q，Wα “ pλA, σA1qに対して，

ΦpZ,W q “ ZαW̄α “ ωApσ̄A ` πA1λ̄A
1

(3.19.11)

とおくと，右辺は xが実Minkowski時空の点であるとき xによら
ない一定の値を取り，ツィスター空間Tに符号が p` ` ´´qのエル
ミート内積を定義する．この内積はツィスター空間から共役ツィス
ター空間への反線形写像

T Q pωA, πA1q Ñ pπ̄A, ω̄
A1

q P T˚ (3.19.12)

を与える．
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l

【定義 3.430 (Helicity)】 　

1. 基本ツィスターZα “ pωA, πA1qに対して，

s “
1

2
ZαZ̄α (3.19.13)

で定義される sをヘリシティという．

2. ヘリシティがゼロ，正，負の基本ツィスターからなるツィスター空
間の部分集合をそれぞれ T0,T`,T´と表す．

l

【命題 3.431 (運動量，角運動量との関係)】 　

1. ヘリシティsのツィスターωAに対して，対応するnullベクトル ka “

ωAω̄A1

は

ϵabcd∇akbkc “ 2skd, (3.19.14)

∇kk
a “ ipωAπ̄A ´ ω̄A1

πA1qka, (3.19.15)

∇pakbq “
i

2
pωAπ̄A ´ ω̄A1

πA1qgab (3.19.16)

を満たす．特に，kaは shear-free null congruenceを与える．

2. 質量ゼロの粒子の４元運動量をP a，角運動量をMab “ xaP b ´xbP a

とすると，それらは適当なツィスターZα “ pωA, πA1qを用いて，

pa “ πAπ̄A1 , Mab “ i
´

ωpAπ̄BqϵA
1B1

ω̄pA1

πB1

ϵAB
¯

(3.19.17)

と表される．さらに，Zαのヘリシティを sとすると

1

2
ϵabcdPbM

cd “ sP a (3.19.18)

が成り立つ．pP a,MabqはZαを全体としての位相 (Zα Ñ eiθZα)を
除いて一意的に決定する．

l
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【命題 3.432】 　

1. 複素Minkowski時空CM4上で，各基本ツィスター Zα “ pωA, πA1q

に対して，πA1 ­“ 0のとき，ωApxq “ 0となる点 x P CM4の全体
は接ベクトルがすべて複素 nullベクトルからなる２次元複素平面と
なる．これはα平面と呼ばれ，Zαの成分の比 rωAp0q, πA1sのみで決
まる．

2. α平面と実Minkowski時空M4の交わりは，ヘリシティs “ 0，すな
わち Zα P T0の時かつその時のみ空でなく，ka “ π̄AπA1

に平行な
null lineとなる．

3. 逆に複素Minkowski時空CM4上の点xに対して，ωApxq “ 0を満た
す基本ツィスターの全体はTの２次元複素線形部分空間Lxとなる．

4. Tの任意の２次元複素線形部分空間 Lは L “ Lxにより一意的に複
素Minkowski時空CM4の点 xを定める．xが実Minkowski時空の
点となるための必要十分条件は，Lが T0に含まれることである．

l

【定義 3.433】 　ツィスター空間を４次元複素線形空間と見たとき，対
応する射影空間を射影ツィスター空間といい，PTと表す．ツィスター空
間のヘリシティによる分割に対応して射影ツィスター空間は３つの部分
集合 PT`,PT0,PT´に分割される． l

【命題 3.434】 　射影ツィスター空間PTの複素射影直線の全体は，Grass-

mann多様体M2,2pCqと同相な４次元コンパクト複素多様体 C̄4となるが，
それから無限遠点 rωAp0q, πA1s “ rωAp0q, 0, 0sを除いた部分集合は，自然
に複素Minkowski時空CM4と同一視できる．この同一視のもとで，PT0

に含まれる複素射影直線の全体は実Minkowski時空M4の１点コンパク
ト化を与える． l

3.19.1.2 Twistor algebra

【定義 3.435】 　
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1. ツィスター空間とその双対空間のテンソル積，pbpTq b pbqT˚qの元

を

»

—

–

p

q

fi

ffi

fl

-型ツィスターという．

»

—

–

p

q

fi

ffi

fl

-型ツィスターは一般に，2p`q

個の混合スピノール場の組

TA1¨¨¨Ap
B1¨¨¨Bq , TA1

1

A2¨¨¨Ap
B1¨¨¨Bq , ¨ ¨ ¨ , TA1

1¨¨¨A1
p

B1
1¨¨¨B1

q (3.19.19)

で表され，Minkowski時空ではそれぞれ時空座標 xについて上付き
添え字の数と同じ次式の式で表される．これらのスピノール場は，
時空の並進に対して，そのツィスター空間への表現のテンソル積表
現に従って変換する．

2.

»

—

–

p

q

fi

ffi

fl

-型ツィスターを表現する場の中で TA1¨¨¨ApB1
1¨¨¨B1

q という成分表

示をもつものを primaryスピノール成分という．

2.

»

—

–

1

1

fi

ffi

fl

-型ツィスター

Eα
β “

˜

θAB ξAB1

ηA1B ζA1
B1

¸

(3.19.20)

が条件

Ēβ
α “ Eα

β : ξAB1

“ ξ̄AB1

, ηAB1 “ η̄AB1 , θAB “ ζ̄B
A (3.19.21)

を満たすとき，Hermitianツィスターという．

3.

»

—

–

2

0

fi

ffi

fl

-型ツィスター

Sαβ “

˜

σAB ρAB1

τA1
B κA1B1

¸

(3.19.22)

が条件

S̄βα “ ˘Sαβ : σAB “ ˘σBA, ρAB1 “ ˘τB1
A, κA1B1 “ ˘κB1A1

(3.19.23)

を満たすとき，対称ツィスター p`q，反対称ツィスター p´qという．
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4.

»

—

–

p

q

fi

ffi

fl

-型ツィスターが

Tα¨¨¨δ
ρ¨¨¨τ “ T pα¨¨¨δq

pρ¨¨¨τq, (3.19.24)

Tαβ¨¨¨δ
ασ¨¨¨τ (3.19.25)

を満たすとき，trace-free symmetric ツィスターという．

l

【命題 3.436】 　

1. 対称

»

—

–

2

0

fi

ffi

fl

-ツィスター

Sαβ “

˜

σAB ρAB1

τA1
B κA1B1

¸

(3.19.26)

の各成分は次の方程式を満たす：

∇CC1σAB “ ´iϵC
AτBC1 ´ iϵC

BρAC1 , (3.19.27)

∇CC1ρAB1 “ ´iϵC
AκC1B1 , (3.19.28)

∇CC1τBA1 “ ´iϵC
BκA1C1 , (3.19.29)

∇CC1κA1B1 “ 0. (3.19.30)

特に，primary part σABは方程式

∇pC
C1σ

ABq “ 0 (3.19.31)

を満たし，その任意の解は Sαβを一意的に決定する．

2. Sαβの primary partσABを用いて

Qab “ iσABϵA
1B1

´ iσ̄A1B1

ϵAB (3.19.32)

とおくと，QabはKilling-Yanoテンソル，すなわち

∇paQbqc “ 0 (3.19.33)

を満たす．さらに

ξa “
1

3
∇bQ

ba “ ´ρAB1

´ ρ̄AB1

(3.19.34)

はKillingベクトルとなる．
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l

【定義 3.437 (Killing spinor)】 　 pp, qq型スピノール場 ξA¨¨¨DR1¨¨¨T 1

が
方程式

∇pE
pU 1ξ

A¨¨¨Dq

R1¨¨¨T 1q
“ 0 (3.19.35)

を満たすとき，Killingスピノールという． l

【命題 3.438】 　

1. Trace-free symmetricツィスターのprimary part TA¨¨¨DR1¨¨¨T 1

“ λA¨¨¨DR1¨¨¨T 1

はKillingスピノールとなり，trace-free symmetricツィスターのす
べての成分を一意的に決定する．

2. ξA¨¨¨DR1¨¨¨T 1

をKillingスピノール，pa “ πAπ̄A1

を質量ゼロ粒子の運
動量とすると，

∇pπ
A “ 0 (3.19.36)

のとき，

Q “ ξA¨¨¨DR1¨¨¨T 1

πA ¨ ¨ ¨ πDπ̄R1 ¨ ¨ ¨ π̄T 1 (3.19.37)

は運動の保存量となる．

l

【命題 3.439】 　

1.

»

—

–

1

1

fi

ffi

fl

型エルミートツィスター

Eα
β “

˜

θAB ξAB1

ηA1B ζA1
B1

¸

(3.19.38)

の各成分は方程式

∇CC1ξAB1

“ iϵC1
B1

θAC ´ iϵC
AζC1

B1

, (3.19.39)

∇CC1θAB “ ´iϵC
AηC1B, (3.19.40)

∇CC1ζA1
B1

“ iϵC1
B1

ηA1C , (3.19.41)

∇CC1ηA1B “ 0 (3.19.42)

を満たす．
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2. Eα
βの primary part ξAB1

は方程式

∇pB
pB1ξ

Aq

A1q
“ 0 (3.19.43)

を満たし，conformal Killing vectorと１対１に対応する．

l

【命題 3.440 (角運動量ツィスター)】 　 運動量 pa “ pAA1

および角運動
量Mabのスピノール表示

Mab “ µ̄ABϵA
1B1

` µA1B1

ϵAB (3.19.44)

を用いて，

Aαβ “

˜

0 pA
B1

pA
1

B 2iµA1B1

¸

(3.19.45)

とおくと，Aαβは対称ツィスターとなる． l

3.19.1.3 Vector description

【命題 3.441 (Minkowski時空のコンパクト化)】 　

1. x̂ “ pxαβq pα, β “ 0, ¨ ¨ ¨ , 3qを反対称テンソルとして，

CM7 :“
␣

rxαβs P CP5
ˇ

ˇ xrαβxγδs “ 0
(

(3.19.46)

により，CP5の４次元コンパクト超曲面CM7を定義すると，

ds2 “ ϵαβγδdx
αβdxγδ (3.19.47)

はCM7に共形的に平坦な共形構造を与える．

2. ρ P GLp4,Cqを用いて，CP5のアフィン変換を

x̂ ÞÑ ρx̂ Tρ (3.19.48)

により定義すると，この変換はCM7に共形変換を誘導する．
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3. CM7の開集合 x23 ­“ 0を

x̂ “

¨

˚

˚

˚

˝

0 s ´w z̃

´s 0 ´z w̃

w z 0 1

´z̃ ´w̃ 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

(3.19.49)

ps “ zz̃ ´ ww̃qと座標付けすると，計量 ds2は

ds2 “ µpdzdz̃ ´ dwdw̃q (3.19.50)

と表され，複素Minkowski時空CM4と共形となる．

l

【定義 3.442】 　CM7の null２次元面は，その１次独立な接ベクトル
L,M から作られる bivector L^M が自己共役のとき，α平面という．ま
た，L ^ M が反自己共役のとき，β平面という． l

【命題 3.443】 　CM4の双 null座標を pz, z̃, w, w̃qとおく：

ds2 “ 2pdzdz̃ ´ dwdw̃q. (3.19.51)

1. CM4の自己双対２次形式の基底は

dz ^ dw, dz̃ ^ dw̃, dz ^ dz̃ ´ dw ^ dw̃ (3.19.52)

で与えられる．特に，自己双対 null２次形式 πabπab “ 0は

ζ20dz̃ ^ dw̃ ` ζ0ζ1p´dz ^ dz̃ ` dw ^ dw̃q ´ ζ21dz ^ dw (3.19.53)

と表される．

2. CM4の反自己双対２次形式の基底は

dz ^ dw̃, dz̃ ^ dw, dz ^ dz̃ ` dw ^ dw̃ (3.19.54)

で与えられる．特に，自己双対 null２次形式 πabπab “ 0は

ζ 12
0dz ^ dw̃ ` ζ 1

0ζ
1
1pdz ^ dz̃ ` dw ^ dw̃q ´ ζ 12

1dz̃ ^ dw (3.19.55)

と表される．
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l

【命題 3.444】 　 CM7の同次座標 x̂ “ pxαβqを用いると，各 α平面 Z

は，rZαs P CP3を用いて

xrαβZγs “ 0 (3.19.56)

と表される．特に，pZ2, Z3q ­“ 0に対して，この方程式は double null座
標を用いて，

Z2z̃ ` Z3w “ Z0, Z2w̃ ` Z3z “ Z1 (3.19.57)

と表され，接ベクトルは

L “ Z2Bz ´ Z3Bw̃, M “ ´Z2Bw ` Z3Bz̃ (3.19.58)

で与えられる． l

【定義 3.445】 　

1. CMの α平面の全体を (射影)ツイスター空間といい，PTと表す．
PTはCP3の開集合

CP3 ´ CP1 “
␣

rZαs P CP3
ˇ

ˇ pZ2, Z3q ­“ 0
(

となる．

2. CM7の開集合U に対して，U と交わる α平面の全体をU のツイス
ター空間といい，PpUqと表す：

PpUq “ tZ P PT | Z X U ­“ Hu (3.19.59)

3. CM7の開集合 U に対して，U ˆ PpUqの部分集合

F “ tpx, Zq P U ˆ PpUq | x P Zu (3.19.60)

を対応空間という．F から U およびPへの全射が存在する：

F

qÖ Œp

U P

(3.19.61)
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射影 qに対するファイバーはCP1，射影 pに対するファイバーは α

平面とU の交わりとなる．したがって，F は直積U ˆ CP1に同相
で，その部分集合UˆC上では p, qは具体的に次のように表される：

p : pw, z, w̃, z̃, ζq ÞÑ pλ, µ, ζq “ pζw ` z̃, ζz ` w̃, ζq (3.19.62)

q : pw, z, w̃, z̃, ζq ÞÑ pw, z, w̃, z̃q (3.19.63)

l
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3.20 解析空間

3.20.1 解析的部分集合

【定義 3.446 (複素部分多様体)】 　 n次元複素多様体M の部分集合N

に対し，各点 x P N の適当な近傍Uxにおいて，階数が kの正則な関数の
組 f1, ¨ ¨ ¨ , fkで，N X Uxが f1, ¨ ¨ ¨ , fkの共通零点となるものが存在する
とき，N をM の複素部分多様体という．N はそれ自体で n´ k次元の複
素多様体となる． l

【定義 3.447 (解析的部分集合)】 　

1. n次元複素多様体M の部分集合 V は，その各点 xに対して近傍Ux

とUx上の適当な正則関数の組 tf1, ¨ ¨ ¨ , fmuが存在して，V X Ux “

tz P Ux | f1pzq “ ¨ ¨ ¨ “ fmpzq “ 0uが成り立つとき，解析的部分集
合という．特に，各点の近傍で１個の正則関数の零点となる解析的
部分集合は主解析的部分集合または解析的超曲面という．

2. M の解析的部分集合 V に対して，V が x P V の近傍で複素部分多
様体となるとき，xを正則点といい，正則点全体からなる部分集合
をV ˚と表す．（V が空集合でなければ）V ˚は決して空集合となるこ
とはない．また，正則点以外の点を特異点といい，その全体V ´V ˚

を Vsと表す．

l

【定義 3.448 (既約性)】 　 複素多様体Mの解析的部分集合 V は，２つ
の解析的部分集合 V1, V2 ­“ V を用いて V “ V1 Y V2と表されるとき可約，
可約でないとき既約という． l

【命題 3.449】 　解析的部分集合V が既約であるための必要十分条件は，
V ˚が連結となることである． l

3.20.2 解析的局所モデル

【定義 3.450 (Cnの構造層)】 　 Cnの各開集合Uに対してU上の正則関
数の全体OpUqを対応させることにより得られる可換環の層をO “ OCn，
その z P Cn上でのストークOz をOn,z と表す．特に，On,0をOnと表記
する．On,zは局所環となるので，pCn,Oqは局所環付空間である． l
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【命題 3.451 (Onの性質)】 　

1. Onは局所環で，fp0q “ 0となる関数の全体がその極大イデアルと
なる．

2. Onは一意分解整域である．

3. (弱い零点定理）f P Onが既約で，h P Onが f の零点集合上でゼロ
となるなら，Onにおいて hは f により割り切れる．

l

【定義 3.452 (局所モデル)】 　 V を複素多様体M の解析的部分集合，
M の開集合 U に

I pUq “ tf P OMpUq | f |UXV “ 0 if U X V ­“ Hu

を対応させることにより定義されるOM のイデアル層をI，J をI の
部分層で

a

J “ I となるイデアル層する．このとき，商層OM{J は
（M ´ V 上でストークが自明となるので）V 上の局所環の層と見なすこ
とができる．M が Cnの開集合のとき，このようにして構成される局所
環付空間 pV,OV qを解析的局所モデル，層OV “ OM{J をその構造層と
いう，特に，J “ I のとき，pV,OV qを被約な解析的局所モデルという，

l

3.20.3 解析空間

【定義 3.453 (解析空間)】 　 局所環付空間 pX,OXqが解析空間であ
るとは，X が Hausdorffで，開被覆X “ YiUiと解析的局所モデルの系
pVi,OVi

qが存在し，局所環付空間としての同型 pUi,OX |Ui
q – pVi,OVi

qが
成り立つことである．また，解析的局所モデルと同型な開集合を座標近
傍とよぶ． l

【定義 3.454 (部分空間)】 　 pX,OXqを解析空間とする，

1. Xの開集合Uに対して，局所環付空間 pU,OX |Uqは解析空間となり，
pX,OXqの開部分空間という．
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2. X の閉集合 Z は，各座標近傍 U において Z X U が適当な有限個
の関数が生成するイデアル I Ă OXpUqの共通零点 V pIqとして表
されるとき，I pUq “ Iにより定義されるイデアル層をI として，
構造層 OZ “ OX{I |Z をもつ解析空間となる．このとき，pZ,OZq

は pX,OXqの閉部分空間，I はその定義イデアルと呼ばれる．さ
らに，解析空間 pY,OY qから pX,OXqへの射 pi, i˚qに対して，V “

ipY qとなる pX,OXqの閉部分空間 pV,OV qが存在し，射 pi, i˚qが同
型 pY,OY q – pV,OV qを誘導するとき，射 pi, i˚qは閉埋め込みと呼
ばれる，

l

【定理 3.455 (連接イデアル層)】 　 解析空間 pX,OXqの連接イデアル
層I と解析的閉部分空間 pV,OV qとは，V “ SupppI q，OV “ OX{I の
関係により，１対１に対応する． l

【定義 3.456 (特異点)】 　 解析空間 pX,Oqの点 xにおいて，Oxが正則
局所環となるとき，xは非特異点，そうでないとき特異点という． l

【命題 3.457】 　解析空間X が被約かつ既約のとき，その特異点集合
XsingはXの解析的閉部分集合で，その補集合はXで稠密となる． l

3.20.4 代数幾何学との対応

【定理 3.458 (GAGAの原理 [Serre JP (1956)])】 　 pX,OXqを射影的
スキーム，pXh,OXhqを対応するコンパクト複素解析空間とする．このと
き，X上の連接OX-加群層のカテゴリーから，Xh上の連接OXh-加群層
のカテゴリーへの自然な関手

pCohXq Ñ pCohXhq; F ÞÑ F h

は，カテゴリー同値を与える． l

【系 3.459】 　

1. 射影的スキームX上の任意の連接OX-加群層F と任意の整数 pに
対して，コホモロジー群の自然な写像

HppX,F q Ñ HppXh,F hq

は同型写像となる．
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2. 射影空間の複素解析的閉部分空間には，自然に代数的閉部分スキー
ムの構造がはいる．

3. 射影的スキームX,Y の間の複素解析空間としての射 g : Xh Ñ Y h

に対して，スキーム射 f : X Ñ Y が存在して，g “ fhとなる．

4. 射影的スキームXに対して，自然な準同型

p˚ : H1pX,Oˆ
Xq Ñ H1pXh,Oˆ

Xhq

は同型写像となる．

l

【定義 3.460 (Moishezon多様体)】 　コンパクト複素多様体Xは，その
有理型関数体に対して tr.d.KpX q “ dimX が成り立つとき，Moishezon

多様体という． l

【定義 3.461 (Hodge多様体)】 　コンパクトKähler多様体Xは，Kähler

類 (P H2pX ,Cq)がH2pX .Zqに含まれるとき，Hodge多様体という．[ă

[Har77]] l

【注 3.462 (射影的となる条件)】 　

1. 任意の１次元コンパクト複素多様体は射影的代数曲線である．[Rie-

mann]

1次元非特異：コンパクト “ 完備代数的 “ 射影的

2. 複素多様体が代数的であるためには，Moishezon多様体であること
が必要である．

3. ２次元以上では，定数以外に有理型関数をもたないコンパクト複素
多様体が存在する．したがって，代数的でないコンパクト複素多様
体が存在する．

4. 2次元Moishezon多様体は，射影的代数曲面となる．[Chow & Ko-

daira (1952)]

2次元非特異：コンパクト Ľ Moishezon “ 完備代数的 “ 射影的
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5. ３次元以上では，代数的でないMoishezon多様体が存在する．[Hi-

ronaka H (1960), Moishezon BG (1967)]

3次元以上で非特異：
コンパクト Ľ Moishezon Ľ 完備代数的 Ľ 射影的

6. すべてのMoishezon多様体は，非特異点を中心とするブローアップ
を有限回行うことにより射影的となる．[Moishezon]

7. Moishezon多様体はKählerならば，射影的である．[Moishezon BG

(1967)]

8. コンパクト多様体が射影的であるための必要十分条件は，Hodge多
様体となることである．[Kodaira K (1954)]

Kählerで非特異:

コンパクトĄ Hodge “ Moishezon “ 完備代数的 “ 射影的

[ă [Har77]] l

【定理 3.463 (Artinの代数化定理)】 　 xを解析空間Xの孤立特異点
とすると，C上の代数多様体Aとその特異点 P が存在し，Xにおける x

の適当な近傍とAを解析空間と見なした場合の P の適当な近傍が解析空
間として同型となる． l
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4 Algebraic Geometry

Last update: 2011/7/18

4.1 スキーム代数多様体

4.1.1 代数的局所モデル

4.1.1.1 アフィン代数多様体

【定義 4.1 (Zariski位相)】 　

1. kを体として，多項式環R “ krx1, ¨ ¨ ¨ , xnsを空間 kn上の関数の環
と見なすとき，Rのイデアル Iに属する関数の共通零点全体の集合
を Iにより定義される代数的部分集合といい，V pIqで表す．

2. knの代数的部分集合の全体は位相に対する閉集合の公理を満たす．
この位相はZariski位相という．

l

【命題 4.2 (アフィン空間)】 　空間 knにおいて，多項式環 krx1, ¨ ¨ ¨ , xns

をRと記し，そのイデアルから定義される Zariski位相を knに導入する．

1. f P Rとして，Upfq “ knzV pfqの全体はZariski位相の開集合の基と
なる．すなわち，任意のRのイデアル Iと点x P UpIq “ kn´V pIqに
対して，適当に fを取れば，x P Upfq Ă UpIq．また，Upfq Ă Upgq

なら，f “ gh(h P R)である．

2. kn上の前層を

Upfq ÞÑ Rpfq “ Rr1{f s,

Upfq Ă Upgq ÞÑ p “ pUpfqUpgq : Rpgq Ñ Rpfq; pp1{gq “ h{f

pf “ ghq

により定義する．この前層の層化により得られる層をOknとすると，
Okn の点 x “ aにおけるストークOkn,aは，MaをRの極大イデア
ル px1 ´ a1, ¨ ¨ ¨ , xn ´ anqとして，局所環 pRMa , RMaMaqとなる．こ
のようにして得られる局所環付空間 pkn,Oknqを体 k上の n次元ア
フィン空間といい，An

k と記す．また，R “ krx1, ¨ ¨ ¨ , xnsはその座
標環という．
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l

【定義 4.3 (アフィン代数多様体)】 　 局所環付空間としてのアフィ
ン空間 An

k “ pkn,Oknqにおいて，その座標環 Rのイデアル I は，対応
Upfq ÞÑ RpfqI により Okn のイデアル層I を与え，商層 Okn{I の台は
X “ V pIqとなる，したがって，この商層はX上の層OX と同一視でき，
また，X上の点 pでのストークは局所環Okn,p{Iとなる．このようにして
構成される局所環付空間 pX,OXqをアフィン代数的集合，I と R{I をそ
の定義イデアルおよび座標環という．また，既約なアフィン代数的集合
をアフィン代数多様体という． l

4.1.1.2 アフィンスキーム

【定義 4.4 (アフィンスキーム圏)】 　 Rを可換環，SpecpRqをその素イ
デアル全体の集合とする．この集合から次の方法で局所環付空間 pX,OXq

を構成する．

1, Rの任意の部分集合Eに対して，

V pEq “ tp P SpecpRq | E Ď pu ,

UpEq “ SpecpRq ´ V pEq

とおくとき，様々な Rのイデアル Iに対するV pIqの全体は閉集合の
公理を満たし，SpecpRqにZariski位相を定義する．以下，SpecpRq

にこの位相を付加した空間を X とおく．このとき，x P UpIqは，
I Ĺ pxと同等．

2. f P Rに対して，イデアル pfqに対応する閉集合と開集合をV pfq, Upfq

と書くことにすると，Upfqの全体はXの開集合の生成系となる．ま
た，Upfq Ă Upgqなら f “ gh ph P Rqとなる．

3. 対応

Upfq ÞÑ Rf “ Rr1{f s,

Upfq Ă Upgq ÞÑ p “ pgf : Rg Ñ Rf ; pp1{gq “ h{f

pf “ ghq

により，X上の前層を構成し，その層化により得られる層をOXと
おく．このとき，点 x上のストークは局所環Rpxとなる．
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このようにして構成される局所環付空間 pX,OXqを可換環Rの定めるア
フィンスキームといい，pSpecpRq, R̃qで表す．また，Rを座標環，OX “ R̃

を構造層という．アフィンスキームの全体とそれらの間の局所環付空間
としての射は，アフィンスキーム圏をつくる．

4. 特に，体 k上の多項式環 krx1, ¨ ¨ ¨ , xnsの剰余環R “ krx1, ¨ ¨ ¨ , xns{Iの
定めるアフィンスキームを体 k上の代数的アフィンスキームという． l

【定理 4.5 (環論との同値性)】 　 環の準同型写像 f : A Ñ Bとアフィ
ンスキームの射 pg, θq : SpecpBq Ñ SpecpAqの間には自然な一対一対応が
あり，可換環の圏からアフィンスキームの圏への反変関手はカテゴリー
の同値を与える：

pRingq Ñ pAf ´ Schqo, A ÞÑ SpecpAq. (4.1.1)

l

【定義 4.6 (加群層)】 　 環A上の加群M に対して，アフィンスキーム
X “ SpecpAq上のOX-加群層 M̃ を次の対応により定める：

Upfq ÞÑ ΓpUpfq, M̃q “ Mf “ Af bA M.

l

【定理 4.7】 　環AとそのアフィンスキームX “ SpecpAqに対して，A-
加群の圏からOX-加群層の圏への関手

pA ´ Modq Ñ pOX ´ Modq, M ÞÑ M̃ (4.1.2)

は，充満忠実な完全関手 (fully faithful exact functor)を与える． l

【定理 4.8 (アフィンスキーム上の準連接層のコホモロジー)】 　 Rを任
意の単位可換環として，X “ SpecpRqとおくと，任意の準連接OX 加群
層F に対して，

H0pX,F q “ ΓpX,F q,

H ipX,F q “ 0, @i ą 0.

[ă [宮西 90] ă Grothendieck A & Dieudonné J, EGA] l
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4.1.2 スキーム

4.1.2.1 基本定義

【定義 4.9 (スキーム圏)】 　

1. 局所環付空間 pX,OXqにおいて，Xの各点 xに対して xの開近傍U

と可換環Axが存在し，pU,OX |Uqと pSpecpAxq, Ãxqが局所環付空間
として同型となるとき，pX,OXqをスキーム，OX をその構造層と
いう．

2. スキームの開集合Uは，pU,OX |Uqがあるアフィンスキーム pSpecpAq, Ãq

に局所環付空間として同型となるとき，アフィン開集合と呼ばれる．

3. 二つのスキーム pX,OXqと pY,OY qの間の局所環付空間としての射
pf, ϕq : pY,OY q Ñ pX,OXqをスキームの射という．また，このよう
な射 f が存在するとき，Y をX上のスキーム，f を構造射という．

4. I が OX の準連接イデアル層ならば，Y “ SupppOX{I q,OY “

OX{I |Y として，pY,OY qはスキームである．このように表される
スキームをXの閉部分スキームという．

l

【定義 4.10 (S-スキーム圏)】 　 スキームXからスキームSへのスキー
ム射 f : X Ñ Sが存在するとき，射組 pX, fqないしXを S-スキーム，f
を構造射という．また，２つの S-スキーム f ;X Ñ S, g : Y Ñ Sの間の
射 h : X Ñ Y は，g˝h “ f となるとき S（上の）射 (morphism over S)と
呼ばれる．特に，kを体として，Specpkq上のスキームを単に k-スキーム
とよぶ． l

4.1.2.2 ファイバー積

【定義 4.11 (ファイバー積)】 　２つのS-スキーム f ;X Ñ S, g : Y Ñ S

に対して，それらのS-スキーム圏での直積，すなわち次の普遍写像性を満
たすS-スキームXˆSY Ñ SおよびS射p : XˆSY Ñ X，q : XˆSY Ñ Y

の組をファイバー積 (fibre product)という．
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任意の S-スキーム Z と S 射 a : Z Ñ X，b : Z Ñ Y に対して，
p˝c “ a, q˝c “ bとなる S射 c : Z Ñ X ˆS Y が一意的に存在．

特に，体 k上のスキームに対しては，k-スキームとしてのファイバー積を
しばしば直積とよぶ． l

【定理 4.12 (ファイバー積の存在)】 　 任意のの S-スキーム f ;X Ñ S,

g : Y Ñ Sに対して，ファイバー積X ˆS Y Ñ Sは常に存在する．tUiuiPI
をXのアフィン開被覆，tVjujPJをY のアフィン開被覆とするとき，XˆSY

のアフィン開被覆 tWijuiPI,jPJが存在して，Ui ˆS Vj – Wijとなる．また，
X,Y, Sがすべてアフィンスキームで，X “ SpecpAq, Y “ SpecpBq, S “

SpecpCqのとき，

SpecpAq ˆSpecpCq SpecpBq “ SpecpA bC Bq

が成り立つ． l

4.1.2.3 有限射と固有射

【定義 4.13 (分離的射)】 　 任意の S-スキームX に対して，p1˝∆ “

p1˝∆ “ idX により決まる S-射∆ : X Ñ X ˆS X を対角線射という．特
に，∆がXからX ˆSXの閉部分スキームへの同型射となっているとき，
Xは S上分離的 (separated)という． l

【定義 4.14 (（局所）有限型射)】 　 スキームXからアフィンスキーム
Y “ SpecpBqへの射 f に対して，Xのアフィン開被覆（有限アフィン開
被覆）Ui “ SpecpAiqiPIが存在して，Aiが f˚B上有限生成となるとき，f
は局所有限型（有限型）であるという．Y が一般のスキームのときには，
適当な Y のアフィン開被覆 tVjujPJ に対して，f |f´1pVjqが局所有限型（有
限型）となるとき，スキーム射 f : X Ñ Y は局所有限型（有限型）であ
るという． l

【定義 4.15 (固有射)】 　 スキームの射 f : X Ñ Y が次の条件を満たす
とき，固有射という．

i) f は分離的かつ有限型である．

ii) 任意の Y -スキームZに対して，射影X ˆY Z Ñ Zが閉写像である．
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l

【定義 4.16 (有限射)】 　 スキームの射 f : X Ñ Y は，Y の任意のア
フィン開集合 U の逆像 V “ f´1pUqがアフィンスキームとなるとき，ア
フィン射という．このアフィン射において，U “ SpecpAq, V “ SpecpBq

と書くとき，常にAがB上有限生成加群となるなら，f を有限射という．
l

【命題 4.17 (有限射の特徴付け)】 　 Y が局所Noetherスキーム（例え
ば代数的スキーム）のとき，スキーム射 f : X Ñ Y について，次の３つ
の条件は同値である：

i) 有限射．

ii) 固有かつアフィン射

iii) 固有射で，任意の y P Y について f´1pyqは有限集合．

l

4.1.2.4 局所自由層と準連接層

【定義 4.18 (局所自由層)】 　

1. スキーム pX,OXq上のOX-加群層F は，構造層の有限ないし無限
個の直和

À

λPΛ OX と同型となるとき，自由層 (free sheaf)という．
また，層F は，各点の適当な近傍 U でF |U が自由層となるとき，
局所自由層 (locally free sheaf)といい，rが U の取り方に依らない
ときは，rをF の階数 (rank)という．

2. 階数１の局所自由層を可逆層 (invertible sheaf)という．X 上の可
逆層の全体はテンソル積に関してAbel群となる．この群はPicard

群といい，PicpXqで表す．Picard群の単位元は OX，L の逆元は
L p´1q “ H omOX

pL ,OXqで与えられる．

l
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【命題 4.19 (局所自由層に対する射影公式)】 　 スキーム射 f : X Ñ Y ,

X 上のOX 加群層F および Y 上の有限階数局所自由層 G に対して，つ
ぎの公式が成り立つ：

f˚pF b f˚G q – f˚F b G .

l

【定義 4.20 (準連接層)】 　 スキームX上のOX 加群層F は，次の条
件を満たすとき準連接層 (quasi-coherent sheaf)であるという：

任意の点 P P Xに対して，その適当な近傍U Ă Xにおいて自由層
による表示（完全系列）

OΛ1
U ÝÝÝÑ OΛ0

U ÝÝÝÑ F |U ÝÝÝÑ 0

が存在する．

l

4.1.3 代数的スキーム

4.1.3.1 定義

【定義 4.21 (代数的スキーム)】 　 スキームは，有限個のアフィン開集
合からなる被覆 tUiuをもち，各アフィン開集合が代数的アフィンスキー
ムと同型となるとき，代数的スキームという．基礎体が kの代数的スキー
ム pX,OXqは自然に k-スキームX Ñ Specpkqとなる． l

【定義 4.22 (代数多様体)】 　 スキームは，各点の局所環がべきゼロ元
を持たないとき被約 (reduced)という．既約かつ被約で分離的な代数的ス
キームを代数多様体 (algebraic variety)という． l

【定義 4.23 (一般点と閉点)】 　 pX,OXqを基礎体が kの代数的スキー
ムとする．

1. 代数的スキームの点 xは，その閉包がスキーム全体となるとき生成
点または一般点 (generic point)という，これは，xが各アフィン開
近傍でゼロイデアルに対応することを意味し，したがって一意的で
ある．また，xの閉包が txuとなる点は閉点という，閉点は，それ
を含むアフィン開近傍で極大イデアルに対応する，
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2. k-スキームX Ñ Specpkqとしての構造より，kから各点 xの剰余体
kpxq “ OX,x{mxへの同型が定まる．したがって，開集合U に対し，
f P ΓpU,OXqの閉点 x P U での値が意味をもち，f を U(の閉点か
らなる部分集合）上の関数と見なすことができる．この同一視のも
とで，Xの任意のアフィン開集合U での有理関数体 kpUqは，U の
取り方によらずX に一般点 ηX での剰余体 kpXq :“ OX,ηX{mηX と
一致し，Xの有理関数体と呼ばれる．

l

【定義 4.24 (有理写像)】 　 ２つの代数多様体X,Y を与える．

1. U, V をX の開集合として，２つの射 f : U Ñ Y と g : V Ñ Y は
UXV で f “ gとなるとき，有理同値と定義する．この同値関係によ
るXの開集合からY への射の同値類を有理写像といい，f : X ù Y

で表す．

2. 代数多様体の間の射 f : X Ñ Y は，その像が Y の生成点を含むと
き，支配的 (dominating)であるという．有理写像については，それ
を代表する射が支配的なとき，支配的な有理写像という．支配的な
有理写像 f : X ù Y は，有理関数の単射 f˚ : kpY q Ñ kpXqを導
く．また，２つの有理写像 f : X ù Y, g : Y ù Zにおいて f が
支配的なら合成有理写像 g˝f : X ù Zが定まる．

3. 有理写像として逆写像が存在する有理写像を，双有理写像 (birational

map)という．射 f : X Ñ Y が双有理写像となるとき，双有理射
(birational morphism)という．このとき，f |U が同型射となる最大
の開集合 U に対して，E :“ XzU を f の例外集合 (exceptional set)

という．特に，Eが因子となるとき，例外因子 (exceptional divisor)

と呼ばれる．

l

4.1.3.2 ベクトル束と連接層

【定理 4.25 (局所自由層の平坦性)】 　 RをNoether環，X “ SpecpRq

とすると，連接OX 加群層F について，次の２条件は同値である：
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1) F は局所自由である．

2) 任意の点 P P Xに対して，FP はOX,P 平坦である．

これより，Xを代数的スキーム，F をX上の局所自由層とすると，任
意のOX 加群層の完全系列

0 ÝÝÝÑ A ÝÝÝÑ B ÝÝÝÑ C ÝÝÝÑ 0

は，完全系列

0 ÝÝÝÑ A bOX
F ÝÝÝÑ B bOX

F ÝÝÝÑ C bOX
F ÝÝÝÑ 0

を誘導する． l

【定義 4.26 (アフィン射)】 　 Bをスキーム S上のOS-加群の準連接層
で，OS-多元環の構造を持つものとする．このとき，次のようにして構成
される S-スキーム f : X “ SpecSB Ñ Sをアフィン射とよぶ:

1. S “ SpecpAqと書けるとき，B “ B̃ と表されるので，このとき
X “ SpecBと定義．

2.

l

【定義 4.27 (ベクトル束)】 　 代数的スキームX上の階数 rの局所自由
層F を与える．このとき，OX 上の対称積

Sym˚
OX

F “

8
à

j“0

Symm
OX

F

には，自然にOX多元環層の構造が入る．これより定まるX-上の代数的
スキーム

AXpF q :“ SpecXpSym˚
OX

F q

を，F に伴うX上のベクトル束 (vector bundle)という．特に，F が可
逆層のとき，AXpF qは直線束 (line bundle)と呼ばれる． l

【命題 4.28 (連接層)】 　 代数的スキーム pX,OXq上の連接OX-加群層
F について次が成り立つ，
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i) F の台は閉集合．

ii) x P X について，Fxが自由OX,x-加群なら，F は xの近傍で局所
自由である．

iii) X の各既約成分上に空でない開集合 U が存在して，F |U は局所自
由層となる．

l

【命題 4.29 (連接イデアル層)】 　 代数的スキーム pX,OXqを与える．
このとき，Xの閉部分スキーム Y にそのイデアル層OXp´Y qを対応させ
ることにより，閉部分スキーム全体のなす集合と連接イデアル層全体の
なす集合の間の１対１対応が得られる． l

4.1.3.3 非特異点・特異点

【定義 4.30 (非特異点・特異点)】 　 スキーム pX,OXqの点P において，
OX,P が正則局所環 (regular local ring)となるとき，P は非特異点 (non-

singular point)，そうでないとき特異点 (singular point)という．非特異
点において局所環OX,P の極大イデアルmP は，次元 d個の元 x1, ¨ ¨ ¨ , xd
で生成される．この生成元の列を正則パラメター系 (regular parameter

system)という．特に，P が閉点のとき，その適当な開近傍 U が存在し，
U内の任意の閉点Qにおいて x1 ´ x1pQq, ¨ ¨ ¨ , xd ´ xdpQqがmQの正則パ
ラメター系となる．このような x1, ¨ ¨ ¨ , xd P ΓpU,OXqを U における局所
座標系 (local coordinate system)という． l

【命題 4.31】 　スキームXが被約かつ既約のとき，その特異点集合Xsing

はXの閉部分スキームで，その補集合はXで稠密となる． l

4.1.3.4 接層・余接層

【定義 4.32 (接層・余接層)】 　 Xを体 k上の非特異 n次元代数多様体，
∆ : X Ñ X ˆ Xを対角線射，pi : X ˆ X Ñ X(i “ 1, 2)を射影とする．

1. mP を閉点P に対する極大イデアルとするとき，T ˚
P “ mP {m2

P をP

における余接空間，TP “ HomkpT ˚
P , kqを接空間という．
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2. XˆXにおける∆X “ ∆pXqの定義イデアル層をI “ OXˆXp´∆Xq

とする．Xの閉点 P の十分小さな開近傍 U における局所座標系を
x1, . . . , xnとすると，yi “ p˚

1xi, zi “ p˚
2xipi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqはアフィン

開近傍 V “ U ˆ U Ă X ˆ X における局所座標系となり，I |V は
z1 ´ y1, ¨ ¨ ¨ , zn ´ ynで生成される．したがって，I {I 2は∆X上の
階数 nの局所自由層となる．そこで，X上の階数 nの局所自由層を

Ω1
X “ p1˚pI {I 2q (4.1.3)

により定義し，Xの余接層 (cotangent sheaf)とよぶ．

3. 対応 zi ÞÑ xi, yi ÞÑ xipP qにより，Ω1
X,P {mPΩ

1
X,P からmP {m2

P への k

線形空間としての同型対応が存在する，

4. OX からΩ1
X への k-加群層としての射を

d “ p1˚˝pp˚
2 ´ p˚

1q : OX Ñ Ω1
X (4.1.4)

により定義し，微分写像 (derivation)という．このとき，任意のs, t P

ΓpU,OXqおよび c P kに対して，次が成り立つ：

(1) dps ` tq “ ds ` dt

(2) dpctq “ cdt

(3) dpstq “ sdt ` tds

これより，ΓpU,Ω1
Xqは，dxi “ zi ´ yiにより生成される．

5. 余接層の双対層として，接層 (tangent sheaf) TX “ H omOX
pΩ1

X ,OXq

が定義される．接層の切断は正則ベクトル場という．余接層の基底
dx1, ¨ ¨ ¨ , dxnの双対基底を B1, ¨ ¨ ¨ , Bnとすると，正則ベクトル場 v

は
v “ hiBi (4.1.5)

と表される．

l
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4.1.3.5 微分形式

【定義 4.33 (微分形式)】 　 Xを体 k上の非特異 n次元代数多様体，Ω1
X

をその余接層とする．

1. Ω1
X の外積により定義される局所自由層

Ωp
X “ ^pΩ1

X (4.1.6)

を p次微分形式の層 (sheaf of differential p-form)という．U におけ
る局所座標系を x1, ¨ ¨ ¨ , xnとすると，p次微分形式 s P ΓpU,Ωp

Xqは

s “ hi1¨¨¨indx1 ^ ¨ ¨ ¨ dxn (4.1.7)

と表される．

2. 層Ωp
X には，自然に外積 (exterior product)

^ ; Ωp
X bOX

Ωq
X Ñ Ωp`q

X (4.1.8)

が定義される．また，次の条件を満たす外微分 d : Ωp
X Ñ Ωp`1

X が一
意的に定まる： s P ΓpU,Ωp

Xq, t P ΓpU,Ωq
Xqに対して

(1) dps ` tq “ ds ` dt

(2) dps ^ tq “ ds ^ t ` p´1qps ^ dt.

3. 非特異代数多様体の間の正則写像f : X Ñ Y に対して，OX加群層と
しての引き戻し準同型写像 (pull-back homomorphism)f˚ : f˚Ωp

Y Ñ

Ωp
X を，次の２条件により一意的に定義することができる：

1) p “ 0のとき，関数の引き戻し写像 f˚OY Ñ OX と一致．

2) 任意の局所的な切断 sに対して，f˚pdsq “ dpf˚sq．

3) f˚ps ^ tq “ f˚t ^ f˚sが成り立つ．

l

【定義 4.34 (標準層)】 　 Xをn次元非特異代数多様体とするとき，Ωn
X

は可逆層となる．この可逆層を標準層 (canonical sheaf)といい，ωXで表
す． l
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4.1.4 解析空間との対応

【注 4.35 (一般的事実)】 　 X,Y をスキーム，Xh, Y hを対応する解析
空間とする．

1. XがC上分離的 ô XhがHaussdorff．

2. Xが Zariski位相に関して連結 ô Xhが連結．

3. Xが被約 ô Xhが被約．

4. Xが非特異 ô Xhが複素多様体．

5. 射 f : X Ñ Y が固有 ô 射 fh : Xh Ñ Y hが固有（すなわち，コ
ンパクト集合の fhによる逆像が常にコンパクト）．

6. Xが完備 ô Xhがコンパクト．

l
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4.2 因子と加群層

4.2.1 正規多様体

【定義 4.36 (正規性)】 　 スキームXは，任意の点での局所環が正規環
となるとき正規 (normal)であるという． l

【命題 4.37 (アフィンスキームの正規性)】 　 Aが整域のとき，アフィ
ンスキームX “ SpecpAqに対して，次は同値である：

(1) Xは正規である．

(2) 任意の閉点 P P Xに対して，OX,pは正規環である．

(3) Aは正規環である．

[ă [川又 97] ă Atiyah M & MacDonald I (1969)] l

【定理 4.38 (正規化定理)】 　

1. 任意の代数多様体Xに対して，正規代数多様体 X̃と双有理有限射
f : X̃ Ñ X の組 pX̃, fqが双正則同型を除いて一意的に存在する．
この組をXの正規化という．

2. f : X̃ Ñ Xを正規化とすると，Xのアフィン開集合U “ SpecpAqに
対して，Xの関数体 kpXqでのAの整閉包を Ãとすると，f´1pUq “

SpecpÃqとなる．

3. f : X Ñ Y を代数多様体の間の支配的な射（像が一般点を含む
射），νX : X̃ Ñ X と νY : Ỹ Ñ Y を正規化とする．このとき，
f ˝νX “ νY ˝f̃ となる射 f̃ : X̃ Ñ Ỹ が一意的に定まる．

l

【定理 4.39 (正規多様体の性質)】 　

1. Xを正規代数多様体とすると，その特異点集合は余次元が２以上の
閉部分多様体となる．逆に，非特異代数多様体内の閉超曲面X に
対しては，Xの特異点集合の余次元が２以上ならXは正規となる．

2. X を代数多様体，U を XzU の余次元が２以上となる正規開集合，
j : U ãÑ X を開部分スキームとしての埋め込みとする．このとき，
次の２条件は同値である：
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i) Xは正規．

ii) OX “ j˚pOX |Uq.

iii) X上の任意の局所自由層F に対して，自然な準同型写像F Ñ

j˚pF |Uq（すなわち，任意のV に対して，p : ΓpV,F q Ñ ΓpUX

V,F q）は全単射．

l

4.2.2 因子

4.2.2.1 Weil因子とCartier因子

【定義 4.40 (因子可逆層対応)】 　 Xを正規代数多様体とする．

1. Xの余次元１の閉部分多様体を素因子 (prime divisor)，素因子の整数
係数形式和を (Weil)因子 (Weil divisor)という．因子D “

ř

i niDi

は，すべての係数が ni ě 0となるとき有効因子 (effective divisor)

という．因子全体のなす加法群をZ1pXqで表す．

2. X は正規なので，任意の素因子 Di に対応する X の（スキームと
しての）点を ηi とすると，局所環 OX,ηi は離散付値環となる．対
応する付値を ordDi

とすると，任意の有理関数 f “ a{b P kpXqに
対して，Diに沿う位数が ordDi

pfq “ ordDi
paq ´ ordDi

pbqにより定
義される．したがって，解析空間の場合と同様に，有理関数の因子
pfq “

ř

Di
ordDi

pfqDiが定義できる．

3. 因子Dが局所方程式をもつ，すなわち任意の点に対して開近傍 U

とその上の有理関数 hU P kpUqが存在して D|U “ phUqが成り立
つとき，DはCartier因子であるという．Cartier因子全体のなす
Z1pXqの部分群をDivpXqで表す．

4. Cartier因子Dに伴う可逆層OXpDqを，有理関数体 kpXqの定数層
MX の部分層として次のように定義する：

ΓpU,OXpDqq “ tg P ΓpU,MXq | pgq ` D|U ě 0u . (4.2.1)

特に，有効なCartier因子Dに対して，OXp´Dqは連接イデアル層
となり，Dに対応する閉部分スキームを定義する．

284 目次へ



目次へ

（注：Cartierでない因子Dに対してもOX加群層OXpDqを上記の
式により定義することができる．ただし，この場合，OXpDqは階数
１の連接層となるが可逆層とならない．）

5. 可逆層L に対して，L bOX
MX の切断 sをL の有理切断 (ratio-

nal section)という．各点の適当な開近傍U において，ΓpU,L bOX

MXq – kpUqより，大域的有理切断 s P ΓpX,L bOX
MXqに対して

は，U上で kpUq{O˚
XpUqの元が一意的に定まるので，U上での因子

psq|Uが有理関数の因子と同様に定まる．このようにして構成された
異なる開集合上の因子は，整合的に張り合わされてX上のCartier

因子 psqを与える．L の U 上での局所切断 tが正則である条件は
ptq|U ě 0となるので，f “ t{sとおくと，ΓpU,L qは pfq`psq|U ě 0

となる．したがって，４の定義より，OXppsqq “ L となり，また，
切断 sは 1 P ΓpX,M pXqq “ kpXqに対応する．よって，1 P kpXq

に対応するOXpDqの大域的有理切断を sDとすると，D “ psDqが
成り立つ．

l

【命題 4.41 (Weil因子に対応する連接層)】 　 滑らかな代数多様体で
は，Weil因子は常にCartier因子となる．さらに，一般に，Xを正規代数
多様体，X0をその非特異部分からなる開部分多様体，j : X0 ãÑ X を埋
め込みとすると，X上のWeil因子DはX0上でCartier因子となり可逆
層OX0pD|X0qを定め，さらにその jによる順像

OXpDq :“ j˚OX0pD|X0q

は連接層となる． l

【定義 4.42 (Cartier因子の引き戻し)】 　 f : Y Ñ Xを正規代数多様
体間の射，DをX上のCartier因子とする．もし，Dの各既約成分が像
fpY qを含まないならば，f˚OXpDqは再び可逆層となり，Supppf˚Dq “

f´1pSupppDqqおよびOY pf˚Dq “ f˚OY pDqとなる Y 上のCartier因子と
して引き戻し (pull-back)f˚Dが次のようにして定まる：Xの各点の適当
な近傍でD|U “ divphqのとき，f˚D|f´1pUq “ divpf˚hq. l
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4.2.2.2 標準因子

【定義 4.43 (標準因子)】 　 Xが非特異代数多様体のとき，その標準層
ωXに対応する因子KXを標準因子という．また，Xが正規代数多様体の
ときには，Xの非特異部分をU として，KU から一意的に決まるX上の
Weil因子を標準因子KX と定義する． l

【例 4.44 (Pnの標準因子)】 　 Pnの可逆層OPnに対応する因子は

OPnpmq ô D “ mH (Hは超平面). (4.2.2)

特に，標準層は
ωPn – OPnp´n ´ 1q, (4.2.3)

標準因子は
KPn “ ´pn ` 1qH (4.2.4)

となる．
実際，斉次座標系

An`1 Q pX0, X1, ¨ ¨ ¨ , Xnq ÞÑ rX0 : X1 : ¨ ¨ ¨ : Xns P Pn (4.2.5)

を用いると，
s “ dpX1{X0q ^ ¨ ¨ ¨ ^ dpXn{X0q (4.2.6)

は ωPnの有理切断を与え，j ­“ 0に対して

s “ ´pX0{Xjq
´n´1dpX0{Xjq^¨ ¨ ¨ dpXj´1{Xjq^dpXj`1{Xjq ¨ ¨ ¨^dpXn{Xjq

(4.2.7)

より，KPn – ˜psq “ ´pn ` 1q ˜ pX0q – ´pn ` 1qH. l

【定理 4.45 (標準因子の変換公式)】 　 Xを滑らかな代数多様体，Y を
その滑らかな素因子とする．このとき，

pKX ` Y q|Y “ KY

すなわち，
OXpKX ` Y q bOX

OY “ OY pKY q

が成り立つ． l
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4.3 射影的スキーム

4.3.1 射影的スキームの位置付け

【注 4.46】 　
1. すべての代数的多様体は完備な代数的多様体に稠密な開部分スキー
ムとして埋め込むことができる．[Nagata M (1962)]

2. すべての完備な代数曲線は射影的である．

3. すべての非特異で完備な代数曲面は射影的である．[Zeriski O (1958)]

4. 特異で完備な非射影的代数曲面が存在する．[Nagata M (1957)]

5. 非特異かつ完備で非射影的な３次元代数多様体が存在する．[Nagata
M (1958), Hironaka H (1960)]

[ă [Har77]] l

4.3.2 Projスキーム

【定義 4.47 (定義)】 　 A “
À

j Ajを任意の非負の次数付き環（j ă 0の
ときAj “ 0）とする．t P k˚によるAの線形変換を a P Aj ÞÑ tja P Ajに
より定義し，それらの作る変換群をGmで表す．AからスキームProjpAq “

pX,OXqを次のように構成する：

1. 点集合としては，Aの斉次素イデアル pでA` “
ř

ją0Ajを含まな
いものの全体をXとする．

X “ tp P SpecpAq | Gmp Ă p, A` Ć pu . (4.3.1)

2. Aの適当な斉次イデアル Iを用いて

Ṽ pIq “ tp P X | I Ă pu “ V pIq X X (4.3.2)

と表される部分集合をXの閉集合と定義する．これは閉集合の公理
をみたし，Xに位相を定義する．このとき，斉次元 h P Aを用いて

Ũphq “ ProjpAqzṼ pphqq “ tp P ProjpAq | h R pu

“ ProjpAq X Uphq, Gmphq “ phq (4.3.3)

と表される集合の族が開集合の基本系となり，基本開部分集合と
いう．
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3. A`に属する斉次元 hに対して，局所化Ahの次数ゼロの元の作る部
分環をAphq “ Ah,0とおくとき，基本開部分集合 Ũphqは，位相空間
として SpecpAphqqと同相となる．そこで，対応

Ũphq ÞÑ ΓpŨphq,OXq “ Aphq “ tf P Ar1{hs | Gmf “ fu (4.3.4)

により前層をつくり層化をすると，Xは局所環付空間となり，Ũphq

はアフィン開集合となる：

OX |Ũphq “ Ãphq, (4.3.5)

OX,p “ Appq “ tf P Ap | Gmf “ fu . (4.3.6)

すなわち，ProjpAqは SpecpAqzp0（p0は原点に対応する素イデアル）を
Gmの作用で不変な”点”および関数に制限したものである． l

【命題 4.48 (Proj関手の非単射性)】 　 次数付環A “
À

jě0Ajと正の
整数 dに対して，Apdq :“

À

jě0Adjと定義する．このとき，自然な同型

ProjpAq Ñ ProjpApdqq; p ÞÑ p X Apdq (4.3.7)

が存在する． l

【定義 4.49 (Proj上の準連接層)】 　 Aを非負の次数付環，M “
À

jPZMj

をA上の次数付加群とする．t P Gm “ k˚のM への作用を，v P Mj ÞÑ

tjv P Mjにより定義する．

1. ProjpAqの各基本開集合 Ũphqで

M̃ |Ũphq “ M̃phq; (4.3.8)

Mphq :“ tv P Mh “ M bA Ah | Gmv “ vu (4.3.9)

とおくことにより，ProjpAq上の準連接層 M̃ が定義される．

2. 特に，整数mに対して，次数付A加群Apmqを

Apmqj “ Am`j (4.3.10)

により定義するとき，X “ ProjpAqに対して

OXpmq :“ ČApmq (4.3.11)

と定義する．
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l

【命題 4.50 (Projの閉部分スキーム)】 　 Aを非負の次数付環，Iをそ
の斉次イデアルとする．このとき，ProjpA{Iqは，台が Ṽ pIq，構造層が
OX{Ĩとなるような ProjpAq “ pX,OXqの閉部分スキームになる． l

4.3.3 射影的スキーム

【定義 4.51 (射影空間)】 　 A “ krx0, ¨ ¨ ¨ , xnsにおける次数付けを，
t P Gm “ k˚の作用を xj Ñ txj により定義することで定める．この次数
付けでの ProjpAqを射影空間という：

Pn :“ Projpkrx0, ¨ ¨ ¨ , xnsq “ pAn`1 ´ t0uq{Gm, (4.3.12)

l

【命題 4.52 (射影空間の連接層)】 　 射影空間 Pn “ Projpkrxsq (rxs “

rx0, ¨ ¨ ¨ , xns)において，M がその有限個の斉次元から生成される次数付
krxs-加群ならば，M̃ は Pn上の連接層となる．M の生成元を v1, ¨ ¨ ¨ , vk,

その次数を d1, ¨ ¨ ¨ , dkとすると，基本開集合 Ũphq (degphq “ d)において

ΓpŨphq, M̃q “
ÿ

j

OPnpŨphqqrxsdlj´djh
´ljvj (4.3.13)

となる．ここで，ljは dlj ´ dj ě 0となる整数，RrxsmはR係数のm次
同次多項式の全体で張られるR加群．
特に，任意の整数mに対して，Apmq “ krxspmqは次数´mの１個の
元 1により生成される次数付 krxs-加群なので，OPnpmqは可逆層となり，
アフィン開集合 Uj “ Ũpxjqでは

ΓpUj,OPnpmqq “ krx{xjs x
m
j pj “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , nq (4.3.14)

となる．したがって，大域的切断は

ΓpPn,OPnpmqq “ pkrx0, ¨ ¨ ¨ , xnsqm (m次の斉次多項式の全体) (4.3.15)

l
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【定義 4.53 (射影的スキーム)】 　 スキームXは適当な次元の射影空間
Pnへの閉部分スキームとしての埋め込みX ãÑ Pnが存在するとき，射影
的スキーム (projective scheme)という．射影的スキームは代数的スキーム
である．特に，Xが代数多様体となるときには，射影的多様体 (projective

variety)という． l

【定理 4.54 (射影的スキームの分離性)】 　 射影的なスキームは分離的
代数的スキームとなる． l

【定義 4.55 (重み付き射影空間)】 　 ta0, ¨ ¨ ¨ , anuを最大公約数が１とな
る正整数の組とする．Ga0,¨¨¨ ,an “ k˚ Q tのA “ krx0, ¨ ¨ ¨ , xnsへの作用（準
同型）を xj ÞÑ tajxjにより定め，この作用によりかかる tのベキによりA

の各元の次数付けを行う．このようにして得られる次数付環をAa0,¨¨¨ ,anと
するとき，ProjpAa0,¨¨¨ ,anqを重み付き射影空間 (weighted projective space)

といい，

Ppa0, ¨ ¨ ¨ , anq “ ProjpAa0,¨¨¨ ,anq “ pAn`1 ´ t0uq{Ga0,¨¨¨ ,an (4.3.16)

で表す．これは，Pnの商空間となる：

Ppa0, ¨ ¨ ¨ , anq “ Pn{pZa0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Zanq. (4.3.17)

l

【命題 4.56 (Projの射影性)】 　 重み付き射影空間Ppa0, ¨ ¨ ¨ , anqは，射
影的代数多様体である．これより，次数付環Aにおいて，A0 “ kでAが
A0上有限個の斉次元で生成されるならば，ProjpAqは射影的スキームと
なる． l

4.3.4 連接層

【定義 4.57 (大域的切断で生成される連接層)】 　 X を代数的スキー
ム，F をX 上の連接層，V をF pXqの有限次元部分空間とする．自然
なOX加群層の射 V bk OX Ñ F が全射となるとき，F は V で生成され
る (generated)という．特に，V “ F pXqのとき，F は大域的切断で生
成されるという． l
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【定義 4.58 (可逆層の豊富さ)】 　 Xを射影的スキームとして，その射
影空間 Pnへの埋め込みにより

OXpmq :“ OPnpmq bPn OX (4.3.18)

とおく．L をX上の可逆層とするとき，

1) （適当な埋め込みにより）L – OXp1qとなるとき，非常に豊富 (very

ample)であるという．

2) 適当な正の整数mが存在して，L bmが非常に豊富となるとき，豊
富 (ample)であるという．

3) 適当な正の整数mが存在して，L bmが大域的切断で生成されると
き，半豊富 (semi-ample)であるという．

l

【定理 4.59 (大域的切断と豊富さ)】 　 X を射影的なスキーム，L そ
の上の可逆層する．このとき，X上の任意の連接層F に対して整数m0

が存在し，任意の整数m ě m0に対してF b L bmは大域的切断で生成
される． l

【定理 4.60 (大域的切断と射影射)】 　 代数的スキームX 上の可逆層
L とL を生成する有限次元線形部分空間 V Ă H0pX,L qを与える．こ
のとき，射

ΦV : X Ñ PpV q

が存在して，L “ Φ˚
V OPpV qp1qとなる． l

【定理 4.61 (射影性とProjの関係)】 　 Xを射影的スキーム，L をそ
の上の半豊富な可逆層とする．このとき，次数付環

A “
à

mě0

H0pX,L bmq (4.3.19)

は有限生成な k 多元環となる．さらに，L が豊富な可逆層なら，X –

ProjpAqが成り立つ． l
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4.3.5 双対定理と消滅定理

【定理 4.62 (射影的スキーム上の連接層のコホモロジー)】 　 F を射
影的スキームX 上の連接層とする．このとき，任意の整数 pに対して，
HppX,F qは有限次元 k-ベクトル空間となる．また，p ą n “ dimX な
らば，HppX,F q “ 0となる．[ă [川又 97] ă [Har77]] l

【定理 4.63 (Serreの双対定理)】 　 Xを滑らかで射影的な n次元代数
多様体，F をその上の局所自由層，F̌ “ H omOX

pF ,OXqをその双対層
とする．このとき，

H ipX,F q – Hn´ipX, F̌ b ωXq1 (4.3.20)

が成り立つ．ここで，右辺において V 1は線形空間 V の双対空間を表す．
特に，可逆層OXpDqに対して，

H ipX,OXpDqq – Hn´ipX,OXpKX ´ Dqq1 (4.3.21)

また，Ωpを正則 p-形式の層として，

HqpX,Ωpq – Hn´qpX,Ωn´pq1. (4.3.22)

[ă [Har77]] l

【定理 4.64 (小平の消滅定理 [Kodaira K (1963)])】 　 Xを滑らかで射
影的なC上の n次元代数多様体，L をその上の豊富な可逆層とする．こ
のとき，

HppX,L b ωXq “ 0 for p ą 0, (4.3.23a)

HqpX,L b´1q “ 0 for q ă n. (4.3.23b)

l

【注 4.65】 　小平の消滅定理は，係数体の標数が正の時には成り立たな
い．[Raynaud] [ă [Har77]] l

【定理 4.66 (Serreの消滅定理，豊富性の判定条件)】 　 Xを射影的な
スキームとするとき，その上の可逆層L に対するつぎの２つの条件は同
値である：
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(1) L は豊富である．

(2) X上の任意の連接層F に対して，整数m0が存在して，任意の正の
整数 pおよび任意の整数m ě m0に対して，HppX,F b L bmq “ 0

となる．

[ă [川又 97] ă [Har77]] l

4.3.6 線形系

【定理 4.67 (完備線形系)】 　 Xを正規な射影的代数多様体，Dをその
上のCartier因子とするとき，次の全単射が存在する：

P
`

H0pX,OXpDqq
˘

Ñ |D| :“ tD1 | D1 ě 0, D1 „ Du .

ここで，有効なCartier因子の集合 |D|をDの完備線形系 (complete linear

system)という． l

【定義 4.68 (線形系)】 　 Xを正規な射影的代数多様体とする．

1. DをX上のCartier因子とするとき，H0pX,OXpDqqの有限次元線形
部分空間V に対応する完備線形系 |D|の射影的線形部分空間Λを線
形系 (linear system)という．dimV “ r`1のとき，Λ – PpV q – Pr

となるので，rを線形系Λの次元という．

2. Xの点P は，すべての因子D1 P Λに対して，P P SupppD1qとなる
とき，線形系Λの固定点 (fixed point)であるという．固定点全体の
集合BsΛは閉集合をなす．

3. 点 P が線形系 Λの固定点でないとき，Λは P で自由 (free)である
という．すべての点で自由な線形系は，単に自由な線形系という．

4. 線形系 Λにおいて，任意のD1 P Λに対し F ď D1となる有効因子
F のうちで最大のものを，Λの固定部分 (fixed part)といい，M “

D ´ F を可動部分 (movable part)という．

l
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4.3.7 交点数

【定義 4.69 (コンパクト複素解析多様体における交点数)】 　 Mを n次
元の（なめらかとは限らない）コンパクト複素解析多様体とする．この
とき，Mの特異点集合は余次元が２以上のコンパクト閉集合となるので，
M の基本ホモロジー類 rM s P H2npM,Zqが一意的に定まる．同様に，M
の d次元閉部分多様体 Z には，ホモロジー類 rZs P H2dpM,Zqが一意的
に対応する．

1. 指数関数 ephq “ expp2π
?

´1hqによる完全系列

0 ÝÝÝÑ Z ÝÝÝÑ OM
e

ÝÝÝÑ Oˆ
M ÝÝÝÑ 0

より，コホモロジー完全系列

H1pM,OMq
e

ÝÝÝÑ H1pM,Oˆ
Mq

c1
ÝÝÝÑ H2pM,Zq

が導かれる．M上の可逆層L をH1pM,Oˆ
Mqの元とみなすとき，こ

の完全系列により定義されるコホモロジー類 c1pL q P H2pM,Zqを
L の第１Chern類という．この定義より，

c1pL b M q “ c1pL q ` c1pM q

が成り立つ．

2. M 上の可逆層L1, ¨ ¨ ¨ ,Ldと d次元の閉部分多様体Zに対して，交
点数 (intersection number) pL1 ¨ ¨ ¨ Ld ¨ Zqを

pL1 ¨ ¨ ¨ Ld ¨ Zq :“ pc1pL1q Y ¨ ¨ ¨ Y c1pLdqqrZs P Z

により定義する．pL1 ¨ ¨ ¨ Ln ¨Mqは，しばしば，pL1 ¨ ¨ ¨ LnqM ない
し pL1 ¨ ¨ ¨ Lnqと表す．

3. M の d-次元閉部分多様体の形式的整数係数有限和 Z “
ř

j ajZj を
d-サイクルという．このとき，

pL1 ¨ ¨ ¨ Ld ¨ Zq :“
ÿ

j

ajpL1 ¨ ¨ ¨ Ld ¨ Zjq

と定義する．

l
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【定義 4.70 (射影的代数多様体での交点数)】 　 Mが射影的代数多様体
Xに伴うコンパクト解析的多様体であるとき，X上の可逆層L1, ¨ ¨ ¨ ,Ld

と代数的 dサイクルZとの交点数を

pL1 ¨ ¨ ¨ Ld ¨ Zq :“ pL h
1 ¨ ¨ ¨ L h

d ¨ Zhq

により定義する． l

【命題 4.71 (被覆写像と交点数)】 　 f : Y Ñ Xを２つの n次元射影的
代数多様体の間の全射正則射，m “ rCpY q : CpXqsを関数体の拡大次数
とする．このとき，

i) f˚rY hs “ mrXhs P H2npXh,Zqとなる．

ii) X 上の可逆層たちLi pi “ 1, ¨ ¨ ¨ .nqに対して，pf˚L1 ¨ ¨ ¨ f˚Lnq “

mpL1 ¨ ¨ ¨ Lnqとなる．

l

【定義 4.72 (Cartier因子の交点数)】 　 Xを n次元の射影的代数多様
体とする．X上のCartier因子Di pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , dqおよび d次元閉部分多様
体Zに対して

pD1 ¨ ¨ ¨Dd ¨ Zq;“ pOXpD1q ¨ ¨ ¨ OXpDdq ¨ Zq

と定義する． l

【定理 4.73 (Cartier因子のChern類)】 　 Dを滑らかな射影的代数
多様体X上のCartier因子，rDs˚をそのホモロジー類のPoincaré双対と
するとき，次の関係式が成り立つ：

c1 pOXpDqq “ rDs˚ P H2pXh,Zq.

l

【定理 4.74 (Euler数の評価)】 　 Xを n次元の射影的スキーム，L を
可逆層，F を連接層とする．

1. χpX,F b L bmqはmに関して次数が高々nの多項式となる．

2. 任意の正の整数 pに対して，dimHppX,F b L bmqはmに関する
n次の多項式で上からおさえられる．

l
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4.3.8 Riemann-Rochの定理

この節では，係数体はすべてCとする．

4.3.8.1 Chern標数とTodd標数

【定理 4.75 (Chern類の存在)】 　 滑らかな射影的代数多様体 X 上
の階数 rの局所自由層F に対して，次の性質を満たす i番目の Chern

類 cipF q P H2ipXh,Zq (0 ď i ď r)が定義できる．ただし，cpF q “
řr

i“0 cipF q P H˚pXh,Zqは全Chern類である．

0) c0 “ 1.

1) 滑らかな射影的代数多様体間の正則射f : X Ñ Y に対して，cpf˚F q “

f˚cpF q．

2) 局所自由層たちの完全系列 0 Ñ F1 Ñ F2 Ñ F3 Ñ 0に対して，
cpF2q “ cpF1qcpF3q．

3) 可逆層L に対して，cpL q “ 1 ` c1pL q．

l

【定理 4.76 (Chern類の別の定義)】 　 滑らかな射影的代数多様体X

上の階数 rの局所自由層F に対して，p : Y “ PpF q Ñ Xを対応する射
影空間束，ξ “ c1pOY p1qqとすると，

r
ÿ

i“0

p´1qip˚cipF qξr´i “ 0

が成り立つ． l

【命題 4.77 (接束の第１Chern類)】 　 c1pF q “ c1pdetpF qqとなる．
特に，cpXq :“ cpTXqと定義すると，c1pXq “ c1p´KXqが成り立つ． l

【定義 4.78 (Chern標数)】 　 滑らかな射影的代数多様体X上の階数
rの局所自由層F に対して，次数 1の形式元 ξj (j “ 1, ¨ ¨ ¨ , r)を用いて
その全Chern類を

cpF q “

r
ź

j“1

p1 ` ξjq
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と形式的に分解する．このとき，

chpF q :“
ÿ

j

eξj P H˚pX,Qq

によって定義される全コホモロジー環の元 chpF qをChern標数 (Chern

characteristic)という．このとき，

chpF q “

8
ÿ

i“0

chipF q; chipF q P H ipX,Qq

により定義されるコホモロジー類 chipF qは c1pF q, ¨ ¨ ¨ , cipF qの（rに依
存しない）多項式となる．具体的な形は，

ch0 “ r,

ch1 “ c1,

ch2 “
1

2

`

c21 ´ 2c2
˘

,

ch3 “
1

6

`

c31 ´ 3c1c2 ` 3c3
˘

,

ch4 “
1

24

`

c41 ´ 4c21c2 ` 4c1c3 ` 2c22 ´ 4c4
˘

.

l

【定義 4.79 (Todd標数)】 　 滑らかな射影的代数多様体X上の階数 r

の局所自由層F に対して，次数 1の形式元 ξj (j “ 1, ¨ ¨ ¨ , r)を用いてそ
の全Chern類を

cpF q “

r
ź

j“1

p1 ` ξjq

と形式的に分解する．このとき，

tdpF q :“
ź

j

ξj
1 ´ e´ξj

P H˚pX,Qq

によって定義される全コホモロジー環の元 tdpF qをTodd標数 (Todd char-

acteristic)という．このとき，

tdpF q “

8
ÿ

i“0

tdipF q; tdipF q P H ipX,Qq
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により定義されるコホモロジー類 tdipF qは c1pF q, ¨ ¨ ¨ , cipF qの（rに依
存しない）多項式となる．具体的な形は，

td0 “ 1,

td1 “
1

2
c1,

td2 “
1

12

`

c21 ` c2
˘

,

td3 “
1

24
c1c2,

td4 “
1

720

`

´c41 ` 4c21c2 ` 3c22 ` c1c3 ´ c4
˘

.

l

4.3.8.2 Riemann-Rochの定理

【定理 4.80 (Hirzebruch-Riemann-Roch)】 　 滑らかな n次元射影
的代数多様体X上の局所自由層F に対して，次の関係式が成り立つ：

χpX,F q “ pchpF q tdpTXqq2n rXs. (4.3.24)

l

説明. 例えば，F が可逆層のとき，c1pF q “ ξ, ci “ cipXqとおくと，n “

1, 2, 3, 4に対して

χpX1,F q “ ξ `
1

2
c1,

χpX2,F q “
1

2
ξ2 `

1

2
c1ξ `

1

12
pc21 ` c2q,

χpX3,F q “
1

6
ξ3 `

1

4
c1ξ

2 `
1

12
pc21 ` c2qξ `

1

24
c1c2,

χpX4,F q “
1

24
ξ4 `

1

12
c1ξ

3 `
1

24
pc21 ` c2qξ

2 `
1

24
c1c2ξ

`
1

720

`

´c41 ` 4c21c2 ` 3c22 ` c1c3 ´ c4
˘

.

Q.E.D.

【定理 4.81 (交点数とEuler数の関係)】 　 Xを n次元の射影的代数多
様体とする．
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1. X上の可逆層L に対して，pL nq “ pL ¨ ¨ ¨ L qとおくと，

χpX,L bmq “
mn

n!
pL nq ` pmに関して低次の多項式 q.

2, X上の可逆層L1, ¨ ¨ ¨ ,Lnに対して，

χpX,L bm1
1 b ¨ ¨ ¨ b L bmn

n q

“ pL1 ¨ ¨ ¨ Lnqm1 ¨ ¨ ¨mn ` pm1, ¨ ¨ ¨ ,mnに関する他の項 q

l

4.3.9 射影的射

【定義 4.82 (相対射影的スキーム)】 　 代数的スキームXとその上の次
数付OX-多元環の層A “

À

mě0 Amで次の条件を満たすものを考える：

1) 任意のmに対して，Amは連接層となる．

2) A はA0多元環の層として，有限個のmに対するAmたちで生成さ
れる．

このとき，Xの各アフィン開集合Ujにおいて，自然な射OXpUjq Ñ A pUjq

は，スキーム射

Yi “ ProjpA pUjqq Ñ Uj “ SpecpOXpUjqq

を誘導し，張り合わせによりX上の代数的スキーム Y を定める．この Y

を ProjXA と書き，X 上の射影的スキームまたは射影的X-スキームと
よぶ．射影 f : Y Ñ Xは射影的射 (projective morphism)と呼ばれる． l

【定義 4.83 (射影空間束)】 　 代数的スキームX上の局所自由層 V か
ら，対称テンソル積によりX 上の次数付加群層A “ Sym˚

OX
V を作る．

この次数付加群層から構成されるX上の射影的スキームProjXA を射影
空間束 (projective space bundle)といい，PXpV qで表す． l
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説明. Xの各点で適当なアフィン開集合U と k上の線形空間 Vが存在し
て，V |U “ OU bk V となる．これより，A |U – OU rVs “ OU bk krVs

(krVsは dimV 個の変数をもつ多項式環）となるので，W “ PUpV |Uq –

U ˆk PpVqとなる．PXpV qはこれらを張り合わせたもの．したがって，
OPXpV qp1q|W “ p˚

2OPpVqp1qが成り立つ．
さらに，これより，p : PXpV q Ñ X を自然な射影的射とするとき，

p˚OW pmq “ OU bk ΓpPpVq,PpVqpmqq．よって，mが正の整数のとき，

p˚OPXpV qpmq – Symm
OX

V

となる．
Q.E.D.

【定理 4.84 (射影空間束への埋め込み)】 　 Y が代数的スキームX上の
射影的スキームであることと，Y がX上の射影空間束の閉部分スキーム
であることは同等である．正確には次が成り立つ．
f : Y Ñ X を代数的スキームX 上の射影的スキームとすると，X 上
の射影空間束 p : PXpV q Ñ X への Y の閉スキームとしての埋め込み
j : Y ãÑ PXpV qが存在して，f “ p˝jとなる．
逆に，代数的スキーム Y が，代数的スキーム X 上の射影空間束 p :

PXpV q Ñ X の閉スキームとすると，Y は X 上の射影的スキーム f :

Y “ ProjXA Ñ X となり，埋め込みを j : Y ãÑ PXpV qとして f “ p˝j

が成り立つ．ここで，OY p1q “ OPXpV qp1q bOPX pV q
OY に対して，A “

À

jě0 f˚OY pmq. l

【定義 4.85 (f-豊富)】 　 f : Y “ ProjXA Ñ XをX上の射影的スキー
ムとすると，アファイン開集合 U Ă X 上で，Ũ “ f´1pUq “ ProjA pUq

となるので，Ũ 上で可逆層OŨp1q “ A pUqp1q̃が構成でき，張り合わせに
より，Y 上の可逆層OY p1qを定義する．このとき，一般に Y 上の可逆層
L について，

1. 適当な表現 Y “ ProjXA のもとで，L – OY p1qとなるとき，非常
に f-豊富 (f -vary ample)であるという．

2. 適当な正の整数mが存在して，L bmが非常に f -豊富となるとき，
f-豊富であるという．

l
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4.3.10 豊富性の数値的判定

4.3.10.1 Z-可逆層

【命題 4.86 (閉部分スキームへの制限)】 　 射影的な代数的スキームX

に対して，その上の可逆層L が豊富となるための必要十分条件は，Xの
任意の閉部分多様体Zに対してL bOX

OZが豊富となることである． l

【命題 4.87 (豊富さの伝播)】 　 射影的な代数的スキーム間の有限射
f : X Ñ Y と Y 上の可逆層L に対して，L が豊富なら f˚L も豊富で
ある．さらに，f が全射ならば，逆も成り立つ． l

【定理 4.88 (中井の判定条件)】 　 射影的な代数的スキームXの上の可
逆層L が豊富になるためには，任意の閉部分多様体Zに対して，

pL d ¨ Zq ą 0 pd “ dimZq

が成り立つことが必要十分である． l

4.3.10.2 Q-可逆層，R-可逆層

【定義 4.89 (Q-可逆層，R-可逆層)】 　 代数多様体Xに対して，Picard

群 PicpXqをR係数に拡大した群 PicpXqR “ PicpXq bZ Rの元をR-可逆
層 (R-invertible sheaf)という．また，その部分群PicpXqQ “ PicpXqbZQ
の元をQ-可逆層 (Q-invertible sheaf)という． l

【定義 4.90 (数値的同値性とネフ)】 　 Xを射影的な代数多様体とする．
可逆層と閉部分多様体の交点数の定義はR-可逆層に自然に拡張できる．

1. 任意の曲線 C Ă X に対して pL ¨ Cq ě 0となる（R-）可逆層L

は，数値的に半正 (numerically semi-positive)またはネフ (nef)であ
るという．

2. ２つのR-可逆層L とL 1は，X上の任意の曲線Cに対して pL ¨Cq “

pL 1 ¨Cqとなるとき，数値的に同値であるといい，L ” L 1で表す．

3. X上の２つのR-１サイクルC,C 1 P Z1pXqRは，X上の任意の可逆
層L に対して，pL ¨Cq “ pL ¨C 1qとなるとき，数値的に同値であ
るといい，C ” C 1で表す．
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l

【定理 4.91 (射影公式)】 　 射影的な代数多様体間の射 f : X Ñ Y が与
えられたとき，X上の曲線Cと Y 上の可逆層L に対して

pf˚L ¨ Cq “ pL ¨ f˚Cq

が成り立つ． l

【命題 4.92 (ネフの伝播)】 　 射影的な代数多様体間の射 f : X Ñ Y と
Y 上のR-可逆層L に対して，L がナフなら，f˚L もネフとなる．さら
に，f が全射なら，逆もなりたつ． l

【定理 4.93 (ネフ可逆層と部分多様体の交わり)】 　 射影的な n次
元代数多様体X 上のネフな可逆層をL とすると，任意の部分多様体 Y

（dimY “ d）に対して，pL d ¨ Y q ě 0となる． l

【定義 4.94 (豊富錘と曲線の錘)】 　 射影的な代数多様体Xに対して，
互いに双対な有限次元実ベクトル空間を次のように定義する：

N1pXq “ tR-可逆層の数値的同値類u

“ R bZ t可逆層の数値的同値類u ,

N1pXq “ tR-1-サイクルの数値的同値類u

“ R bZ t1-サイクルの数値的同値類u

N1pXqは，Neron-Severi群

NSpXq :“ c1pPicpXqq Ă H2pXh,Zq

に対応する実線形空間NSpXqRと同型である：

N1pXq – NSpXqR :“ R bZ NSpXq.

この空間の次元をPicard数といい，

ρpXq :“ dimNSpXqR

で表す．
豊富な可逆層の数値的同値類たち全体が生成する，N1pXqの中の凸錐体

AmpXqを豊富錘 (ample cone)という．豊富錘は開集合となる．また，曲
線の数値的同値類たち全体が生成する，N1pXqの中の閉じた凸錐体 CvpXq

を曲線の錘 (cone of curves)という．CvpXqはNEpXqとも表す． l
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【定理 4.95 (Kleimanの判定条件)】 　 射影的な代数多様体Xの豊富
錘と曲線の錘は次に意味で互いに双対錘となる：

AmpXq “
␣

z P N1pXq
ˇ

ˇ pz ¨ wq ą 0 @w P CvpXqz t0u
(

,

CvpXqz t0u “ tw P N1pXq | pz ¨ wq ą 0 @z P AmpXqu ,

l

【注 4.96 (Abel曲面の豊富錘)】 　 ネフという概念は豊富という概念
に非常に近いものである．実際，Abel曲面（複素トーラスと同型となる
滑らかな射影的代数曲面）に対しては，N1pXqの中で rL s2 ą 0により定
義される錘体は２つの連結成分を持ち，その一つがAmpXqと一致する．

l

【定義 4.97 (相対的 1-サイクルと f-ネフ)】 　 f : X Ñ Sを代数多様体
間の射影的正則射とする．

1. X上の曲線Cは，fpCqが S上の１点となるとき，f に関して相対
的 (relative)であるという．fに関して相対的な曲線たちの形式的な
R係数１次結合

ř

i aiCiを相対的R-1-サイクル (relative R-1-cycle)
という．

2. X上のR-可逆層L は，任意の相対的な曲線C Ă Xに対して pL ¨

Cq ě 0となるとき，f に関して数値的に半正 (numerically semi-

positive for f)または f-ネフ (f -nef)であるという．

3. ２つのR-可逆層 L とL 1は，任意の相対的な曲線Cに対して pL ¨

Cq “ pL 1 ¨ Cqとなるとき，f に関して数値的に同値 (numerically

equivalent for f)であるといい，L ”S L 1で表す．
この定義の元で，互いに双対な有限次元実線形空間を

N1pX{Sq “ tR-可逆層の f に関する数値的同値類u

“ R bZ t可逆層の f に関する数値的同値類u ,

N1pXq “ t相対的R-1-サイクルの数値的同値類u

“ R bZ t相対的 1-サイクルの数値的同値類u

により定義する．
f -豊富な可逆層の数値的同値類たち全体が生成する，N1pX{Sqの
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中の凸錐体AmpX{Sqを f-豊富錘 (f -ample cone)という．f -豊富錘
は開集合となる．また，f に関して相対的な曲線の数値的同値類た
ち全体が生成する，N1pX{Sqの中の閉じた凸錐体 CvpX{Sqを相対
的曲線の錘 (cone of relative curves)という．CvpX{SqはNEpX{Sq

とも表す．

l

4.3.11 Q-因子，R-因子

【定義 4.98 (諸定義)】 　 Xを正規多様体とする．

1. X 上の素因子の実数係数（有理数係数）線形結合D “
ř

i aiDiを
R-因子 (R-divisor)（Q-因子 (Q-divisor)）という．すべての aiが非
負のとき，Dは有効であるという．R-因子の全体はR上の線形空間
Z1pXqR “ Z1pXqbRを，Q-因子の全体はQ上の線形空間Z1pXqQ “

Z1pXq b Qをなす．

2. R-因子はCartier因子Ejの実数係数の線形結合
ř

j bjEjで書かれる
とき，R-Cartier因子であるという．同様に，Q-因子はbjが有理数と
なる同様の線形結合で表されるとき，Q-Cartier因子であるという．
これらの全体のつくる可換群は，それぞれDivpXqR “ DivpXqbZR，
DivpXqQ “ DivpXq bZ Qで表される．

3. 準同型 s : DivpXq Ñ PicpXq, D ÞÑ OXpDqは自然に準同型 s :

DivpXqR Ñ PicpXqRに拡張される．この拡張のもとで，２つのR-
Cartier因子D1, D2は，spD1q “ spD2q P PicpXqRのとき，R-線形
同値 (R-linearly equivalent)であるといい，D1 „R D2で表す．２
つのQ-Cartier因子D1, D2の，Q-線形同値 (Q-linearly equivalent)

D1 „Q D2も同様に定義される．

4. 全射正則写像 f : Y Ñ X に対しては，R-Cartier因子
ř

j bjEj の
引き戻しが式 f˚D :“

ř

j bjf
˚Ejにより定義でき，Dの表し方に依

存しない．また，R-可逆層の引き戻しとも整合的となる．

l
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【定義 4.99 (Q-分解的)】 　 正規な代数多様体は，その上の任意の素因
子がQ-Cartier因子となるとき，すなわち適当な整数をかければCartier

因子となるとき，Q-分解的 (Q-factorial)であるという． l

4.3.12 双有理不変量

4.3.12.1 小平次元

【定義 4.100 (飯高・小平次元)】 　 X を正規な射影的代数多様体，D
をその上の Cartier因子とする．正の整数mに対して，H0pX,mDq ­“ 0

なら，線形系 |mD|に伴う有理写像Φ|mD| : X ù PpH0pX,mDqqが構成
できる．このようなmが存在するとき，飯高・小平次元 κpX,Dqを

κpX,Dq :“ max
mPN

dim Im pΦ|mD|q

により定義する．一方，存在しないときには，κpX,Dq “ ´8と約束す
る．κpX,Dq “ dimXとなる因子は，巨大 (big)であるという． l

【定理 4.101 (h0pX,mDqの増大度による特徴付け)】 　 一般に，正の
実数α, βと正の整数m0が存在して，m0の任意の正倍数mに対して，次
の評価式が成り立つ．

αmκpX,Dq ď h0pX,mDq ď β mκpX,Dq.

l

【定理 4.102 (飯高・小平次元の伝搬性)】 　 f : X Ñ Y を正規で射影
的な代数多様体間の正則な全射，Dを Y 上のCartier因子とするとき，

κpX, f˚Dq “ κpY,Dq

が成り立つ． l

【定義 4.103 (射影多様体の種数と小平次元)】 　 Xを滑らかな射影的
代数多様体とする．

1. 正の整数mに対して，

PmpXq :“ dimH0pX,mKXq
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をXのm重種数 (m-genus)という．特に，

pgpXq :“ P1pXq

をXの幾何種数 (geometric genus)という．

2. Xの小平次元 κpXqを

κpXq :“ κpX,KXq

により定義する．特に，κpXq “ dimX となるとき，X は一般型
(general type)であるという．

l

【定理 4.104 (多重種数の双有理不変性)】 　 滑らかな射影的代数多様
体間の双有理正則射 f : X Ñ Y を与える．このとき，任意の正の整数m

に対して，引き戻し準同型 f˚ : H0pY,mKY q Ñ H0pX,mKXqは全単射と
なる．特に，κpXq “ κpY q． l

【定義 4.105 (数値的飯高・小平次元)】 　 L を n次元の射影的代数多
様体X上のネフな可逆層とするとき，組 pX,L qの数値的飯高・小平次元
(numerical Iitaka-Kodaira dimension)νpX,L qを次のように定義する：

νpX,L q :“ max
␣

t P Zě0

ˇ

ˇ rL st ı 0
(

.

ここで，rL st ı 0は，t次元の閉部分多様体Y が存在して，prL st ¨Y q ­“ 0

となることを意味する．定義から，0 ď νpX.L q ď nとなる．ネフな
Cartier因子に対しては，

νpX,Dq :“ νpX,OXpDqq

とおく． l

【定理 4.106 (νpX,Dqと κpX,Dqの関係)】 　 X が正規な射影的代数
多様体，DがネフなCartier因子のとき，

νpX,Dq ě κpX,Dq

が成り立つ． l
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4.4 被覆空間

4.4.1 被覆空間と分岐

【定義 4.107 (被覆空間)】 　 正規な代数多様体間の有限射 f : Y Ñ X

を被覆空間 (covering space)という． l

【定理 4.108 (正規化による被覆空間の構成)】 　 Xを正規な代数多様
体，K “ kpXqをその関数体とすると，アフィン開被覆X “ YjSpec Aj

に対して，Ajたちの商体はすべてKと一致し，AjはKの中で整閉となっ
ている．いま，LをKの有限次代数的拡大体として，AjのLの中での整
閉包をBjとすると，BjはAj-加群として有限生成で，その商体はすべて
Lとなる．さらに，Spec Bjを張り合わせることにより，k上の正規な代
数多様体 Y（正規化）が得られ，自然な射 π : Y Ñ Xは被覆空間となる．
逆に，任意の被覆空間はこのようにして構成することができる． l

【定義 4.109 (分岐指数)】 　 f : Y Ñ Xを正規代数多様体から滑らかな
代数多様体への全射有限射とする．Xの素因子Dの fによる引き戻しを，
相異なる素因子Eiにより f˚D “

ř

i aiEiと分解したとき，ai ě 2となる
ならfはEiで分岐している (ramified)といい，aiを分岐指数 (ramification

index)という． l

【定理 4.110 (分岐因子)】 　 f : Y Ñ Xを正規代数多様体から滑らか
な代数多様体への全射有限射とする．このとき，Y 上の有効因子Rが存
在して，

KY “ f˚KX ` R; R “
ÿ

i

pai ´ 1qEi

と書ける．Rは f の分岐因子と呼ばれ，写像 f の Jacobi行列式の因子と
なる．ここで，Eiは分岐する素因子，aiは分岐指数である．特に，分岐
する素因子の数は有限である． l

【定義 4.111 (エタール)】 　滑らかな多様体間の全射有限射 f : Y Ñ X

は，fの分岐因子がゼロとなるとき，エタール (étale)であるという．fが
エタールとなるための必要十分条件は，複素解析多様体の射として局所
同型射となることである． l

【定理 4.112 (分岐集合の純粋性 [Zariski])】 　 f : Y Ñ Xを正規代数
多様体から滑らかな代数多様体への全射有限射とする．もし，分岐因子
がゼロならば，Y も滑らかで，f はエタールとなる． l
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4.5 特異点

4.5.1 ブローアップ

4.5.1.1 一般的定義

【定義 4.113 (ブローアップ)】 　代数的スキームXとその閉部分スキー
ムCを与える．Cに対応する連接イデアル層をI とし，B “

À

dě0 I d

に自然な次数付OX-多元環の構造をいれる．このとき，X上の射影的ス
キームからの自然な射 µ : Y “ ProjXB Ñ X を，Cを中心としたX の
ブローアップという． l

説明. ProjXBはXのアフィン開集合上のProjスキームの張り合わせな
ので，X がアフィンスキームX “ SpecpAqの場合を考える．このとき，
Cの定義イデアルを Iとして，

B “
à

jě0

Ij “ A ‘ I ‘ I2 ¨ ¨ ¨ (4.5.1)

とおくと，µは

µ : ProjpBq Ñ SpecpAq; q ÞÑ q X B0 “ q0

で与えられる．ここで，次数付環としての１変数多項式環Arxsを

Arxs – A ‘ A ‘ ¨ ¨ ¨

と表すと，BはArxsの（次数付環としての）部分環となる．また，Aの
素イデアル pに対して

prxs “ pArxs – p ‘ p ‘ ¨ ¨ ¨

はArxsの済次素イデアルとなる．よって，任意の p P SpecpAqに対して，

p̃ :“ prxs X B “ p ‘ pp X Iq ‘ pp X I2q ‘ ¨ ¨ ¨

はBの済次素イデアルとなり，p̃ Č B`なら ProjApBqの点となる．

1. XzC上での対応：p R Cのとき，C “ V pIqより，I Ć p．したがっ
て，h P I, h R pとなる h P Aが存在．このとき，Bの hを含まな
い（済次）素イデアル qとBhの（済次）素イデアル qhは１対１に
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対応する（q “ qh X B）ので，q P µ´1ppqはBhの済次素イデアル
qhで pqhq0 “ phとなるものと１対１に対応．ところが，h P Iより

Bh “ Ah ‘ Ih ‘ pI2qh ‘ ¨ ¨ ¨

“ Ah ‘ Ah ‘ Ah ‘ ¨ ¨ ¨ “ AhrXs

となるので，qh “ phAhrxs “ p̂h，したがって q “ p̃となる．これよ
り，XzC上では µは１対１写像となる：

µ : p̃ ÞÑ p P XzC.

また，µ´1pUphqq “ Ũphqで，OY pŨphqq “ Bphq “ Ah “ OXpUphqq

より，µはXzC上で同型射となる．

2. p P Cの逆像：このとき，I Ă p．まず，q P µ´1ppqなら，q0 “ pよ
り，q X pB0zpq．よって，m “ pApをOX,p “ Apの極大イデアルと
して，qは，

Bp “ Ap ‘ IAp ‘ I2Ap ‘ ¨ ¨ ¨

の済次イデアル qpで pqpq0 “ mとなるものと１対１に対応（問題の
局所化）．この qpに対する条件は，

pBp “ m ‘ Im ‘ I2m ‘ ¨ ¨ ¨ ,

とおくと，

pBp Ă qp Ă p̃p “ m ‘ IAp ‘ I2Ap ‘ ¨ ¨ ¨

と同等．したがって，qは

q̂ “ qp{pBp Ă p̃p{pBp “ 0 ‘ kppqI ‘ kppqI2 ‘ ¨ ¨ ¨

を満たす

B̂p “ Bp{pBp “ kppq ‘ kppqI ‘ kppqI2 ‘ ¨ ¨ ¨

の済次素イデアル q̂と１対１に対応．すなわち，

µ´1ppq ô ProjpB̂pq.
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3. 基本開部分集合の対応：h P IdをBdの元と見るときはhdと書くこと
にすると，Y “ ProjApBqの基本開部分集合は，Ũphdq(h P Id, d ě 1)

により与えられる．ここで，q P Ũphdqは，斉次素イデアル

q “ q0 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ qd ‘ ¨ ¨ ¨ , h R qd, B` Ć q

により表される．X “ SpecpAqの基本開部分集合Uphqの点p P Uphq

に対して，h R pより，p X Id Ĺ Idとなるので，斉次素イデアル p̃

は Ũphdqに含まれる．また，p R V pIqなら q “ p̃ “ µ´1ppqとなり，
h R qd “ p X Idより，h R p，すなわち p P Uphq．よって，

µpŨphdqq Ą Uphq, µpŨphdqqzUphq Ă V pIq.

µpŨphdqqがV pIqのどのような部分を含むかは，Iの詳細の依存する．

Q.E.D.

4.5.1.2 例外因子

【定義 4.114 (イデアル層としての引き戻し)】 　 スキーム射 f : Y Ñ

X とOX のイデアル層I に対して，逆像 f˚I からの自然な準同型写像
f˚I ãÑ f˚OX Ñ OY の像から生成されるOY のイデアル層を，イデアル
層としての逆像または引き戻し (inverse image or pull-back as ideal sheaf)

とよび，I ¨ OY で表す． l

【定理 4.115 (ブローアップの例外因子)】 　 µ : Y Ñ X を C を中心
としたXのブローアップ，I をCに対応するOXの連接イデアル層とす
る．このとき，

(1) µは，同型写像 Y zE Ñ XzCを誘導する．

(2) I ¨ OY は可逆層となり，µ´1pCqに台をもつ有効なCartier因子（例
外因子)Eのイデアル層となる．しかも，´Eは非常に µ-豊富な因
子となる．

l

Proof. (1)は，ブローアップの定義に続く説明より明らか．(2)に関して，
U “ SpecpAq Ă X，C X U “ V pIqとすると，µ´1pUq “ ProjApBq, B “

A ‘ I ‘ ¨ ¨ ¨．
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i) OY {I ¨ OY の台：まず，(1)より

I ¨ OY |Y zE “ OY |Y zE.

つぎに，U X C ­“ Hのとき，hd P Idに対応する ProjApBqの基本
開集合 Ũphdqにおいて，

ΓpOY , Ũphdqq “ Bphdq “ A `
Id

hd
`
I2d

h2d
` ¨ ¨ ¨ ,

ΓpI ¨ OY , Ũphdqq “ IBphdq.

任意のq P EXŨphdq “ µ´1pCqXŨphdqに対して，q0 P C ô I Ă q0
より，IBphdq Ă qphdq．よって，

SupppOY {I ¨ OY q “ E.

ii) I ¨ OY の可逆性：Y ´Eで可逆層となることは明らか．一方，U上
では，I ¨ OY |U – p

À

jě0 I
j`1q̃で，Uhd

上で

I ¨ OY |Uhd
–

ÿ

0ďjďkd,kě0

Ikd´jIj`1

hkd

“
ÿ

´1ďjďkd,kě0

Ikd´jIj`1

hkd
– p

à

jě´1

Ij`1q̃|Uhd

より，I ¨ OY |U – B̃p1q．よって，I ¨ OY は可逆層で，かつµ-豊富．

Q.E.D.

【定義 4.116 (厳密変換と全変換)】 　 µ : Y Ñ XをCを中心としたX

のブローアップ，E “ µ´1pCqとする．このとき，C に含まれないX の
閉部分多様体Zに対して，

i) µ´1 : XzC Ñ Y zEによるZzCの像の閉包を µ´1
˚ Zと書き，Zの厳

密変換 (strict transform)または固有変換 (proper transform)という．

ii) Z に対応する OX の連接イデアル層をI “ OXp´Zqとするとき，
イデアル層としての引き戻しI ¨ OY “ OY p´µ˚Zqに対応する閉部
分スキーム µ˚Zは，Zの全変換 (total transform)と呼ばれる．

311 目次へ



目次へ

一般の因子D “
ř

i aiDiに対して，その厳密変換が µ´1
˚ D “

ř

i aiµ˚Di

により定義される．また，Dが有効なCartier因子の差としてD “ D1´D2

と書けるときには，Dの全変換が µ˚D “ µ˚D1 ´ µ˚D2により定義され
る． l

【命題 4.117 (閉部分スキームのブローアップ)】 　 µ : Y Ñ XをCを
中心としたXのブローアップ，E “ µ´1pCqをその例外因子，I をCに
対応する連接イデアル層とする:

µ : Y “ ProjX

˜

à

jě0

I j

¸

Ñ XpĄ Cq.

いま，Cに含まれないX の閉部分多様体 Zに対して，J をその連接イ
デアル層，W “ µ´1

˚ Zとすると，射影 µ|W : W Ñ Zは，スキーム論的交
わりC X Zを中心としたZのブローアップと一致し，

µ|W : W “ ProjZ

˜

à

jě0

pI m ` J q{J

¸

Ñ ZpĄ C X Zq.

さらに，ブローアップ µ|W の例外因子はスキーム論的交わりE XW で与
えられる． l

【定義 4.118 (ブローアップの中心に沿った位数)】 　 Xを滑らかな代数多
様体，Cをその滑らかな閉部分多様体，I をCのイデアル層，µ : Y Ñ X

をCを中心とするブローアップとする：

µ : Y “ ProjX

˜

à

jě0

I j

¸

Ñ XpĄ Cq.

このとき，任意の閉点 P P Cに対して，開近傍U とその上での局所座
標系 x1, ¨ ¨ ¨ , xnが存在して，イデアル層I がU 上では x1, ¨ ¨ ¨ , xrにより
生成されるようにできる．

1. 例外因子Eの Y 上でのイデアル層OY p´Eq “ I ¨ OY は，µ´1pUq

上で p
À

jě0 I
j`1q̃と表されるので，Eは U 上では IA “

À

jě0 I
j`1

を含むA “
À

jě0 I
j の有効斉次素イデアルの全体となる．これは，

A{IA “
À

jě0 I
j{Ij`1 – Sym˚

OXpUq{II{I2の有効斉次素イデアルの
全体と１対１に対応．よって，E X µ´1pUq – U ˆ Pr´1で，大域的
にはEはC上の Pr´1-束：

E – PCpN ˚
C{Xq; N ˚

C{X “ I {I 2 – KerpΩ1
X b OC Ñ Ω1

Cq.
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ここで，N ˚
C{X は C のX 内での法余層 (conormal sheaf)と呼ばれ

る．また，
KY “ µ˚KX ` pr ´ 1qE

となる．

さらに，UjをU XUpxjqとすると，Vj “ µ´1pUjq上でのY のアフィ
ン環は

OY pVjq “ krx1, ¨ ¨ ¨ , xn, x1{xj, ¨ ¨ ¨ , xn{xjs – kry1, y2, ¨ ¨ ¨ , yns,

xj “ yj, xi “ yjyipi ­“ j, i ď rq, xr`1 “ yr`1, ¨ ¨ ¨ , xn “ yn.

このとき，

dx1 ^ dx2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn “ pyjq
r´1dy1 ^ dy2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyn.

いま，µ˚ωXの有理切断をsとすると，（µ˚ωXとωY を共にωY bOY
MY

の部分層と見なすことにより）sは ωY の有理切断もあたえる．し
たがって，Vj上で

s “ fjdx1 ^ dx2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn “ fjpyjq
r´1dy1 ^ dy2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyn

とすると，

KY “ divpfjpyjq
r´1q “ divpfjq ` pr´ 1qdivpyjq “ µ˚KX ` pr´ 1qE.

2. 点 P P Xと h P OX,P に対して，h P I d
P かつ h R I d`1

P が成り立つ
とき，dをイデアル層I に沿った（または中心Cに沿った）P での
hの零点の位数 (order)とよび，d “ ordIphq “ ordCphqで表す．ま
た，hd “ h modI d`1

P P I d
P {I d`1

P を hの先導項 (leading term)と
いう．

3. X 上の素因子 Dが D “ divphqと表されるとき，d “ ordCphq “

minPPX tordCphP quは，DのCに沿っての重複度 (multiplicity)と呼
ばれ，multCpDqで表される．このとき，Dのµによる全変換µ˚D “

divpµ˚hqと厳密変換 µ´1
˚ Dの間には，µ´1

˚ D “ µ˚D ´ dEの関係が
ある．また，ブローアップµ´1

˚ D Ñ Dの例外因子EXµ´1
˚ Dは，射

影空間束Eの中で，先導項 hdにより定義される超曲面の族となっ
ている．

l
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4.5.1.3 １点でのブローアップ

【例 4.119 (Anの１点ブローアップ)】 　 X “ Anの原点Oを中心とす
るブローアップ µ : Y Ñ Xは，O以外では，次のような Y の射影空間束
An ˆ Pn´1への埋め込みと一致する：

An ˆ Pn´1 Ðâ Y Q px1, ¨ ¨ ¨ , xn, rx1 : ¨ ¨ ¨ : xnsq

p Ó Öµ

An “ X Q px1, ¨ ¨ ¨ , xnq

また，µ´1pOq “ O ˆ Pn´1となる．
Y は n個のアフィン開集合 Uj (j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)により覆われ，Uj – An

となる．Ujでの局所座標系を yji (i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)とすると，

µ˚xj “ yjj, µ˚xi “ yjjyji pi ­“ jq

が成り立つ．したがって，例外因子 E “ µ´1pOqは，E|Uj
“ divpyjjqと

表され，次の対応により Pn´1と同型になる：

E X Uj Q pyj1, ¨ ¨ ¨ , yj j´1, 0, yj j`1, ¨ ¨ ¨ , yjnq

ÞÑ ryj1 : ¨ ¨ ¨ : yj j´1 : 1 : yj j`1 : ¨ ¨ ¨ : yjns P Pn´1

さらに，標準因子は

dx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn “ yn´1
jj dyj1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dyjn

より，
KY “ µ˚KX ` pn ´ 1qE

により対応する． l

【命題 4.120 (射影空間の標準線バンドルとの対応)】 　 アフィン空間
X “ Anの原点を中心とするブローアップ p : Y Ñ X において，Y を
An ˆ Pn´1の閉部分代数多様体と見なす．このとき，

1. Y は射影空間 Pn´1上の標準線バンドル γ1n´1と同型である：

Y – γ1n´1 “ APn´1pOPn´1p1qq.

また，Pn´1の点をAnの原点を通過する直線Lと同一視すると，射
影 p : Y Ñ Xは

Y “ γ1n´1 Q pL,x P Lq ÞÑ x P X “ An

で与えられる．特に，例外因子E – Pn´1は γ1n´1のゼロ切断に対応
する．
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2. 標準線バンドル Y “ γ1n´1 のゼロ断面 E “ Pn´1 への標準射影を
π : γ1n´1 Ñ Pn´1とおく．このとき，

OY pEq – π˚OPn´1p´1q

が成り立つ．

l

証明. Pn´1 “ ProjCry1, . . . , ynsの標準アフィン被覆を
Ťn

j“1 Uj (Uj “

Ũpyjq)とすると，その標準線バンドル γ1n´1は

APn´1pOPn´1p1qq “ SpecCrz1srt1s Y ¨ ¨ ¨ Y SpecCrznsrtns

“ U1 ˆ A1 Y ¨ ¨ ¨ Y Un ˆ A1

Y Y

pz1, t1q ¨ ¨ ¨ pzn, tnq

で与えられる．ここで，ziは Uj – An´1のアフィン座標

zi “ py1{yi, ¨ ¨ ¨ , yn{yiq

である．また，Vi “ UiˆA1とおくと，ViXVjでの座標変換は，ti{yi “ tj{yj
より，

tk “ zjktj, zk “ zj{zjk

で与えられる．

1. 標準線バンドルのこの開被覆のもとで，各アフィン開集合Vi “ SpecCrzisrtis

から Y への写像 νを

ν : Vi Q pzi, tiq ÞÑ ptizi, rzisq P Y Ă An ˆ Pn´1

により定義すると，明らかに νは Vi X Vjで一致し，γ1n´1と Y の同
型対応を与える．この対応により Y と γ1n´1を同一視すると，射影
p : Y Ñ Xが題意の写像と一致し，例外因子Eが γ1n´1のゼロ断面
(xi “ 0)に対応することは明らか．

2. Y 上でE X Vi “ divptiqとなっている．ここで，f |V1 “ 1{t1とおく
と，f は Y 上の有理関数となり，f |Vi

“ yi{y1{ti．よって，

pE ` divpfqq|Vi
“ divpyi{y1q “ ´divpy1q
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これは，
OY pEq “ π˚OPn´1p´1q

を意味する．

Q.E.D.

【例 4.121 (Pnの１点ブローアップ)】 　 Anの原点でのブローアップ
は，自然に Pnの一点でのブローアップに埋め込まれる．そのためには，
An ãÑ Pn，An ˆ Pn´1 ãÑ Pn ˆ Pn´1として，次のような対応を考えれば
よい：

Pn ˆ Pn´1 “ ProjPnOPnry1, ¨ ¨ ¨ , yns Ą ProjUi
Riry1, ¨ ¨ ¨ , yns

Ť

Óyi “ xi
Y “ ProjPn

À

mě0 I m Ą ProjUi
Rirx1, ¨ ¨ ¨ , xns

Y

prx0, ¨ ¨ ¨ , xns, rx1, ¨ ¨ ¨ , xnsq

§

§

đ

§

§

đ
µ

X “ Pn Q rx0, ¨ ¨ ¨ , xns Ą Ui “ SpecRi.

ここで，

Pn “ ProjCrx0, ¨ ¨ ¨ , xns,

Ri “ C rx0{xi, ¨ ¨ ¨ , xn{xis .

また，I は原点O P An “ U0 Ă Pnに対応する Pn上の連接イデアル層で
ある．
ブローアップ µの例外因子E “ µ´1pOqは，O ˆ Pn´1 pĂ Y qと一致す
る．また，射影 π : Pn ˆ Pn´1 Ñ Pn´1から誘導される写像

π : Y Ñ Pn´1 – E

は，µ´1pAnq pĂ Y qに制限すると，Pn´1の標準線バンドルの標準射影 π :

γ1n´1 Ñ Eと一致する．Y は全体としては，γ1n´1のファイバーA1をP1に
コンパクト化した空間（Thom空間）となり，コンパクトで射影的代数多
様体である．そのアフィン被覆は，Ui “ Ũpyiq (i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)を Pn´1の
開被覆として，

Vi0 – Ui ˆ A1 Q py1{yi, ¨ ¨ ¨ , yn{yi, tiq ÞÑ pryi, tiy1, ¨ ¨ ¨ , tiyns, ry1, ¨ ¨ ¨ , ynsq,

Vi1 – Ui ˆ A1 Q py1{yi, ¨ ¨ ¨ , yn{yi, siq ÞÑ prsiyi, y1, ¨ ¨ ¨ , yns, ry1, ¨ ¨ ¨ , ynsq,
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座標変換は

Vi0 X Vj0 : ti{tj “ yi{yj,

Vi1 X Vj1 : si{sj “ yj{yi,

Vi0 X Vj1 : tisj “ yi{yj

で与えられ，例外因子Eは，E X Vi0 “ divptiq, E X Vi1 “ 0と表される．
また，f |V10 “ 1{t1は

f |Vi0
“

ˆ

y1
yi

˙´1
1

ti
, f |Vi1

“

ˆ

y1
yi

˙´1

si

により，Y 上の有理関数に拡大される．したがって，Anのブローアップ
の場合と同様に，

Vi0 X pE ` divpfqq “ divpyi{y1q “ ´divpy1q,

Vi1 X pE ` divpfqq “ divpsiyi{y1q “ ´divpy1q ` divpsiq.

よって，E 1 :“ µ´1pPnzAnq – Pn´1とおくと，

OY pE ´ E 1q “ π˚OPn´1p´1q

を得る． l

【命題 4.122 (射影空間上のP1バンドルとの対応)】 　射影空間X “ Pn

の一点P を中心とするブローアップµ : Y Ñ Xにおいて，Y をPn ˆPn´1

の閉部分代数多様体と見なす．このとき，

1. 点 P を通るX の直線 L (– P1)とその上の点 x P Lの組の全体は，
Pn´1の標準線バンドル γ1n´1のファイバーA1を P1にコンパクト化
して得られる多様体 γ̂1n´1と同一視できる．このとき，Y はこのコ
ンパクトな射影的代数多様体 γ̂1n´1と同型となる：

Y “ γ̂1n´1 Q pL,Qq st P,Q P L ÞÑ Q P X “ Pn.

特に，例外因子 E は γ̂1n´1 の中で tpL, P q | P P Lu – Pn´1 に対応
する．
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2. P1バンドル Y “ γ̂1n´1の Pn´1への標準射影を π : γ̂1n´1 Ñ Pn´1，P ˚
L

を Lの中での P の共役点として

E 1 :“ tpL, P ˚
Lqu – Pn´1

とおく．このとき，

OY pE ´ E 1q – π˚OPn´1p´1q

が成り立つ．

l

4.5.2 特異点解消

特異点解消とは，代数多様体の各双有理同値類が非特異代数多様体を
含むかどうかを問う問題である．
【定義 4.123 (特異点解消)】 　 代数多様体Xが与えられたとき，なめ
らかな代数多様体 Y からの双有理的で射影的な射 f : Y Ñ Xを特異点の
解消 (resolution of singularities)という． l

【定理 4.124】 　正規で射影的な代数多様体間の双有理射 f : X Ñ Y

を与える．このとき，Y の余次元が２以上の閉集合 Zが存在し，制限射
f : f´1pY zZq Ñ Y zZは同型射となる． l

【系 4.125】 　正規で射影的な代数多様体間の有理写像 f : X ù Y

を与える．このとき，Xの余次元が２以上の閉集合 Zが存在し，f が射
XzZ Ñ Y により代表される． l

【定義 4.126 (正規交差因子)】 　 滑らかな多様体Xの余次元１の閉部
分スキームDは，次の条件を満たすとき，正規交差因子 (normal crossing

devisor)という：

各閉点 P P X に対して，その近傍 U と局所座標系 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn
が存在して，ある整数 r (0 ď r ď n) によって OUp´Dq “

px1 ¨ ¨ ¨ xrqOU と書ける．ただし，r “ 0は P R Dに対応する．
l
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【定義 4.127 (埋め込み特異点解消)】 　 滑らかな代数多様体Xとその
上の有効因子Dを考える．このとき，滑らかな代数的多様体からの射影
的双有理射 f : Y Ñ Xであって，全逆像 f˚Dの台が正規交差因子となる
ものを，組D Ă Xの埋め込み特異点解消という． l

【定義 4.128 (クレパント)】 　 正規代数多様体X において，標準因
子 KX が Cartier因子になっていると仮定する．このとき，特異点解消
µ : Y Ñ Xは，KY “ µ˚KX となるならば，クレパント (crepant)である
という． l

【定義 4.129 (法平坦性)】 　 代数多様体Xの部分多様体をC，そのイ
デアル層をICとする．もし，次数付きOC-加群層

À8

j“0 I m
C {I m`1

C が局
所自由層となるとき，XはCに沿って法平坦 (normally flat)であるとい
う． l

4.5.3 広中の定理

【定理 4.130 (広中の定理 I)】 　 C上の代数多様体X に対して，次の
ようなブローアップの列

Y “ XN
µN

ÝÝÝÑ XN´1 ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨
µ1

ÝÝÝÑ X0 “ X

が存在する：

i) Y はなめらかである．

ii) µi : Xi Ñ Xi´1 の中心 Ci は滑らかで，Xi´1 の特異点集合に含ま
れる．

iii) Xi´1はCiに沿って法平坦である．

l

【定理 4.131 (交差の正規化)】 　 Xを滑らかなC上の代数多様体，Z
をその代数的閉部分集合とする．このとき，ブローアップの列

Y “ XN
µN

ÝÝÝÑ XN´1 ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨
µ1

ÝÝÝÑ X0 “ X

が存在して，次の条件を満たす：
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i) µi : Xi Ñ Xi´1の中心Ciは滑らかで，Zの集合論的逆像に含まれる．

ii) 合成写像 µ : Y Ñ Xに対して，集合論的逆像 µ´1pZqは正規交差因
子となる．

l

【定理 4.132 (線形系の自由化)】 　 X を滑らかな C上の代数多様体，
Λ “ tDλuをその上の線形系とする．このとき，ブローアップの列の合成
µ : Y Ñ Xが存在して，全逆像µ˚Λ “ tµ˚Dλuが自由な線形系ΛY “ tLλu

と固定部分 F に分解する：

µ˚Dλ “ Lλ ` F.

しかも，F の台が正規交差となるようにできる． l

【定理 4.133 (有理写像の不確定点除去)】 　滑らかな射影的代数多様体
間の有理写像α : X ù Zに対して，ブローアップの列の合成µ : Y Ñ X

が存在して，合成写像 α˝µ : Y Ñ Zが正則写像となる． l

4.5.4 特異点の分類

4.5.4.1 Gorenstein族

【定義 4.134 (Cohen-Macaulay型)】 　 正規特異点 P において，そ
の局所環がCohen-Macaulay環となるとき，Cohen-Macaulay型特異点
という． l

【定義 4.135 (Q-Gorenstein 特異点)】 　 正規特異点 P の近傍 X

において，ある正整数 rが存在し，ωbr
X が可逆層になるとき，pX,P qを

Q-Gorenstein特異点，rの最小値を指数 (index)という．指数 rの Q-

Gorenstein特異点を r-Gorenstein特異点という．また，1-Gorensteinで
かつCohen-Macaulay型となる特異点を単にGorenstein特異点という．

l

【定義 4.136 (対数的特異点)】 　 正規な代数多様体X とその上の R-
因子Dの組 pX,Dqは，つぎの条件をみたすとき，対数的劣末端特異点
(sub-log terminal singularity)のみをもつといい，略して subLT：
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(1) KX ` DはR-Cartier因子である．

(2) 非特異代数多様体からの射影的双有理正則射 f : Y Ñ X と，Y
上の R-因子で正規交差な台をもつもの Eが存在して，KY ` E “

f˚pKX ` DqかつE “
ř

i eiEi, ei ă 1(Eiは素因子）となる．

さらに，Dが有効ならば，組 pX,Dqは対数的末端特異点 (log terminal

singularity)のみをもつといい，略してLTであるという．
上記の条件 (2)の代わりに ei ď 1が成り立つ場合，組 pX,Dqは，対数
的劣標準特異点 (sub-log canonical singularity)のみをもつといい，略し
て subLCという．また，Dが有効ならば，組 pX,Dqは対数的標準特異
点 (log canonical singularity)のみをもつといい，略して LCであるとい
う l

4.5.5 有理特異点

【定義 4.137 (有理特異点)】 　 正規な代数多様体 Y の特異点解消 µ :

X Ñ Y において，
Rpµ˚OX “ 0, @ p ą 0

が成り立つとき，Y は有理特異点のみをもつという．[ă [川又 97]] l

【命題 4.138 (有理特異点の性質)】 　 有理特異点の局所環は Cohen-

Macaulay環となる．[ă [川又 97] ă Kempf G, Knudsen F, Mumford D &

Saint-Donat B (1973)] l

【定理 4.139】 　正規な代数多様体とその上のR-因子の組 pX,Dqが LT

であるなら，Xは有理特異点のみをもつ．特に，商特異点は有理特異点
である．[ă [川又 97]] l

4.5.6 代数曲面の特異点

4.5.6.1 極小特異点解消

【定義 4.140 (極小特異点解消)】 　 正規な代数曲面または複素解析曲
面の特異点解消 µ : X Ñ Y において，例外曲線に p´1q-曲線が含まれな
いとき，µは Y の極小特異点解消 (minimal resolution of singularities)と
いう．[ă [川又 97]] l
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【定理 4.141 (極小特異点解消の存在)】 　 任意の正規な代数曲面また
は複素解析曲面 Y は，同型を除いてただ１つの極小特異点解消をもつ．
さらに，特異点解消 µ : X Ñ Y が極小特異点解消であるための必要
十分条件は，KXが µ-ネフとなる，すなわち任意の例外曲線Cに対して，
pKX ¨ Cq ě 0となることである．[ă [川又 97]] l

【定義 4.142 (基本サイクル)】 　 正規な代数曲面 Y とその上の特異点
P に対して，極小特異点解消 µ : X Ñ Y におけるP 上の例外曲線たちを
C1, ¨ ¨ ¨ , Cmとする．このとき，次の２条件を満たす有効因子Z “

ř

i aiCi

を，特異点 pY, P qの基本サイクル (fundamental cycle)という：

i) すべての iに対して，ai ą 0かつ pZ ¨ Ciq ď 0．

ii) 任意のゼロでない因子W “
ř

i biCiに対して pW ¨ Ciq ď 0, @iとな
るならば，W ě Zとなる．

基本サイクルは常に存在する．[ă [川又 97]] l

【命題 4.143 (基本サイクルの数値的性質)】 　 正規な代数曲面の特異
点 pY, P qの極小特異点解消 f : X Ñ Y に対する基本サイクルを Z とす
る．このとき，ZをXの閉部分スキームと見なすと，

pZ2q ` pKX ¨ Zq ě ´2

が成り立つ．しかも，等号が成り立つ必要十分条件は，H1pZ,OZq “ 0で
与えられる．[ă [川又 97]] l

【定義 4.144 (有理特異点)】 　 正規な代数曲面の特異点 pY, P qの極小
特異点解消 f : X Ñ Y に対する基本サイクル Zに対してH1pZ,OZq “ 0

が成り立つとき，pY, P qを有理特異点 (rational singularity)という．
有理特異点は，pZ2q “ ´dのとき，有理 d重点 (rational d-uple point)

であるという．d ě 2である．[ă [川又 97]] l

4.5.6.2 商特異点

【定義 4.145 (商特異点)】 　 Gを複素一般線形群GLpn,Cqの有限部分
群とする．このとき，GLpn,Cqのアフィン空間Cnへの標準的な線形作用
から誘導されるGのCrx1, ¨ ¨ ¨ , xnsへの作用に関して不変な多項式の全体
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Crx1, ¨ ¨ ¨ , xnsCは，C上有限生成で正規な多項式環となる．この多項式環
により定義されるアフィンスキームX “ SpecCrx1, ¨, xnsGをAn{Gで表
し，商特異点 (quotient singularity)をもつという． l

4.5.6.3 有理２重点

【定義 4.146 (An型特異点)】 　 正の整数 nに対して，多項式

An : x2 ` y2 ` zn`1 “ 0

により定義されるA3の超曲面の原点P “ px, y, zqをAn-型特異点という．
この特異点の特異点解消の例外因子は p´2q曲面のみからなり，それらの
交差はAn-型のDynkin図式で与えられる：

An:

l

【定義 4.147 (Dn型特異点)】 　 ４以上の整数 nに対して，多項式

Dn : x2 ` y2z ` zn´1 “ 0

により定義されるA3の超曲面の原点P “ px, y, zqをDn-型特異点という．
この特異点の特異点解消の例外因子は p´2q曲面のみからなり，それらの
交差はDn-型のDynkin図式で与えられる：

Dn:

l

【定義 4.148 (En型特異点)】 　 多項式

E6 : x2 ` y3 ` z4 “ 0,

E7 : x2 ` y3 ` yz3 “ 0,

E8 : x2 ` y3 ` z5 “ 0

により定義されるA3の超曲面の原点P “ px, y, zqをそれぞれE6-型, E7-

型, E8-型特異点という．この特異点の特異点解消の例外因子は p´2q曲面
のみからなり，それらの交差は次のDynkin図式で与えられる：
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E6:

E7:

E8:

l

【定義 4.149 (有理２重点)】 　 クレパントな特異点解消をもつ正規代
数曲面の特異点を，有理２重点 (rational double point)またはDu Val特
異点という． l

【定理 4.150 (有理２重点の特徴付け)】 　 正規な代数曲面Xの特異点
P に対して，次の各条件は同値である．

(0) クレパントな特異点解消をもつ．

(1) 極小特異点解消の例外因子が p´2q-曲線からなり，そのDynkin図形
が，An型，Dn型，En型のいずれかの特異点と同じになる．

(2) 複素解析空間としての P の実位相近傍が存在して，An型，Dn型，
En型のいずれかの特異点の複素解析空間としての近傍と同型になる．

(3) ２次元の標準特異点である．

(4) SLp2,Cqの有限部分群によるアフィン空間 C2の商特異点と複素解
析的に局所同型となる．

l

【命題 4.151 (有理２重点の商特異点としての記述)】 　各タイプの有理
２重点は次のようなSLp2,Cqの有限部分群Gに対応する商特異点となる：

An: 位数 n ` 1の巡回群

Dn: 位数 4nの２項２面体群 (binary dihedral group)
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E6: 位数 24の２項４面体群 (binary tetrahedaral group)

E7: 位数 48の２項８面体群 (binary octahedral group)

E8: 位数 120の２項１２面体群 (binary icosahedral group)

l
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4.6 代数曲面

4.6.1 双有理不変量

【定義 4.152 (種数と不正則数)】 　 Ωq
Sを代数的閉体 k上の代数曲面 S

の正則 q次微分形式の層とし，

hq,p “ dimkH
ppS; Ωq

Sq

とおく．

不正則数 (irregularity): qpSq “ h0,1

幾何種数 (geometric genus): pgpSq “ h2,0

算術種数 (arithmetic genus): papSq “ h0,2 ´ h0,1

χpOSq “ h0,2 ´ h0,1 ` h0,0

l

【定義 4.153 (多重種数と小平次元)】 　KSを代数的閉体k上の代数曲面S

の標準因子（の定める可逆層），ρ|mKS |を完備線形系 |mKS|(m “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ )

の定める有理写像

ρ|mKS | : H
0pS;mKSq ù CP dim |mKS |

とする．

m-種数 (多重種数): Pm “ dimH0pS;mKSq

小平次元: κ “ maxm dim Im ρ|mKS | ただし，Pm “ 0p@mqの時は
κ “ ´8と定める．

l
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4.6.2 曲面上の交点理論

【定理 4.154 (仮想種数)】 　 Cを滑らかな射影的代数曲面X上の種数
gの曲線とする．このとき，仮想種数 (virtual genus)と呼ばれるゼロ以上
の整数 πpCq が存在して，

2 πpCq ´ 2 :“ pC2q ` pKX ¨ Cq ě 2g ´ 2

が成り立つ．しかも，等号が成り立つのは，C が滑らかであることと同
等である．[ă [川又 97]] l

【命題 4.155 (KC „ 0 曲線)】 　 滑らかな射影的代数曲面X上の曲線
Cに対して，KC „ 0となるならば，つぎのいずれかが成り立つ：

1) Cは滑らかな楕円曲線 (g “ 1)．

2) Cはただ１つの特異点P をもった有理曲線 (g “ 0)である．しかも，
Xに伴う複素解析的曲面Xhでの P hの実位相での近傍で，局所座
標系 x, yを用いて，Chが xy “ 0（結節点）または x3 ` y2 “ 0（尖
点）で表される．

[ă [川又 97]] l

【定理 4.156 (Riemann-Rochの定理)】 　 滑らかな射影的代数曲面
Xに対して，Riemann-Rochの定理は次のように表される：

χpX,OXpDqq “
1

2
DpD ´ KXq ` χpX,OXq,

χpX,OXq “
1

12

`

K2
X ` χpXq

˘

.

ここで，２番目の式はNoetherの公式と呼ばれる． l

【定理 4.157 (Hodgeの指数定理)】 　 滑らかで射影的な代数曲面Xに
対して，qprDsq “ pD2qで定義される２次形式 q : N1pXq Ñ Rは，符号
数 p1, ρpXq ´ 1qをもつ．[ă [川又 97]] l

【定理 4.158 (例外曲線の交点行列)】 　 正規な代数曲面の特異点解消
µ : Y Ñ Xにおいて，µの例外曲線たちをC1, ¨ ¨ ¨ , Cmとすると，その交
点行列 rpCi ¨ Cjqsi,jは負定値である．[ă [川又 97]] l
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【定理 4.159 (代数曲線上のファイバーの交点行列)】 　 滑らかな代数曲
面Xから滑らかな代数曲線Bへの，連結なファイバーをもった射影的な
射 f : X Ñ Bを与える．このとき，閉点 P P BのCartier因子としての
引き戻しを f˚P “

ř

i aiCiとすると，任意の因子D “
ř

i biCiに対して
pD2q ď 0で，等号はDが f˚P の定数倍となる場合にのみ成り立つ．[ă

[川又 97]] l

4.6.3 曲面の分類と極小モデル

【定義 4.160 (p´1q-曲線)】 　滑らかな代数曲面X上の曲線Cは，C – P1

で pC2q “ ´1となるとき，p´1q-曲線という．また，C – P1で pC2q “ ´2

となるとき，p´2q-曲線という． l

【定理 4.161 (滑らかな射影的代数曲面の粗分類)】 　 滑らかな射影的
代数曲面Xにおいて，次のいずれかが成り立つ：

i) 標準因子KX はネフになる．

ii) p´1q-曲線が存在する．

iii) Xは滑らかな射影的代数曲線B上の P1束になる．

iv) X – P2

[ă [川又 97]] l

【定義 4.162 (相対的極小モデル)】 　 滑らかな射影的代数曲面X は，
次の性質をもつとき相対的に極小 (relatively minimal)であるという：

滑らかな射影的代数曲面X 1への双有理正則射 f : X Ñ X 1が存在
するならば，f は同型射となる．

与えられた滑らかな射影的代数曲面Xに双有理同値な相対的極小曲面
を，Xの相対的極小モデル (relatively minimal model)という．相対的極
小モデルは常に存在するが，一意的とは限らない．[ă [宮西 90]] l

【定理 4.163 (Castelnuovoの縮約定理)】 　 滑らかな射影的代数曲面
X が p´1q-曲線 C をもつとする．このとき，もう一つの滑らかな射影的
代数曲面 Y と双有理正則射 f : Y Ñ Xで，次の条件を満たすものが（同
型を除いて）一意的に存在する：
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i) P “ fpCqは１点となる．

ii) f は P P Y を中心とするブローアップに一致する．

[ă [川又 97]] l

【命題 4.164 (縮約回数の有限性)】 　 Castelnuovoの縮約定理における
ブローアップ f : X Ñ Y において，b2pXhq “ b2pY hq`1, ρpXq “ ρpY q`1

が成り立つ．[ă [川又 97]] l

【定理 4.165 (双有理射の分解定理)】 　 f : X Ñ Y を射影的代数曲面
の間の双有理射とする．npfqを，f により１点につぶれる既約曲線の数
とすると，f は npfq個のブローアップの合成に分解される．[ă [Har77]]

l

【定理 4.166 (相対的極小モデルの存在)】 　 滑らかな射影的代数曲面
が相対的に極小であるための必要十分条件は，p´1q-曲線を持たないこと
である．さらに，任意の滑らかな射影的代数曲面Xに対して，ある相対
的極小モデル Y への双有理射 f : X Ñ Y が存在する．[ă [Har77]] l

【定義 4.167 (（絶対的）極小モデル)】 　 滑らかな射影的代数曲面X

が，（同型を除いて）ただ一つ相対的極小モデルをもつとき，それを（絶
対的）極小モデル ((absolutely) minimal model)という．[ă [宮西 90]] l

【定理 4.168 (絶対極小モデルの存在条件)】 　 滑らかな射影的代数曲
面Xが，絶対極小モデルを持つための必要十分条件は，KX が擬有効と
なることである．また，相対的極小モデルXが絶対的極小モデルである
ための必要十分条件は，KX がネフとなることである．[ă [川又 97]] l

【定義 4.169 (数値的小平次元)】 　滑らかで射影的な代数曲面Xの標準
因子KX がネフのとき，数値的小平次元 (numerical Kodaira dimension)

を νpXq :“ νpX,KXqにより定義する．Hを豊富因子として

νpXq “ 0 ô pH ¨ KXq “ 0,

νpXq “ 1 ô pH ¨ KXq ­“ 0, pK2
Xq “ 0

νpXq “ 0 ô pK2
Xq ą 0.

l
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【定理 4.170 (極小曲面の分類)】 　 Xを極小曲面，すなわち標準因子
KX がネフとなる滑らかで射影的な代数曲面とする．このとき，次元が
νpXqに等しい正規射影的代数多様体Bおよび連結なファイバーをもつ全
射正則射 π : X Ñ Bが存在する．さらに，B上の豊富なQ-因子Hが存
在して，

KX „Q π
˚H

が成り立つ．詳しくは，次のいずれかが成り立つ：

1) νpXq “ 0のとき：

1-1) K3曲面: KX „ 0, qpXq “ 0.

1-2) Enriques曲面: KX ȷ 0, 2KX „ 0, qpXq “ 0.

1-3) Abel曲面: KX „ 0, qpXq “ 2.

1-4) 超楕円曲面 (hyperelliptic)または２重楕円曲面 (bielliptic)：KX ȷ

0, 12KX „ 0, qpXq “ 1.

2) νpXq “ 1のとき：一般楕円曲面 (elliptic surface of general type): B

は滑らかな代数曲線で，π : X Ñ Bの幾何学的一般ファイバーは楕
円曲線となる．

3) νpXq “ 2のとき：一般型曲面 (surface of general type): Bは高々有
理２重点をもつ正規な代数曲面で，KB は豊富な Cartier因子とな
る．また，πはクレパントな双有理正則射となる（KX “ π˚KB)．

l

4.6.4 有理曲面

【定義 4.171 (有理曲面)】 　 射影平面と双有理同値な曲面を，有理曲
面 (rational surface)という．[数学事典] l

【定理 4.172 (Castelnuovoの有理性判定条件)】 　 有理曲面に対して，
q “ Pn “ 0pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ qである．逆に，q “ P2 “ 0となる曲面は有理曲
面である．（この定理は，k “ Cのみでなく標数正の体に対しても成り立
つ．）[数学事典] l
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4.6.5 線織曲面

【定義 4.173 (線織曲面)】 　 滑らかな射影的代数曲面Xは，滑らかな
代数曲線への全射正則射 π : X Ñ Cが存在し，その任意のファイバーが
P1と同型となるとき，C上の線織曲面 (ruled surface)という．（線織面の
射影 πは常に，大域的切断をもつ．）[ă [Har77]] l

【定義 4.174 (双有理的線織曲面)】 　 射影直線 P1と代数曲線 C の直
積 C ˆ P1と双有理同値な曲面を，双有理的線織曲面 (birationally ruled

surface)という．[ă [Har77]] l

【定理 4.175 (Enriquesの線織性判定条件)】 　双有理的線織曲面に対し
て，Pn “ 0pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q(すなわちκ “ ´1)である．逆に，P4 “ P6 “ 0(あ
るいはP12 “ 0)となる曲面は双有理的線織曲面である．（この定理は，k “ C
のみでなく標数正の体に対しても成り立つ．） l

【定理 4.176 (Castelnuovo-Enriquesの定理)】 　 曲面 Sが極小モデ
ルを持つための必要十分条件は，Sが双有理的線織曲面でないこと，す
なわち κpSq ě 0となることである．[数学事典] l

【定理 4.177 (線織曲面の構造と分類)】 　 π : X Ñ CをC上の線織曲
面とする．

1. C 上の階数２の局所自由層 E が存在し，X – PpE qとなる．逆に，
このように書けるC上の射影的曲面は線織曲面となる．

2. E と E 1をC上の階数２の局所自由層とすると，PpE qと PpE 1qがC

上の線織曲面として同型となるための必要十分条件は，C上の可逆
層L を用いて E 1 – E b L と書けることである．

3. Cの種数を gとすると，

papXq “ ´q, pgpXq “ 0, qpXq “ g.

4. C0 Ă XをXの大域的切断とするとき，

PicpXq – Z ‘ π˚PicpCq.

ここで，ZはC0で生成される．また，

N1pXq – Z ‘ Z.

生成元は，C0およびファイバーF – P1で，pC0 ¨F q “ 1, pF 2q “ 0．
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5. 表示X – PpE qにおいて，C上の階数２の局所自由層E を，H0pC,E q ­“

0かつ任意の C 上の可逆層L で degL ă 0となるものに対して
H0pC,E b L q “ 0という条件を満たすようとることができる．こ
のとき，e :“ ´deg E は双有理不変量となり，Xの大域的切断C0に
対して

pC2
0q “ ´e

が成り立つ．

6. Cの種数を gとして，E を 5)のように規格化された C上の局所自
由層とするとき，次が成り立つ．

a) E が２つの可逆層の直和に分解可能なら，E – OC‘L（degL ă

0）となる．特に，e ě 0で，この条件を満たす任意の eが許さ
れる．

b) E が分解不可能なら，´2g ď e ď 2g ´ 2となる．

[ă [Har77]] l

4.6.6 楕円曲面

【定義 4.178 (楕円曲面)】 　 曲面 Sから完備非特異な代数曲線Cへの
全射正則写像 π : S Ñ Cで幾何学的一般ファイバーが楕円曲線（種数１
の曲線）となるものが存在するとき，Sは楕円曲面の構造をもつという．
[川又雄二郎「代数多様体論」] l

4.6.7 代数的K3曲面

【定義 4.179 (代数的K3曲面)】 　 複素解析的K3曲面が代数的である
とき，代数的K3曲面という．代数的K3曲面 Sとその上の豊富層L の
組 pS,L qは，prL s2q “ 2dとなるとき，次数 2dの偏極K3曲面という．
[川又雄二郎：「代数多様体論」] l

【定理 4.180 (代数的K3曲面の存在)】 　 任意の正の整数 dに対して，
次数 2dのK3曲面が存在する．[Barth, W., Peters, C. and Van de Ven,

A.: Compact Complex Surfaces (1984)] l
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4.7 代数群

【定義 4.181】 　代数多様体Gが群構造を持ち，px, yqに xy´1を対応さ
せる写像GˆG Ñ Gが正則写像のとき，Gを代数群という．特に，Gが
既約な時，群多様体，完備な群多様体をAbel多様体という． l

4.7.1 Abel多様体

4.7.1.1 Albanese多様体

【定義 4.182】 　既約代数多様体V に対して，Abel多様体AとV からA

への有理写像の組 pA, fqが次の条件を満たすとき，Aを V のAlbanese

多様体，f をAlbanese写像という：

i) fの像はAを生成する，すなわち fの像から生成されるAの部分加
群の閉包がAと一致する．

ii) Abel多様体への任意の有理写像 g : V Ñ Bに対して，Abel多様体
の準同型 h : B Ñ Aと b P Bが常に定まり，g “ h˝f ` bを満たす．

Albanese多様体は同型を除いて一意的に存在し，f は平行移動を除いて
一意的である．これらの定義で，有理写像を正則写像で置き換えると，強
い意味でのAlbanese多様体の定義となる．それは常に存在し，Albanese
多様体の商多様体である．特に，V が非特異の時，両者は一致する．[数
学事典] l

【命題 4.183】 　 V を非特異完備複素多様体とするとき，そのAlbanese

多様体AとAlbanese写像 f は，V の適当な基点 oを固定して，oと任意
の点 x P M を結ぶ曲線 γxにそう ω P H0pV ; Ω1pV qqの積分ă x, ω ąから
決まる，M から複素トーラスへの写像で与えられる．

f : V Ñ pH0pV ; Ω1pV qqq˚{H1pV ;Zq “ A

[数学事典] l
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4.8 トーリック多様体
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【定義 4.184 (トーリック多様体)】 　 kを代数的閉体とし，k˚ “ kzt0u

とする．k 上局所有限生成の正規概型X に，代数的トーラス T “ pk˚qn

が作用し，T と同型なX の開かつ稠密な軌道のあるとき，X をトーラ
ス埋め込み (torus embedding)あるいはトーリック多様体 (toric variety)

という． l
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4.8.1 構成法

【定義 4.185 (扇)】 　 N – ZnをRnの格子，OをRnの原点として，次
の条件を満たすRnのOを頂点とする強凸錘の集合Σを扇 (fan)と呼ぶ．

i) 錘 σ P ΣはN のベクトルで生成され，σ X p´σq “ t0u(強凸）．

ii) σ P Σなら，σのすべての面に対応する錘 τ ă σもΣに含まれる．

iii) σ1, σ2 P Σなら，σ1 X σ2 ă σ1, σ2.

l

【定義 4.186 (指標群)】 　 代数的トーラス T の指標

χm : T Ñ k˚

t “ pt1, ¨ ¨ ¨ , tnq ÞÑ tm1
1 ¨ ¨ ¨ tmn

n (4.8.1)

の全体M は Znに同型な可換群となる．
正則準同型

ϕu : k˚ Ñ T

λ ÞÑ pλu1 , ¨ ¨ ¨ , λunq (4.8.2)

の全体N は Znと同型な可換群となる．
写像の結合 χm

˝ϕupλq “ λxu,myは準同型M ˆN Ñ Zを定義し，この内
積 xu,myにより，N とM は互いに双対となる． l

【定理 4.187 (Toric varietyと扇の一対一対応)】 　 錐 σと指標群M に
対して，

M X σ_ “ tm P M | mpyq ě 0@y P σu (4.8.3)

は，単位元 0を含む有限生成半群で，加群M を生成する．
半群 k代数 krM X σ_s “ ‘mPMXσ_kχmの定めるアフィン概型をUσと
定義する．このとき，扇Σに対する条件 iii)より，tUσuσPΣは自然に貼り
合わさって，トーリック多様体XΣ “ UσPΣUσを与える．
逆に，隅広による代数的トーラス作用に関する定理 (1974, 1975)より，
すべてのトーリック多様体はこの方法で得られる．

l

335 目次へ



目次へ

【構成 4.188 (Toric Variety)】 　 Rnの扇Σ ñ Toric Variety XΣ:

1) 扇頂点集合∆: Σの１次元スケルトン

Σp1q “ tRv1, ¨ ¨ ¨ ,Rvru, vj P Zn. (4.8.4)

から Znの格子点の集合

∆ :“ tv1, ¨ ¨ ¨ , vru (4.8.5)

が一意的に決まる．

2) 変換指数ベクトル：∆の線形従属関係を生成する線形独立な格子ベ
クトル集合 qp1q, ¨ ¨ ¨ , qpr´nq P Zr ，

q “ l1q
p1q `¨ ¨ ¨`ln´rq

pr´nq plk P Zq ô q1v1`¨ ¨ ¨`qrvr “ 0. (4.8.6)

3) 除外集合 Z Ă kr: Pjを zj “ 0となる座標面

Pj “ tz “ pz1, ¨ ¨ ¨ , zrq P kr | zj “ 0u pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , rq, (4.8.7)

部分頂点集合 σ “ tvj1 , ¨ ¨ ¨ , vjlu Ă ∆に対して

Pσ “ Pj1 X ¨ ¨ ¨ X Pjl , (4.8.8)

xσy “ Rvj1 ` ¨ ¨ ¨ ` Rvjl (4.8.9)

とおくとき，
Z “ YxσyRΣPσ. (4.8.10)

4) 以上の要素を用いて，扇Σに対応するトーリック多様体XΣが次で
定義される：

XΣ “ pkr ´ Zq{ „; (4.8.11)

pz1, ¨ ¨ ¨ , zrq „

˜

ź

l

λ
q

plq
1
l z1, ¨ ¨ ¨

ź

l

λq
plq
r

l zr

¸

, λ1, ¨ ¨ ¨ , λr´n P k˚

(4.8.12)

5) 埋め込み T Ñ XΣ: 次の写像より誘導される．

z “ pzjq P kr ´ Z ÞÑ t “

r
ź

j“1

ϕvjpzjq P T (4.8.13)
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6) 因子 Dj:

Dj “ pPj ´ Zq{ „ . (4.8.14)

7) アフィン開集合 Uσ (xσy P Σ):

Uσ “ XvjRσpXΣ ´ Djq (4.8.15)

この開集合上で，指標 χmは

χm “ tm “
ź

j

z
xm,vjy

j , m P M (4.8.16)

と表されるので，正則となる条件は，

m P σ_ “ tx P MR | xx, vy ě 0 @v P xσyu (4.8.17)

よって，Uσ上の座標環Aσが

Aσ “ krσ_ X M s –
à

mPσ_XM

kχm (4.8.18)

により定義され，

pUσ,OX |Uσq “ pSpecpAσq, Ãσq. (4.8.19)

[Kreuzer M:hep-th/0612307] l

【定理 4.189 (コンパクト性と正則性)】 　

1. 扇Σに対応するトーリック多様体がコンパクトとなるための必要十
分条件は，扇が完全，すなわち |Σ| “ Yσ xσy “ NRとなることで
ある．

2. 扇Σに対応するトーリック多様体が非特異となるための必要十分条
件は，Σが単体的かつ基本的，すなわちすべての錐 xσyがNの格子
基底の一部で生成されることである．

l
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4.8.2 例

【例 4.190 (射影空間CP n)】 　

1) 扇：N をRnの標準格子 Zn，r “ n ` 1として，頂点集合∆を

∆ “ tv0, ¨ ¨ ¨ , vnus v1 “ e1, ¨ ¨ ¨ , vn “ en, v0 “ ´

n
ÿ

i“1

ei. (4.8.20)

と取り，扇Σを，σ Ă ∆として，

σ P Σ ô σ Ă ∆ ´ tvjuDj (4.8.21)

により定義する．

2) 変換指数ベクトル：

q “ p1, 1, ¨ ¨ ¨ , 1q P Rn`1. (4.8.22)

よって，同一視変換は

pλz0, ¨ ¨ ¨ , λznq „ pz0, ¨ ¨ ¨ , znq P Cn`1. (4.8.23)

3) 除外集合：
Z “ p0, ¨ ¨ ¨ , 0q P Cn`1. (4.8.24)

4) トーリック多様体：

XΣ “ pCn`1 ´ Zq{ „“ CP n. (4.8.25)

5) 基本因子
Dj “ pPj ´ Zq{ „– rCP n´1s. (4.8.26)

これらはすべて線形同値．

6) アフィン開集合：σj “ ∆ ´ tvju，Uj “ Uσj
は

Uj “ XΣ ´ Dj “ pCn`1 ´ Pjq{ „,

Uj Q rz0 : ¨ ¨ ¨ : zns – pζ1, ¨ ¨ ¨ , ζnq “ pz0{zj, ¨ ¨ ¨ , zn{zjq.
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7) 座標環：

U0 : σ_ X M “ Z`e1 ` ¨ ¨ ¨ ` Z`en,

ζ1 “ z1{z0, ¨ ¨ ¨ , ζn “ zn{z0 ñ Aσ – Zrζ1, ¨ ¨ ¨ , ζns,

Ul : σ_ X M “ Z`pe1 ´ elq ` ¨ ¨ ¨ ` Z`pen ´ elq ` Z`p´elq,

ζj “ zj{zl pj ‰ lq, ζl “ z0{zl ñ Aσ – Zrζ1, ¨ ¨ ¨ , ζns.

l

【例 4.191 (Hirzeburch surfac Fn)】 　

1) 扇：∆ “ tv0, v1, v2, v3uを頂点集合とする単体的扇Σ.

v0 “ p0,´1q, v1 “ p1, 0q, v2 “ p´1, nq, v3 “ p0, 1q. (4.8.27)

2) 除外集合：
Z “ tz0 “ w “ 0u Y tz1 “ z2 “ 0u. (4.8.28)

3) 同一視：線形関係

qp1q “ p1, 0, 0, 1q : v0 ` v3 “ 0, (4.8.29a)

qp2q “ pn, 1, 1, 0q : nv0 ` v1 ` v2 “ 0, (4.8.29b)

より，

Fn “ pC4 ´ Zq{ „ Q pλnµz0 : λz1 : λz2 : µwq. (4.8.30)
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4) 基本因子：

D0 :“ tp0 : z1; z2 : wqu, D1 :“ tpz0 : 0 : z2 : wqu,

D2 :“ tpz0 : z1 : 0 : wqu, D3 :“ tpz0 : z1 : z2 : 0qu.

空でない交差を持つのは，

D0 X D1, D0 X D2, D1 X D3, D2 X D3. (4.8.31)

5) Affine開集合：

U0,1 “ Fn ´ D2 ´ D3 : σ “ tv0, v1u

σ_ X M “ Z`e1 ` Z`p´e2q,

ζ1 “
z1
z2
, ζ2 “

z0
zn2 z3

ñ A1 – Zrζ1, ζ2s

U0,2 “ Fn ´ D1 ´ D3 : σ “ tv0, v2u

σ_ X M “ Z`p´e1q ` Z`p´ne1 ´ e2q,

ζ1 “
z2
z1
, ζ2 “

z0
zn1 z3

ñ A1 – Zrζ1, ζ2s

U1,3 “ Fn ´ D0 ´ D2 : σ “ tv1, v3u

σ_ X M “ Z`e1 ` Z`e2,

ζ1 “
z1
z2
, ζ2 “

zn2 z3
z0

ñ A1 – Zrζ1, ζ2s

U2,3 “ Fn ´ D0 ´ D1 : σ “ tv2, v3u

σ_ X M “ Z`p´e1q ` Z`pne1 ` e2q,

ζ1 “
z2
z1
, ζ2 “

zn1 z3
z0

ñ A0 – Zrζ1, ζ2s

l

【例 4.192 (重み付き射影空間CP n11)】 　

1) 扇：∆ “ tv0, v1, v2uを頂点集合とする単体的扇Σ.

v0 “ p0,´1q, v1 “ p1, 0q, v2 “ p´1, nq. (4.8.32)
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2) 除外集合：
Z “ tz0 “ z1 “ z2 “ 0u. (4.8.33)

3) 同一視：線形関係

q “ pn, 1, 1q : nv0 ` v1 ` v2 “ 0, (4.8.34)

より，

X “ pC3 ´ Zq{ „– CP n11 Q pλnz0 : λz1 : λz2q. (4.8.35)

4) 基本因子：

D0 :“ tp0 : z1; z2qu, D1 :“ tpz0 : 0 : z2qu,

D2 :“ tpz0 : z1 : 0qu,

空でない交差を持つのは，

D0 X D1, D0 X D2, D1 X D2. (4.8.36)

5) Affine開集合：

U0,1 “ CP n11 ´ D2 : σ “ tv0, v1u

σ_ X M “ Z`e1 ` Z`p´e2q,

ζ1 “
z1
z2
, ζ2 “

z0
zn2

ñ A1 – Zrζ1, ζ2s

U0,2 “ CP n11 ´ D1 : σ “ tv0, v2u

σ_ X M “ Z`p´e1q ` Z`p´ne1 ´ e2q,

ζ1 “
z2
z1
, ζ2 “

z0
zn1

ñ A1 – Zrζ1, ζ2s

U1,2 “ CP n11 ´ D0 : σ “ tv1, v2u

σ_ X M “ Z`e2 ` Z`pe2 ` e1q ` ¨ ¨ ¨ ` Z`pe2 ` ne1q,

w0 “
zn2
z0
, w1 “

z1z
n´1
2

z0
, ¨ ¨ ¨ , wn “

zn1
z0

ñ A1 – Zrw0, w1, ¨ ¨ ¨ , wns{pw0wn “ w1wn´1 “ ¨ ¨ ¨ “ wrn{2swn´rn{2sq
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6) 特異点解消：CP n11は U1,2内の点 p1 : 0 : 0qを巡回商特異点として
もつ．Hirzebruch面 Fnからこの多様体への有理写像 f を

f : Fn Q pz0 : z1 : z2 : wq ÞÑ pz0 : z1 : z2q P CP n11 (4.8.37)

により定義すると，

f : Fn ´ D3 – CP n11 ´ p1 : 0 : 0q (4.8.38)

で，かつ

D3 “ tpz0 : z1 : z2 : 0qu – tp1 : z1 : z2 : 0qu {C˚ – CP 1. (4.8.39)

よって，FnはブローアップによるCP n11の特異点解消を与える．

l

【例 4.193 (Conifold CP p1, 1,´1,´1q)】 　

1) 扇：Σを次の４個の頂点集合∆ “ ∆4から生成される１個の錐 σ “

|∆4|とその辺で構成する：

v0 “ e1, v1 “ e2, v2 “ e1 ` e3, v3 “ e2 ´ e3. (4.8.40)

2) ∆の従属関係は

q “ p1, 1,´1,´1q : v0 ` v1 “ v2 ` v3 (4.8.41)

で，除外集合はZ “ Hとなるので，

XΣ “ CP 4{„ – CP p1, 1,´1,´1q : pλz0 : λz1;
1

λ
z2;

1

λ
z3q “ pz0 : z1 : z2 : z3q

(4.8.42)
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3) 基本因子：

D0 :“ tp0 : z1 : z2 : z3qu , D1 :“ tpz0 : 0 : z2 : z3qu ,

D2 :“ tpz0 : z1 : 0 : z3qu , D3 :“ tpz0 : z1 : z2 : 0qu .

4) 座標環：

σ_ X M “ Z`e1 ` Z`e2 ` Z`pe1 ´ e3q ` Z`pe2 ` e3q (4.8.43)

より，

Uσ : x “ z0z2, y “ z1z3, u “ z1z2, v “ z0z3

ñ Aσ “ Zrx, y, u, vs{pxy “ uvq. (4.8.44)

これは，x “ y “ u “ v “ 0に conifold特異点をもつ．

5) 特異点解消：∆4を図 (2a)のように２つの単体錐

σα “ xv1, v2, v3y , σβ “ xv0, v2, v3y (4.8.45)

に分割して得られる扇Σ1を考えると，除外集合が

Z 1 “ tp0 : 0 : z2 : z3qu (4.8.46)

となり，基本因子の交差は

D0 X D2, D0 X D3, D1 X D2, D1 X D3. D2 X D3. (4.8.47)

また，

σ_
α X M “ Z`e1 ` Z`pe1 ´ e3q ` Z`p´e1 ` e2 ` e3q,

σ_
β X M “ Z`e2 ` Z`pe2 ` e3q ` Z`pe1 ´ e2 ´ e3q,

より，アフィン開近傍は

Uα “ X 1 ´ D0:

ζ1 “ z0z2 “ x, ζ2 “ z0z3 “ v, ζ3 “ z1{z0,

ñ Aα “ Zrx, v, z1{z0s (4.8.48)
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Uβ “ X 1 ´ D1:

ζ1 “ z1z3 “ y, ζ2 “ z1z2 “ u, ζ3 “ z0{z1,

ñ Aβ “ Zry, u, z0{z1s (4.8.49)

Xの特異点は pP0 X P1q Y pP2 X P3q Ă CP 4に対応するので，X 1で
は x “ y “ u “ v “ 0（pz0, z1q ‰ p0, 0qは任意）と対応．これは
CP 1と同型．

同様に，∆4を次のような２つの単体

σγ “ tv0, v1, v2u , σγ “ tv0, v1, v3u (4.8.50)

に分割すると，除外集合が

Z2 “ tpz0, z1, 0, 0qu (4.8.51)

となり，別のブローアップX2を与える．

（注）X 1 – X2 – pOp´1q ‘ Op´1q Ñ CP 1q.

l

4.8.3 性質

以下，XΣをN – Rnの扇Σに対応する非特異コンパクトトーリック多
様体，Dj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , r)をその基本因子系，M を pC˚qn “ XΣz Yj Dj か
らC˚への正則準同型 χmの集合とする．
【定義 4.194 (Chow群)】 　 代数多様体Xの r次元閉部分既約多様体の
Z係数形式和ΣiairZisを（代数的)r-輪体 (algebraic r-cycle)という．２つ
の r-輪体 c1, c2は，それらを含む pr ` 1q次元部分多様体 Y とその上の有
理関数 f が存在し，Y 上の因子として c1 ´ c2 “ pfqが成り立つとき，有
理同値 (rationally equivalent)という．X上の r-輪体の有理同値類全体の
つくる加群ArpXqをChow群 (Chow group)と呼ぶ． l

【命題 4.195 (トーリック多様体のChow環)】 　 トーリック多様体XΣ

に対して，

1. Chow群AkpXΣqは，Vσ “ XvPσDv (σ P Σ)により生成される．
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2. |I| Ć Σとなる I Ă ∆Σに対して，RI “
ś

vPI Dvとおくとき，m P M

として，XΣのChow環は

A˚pXΣq “ ZrD1, ¨ ¨ ¨ , Drs{

C

RI ,
ÿ

j

xm, vjyDj

G

(4.8.52)

で与えられる．

3. AkpXσ,Zq – H2kpXΣ,Zq

l

【命題 4.196 (トーリック多様体の Chern類)】 　 トーリック多様体
X “ XΣに対して，

1. Xの標準層は

Ωn
X “ OXp´

r
ÿ

j“1

Djq. (4.8.53)

2. Xの接バンドル TX の全Chern類と全Tod類は

cpTXq “

r
ź

j“1

p1 ` ˚rDjsqq “
ÿ

σPΣ

˚rVσs, (4.8.54a)

tdpTXq “

R
ź

j“1

˚rDjs

1 ´ expp´ ˚rDjsq
“ 1 `

1

2
c1 `

1

12
c21c2 ` ¨ ¨ ¨ .

(4.8.54b)

ここで，輪体 cに対して ˚cはその Poincare双対. 特に，

c1pXq “

r
ÿ

j“1

˚rDjs. (4.8.55)

l

4.8.4 超曲面

【命題 4.197 (線バンドルの断面)】 　 Xを扇Σに対応するトーリック
多様体とする．
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1. Weil因子D “
ř

ajDj が Cartierとなるための必要十分条件は，Σ

の各極大錐 σに対し，xmσ, vjy “ ´ajp@vj P σqとなるmσ P M が存
在することである．このとき，各開近傍 Uσで

D|Uα “ pχmσq. (4.8.56)

2. Xが非特異なら，Weil因子は常にCartierである．

3. Σが単体的ならば，kDがCartierとなる k P Nが存在．

4. Cartier因子Dに対して，区分線形なNR上の関数

ψDpvq “ xmσ, vy v P σ (4.8.57)

を support関数という．

5. XがコンパクトでD “
ř

ajDjがCartierのとき，

– OpDqが大域的断面で生成されるための必要十分条件は ψDが
凸であることである．

– D が豊富であるための必要十分条件は，ψD が強凸であるこ
と，すなわち dimσ “ nとなる錐 σ と頂点 vj R σ に対して
xmσ, vjy ą ´ajとなることである．

6. Cartier因子Dに対して，

∆D :“ tm P MR | xm, vjy ě ´aj, @ju (4.8.58)

は凸な格子ポリトープを定義し，その格子点はOpDqの大域的切断
を与える．さらに

– Dが大域的切断で生成されるための必要十分条件は，∆D が
tmσuの凸包であること．

– Dが豊富であるための必要十分条件は，∆D がmσ(σ P Σpnq）
を頂点とする n-次元体で，σ ‰ τ P Σpnqに対しmσ ‰ mτ とな
ることである．このとき，Σは∆Dの法扇となる．

7. ポリトープ∆に対し，その極ポリトープ∆˝ Ă NRを

∆˝ “ ty P NR | xx, yy ě ´1, @x P ∆u (4.8.59)

により定義する．このとき，∆の法扇 Σ∆は，∆˝の面とその共通
の内点から作られる錐で生成される．
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8. コンパクトでなめらかなトーリック多様体Xでは，すべての T -不
変な豊富因子は非常に豊富である．

8. トーリック多様体XΣが射影的であるための必要十分条件は，Σが
ある格子ポリトープ∆ Ă MRの法扇となることである．

l

【定理 4.198 (Batyrev)】 　 トーリック多様体XΣの超曲面 Y に対し
c1pY q “ 0となるための必要十分条件は，OpDqの断面が Y を与える因子
Dに対して，ポリトープ∆D Ă MRの極ポリトープ∆˝

D Ă NRが，Σの格
子頂点の凸閉包∆˚と一致することである． l

【定義 4.199 (reflexive polytope)】 　 格子ポリトープは，その極ポリ
トープが再び格子ポリトープとなるとき，reflexiveであるという． l
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5 Gauge Field Theories

Last update: 2011/7/18

5.1 Fundamentals

Principal fibre bundle P pM,Gq 局所座標系を pψα,Uαq，局所切断を
σαとする：

ψα : π´1pUαq Q u ÞÑ pπpuq, ϕαpuqq P Uα ˆ G, (5.1.1)

σα : Uα Ñ π´1pUαq. (5.1.2)

このとき，次が成り立つ：

ψαpugq “ ψαpuqg, ϕαpugq “ ϕαpuqg, @g P G, (5.1.3)

ψ´1
α px, gq “ σαpxqg. (5.1.4)

座標変換 ψβ˝ψ´1
α は変換関数

Uβα : Uα X Uβ Ñ G, (5.1.5)

を用いて，
ψβ˝ψ´1

α px, gq “ px, Uβαpxqgq (5.1.6)

と表される．また，局所切断を用いると

σβpxq “ σαpxqUβαpxq´1 “ σαpxqUαβpxq (5.1.7)

となる．
P pM,Gqの接続形式 ωの局所切断による引き戻しを

ωα “ σ˚
αω, (5.1.8)

とおくと，その座標変換に対する変換則は

ωβ “ adpU´1
αβ qωα ` U˚

αβθ (5.1.9)

となる．ここで，θはリー群の標準 1形式

θgpξgq “ pLg´1q˚ξg (5.1.10)
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である．Gが行列群のとき，

ωα ÞÑ A,

Uβα ÞÑ U,

に対して，この変換則は

A1 “ adpUqA ´ dUU´1 (5.1.11)

と表される．

随伴ベクトルバンドル EpM,V,G, P q 主バンドル P の随伴ベクトルバ
ンドルはGの左作用の定義された線形空間 V に対して，

E “ P ˆG V Q ru, vs; ru, vs “
␣

pug, g´1vq
ˇ

ˇ g P G
(

(5.1.12)

により定義される．P の局所座標 pψα,Uαqに対応して，E の局所座標
pψEα,Uαqが

ψEα : π´1
E pUαq Q ru, vs ÞÑ pπpuq, ϕαpuqvq P Uα ˆ V (5.1.13)

により定義される．ψEαは ψαに対応する P の局所切断 σαを用いて

ψ´1
Eαpx, vq “ rσαpxq, vs (5.1.14)

と表される．
Eの座標変換は

ψEβ˝ψEαpx, vq “ px, Uβαvq (5.1.15)

となる．したがって，Eの切断Φの座標表示を

ψEα˝Φpxq “ px,Φαpxqq (5.1.16)

とおくと，Φαの変換則は

Φβ “ UβαΦα, (5.1.17)

あるいは，省略記法で
Φ1pxq “ UpxqΦpxq (5.1.18)

となる．
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共変微分と曲率 局所座標表示に対する省略記法のもとで，ベクトル場
Φの共変微分は

DXΦ “ XΦ ` ApXqΦ, (5.1.19)

あるいは，
DΦ “ dΦ ` AΦ (5.1.20)

で定義される．また，曲率形式Ωの局所切断による引き戻し

F “ σ˚Ω (5.1.21)

は，ゲージ場Aを用いて

F “ dA ` A ^ A (5.1.22)

と表される．ここで，

A ^ ApX,Y q “ rApXq, ApY qs (5.1.23)

である．これと共変微分の関係は

pDXDY ´ DYDX ´ DrX,Y sqΦ “ FΦ (5.1.24)

となる．
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6 Noncommutative Geometry

Last update: 2011/7/18

6.1 超幾何学

6.1.1 教科書とレビュー

• Kac VG: Lie superalgebras, Adv. Math. 26, 8–96 (1977).

• Kostant B: Graded manifolds, graded Lie theory and prequantiza-

tion, Differential Geometrical Methods in Mathematical Physics,

Lecture Notes in Mathematics 570 (Springer, 1977), 177–306.

• Batchelor M: Graded Manifoles and Supermanifolds, Mathematical

Aspects of Superspace, eds. Seifert H-J, Clarke CJS, Rosenblum

A, NATO ASI Series, Mathematical and Physical Sciences 132 (

D.Reidel Pub. Company, 1984), 91–134.

• Rogers A: Mathematical Aspects of Superspace, eds. Seifert H-J,

Clarke CJS, Rosenblum A, NATO ASI Series, Mathematical and

Physical Sciences 132 ( D.Reidel Pub. Company, 1984), 91–134.

• Brezin FA: Introduction to Superanalysis, D. Reidel Pub. Co. (1987).

• DeWitt B: Supermanifolds, Cambridge Univ. Press (1992).

• Bartocci C. Bruzzo U, Hernandez-Ruiperez D: The Geometry of

Supermanifolds, Mathematics and Its Applications, Kluwer (1992).

• Deligne P, Morgan JW: Notes on supersymmetry (following Joseph

Bernstein), Quantum Fields ans Strings: A Course for Mathemati-

cians, vols. 1, 2, Amer. Math. Soc. (1999).

• Deligne P, Freed DS: Supersolutions, Quantum Fields ans Strings:

A Course for Mathematicians, vols. 1, 2, Amer. Math. Soc. (1999)

[hep-th/9901094].

• Tuynman GM: Supermanifolds and Supergroups, Kluwer Academic

Pub. (2004).
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• Goertsches O: Riemannian Supergeometry, math.DG/0604143.

6.2 History

1966 超空間の導入 (Salam A, Strathdee J 1974[SS74]; Volkov DV, Akukov

VP 1973[VA73]; Wess J, Zumino B 1977[WZ77])

1975 次数付き多様体の導入 (Berezin FA, Leites DA 1975[BL75]; Kostant

B 1977[Kos77]; cf. Dell J, Smolin L 1979[DS79])

1977 幾何学的超多様体の導入 (DeWitt BS 1977; Batchelor M 1980[Bat80];

DeWitt BS 1984[Dew84] )

1980 G8 超多様体の導入 (接層が局所自由でない）(Rogers A [Rog80])

1981 JP 超多様体 (Jadczyk A, Pilch K 1981[JP81])

1986 超多様体の公理 (Rothstein MJ[Rot86])

´ GH8 超多様体の導入（接層は局所自由だが、節空間が一般に同型
な超ベクトル空間とならない）(Rogers A [Rog86])

1987 G-超多様体 (Bartocci C, Bruzzo U[BB87]; Bartocci C, Bruzzo U,

Hernández-Ruipérez D 1989[BBHR89])
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6.3 超多様体
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