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1 基本事項

1.1 位相群

1.1.1 基本性質

【定理 1.1 (Schreierの定理)】 　 Gを連結位相群，Ueを単位元の任意の開近傍とす
る．このとき，

U pmq
e :“ SetDefg “ g˘1

1 ¨ ¨ ¨ g˘1
m gi P Ue, 1 ď i ď m

とおくと，
G “ Y8

m“1U
pmq
e

が成り立つ．[From: 竹内勝・伊勢幹夫「リー群論」（岩波書店, 1992)] l

【命題 1.2 (正規離散部分群)】 　 位相群Gの任意の離散的正規部分群はGの中心
に含まれる． l

1.2 Lie代数とLie群の対応

1.2.1 指数写像

【定義 1.3 (指数写像)】 　 Gを Lie群，gをその（左不変ベクトル場の作る）Lie

代数とする．このとき，X P gは完備でその生成する変換群は，Gの１径数部分群
aptqによる右変換群Raptqと一致する．この１径数部分群 aptqを aptq “ expptXqとお
くと，

exp : X ÞÑ exppXq

は，gから Gへのなめらかな写像を与え，0 P gの近傍で１対１となる．この写像
exp : g Ñ Gを指数写像という． l

【命題 1.4】 　指数写像 exp : g Ñ Gに対して

exp tX ¨ exp tY “ exp

"

tpX ` Y q `
t2

2
rX,Y s ` O

`

t3
˘

*

(1.1)

が成り立つ．これより，特に

rrexp tX, exp tY ss “ exp
␣

t2rX,Y s ` O
`

t3
˘(

(1.2)
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が成り立つ．ここで，a, b P Gに対して

rra, bss :“ aba´1b´1

である． l

【定理 1.5 (Lie群の連結 Lie部分群と Lie環の部分環の対応)】 　 Lie群Gの Lie代
数を gとする．このとき，gの任意の部分代数 hに対して，hをG上のベクトル場の
包合系と見なし，単位元 eを含むその極大積分多様体をHとすると，HはGの連結
Lie部分群となる．逆に，Gの任意の連結 Lie部分群Hに対して，その Lie代数 hは
(左不変ベクトル場の線形集合として）一意的に gの部分代数と見なされる．gの部
分代数とGの Lie部分群との対応は１対１で次の関係にある：

i) 連結 Lie部分群Hに対応する部分 Lie代数 hは

h “ tX P g | ExppXq Ă Hu .

ここで，ExppXq “ t exp tX | t P Ru．

ii) 部分 Lie代数 hに対応する連結 Lie部分群Hは，

H “ t expX ¨ expY ¨ ¨ ¨ expZ | X,Y, ¨ ¨ ¨ , Z P hu .

[From: 竹内勝・伊勢幹夫「リー群論」（岩波書店, 1992)] l

1.2.2 線形表現におけるLie代数の対応

【命題 1.6 (線形表現における Lie代数の対応)】 　 ρ : G Ñ GLpV qを Lie群Gの
V 上への線形表現とする．このとき，ξ, ηをGの左不変ベクトル場，dρを ρの微分
写像とすると

dρgpξq “ ρpgqdρepξq,

dρgprξ, ηsq “ ρpgqrdρepξq, dρepηqs

が成り立つ．これより，Gの Lie代数からGLpV qの Lie代数への線形写像 ρ˚ : g Ñ

glpV qを
ρ˚pξq :“ dρepξq

により定義すると，ρ˚は Lie代数の同型を与える：

ρ˚prξ, ηsq “ rρ˚pξq, ρ˚pηqs.

l
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1.3 Lie部分群の位相的特徴付け

【定理 1.7 (Cartanの定理)】 　 Lie群Gの閉部分群Hは常に Lie部分群の構造を
もち，それは一意的である． l

【定理 1.8 (山辺の定理)】 　 Lie群Gの部分群HがGの位相に関して弧状連結で
あることとHがGの連結 Lie部分群となることは同等である． l
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2 Lie代数とLie群の構造

2.1 一般的定義

【定義 2.1 (Lie代数の可解性とベキ零性)】 　 Lie代数 gに対して，

i) g1 “ rg, gs, g2 “ rg1, g1s, ¨ ¨ ¨ , gpi`1q “ rgpiq, gpiqsとおく．このとき，g1 “ 0なら
ば gは可換，gpkq “ 0となる自然数 kが存在するならば可解という．

ii) g1 “ g, g2 “ rg, g1s, ¨ ¨ ¨ , gi`1 “ rg, gis とおく．このとき，gk “ 0となる自然数
kが存在するならば g はベキ零であるという．

l

【定理 2.2 (Engelの定理)】 　 gを体K 上の Lie代数とする．gが可解であれば，
rg, gsはベキ零である． l

【定義 2.3 (根基)】 　

1. Lie代数 gの可解イデアル全部の和 rは可解イデアルで，最大可解イデアルと
なる．これを gの根基 (radical)という．

2. Lie代数 gのベキ零イデアル全部の和 nはベキ零イデアルで，最大のベキ零イ
デアルとなる．これを gの最大ベキ零イデアル (largest nilpotent ideal)という．

[From: 岩波数学事典（第４版）] l

【定義 2.4 (Lie代数の半単純性)】 　 根基が 0，すんなわち 0以外に可解イデアル
を持たない Lie代数を半単純 (semisimple)という．gが半単純であって，さらに，0

と g以外にイデアルを持たないとき単純 (simple)であるという． l

【注 2.5】 　

• 半単純性を 0以外に可換イデアルを持たないという条件により定義することも
できる．

• 1次元複素Lie代数C(および実Lie代数R)は 0と自分自身以外にイデアルを持
たないが，単純ではない．

l
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【定義 2.6】 　連結 Lie群は，その Lie代数が半単純，単純，可解，ベキ零，可換で
るとき，それぞれ半単純，単純，可解，ベキ零，可換であるという．可解性，ベキ
零性，可換性は群論的な定義と一致する． l

【定義 2.7 (Killing形式)】 　 Lie代数 gの随伴表現X ÞÑ adpXq : adpXqY “ rX,Y s

に対して，
KpX,Y q ” trpadpXqadpY qq (2.1)

は，gの基底の取り方に依存せず，g上の双一次形式を定義する．この双一次形式を
Killing形式と呼ぶ．Killing形式に対して，

KprZ,Xs, Y q ` KpX, rZ, Y sq “ 0， @Z P g

が成り立つ． l

【定義 2.8 (Lie代数の微分)】 　 体K上の Lie代数 gの自己準同型 δ P Endpgq “

Mpg, Kqが，条件

δprX,Y sq “ rδpXq, Y s ` rX, δpY qs, @X,Y P g (2.2)

を満たす時，微分 (derivation)という．微分の全体Dpgqは，glpgqの Lie部分代数と
なり微分の Lie代数という．特に，gの随伴リー代数 adpgqはDpgqのイデアルとな
り，adpgqの元は gの内部微分 (inner derivation)と呼ばれる． l

【命題 2.9 (半単純 Lie代数の微分の代数)】 　 gが半単純であるとき，Dpgq –

adpgq – gが成り立つ． l

【定義 2.10 (自己同型群)】 　 K “ R,C上の Lie代数 gに対し，その自己同型の
全体Autpgq pĂ GLpg, Kqqは Lie群となり，その Lie代数はDpgqと一致する．また，
t exppδq | δ P adpgquから生成されるAutpgqの連結正規部分 Lie群を gの内部自己同
型群と呼び，Intpgqと表す．Intpgqの Lie代数は adpgqと一致する．
また，Autpgq{Intpgqを外部自己同型群という．gが半単純な時には，IntpgqはAutpgq

の単位元を含む連結成分と一致する． l

2.2 分解定理

2.2.1 Levi分解

【定理 2.11 (Lie代数の Levi分解)】 　 Lie代数 gの根基を rとするとき，gの半単
純部分代数 fが存在して，g “ f ` rが成り立つ． l
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【定理 2.12 (Levi分解の同型性 (Malcevの定理))】 　 g “ f ` r “ f1 ` rを gの２つ
の Levi分解とすると，Apfq “ f1となる gの自己同型Aが存在する． l

2.2.2 Mackey分解

【定理 2.13 (Mackey分解 [Macky(1952)])】 　 Gを可分局所コンパクト群，Kをそ
の閉部分群とする．このとき，Gの Borel集合 Sが存在し，Gの任意の元 gは一意
的な次の分解をもつ：

g “ ks, k P K, s P S.

[Ref. A. Barut and R. Raczka (1986)] l

2.2.3 Gauss分解

【定義 2.14 (Gauss分解:位相群)】 　 位相群Gは，次の性質を持つ部分群Z，D，
Zを用いて

G “ ZDZ

と表されるとき，Gauss分解を持つという．

i) ZDとDZは連結可解部分群で，rZD,ZDs “ Z，rDZ,DZs “ Z．

ii) Z X DZ “ teu and D X Z “ teu．

[From A. Barut and R. Raczka (1986)] l

【定理 2.15 (Gauss分解:複素半単純 Lie代数)】 　 gを複素半単純 Lie代数， hを
Cartan部分代数，∆˘を正（負）ルートの集合，∆ “ ∆` Y ∆´，Eαを

rX,Eαs “ αpXqEα, α P ∆, X P h,

を満たす gの元，g˘を tEα|α P ∆˘uの線形包とする．このとき，次が成立する：

1. g`と g´は巾ゼロ部分代数．

2. 部分代数 g` ˜̀ h，g´ ˜̀ hは可解．

3. g “ g` 9̀ h 9̀ g´.
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l

【定理 2.16 (極大可解部分代数)】 　 複素半単純 Lie代数のGauss分解 g “ g` 9̀

h 9̀ g´において，可解部分 Lie代数 g` ˜̀ hをBorel部分代数という．Borel部分代
数は，極大可解部分代数であり，任意の極大可解部分代数は互いに内部自己同型で
共役である． l

【定義 2.17 (放物型部分代数)】 　 Lie代数 gに対し，そのBorel部分代数を含む任
意の部分代数を放物型部分代数 parabolic subalgebraという． l

【命題 2.18 (放物型部分代数の分類)】 　 複素半単純 Lie代数 gの基本ルート系を
Π “ tα1, ¨ ¨ ¨ , αruとして，その勝手な部分集合 Sに対し，Sの線形結合で表される
負フート αに対する gαの全体をBorel部分代数に加えて得られる部分代数は，放物
型部分代数となる．任意の放物型部分代数は，このようにして得られる部分代数と
共役である．また，互いに共役でない放物型部分代数の個数は 2r個である． l

【定理 2.19 (Gauss分解:複素半単純 Lie群)】 　 すべての連結複素半単純 Lie群G

は，Gの自己同型の自由度を除いて一意的なGauss分解を持つ：

G “ ZDZ.

ここで，Dは連結可換部分群，Z とZは単連結，連結巾ゼロ部分群，ZDとDZは
Gの極大連結可解部分群．また，G´ ZDZはGより低次元の閉集合．さらに，正
則点 g P ZDZ に対して，分解 g “ ζδz (ζ P Z , δ P ∆, z P Z)により決まる元，ζ，
δ，zは gの連続関数．[Ref. Zeloenko (1963); From A. Barut and R. Raczka (1986)]

l

【定理 2.20 (Gauss分解:実半単純 Lie群)】 　 すべての連結実半単純 Lie群Gは次
の分解を持つ：

G “ ZDZ.

ここで，Dは単連結可換部分群Aと連結半単純コンパクト群Kの直積

D “ A ˆ K,

Z と Z は単連結かつ連結巾ゼロ部分群で，Z X DZ “ teuかつD X Z “ teu．ま
た，G ´ ZDZはGより低次元の閉集合. さらに，正則点 g P ZDZに対して，分
解 g “ ζδz (ζ P Z , δ P ∆, z P Z)により決まる元，ζ，δ，zは gの連続関数．[Ref.

Zeloenko (1963); From A. Barut and R. Raczka (1986)] l

13 目次へ



目次へ

2.2.4 Cartan分解

【定理 2.21 (Cartan分解:実半単純 Lie代数)】 　 実半単純 Lie代数 gは次の形の分
解を持つ：

g “ k 9̀ p.

ここで，kと pは次の性質を持つ：

rk, ks Ă k, rk, ps Ă p, rp, ps Ă k,

また，KpX,Y qをKilling形式として，

KpX,Xq ă 0 for X “ 0 P k,

KpY, Y q ą 0 for Y “ 0 P p,

KpX,Y q “ 0 for X P k, Y P p.

kは gの極大コンパクト部分代数である．[Ref. Helgason (1962); From A. Barut and

R. Raczka (1986)] l

【定理 2.22 (Cartan分解:実半単純 Lie群)】 　 Gを中心有限な連結実半単純 Lie群
とし，その Lie代数 gのCartain分解を g “ k 9̀ pとする．このとき，K を Lie代数
kに対応するGの連結部分群，Pを指数写像による線形空間 pの像とすると，Gは
次のように表される：

G “ PK .

[Ref. Cartan (1929); From A. Barut and R. Raczka (1986)] l

2.2.5 岩沢分解

【定理 2.23 (Iwazawa分解:実半単純 Lie代数)】 　 実半単純 Lie代数 gのCartan分
解を g “ k 9̀ p，hP を pの極大可換部分代数とする．このとき，hP 9̀ n0が可解とな
る巾ゼロ部分代数 n0が存在し，gは次のように分解される：

g “ k 9̀ hP 9̀ n0.

[Ref. Helgason (1962); From A. Barut and R. Raczka (1986)] l
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【定理 2.24 (Iwazawa分解:実半単純 Lie群)】 　 中心有限な連結実半単純 Lie群G

に対して，その Lie代数の岩沢分解を g “ k 9̀ hP 9̀ n0，K , AP，N を対応するG

の連結部分群とする．このとき

G “ K APN

が成り立ち，各元 g P GはK , AP，Nに属する元を用いて一意的に表される．AP と
N は単連結となる．[Ref. Helgason (1962); From A. Barut and R. Raczka (1986)]

l

2.3 局所コンパクト群

【定義 2.25 (局所コンパクト群)】 　 局所コンパクトな位相群を，局所コンパクト
群という．位相群が局所コンパクトであるためには，単位元 eがコンパクト近傍を
持つことが必要十分である． l

【命題 2.26 (局所コンパクト群の性質)】 　 局所コンパクト群は次の性質を持つ：

i) 局所コンパクト群の閉部分群は，局所コンパクトである．

ii) 局所コンパクト群は σ-コンパクトな開部分群をもつ．

ii) 局所コンパクト群Gの閉部分群Hによる商空間G{Hは，局所コンパクトかつ
パラコンパクトである．

iii) 局所コンパクトな群の族 tGαupα P Aqの直積
ś

αGαが局所コンパクトとなる
ためには，tGαu が有限個を除きコンパクトとなることが必要十分である．

l

【定理 2.27 (R.Baire’s Category Theorem)】 　 σ-コンパクトな局所コンパクト群
Gが，局所コンパクト空間Xに推移的に作用し，任意の x P Xに対して g ÞÑ gxに
より定義される写像 ϕx : G Ñ Xが連続であるとする．このとき，任意の点 x0 P X

に対してその点の等方群をH0とすると，ϕx0は同相写像 ϕ˚
x0

: G{H0 Ñ Xを引き起
こす．特に，σ-コンパクトな局所コンパクト群Gから別の局所コンパク群Kの上へ
の連続な代数的同型写像は同相写像である． l
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【定義 2.28 (Haar measure)】 　 位相群G上の正の正則Borel測度 µが，Gの右作
用（左作用）に対して不変であるとき，右（左）不変測度ないし右（左）Haar測度
という． l

【定理 2.29 (A.Weyl:Haar measureの存在)】 　 任意の局所コンパクト群上には，
ゼロでない右不変測度および左不変測度が，定数倍の自由度を除いて一意的に存在
する． l

【定義 2.30 (Modular function)】 　 群Gの任意の元 gに対して，右不変測度 µの
左移動は再び右不変測度となる：

pLg´1µqpEq :“ µpgEq “ ∆pgqµpEq.

このとき，比例係数∆pgqは，∆pg1g2q “ ∆pg1q∆pg2qより群Gの正実表現となり，モ
ジュラー関数とよばれる．特に，∆pgq ” 1となる群は，ユニモジュラー群とよぶ．

l

【定理 2.31】 　可換な局所コンパクト群およびコンパクト群は，ユニモジュラー
群である．すなわち，両側不変なHaar測度を持つ． l

【定理 2.32 (Mackeyの分解定理)】 　 Gを可分な局所コンパクト群，Kをその閉
部分群とする．このとき，Gの Borel集合 Sが存在して，Gの任意の元 gは一意的
な次の分解を持つ：

g “ ks, k P K, s P S.

[Mackey, G.W. (1952) Ann. Math. 55: 101-139] l

2.4 コンパクトLie群

【定義 2.33 (コンパクト Lie代数)】 　 Lie代数 Lに正定値の内積ă X,Y ąで

ă rX,Y s, Z ą ` ă Y, rX,Zs ą“ 0 @X,Y, Z P L

となるものが存在するとき，gはコンパクトであるという． l

【定理 2.34】 　コンパクト Lie代数 gは，中心N および単純イデアル S1, ¨ ¨ ¨ , Sn
をもちいて次のように直和分解される：

g “ N ‘ S1 ‘ ¨ ¨ ¨Sn.

l
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【定理 2.35】 　コンパクト Lie群の Lie代数はコンパクトである．特に連結コンパ
クト Lie群Gは，連結な中心G0および連結な単純 Lie部分群G1, ¨ ¨ ¨ , Gnの直積と
して表される：

G “ G0 ˆ G1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Gn.

l

【定理 2.36】 　任意の複素半単純Lie代数 gはコンパクトな実型をもつ．すなわち，
gはあるコンパクトな実 Lie代数の複素化と同型である． l

2.5 半単純Lie代数

2.5.1 基本的性質

【定理 2.37 (Cartanの判定条件)】 　 Lie代数が半単純であるための必要十分条件
は，そのKilling形式が非退化となることである． l

【定理 2.38 (構造定数の対称性)】 　 半単純 Lie代数の構造定数を cijk，Killing形
式の対応する成分表示を gijとするとき，cijk :“ gilc

l
jkは完全反対称テンソルとなる．

l

【定理 2.39 (不変計量の一意性)】 　

1) Lie代数 gの線形表現 ρ : g Ñ EndpV qに対して，

x, y P g ÞÑ Npx, yq “ Trpρpxqρpyqq

により g上の内積を定義すると，N は gの随伴変換群AdpGqで不変となる：

Nprz.xs, yq ` Npx, rz, ysq “ 0, @x, y, z P g.

2) gが単純 Lie代数のとき，AdpGqで不変な任意の内積Npx, yqはゼロでなけれ
ば非退化で，Killing形式に比例する．

3) hを gの単純部分 Lie代数とする．このとき，Khを hのKilling形式，K 1
hを埋

め込み j : h Ñ gにより，gのKilling形式Kgから誘導され hの内積とすると
き，K 1

hはKhの定数倍となる，

l
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【証明へ】

【定理 2.40 (自己同型群)】 　半単純Lie代数 gの微分作用素Dは常に適当なX P g

を用いてD “ adpXqと表される．したがって，gの自己同型群Autpgqの単位元を含
む連結成分は，内部自己同型群 Ipgqと一致する． l

2.5.2 複素半単純Lie代数の構造

【定義 2.41 (Cartan部分代数:一般)】 　体K上のLie代数 gの部分代数hが，i) hは
ベキ零であって，ii)hの gにおける正規化部分代数が hと一致するとき，hをCartan

部分代数という． l

【定義 2.42 (正則元)】 　 Lie代数 gの元X に対して，gpXq :“ YnPN kerpadpXqqn

とおくとき，dim gpXqが最小となる gの元Xを gの正則元という． l

【定理 2.43 (Cartan部分代数の存在と一意性 [松島 65])】 　

i) X0を Lie代数 gの正則元とするとき，gpX0qは g のCartan部分代数である．

ii) gを代数的閉体K 上の Lie代数とする．このとき，gの任意の Cartan部分代
数は正則元を含む．さらに，h, h1 を gの２つの Cartan部分代数とするとき，
h1 “ σphqとなる gの自己同型 σが存在する．σは，gの適当な元A1, ¨ ¨ ¨ , Arを
用いて，

σ “ exppadpA1qq ¨ ¨ ¨ exppadpArqq

と表される．

l

【定理 2.44 (Cartan部分代数の判定条件)】 　 複素半単純 Lie代数 gに対して，h

がそのCartan部分代数であるための必要十分条件は，hが極大可換部分代数でかつ
半単純，すなわち hの g上への adjoint表現が完全可約であることである． l

【注 2.45 (複素半単純 Lie代数のCartan部分代数)】 　 gを複素半単純 Lie代数と
すると，その任意の Cartan部分代数 hは，AnnpXq :“ tY P g | rX,Y s “ 0uの次元
が最小となり，kerpadpXq2q “ kerpadpXqとなる適当な元X を用いて h “ AnnpXq

と表される． l
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【定義 2.46 (ルート)】 　 Lie代数 gのCartan部分代数を hとするとき，adphqの
固有値

rX,Eαs “ αpXqEα, @X P h

により決まる，hの双対空間 h˚の元αをルートと呼び，対応する固有空間を gαと表
す．また，ゼロでないルートの全体を∆(Ă h˚)と表す． l

【定理 2.47 (ルート分解の性質)】 　 gを複素半単純Lie代数とする．このとき，次
が成り立つ：

i) α P ∆なら，gαは１次元である．

ii) gは
g “ h ‘

ÿ

αP∆

gα

と直和分解される．

iii) gのキリング形式 κは h上で非退化である．

iv) ∆は h˚を張る．∆により生成される実線形部分空間を h˚
Rとすると，キリング

形式 κは h˚
R上で正定値である．

v) α, β P ∆に対して，α ` β R ∆ならば，gαと gβはキリング形式 κに関して直
交する．また，hと gαも直交する．

l

【定義 2.48 (Cartan計量)】 　 複素半単純 Lie代数 gに対して，h上のキリング形
式 κから誘導される h˚上の内積を pα, βqとして，α, β P h˚に対して，

ă β, α ą:“ 2
pβ, αq

pα, αq

とおく．また，h˚から hへの線形写像 α ÞÑ Hαを

βpHαq “ pβ, αq @β P h˚

により定義する．このとき，定義より pα, βq “ pHα, Hβqがなりたつ． l

【定理 2.49 (ルート系の性質とWeyl基底)】 　 複素半単純Lie代数 gに対して，次
が成り立つ：
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i) α P ∆なら´α P ∆，かつm “ ˘1に対して，mα R ∆．

ii) β “ ˘αとなる α, β P ∆に対して，p, qをそれぞれ β ´ pα, β ` qα P ∆となる
最大の非負整数とする．このとき，´p ď m ď qとなる任意の整数mに対して
β ` mα P ∆，かつ p ´ q “ă β, α ąが成り立つ．

iii) （Weyl基底) gαの基底Eαとして，

rEα, Eβs “

$

’

&

’

%

Hα pβ “ ´αq

Nα,βEα`β pα ` β P ∆q

0 pα ` β R ∆, “ 0q

となるものが取れる．ここで，p, qを ii)の非負整数として，Nα,βは次の条件を
満たす数である：

N2
α,β “

qpp ` 1q

2
pα, αq, Nα,β “ ´N´α,´β.

iv) α, β P ∆に対して，ă α, β ąは 0,˘1,˘2,˘3のいずれかの整数である．

l

【定義 2.50 (ルート系の公理)】 　 ユークリッド空間Eとそのベクトルの有限集合
∆の組 p∆, Eqが次の性質をもつとき，∆を（抽象）ルート系という．

0) ∆はEを張る．

i) α, β P ∆なら，2pα, βq{pα, αq P Z.

ii) Eのベクトル αに対して，その法平面に関する反転写像をwαとする：

wα : λ ÞÑ λ ´
2pλ, αq

pα, αq
α.

このとき，任意の α P ∆に対し，wαp∆q “ ∆.

iii) α P ∆, x P ∆に対して，xα P ∆なら x “ ˘1.

また，wα全体の生成するEの等長変換群の有限部分群は，ルート系∆のWeyl群
と呼ばれる．
公理 ii), iii)より次の性質が導かれる：
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iv) α, β P ∆, α ‰ ˘βならば．αと βのなす角度 θは，30 °， 45 ° , 60 °， 90 °， 120

°， 135 °， 150 °のいずれかに等しい．さらに， pα, αq ď pβ, βqなら，

θ “ 30˝, 150˝ ô 3pα, αq “ pβ, βq,

θ “ 45˝, 135˝ ô 2pα, αq “ pβ, βq,

θ “ 60˝, 120˝ ô pα, αq “ pβ, βq.

l

【定義 2.51 (基本ルート系)】 　 ルート系 p∆, Eqの部分集合Π Ă ∆が次の性質を
持つとき，Πを∆の基本ルート系 (fundamental root system)と呼ぶ：

i) ΠはEの基底となっている．

ii) どのルートもΠの元の整数係数の一次結合で表される．しかも，その係数はす
べて非負か，すべて非正である．

基本ルート系が存在するとき，Πに関する展開係数がすべて非負のものを正ルート，
すべて非正のものを負ルートとよび，その集合をそれぞれ ∆`，∆´ と表す (∆ “

∆` Y ∆´)．
基本ルート系の任意の２つのルートの間のなす角は，90˝, 120˝, 135˝, 150˝のいず

れかである． l

【定義 2.52 (辞書式順序と単純ルート)】 　 ルート系 p∆, Eqにおいて，Eの基底
e1, ¨ ¨ ¨ , elを勝手に取る．このとき，α P ∆の成分表示 α “

ř

i aiei ÞÑ pa1, ¨ ¨ ¨ , alqを
用いて，∆に全順序ąを次のように定義する：

α ą β ô a1 “ b1, ¨ ¨ ¨ , ak´1 “ bk´1, ak ą bk pD 1 ď k ď lq

この全順序は，基底 peiqの定めるEの辞書式順序 (lexicographic ordering)という．
この辞書式順序により，∆は２つの部分集合∆˘に分割される：

∆ “ ∆` Y ∆´; ∆˘ “ tα P ∆ | α ż 0u

∆`と∆´は，α ÞÑ ´αにより 1対１に対応する．
∆`に属するルートで∆`の２つのルートの和で表されないものは，∆`に関する

単純ルート (simple root)と呼ばれる．
この定義とルート系の公理より，∆`の単純ルートの全体Π “ tαi, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , luは

ルート系 p∆, Eqの基本ルート系となる．また，ルート系 p∆, Eqの任意の基本ルート
系は，適当な基底に関する辞書的順序により得られる単純ルート系により得られる．

l
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【定義 2.53 (ルート系の既約性)】 　 2つのルート系 p∆1, E1q, p∆2, E2qが与えられ
たとき，直和 p∆1 Y ∆2, E1 ` E2qもルート系の公理を満たす．
逆に，ルート系 p∆, Eqがこのような２つのルート系の直和に分解できないとき，

既約であるという． l

【定理 2.54 (ルート系と複素単純Lie代数の対応)】 　複素単純Lie代数 pg, hqのルー
ト系 p∆pg, hq, h˚

Rqは既約なルート系となる．また，逆に，任意の既約（抽象）ルー
ト系∆が与えられたとき，ルート系が∆と相似になる複素単純 Lie代数が同型を除
いて一意的に存在する．
[Serreの関係式を用いた構成的証明：J. E. Humphreys, Introduction to Lie Algebras

and Representation Theory (Springer, 1972)] l

【定理 2.55 (複素半単純 Lie代数の分類定理)】 　 複素半単純 Lie代数 gのルート
系∆は基本系を持つ．gが既約であための必要十分条件は，∆が既約であることで
ある．複素単純 Lie代数の同値類は，既約なルートの基本系に対する次のDynkin図
式で分類される．この図で，線で結ばれていない単純ルートは互いに直交し，１本
線，２本線，３本線で結ばれている２つのルートのなす角は，順に 120˝, 135˝, 150˝

である．また，矢印は長いルートから短いルートに向かう．対応するルートベクト
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ルの長さの比は，順に 1 : 1,
?
2 : 1,

?
3 : 1となる．

An

Bn

Cn

Dn

E6

E7

E8

F4

G2

l

【定理 2.56 (複素半単純Lie代数の自己同型群の構造定理)】 　 複素数体上の半単
純Lie代数 gの自己同型群を apgq, 内部自己同型群を ipgqとする．ルートの集合∆を
不変とするルート空間 h˚の１次変換全体の作る有限群をT , Weyl群をW とすると，

apgq{ipgq – T {W

が成り立つ．
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一定のルートの基本系 Π（または，Weyl領域）を不変にする h˚の直交変換全体
T1は，T の部分群で，

T “ T1 ¨ W , T1 X W “ 1 ñ T1 – T {W

が成り立つ．
[From: リー環論 (松島与三 1956)] l

【定理 2.57 (単純 Lie代数の外部自己同型群)】 　 単純複素 Lie代数の外部自己同
型群T {W は，次のようになる：

• Anpn ě 2q, Dnpn ě 5q, E6 : 　２次の巡回群 S2.

• D4: 　３次の対称群S3.

• その他：T “ W

[From: リー環論 (松島与三 1956)] l

2.5.3 実単純Lie代数の分類

【定理 2.58】 　すべての実単純 Lie代数Lrは，共通部分を持たない次の２つのク
ラスに分類される：

A. Lrの複素化L “ pLrq
Cが複素単純 Lie代数となるもの．すなわち，複素単純

Lie代数の実型．

B. 複素単純 Lie代数L と実 Lie代数と見なしたもの．

クラスBの実単純 Lie代数Lr –R L の複素化は単純でなく，pLrq
C – L ‘ L̄ と直

和分解される．ここで，L̄ は pLrq
Cにおける複素共役である．Lrの元はX ` X̄と

表される．[BR86] l

【定理 2.59】 　すべての複素半単純 Lie代数はコンパクトな実型をもつ．[BR86]

l

【定理 2.60】 　複素半単純 Lie代数L の互いに同型でないすべての実型は次の手
続きで得られる．[BR86]
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1. LkをL のコンパクトな実型として，その同値でない involutive automorphism

Sをすべて求める．

2. 各 Sに対して，P˘ “ p1˘Sq{2とおくと，pP` ` iP´qLkが Sに対応する実型
を与える．

l

2.6 命題・定理・公式の証明

定理 2.39 の証明.

1) 定義より

Nprz, xs, yq “ Trpρprz, xsqρpyqq “ Trprρpzq, ρpxqsρpyqq “ Trpρpzqrρpxq, ρpyqsq

となることより明らか．

2) 内積Npx, yqを用いて，gの線形部分空間 hを

h “ tx P g | Npx, yq “ 0, @y P gu

により定義する．このとき，任意の元 z P gに対し，

x P h ñ Nprz, xs, yq “ ´Npx, rz, ysq “ 0@y P ‘g ñ rz, xs P h

より，hは gのイデアルとなる．したがって，gが単純である事より，h ‰ gな
ら h “ 0.

次に，N が非退化なので，同型線形写像 fN : g Ñ g˚が自然に定義される．同
様に，gのKilling形式Kも非退化で，同駅線形写像 fK : g Ñ g˚を定義する．
このとき，N とKのG不変性より，合成写像 f´1

K ˝fN : g Ñ gはGの随伴表現
Adと可換になる．よって，Schurの補題より，f´1

K ˝fN は恒等写像の定数倍と
なる．これは，N “ cKを意味する．

3) gの随伴表現を hに制限して得られる hの gへの表現は，可約で

adg|h “ ρ0p“ adhq ‘ ρ1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ ρm
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と既約分解される．このとき，x, y P hに対し，

K 1
hpx, yq “

m
ÿ

j“0

Trpρjpxqρjpyqq “

m
ÿ

j“0

Njpx, yq

となる．ところが，1), 2)より，Nj はすべてKhの定数倍となるので，結局，
K 1

hもKhの定数倍となる．

Q.E.D.

【定理 2.39 に戻る】
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3 Lie代数とLie群の表現

3.1 線形表現の一般論

【定義 3.1 (線形表現)】 　局所凸複素線形位相空間V の有界作用素の全体をBpV q，
その可逆元の作る部分集合をBˆpV q．また，V がBanach空間のとき，ユニタリ作
用素の全体をU pV qとする．位相群GからBˆpV qへの代数的準同型 g ÞÑ Tgが強連
続，すなわち任意の v P V に対してG Ñ Tgvが連続なとき，組R “ pV, T qをGの
V への線形表現という．特に，V がHilbert空間のとき，Tg P U pV qp@g P Gqとなる
線形表現をユニタリ表現という． l

【定義 3.2 (既約表現)】 　 局所凸線形位相空間 V の有界作用素の族ApĂ BpV qに
対して，V の線形部分空間L に対してAL Ă L となるとき，A 不変空間という．
特に，群Gの線形表現 pV , T qに対して，tTg | g P Guの不変空間をG不変空間とい
う．さらに，有界作用素の族Aが既約とは，V の閉A不変空間が t0uとV 以外の存
在しないことをいう．特に，tTguが既約なとき，Gの表現 pV , T qが既約であるとい
う． l

【定理 3.3 (実代数とその複素化の複素解析的表現の関係)】 　 実代数A の複素表
現が複素既約であることと，それから誘導されるA の複素化A Cの複素解析的表現
が複素既約であることは同値である． l

【定理 3.4 (実代数の実既約表現と複素既約表現の関係：有限次元)】 　 実代数A

の有限次元実線形空間 V への表現 ρ : A ▷ V が実表現として既約の時 R-既約，V

が複素構造 Jをもち Jρpaq “ ρpaqJ @a P A が成り立ち，V が自明なものを除いて J

不変な ρ-不変部分空間を持たないとき J-既約と呼ぶことにする．

1) V が複素構造Jをもち，ρ : A ▷V がJ-表現とする．このとき，ρの複素化 ρC :

A ▷V Cは i-可約かつ J-可約で，２つの表現 ρ˘の直和となる：ρC –R ρ` ‘ρ´．
ρ，ρ˘の間には，ρ` –R ρ´ –R ρおよび ρ` –C ρ, ρ̄´ –C ρが成り立つ．

2) V が複素構造をもち，ρ : A ▷ V が J-既約であるがR-可約であるとする．こ
のとき，ρは互いにR同値なR-既約な実表現 ρ1 –R ρ2の直和 ρ “ ρ1 ‘ ρ2に分
解され，ρ –C ρ

C
1 となる．

3) A のR-既約表現は，その複素化がC-可約なものとC-既約なものの２つのクラ
スに分類される．前者は，すべてA のC-既約のうちR-既約なものをR-表現
と見なしたものとして得られ，同じR-既約表現に対応するC-表現はC-同値で
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なければ互いに複素共役である．一方，後者はすべてA のC-既約のうちR-可
約なもののR-既約成分として得られ，もとのC-既約表現はその複素化とC同
値である．

l

【定理 3.5 (複素 Lie群とその実型の複素表現)】 　 複素 Lie群Gの複素解析表現が
既約であるための必要十分条件は，Gの実型への制限が既約であることである． l

【定理 3.6 (実 Lie群の実表現と複素表現の関係)】 　 実 Lie群Gの実線形表現を
pρ, V q，それから誘導される複素表現を pρ, V Cqとする．pρ, V Cqが既約なら，pρ, V q

は既約である．逆に，pρ, V qが既約であるとき，pρ, V Cqが既約であるための必要十
分条件は，pρ, V q自身が複素表現の構造を持たないこと，すなわち V の複素構造 J

で ρと可換なものが存在しないことである．pρ, V qが既約複素表現 pρ1,W qと実表現
として同型であるとき，pρ, V Cqは pρ1,W qと同型な複素表現とその複素共役表現の
直和となる． l

【定理 3.7 (実 Lie群の実既約表現)】 　 実 Lie群Gの複素既約表現が実表現として
可約なら，実表現として同型な既約表現の直和に分解され，もとの複素表現は実既
約成分の複素化と同型である．このようにして得られる実既約表現はもとの複素既
約表現が複素同型なら実同型である．したがって，実 Lie群Gのすべての実既約表
現は互いに同値でないつぎの２つのクラスに分類される．

1) Gの複素既約表現で実表現としても既約なもの．互いに複素同型でない複素既
約表現からこのようにして得られる実表現が同値となることがある．

2) 実表現として可約なGの複素既約表現の実既約成分．

l

【注 3.8 (実 Lie群の複素既約表現の分類)】 　 上記の定理より，実 Lie群の複素既
約表現はその複素化の複素既約表現と一対一に対応する．まず，実単純 Lie群Grが
複素単純 Lie群Gの実型の場合，Gr の複素既約表現はGの複素解析的既約表現の
Grへの制限と一対一に対応する．一方，Grが複素単純Lie群Gを実Lie群と見なし
たものの場合は，Grの複素化はGと同型な複素単純 Lie群G1とG2の直積となり，
Grのその複素化へ自然な埋め込みは，GrとGの同型対応に，GからG1への複素同
型とG2への複素反同型の積を合成した写像で与えられる．したがって，Grの複素
既約表現は，Gの複素解析的既約表現と複素反解析的既約表現のテンソル積で与え
られる． l
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【定義 3.9 (自己共役表現，複素表現，実表現，擬実表現)】 　実Lie群Gの複素表現
ρ : G Ñ GLpV,Cqにおいて，その複素共役表現を ρ˚とするとき，ρと ρ˚がGLpV,Cq

において相似となるとき，ρは複素自己共役表現 (complex self-conjugate rep)，非複
素自己共役表現を単に複素表現 (complex rep)という．また，複素非自己共役表現 ρ

が，V の適当な基底の下で常に実行列で表されるとき実表現 (real rep)，そのような
基底が存在しないとき擬実表現 (pseudoreal rep)という．
特に，Gがコンパクト群のとき，その表現 ρの基底を ρがユニタリとなるように

取るとき，ρの複素共役表現は，反傾表現 (contravariant rep) Tρ´1と一致する． l

【定理 3.10】 　Gを単連結 Lie群，T をGの有限次元既約表現，N をGの連結可
解正規部分群とする．このとき，N の任意の元 nに対して

Tn “ χpnqI

が成り立つ．ここで，χpnqは次の性質をもつN の指標である．

χpg´1ngq “ χpnq.

l

【定理 3.11】 　単連結 Lie群Gの極大可解正規部分群をR，Gの半単純 Levi因子
をGsとする (G “ R¸Gs)．このとき，Gの任意の有限次元既約表現 T は，Gs上で
恒等的に１となり χpg´1rgq “ χprq(@g P G, @r P R)を満たすGの指標 χと半単純群
Gsのある既約表現 Tsを用いて，T “ χ b Tsと表される． l

3.2 可換群

【定理 3.12】 　可換群の複素既約ユニタリ表現はすべて１次元である． l

【定義 3.13 (可換群の指標)】 　 可換な局所コンパクト群Gに対して，G上の複素
連続関数 χで

χpg1g2q “ χpg1qχpg2q, |χpgq| “ 1

を満たすものを指標という．指標の全体 Ĝは再び局所コンパクト可換群とり，指標
群と呼ばれる． l
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【定理 3.14 (Stone, Naimark, Ambrose, Godementの定理)】 　 Tgを局所コンパク
ト可換群Gのユニタリ表現とすると，Tg は指標群 Ĝ上の適当なスペクトル測度 E

を用いて

Tg “

ż

Ĝ

χpgqdEpχq

と表される． l

3.3 可解群

【定理 3.15 (Lie)】 　 連結可解位相群の有限次元既約複素表現は１次元表現のみで
ある．[BR86] l

【定理 3.16】 　連結可解位相群の有限次元表現 pT, V qは，dimV “ rとするとき，
指標列 χ1, ¨ ¨ ¨ , χrを対角成分とする下方三角型行列による成分表示を持つ：[BR86]

Tg “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

χ1pgq

χ2pgq 0
¨

¨

˚ ¨

χrpgq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

l

3.4 半単純Lie群

【定理 3.17】 　連結非コンパクト半単純 Lie群は自明なものを除いて，有限次元ユ
ニタリ表現を持たない． l

【定理 3.18】 　連結半単純 Lie群の有限次元表現は完全可約である． l
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3.5 ウエイト系の方法

3.5.1 ウェイト系

以下，gを複素半単純Lie代数，∆をルート系，Πをその基本系，gのルート分解を

g “ h ‘
ÿ

αP∆

gα,

とする．
【定義 3.19 (ウエイト)】 　 pρ, V qを gの線形表現とする．λ P h˚に対して，V の
線形部分空間 Vλを

Vλ “ tv P V | ρpXqv “ λpXqv @X P hu

で定義し，Vλ “ 0のとき λを表現 ρのウエイトという．ρのウエイトの全体をΛρと
書く． l

【定理 3.20】 　 pρ, V qを gの線形表現とするとき，α P ∆，λ P Λρ に対して，

ρpgαqVλ Ď Vλ`α.

特に，V が有限次元のとき，λ ` α P Λρならば，ρpgαqVλ “ 0． l

【定義 3.21 (最高ウエイト)】 　 gのCartan部分代数 hの双対空間 h˚に，

µ ě ν ô µ ´ ν “
ÿ

αiPΠ

kiαi, ki ě 0

により半順序を定義する．ことのき，線形表現 pρ, V qのウエイト系Λρ において，ě

に関する最大ウェイト λが存在するとき，λを最高ウエイトという． l

3.5.2 巡回表現

【定義 3.22 (巡回表現と原始ベクトル)】 　 複素半単純Lie代数 gの線形表現 pρ, V q

に対して，あるウェイト λ P Λρとベクトル v P Vλが存在して，

ρpgαqv “ 0, @α P ∆`

が成り立ち，かつvを含むρ不変なV の真部分空間が存在しないとき，pρ, V qを pλ, vq-

巡回表現，vを原始ベクトルと呼ぶ． l
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【定理 3.23 (巡回表現の性質)】 　 pρ, V qを gの（有限ないし無限次元の）pλ, vq-巡
回表現とする．このとき，次の性質が成り立つ：

i) λは最高ウエイトで，Π “ tα1, ¨ ¨ ¨ , αluとするとき，任意のウエイト ω P Λρは
非負の整数m1, ¨ ¨ ¨ ,ml を用いて，ω “ λ ´ m1α1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ mlαlと表される．

ii) すべてのウエイトω P Λρに対して，Vωは有限次元である．さらに，dimVλ “ 1

である．

iii) ∆´ “ tβ1, ¨ ¨ ¨ , βNuとするとき，V は，k1, ¨ ¨ ¨ , kNを非負整数として，ρpEβ1qk1 ¨ ¨ ¨ ρpEβN qkNv

の形の元で生成される．特に，V は Vω(ω P Λρ)の直和である．

iv) V の ρ不変部分空間 U で，ρが V {U 上既約となるものが一意的に存在する．

l

【定理 3.24 (既約巡回表現の存在および最高ウエイトとの対応)】 　 任意の λ P h˚

に対して，λを最高ウエイトとする gの既約巡回表現が存在する．さらに，gの２つ
の（有限ないし無限次元）既約巡回表現が同値であるための必要十分は，最高ウエ
イトが一致することである． l

【定理 3.25 (既約表現と巡回表現の対応)】 　 gの（有限ないし無限次元の）既約
表現 pρ, V qが最高ウエイトを持てば，pρ, V qは巡回表現である．とくに，有限次元
既約表現は必ず巡回表現である． l

3.5.3 複素半単純Lie代数のウエイト系の性質

【定理 3.26 (ウエイト系の性質)】 　 pρ, V qを gの有限次元表現とするとき，α P ∆，
λ P Λρに対して，λ ` mα P Λρとなる最大の整数mを q, 最小の整数を´pとする
と，´p ď m ď qとなる任意の整数mに対して λ ` mα P Λρで，しかも次の式が成
り立つ：

p ´ q “ă λ, α ą .

特に，ă λ, α ąは整数で，λ´ ă λ, α ą α P Λρ． l

【公式 3.27 (既約表現におけるウエイト多重度に対する Freudenthalの漸化式)】
　 単純 Lie代数 gの正ルート全体の集合を∆`, その既約表現 ρの最高ウエイトを λ
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とする．このとき，ρの各ウエイトwの多重度mpw;λqは，次の公式によりmpλq “ 1

より逐次的に決定される：

mpw;λq “
ÿ

αP∆`,k“1,2,¨¨¨

2pw ` kα, αqmpw ` kα;λq

pλ ` wt, λ ` wtq ´ pw ` wt, w ` wtq
, (3.1)

wt “
1

2

ÿ

αP∆`

α. (3.2)

l

【定義 3.28 (基本整ウエイト，支配的整ウエイト)】 　ルートの基本系Π “ tα1, ¨ ¨ ¨ , αlu

に対して，Cartan行列Cij :“ă αi, αj ąを用いて

λi :“
ÿ

j

pC´1qijαj

により定義されるh˚の基底λipi “ 1, ¨ ¨ ¨ , lqを基本整ウエイトと呼ぶ．さらに，λ P h˚

が非負整数m1, ¨ ¨ ¨ ,mlを用いて λ “ m1λ
1 ` ¨ ¨ ¨ `mlλ

lと表されるとき，λを支配的
整ウエイトと呼び，その全体を Λ`と表す．λ P Λ`は，すべての単純ルートに対し
てă λ, αi ąが非負整数となることと同等である． l

【定理 3.29 (有限次元既約表現と支配的整ウエイトの対応)】 　 λ P h˚に対して，
λを最高ウエイトとする gの既約表現が有限次元となるための必要十分条件は，λが
支配的整ウエイト，すなわち λ P Λ`となることである．したがって，gの任意の有
限次元既約表現はΛ`により完全に分類される． l

【定義 3.30 (Weyl群)】 　 ルート α P ∆から定義される h˚の変換

σα : λ ÞÑ λ´ ă λ, α ą α

は，αに垂直な平面に対する反転となる．変換 σαpα P ∆q の全体で生成される h˚の
有限変換群を∆のWeyl群W と呼ぶ．
Weyl群は有限集合∆に有効に作用するので，有限群となる． l

【定理 3.31 (ウエイト系のWeyl群に対する不変性)】 　 λ P Λ`を最高ウエイトと
する既約表現 pρ, V qに対して，ΛρはWeyl群W で不変であり，σ P W，µ P Λρ に対
して，

dimVµ “ dimVσµ.

l
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【公式 3.32 (既約表現のウエイト多重度に対するKonstantの公式 (1958))】 　
Lie代数 gの正ルート全体の集合を∆`，Weyl群をW，既約表現 ρの最高ウエイト
を λとするとき，ρのウエイトwの多重度mpw;λqは

mpw;λq “
ÿ

σPW

p´1qℓpσqP pσpλ ` wtq ´ pw ` wtqq , (3.3)

wt “
1

2

ÿ

αP∆`

α. (3.4)

ここで，ℓpσqはWeyl変換 σの長さ，すなわち σを反転の積で表したとき，その数の
最小値である．また，Ppµqはウエイト µを１組以上の正ルートの和に分割する方法
の数で，Konstantの分割数関数と呼ばれる．この分割数関数は次の漸化式を満たす：

Ppµq “ ´
ÿ

σPW ,σ‰1

detpσqP pµ ´ pρ ´ σpρqqq . (3.5)

l

【命題 3.33 (各Dynkinタイプで許される表現のタイプ)】 　

1. 複素表現をもつのは，Dynkin図式が非自明な対称性を持つA型，D型（ラン
ク r “ 2m ` 1），E6型に限る．

2. A型では，Dynkinラベル ra1a2 ¨ ¨ ¨ arsの表現と rarar´1 ¨ ¨ ¨ a1sの表現は互いに
複素共役である．

3. Dr pr “ 2m ` 1q型では，ra1a2 ¨ ¨ ¨ ar´2ar´1ars ‰ ra1a2 ¨ ¨ ¨ ar´2arar´1sとなるこ
とが複素表現であるための必要十分条件である．一方，D2m型の Lie代数の表
現はすべて複素自己共役である．

4. E6では，Dynkinラベル ra1a2a3a4a5a6sの表現と ra5a4a3a2a1a6sの表現が互い
に複素共役となる．

5. B型

6. Cr型では，合同数 c ” a1 `a3 ` ¨ ¨ ¨ pmod 2qが０のとき実表現，1のとき擬実表
現なる．特に，2r次元の基本ベクトル表現 r1 0 ¨ ¨ ¨ 0sはすべて擬実表現である．

7. E7では，合同数 c ” a5 ` a6 ` a7pmod 2qが０のとき実表現，1のとき擬実表
現なる．特に，56 r0 0 0 0 0 1 0sは擬実表現である．

l
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3.5.4 表現のテンソル積とその既約分解

【公式 3.34 (Steinbergの公式)】 　 半単純 Lie代数 gの２つの既約表現 ρ1, ρ2の
最高ウエイトを λ1，λ2とする．２つの表現のテンソル積 ρ1 b ρ2を既約分解して得
られる各既約表現 ρ（最高ウエイト µ)の多重度mpµqは次式で与えられる：

mpµq “
ÿ

σ,σ1PW

detpσσ1qP pσpλ1 ` ρq ` σ1pλ2 ` ρq ´ pµ ` 2ρqq (3.6)

ここで，Ppwqはウエイトwに対するKonstantの分割数関数，ρ “ p1{2q
ř

αP∆` αで
ある． l

【命題 3.35 (表現のテンソル積の既約分解により得られる１次元表現)】 　 単純複
素 Lie代数 gの２つの既約表現 ρ, ρ1に対して，テンソル積 ρ b ρ1の既約分解が１次
元表現を含むためには，ρ1が ρの複素共役表現（ρ1 “ ρ˚)となることが必要である．
また，ρ b ρ˚は，常に，１個の１次元表現を既約成分としてもつ．． l

Proof. ρ b ρ1が１次元既約表現を含むとすると，ρと ρ1のウエイト系を Λ, Λ1とし
て，生成ベクトル eは

e “
ÿ

wPΛXp´Λ1q

ÿ

a,b

Cpwqabvapwq b v1
bp´wq

と表される．ここで，vapwq, v1
bpwqの添え字 a, bは同じウエイトをもつ表現空間ベク

トルを区別する添え字である．eを決定する条件は，

p7q Eαi
e “ E´αi

e “ 0, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , r

で与えられる（rは gのランク）．
Λの最高ウエイトと最低ウエイトを λ，´λ̃（λ̃は λの共役ウエイト）, Λ1の対応す

るウエイトを λ1, ´λ̃1とする．いま，ウエイトの大小関係についての標準的な半順序
ąに関するΛX p´Λ1qの極大ウエイトの一つを λ1とすると，Eαi

eの基底による表示
において，ρに関してウエイト λ1 ` αiを持つのは

Eαi
e “

ÿ

a,b

Cpλ1qabEαi
vapλ1q b v1

bp´λ1q ` ¨ ¨ ¨

の第１項のみ．したがって，Eαi
ṽa “ 0 (ṽa ”

ř

bCbavbpλ1q)が任意の i, aについて成
り立つことになる．これは，ṽaが ρの最高ウエイトベクトル vpλqに比例することを
意味する．したがって，λ1 “ λかつ，´λ ě ´λ̃1 ô λ ď λ̃1となる．p´Λq X Λ1の極
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大ウエイト´λ1
1について同様の議論を行うと，λ

1
1 “ λ1および，λ1 ď λ̃を得る．両者

を合わせると，
λ ď λ̃1 ď λ ñ λ1 “ λ̃

を得る．
つぎに，１次元既約成分の多重度を決定する．そのために，p7qより，ウエイトの

レベルについてのCabpwqに関する漸化式を求める．まず，最低ウエイトw “ ´λ̃は
多重度１なので，添え字 a, bは不要である．そこで，Cp´λ̃q “ 1という規格化条件
を課す．λのレベルを lhとして，最低ウエイトに対応する最低レベル´lhから出発
して，レベル l以下のCabpwqが決まったとする．このとき，レベル l` 1の任意のウ
エイトw P Λpρqに対し，w “ w1 ` αiとなるレベル lのウエイトと基本ルート αiが
存在する．すると，E´αi

e “ 0において，第１因子のウエイトがw1 “ w ´ αiに等し
い項を取り出すと，

ÿ

a,b

CabpwqE´αi
vapwq b v1

bp´wq `
ÿ

cd

pw1qvcpw
1q b E´αi

v1
dp´w1q “ 0.

よって，

E´αi
vapwq “

ÿ

c

Ac,ia pwqvcpw ´ αiq,

E´αi
v1
dp´w1q “

ÿ

b

Bb,i
d p´w1qv1

bp´w1 ´ αiq

おくと，p7qより，
ÿ

a

CabpwqAc,ia pwq “ ´
ÿ

d

Ccdpw
1qBb,ip´w1q, @c, i

vapwqは最低レベルのベクトルでないので，Ac,ia pwqにより決まる線形写像 a Ñ pc, iq

は単射．よって，この式は，Cabpwqがレベル l以下のウエイト w1 に対応する係数
Ccdpw

1qから一意的に決まることを示している．したがって，p7qが整合的な解を持
つときには，すべてのCabpwqはCp´λ̃q “ 1から一意的に定まる．すなわち，１次元
既約成分は高々１個である．
次に，１次元既約成分が存在することを示す．そのために，Lie代数 gのコンパク
ト実型を gc，対応するコンパクト Lie群をGc，gの表現 ρから誘導されるGcの表現
を同じ記号 ρで表す．Gc上のHaar測度 dµgを用いて，

e ”

ż

Mc

dµgρpgqvpλq b ρ˚pgqv1p´λq
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とおくと，明らかに eは Gcの作用で不変となる．表現空間 V の基底は，ρがユニ
タリー表現となるよう取ることができる．ここで，ρ˚pgqが行列表示で複素共役行列
pρpgqq˚となるように，ρの表現空間の基底をとると，この基底に関する行列表示で，
ρに関する最高ウエイトベクトル vpλqと ρ˚に関する最高ウエイトベクトルは，複素
共役の関係にある：v1p´λq “ vpλq˚．したがって，この基底のもとで，p, qを標準的
なエルミート内積として，

pvpλq b v1p´λq, eq “

ż

dµg
`

vpλq:ρpgqvpλq
˘ `

v1p´λq:ρpgq˚v1p´λq
˘

“

ż

dµg|vpλq:ρpgqvpλq|2 ą 0

が得られる．よって，e ‰ 0で，eが１次元既約表現の生成ベクトルとなる． Q.E.D.

3.6 誘導表現の方法

【定義 3.36 (右正則表現)】 　 群Gに対して，その上の関数の集合をF pGqとす
る．このとき，g P GにF pGqの線形変換

R : f ÞÑ Rgf ; f P F pGq, pRgfqpxq “ fpxgqpx P Gq

を対応されることにより得られる表現を，Gの右正則表現と呼ぶ． l

【命題 3.37 (既約表現の正則表現への埋め込み)】 　 Gを位相群，g ÞÑ TgをGの位
相線形空間 V 上への既約表現とする．V の双対空間 V ˚の勝手な元 vを用いて，V
からCpGqへの写像Φ : u ÞÑ fuを

fupgq “ xTgu, vy

により定義する．このとき次の定理が成り立つ．[BR86]

1. Φは一対一の線形写像で，既約表現 pT, V qをCpGq上の右正則表現の既約部分
表現 pR,ΦpV qqに写す．すなわち，位相群の任意の既約表現は右正則表現の既
約成分として実現される．

2. V が有限次元nを持つとき，その基底uiおよびV ˚の双対基底 viに関するTgの
成分をDl

ipgq “ xTgui, v
lyとする．このとき，固定した lに対して，eipgq “ Dl

ipgq

(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n) はΦpV qの基底となる．

l
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【定義 3.38 (Gauss分解の対角因子の指標から誘導される既約表現)】 　 Lie群G

がGauss分解
G “ ZDZ

を持つとする．χを可解群K “ ZDの１次元表現，すなわち指標関数とし，V χを
次のようなCpGqの線形集合とする：

V χ “ tf P CpGq | fpkgq “ χpkqfpgq@k P K, @g P Gu .

このとき，V χはGのCpGq上への右正則表現の不変部分空間となり，g P GのGauss

分解を g “ ζδzとすると，f P V χに対して

fpgq “ fpζδzq “ χpδqfpzq

が成り立つ．逆に，任意の fpzq P CpZqに対して，この式により定義されたG上の
関数 fpgqは V χに属する．したがって，V χとCpZq は一対一に対応する．この対応
により得られるGの CpZq（ないし V χ) の上への表現Rχを χから誘導された表現
と呼ぶ．z P Z，g P Gに対して，zgのGauss分解を zg “ ζ̃ δ̃z̃とおくと，Rχは具体
的に

pRχpgqfqpzq “ χpδ̃qfpz̃q

と表される．さらに，Rχの既約成分のうち，fpzq ” 1を含む部分空間 V χ
0 への既約

表現を，χから誘導される既約表現と呼ぶ． l

【定理 3.39 (有限次元既約表現に対するGauss分解の対角因子の指標と最高ウエイ
トの対応)】 　 GをGauss分解ZDZ を持つ Lie群とする．このとき，Gの任意
の有限次元既約表現 ρは，任意の z P Zに対して ρpzqで不変となベクトル (highest

vector)u0をただ一つ持ち，任意の δ P Dに対して ρpδqu0 “ χpδqu0となる．この指
標関数 χ(highest weight)から誘導される既約表現は ρと同型となる．二つの既約表
現は，対応する最高の重みが一致するとき，かつそのときにのみ同型となる．最高
の重みが χのとき，既約誘導表現の表現空間 V χ

0 は

fgpzq “ χpδ̃q; zg “ ζ̃ δ̃z̃

により張られるCpZqの部分空間となる．[BR86] l

【命題 3.40 (有限次元既約に対する指標の部分群への制限)】 　 Lie群GがGauss

分解G “ ZDZ をもち，その部分 Lie群G0のGauss分解がG0 “ Z0D0Z0 (Z0 “

Z XG0, D0 “ D XG0, Z0 “ Z XG)で与えられるとする．このとき，Dの指標 χが
Gの有限次元既約表現を誘導するならば，χのD0への制限 χ0はG0 の有限次元既
約表現を誘導する．[BR86] l

38 目次へ



目次へ

3.7 コンパクト群の既約表現：表現環

【定義 3.41】 　群G，体Kに対して，G-K-加群のG-K-同値類の全体MKpGqは
rKsを単位元とする可換半環となる．そのGrothendieck環を pRKpGq, ϕGq とすると
き，RKpGqをGの体K上の表現環と呼ぶ．K “ Rのとき，RKpGqをROpGqと，ま
た，K “ Cのとき，RKpGqを単にRpGqと表す． l

【定義 3.42】 　群 Gに対して，G上のK に値を取る連続関数全体の作る可換環
CKpGqにおいて，K-指標全体の生成する部分環 chKpGqをGのK-指標環と呼ぶ． l

【命題 3.43】 　コンパクト群Gに対して，表現環RKpGqはK-指標環 chKpGqに
同型で，既約G-K-加群の同値類，あるいは対応する指標を基底とする自由加群とな
る． l

【命題 3.44】 　コンパクト群Gに対して，複素化写像 c : ROpGq Ñ RpGqは単射
である． l

【定義 3.45】 　位相群Gの閉部分群 T がトーラスで，

G “
ď

xPG

xTx´1

となるとき，T を極大トーラスと呼ぶ． l

【命題 3.46】 　極大トーラスは，トーラス部分群の包含関係に関して極大である．
群Gが弧状連結コンパクト Lie群の時，この逆が成り立つ．特に，弧状連結コンパ
クト Lie群は極大トーラスを持つ． l

【定義 3.47】 　位相群Gが極大トーラス T を持つとき，T のGにおける正規化群
NT pGqの T による剰余群

W pGq “ NT pGq{T

をWeyl群という． l

【定理 3.48】 　Gを極大トーラス T を持つコンパクト群とする．このとき，包含
写像 j : T Ñ Gから誘導される環準同型

j˚ : RKpGq Ñ RKpT q

は単射である．さらに，Weyl群W pGqの定義する T の同型

hωt “ w´1tw ω “ rwspw P NT pGqq, t P T
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から誘導される，W pGqのRKpT qへの作用 h˚
ωに対して不変なRKpT qの元の集合を

RKpT qW pGqとすると，j˚pRKpGqq は RKpT qW pGqに含まれる．弧状連結なコンパク
ト Lie群に対しては

j˚pRpGqq “ RpT qW pGq

である． l

3.8 誘導ユニタリ表現

【定義 3.49 (準不変測度)】 　 Gを局所コンパクト群，Xを局所コンパクト空間と
し，GがXに右から作用するとする．このとき，XのBorel測度µが，任意の g P G

に対して µg :“ Rgdµ „ dµ（同値）となるとき，µを準不変測度という． l

【定理 3.50 (準不変測度の存在)】 　 Gを局所コンパクト群，HをGの閉部分群，
X “ HzGとする．

i) X 上には準不変測度で，Radon-Nikodym微分 dµgpxq{dµpxq “ dµpxgq{dµpxq

がG ˆ X上の連続関数となるものが存在する．

ii) 任意の２つの準不変測度は同値である．

iii) 任意の準不変測度 µは，∆Gと∆H をそれぞれG とH のモジュラー関数とし
て，条件

ρphgq “
∆Hphq

∆Gphq
ρpgq @h P H

を満たす適当な正値局所可積分Borel関数 ρpgqを用いて
ż

G

fpgqρpgqdg “

ż

X

dµp 9gq

ż

H

fphgqdh, 9g ” Hg,

と表される．ここで fは任意のG上のコンパクト台の関数である．µ は ρによ
り定数倍を除いて一意的に決まり，次の条件を満たす．

dµp 9gaq “ ωap 9gqdµp 9gq; ωap 9gq “
ρpgaq

ρpgq
.

l
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【定義 3.51 (誘導表現)】 　 Gを局所コンパクト群，Kをその閉部分群，τ “ pH , Lkq

をK のH 上へのユニタリ表現とする．右G空間X “ KzG上の準不変計量を µと
して，G上のH に値を取る関数 upgqで次の条件を満たすものの全体をH τ とする：

i) 任意の v P H に対して，pupgq, vqはG上の関数としてBorel可測．

ii) upkgq “ Lkupgq, @k P K, @g P G.

iii) }upgq} P L2pX,µq.

このとき，u, v P H τ に対して，pupgq, vpgqqは 9g P Xにのみ依存しµ可積となる．そ
こで，

pu, vq :“

ż

X

pupgq, vpgqqdµp 9gq

により内積を定義すると，H τ はHilbert空間となる．このとき，Gの右作用に対す
る µのRadon-Nikodym微分を

ωgpxq :“ dµpxgq{dµpxq, x P X, g P G

とおくと，
pUguqphq :“ ω1{2

g p 9hquphgq

により定義されるUgはGのH τ 上へのユニタリ表現 pH τ , Ugq を与える．これをK

のユニタリ表現 τ から誘導されたGのユニタリ表現といい，indGKτ と表す．
同様に，左G空間 Y “ G{Kとその準不変計量 νに対して，上記の条件で ii)を

ii)’ upgkq “ L´1
k upgq

で置き換えて得られるHilbert空間 Ĥτ に対して，

ω̂gpyq :“ dµpg´1yq{dµpyq, y P Y, g P G,

pÛgûqphq :“ ω̂1{2
g p 9hqûpg´1hq

とおくと，左正則表現に対応する誘導表現 indGK τ̂ が得られる．
Gがユニモジュラーのとき，右誘導表現と左誘導表現はユニタリ同値で，

pJuqpgq “ upg´1q

により定義される包合的ユニタリ写像 J により

JÛJ´1 “ U

で結ばれる． l
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【注 3.52】 　誘導表現 indGKτは，Kのユニタリ表現 τ “ pH , Lkqから主ファイバー
束 pG,KzG,Kqに随伴したH をファイバーとするベクトルバンドルH ˆτ Gの大
域断面の空間 ΓpH ˆτ GqにGの右作用から自然に誘導される表現である． l

【定理 3.53 (等質空間上の関数空間での表示)】 　 GのMackey分解をG “ KˆS Q

g “ kgsgとおくと，対応

u P H τ ÞÑ ũp 9gq :“ L´1
kg
upgq

により，H τ は L2pX,µ,H qと同型となる．indKG τ は L2pX,µ,H q上で，

pUgũqpxq “ ω1{2
g pxqLpx, gqũpxgq

と表される．ここで，

Lpx, gq :“ L´1
kh
Lkhg , x “ 9h P X “ KzG

である．
同様に，Mackey分解G “ S ˆ Kに対して，対応

u P Ĥ τ ÞÑ ũp 9gq :“ Lkgupgq

により，Ĥ τ は L2pY, ν,H qと同型となる．indKG τ̂ は L2pY, ν,H q上で，

pUgũqpyq “ ω̂1{2
g pyqL̂py, gqũpg´1yq

と表される．ここで，

L̂py, gq :“ LkhL
´1
kg´1h

, y “ 9h P Y “ G{K

である． l

【定理 3.54 (基本性質)】 　 誘導表現に対して次が成り立つ．

i) indGKτ “ indGK τ̄（共役表現）．

ii) indGKpτ1 ‘ τ2q “ indGKτ1 ‘ indGKτ2. さらに，一般に τ “
ş

τpsqdµpsqのとき，
indGKτ “

ş

indGKτpsqdµpsq.

iii) H Ă K Ă Gに対して，indGKpindKHτq “ indGHτ .

iv) indG1bG2
K1bK2

τ1 b τ2 “ indG1
K1
τ1 b indG2

K2
τ2
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l

【定義 3.55 (imprimitivity)】 　 ρ “ pH , UgqをGのユニタリ表現，Eを右G空間
X上のBpH qに値を取るスペクトル測度とする．EがXの任意の Borel集合 Zに
対して

UgEpZqU´1
g “ EpZg´1q, @g P G

と変換するとき，EをXを底空間とする ρの imprimitivity系という．一般に，ユニ
タリ表現が imprimitivity系を持つとき，imprimitiveという．
局所コンパクト群Gとその閉部分群Kに対して，その右誘導表現 indGKτからX “

KzG上の imprimitivity系Eτ が

pEτ pZquqpgq :“ χZprgsqupgq

により定義される．これを標準 imprimitivity系とよぶ． l

【定義 3.56 (Gøarding domain)】 　 U : G Ñ BpH qを局所コンパクト群のユニタ
リ表現とするとき，

DG “ span

"

upϕq “

ż

G

ϕpgqUgu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u P H , ϕ P C0pGq

*

で定義されるH の線形集合をGøarding domainという．DGはH で密であり，か
つGの作用で不変である． l

【定理 3.57 (Imprimitivity定理)】 　 Gを局所コンパクト群，Kをその閉部分群，
X “ KzGとする．Gのユニタリ表現ρ “ pH , Ugqと ˚線形写像E : C0pXq Ñ BpH q

が存在して，ErC0pXqsH はH において密で，かつ次が成り立つとする：

UgEpϕqU´1
g “ EpTRg ϕq, g P G, ϕ P C0pXq.

このとき，適当なKのユニタリ表現 τ が存在して，pρ,Eq – pindGKτ, E
τ qとなる．こ

こで，Eτ は標準 imprimitivity系である．
また，Kの二つのユニタリ表現 τ, τ 1に対して次が成り立つ：

τ – τ 1 ô pindGKτ, E
τ q – pindGKτ

1, Eτ 1

q.

l
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【定義 3.58 (正則半直積)】 　 N,Sは局所コンパクト群でNは可換群とする．半直
積G “ N ¸ Sにおいて，N の指標群 N̂ をGの共役変換によりG空間とみなす．こ
のとき，N̂ のG軌道の合併からなる N̂ のBorel集合の列Z1, Z2, ¨ ¨ ¨ が存在して，各
G軌道が常にそれらの部分族の共通部分として表されるとき，GはN と Sの正則半
直積であるという． l

【定理 3.59】 　N,Sは可分局所コンパクト群でN は可換群とする．このとき，そ
れらの正則半直積G “ N ¸ Sの任意の既約ユニタリ表現は次のようにして得られ
る．まず，N̂ のG軌道 Ôとその元 χを一つずつ取る．次に，Gの共役変換に対する
χでの等方群をN ¸ SÔとして（Ô « S{SÔ），SÔの既約ユニタリ表現 τ “ pH , Lsq

を一つ取り，それから誘導される S のH χL “ L2pÔ, µ;H q上のユニタリ表現を
indSSÔ

τ “ pH χL, UL
s qとする．このとき，

Upn,squpn̂q :“ xn̂, nyUL
s upn̂q, n̂ P N̂

とおくことにより，GのH χL上への既約ユニタリ表現が得られる．ここで，同じ軌
道 Ô上の異なるベクトル χから得られる表現は互いにユニタリ同値であるが，異な
る軌道に対応する表現は同値でない． l

3.9 Poincare群のユニタリ表現

【定理 3.60】 　

1) 固有 Poincare群の普遍被覆群G “ R4 ¸ SLp2,Cqは，Gの部分群R4の既約ユ
ニタリ表現の空間 R̂4 – R4に自然に左から作用する：

G Q pa, V q ▷ R̂4 : pa, V qp “ ΛpV qp, V σaV
: “ σbΛ

b
a.

この作用に関する軌道を Ô，Ôの点 p̂0における等方群をH “ R4 ˙ K(K Ă

SLp2,Cq)とする．このとき，Gの既約ユニタリ表現は，軌道 ÔおよびKの既
約ユニタリ表現の組と一対一に対応する．K の既約ユニタリを L : K ▷ Ĥ ，
Ĥ に値を取り，Ô – G{Kの普遍測度µに関して２乗可積分可能な関数の集合
をH “ L2pÔ, Ĥ;µq，K のMackey分解を SLp2,Cq “ SK Q g “ sgkgとする
とき，対応するGの既約ユニタリ表現 U : G▷ H の具体的な表式は

pUgvqppq “ eip¨aLkhL
´1
kg´1h

vpg´1pq

で与えられる．ここで，hは p “ 9h P SLp2,Cq{K – Ôとなる SLp2,Cqの元で
ある．
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2) 具体的なGの既約ユニタリ表現の表現は，軌道 Ôのタイプに応じて次の７つ
のファミリーに分類される：pp P Ôq

1˝ Ô`
m: p

2 “ ´m2pm ą 0q, p0 ą 0; K “ SUp2q.

Um,`;j ▷C2j b L2pÔ
`
m;µq (m ą 0, j “ 0, 1{2, 1, ¨ ¨ ¨ )：V P SLp2,Cqは一意

的に

V “ VpW ; W P SUp2q,

Vp “

ˆ

γ ` 1

2

˙1{2ˆ

1 `
γ

γ ` 1
βjσj

˙

; p “ pmγ,mγβq

と分解される．SUp2qの既約表現をDjとして，

pUm,`;j
pa,V q

vqppq “ e´ip¨aDjpW qvpΛ´1pV qpq; W “ V ´1
p V VΛpV qp P SUp2q.

Dpj,0qをDjに対応するスピノール表現として

ψppq :“ Dpj,0qpVpquppq

とおくと，
pUm,`;j

pa,V q
ψqppq “ e´ip¨aDpj,0qpV qψpΛ´1pV qpq.

2˝ Ô´
m: p

2 “ ´m2pm ą 0q, p0 ă 0; K “ SUp2q.

Um,´;j ▷C2j b L2pÔ
`
m;µq (m ą 0, j “ 0, 1{2, 1, ¨ ¨ ¨ ): 表現の表式はUm,`;j

と同じ．

3˝ Ôim: p
2 “ m2pm ą 0q; K “ SLp2,Rq: 表現空間は，Ĥ b L2pÔim;µq．こ

こで，ĤはKの表現空間で，一般にある空間上の関数空間として表され
る．V P SLp2,Cqは

V “ VpW ; W P SLp2,Rq,

Vp “

„

cos
θ

2
` i sin

θ

2
psinϕσ1 ´ cosϕσ2q

ȷˆ

cosh
ψ

2
` sinh

ψ

2

˙

;

p{m “ psinhψ, coshψ sin θ cosϕ, coshψ sin θ sinϕ, coshψ cos θq

と分解される．ここで，

Vpσ3V
:
p “ p1{mqpaσa; p

2 “ m2.
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この分解を用いて，

pUpa,V qvqpp, xq “ e´ip¨aDpW qvpW ˚ x,Λ´1pq;

W “ V ´1
p V VΛpV qp “

˜

α β

γ δ

¸

P SLp2,Rq,

W ˚ x “
αx ` γ

βx ` δ
.

K “ SLp2,Rqの既約表現に対応して，３種類の既約表現が存在する．

i) U im;iσ,ϵ ( m ą 0, σ ě 0, ϵ “ 0, 1): Kの表現空間は

Ĥ “ L2pR; dxq,

DpW qは

Diσ,ϵpW q “ |βx ` δ|´iσ´1

ˆ

βx ` δ

|βx ` δ|

˙ϵ

.

ii) U im;n,˘( m ą 0, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ ): K の表現空間 Ĥ は複素上半平面上
の複素関数の空間で，内積は

pu, vq “
i

2πΓpnq

ż

Im zą0

upzqvpzqpIm zqn´1dzdz̄.

DpW qは
DnpW q “ pβz ` δq´n´1.

iii) U im;ρ(m ą 0,´1 ă ρ ă 1, ρ “ 0): K の表現空間 Ĥ は R上の関数の
空間で，内積は

pu, vq “
1

Γp´ρq

ż

R2

|x1 ´ x1|´1´ρupx1qvpx2qdx
1dx2.

DpW qは
DρpW q “ |βx ` δ|ρ´1.

4˝ Ô`
0 : p

2 “ 0, p0 ą 0. K “ R2 ˙ S1 （2次元Euclide群の連結成分の２重被
覆）．このとき，V P SLp2,Cqは次のように分解される：

V “ VpW ; W “

˜

eiθ{2 e´iθ{2z

0 e´iθ{2

¸

P K, p0 ď θ ă 4πq

Vp “

˜

x 0

w 1{x

¸

; p0 ` p3 “ x2, p0 ´ p3 “ |w|2, p1 ` ip2 “ xw̄,

Vpp1 ` σ3qV
:
p “ 2paσa.
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i) U0,`;j ▷ L2pÔ`
0 ; dµq (j “ 0, 1{2, 1, ¨ ¨ ¨ ):

pU0,`;j
pa,V q

uqppq “ e´ip¨aeijθpW qupΛ´1pq;

W “ V ´1
p V VΛ´1p P K.

ii) U0,`;r,ϵ ▷ L2pS
1; dϕq b L2pÔ

`
0 ; dµq (r ą 0, ϵ “ 0, 1).

pU0,`;r,ϵ
pa,V q

uqpp, ẑq “ e´ip¨aeiẑ¨zpW qp´1qϵ˚fpW,ẑqpΛ´1p, e´iθpW qẑq; p|ẑ| “ rq,

fpW, ẑq “ 0p0 ď θpW q ´ argpẑq ă 2π, fpW, ẑq “ 1p2π ď θpW q ´ argpẑq ă 4πq.

5˝ Ô´
0 : p

2 “ 0, p0 ă 0. K “ R2 ˙ S1

i) U0,´;j ▷ L2pÔ´
0 ; dµq (j “ 0, 1{2, 1, ¨ ¨ ¨ ):

ii) U0,´;r,ϵ ▷ L2pS
1; dϕq b L2pÔ

´
0 ; dµq (r ą 0, ϵ “ 0, 1).

6˝ Ô0
0: p “ 0. K “ SLp2,Cq. この場合は，SLp2,Cqの既約ユニタリ表現に
帰着される：

i) U0,0;iρ,j (m “ 0, p0 “ 0, ρ ě 0, j “ 0, 1{2, 1, ¨ ¨ ¨ ).

i) U0,0;ρ (m “ 0, p0 “ 0,´1 ă ρ ă 1, ρ “ 0).

l

3.10 包絡環

3.10.1 定義と基本性質

【定義 3.61 (包絡環)】 　 体K上の Lie代数 gに対して，gの体K上のテンソル代
数を T とする．X b Y ´ Y b X ´ rX,Y s (X,Y P g)の形の元から生成される T の
両側イデアルを Jとして，Upgq :“ T {Jにより定義されるK 上の代数を gの包絡環
(universal enveloping algebra)という． l

【命題 3.62 (包絡環の基本性質)】 　 体K上の Lie代数 gに対して，その包絡環を
Upgqと表す．

i) gの部分代数 hの包絡環は，1と hから生成される Upgqの部分代数に同型で
ある．

ii) 体K上の２つのLie代数 g1, g2の直和 g1`g2の包絡環は，テンソル積Upg1qbK

Upg2qと同型である．
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iii) gのイデアルaに対し，aが生成するUpgqの両側イデアルをAとすると，Upgq{A –

Upg{aqが成り立つ．

[From 数学事典] l

【定理 3.63 (Poincaré-Birkhoff-Wittの定理)】 　 Lie代数 gの包絡環を Upgqとす
る．gの基底X1, ¨ ¨ ¨ , Xnに対し，その単項式の全体

␣

X i1
1 ¨ ¨ ¨X in

n

ˇ

ˇ i1, ¨ ¨ ¨ , in ě 0
(

は，Upgqの基底となる．また，その対称化の全体
$

&

%

eti1¨¨¨iru :“
1

r!

ÿ

σPSprq

Xiσp1q
¨ ¨ ¨Xiσprq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , 1 ď i1, ¨ ¨ ¨ , ir ď n

,

.

-

も基底となる．[From 数学事典，A. Burut and R. Raczka (1986)] l

【命題 3.64 (Lie代数の表現と包絡環の表現の対応)】 　 Lie代数 gの体K上の任
意の表現 pρ, V qは，その包絡環の表現 pρ̃, V qに一意的に拡張され，ρが既約（完全可
約）であることと ρ̃が既約（完全可約）であることとは同等である．また，gの２つ
の表現 ρ1, ρ2が同値であることと ρ̃1と ρ̃2が同値であることは同等である．[From 数
学事典] l

3.10.2 不変作用素

【定義 3.65 (不変作用素)】 　 Lie代数 gに対し，その包絡環の中心に属する元を
不変作用素という． l

【定義 3.66 (不変テンソル)】 　 Lie群Gの有限次元線形表現 pρ, V qに対して，V
の反変テンソル gi1¨¨¨ir が

ρphqi1j1 ¨ ¨ ¨ ρphqirjrg
j1¨¨¨jr “ gi1...ir , @h P G

を満たすとき，gi1¨¨¨ir を ρに対する r階（反変）不変テンソルという．同様に，共変
テンソル gi1¨¨¨ir が

gj1¨¨¨jrρphq
j1
i1

¨ ¨ ¨ ρphq
jr
ir

“ gi1...ir , @h P G

を満たすとき，gi1¨¨¨ir を ρに対する r階（共変）不変テンソルという． l
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【定理 3.67 (不変作用素と不変テンソルの対応 [Gel’fand])】 　 Lie代数 gの包絡環
Upgqの要素 P

P “ cI `
ÿ

i

giXi `
ÿ

ij

gijXiXj ` ¨ ¨ ¨

がUpgqの中心に属するための十分条件は，gi, gij, ¨ ¨ ¨ が gの随伴群（の随伴表現）に
対する不変テンソルとなることである．さらに，これらの係数テンソルが対称テンソ
ルのときには，この条件は必要十分である．[From A. Burut and R. Raczka (1986)]

l

【定理 3.68 (不変作用素の生成元：半単純 Lie代数)】 　 ランク rの半単純 Lie代
数 gに対して，r個の多項式型不変作用素が存在し，その固有値の組により gのすべ
ての有限次元既約表現が完全に分類される．[Ref. Chevalley (1955); From A. Burut

and R. Raczka (1986)] l

3.10.3 GLpnq

【命題 3.69 (GLpnqの不変テンソル)】 　 GLpn,Cqおよびその任意の実型の随伴表
現に対する不変テンソルは

gi1
j1 ¨ ¨ ¨ ip

jp “ δi1
j1 ¨ ¨ ¨ δip

jp

に比例する． l

【証明あり】

【定理 3.70 (不変テンソルの値)】 　 最高ウエイトmをもつUpnqの既約表現の表
現空間をHmとする．このとき，不変テンソル

Cp “ Ei2i1Ei3i2 ¨ ¨ ¨Ei1ip (3.7)

のHm上での値は
Cppm1, ¨ ¨ ¨ ,mnq “ TrpapEq (3.8)

と表される．ここで，a “ paijqおよびE “ pEijqは次の n次正方行列である：

aij “ pmi ` n ´ iqδij ´ Qij, (3.9)

Qij “

#

1 for i ă j,

0 for i ě j.
, (3.10)

Eij “ 1. (3.11)
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また，mの関数として，C1, C2, ¨ ¨ ¨ , Cnは独立であり，任意のCpはこれらの関数に
従属する．[From A. Burut and R. Raczka (1986)] l

【定理 3.71 (不変作用素の生成母関数)】 　 複素関数

Πpzq :“
n
ź

i“1

ˆ

1 ´
z

1 ´ λiz

˙

; λi “ mi ` n ´ i (3.12)

により定義される関数
Gpzq :“ z´1 p1 ´ Πpzqq (3.13)

は，不変作用素の既約表現上での値に対する生成母関数となる：

Gpzq “

8
ÿ

p“0

Cppm1, ¨ ¨ ¨ ,mnqzp. (3.14)

[From A. Burut and R. Raczka (1986)] l

3.10.4 SUpnq

【定理 3.72 (SUpnqの不変作用素とスペクトル)】 　 SUpnqの Lie代数の標準基底
hi pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q, Ea

b p1 ď a “ b ď nqに対して

Ẽi
i “ hi ´

1

n

n´1
ÿ

j“1

hj, Ẽn
n “ ´

1

n

n´1
ÿ

j“1

hj, (3.15a)

Ẽa
b “ Ea

b p1 ď a “ b ď nq (3.15b)

とおくとき，SUpnqの不変作用素は

Cp :“ Ẽi2i1Ẽi3i2 ¨ ¨ ¨ Ẽi1ip´1 (3.16)

の線形結合で表される (C1 ” 0)．さらに，最高ウエイトm (m1 ě m2 ě ¨ ¨ ¨mn´1 ě 0)

の既約表現に対するその固有値は，GLpnqに対する不変作用素C
GLpnq
p を用いて

Cppmq “ CGLpnq
p pm̃1, ¨ ¨ ¨ , m̃nq (3.17)

とあらわされる．ここで，

m̃i “ mi ´
1

n

n´1
ÿ

j“1

mj, m̃n “ ´
1

n

n´1
ÿ

j“1

mj. (3.18)

C2, ¨ ¨ ¨ , Cnは互いに独立で，SUpnqの不変作用素を生成する． l
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3.10.5 SOpnq

ここでは，4.7.1 で説明した方法で SOpnqを SLpnqに埋め込んで考える（S̃Opnq

と表す）．さらに，添え字を SOp2r ` 1qに対して I “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , r, 0,´r, ¨ ¨ ¨ ,´2,´1,

SOp2rqに対して I “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , r,´r, ¨ ¨ ¨ ,´2,´1と取ることにし，この添え字の元で
Eabに対応する行列（ないしGLpnqの Lie代数の基底）を ẼIJ と書くことにすると，
SOpnqの Lie代数は

XJI “ ẼJI ´ Ẽ´I ´J (3.19)

により生成される．ただし，XJI は独立でなく関係式

XJI “ ´X´I ´J (3.20)

を満たす．この記法を用いると，SOp2rqおよび SOp2r ` 1qの Lie代数の標準基底は
次のように表される：

Hj “ Xjj, (3.21a)

Ej`k` “ Xj
´k, Ej`k´ “ Xj

k, Ej´k` “ Xk
j, Ej´k´ “ X´k

j, (3.21b)

Ej` “ iXj
0, Ej´ “ ´iX0

j. (3.21c)

また，XI
J は S̃Opnqのベクトル表現に対する p1, 1q型のテンソル作用素となる．交

換関係は
rXI

J , XK
Ls “ δJKXI

L ´ δiLXK
J ´ δ´I

K X´J
L ` δJ´LXK

´I . (3.22)

【定理 3.73 (SOpnqの不変作用素とスペクトル)】 　 SOpnqに対して，

Cp :“ XI2
I1XI3

I2 ¨ ¨ ¨XI1
Ip (3.23)

は不変作用素となり，その最高ウエイトm “ pm1, ¨ ¨ ¨ ,mrqの既約表現に対する値は，

aIJ “ pmI ` rI ` αqδIJ `
β

2
p1 ` ϵIqδI,´J ´ θJI , (3.24)

θJI “

#

1 for J ă I,

0 for J ě I
(3.25)

により定義される行列 a “ paIJqを用いて

Cppm1, ¨ ¨ ¨ ,mrq “ TrpapEq (3.26)

と表される．ただし，ϵr,r´1,¨¨¨ ,´r`1,´r “ ´1，α, β, rIは表1に示された値である．また，
m´i “ ´mi pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , rq, ϵI “ 0pI “ 0q, 1pI ą 0q,´1pI ă 0qである．SOp2r ` 1qに
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ついては，これらのうち，C2, C4, ¨ ¨ ¨ , C2rが不変作用素の生成元となる．一方，SOp2rq

に対しては
C 1
r :“

ÿ

ϵI1J1¨¨¨IrJrX
I1J1 ¨ ¨ ¨XIrJr (3.27)

も不変作用素となり，その値は

C 1
rpm1, ¨ ¨ ¨ ,mrq “ p´1qrpr´1q{22rr!pm1 ` r1q ¨ ¨ ¨ pmr ` rrq. (3.28)

ここで，XIJ “ X´I
J．C2, ¨ ¨ ¨ , C2r´2, C

1
rは SOp2rqの生成元となる． l

群 α β rI Iのレンジ
SUpnq n´1

2
0 n`1

2
´ I 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n

Op2r ` 1q n ´ 1
2

1 pr ` 1
2
qϵI ´ I 1, ¨ ¨ ¨ , r, 0,´r, ¨ ¨ ¨ ,´1

Spp2rq r ´1 pr ` 1qϵI ´ 1 1, ¨ ¨ ¨ , r,´r, ¨ ¨ ¨ ,´1

Op2rq n ´ 1 1 rϵI ´ I 1, ¨ ¨ ¨ , r,´r, ¨ ¨ ¨ ,´1

表 1: 不変作用素のスペクトルバラメーター

3.10.6 Casimir不変量の基底

【定理 3.74 (Casimir不変量の基底)】 　 Lie代数gの基底Xaに対して，adpXaqXb “

XcC
c
ab, Killing計量をKab，Xa “

ř

bK
abXbとするとき，

Cp ”
ÿ

a1,¨¨¨ ,ap

TrpadpXa1q ¨ ¨ ¨ adpXapqqXa1 ¨ ¨ ¨Xap

“
ÿ

a1,¨¨¨ ,ap

ÿ

b1,¨¨¨ ,bp

`

Cb1
a1b2C

b2
a2b3 ¨ ¨ ¨Cbp

apb1

˘

Xa1 ¨ ¨ ¨Xap

はCasimir不変量となる．特に，独立なCasimir不変量は以下で与えられる：

SUpl ` 1q : C2, C3, ¨ ¨ ¨ , Cl`1,

SOp2l ` 1q : C2, C4, ¨ ¨ ¨ , C2l,

Spplq : C2, C4, ¨ ¨ ¨ , C2l,

SOp2lq : C2, ¨ ¨ ¨ , C2l´2, C
1
l ,

G2 : C2, C6,

F4 : C2, C6, C8, C12,

E6 : C2, C5, C6, C8, C9, C12,

E7 : C2, C6, C8, C10, C12, C14, C18

E8 : C2, C8, C12, C14, C18, C20, C24, C30
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また，例外 Lie代数に対しては

C3 ” 0, C4 ” 0

となる． l
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4 古典群
n次正方行列代数Mpnqの基底Ea

b (a, b “ 1, . . . , n)を

pEa
bqij “ δiaδ

b
j (4.1)

により定義する．このとき，
Ea

bEc
d “ δbcEa

d (4.2)

が成り立つ．また、任意のM “ pM i
jq P GLpnqに対して，

M´1Ea
bM “ pM´1qcaM

b
dEc

d (4.3)

と変換する。すなわち、EabはGLpnqの自然なF n表現 (F “ R,C)に対して p1, 1q型
テンソル作用素となっている．

注： 対応

Z “ X0 ` iX1 P Mpn,Cq ÞÑ X “

˜

X0 ´X1

X1 X0

¸

P Mp2n,Rq (4.4)

はR-代数としての同型対応を与える．この対応において，

detX “ | detZ|2. (4.5)

同様に

X “ Z0 ` jZ1 P Mpn,Hq ÞÑ Z “

˜

Z0 ´Z̄1

Z1 Z̄0

¸

P Mp2n,Cq (4.6)

はR-代数としての同型対応を与える．この対応の像Zは，次の条件により特徴づけ
られる：

ZJ “ JZ̄; Z P Mp2n,Cq (4.7)

ここで，

J “

˜

0 In
´In 0

¸

P GLp2nq. (4.8)

これより，
detZ P R. (4.9)

【命題 4.1】 　Z P GLp2n,Cqが JZ “ Z̄Jを満たすなら，detZ ě 0となる．特に，

GLpn,Hq – R` ˆ SLpn,Hq (4.10)

が成り立つ． l
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4.1 古典群の定義

4.1.1 GLpn, F qと SLpn, F q

可換体 F を係数とする n次正方行列の全体をMpn, F qとして，一般線形群は

GLpn, F q “ tX P Mpn, F q | detX ‰ 0u (4.11)

で定義される．この群の中心Zは

Z “ tkIn | k P F ˚u – F ˚ (4.12)

で，GLpn, F qから FP n´1に誘導される変換群は

GSLpn, F q “ GLpn, F q{Z. (4.13)

また，特殊線形群は

SLpn, F q “ tX P GLpn, F q | detX “ 1u (4.14)

で定義され，その中心Z0は

Z0 “ Z X SLpn, F q “ tkIn | kn “ 1u . (4.15)

特に，SLpn,Cqは単純かつ半単純な複素 Lie群，SLpn,Rqはその非コンパクト実型
を与える．
SLpn, F qから FP n´1に誘導される変換群は

PSLpn, F q “ SLpn, F q{Z0. (4.16)

n “ 2で F “ F2,F3の場合，

PSLp2,F2q – S3, PSLp2,F3q – A4 (4.17)

を除くと，PSLpn, F q(n ě 2)は非可換な単純群である．また，F が代数的閉体の時，
GSLpn, F q “ PSLpn, F qとなる．
同様に，F “ Hに対して，標準対応Mpn,Hq Q X ÞÑ Z P Mp2n,Cqのもとで，

GLpn,Hq “ tX P Mpn,Hq | detZ ą 0u (4.18)

により，H係数の一般線形群GLpn,Hqが定義される．この群に対して

GLpn,Hq –
␣

Z P GLp2n,Cq
ˇ

ˇ JZ “ Z̄J
(

, (4.19)

dimR GLpn,Hq “ 4n2, (4.20)

が成り立つ．また，特殊線形群 SLpn,Hqを

SLpn,Hq “ tX P GLpn,Hq | detZ “ 1u (4.21)

により定義する．
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4.1.2 Upnq,Upp, qq, SUpnq, SUpp, qq, SU˚p2nq

Ip,qを対角型行列

Ip,q “ diagr

p
hkkkkkikkkkkj

`1, ¨ ¨ ¨ ,`1,

q
hkkkkkikkkkkj

´1, ¨ ¨ ¨ ,´1 s (4.22)

とする．このとき，体 F (“ C,H)に対して，ユニタリ群および特殊ユニタリ群を

Upp, q;F q “
␣

X P GLpp ` q, F q
ˇ

ˇ

TX̄Ip,qX “ Ip,q
(

, (4.23)

SUpp, q;F q “ Upp, q;F q X SLpp ` q, F q, (4.24)

Upn, F q “ Upn, 0;F q, SUpn, F q “ SUpn, 0;F q (4.25)

と定義する．ただし，x “ x0 ` ix1 `jx2 `kx3 P Hに対して，x̄ “ x0 ´ ix1 ´jx2 ´kx3
で，

Upp, q;Hq “ SUpp, q;Hq (4.26)

となる．
特に，F “ Cに対しては

Upp, qq “ Upp, q;Cq, SUpp, qq “ SUpp, q;Cq (4.27)

と表す．SUpp, qqは単純かつ半単純な実Lie群で，特に SUpnqはコンパクトかつ単連
結である．また，Upp, qqおよび SUpp, qqの中心Z，Z0は，n “ p ` qとして

Z “ tzIn | |z| “ 1u – Up1q, (4.28a)

Z0 “ tzIn | zn “ 1u – Zn (4.28b)

となり，射影ユニタリ群は

PUpnq “ Upnq{Z – SUpnq{Z0 (4.29)

により定義される．
最後に，

Jn “

˜

0 In
´In 0

¸

(4.30)

として，実 Lie群 SU˚p2nqを

SU˚p2nq “
␣

X P SLp2n,Cq
ˇ

ˇ JX̄ “ XJ
(

(4.31)
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により定義する．Z P SU˚p2nqは

Z “

˜

A B

´B̄ Ā

¸

; detZ “ 1, A,B P Mpn,Cq (4.32)

と表され，

SU˚p2nq – SLpn,Hq, (4.33)

dimR SU
˚p2nq “ 4n2 ´ 1. (4.34)

SU˚p2nqは SLp2n,Cqの非コンパクト実型の一つを与える．

4.1.3 Opn, F q, SOpn, F q,Opp, q;F q, SOpp, q;F q, SO˚p2nq

F “ R,C,Hに対して，Ip,qを pp, qq型の単位対角行列として，pp, qq型直交群を

Opp, q;F q “
␣

X P GLpp ` q, F q
ˇ

ˇ

TX˚Ip,qX “ Ip,q
(

, (4.35a)

SOpp, q;F q “ Opp, q;F q X SLpp ` q, F q, (4.35b)

Opn, F q “ Opn, 0;F q, SOpn, F q “ SOpn, 0;F q (4.35c)

により定義する．ただし，x “ x0 ` ix1 ` jx2 ` kx3 P Hに対して，x˚ “ x0 ` ix1 ´

jx2 ` kx3である．
特に，F “ Cに対して，

Opp, q;Cq “ Opp ` q,Cq, SOpp, q;Cq “ SOpp ` q,Cq (4.36)

で，SOpn,Cq(n ě 3,‰ 4)は単純かつ半単純な複素 Lie群である．また，F “ Hに対
しては，

Opp, q;Hq “ SOpp, q;Hq “ SOpp ` q,Hq (4.37)

となる（SLの定義の特殊性により）．
一方，F “ Rに対しては，

Opp, q;Rq “ Opp, qq, SOpp, q;Rq “ SOpp, qq, Opn,Rq “ Opnq, SOpn,Rq “ SOpnq

(4.38)

と表記する．SOpp, qq(p` q ą 2)は半単純な実 Lie群である．また，SOpnqはコンパ
クトとなる．
最後に，

SO˚p2nq “
␣

Z P SOp2n,Cq
ˇ

ˇ Z:JZ “ J
(

(4.39)
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と定義すと，標準対応 SLpn,Hq Q X Ñ Z P SLp2n,Cqは同型対応

SOpn,Hq – SO˚p2nq (4.40)

を誘導する．SO˚p2nqは SOp2n,Cqの非コンパクト実型の一つを与える．

4.1.4 Sppn, F q, Sppp, qq

Jp,q P GLp2p ` 2q, F qを

Jp,q “

˜

0 Ip,q
´Ip,q 0

¸

(4.41)

とおく，このとき，F “ R,C,Hに対して，

Sppp, q;F q “
␣

X P GLp2n, F q
ˇ

ˇ

TXJp,qX “ Jp,q
(

, (4.42a)

Sppn, F q “ Sppn, 0;F q (4.42b)

と定義する．

X “

˜

A B

C D

¸

P Mp2p ` 2q, F q (4.43)

が Sppp, q;F qに属する条件は，A,B,C,D P Mpp ` q, F qを用いて

TCIp,qA “ TAIp,qC, (4.44a)
TBIp,qD “ TDIp,qB, (4.44b)
TAIp,qD ´ TCIp,qB “ Ip,q (4.44c)

と表される．これより，F “ C,Hに対しては，Sppp, q;F q – Sppp ` q, F qとなる．
Sppn,Cq(n ě 1)は単純複素Lie群を，Sppn,Rqはその非コンパクト実型を与える．群
の次元は

dimF Sppn, F q “ np2n ` 1q. (4.45)

また，Ip,q,p,qを対角型行列

Ip,q,p,q “ diagrIp,q, Ip,qs P GLp2p ` 2q,Rq (4.46)

として，実 Lie群 Sppp, qqを

Sppp, qq “
␣

X P Sppp, q;Cq
ˇ

ˇ X:Ip,q,p,qX “ Ip,q,p,q
(

, (4.47)

Sppnq “ Sppn, 0q “ Sppn,Cq X Up2nq (4.48)

により定義する．これらも Sppn,Cqの実型を与え，Sppnqはコンパクトで，

dimR Sppnq “ np2n ` 1q. (4.49)
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【命題 4.2 (Sppp, qqとUpp, q;Hqの同型性)】 　 X “ X0 ` iX1 ` jX2 ` kX3 P

Upp, q;Hqを
X “ Z0 ` jZ1; Z0, Z1 P Mpp ` q,Cq (4.50)

と表すとき，

X ÞÑ Y “

˜

Z0 ´Z̄1

Z1 Z̄0

¸

P Mp2p ` 2q;Cq (4.51)

により，同型対応Upp, q;Hq – Sppp, qqが得られる． l

4.2 古典群の複素既約表現：誘導表現の方法

4.2.1 古典群のGauss分解

【命題 4.3】 　

1. Z を対角成分がすべて１の n次上方三角型行列の全体，Z を対角成分がすべ
て１の n次下方三角型行列の全体，Dを n次対角型正則行列の全体とすると，
ZDZはGLpn,CqのGauss分解を与える．以下，Dの元を次のように表す．

D “
␣

rδ1, ¨ ¨ ¨ , δns
ˇ

ˇ δj P Cˆ
(

. (4.52)

2. D0 “ D X SLpn,Cqとすると，ZD0Zは SLpn,CqのGauss分解を与える．D0

の元は次のように表される．

D0 “ trδ1, ¨ ¨ ¨ , δns | δ1 ¨ ¨ ¨ δn “ 1u . (4.53)

3. Jnを

Jn “ pδi`j,n`1q “

¨

˚

˚

˝

1
1

0 ¨
¨

¨ 0
1

1

˛

‹

‹

‚

(4.54)

で定義される n次正方正則行列とする．このとき，

SOpn,Cq –
␣

g P GLpn,Cq
ˇ

ˇ J´1
n gJn “ Tpg´1q

(

. (4.55)

この同一視のもとで，GLpn,CqのGauss分解ZDZのSOpn,Cqへの制限Z0D0Z0

は SOpn,CqのGauss分解を与える．D0の元は，n “ 2νのとき，．

D0 “
␣

rδ1, ¨ ¨ ¨ , δν , δ
´1
ν , ¨ ¨ ¨ , δ´1

1 s
ˇ

ˇ δj P Cˆ
(

, (4.56)
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n “ 2ν ` 1のとき

D0 “
␣

rδ1, ¨ ¨ ¨ , δν , 1, δ
´1
ν , ¨ ¨ ¨ , δ´1

1 s
ˇ

ˇ δj P Cˆ
(

. (4.57)

と表される．

4. σを

σ “

˜

0 ´Jn
Jn 0

¸

(4.58)

で定義される 2n次正方正則行列とする．このとき，

Sppn,Cq –
␣

g P GLp2n,Cq
ˇ

ˇ σ´1gσ “ Tpg´1q
(

. (4.59)

この同一視のもとで，GLp2n,CqのGauss分解ZDZのSppn,Cqへの制限Z0D0Z0

は Sppn,CqのGauss分解を与える．D0の元は，

D0 “
␣

rδ1, ¨ ¨ ¨ , δn, δ
´1
n , ¨ ¨ ¨ , δ´1

1 s
ˇ

ˇ δj P Cˆ
(

(4.60)

と表される．

l

4.2.2 有限次元複素解析的既約表現の指標

【定理 4.4】 　GLpn,Cqの一価複素解析的有限次元既約表現は，指標は

χ “ δm1
1 ¨ ¨ ¨ δmn

n : m1 ě m2 ě ¨ ¨ ¨ ě mn, mj P Z

から誘導される既約表現と一対一に対応する． l

【定理 4.5】 　 SLpn,Cqの有限次元複素既約表現は，指標は

χ “ δm1
1 ¨ ¨ ¨ δ

mn´1

n´1 : m1 ě m2 ě ¨ ¨ ¨ ě mn´1 ě 0, mj P Z

から誘導される既約表現と一対一に対応する． l

【定理 4.6】 　 Sppn,Cqの有限次元複素既約表現は，指標は

χ “ δm1
1 ¨ ¨ ¨ δmn

n : m1 ě m2 ě ¨ ¨ ¨ ě mn ě 0, mj P Z

から誘導される既約表現と一対一に対応する． l
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【定理 4.7】 　 SOp2n ` 1,Cqの有限次元複素既約表現は，指標は

χ “ δm1
1 ¨ ¨ ¨ δmn

n : m1 ě m2 ě ¨ ¨ ¨ ě mn ě 0

から誘導される既約表現と一対一に対応する．ただし，mj はすべて整数であるか，
すべて半奇数であるかのいずれかである． l

【定理 4.8】 　 SOp2n,Cqの有限次元複素既約表現は，指標は

χ “ δm1
1 ¨ ¨ ¨ δmn

n : m1 ě m2 ě ¨ ¨ ¨ ě mn´1 ě |mn|

から誘導される既約表現と一対一に対応する．ただし，mj はすべて整数であるか，
すべて半奇数であるかのいずれかである． l

4.2.3 基本表現

【定義 4.9】 　複素単純Lie代数L の任意の既約表現の指標 (maximal weight)wが，
既約表現の列 ρjに対応する一次独立な指標の系wj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , J)の非負整係数線形
結合として表されるとき，ρj をL の基本表現という．wj は基本整ウエイトと一致
する． l

【定理 4.10】 　Ar型，Br型，Cr型，Dr型の複素半単純 Lie代数は r個の基本表
現をもつ．対応するmaximal weightは次のようになる．

1) Ar型 (SLpr ` 1,Cq)およびCr型 (Sppr,Cq)：

w1 “ p1, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q, w2 “ p1, 1, 0, ¨ ¨ ¨ q, ¨ ¨ ¨ , wr “ p1, 1, ¨ ¨ ¨ , 1q.

2) Br型 (SOp2r ` 1,Cq)：

w1 “ p1, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q, w2 “ p1, 1, 0, ¨ ¨ ¨ q, ¨ ¨ ¨ , wr´1 “ p1, ¨ ¨ ¨ , 1, 0q,

wr “ p1{2, ¨ ¨ ¨ , 1{2q.

3) Dr型 (SOp2r,Cq)：

w1 “ p1, 0, 0, ¨ ¨ ¨ q, w2 “ p1, 1, 0, ¨ ¨ ¨ q, ¨ ¨ ¨ , wr´2 “ p1, ¨ ¨ ¨ , 1, 0, 0q,

wr´1 “ p1{2, ¨ ¨ ¨ , 1{2, 1{2q, wr “ p1{2, ¨ ¨ ¨ , 1{2,´1{2q.

l
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図 1: 単純 Lie代数に対する単純既約表現のリスト（Dynkin基底）
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4.3 Dynkin基底

hをCartan部分代数，h˚をその双対空間，∆をルート系，Π “ tα1, ¨ ¨ ¨ , αnuをそ
の基本ルート系とする．線形同値写像 h˚ Q α ÞÑ Hα P hを

pHα, Xq “ αpXq @X P h (4.61)

により定義する．このとき，
pα, βq :“ pHα, Hβq (4.62)

により，hの内積より h˚の内積が誘導される．このとき，

Fj :“
2

pαj, αjq
Hαj

pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq (4.63)

は hの基底となる．この基底 Fjの双対基底 fjをルート空間のDynkin基底とよぶ：

fjpHkq “ δjk pj, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq (4.64)

f1, ¨ ¨ ¨ , fnは基本表現の最高ウェイトと一致する．したがって，任意の表現のウェイ
トΛを fjで

λ “
ÿ

j

mjfj (4.65)

と成分表示すると，

mj “
2pλ, αjq

pαj, αjq
P Z (4.66)

が成り立つ．rm1, ¨ ¨ ¨ ,mnsはDynkinラベルと呼ばれる．

Cj
k :“

2pαj, αkq

pαk, αkq
”ă αj, αk ąą (4.67)

によりCartan行列C “ pCj
kqを定義すると，

fj “
ÿ

k

pC´1qj
kαk (4.68)

が成り立つ．また，

Gjk :“ pC´1qj
k pαk, αkq

2
(4.69)

とおくと，
pfj, fkq “ Gjk. (4.70)
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図 2: 単純 Lie代数に対するDynkin基底でのレベルベクトル

4.4 GLpnq

4.4.1 GLpn,CqのLie代数の構造

交換関係 Eab(a, b “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)がLie代数 glpn,Cqの基底となり，その交換関係は次
式で与えられる：

rEab, Ecds “ δbcEad ´ δadEcb. (4.71)

Cartan部分代数
L0 “ă H1, ¨ ¨ ¨ , Hn ą; Ha “ Eaa. (4.72)

ルート系 Cartan部分代数L0の双対空間L ˚
0 の基底 haをHaの双対基底,

hapHbq “ δab,

とする．このとき，
rHa, Ebcs “ pδab ´ δacqEbc (4.73)

より，ルート系∆は

∆ “ tha ´ hb | 1 ď a, b ď nu , (4.74)

α “ ha ´ hb ÞÑ Eα “ Eab. (4.75)
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図 3: 単純 Lie代数のCartan行列
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図 4: 古典 Lie代数のウエイト空間でのCartan計量
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Gauss分解 L “ L´ ` L0 ` L`.

正ルート空間は

∆` “ tha ´ hb | 1 ď a ă b ď nu , (4.76a)

L` “ xE`
ab :“ Eab; a ă by, (4.76b)

負ルート空間は

∆´ “ t ´ ha ` hb | 1 ď a ă b ď nu , (4.77a)

L´ “ xE´
ab :“ Eba; a ă by. (4.77b)

Weyl基底の交換関係は，

rE`
ab, E

`
cds “ δbcE

`
ad ´ δadE

`
cb, (4.78a)

rE´
ab, E

´
cds “ δadE

´
cb ´ δcbE

´
ad, (4.78b)

rE`
ab, E

´
abs “ Ha ´ Hb. (4.78c)

4.5 Ar型

4.5.1 SLpn,CqのLie代数の構造

基底 Lie代数L “ slpn,Cqの基底は，

Hj :“ Ejj ´ Enn pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q, Eab p1 ď a “ b ď nq. (4.79)

Cartan部分代数
L0 “ xH1, ¨ ¨ ¨ , Hn´1y. (4.80)

Cartan計量 j, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1として，

rHj, Eabs “ pδja ´ δjb ´ δan ` δbnqEab

より，

rHj, Ekls “ pδjk ´ δjlqEkl, (4.81a)

rHj, Ekns “ pδjk ` 1qEkn, (4.81b)

rHj, Enks “ ´pδjk ` 1qEnk. (4.81c)
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図 5: 単純 Lie代数の随伴表現の最高Dynkinウエイト
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よって，
Tr padpHjqadpHkqq “ 2npδjk ` 1q. (4.82)

これより，Cartan計量を

γjk “ pHj, Hkq “ δjk ` 1 (4.83)

で定義する．このとき，双対空間L˚
0に誘導される計量は，hjをHjの双対基底として

phj, hkq “ δjk ´
1

n
. (4.84)

ルート系
∆ “ tλjk | j, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nu . (4.85)

ここで，

λjk “ hj ´ hk, λjn “ ´λnj “ hj `

n´1
ÿ

k“1

hk. (4.86)

基本ルート系
α1 “ λ12, ¨ ¨ ¨ , αn´1 “ λn´1n (4.87)

とおくと，

λjk “ αj ` αj`1 ` ¨ ¨ ¨ ` αk´1 p1 ď j ă k ď nq,

n ph1 ` h2 ` ¨ ¨ ¨ ` hn´1q “ α1 ` 2α2 ` ¨ ¨ ¨ ` pn ´ 1qαn´1,

hj “ αn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` αj ´
1

n
tpn ´ 1qαn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` α1u . (4.88)

Cartan行列 基本ルートの内積は

pαi, αjq “ 2δi j ´ δi`1 j ´ δi j`1. (4.89)

Cartan行列は

Cj
k “

2pαj, αkq

pαk, αkq
“ 2δjk ´ δj`1 k ´ δj k`1, (4.90a)

pC´1qj
k “ minpj, kq ´

jk

n
. (4.90b)
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Dynkin基底は

fj “
n ´ j

n

j
ÿ

k“1

kαk ` j
n´1
ÿ

k“j`1

n ´ k

n
αk “

j
ÿ

k“1

hk, (4.91)

αj “

n´1
ÿ

k“1

Cj
kfk “ 2fj ´ fj´1 ´ fj`1. (4.92)

Gauss分解とWeyl基底 L “ L´ ` L0 ` L`.

正ルート空間は

∆` “ tλjk | 1 ď j ă k ď nu ,

L ` : α “ λjk ÞÑ Eα “ E`
jk “ Ejkpj ă kq. (4.93)

負ルート空間は

∆´ “ t ´ λjk | 1 ď j ă k ď nu ,

L ´ : α “ ´λjk ÞÑ Eα “ Ekj “ E´
jkpj ă kq. (4.94a)

Weyl基底の交換関係

rHj, Hks “ 0,

rX,Eαs “ αpXqEα; X P L0,

rE˘
jk, E

˘
lms “ ˘pδklE

˘
jm ´ δjmE

˘
lkq,

rE`
jn, E

´
jns “ Hj, rE`

jk, E
´
jks “ Hj ´ Hk pj ă kq,

rE`
jk, E

´
lms “ δkmEjl ´ δjlEmk pj ‰ l or k ‰ mq.

ルート系の Enへの埋め込み e1, ¨ ¨ ¨ , enを Enの正規直交基底として，∆を

λjk “ ej ´ ek pj ‰ kq (4.95)

と Enに埋め込むことができる．

4.5.2 SLpn,Cqの複素解析的既約表現

【定理 4.11 (分類)】 　
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1. SLpn,Cqの有限次元複素既約表現は次の条件を満たす最高ウエイトと一対一に
対応する：

λ “
ÿ

j

mjhj : m
1 ě m2 ě ¨ ¨ ¨ ě mn´1 ě 0.

2. SLpn,Cqの随伴表現の最高ウエイトは

λ “ 2h1 ` h2 ` ¨ ¨ ¨ ` hn´1 “ α1 ` α2 ` ¨ ¨ ¨ ` αn´1.

3. SLpn,Cqの基本整ウエイトは

f1 “ h1, f2 “ h1 ` h2, ¨ ¨ ¨ , fn´1 “ h1 ` ¨ ¨ ¨ ` hn´1.

各ウエイトの level(λ) (“
ř

iw
i, λ “

ř

iw
iαi)は

levelpλiq “
1

2
ipn ´ iq.

4. Cnの p次交代形式の作る線形空間を Λpとする．このとき，Cnへの作用から
決まる SLpn,CqのΛp(1 ď p ď n´ 1)上への表現は既約で，基本整ウエイト fp
を最高ウエイトとする基本表現 ρpとなる．特に，dim ρp “ nCp.

l

【定理 4.12 (実型の複素既約表現)】 　 SLpn,Cqの任意の実型の複素既約表現は
SLpn,Cqの複素解析的既約表現 pρ, V qと一対一に対応し，ρの実型への制限により
得られる．また，これらのすべての既約表現は，ベクトル表現のテンソル積の既約
分解により得られる． l

【命題 4.13 (r1sˆr1sの既約分解)】 　最高ウエイトλの既約表現を pλqと表すとき，

pλ1q ˆ pλ1q “ p2λ1q ` pλ2q. (4.96)

すなわち，n次対称行列の全体は最高ウエイト 2λ1をもつ SLpn,Cqの既約表現を与
える． l

【定義 4.14 (合同類と合同数)】 　 sln(sun)の既約表現R “ ra1, ¨ ¨ ¨ , an´1s(Dynkin

ラベル)に対して，その合同数 (congruence number)を

cpRq ”

n´1
ÿ

k“1

kak mod n (4.97)

により定義すると，２つの既約表現R1, R2が合同となる条件は cpR1q “ cpR2qで与
えられる．
[Lemire F, Patera J.: JMP21, 2026 (1980)] l
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【命題 4.15 (最高ウエイトと最低ウエイト)】 　 Ar型 Lie代数の既約表現 ρに対
して，

1) Weyl変換

w “ wmwm´1 ¨ ¨ ¨w0; m “ rpr ´ 1q{2s , (4.98)

wk “ W rβks, βk “ p

k
hkkikkj

0 ¨ ¨ ¨ 0

r´2k
hkkikkj

1 ¨ ¨ ¨ 1

k
hkkikkj

0 ¨ ¨ ¨ 0q (4.99)

により，そのDynkinウエイト系は，

rm1m2 ¨ ¨ ¨mrs Ñ rp´mrq ¨ ¨ ¨ p´m2qp´m1qs

と変換する．

2) ρの最高ウエイトのDynkinラベルを ra1 ¨ ¨ ¨ arsとすると，最低ウエイトのDynkin

ラベルは rp´arq ¨ ¨ ¨ p´a2qp´a1qsで与えられる．

3) 　ρの最高ウエイトのDynkinラベルを ra1 ¨ ¨ ¨ arsとすると，その反傾表現ρ˚(実
型の複素表現としては，複素共役表現）の最高ウエイトは rar ¨ ¨ ¨ a1sで与えら
れる．特に，表現が自己共役であるための必要十分条件は，ar`1´i “ ai pi “

1, ¨ ¨ ¨ , rr{2sqとなることである．

l

【証明あり】

4.6 Cr型

4.6.1 Sppn,CqのLie代数の構造

【命題 4.16】 　 (4.59)により Sppn,Cqを SLp2n,Cqの部分群として定義する．この
とき，A,B,C,D P Mpn,Cqに対して，

X “

˜

A B

C D

¸

P slp2n,Cq

が Lie代数 sppn,Cqの属するための必要十分条件は，Jnを (4.54)で定義される行列
として，

JnAJn “ ´ TD, JnBJn “ TB, JnCJn “ TC (4.100)

と表される．これは，BとCが補対角線 (i` j “ n` 1)に関する反転で不変，Dが
Aの同じ反転の p´1q倍であることを意味する． l
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以下，EabはGLp2n,Cqに対する pa, bq-成分行列とし，a ă bのとき，E`
ab “ Eab，

E´
ab “ Ebaと表記する．また，j, k, l,mは 1, ¨ ¨ ¨ , nの範囲の値を取るものとする．

基底 リー代数 sppn,Cqの基底は

Hj :“ Ejj ´ E2n`1´j 2n`1´j pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq,

Ẽ˘
jk` ” E˘

j 2n`1´k ` E˘
k 2n`1´j, Ẽ˘

jk´ ” Ejk ´ E2n`1´k 2n`1´j p1 ď j, k ď nq.(4.101)

Cartan部分代数
L0 “ xH1, ¨ ¨ ¨ , Hny. (4.102)

Cartan計量
rHj, Eabs “ pδja ´ δjb ´ δa 2n`1´j ` δb 2n`1´jqEab (4.103)

より，

rHj, E
˘
k 2n`1´ls “ ˘pδjk ` δjlqE

˘
k 2n`1´l,

rHj, Ekls “ pδjk ´ δjlqEkl,

rHj, E2n`1´k 2n`1´ls “ ´pδjk ´ δjlqE2n`1´k 2n`1´l.

よって，
Tr padpHjqadpHkqq “ 4nδjk. (4.104)

したがって，Cartan計量は

γjk “ pHj, Hkq “ 2δjk. (4.105)

このとき，双対空間L ˚
0 に誘導される計量は，hjをHjの双対基底として

phj, hkq “
1

2
δjk. (4.106)

ルート系
∆ “ t ˘ hj ˘ hk | 1 ď j ď k ď nu (4.107)
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基本ルート系

α1 “ h1 ´ h2, ¨ ¨ ¨ , αn´1 “ hn´1 ´ hn, αn “ 2hn. (4.108)

とおくと，

hj ´ hk “ αj ` ¨ ¨ ¨ ` αk´1 p1 ď j ă k ď nq,

hj ` hk “ αj ` ¨ ¨ ¨ ` αk´1 ` 2αk ` ¨ ¨ ¨ ` 2αn´1 ` αn p1 ď j ă k ď n ´ 1q,

2hj “ 2αj ` ¨ ¨ ¨ ` 2αn´1 ` αn p1 ď j ď n ´ 1q,

hj ` hn “ αj ` ¨ ¨ ¨ ` αn p1 ď j ď n ´ 1q,

2hn “ αn. (4.109)

Cartan行列 基本ルートの内積は

Kpαi, αjq “

#

δi j ´ 1{2δi`1 j ´ 1{2δi j`1 : i, j ď n,

2δi j ´ δi`1 j ´ δi j`1 : i “ r or j “ r.
(4.110)

Cartan行列は

Ci
j “

#

2δi j ´ δi j`1 ´ δi`1 j : i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1

2δn j ´ 2δn´1 j : i “ n
(4.111)

逆行列は

pC´1qi
j “

$

’

&

’

%

j : j ă i,

i : i ď j ď n ´ 1,

i{2 : j “ n

(4.112)

Gauss分解とWeyl基底 L “ L´ ` L0 ` L`.

∆˘ “ t ˘ phj ` hkq,˘phj ´ hkq | 1 ď j ď k ď nu . (4.113)

L ˘ : α “ ˘2hj ÞÑ Ẽ˘
j :“ E˘

j 2n`1´j,

α “ ˘phj ` hkq ÞÑ Ẽ˘
jk` :“

1
?
2

pE˘
j 2n`1´k ` E˘

k 2n`1´jq,

α “ ˘phj ´ hkq ÞÑ Ẽ˘
jk´ :“

1
?
2

pE˘
j k ´ E˘

2n`1´k 2n`1´jq. (4.114)
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Wyle基底の交換関係

rHj, Hks “ 0, rX,Eαs “ αpXqEα; X P L0,

rẼ`
j , Ẽ

´
k s “ δjkHj, rẼ`

jk˘, Ẽ
´
jk˘s “

1

2
pHj ˘ Hkq,

rẼ˘
j , Ẽ

˘
k s “ 0, rẼ˘

j , Ẽ
˘
kl`s “ 0, rẼ˘

j , Ẽ
˘
kl´s “ ¯δjlẼ

˘
kl`,

rẼ˘
jk`, Ẽ

˘
lm`s “ 0,

rẼ˘
jk`, Ẽ

˘
lm´s “ ¯

1
?
2

´

δjmẼ
˘
kl` ` δkmẼ

˘
jl`

¯

,

rẼ˘
jk´, Ẽ

˘
lm´s “ ˘

1
?
2

´

δklẼ
˘
jm´ ` δjmẼ

˘
lk´

¯

,

rẼ˘
j , Ẽ

¯
kl`s “ ˘

´

δjlẼ
¯
kl´ ` δjkẼ

˘
kl´

¯

,

rẼ˘
j , Ẽ

¯
kl´s “ ¯δjkẼ

˘
kl`,

rẼ`
jk`, Ẽ

´
lm`s “

1
?
2

pδjlEkm´ ` δkmEjl´ ` δjmEkl´ ` δklEjm´q , p??q

rẼ˘
jk`, Ẽ

¯
lm´s “ ¯

1
?
2

´

δjlẼ
˘
km` ` δklẼ

˘
jm`

¯

,

rẼ`jk´, Ẽ´lm´s “
1

?
2

pδkmEjl´ ´ δjlEmk´q .

4.6.2 Sppn,Cqの複素解析的既約表現

【定理 4.17】 　

1. Sppn,Cqの有限次元複素既約表現は次の条件を満たす最高ウエイトと一対一に
対応する：

λ “
ÿ

j

mjhj : m1 ě m2 ě ¨ ¨ ¨ ě mn ě 0.

2. Sppn,Cqの随伴表現の最高ウエイトは

λ “ 2h1 “ 2α1 ` ¨ ¨ ¨ ` 2αn´1 ` αn.

3. Sppn,Cqの基本整ウエイトは

λ1 “ h1, λ2 “ h1 ` h2, ¨ ¨ ¨ , λn “ h1 ` ¨ ¨ ¨ ` hn.
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対応する levelは

levelpλiq “
1

2
ip2n ´ iq.

4. C2nの p次交代形式の作る線形空間をΛpとする．このとき，C2nへの作用から
決まる Sppn,CqのΛp(1 ď p ď 2n´ 1)上への表現は既約で，1 ď p ď nのとき
基本整ウエイト fpを最高ウエイトとする基本表現 ρpとなる．特に，dim ρp “

2nCp(1 ď p ď n). また，Λpへの表現とΛ2n´pへの表現は同型となる．

l

【定理 4.18】 　 Sppn,Cqの任意の実型の複素既約表現は Sppn,Cqの複素解析的既
約表現 pρ, V qと一対一に対応し，ρの実型への制限により得られる． l

Proof. SLpn,Cqの証明と同じ． Q.E.D.

【定義 4.19 (合同類と合同数)】 　 spnの既約表現R “ ra1, ¨ ¨ ¨ , ans(Dynkinラベル)

に対して，その合同数 (congruence number)を

cpRq ” a1 ` a3 ` ¨ ¨ ¨ mod 2 (4.115)

により定義すると，２つの既約表現R1, R2が合同となる条件は cpR1q “ cpR2qで与
えられる．cpRq ” 0となる表現は実表現，cpRq ” 1となる表現は擬実表現となる．
[Lemire F, Patera J.: JMP21, 2026 (1980); Slansky R: PLC79, 1 (1981); Dynkin EB:

Amer. Math. Soc. Trans. Ser. 2, 6, 111 & 245 (1975)] l

【命題 4.20 (最高ウエイトと最低ウエイト)】 　 Cr型 Lie代数の既約表現 ρに対
して，

1) Weyl変換

w “ wr´1 ¨ ¨ ¨w1w0; (4.116)

wk “ W rβks, βk “ p

k
hkkikkj

0 ¨ ¨ ¨ 0

r´k´1
hkkikkj

2 ¨ ¨ ¨ 2 1q (4.117)

により，そのDynkinウエイト系は，

rm1m2 ¨ ¨ ¨mrs Ñ rp´m1qp´m2q ¨ ¨ ¨ p´mrqs

と変換する．
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2) ρの最高ウエイトのDynkinラベルを ra1 ¨ ¨ ¨ arsとすると，最低ウエイトのDynkin

ラベルは rp´a1qp´a2q ¨ ¨ ¨ p´arqsで与えられる．

3) 　 ρは常に自己共役である．

l

Proof.

1) β0は随伴表現に対する最高ウエイトで，pβ0, β0q “ 2で β0 “ 2f1より，

w0fi “

#

´f1, i “ 1

fi ´ 2f1, i “ 2, ¨ ¨ ¨ , r

つぎに，ある k ă r ´ 1に対して

p7q wk ¨ ¨ ¨w0fi “

#

´fi i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k ` 1,

fi ´ 2fk`1, i “ k ` 2, ¨ ¨ ¨ , r

が成り立つとすると，pβk`1, βk`1q “ 2, βk`1 “ ´2fk`1 ` 2fk`2より，p7qにお
いて k Ñ k ` 1とおいた式が成り立つ．

よって，数学的帰納法により，p7qは k ď r´ 1を満たす任意の kについて成立．
特に，k “ r ´ 1とおくと題意の変換則が得られる．

2) 1)の変換則より，同じ変換則で最高ウエイトと最低ウエイトが対応することが
要求される．

3) 共役変換によりウエイトは rm1m2 ¨ ¨ ¨mrs Ñ rp´m1qp´m2q ¨ ¨ ¨ p´mrqsと変換
するので，2)より，ρ˚の最高ウエイトは，ra1a2 ¨ ¨ ¨ arsとなり，ρと一致する．

Q.E.D.

4.7 Br型およびDr型

4.7.1 SOpn,CqのLie代数の構造

SOp2r,Cqは次の対応により SOp2r ` 1,Cqの部分群と見なす：

SOp2r,Cq Q A ÞÑ

˜

A 0

0 1

¸

P SOp2r ` 1,Cq

この対応は，自然なGauss分解L “ L´ ` L0 ` L`の対応を与える．
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基底と交換関係 Lie代数 sopn,Cqの基底は

Aab “ Eab ´ Eba (4.118)

で与えられ，その交換関係は

rAab, Acds “ ´δacAbd ´ δbdAac ` δadAbc ` δbcAad pa, b, c, d “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq. (4.119)

Cartan部分代数 rank=r ( n “ 2r or n “ 2r ` 1)

L0 “ xH1, ¨ ¨ ¨ , Hry : Hj “ ´iA2j´1 2j pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , rq. (4.120)

Cartan計量
Tr padpHjqadpHkqq “ 2pn ´ 2qδjk. (4.121)

以下，L0およびL ˚
0 の元は基底Hjおよびその双対基底hjに関する成分表示で表し，

Cartan計量を
pHi, Hjq “ δij, phi, hjq “ δij (4.122)

と規格化する．この規格化では

α “
ÿ

j

xjhj ÞÑ Hα “
ÿ

j

xjHj; xj “
ÿ

k

pγ´1qjkxk. (4.123)

ルート系 Br型：n “ 2r ` 1のとき，

∆ “ t˘hj p1 ď j ď rq, ˘hj ˘ hk p1 ď j ă k ď rqu . (4.124)

Dr型：n “ 2rのとき，

∆ “ t˘hj ˘ hk p1 ď j ă k ď rqu . (4.125)

基本ルート系 Br型：n “ 2r ` 1のとき，

Π : α1 “ h1 ´ h2, ¨ ¨ ¨ , αr´1 “ hr´1 ´ hr, αr “ hr (4.126)

とおくと，

hj “ αj ` ¨ ¨ ¨ ` αr p1 ď j ď rq,

hj ´ hk “ αj ` ¨ ¨ ¨ ` αk´1 p1 ď j ă k ď rq,

hj ` hk “ αj ` ¨ ¨ ¨ ` αk´1 ` 2αk ` ¨ ¨ ¨ ` 2αr p1 ď j ă k ď rq. (4.127)
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Dr型：n “ 2rのとき，

Π : α1 “ h1 ´ h2, ¨ ¨ ¨ , αr´1 “ hr´1 ´ hr, αr “ hr´1 ` hr (4.128)

とおくと，

hj “ αj ` ¨ ¨ ¨ ` αr´2 `
1

2
pαr´1 ` αrq, pj ď r ´ 2q, (4.129)

hr´1 “
1

2
pαr´1 ` αrq, hr “

1

2
pαr ´ αr´1q, (4.130)

hj ´ hk “ αj ` ¨ ¨ ¨ ` αk´1 p1 ď j ă k ´ 1 ă rq,

hj ` hk “ αj ` ¨ ¨ ¨ ` αk´1 ` 2αk ` ¨ ¨ ¨ ` 2αr´2 ` αr´1 ` αr p1 ď j ă k ď r ´ 2q,

hj ` hr´1 “ αj ` ¨ ¨ ¨ ` αr p1 ď j ď r ´ 2q,

hj ` hr “ αj ` ¨ ¨ ¨ ` αr´2 ` αr p1 ď j ď r ´ 2q,

hr´1 ` hr “ αr. (4.131)

Cartan行列 Br型に対して，基本ルートの内積は,

pαi, αjq “

#

2δi j ´ δi j`1 ´ δi`1 j : i “ 1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1,

δr j ´ δr´1 j : i “ r
(4.132)

これより，Cartan行列は

Ci
j “

#

2δi j ´ δi j`1 ´ δi`1 j : j “ 1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1,

2δi r ´ 2δi r´1 : j “ r
(4.133)

逆行列は

pC´1qi
j “

$

’

&

’

%

j : j ď i ď r ´ 1,

i : j ą i,

j{2 : i “ r

(4.134)

Dr型に対して，基本ルートの内積は

pαi, αjq “

$

’

&

’

%

2δi j ´ δi`1 j ´ δi j`1 : i, j ď r ´ 1,

´δi r´2 : j “ r, i ď r ´ 1,

´δj r´2 ` 2δj r : i “ r

(4.135)

これより，Cartan行列は
Ci

j “ pαi, αjq, (4.136)
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逆行列は

pC´1qi
j “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

minpi, jq : i, j ď r ´ 2,

i{2 : i ď r ´ 2, j “ r ´ 1, r,

j{2 : j ď r ´ 2, i “ r ´ 1, r,

r{4 : i “ j “ r ´ 1, r,

pr ´ 2q{4 : pi, jq “ pr, r ´ 1q, pr ´ 1, rq

(4.137)

Gauss分解とWeyl基底 L “ L´ ` L0 ` L`

Br型： n “ 2r ` 1のとき，

∆˘ “ t ˘ hj | 1 ď j ď ru Y t ˘ phj ` ηhkq | 1 ď j ă k ď r, η “ ˘1u . (4.138)

に対して，

L˘ : α “ ˘hj ÞÑ Eα “ E˘
j :“

i
?
2

pA2r`1 2j´1 ˘ iA2r`1 2jq,

α “ ˘phj ` ηhkq

ÞÑ Eα “ E˘
j k η :“

1

2
t˘p´ηA2j´1 2k´1 ` A2j 2kq ´ ipηA2j 2k´1 ` A2j´1 2kqu

(4.139)

Dr型： n “ 2rのとき，

∆˘ “ t ˘ phj ` ηhkqq | 1 ď j ă k ď r, η “ ˘1u . (4.140)

に対して，

L˘ : α “ ˘phj ` ηhkq

ÞÑ Eα “ E˘
j k η :“

1

2
t˘p´ηA2j´1 2k´1 ` A2j 2kq ´ ipηA2j 2k´1 ` A2j´1 2kqu

(4.141)
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Weyl基底の交換関係 (要チェック：2020/8/21)

rHi, Hjs “ 0,

rX,Eαs “ αpXqEα; X P L0,

rE`
j , E

´
j s “ Hj,

rE˘
j , E

ϵ
ks “ ˘E˘

j kp˘ϵq pj ă kq,

rE˘
j , E

ϵ
k l ηs “ ϵ pδjkδϵ,¯1E

ϵη
l ´ δjlδϵη,¯1E

ϵ
kq ,

rE˘
j k η, E

¯
j kηs “ ˘pHj ` ηHkq,

rEϵ
j k η, E

ϵ1

j1 k1,η1s “ δjj1δϵ1,´ϵϵηE
ϵη
k k1pϵ1η1q

´ δkk1δϵ1η1,´ϵηϵ
1Eϵ

j j1 ϵ1

`δjk1δϵ1η1,´ϵϵ
1ηEϵη

k j ϵ1 ` δkj1δϵ1,´ϵηϵ
1Eϵ

j k1 ϵ1η1 .

【注 4.21】 　上記の Gauss分解は，GLpn,Cqないし SLpn,Cqの Gauss分解の
SOpn,Cqへの制限とはなっていない．これら２つの Gauss分解は次のように対応
する．

SOpn,Cq Q A ÞÑ TAT´1 P SLpn,Cq.

ここで T は次の２つの行列の結合である: T “ T2T1

T1 :
pT1qoo “ 1{

?
2 pT1qoe “ ´i{

?
2

pT1qeo “ 1{
?
2 pT1qee “ i{

?
2
.

ここで，o, eはそれぞれ奇数および偶数の添え字．

T2 :

pT2qj 2j´1 “ 1; 1 ď j ď pn ` 1q{2,

pT2qn`1´j 2j “ 1; 1 ď j ď n{2,

他の成分 “ 0.

T1は座標変換

x1
2j´1 “

1
?
2

px2j´1 ` ix2jq “ zj,

x1
2j “

1
?
2

px2j´1 ´ ix2jq “ z̃j

と，また, T2は座標の並べ替え

p1, 2, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1, nq ÞÑ p1, 3, ¨ ¨ ¨ , 4, 2q
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と対応する．具体的に成分で表すと，任意の反対称行列A P sonに対し，

pTAT´1qjk “
1

2
tA2j´1 2k´1 ` A2j 2k ` ipA2j´1 2k ` A2k´1 2ju ,(4.142a)

pTAT´1qn`1´j n`1´k “ ´pTAT´1qk j, (4.142b)

pTAT´1qj n`1´k “
1

2
tA2j´1 2k´1 ´ A2j 2k ´ ipA2j´1 2k ´ A2k´1 2jqu ,(4.142c)

pTAT´1qn`1´j k “
1

2
tA2j´1 2k´1 ´ A2j 2k ` ipA2j´1 2k ´ A2k´1 2jqu(4.142d)

この写像により，SOpn,CqのWeyl基底は次のような SLpn,CqのWeyl基底と対応
する．

Hj ÞÑ Hj ´ Hn`1´j, pH5 “ 0q,

E˘
j ÞÑ ˘ipE˘

j r`1 ´ E˘
r`1n`1´jq pn : oddq,

E˘
j k η ÞÑ PηpE

˘
j n`1´k ´ E˘

k n`1´jq ` P´ηpE
˘
j k ´ E˘

n`1´k n`1´jq pj ă kq.

ただし，Pη “ p1 ` ηq{2.

この対応を sonの実基底を用いて表すと

A2j´1 2j ÞÑ ipEjj ´ En`1´j n`1´jq,

A2j´1 2k´1 ÞÑ
1

2
p´Ajk ` An`1´k n`1´j ` Aj n`1´k ´ Ak n`1´jq ,

A2j 2k ÞÑ
1

2
p´Ajk ` An`1´k n`1´j ´ Aj n`1´k ` Ak n`1´jq ,

A2j´1 2k ÞÑ
i

2
p´Sjk ` Sn`1´k n`1´j ´ Sj n`1´k ` Sk n`1´jq ,

A2j 2k´1 ÞÑ
i

2
pSjk ´ Sn`1´k n`1´j ´ Sj n`1´k ` Sk n`1´jq ,

A2r`1 2j´1 ÞÑ
1

?
2

pAr`1n`1´j ´ Aj r`1q ,

A2r`1 2j ÞÑ
i

?
2

pSj r`1 ´ Sr`1n`1´jq .

となる．すなわち，sonpRqの基底に対応する元は sunに含まれるので，この対応 j

により，SOpnqは SUpnqの部分群に写される．また，n “ 2rのとき，

U “ V ‘ Jr
TV ´1J´1

r “ V ‘ JrV
˚J´1

r ; V P SUprq, (4.143)

Jr “ pδi`j,r`1q (4.144)

は，jの像に含まれ，自然な埋込 SUr Ă SOp2rqを与える． l
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4.7.2 SOpn,Cqの複素解析的既約表現

‚ Br型Lie代数の複素表現
【定理 4.22 (Br型)】 　

1. SOp2r ` 1,Cqの有限次元複素既約表現は次の条件を満たす最高ウエイトと一
対一に対応する：

λ “
ÿ

j

mjhj : m1 ě m2 ě ¨ ¨ ¨ ě mr ě 0.

ただし，mjはすべてが整数かすべてが半奇数．

2. SOp2r ` 1,Cqの随伴表現の最高ウエイトは

λ “ h1 ` h2 “ α1 ` 2α2 ` ¨ ¨ ¨ ` 2αr.

3. SOp2r ` 1,Cqの基本整ウエイトは

f1 “ h1, ¨ ¨ ¨ , fr´1 “ h1 ` ¨ ¨ ¨ ` hr´1,

fr “
1

2
ph1 ` h2 ` ¨ ¨ ¨ ` hrq.

対応する levelは

levelpfiq “
1

2
ip2r ` 1 ´ iq pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1q, levelpfrq “

1

4
rpr ` 1q.

4. C2r`1の p次交代形式の作る線形空間をΛpとする．このとき，C2r`1への作用
から決まる SOp2r` 1,CqのΛp(1 ď p ď 2r)上への表現は既約で，Λpへの表現
と Λ2r`1´pへの表現は同型となる．Λpへの表現は，1 ď p ď r ´ 1のとき基本
整ウエイト fpを最高ウエイトとする基本表現 ρp，p “ rのとき 2frを最高ウエ
イトとする既約表現となる．特に，dim ρp “ nCp.

l

【証明あり】
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【定義 4.23 (合同類と合同数)】 　 sop2r ` 1qの既約表現の合同類は２つで，既約
表現R “ ra1, ¨ ¨ ¨ , ars(Dynkinラベル)に対して，合同類はは次式で定義される合同
数 (congruence number)により分類される：

cpRq ” ar mod 2 (4.145)

cpRq ” 0となる表現はベクトル型表現，cpRq ” 1となる表現はスピノール型表現
となる．[Lemire F, Patera J.: JMP21, 2026 (1980); Slansky R: PLC79, 1 (1981);

Dynkin EB: Amer. Math. Soc. Trans. Ser. 2, 6, 111 & 245 (1975)] l

【命題 4.24 (最高ウエイトと最低ウエイト)】 　 Br型 Lie代数の既約表現 ρに対
して，

1) Weyl変換

w “ wr´1 ¨ ¨ ¨w1w0; (4.146)

wk “ W rβks, βk “ p

k
hkkikkj

0 ¨ ¨ ¨ 0

r´k
hkkikkj

2 ¨ ¨ ¨ 2q (4.147)

により，そのDynkinウエイト系は，

rm1m2 ¨ ¨ ¨mrs Ñ rp´m1qp´m2q ¨ ¨ ¨ p´mrqs

と変換する．

2) ρの最高ウエイトのDynkinラベルを ra1 ¨ ¨ ¨ arsとすると，最低ウエイトのDynkin

ラベルは rp´a1qp´a2q ¨ ¨ ¨ p´arqsで与えられる．

3) 　 ρは常に自己共役である．

l

【証明あり】

‚ Dr型Lie代数の複素表現
【定理 4.25 (Dr型)】 　
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1. SOp2r,Cqの有限次元複素既約表現は次の条件を満たす最高ウエイトと一対一
に対応する：

λ “
ÿ

j

mjhj : m1 ě m2 ě ¨ ¨ ¨ ě |mr|.

ただし，mjはすべてが整数かすべてが半奇数．

2. SOp2r,Cqの随伴表現の最高ウエイトは

λ “ h1 ` h2 “ α1 ` 2α2 ` ¨ ¨ ¨ ` 2αr´2 ` αr´1 ` αr.

3. SOp2r,Cqの基本整ウエイトは

f1 “ h1, ¨ ¨ ¨ , fr´2 “ h1 ` ¨ ¨ ¨ ` hr´2,

fr´1 “
1

2
ph1 ` ¨ ¨ ¨ ` hr´1 ´ hrq,

fr “
1

2
ph1 ` ¨ ¨ ¨ ` hr´1 ` hrq.

対応する levelは

levelpfiq “
i

2
p2r´ 1´ iq pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , r´ 2q,

1

4
rpr´ 1q pi “ r´ 1, rq. (4.148)

4. C2rの p次交代形式の作る線形空間をΛpとする．このとき，C2rへの作用から
決まるSOp2r,CqのΛp(1 ď p ď 2r´1)上への表現は p “ rのとき既約で，Λpへ
の表現とΛ2r´pへの表現は同型となる．Λpへの表現は，1 ď p ď r´2のとき基
本整ウエイト fp を最高ウエイトとする基本表現 ρp，p “ r´ 1のとき fr´1 ` fr
を最高ウエイトとする既約表現となる．特に，dim ρp “ nCp. また，Λrへの表
現は可約で，ΛrのHodge双対に関する固有空間への分解 Λr “ Λ`

r ` Λ´
r が既

約分解を与える．Λ`
r およびΛ´

r への表現は，それぞれ最高ウエイト 2frおよび
2fr´1の既約表現となる．２つの表現は同じ次元，2rCr{2をもつ．

l

【証明あり】

【定義 4.26 (合同類と合同数)】 　 sop2rqの既約表現に対する合同類は４個で，
R “ ra1, ¨ ¨ ¨ , arsに対する合同数は次式で定義される２つの数の組で分類される：

r odd : rar´1 ` ar pmod 2q, 2a1 ` 2a3 ` ¨ ¨ ¨ ` 2ar´2 ` pr ´ 2qar´1 ` rar pmod 4qs

” r0, 0s, r0, 2s, r1, 1s, r1, 3s, (4.149a)

r even : rar´1 ` ar pmod 2q, 2a1 ` 2a3 ` ¨ ¨ ¨ ` 2ar´3 ` pr ´ 2qar´1 ` rar pmod 4qs

” r0, 0s, r0, 2s, r1, 0s, r1, 2s. (4.149b)
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[Lemire F, Patera J.: JMP21, 2026 (1980); Slansky R: PLC79, 1 (1981); Dynkin EB:

Amer. Math. Soc. Trans. Ser. 2, 6, 111 & 245 (1975)] l

【命題 4.27 (D2m型 Lie代数の既約表現の最高ウエイトと最低ウエイト)】 　 Dr

型 Lie代数 (r “ 2m)の既約表現 ρに対して，

1) Weyl変換

w “ w3w5 ¨ ¨ ¨wr´3w
1
r´4w

1
r´6 ¨ ¨ ¨w1

0w1wr´1wr; (4.150)

wi “ W rαis : (4.151)

w1
k “ W rβks; βk “ p

k
hkkikkj

0 ¨ ¨ ¨ 0 1

r´k´3
hkkikkj

2 ¨ ¨ ¨ 2 11q (4.152)

により，そのDynkinウエイト系は，

rm1m2 ¨ ¨ ¨mrs Ñ rp´m1qp´m2q ¨ ¨ ¨ p´mrqs

と変換する．

2) ρの最高ウエイトのDynkinラベルを ra1 ¨ ¨ ¨ arsとすると，最低ウエイトのDynkin

ラベルは rp´a1qp´a2q ¨ ¨ ¨ p´arqsで与えられる．

3) 　 ρは常に自己共役である．

l

【証明あり】

【命題 4.28 (D2m`1型Lie代数の既約表現の最高ウエイトと最低ウエイト)】 　 Dr

型 Lie代数 (r “ 2m ` 1)の既約表現 ρに対して，

1) Weyl変換

w “ w3w5 ¨ ¨ ¨wr´3w
1
r´4w

1
r´6 ¨ ¨ ¨w1

0w
2
rw

2
r´1w1wr´1wr; (4.153)

wi “ W rαis : (4.154)

w1
k “ W rβks; βk “ p

k
hkkikkj

0 ¨ ¨ ¨ 0 1

r´k´3
hkkikkj

2 ¨ ¨ ¨ 2 11q, (4.155)

w2
r “ W rγrs; γr “ αr´2 ` αr, (4.156)

w2
r´1 “ W rγr´1s; γr “ αr´2 ` αr´1 (4.157)

により，そのDynkinウエイト系は，

rm1 ¨ ¨ ¨mr´2mr´1mrs Ñ rp´m1q ¨ ¨ ¨ p´mr´2qp´mrqpmr´1s

と変換する．
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2) ρの最高ウエイトのDynkinラベルを ra1 ¨ ¨ ¨ arsとすると，最低ウエイトのDynkin

ラベルは rp´a1q ¨ ¨ ¨ p´ar´2qp´arqp´ar´1qsで与えられる．

3) 　 ρの反傾表現（複素共役表現）ρ˚の最高ウエイトは ra1 ¨ ¨ ¨ ar´2arar´1sで与
えられる．特に，ρが自己共役となるためには，ar´1 “ arとなることが必要十
分である．

l

【証明あり】

【命題 4.29 (SOpnqの随伴表現のテンソル積)】 　 SOpnqの随伴表現 r010 ¨ ¨ ¨ sの２
個のテンソル積の既約分解は，テンソル積の一般元をΦrabsrcdsを用いて次のように表
される：

r020 ¨ ¨ ¨ 0s : Φprabsrcdsq ´
2

n ´ 2

´

δardΦ
pcsbq
1 ´ δbrdΦ

pcsaq

1

¯

´
2

pn ´ 1qpn ´ 2q
δarcδdsbΦ2,

(4.158a)

r200 ¨ ¨ ¨ 0s : δardΦ
pcsbq
1 ´ δbrdΦ

pcsaq

1 ´
4

n
δardδcsbΦ2 (4.158b)

r00 ¨ ¨ ¨ 0s : δardδcsbΦ2, (4.158c)

r1010 ¨ ¨ ¨ 0s : Φrrabsrcdss `
2

n ´ 2

´

δardΦ
rcsbs
1 ´ δbrdΦ

rcsas

1

¯

, (4.158d)

r0100 ¨ ¨ ¨ 0s : δardΦ
rcsbs
1 ´ δbrdΦ

rcsas

1 . (4.158e)

ここで，

Φab
1 “

ÿ

p

Φrapsrpbs, (4.159a)

Φ2 “
ÿ

p

Φpp
1 . (4.159b)

l

4.8 スピノール群とスピノール表現

4.8.1 定義と一般的性質

【定義 4.30 (Clifford代数Cℓp,q,Cℓn)】 　 計量 ηAB（符号 pp, qqをもつ n次元空間
における Γ行列から生成される実代数

Cℓq,p :“

#

ÿ

I

cIΓ
I

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cI P R, I “ H, rAs, rABs, ¨ ¨ ¨

+

(4.160)
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1 2 3 4 5 6 7 8

Cℓn C H H ‘ H Hp2q Cp4q Rp8q Rp8q ‘ Rp8q Rp16q

Cℓ˚
n R ‘ R Rp2q Cp2q Hp2q Hp2q ‘ Hp2q Hp4q Cp8q Rp16q

Cℓn C ‘ C Cp2q Cp2q ‘ Cp2q Cp4q Cp4q ‘ Cp4q Cp8q Cp8q ‘ Cp8q Cp16q

表 2: n “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8に対するClifford代数の分類

を pRn, ηqに付随する実Clifford代数という．また，その複素化

Cℓn “ Cℓq,p bR C (4.161)

を n次元複素Clifford代数という． l

【定理 4.31 (分類定理)】 　 Cℓnは nが偶数の時，Cℓnは既約でただ一つの既約線形
表現をもち，

Cℓ2m – Cp2mq. (4.162)

また，nが奇数の時，Cℓnは可約で２つの同型な代数の直和となり，それぞれはやは
りだだ一つの既約線形表現をもつ．

Cℓ2m`1 – Cp2mq ‘ Cp2mq (4.163)

l

【命題 4.32】 　Cℓq,pの中で Γ行列の偶数個の積で生成される部分集合Cℓ0q,pは部分
代数となり，次の関係が成り立つ：

Cℓ0q,p – Cℓq´1,p (4.164)

特に，Minkowski時空に対して

Cℓ01,n´1 – Cℓ0,n´1 ” Cℓ˚
n´1. (4.165)

このClifford代数は次の周期性をもつ：

Cℓ˚
n`8 – Cℓ˚

n b Cℓ˚
8 – Cℓ˚

n b Rp16q. (4.166)

l
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【定義 4.33】 　体 k上の CℓpV, qqに対して，その可逆元の作る乗法群を CℓˆpV, qq

とする．CℓˆpV, qqの随伴表現

Ad : CℓˆpV, qq Ñ AutpCℓpV, qqq

を
Adϕpyq “ ϕyϕ´1 ϕ P CℓˆpV, qq, y P CℓpV, qq

で，また，CℓˆpV, qqのねじれ随伴表現

ĂAd : CℓˆpV, qq Ñ GLpCℓpV, qqq

を
ĂAdϕpyq “ αpϕqyϕ´1 ϕ P CℓˆpV, qq, y P CℓpV, qq

により定義する．ここで，αはαpvq “ ´v pv P V qにより一意的に決まるCℓpV, qqの主
自己同型である．ϕが偶元，すなわちϕ P Cℓ0pV, qqのとき，ĂAdϕ “ Adϕ，ϕ P Cℓ1pV, qq

のとき，ĂAdϕ “ ´Adϕである． l

【命題 4.34】 　 v, w P V に対して，qpvq “ 0のとき，ĂAdvは V における vの垂直
な超平面に関する反転を表す：

ĂAdvpwq “ ´Advpwq “ w ´
qpv, wq

qpvq
v.

l

【定義 4.35】 　CℓˆpV, qqの部分群を

PinpV, qq :“
␣

v1 ¨ ¨ ¨ vr P CℓˆpV, qq
ˇ

ˇ qpvjq “ ˘1@j
(

,

SpinpV, qq :“ PinpV, qq X Cℓ0pV, qq

で定義する．SpinpV, qqは pV, qq上のスピノール群と呼ぶ． l

【定義 4.36】 　体 kの乗法群 kˆが kˆ “ pkˆq2 Y p´pkˆq2q となるとき，kをスピ
ン体という． l

【定理 4.37】 　
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1) V をスピン体 k上の有限次元ベクトル空間，qをその非退化計量とするとき，
次の完全列が存在する：

0 Ñ F Ñ SpinpV, qq
ĂAd“Ad
ÝÑ SOpV, qq Ñ 1,

0 Ñ F Ñ PinpV, qq
ĂAd

ÝÑ OpV, qq Ñ 1.

ここで，F は
?

´1 R kのとき Z2 “ t1,´1u，その他のとき Z4 “ t˘1,˘
?

´1u

である．特に，k “ Rのとき，次の完全列が存在する：

0 Ñ Z2 Ñ Spinr,s Ñ SOr,s Ñ 1,

0 Ñ Z2 Ñ Pinr,s Ñ Or,s Ñ 1.

さらに，pr, sq “ p1, 1qのとき，Or,sの各連結成分上でこの２価の被覆空間は非
自明である．また，Spinnは n ě 3のとき単連結である．

2) V の次元が偶数の時，次の完全列が存在する：

0 Ñ F Ñ PinpV, qq
Ad

ÝÑ OpV, qq Ñ 1.

V の次元が奇数の時，次の完全列が存在する：

0 Ñ F 1 Ñ PinpV, qq
Ad

ÝÑ SOpV, qq Ñ 1.

ここで，F 1 “ F Y tΓ,´Γu．ただし，e1, ¨ ¨ ¨ , enを V の正規直交基底として
Γ “ e1 ¨ ¨ ¨ en．

l

【定義 4.38】 　Cℓnの実ベクトル空間 S上への実既約表現を Spinnに制限して得ら
れる表現

∆n : Spinn Ñ GLpSq

を Spinnの実スピノール表現と呼ぶ．同様に，Cℓnの複素ベクトル空間S上への複素
既約表現を Spinnに制限して得られる複素表現

∆C
n : Spinn Ñ GLCpSq

を Spinnの複素スピノール表現と呼ぶ． l
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【定理 4.39】 　 n ” 3pmod4qのとき，Cℓnの２つの既約表現から得られる実スピ
ノール表現∆nは同値となる．したがって，任意の nに対して，実スピノール表現は
一意的である．さらに，次が成り立つ：

i) n ” 3, 5, 6, 7pmod8qのとき，∆nは既約である．

ii) n ” 1, 2pmod8qのとき，∆nは２つの同値な既約表現の直和となる．

iii) n “ 4mのとき，∆nは非同値な２つの既約表現の直和となる：

∆4m “ ∆`
4m ‘ ∆´

4m.

それぞれは体積要素 ωの固有値`1，´1の固有空間となる．

l

【定理 4.40】 　 nが奇数のとき，Cℓnの２つの既約表現から得られる複素スピノー
ル表現∆C

n は同値となる．したがって，すべてのnに対して∆C
n は一意的である．さ

らに，次が成り立つ：

i) n “ 2m ` 1のとき，∆C
2m`1は既約で，その次元は 2mとなる．

ii) n “ 2mのとき，∆C
2mは同値でない２つの既約表現の直和となる：

∆C
2m “ ∆C`

2m ‘ ∆C´
2m .

それぞれは複素体積要素ωC :“ imωの固有値`1，´1の固有空間となり，いず
れも次元 2m´1を持つ．

l

【注 4.41 (スピノール表現の Γ行列による特徴づけ)】 　 複素Clifford代数Cℓnの
生成元 Γaを，関係式

ΓaΓb ` ΓbΓa “ 2δab (4.167)

を満たすように取る．Cℓnの既約表現 pρ,V – CNq(N “ 2rn{2s)において，基底を適
当に取ると，Γaはエルミート行列で表される．
このとき，Λ P SOpn,Rqに対して，Γ1

a “ ΓbΛ
b
aは Γaと同じ関係式を満たすので，

U P GLpN,Cqが存在して，
ΓbΛ

b
a “ UΓaU

´1 (4.168)
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が成り立つ．Clifford代数の表現の既約性より，Uは定数倍の自由度を除いてΛによ
り一意的に定まる．また，Γ:

a “ Γaより，

UΓaU
´1 “ pU :q´1ΓaU

: ñ UU : “ cIN ą 0

これより，定数倍の自由度を用いて，UU : “ 1が成り立つようにできる．このとき，
残るU の自由度は，˘U . よって，(4.168)は SOpn,Rqの Vへの２価のユニタリ表現
を与える．
v “ ixaΓaを Cℓnの単元 (x ¨ x “ 1)とするとき，v´1 “ vより，(4.168)の右辺で

V “ vとおくと，
vΓav “ Γa ´ 2xaxbΓb ñ Λ “ In ´ 2x˝x

となる．このΛは明らかにΛ P SOpn.Rqなので，これより，Spinpnqの元はすべて上
記のユニタリ表現に含まれる．したがって，次元計算より，上記のユニタリ表現は，
スピノール表現と一致する．
次に，計量が符号 pp, qqをもつ一般の場合を考える：

ΓaΓb ` ΓbΓa “ 2ηab (4.169)

このガンマ行列は，適当な aの値に対して Γa Ñ iΓaという置き換えをすることによ
り (4.167)を満たすようにできるので，表現の基底を適当にとると，

Γ:
a “ Γa “ ηabΓb (4.170)

を満たすようにできる．さらに，Γ:
aは Γaと同じ関係 (4.169)を満たすので，

Γ:
a “ JΓaJ

´1 (4.171)

となる J P GLpN,Cqが存在．この式の整合性条件より，適当なスケール変換によ
り J: “ J とできるので，適当な基底の変更 Γa Ñ V ΓaV

´1により，J は対角成分
が˘1の対角行列にできる．そこで，以下 J をそのような対角行列とする．すると
Euclid計量の場合と同じ考察により，任意の Λ P SO0pp, qqに対して (4.168)を満た
す U P GLpN,Cqが存在し，U は

U :JU “ J (4.172)

を満たすことが示される．
対応 (4.168)は，奇数次元の場合Λ P SOpp, qq全体に，偶数次元の場合Λ P Opp, qq

に拡張できるが，この場合，一般には，U :JU “ ˘J となる． l
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4.8.2 基本スピノール表現の構成

Γµを n次元実Clifford 代数Cℓ1,n´1の生成元とする：

ΓµΓν ` ΓνΓµ “ 2ηµν . (4.173)

1. n “ 2rのとき

i) Cℓ2r –
r
b Cℓ2 –

r
b Cp2q – Cp2rq:

Γ0˘ “
1

2
p˘Γ0 ` Γ1q, Γj˘ “

1

2
pΓ2j ˘ iΓ2j`1q pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1q (4.174)

とおくと，

tΓa`,Γb`u “ 0, tΓa´,Γb´u “ 0, tΓa`,Γb´u “ δab. (4.175)

よって，v0をCℓnの有限次元既約複素表現の”最高ウエイト”ベクトル

Γa`v0 “ 0 (4.176)

とすると，表現空間は

|s0 s1 ¨ ¨ ¨ sr´1y “ pΓ0´q1´2s0 ¨ ¨ ¨ pΓr´1´q1´2sr´1v0 psa “ ˘1{2q (4.177)

で張られる 2r次元複素空間となる．また，

S0 “
1

2
Γ0Γ1, Sj “ ´

i

2
Γ2jΓ2j`1 pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1q (4.178)

とおくと，

Sa “ Γa`Γa´ ´
1

2
“

1

2
´ Γa´Γa`, (4.179)

rSa,Γ
b˘s “ ˘Γa˘δba. (4.180)

より，Γa˘の表現は

Sa|s0 s1 ¨ ¨ ¨ sr´1y “ sa|s0 s1 ¨ ¨ ¨ sr´1y,

Γa˘|s0 s1 ¨ ¨ ¨ sr´1y “ p´1qp1´2s0q`¨¨¨`p1´2sa´1q|s0 ¨ ¨ ¨ sa´1 sa ˘ 1{2 sa`1 ¨ ¨ ¨ sr´1y.
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となる．これは，成分表示では，

Γa` “

a
hkkkkkkikkkkkkj

σ3 b ¨ ¨ ¨ b σ3 b p 0 1
0 0 q b

r´a´1
hkkkkkkikkkkkkj

I2 b ¨ ¨ ¨ b I2, (4.181a)

Γa´ “

a
hkkkkkkikkkkkkj

σ3 b ¨ ¨ ¨ b σ3 b p 0 0
1 0 q b

r´a´1
hkkkkkkikkkkkkj

I2 b ¨ ¨ ¨ b I2, (4.181b)

Sa “

a
hkkkkkkikkkkkkj

I2 b ¨ ¨ ¨ b I2 b
1

2
σ3 b

r´a´1
hkkkkkkikkkkkkj

I2 b ¨ ¨ ¨ b I2 (4.181c)

と表される．これより，Γaは次のように成分表示される：

Γ0 “ piσ2q b

r´1
hkkkkkkikkkkkkj

I2 b ¨ ¨ ¨ b I2, (4.182a)

Γ1 “ pσ1q b

r´1
hkkkkkkikkkkkkj

I2 b ¨ ¨ ¨ b I2, (4.182b)

Γ2j “

j
hkkkkkkikkkkkkj

σ3 b ¨ ¨ ¨ b σ3 bpσ1q b

r´j´1
hkkkkkkikkkkkkj

I2 b ¨ ¨ ¨ b I2, (4.182c)

Γ2j`1 “

j
hkkkkkkikkkkkkj

σ3 b ¨ ¨ ¨ b σ3 bpσ2q b

r´j´1
hkkkkkkikkkkkkj

I2 b ¨ ¨ ¨ b I2 . (4.182d)

ただし，j “ 1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1である．特に，

Γ̄0 “ Γ0, Γ̄1 “ Γ1, Γ̄2j “ Γ2j, Γ̄2j`1 “ ´Γ2j`1 pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1q (4.183)

となる．また，

TpΓ0q “ ´Γ0, TpΓ1q “ Γ1, TpΓ2jq “ Γ2j, TpΓ2j`1q “ ´Γ2j`1 pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1q.

(4.184)

ii) Spinp2r,Cq Ă Cℓ2r ▷ C2r :

A0j “ ´Σ0j “
i

4
rΓ0,Γjs,

Ajk “ iΣjk “
1

4
rΓj,Γks pj, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2r ´ 1q (4.185)

とおくと，iΣµνは SOp2r ´ 1, 1qの標準交換関係

irΣµν ,Σλσs “ ´ηµλΣνσ ´ ηνσΣµλ ` ηµσΣνλ ` ηνλΣνσ (4.186)

を満たす．また，Aabは SOp2r,Cqの標準生成元の交換関係 (4.119)を満たし，
そのCartan部分代数の標準基底Haは

Ha “ ´iA2a 2a`1 “ Sa pa “ 0, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1q (4.187)
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となる．また，L˘のWeyl基底は

E0˘kϵ “ iΓ0˘Γkϵ, Ej˘kϵ “ ¯Γj˘Γkϵ (4.188)

と表される．いま，Γ P Cℓ2rを

Γ “ i´r`1Γ0Γ1 ¨ ¨ ¨Γ2r´1 “ 2rS0S1 ¨ ¨ ¨Sr´1

“ σ3 b ¨ ¨ ¨ b σ3 (4.189)

と定義すると，
pΓq2 “ 1, tΓ,Γµu “ 0, rΓ,Σµνs “ 0 (4.190)

より，スピノール表現 Spinp2r,Cq▷C2rは可約で，Γ “ ˘1の二つの表現 ρ˘に
分解される:

ρ`▷ |s0 ¨ ¨ ¨ sr´1y ps0 ¨ ¨ ¨ sr´1 ą 0q,

ρ´▷ |s0 ¨ ¨ ¨ sr´1y ps0 ¨ ¨ ¨ sr´1 ă 0q.

それぞれの表現は最高ウエイトベクトル

ρ` : |1{2 ¨ ¨ ¨ 1{2 1{2y; λ “ ph0 ` ¨ ¨ ¨ ` hr´1 ` hrq{2,

ρ´ : |1{2 ¨ ¨ ¨ 1{2 ´ 1{2y; λ “ ph0 ` ¨ ¨ ¨ ` hr´1 ´ hrq{2

を含んでおり，かつ既約である．これらは基本スピノール表現に対応し，その
次元はいずれも 2r´1である．

2. n “ 2r ` 1のとき ．

i) Cℓ2r`1 – Cℓ2r ‘ Cℓ2r – Cp2rq ‘ Cp2rq: Cℓ2r`1は

Γ0˘, ¨ ¨ ¨ ,Γr´1˘,Γ2r (4.191)

により生成される．このとき，

pΓΓ2rq2 “ 1, rΓ,Γ2rs “ 0, rΓΓ2r,Γa˘s “ 0 pa “ 0, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1q. (4.192)

ΓΓ2rはCℓ2r`1の中心に属する射影的要素となる．したがって，Cℓ2r`1は Γ2r “

˘Γとなる２つのイデアルに直和分解され，因子はともにCℓ2rと同型となる．
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ii) Spinp2r ` 1,Cq Ă Cℓ2r`1 ▷ C2r : SOp2r ` 1,Cqの標準生成元は，SOp2r,Cqの
標準生成元Mµν(0 ď µ, ν ď 2r ´ 1)と

M0 2r “ ´Σ0 2r “
i

4
rΓ0,Γ2rs,

Mj 2r “ iΣj 2r “
1

4
rΓj,Γ2rs pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2r ´ 1q (4.193a)

により与えられる．したがって，Cℓ2r`1の既約分解とCℓ2rの既約表現からSpinp2r`

1,Cqのスピノール表現が一意的に定まる．今の場合，Σµ,2rはΓと反可換でΓ “ 1

の要素と Γ “ ´1の要素の間を結ぶので，この表現は既約となり，最高ウエイ
トは

|1{2 1{2, ¨ ¨ ¨ , 1{2 ą;λ “ ph1 ` ¨ ¨ ¨ ` hrq{2. (4.194)

これは，SOp2r ` 1,Cqの基本スピノール表現に対応し，その次元は 2r.

交換関係による特徴付け SOpn, 1qの生成元

iΣµν “
1

4
rΓµ,Γνs (4.195)

は一般に交換関係
riΣαβ,Γµs “ ηµβΓα ´ ηµαΓβ (4.196)

と表される．これより，無限小 Lorentz変換 δΛαβに対して，
„

i

2
ΣαβδΛαβ,Γ

µ

ȷ

“ ´δΛµνΓ
ν (4.197)

が成り立つ．この積分形は

SpΛq´1ΓµSpΛq “ ΛµνΓ
ν ; (4.198)

δS “
i

2
ΣαβδΛαβ. (4.199)

Γµの表現が
pΓ0q: “ ´Γ0, pΓjq: “ Γj (4.200)

を満たすとき，
S:Γ0 “ Γ0S´1 (4.201)

が成り立つ．
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4.8.3 Majoranaスピノール

【定義 4.42 (Majoranaスピノール)】 　 スピノール表現

ρ : SpinpD ´ 1, 1q Ă SpinpD,Cq Ă CℓD ▷ C2rD{2s

“ V

に対して，B P MpV ,Cqが存在して，

M :“
␣

ζ P V
ˇ

ˇ ζ̄ “ Bζ
(

(4.202)

が ρで不変でM “ t0uとなるとき，M の元をMajoranaスピノールという． l

【命題 4.43】 　スピノール表現 ρに対してMajoranaスピノールが存在するための
必要十分条件は，ρが SpinpD ´ 1, 1qのR-表現 ρ0の複素化を成分として含むことで
ある．この条件はさらに，ρで不変な V の複素部分空間 V1および V1の一次変換B

が存在して，ρ1 “ ρ|V1とおくと，V̄ “ V，ρ̄1 “ Bρ1B
´1，B̄B “ 1が成り立つこと

と同値である． l

【命題 4.44】 　 §4.8.2 で構成したCℓDの既約表現 ρのもとで，D “ 2k` 2, 2k` 3

に対して，
B0 “ ikΓ3Γ5 ¨ ¨ ¨Γ2k`1, B1 “ ΓB0 (4.203)

とおくと，

B̄0 “ B0, B̄1 “ B1, (4.204)

B2
0 “ p´1qkpk`1q{2, B2

1 “ p´1qkpk´1q{2, (4.205)

ΓB0 “ p´1qkB0Γ (4.206)

および
B0Γ

µB´1
0 “ p´1qkΓ̄µ, B1Γ

µB´1
1 “ p´1qk`1Γ̄µ (4.207)

が成り立つ．ただし，B1に対する式はD “ 2k ` 2の時のみ成り立つ． l

【定理 4.45】 　スピノール表現 ρ : SpinpD ´ 1, 1q Ă CℓD ▷ C2rD{2s

“ V に対して，
Majoranaスピノールが存在するための必要十分条件は各次元Dに対して次のよう
に表される：

i) D ” 0pmod4q: 常に存在し， V “ M ‘ iM となる．Weylスピノールへの分解
V “ W` ` W´ (W˘ “ P˘V , P˘ :“ p1˘ Γq{2)に対して，ρ “ ρ` ‘ ρ´とおくと
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き，C-線形同型E : W´ Ñ W`が存在して，ρ´ “ E´1ρ̄`Eとなる．Majorana

スピノールを定義する線形変換Bは，このEを用いて

B “

˜

0 cE

pc̄Ēq´1 0

¸

(4.208)

と表される．ここで，cはゼロでない任意の複素数である．スピン表示に対し
ては，D ” 0pmod8qの時にB0が，D ” 4pmod8qの時にB1がこの条件を満た
す．Weyl表示のもとで，ζ P W`は

ζ “ ξ ‘ c´1E´1ξ̄ (4.209)

と表される．

ii) D ” 2pmod4q: 条件は D ” 2pmod8q．このとき，Weylスピノールへの分解
V “ W` ` W´ (W˘ “ P˘V , P˘ :“ p1˘ Γq{2)に対して ρ̄˘ –C ρ˘となり，スピ
ン表示では線形変換Bの一般形は

B “ eiθ`P`B0 ` eiθ´P´B0 (4.210)

となる．ここで θ˘は任意の実数である．B1もこのクラスに含まれる．

iii) D ” 1pmod2q: 条件はD ” 1, 3pmod8q. 線形変換Bの一般形はB “ eiθB0と
なる．

l

4.9 誘導表現法による既約表現の具体的構成

4.9.1 SLp2,Cq

【例 4.46 (SLp2,Cqの既約表現の構成)】 　 SLp2,CqのGauss分解ZDZは

g “

˜

a b

c d

¸

“

˜

1 0

w 1

¸˜

δ 0

0 δ´1

¸˜

1 z

0 1

¸

“

˜

δ δz

δw δzw ` δ´1

¸

(4.211)

で与えられる．Dの指標 δm(m “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ )に対応する既約表現の表現空間 Vm Ă

CpZqは

fpzq “ 1 ñ fgpzq “ δm “ pa ` czqm @a, c P C, |a| ` |c| ‰ 0 (4.212)
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の全体により張られるので，Vmはm次以下の zの多項式全体と一致する：

fpzq P V m ô fpzq “ e0 ` e1z ` ¨ ¨ ¨ ` emz
m, cj P C (4.213)

このとき，zg “ ζ̃ δ̃z̃の分解は
˜

1 z

0 1

¸˜

a b

c d

¸

“

˜

a ` cz b ` dz

c d

¸

(4.214)

より

δ̃ “ a ` cz, z̃ “
b ` dz

a ` cz
(4.215)

となるので，fpzq P Vmに対する gの作用は

fgpzq “ χpδ̃qfpz̃q “ pa ` czqmf

ˆ

b ` dz

a ` cz

˙

P Vm (4.216)

で与えられる．具体的な表式は

e1
j “

m
ÿ

k“1

ekΛpgqkj , (4.217a)

Λkj “

minpj,m´kq
ÿ

l“maxpj´k,0q

m´kCl kCj´la
m´k´lbk´j`lcldj´l (4.217b)

l

4.10 テンソル表現

4.10.1 有限群の表現

【定義 4.47 (有限群の群環)】 　 有限群Gに対し，環Rを係数とするGの元の形
式的線型和 a1g1 ` ¨ ¨ ¨ ` angnの全体には，自然にR-多元環の構造が入る．このよう
にして得られる多元環RrGsを，Gの群環 (group algebra)という． l

【定理 4.48 (Maschkeの定理 (群環の半単純性))】 　 有限群Gの体K 上の群環
KrGsに対し，

KrGsが半単純 ô Kの標数がGの位数が約数でない

l
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【定理 4.49 (有限群の既約表現の数)】 　 Kが代数的閉体で，その標数が有限群G

の位数の約数でないとき，GのK上の既約表現類の個数は，Gの共役類の個数に等
しい．
[ă 近藤武「群論」（岩波, 1991)] l

【注 4.50 (KrGsの中心の基底)】 　有限群Gの共役類への分割をG “ C1 Y¨ ¨ ¨YCk
とするとき，Ciの元の和を ci P KrGsとおけば，c1, ¨ ¨ ¨ , ckが中心 ZpKrGsqのK上
の基底となる．
[ă 近藤武「群論」（岩波, 1991)] l

【定義 4.51 (群の１次指標)】 　 Kを体とするとき，群Gから乗法群K˚ “ K´ t0u

への準同型写像 ϕ : H Ñ K˚を，GのK上の１次指標という． l

【定理 4.52 (部分群の定める群環の巾等元)】 　 Kを標数ゼロの代数的閉体，Gを
有限群とする．

1) Gの部分群HおよびH上の１次指標 ϕ : H Ñ K˚に対して，KrGsの元

e “ epH,ϕq ”
1

|H|

ÿ

hPH

ϕphqh

は，巾等元となる (e2 “ e)．また，KrGsの左イデアル l “ KrGseはゼロでない．

2) H1, H2をGの部分群，ϕ1, ϕ2をそれぞれの１次指標，R “ KrGs, li “ RepHj, ϕjq

とする．このとき，

HomRpl1, l2q –K e1Re2 : f ÞÑ fpe1q

が成り立つ．

3) 2)の記号のもとで，

xl1, l2yR ” dimK HomRpl1, l2q “ 7
␣

H1σH2

ˇ

ˇ ϕ2pyq “ ϕ1pσyσ
´1q@y P H2 X σ´1H1σ

(

.

特に，ϕ1 ” 1, ϕ2 ” 1のとき，xl1, l2yR “ |H1zG{H2|.

4) 2)の記号のもとで，H1 X H2 “ t1uのとき，xl1, l2yR ě 1で，

等号 ô @σ P G ´ H1H2, Dy P H2 X σ´1H1σ s.t. ϕ2pyq ‰ ϕ1pσyσ
´1q.

5) 2)の記号のもとで，H1 X H2 “ t1u，かつ xl1, l2yR “ 1とすると，pe1e2q
2 “

cpe1e2q pc ‰ 0qで，Re1e2 –R Re2e1は極小左イデアルとなる．
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[ă 岩堀長慶「対称群と一般線形群の表現論」（岩波，1978）] l

【定理 4.53 (有限群の既約表現の次元)】 　 有限群の既約表現の次数は，群の位数
の約数である．
[ă近藤武「群論」（岩波, 1991)] l

【定理 4.54 (有限群の既約表現の次元)】 　 有限群Gの既約表現の次数は，CpGq

をGの中心とするとき，rG : CpGqsの約数である．
[ă近藤武「群論」（岩波, 1991)] l

【定理 4.55 (有限群の既約表現の次元（伊藤）)】 　 Hを有限群Gの可換正規部分
群とするとき，Gの既約表現の次数は，rG : Hsの約数である．
[ă近藤武「群論」（岩波, 1991)] l

4.10.2 対称群の表現

【定義 4.56 (自然数の分割数)】 　 自然数 nに対して，その分割

pl1, ¨ ¨ ¨ , lsq : l1 ě ¨ ¨ ¨ ě ls ą 0, l1 ` l2 ` ¨ ¨ ¨ ` ls “ n

の異なるものの総数 ppnqを nの分割数という． l

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ppnq 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42

表 3: 1 ď n ď 10に対する分割数 ppnqの値

【定理 4.57 (対称群の既約表現の数)】 　 n次の対称群の既約表現類の数は，nの
分割数 ppnqと一致する． l

【定義 4.58 (Young図式)】 　

1) 自然数 nの分割 pl1, ¨ ¨ ¨ , lsqに対して，同じサイズのマス目を上から j番目の行
に lj 個左詰に並べた s段の図形を，n次の台D，Dのマス目に 1から nまで
の整数を一個ずつ配置したものを盤B，台と盤をYoung図式 (Young table)，
pl1, ¨ ¨ ¨ , lsqを盤の符号数という．また，これらの行と列を反転したものを共役
な盤/台という．
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2) n次の盤Bに対して，Bの各行での置換の積で表されるSnの元が作る部分群
を水平置換群，各列での置換の積で表される元の作る部分群を垂直置換群とい
い，それぞれHB, KBで表す．

3) 盤Bに対して，群環QrSns Ă CrSnsの巾等元 aB, bBを

aB “
1

|HB|

ÿ

σPHB

σ,

bB “
1

|KB|

ÿ

σPKB

signpσqσ

により定義し，それぞれYoung水平対称子, Young垂直対称子という．

l

【命題 4.59 (置換群の盤への作用)】 　任意のσ P Snに対して，盤の対応σ : B Ñ B1

を
B1ri, js “ σpBri, jsq

により定義すると，
σHBσ

´1 “ HσB, σKBσ
´1 “ KσB,

が成り立つ． l

【定理 4.60 (水平対称子と垂直対称子の絡数)】 　 Snの盤Bに対応する水平対称
子を aB, 垂直対称子を bBとするとき，R “ CrSnsに対して，

dim aBRbB “ 1

l

【定理 4.61 (盤Bの定めるSnの既約表現)】 　 Snの盤Bに対して， R “ CrSns

の元を
cB “

ÿ

σPHB

ÿ

τPKB

signpτqστ

により定義し，Youngの対称子とよぶ．このとき，RcBはRの極小左イデアル，し
たがってRの既約表現を与える．したがって，その次元 r “ dimCRcBは n!の約数
となり，

eB ”
r

n!
cB ñ e2B “ eB

が成り立つ．
Youngの対称子により左イデアル lB “ ReBに対応するRの表現は，盤Bの定め

るSnの既約表現と呼ばれる． l
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【定理 4.62 (Snの既約表現の分類)】 　 Snの群環R “ CrSnsにおいて，

lB –R lB1 ô BとB1の符号数が一致

が成り立つ．また，Rの任意の左極小イデアルに対して，lBがそれとR同型となる
盤Bが存在する．これより，Snの既約表現類は，Snの台と 1対１に対応する． l

4.10.3 半単純環と半単純加群

【定理 4.63 (半単純環の構造定理 (Wedderburn))】 　 単位元をもつ半単純環R

に対して，体D1, ¨ ¨ ¨ , Dh，整数 n1, ¨ ¨ ¨ , nh ą 0が定まり，

R – Mn1pD1q ˆ ¨ ¨ ¨Mnh
pDhq.

逆に，このような環は半単純である．特に，Rが代数的閉体K上の有限次元半単純
線形環のとき，D1 “ ¨ ¨ ¨ “ Dh “ K．
[ă 岩波数学事典 v4;服部昭「現代代数学」（朝倉，1968); 岩堀長慶「対称群と一般
線型群の表現論」（岩波，1978）] l

4.10.4 一般線型群のテンソル空間への表現の標準分解

【定義 4.64 (対称群のテンソル空間への表現)】 　 体K上の n次元ベクトル空間
V に対し，その r個のテンソル積で得られるK上の nr次元ベクトル空間を

TrpV q ”

r
hkkkkkkikkkkkkj

V b ¨ ¨ ¨ b V (4.218)

で表す．
このとき，r次対称群Srの TrpV qへの表現 ρ1を

Sr Q τ ÞÑ ρ1pτq P GLpTrq :

ρ1pτqpx1 b ¨ ¨ ¨ b xrq “ xτ´1p1q b ¨ ¨ ¨ b xτ´1prq, x1, ¨ ¨ ¨ , xr P V.

(4.219)

で定義することができる．ρ1に対して，

ρ1pτσq “ ρ1pτqρ1pσq, τ, σ P Sr (4.220)
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が成り立つ．ρ1は，K上の多元環の準同形

ρ1 : KrGs Ñ EndKpTrq (4.221)

を誘導する． l

【定理 4.65 (ρ1の核)】 　 K “ Cとすると，CrSrsは半単純で，r次の台の全体を
D1, ¨ ¨ ¨ , Dpprq，apDqを台Dに対応するCrSrsの極小イデアルとして，

CrSrs “ apD1q ‘ ¨ ¨ ¨ apDpprqq

と単純成分へ分解される．
この記法のもとで，r次の台Dの符号数を pλ1, ¨ ¨ ¨ , λkq(λ1 ě ¨ ¨ ¨ ě λk ą 0)とす

ると，
Kerρ1 Ą apDq ô k ą n “ dimV

が成り立つ．したがって，Kerρ1は，深さ kが nを超える台Diに対応する極小イデ
アル apDiqの直和で与えられる． l

【系 4.66 (R “ Impρ1q)】 　 ρ1によるCrSrsの像Rは，EndpTrqの部分多元環と
なり，

R – CrSrs{Kerρ1 – ‘D:depthpDqďnapDq.

と単純成分への分解が得られる． l

【定義 4.67 (一般線型群のテンソル空間上の表現)】 　 V を体K上の n次元ベク
トル空間，T “ TrpV qとして，GLpV qの T 上の線形表現

ρ2 : GLpV q Ñ GLpT q (4.222)

を次のように構成する：

GLpV q Q A ÞÑ ρ2pAq “

hkkkkkikkkkkj

A b ¨ ¨ ¨ b Ar P GLpT q, (4.223)

ρ2pAqpx1 b ¨ ¨ ¨ b xrq “ Ax1 b ¨ ¨ ¨ b Axr, x1, ¨ ¨ ¨ , xr P V. (4.224)

このとき，
ρ2p1V q1T , ρ2pABq “ ρ2pAqρ2pBq, A,B P GLpV q (4.225)

が成り立つ． l
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【定理 4.68 (S “ ρ2pCrGLpV qsq)】 　 ρ2によるGLpV qの像に属する元の有限個の
線形結合全体が作る集合 S “ ρ2pCrGLpV qsqは，EndCpT qの部分多元環となる．こ
の Sと多元環R “ ρ1pCrSrsqの間に次の関係が成り立つ：

EndRpV q “ S, EndSpV q “ R.

特に，ρ1pσq pσ P Srqと ρ2pAq pA P GLpV qqは常に可換である． l

【系 4.69 (GLpV qのテンソル積表現の完全可約性)】 　多元環S “ Crρ2pGLpV qqs Ă

EndpT qは半単純である．したがって，GLpV qの TrpV qへの線形表現は完全可約で
ある． l

【定理 4.70 (SrˆGLpV qのTrpV qへの表現の指標)】 　 τ P Srの型を p1α1pτq2α2pτq ¨ ¨ ¨ rαrpτqq

とするとき，A P GLpV qに対し，

Trpρ1pτqρ2pAqq “ pTrAq
α1pτq

¨ ¨ ¨ pTrArqαrpτq .

l

【定理 4.71 (GLpV qのテンソル表現の既約成分)】 　 dim V “ n, T “ TrpV qとす
る．深さが n以下であるような台D上の任意の盤Bの定めるYoung対称子を cBと
して，U “ cBT，または U “ ĉBT (cB “

ř

σ kpσqσ ñ ĉB “
ř

σ kpσqσ´1)とおけば，
U はGLpV qの既約表現を与える．
GLpV qの U 上の表現指標を ψDとすると，ψDは次の公式で与えられる：

GLpV q Q A ÞÑ ψDpAq “ Sλpϵ1, ¨ ¨ ¨ , ϵnq ”
|ϵl1 , ¨ ¨ ¨ , ϵln |

|ϵn´1, ¨ ¨ ¨ , ϵ, 1|

ただし，Dの符号数を λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnqとするとき，l “ pl1, ¨ ¨ ¨ , lnqは l “ λ` δ, δ “

pn´ 1, ¨ ¨ ¨ , 1, 0qで定まる整数成分ベクトルである．また，ϵ “ pϵ1, ¨ ¨ ¨ , ϵnqは行列A

の固有値である． l

【系 4.72 (GLpV qのテンソル表現の既約成分の重複度)】 　 r 次の盤 B の深さ
が ď dim V ならば，GLpV qの既約表現空間 cBTrpV qが Tr 中に含まれる重複度は，
CrSrsの極小左イデアル lB “ CrSrscB の次元に等しい．すなわち，Bの符号数が
λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnqならば，

xTr, cBTryS “
r!

l1! ¨ ¨ ¨ ln!
Dpl1, ¨ ¨ ¨ , lnq

である．ここで，l “ λ ` δで，Dpl1, ¨ ¨ ¨ , lnqは差積を表す． l
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【定理 4.73 (GLpV qのテンソル表現の既約成分の次元)】 　 dim V “ n, T “ TrpV q

のとき．深さがn以下であるような台D上の任意の盤Bに対し，GLpV qの既約な表
現空間 cBT の次元は，Dの符号数 λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnqを用いて，次の式で与えられる：

dim cBT “
Dpl1, ¨ ¨ ¨ , lnq

Dpn ´ 1, ¨ ¨ ¨ , 1, 0q

ただし，l “ pl1, ¨ ¨ ¨ , lnq “ λ ` δ． l

【定義 4.74 (GLpV qの符号数をもつ既約表現)】 　 符号数 λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq pλ1 ě

¨ ¨ ¨ ě λn ě 0qの台D上の盤Bを用いて作った表現空間 cBTrpV q上のGLpV qの既約
表現を，GLpV qの符号数 pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnqをもつ既約表現と呼ぶ． l

【定理 4.75 (符号数をもつGLpV qの既約表現の同値判定条件)】 　 GLpV q (dimV “

n)の２つの既約表現 ρ, ρ1がそれぞれ符号数 λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq, µ “ pµ1, ¨ ¨ ¨ , µnqをも
てば，

ρ – ρ1 ô λ “ µ.

l

【定義 4.76 (標準盤)】 　 r次の盤Bにおいて，Bの各列，各行に書かれた数字が，
右に向かっても，下に向かっても単調増加するとき，Bを標準盤という． l

【定理 4.77 (GLpV qのテンソル表現の既約分解)】 　 深さが高々n “ dimV 以下
の r次の標準盤の全体を B1, ¨ ¨ ¨ , Bmとし，これらに対応する Young対称子を ci “

cBip1 ď i ď mqとする．群環CrSrsの逆自己同型 a “
ř

λσσ ÞÑ â “
ř

λσσ
´1による

ciの像 ĉiを用いて，T “ TrpV qは

T “ ĉ1T ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ ĉmT

と直和に分解され，各 ĉiT はGLpV qの既約表現を与える． l

【定理 4.78 (SLpV qのテンソル積表現の既約成分のDynkinラベル)】 　 dimV “ n

とする．SLpV qのテンソル積表現T rの既約分解において，SnのYoung標準盤Bに
対応する符号数がm “ pm1, ¨ ¨ ¨ ,mDq(m1 ě m2 ě ¨ ¨ ¨ ě mD ě 0,m1 `¨ ¨ ¨`mD “ r)

のとき，対応する既約表現のDynkinラベルは，rm1 ´m2m2 ´m3 ¨ ¨ ¨ mD´1 ´mDs

となる． l

【証明へ】
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4.11 実単純Lie群

4.11.1 分類

複素型 実型 定義 極大コンパクト群
An´1 X P SLpn,Cq

SUpnq X:X “ In コンパクト
SUpp, qq(p ` q “ n) X:Ip,qX “ Ip,q SpUppq ˆ Upqqq

SLpn,Rq X̄ “ X SOpnq

SU˚pnq “ SLpn{2,Hq Jn{2X “ X̄Jn{2, n:even Sppn{2q

Bn
TXX “ In, X P SLp2n ` 1,Cq

SOp2n ` 1q X̄ “ X コンパクト
SOpp, qq(p ` q “ 2n ` 1) X̄ “ Ip,qXIp,q SOppq ˆ SOpqq

Cn
TXJnX “ Jn, X P GLp2n,Cq

Sppnq X:X “ I2n コンパクト
Sppp, qq(p ` q “ n) X:Kp,qX “ Kp,q Spppq ˆ Sppqq

Sppn,Rq X̄ “ X Upnq

Dn
TXX “ In, X P SLp2n,Cq

SOp2nq X̄ “ X コンパクト
SOpp, qq(p ` q “ 2n) X̄ “ Ip,qXIp,q SOppq ˆ SOpqq

SO˚p2nq “ SOpn,Hq X:JnX “ Jn Upnq

G2 G2 コンパクト
G2p2q SUp2q ˆ SUp2q

F4 F4 コンパクト
F4p´20q SOp9q

F4p4q Spp3q ˆ SUp2q

E6 E6 コンパクト
E6p2q SUp6q ˆ SUp2q

E6p´14q SOp10q ˆ Up1q

E6p6q Spp4q

E6p´26q F4

E7 E7 コンパクト
E7p7q SUp8q

E7p´5q SOp12q ˆ SUp2q

E7p´25q E6 ˆ Up1q

E8 E8 コンパクト
E8p8q SOp16q

E8p´24q E7 ˆ SUp2q
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Ref: Helgason S 1978B; Besse AL 2002B

注：

1. この表において，実型について位相の自由度は考慮されていない（Lie代数の
みの分類）．

2. 半単純 Lie群の実型Gに対して，その Lie代数 gを極大コンパクト部分代数 k

を用いて g “ k ` mと直和分解するとき，δ “ dimpmq ´ dimpkqを gの標数
(charater)と呼ぶ．例外群に対しては，各単純複素 Lie群において同じ標数を
もつ実型は同型となるので，上の表では，実型をランク rと標数 δを用いて，
Grpδqと表記している．

4.11.2 同型関係

1. A型 ñ B/D型

sup2q – sop3q,

sup4q – sop6q,

slp2,Rq – sop2, 1q,

slp4,Rq – sop3, 3q,

slp2,Cq – sop3, 1q,

sup1, 1q – sop2, 1q,

sup2, 2q – sop4, 2q,

sup3, 1q – so˚p6q “ sop3,Hq,

su˚p2q “ slp1,Hq – sup2q – sop3q,

su˚p4q “ slp2,Hq – sop5, 1q.

2. C型 ñ B/D型

spp1q – sop3q,

spp2q – sop5q,

spp1,Rq – sop2, 1q,

spp2,Rq – sop3, 2q,

spp1, 1q – sop4, 1q.
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3. B/D型内部での同値関係

sop4q – sop3q ‘ sop3q,

sop2, 2q – sop2, 1q ‘ sop2, 1q,

so˚p4q “ sop2,Hq – sop3q ‘ sop2, 1q,

so˚p8q “ sop4,Hq – sop6, 2q.
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図 6: 単純 Lieの自己共役表現のリスト
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4.12 命題・定理・公式の証明

定理 4.78 の証明. 符号数m “ pm1, ¨ ¨ ¨ ,mnq(m1 ě ¨ ¨ ¨ ě mn ě 0,m1 `¨ ¨ ¨`mn “

r)をもつYoung台に対応する SLpnqの既約表現 ρmを考える．
T r “ brV (dimV “ n)に対し，このYoung台に属するYoung盤の一つをB，対

応するYoung対称子とその反自己同型を

cB “

˜

ÿ

σPKB

signpσqσ

¸˜

ÿ

τPHB

τ

¸

, ĉB “

˜

ÿ

τPHB

τ´1

¸˜

ÿ

σPKB

signpσqσ´1

¸

,

とするとき，
T mpBq “ cBT r – ĉBT r

が成り立つ．
いま，E “ cBea1 b ¨ ¨ ¨ b ear P T mpBqとすると，SLpnqの極大可換部分群∆の元

A “ rδ1, ¨ ¨ ¨ , δns P ∆ Ă SLpnq, δ1 ¨ ¨ ¨ δn “ 1

に対して，
ρpAqE “ δl11 ¨ ¨ ¨ δlnn E

が成り立つ．ここで，

ta1, ¨ ¨ ¨ , anu “

$

&

%

l1
hkkkikkkj

1, ¨ ¨ ¨ , 1, ¨ ¨ ¨ ,

ln
hkkkikkkj

n, ¨ ¨ ¨ , n

,

.

-

, l1 ` l2 ` ¨ ¨ ¨ ` ln “ r.

これより，slpnqのCartan部分代数を標準的に取り，その生成元を

H1 “ E1 1 ´ Enn, ¨ ¨ ¨ , Hn´1 “ En´1n´1 ´ Enn,

これらに双対的なウエイト空間での基底を hi pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , n´ 1qとするとき，Eには
次のウエイトベクトルが対応する：

E ÞÑ w “ l11h1 ` ¨ ¨ ¨ ` l1n´1hn´1; l1j “ lj ´ ln.

ここで，hjを基本ルート αjで表すと

h1 “ α1 ` α2 ` ¨ ¨ ¨ ` αn´1 ´ β,

h2 “ α2 ` ¨ ¨ ¨ ` αn´1 ´ β,
... “

...

hn´1 “ αn´1 ´ β,

β “
1

n
tα1 ` 2α2 ` ¨ ¨ ¨ ` pn ´ 1qαn´1u .
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よって，ウエイトベクトルwは基本ルートを用いて

w “ pl1 ´ r{nqα1 ` pl1 ` l2 ´ 2r{nqα2 ` ¨ ¨ ¨ ` pl1 ` ¨ ¨ ¨ ` ln´1 ´ pn ´ 1qr{nqαn´1

と表される．よって，既約表現T mpBqの最高ウエイトは，E ‰ 0となる pl1, ¨ ¨ ¨ , ln´1q

の中で，辞書式順序に関して最大となるベクトルに対するwと一致する．
ここで，互換 α P KBに対し，

bB “
ÿ

σPKB

signpσqσ ñ p1 ´ αqbB “ 2bB

より，Ea ‰ 0となるためには，a “ pa1, ¨ ¨ ¨ , arqのYoung台の r個のセルへの配列
（Young配列）の中に，任意の互換 α P KBで不変とならないものが存在することが
必要．この条件は，Young配列のどの縦の列にも同じ数字が現れない配列が存在す
ることと同等．このような配列は，適当な垂直置換により，各列の数字が上から下
に単調減少となる配列に写される．よって，l1が最大となるのは，Young台の第１
行に表れる数字がすべて１の時．さらに，この第１行を固定して，m2が最大となる
のは，第２行に表れる数字がすべて２のとき．
以下，これをくり返すと，既約表現T mpBqの最高ウエイトを与える pl1, ¨ ¨ ¨ , ln´1q

は，
l1 “ m1, l2 “ m2, ¨ ¨ ¨ , ln “ mn

で与えられることが分かる．対応する最高上ウエイトは，f1, ¨ ¨ ¨ , fn´1を基本表現に
対応するウエイトベクトルとして，

w “ pm1 ´ mnqh1 ` ¨ ¨ ¨ ` pmn´1 ´ mnqhn´1

“ pm1 ´ mnqf1 ` pm2 ´ mnqpf2 ´ f1q ` ¨ ¨ ¨ ` pmn´1 ´ mnqpfn´1 ´ fn´2q

“ pm1 ´ m2qf1 ` pm2 ´ m3qf2 ` ¨ ¨ ¨ ` pmn´1 ´ mnqfn´1.

すなわち，Dynkinラベルは

rpm1 ´ m2q pm2 ´ m3q ¨ ¨ ¨ , pmn´1 ´ mnqs

Q.E.D.

【定理 4.78 に戻る】
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複素型 階数 次元 コンパクト実型 (π1) 非コンパクト実型 (極大コンパクト群)

E8 8 248 E8 p1q E8p8q pSOp16q – Spinp16q{Z2q

E8p´24q ppE7 ˆ SUp2qq{Z2q

E7 7 133 E7 pZ2q E7p7q pSUp8q{Z2q

E7p´5q ppSpinp12q ˆ SUp2qq{Z2q,

E7p´25q ppE6 ˆ Up1qq{Z3q

E6 6 78 E6 pZ3q E6p6q pSpp4q{Z2q

E6p2q pSUp6q ˆ SUp2q{Z6q,

E6p´14q ppSpinp10q ˆ Up1qq{Z4q

E6p´26q pF4q

F4 4 52 F4 p1q F4p4q ppSpp3q ˆ Spp1qq{Z2q

F4p´20q pSpinp9qq

G2 2 14 G2 p1q G2p2q ppSUp2q ˆ SUp2q{Z2q

表 4: 単純例外 Lie群

5 例外群
Reviews

• Adams, J. Frank (1996), Lectures on exceptional Lie groups, Chicago Lec-

tures in Mathematics, University of Chicago Press, ISBN 978-0-226-00526-3,

MR1428422

• John C. Baez, ”The Octonions”

5.1 G2

5.1.1 基本事項

• Rank=2

• 次元=14

• Killing metric
˜

3 ´3{2

´3{2 1

¸

(5.1)
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図 7: 単純 Lie代数のCartan行列
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図 8: 例外 Lie代数のウエイト空間でのCartan計量
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図 9: 単純 Lie代数の随伴表現の最高Dynkinウエイト
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図 10: 単純 Lie代数に対する単純既約表現のリスト（Dynkin基底）
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ルート系 単純ルート基底での正ルートは

level roots

5: p2, 3q

4: p1, 3q

3: p1, 2q

2: p1, 1q

1: α1 “ p1, 0q α2 “ p0, 1q

以下，基本ルート系αiに双対なCartan部分代数L0pg2qの基底をHiとする：αipHjq “

δij.

Weyl基底

rEp2,3q, Ep´2,´3qs “ 3
2
H1, rEp1,3q, Ep´1,´3qs “ 3

2
p´H1 ` H2q,

rEp1,2q, Ep´1,´2qs “ 1
2
H2, rEp1,1q, Ep´1,´1qs “ 3

2
H1 ´ 1

2
H2,

rEp1,0q, Ep´1,0qs “ 3H1 ´ 3
2
H2, rEp0,1q, Ep0,´1qs “ ´3

2
H1 ` H2,

rEp2,3q, Ep´1,0qs “ ´aEp1,3q, rEp2,3q, Ep´1,´1qs “ ´aEp1,2q,

rEp2,3q, Ep´1,´2qs “ aEp1,1q, rEp2,3q, Ep´1,´3qs “ aEp1,0q,

rEp1,3q, Ep1,0qs “ ´aEp2,3q, rEp1,3q, Ep0,´1qs “ aEp1,2q,

rEp1,3q, Ep´1,´2qs “ ´aEp0,1q, rEp1,3q, Ep´2,´3qs “ aEp´1,0q,

rEp1,2q, Ep1,1qs “ ´aEp2,3q, rEp1,2q, Ep0,1qs “ aEp1,3q,

rEp1,2q, Ep0,´1qs “ ´bEp1,1q, rEp1,2q, Ep´1,´1qs “ bEp0,1q,

rEp1,2q, Ep´1,´3qs “ ´aEp0,´1q, rEp1,2q, Ep´2,´3qs “ aEp´1,´1q,

rEp1,1q, Ep0,1qs “ ´bEp1,2q, rEp1,1q, Ep´1,0qs “ aEp0,1q,

rEp1,1q, Ep0,´1qs “ ´aEp1,0q, rEp1,1q, Ep´1,´2qs “ bEp0,´1q,

rEp1,1q, Ep´2,´3qs “ ´aEp´1,´2q, rEp1,0q, Ep0,1qs “ ´aEp1,1q,

rEp1,0q, Ep´1,´1qs “ aEp0,´1q, rEp1,0q, Ep´2,´3qs “ ´aEp´1,´3q,

rEp0,1q, Ep´1,´1qs “ ´aEp´1,0q, rEp0,1q, Ep´1,´2qs “ ´bEp´1,´1q,

rEp0,1q, Ep´1,´3qs “ aEp´1,´2q, rEp´1,0q, Ep0,´1qs “ aEp´1,´1q,

rEp´1,0q, Ep´1,´3qs “ ´aEp´2,´3q, rEp0,´1q, Ep´1,´1qs “ ´bEp´1,´2q,

rEp0,´1q, Ep´1,´2qs “ aEp´1,´3q, rEp´1,´1q, Ep´1,´2qs “ ´aEp´2,´3q.

ここで，

a “

?
6

2
, b “

?
2 (5.2)
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level representations

1 r1, 0s “ 14adj, r0, 1s “ 7v
2 r2, 0s “ 77, r1, 1s “ 64, r0, 2s “ 27

3 r3.0s “ 273, r2, 1s “ 286, r1, 2s “ 189

表 5: G2の低次元の表現

5.1.2 表現

Cartan行列は，

Cpg2q “

˜

2 ´3

´1 2

¸

, Cpg2q
´1 “

˜

2 3

1 2

¸

(5.3)

よって，基本表現は

f1 “ 2α1 ` 3α2 : 14adj, (5.4a)

f2 “ α1 ` 2α2 : 7 (5.4b)

r1, 0s “ 14adj :

level Dynkin label weight

5 r1, 0s p2, 3q

4 r´1, 3s p1, 3q

3 r0, 1s p1, 2q

2 r1,´1s p1, 1q

1 r´1, 2s, r2,´3s p0, 1q, p1, 0q

0 r0, 0s2 p0, 0q2

...
...

...

(5.5)

r0, 1s “ 7 :

level Dynkin label weight

3 r0, 1s p1, 2q

2 r1,´1s p1, 1q

1 r´1, 2s p0, 1q

0 r0.0s p0, 0q
...

...
...

(5.6)

表現の一般的性質
【命題 5.1 (最高ウエイトと最低ウエイト)】 　 G2型Lie代数の既約表現 ρに対して，
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1) Weyl変換
w “ W rα1sW rα1 ` 2α2s (5.7)

により，そのDynkinウエイト系は，

rm1m2s Ñ rp´m1qp´m2qs

と変換する．

2) ρの最高ウエイトのDynkinラベルを ra1a2sとすると，最低ウエイトのDynkin

ラベルは rp´a1qp´a2qsで与えられる．

3) ρは常に自己共役である．

l

5.1.3 SOp7qへの埋め込み

SOp7qはB型で，rank=3, 次元=21，正ルート系は

level roots matrix rep

5: p1, 2, 2q E`
12`

4: p1, 1, 2q E`
13`

3: p0, 1, 2q p1, 1, 1q E`
23`, E

`
1

2: p0, 1, 1q p1, 1, 0q E`
2 , E

`
13´

1: p1, 0, 0q p0, 1, 0q p0, 0, 1q E`
12´, E

`
23´, E

`
3

Killing計量は
¨

˚

˝

2 ´1 0

´1 2 ´1

0 ´1 1

˛

‹

‚

(5.8)

G2の SOp7qへの埋め込みを

j : g2 Ñ sop7q (5.9)

に対し，jのCartan部分代数への制限 j : L0pg2q ãÑ L 1
0 “ L0pso7qは，ルート空間

の写像
j˚ : H1 “ Hpso7q Q α1 ÞÑ α P R “ RpG2q (5.10)
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を誘導する．この写像はルート系のレベルを保存する．このことより，j˚は

j˚pα1
1q “ j˚pα1

3q “ α2, j˚pα1
2q “ α1 (5.11)

と一意的に定まる．すなわち，
´

α1
1 α1

2 α1
3

¯

“

´

α1 α2

¯

MS; MSpg2 Ñ so7q “

˜

0 1 0

1 0 1

¸

. (5.12)

これより，L0pso7qの基底をHj “ ´iA2j´1 2j pj “ 1, 2, 3qと取るとき，Cartan部分代
数の対応が次のように決まる：

j˚

˜

H1

H2

¸

“ MH

¨

˚

˝

H 1
1

H 1
2

H 1
3

˛

‹

‚

; , MH “

˜

1 1 0

2 1 1

¸

(5.13)

また，Dynkinラベルで表した埋め込み行列は

MDpg2 Ñ so7q “ TCpg2qMS
TCpso7q

´1 “

˜

0 1 0

1 0 1

¸

. (5.14)

これは，Dynkin図式から決まるL0のCartan計量と整合的である．
ただし，g2の so7への埋め込みは具体的に決めるためには，g2の７次元表現を具

体的に構成しないといけない．まず，g2の７次元表現のウエイト系は

level weight{basis

3 p1, 2q “ e1,

2 p1, 1q “ e2,

1 p0, 1q “ e3,

0 p0, 0q “ e4,

´1 p0,´1q “ e5,

´2 p´1,´1q “ e6,

´3 p´1,´2q “ e7.

(5.15)

この基底に対する g2の生成元E˘α1 , E˘α2のユニタリ作用が，pEαq: “ E´αと言う要
請と rEα, E´αs “ Hαという規格化条件により定まり，基底の位相を適当に取ると，

H1 ÞÑ E11 ´ E77 ` E22 ´ E66, (5.16a)

H2 ÞÑ 2pE11 ´ E77q ` E22 ´ E66 ` E33 ´ E55, (5.16b)

E˘α1 ÞÑ

?
6

2
pE˘

23 ´ E˘
56q, (5.16c)

E˘α2 ÞÑ

?
2

2
pE˘

12 ´ E˘
6,7 ` ipE˘

34 ´ E˘
45q (5.16d)
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で与えられる．残りのWeyl基底の表現は，交換関係 (5.2)により定まる．最終的に
得られる埋め込み g2 Ñ so7qは

H1 ÞÑ H1 ` H2 p0, 0, 0q,

H2 ÞÑ ２H1 ` H2 ` H3 p0, 0, 0q,

E˘α1 ÞÑ
?
6
2
E˘

23´ p0, 1, 0q,

E˘α2 ÞÑ
?
2
2
E˘

12´ ` E˘
3 p1, 0, 0q p0, 0, 1q,

E˘pα1`α2q ÞÑ
?
2
2
E˘

13´ ´ E˘
2 p1, 1, 0q p0.1, 1q,

E˘pα1`2α2q ÞÑ
?
2
2
E˘

23` ` E˘
1 p0, 1, 2q p1, 1, 1q,

E˘pα1`3α2q ÞÑ ´
?
6
2
E˘

13` p1, 1, 2q,

E˘p2α1`3α2q ÞÑ ´
?
6
2
E˘

12`
11, 2, 2q.

(5.17)

so7の随伴表現は，g2に関して，次のように既約表現に分解される：

21 “ 14 ` 7 (5.18)

各既約表現の g2に関するウエイト系と so7の随伴表現のウエイト系との対応は，g2
の既約表現の最高ウエイトに対応する so7随伴表現のウエイトベクトルに，(5.17)に
よりE´αi

と対応する so7の元を交換関係 (??)により作用させることにより機械的に
決定される．まず，7pg2qは

7pg2q Ñ 21adjpso7q :

G2 SOp7q

p1, 2q ÞÑ ´p1, 1, 1q `
?
2p0, 1, 2q

p1, 1q ÞÑ p0, 1, 1q `
?
2p1, 1, 0q

p0, 1q ÞÑ
?
2p1, 0, 0q ´ p0, 0, 1q.

(5.19)

次に，14adfg2は

14adfpg2q Ñ 21adjpso7q :

G2 SOp7q

p2, 3q ÞÑ p1, 2, 2q

p1, 3q ÞÑ p1, 1, 2q

p1, 2q ÞÑ p0, 1, 2q `
?
2p1, 1, 1q

p1, 1q ÞÑ p1, 1, 0q ´
?
2p0, 1, 1q

p0, 1q ÞÑ p1, 0, 0q `
?
2p0, 0, 1q

p1, 0 ÞÑ p0, 1, 1q.

(5.20)

5.1.4 部分代数

g2の極大準半単純部分代数は以下の通り：
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1. 正則型: su3, su2 ‘ su2

2. 特殊型: su2

(i) 正則部分代数 su3:

Normal embedding 拡張Dynkin図式よりα2に対応するノードを取り除くと，一
般公式より，次の埋め込み行列を得る：

MHpsu3 Ñ g2q “

˜

1 ´1

´1 0

¸

, (5.21a)

MSpsu3 Ñ g2q “

˜

1 ´2{3

0 ´1{3

¸

, (5.21b)

MDpsu3 Ñ g2q “

˜

1 0

´2 ´1

¸

. (5.21c)

基本表現の分岐則

f1 : 14adj “ 8adj ` 3 ` 3˚, (5.22a)

f2 : 7v “ 3 ` 3˚ ` 1. (5.22b)

(ii) 正則部分代数 su2 ‘ su2:

Normal embedding

基本表現の分岐則

f1 : 14adj “ , (5.23a)

f2 : 7v “ . (5.23b)

(iii) 特殊部分打数 su2:

Normal embedding
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基本表現の分岐則

f1 : 14adj “ , (5.24a)

f2 : 7v “ . (5.24b)
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図 11: F4のDynkin図式

5.2 F4

5.2.1 Lie代数の構造

f4はランク４，次元５２をもち，ルート系は

level roots (5.25)

11 p2, 3, 4, 2q (5.26)

10 p1, 3, 4, 2q (5.27)

9 p1, 2, 4, 2q (5.28)

8 p1, 2, 3, 2q (5.29)

7 p1, 2, 2, 2q, p1, 2, 3, 1q (5.30)

6 p1, 1, 2, 2q, p1, 2, 2, 1q (5.31)

5 p0, 1, 2, 2q, p1, 1, 2, 1q, p1, 2, 2, 0q (5.32)

4 p0, 1, 2, 1q, p1, 1, 1, 1q, p1, 1, 2, 0q (5.33)

3 p0, 1, 1, 1q, p0, 1, 2, 0q, p1, 1, 1, 0q (5.34)

2 p0, 0, 1, 1q, p0, 1, 1, 0q, p1, 1, 0, 0q (5.35)

1 p0, 0, 0, 1q, p0, 0, 1, 0q, p0, 1, 0, 0q, p1, 0, 0, 0q (5.36)

ルート空間の内積は

K “

¨

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0

´1 2 ´1 0

0 ´1 1 ´1{2

0 0 ´1{2 1

˛

‹

‹

‹

‚

(5.37)
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5.2.2 表現

Cartan行列は

C “

¨

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0

´1 2 ´2 0

0 ´1 2 ´1

0 0 ´1 2

˛

‹

‹

‹

‚

, C´1 “

¨

˚

˚

˚

˝

2 3 4 2

3 6 8 4

2 4 6 3

1 2 3 2

˛

‹

‹

‹

‚

(5.38)

したがって，基本表現は

f1 “ p2, 3, 4, 2q : 52adj (5.39a)

f2 “ p3, 6, 8, 4q : 1274 (5.39b)

f3 “ p2, 4, 6, 3q : 273 (5.39c)

f4 “ p1, 2, 3, 2q : 26v (5.39d)

これらの内，以下，２６次元表現の基底を次のように取る：

e1 “ p1, 2, 3, 2q, e2 “ p1, 2, 2, 1q, e3 “ p1, 2, 3, 1q,

e4 “ p1, 1, 1, 1q, e5 “ p1, 1, 2, 1q, e6 “ p1, 1, 1, 1q,

e7 “ p0, 1, 1, 1q, e8 “ p0, 1, 2, 1q, e9 “ p0, 1, 1, 0q,

e10 “ p0, 0,´1, 0q, e11 “ p0, 0, 0, 0q1, e12 “ p0, 0, 1, 0q,

e13 “ p0,´1,´1, 0q, e14 “ p0,´1,´2,´1q, e15 “ p0,´1,´1q,

e16 “ p´1,´1,´1,´1q, e17 “ p´1,´1,´2,´1q, e18 “ p´1,´1,´1,´1q,

e19 “ p´1,´2,´3,´1q, e20 “ p´1,´2,´2,´1q, e21 “ p´1,´2,´3,´2q,

e22 “ p0, 0, 0, 1q, e23 “ p0, 0, 1, 1q, e24 “ p0, 0, 0, 0q,

e25 “ p0, 0,´1,´1q, e26 “ p0, 0, 0,´1q. (5.40)

表現の一般的性質
【命題 5.2 (最高ウエイトと最低ウエイト)】 　 F4型Lie代数の既約表現 ρに対して，

1) Weyl変換
w “ W rp1242qsW rp1221qsW rα1sW rα4s (5.41)

により，そのDynkinウエイト系は，

rm1m2m3m4s Ñ rp´m1qp´m2qp´m3qp´m4qs

と変換する．
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2) ρ の最高ウエイトの Dynkin ラベルを ra1a2a3a4s とすると，最低ウエイトの
Dynkinラベルは rp´a1qp´a2qp´a3qp´a4qsで与えられる．

3) ρは常に自己共役である．

l

5.2.3 極大準半単純部分代数

F4の極大準半単純部分代数は，

1. 正則型: so9, su3 ‘ su3, sp3 ‘ su2

2. 特殊型：su2, g2 ‘ su2

(i) 正則部分代数 so9:

(A) Normal embedding この部分代数は拡張Dynkin図式からα4に対応するノー
ドを取り除くことにより得られ，一般論から得られる埋め込み行列は

MHpso9 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 0 ´1{2

1 0 0 ´1{2

´1 1 0 ´1{2

0 ´1 1 ´1{2

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.42a)

MSpso9 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 0 ´1{2

1 0 0 ´1

0 1 0 ´3{2

0 0 1 ´2

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.42b)

MDpso9 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

´2 ´3 ´2 ´1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.42c)

127 目次へ



目次へ

(B) Slansky embedding この埋め込みは，(A)の埋め込みに 3つのWeyl変換
wα1`2α2`4α3`2α4 , wα2`2α3`α4 , wα2`2α3を順次施すことによりえらる．具体的な埋め込
み行列は，

MHpso9 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 ´1{2 ´1{2

1 0 ´1{2 1{2

1 ´1 1{2 ´1{2

0 0 ´1{2 1{2

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.43a)

MSpso9 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 ´1{2 ´1{2

1 1 ´1 0

2 0 ´1{2 ´1{2

2 0 ´1 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.43b)

MDpso9 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

´1 ´1 ´1 ´1

1 2 1 1

1 1 1 0

´2 ´4 ´3 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.43c)

基本表現の分岐則

f1 : 52adj “ 36adj r0, 1, 0, 0s ` 16s r0, 0, 0, 1s, (5.44a)

f2 : 1274 “ 594 r1, 0, 1, 0s ` 432 r0, 1, 0, 1s ` 128 r1, 0, 0, 1s

`84 r0, 0, 1, 0s ` 36 r0, 1, 0, 0s, (5.44b)

f3 : 273 “ 128 r1, 0, 0, 1s ` 84 r0, 0, 1, 0s ` 36 r0, 0, 0, 1s

`16s r0, 0, 0, 1s ` 9v r1, 0, 0, 0s, (5.44c)

f4 : 26v “ 16s r0, 0, 0, 1s ` 9v r1, 0, 0., 0s ` 1. (5.44d)

(ii) 正則部分代数 su3 ‘ su3:

(A) Normal embedding この部分代数は拡張 Dynkin図式から α2 に対応する
ノードを取り除くことにより得られる．ルートの対応を α1

1 “ α3,α
1
2 “ α4, α

1
3 “ α1,

α1
4 “ ´θと取ると，一般論から得られる埋め込み行列は

MHpsu3 ‘ su3 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 ´2 1 1

0 0 ´1 2

1 ´1 0 0

´1 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.45a)
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MSpsu3 ‘ su3 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 ´4{3 1 0

0 ´2{3 0 1

1 ´2{3 0 0

0 ´1{3 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.45b)

MDpsu3 ‘ su3 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

´2 ´3 ´2 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.45c)

(B) Slansky embedding (A)の行列に，６個のWeyl変換w2α1`3α2`4α3`2α4 , wα2`α3`α4 ,

wα1`2α2`2α2 , wα3 , wα1`α2 , wα2を順次施すと

MHpsu3 ‘ su3 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

´2 0 1 1

´2 2 0 ´1

1 0 0 0

1 ´1 1 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.46a)

MSpsu3 ‘ su3 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

´2{3 ´2{3 2{3 1{3

´4{3 2{3 1{3 ´1{3

1{3 1{3 ´1{3 1{3

2{3 ´1{3 1{3 ´1{3

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.46b)

MDpsu3 ‘ su3 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 1 1

0 2 1 0

1 2 1 1

1 1 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.46c)
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基本表現の分岐則

f1 : 52adj “ p8adj,1q ` p1,8adjq ` p3,6˚q ` p3˚,6q, (5.47a)

f2 : 1274 “ p27,8q r2, 2sr1, 1s ` p6˚,15q r0, 2sr2, 1s ` p6,15˚q

`p15˚,6q ` p15,6˚q ` p24˚,3q r1, 3sr1, 0s ` p24,3˚q

`pp8,8qq ˆ 2 ` p15,3q r4, 0sr1, 0s ` p15˚,3˚q r0, 4sr0, 1s

`p15,3q r2, 1sr1, 0s ` p15˚,3˚q r1, 2sr0, 1s

`p6,6q ` p6˚,6˚q ` p27,1q r2, 2sr0, 0s ` pp6˚,3qq ˆ 2 ` pp6,3˚qq ˆ 2

`p1,10q r0, 0sr3, 0s ` p1,10˚q ` p10,1q ` p10˚,1q

`p3,3q ` p3˚,3˚q ` p1,8q ` p8,1q ` p1,1q, (5.47b)

f3 : 273 “ p8,8q ` p3,15q ` p3˚,15˚q

`p6,3˚q ` p6˚,3q ` p3,6˚q ` p3˚,6q

`p1,10q r0sr3, 0s ` p1,10˚q ` p3,3q ` p3˚,3˚q

`p1,8q ` p1,1q, (5.47c)

f4 : 26v “ p1,8adjq ` p3,3q ` p3˚,3˚q. (5.47d)

(iii) 正則部分代数 sp3 ‘ su2: subparagraph(A) Normal embedding この部分代数
は拡張Dynkin図式から α1に対応するノードを取り除くことにより得られる．ルー
トの対応を α1

1 “ α4,α
1
2 “ α3, α

1
3 “ α2, α

1
4 “ ´θと取ると，一般論から得られる埋め

込み行列は

MHpsp3 ‘ su2 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

´1 0 0 1

´1 0 1 ´1

´1 2 ´1 0

´1 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.48a)

MSpsp3 ‘ su2 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

´1 0 0 1

´2 0 1 0

´3{2 1 0 0

´1{2 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.48b)

MDpsp3 ‘ su2 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

´2 ´3 ´2 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.48c)
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(B) canonical embedding (A)の埋め込み行列に４個のWeyl変換wα1`α2`α3`α4 ,

wα1`α2`2α3 , wα1`α2 , wα2を順次施すと，f4に関しての最高ウエイトを sp3に関しての
最高ウエイトに射影する埋め込み行列が得られる：

MHpsp3 ‘ su2 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

´1 0 0 1

´1 0 1 ´1

´1 2 ´1 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.49a)

MSpsp3 ‘ su2 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 0 0 1

´1{2 0 1{2 0

´1{2 1 ´1{2 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.49b)

MDpsp3 ‘ su2 Ñ f4q “

¨

˚

˚

˚

˝

2 2 1 0

0 0 0 1

0 1 1 0

0 1 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.49c)

基本表現の分岐則

f1 : 52adj “ p21adj,1q r2, 0, 0s ` p14,2q r0, 0, 1s ` p1,3adjq, (5.50a)

f2 : 1274 “ p216,2q r2, 01s ` p189,1q r2, 1, 0s ` p90,3q r0, 2, 0s ` p84,1q r0, 0, 2s

`p64,2q r1, 1, 0s ` p21,3q r2, 0, 0s ` p21,1q ` p14,4q r0, 0, 1s

`p14,2q ` p1,3q, (5.50b)

f3 : 273 “ p70,1q r1, 0, 1s ` p64,2q r1, 1, 0s ` p21,1q r2, 0, 0s

`p14,3q r0, 1, 0s ` p6,2q r1, 0, 0s, (5.50c)

f4 : 26v “ p14,1q r0, 1, 0s ` p6,2q r1, 0, 0s.. (5.50d)

(iv) 特殊部分代数 su2:

(v) 特殊部分代数 g2 ‘ su2:

Normal embedding 部分代数 g2 ‘ su2に対して，F4の２６次元表現は

26v r0, 0, 0, 1s ÞÑ p7,3q r0, 1sr2s ` p1,5q r0, 0sr4s (5.51)
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と分解する．この表現の基底を (5.40)のように取ると，F4の基本ルート系に双対的
なCartan部分代数の基底Hαaの表現は，次の対角型行列で表される：

Hα1 ÞÑ r1p3q, 1p3q, 0p3q, 0p3q, 0p3q, p´1qp3q, p´1qp3qs ‘ r0p5qs, (5.52a)

Hα2 ÞÑ r2p3q, 1p3q, 1p3q, 0p3q, p´1qp3q, p´1qp3q, p´2qp3qs ‘ r0p5qs, (5.52b)

Hα3 ÞÑ r3, 2, 3, 1, 2, 1, 1, 2, 1,´1, 0, 1,´1,´2,´1,´1,´2,´1,´3,´2,´3s

‘r0, 1, 0,´1, 0s, (5.52c)

Hα3 ÞÑ r2, 1, 1, 1, 1, 01, 1, 0, 0, 0, 0, 0,´1,´1, 0,´1,´1,´1,´1,´2s

‘r1, 1, 0,´1,´1s. (5.52d)

一方，g2 ‘ su2の基本ルート系に双対的なCartan部分代数の基底Hα1
i
の表現は

Hα1
1

ÞÑ r1p3q, 1p3q, 0p3q, 0p3q, 0p3q, p´1qp3q, p´1qp3qs ‘ r0p5qs, (5.53a)

Hα1
2

ÞÑ r2p3q, 1p3q, 1p3q, 0p3q, p´1qp3q, p´1qp3q, p´2qp3qs ‘ r0p5qs, (5.53b)

Hα1
3

ÞÑ rp1, 0,´1qp7qs ‘ r2, 1, 0,´1,´2s. (5.53c)

両者を比較して

Hα1
1

“ Hα1 , Hα1
2

“ Hα2 , Hα1
3

“ 2Hα4 ´ Hα3 . (5.54)

よって，埋め込み行列は

MHpg2 ‘ su2 Ñ f4q “

¨

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 ´2 4

˛

‹

‚

, (5.55a)

MSpg2 ‘ su2 Ñ f4q “

¨

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 ´1 2

˛

‹

‚

, (5.55b)

MDpg2 ‘ su2 Ñ f4q “

¨

˚

˝

1 0 0 0

0 3 2 1

0 0 0 2

˛

‹

‚

. (5.55c)
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基本表現の分岐則

f1 : 52adj “ p14,1q r1, 0s ` p7,5q r0, 1s ` p1,3q, (5.56a)

f2 : 1274 “ p77,1q r0, 3s ` p64,5q r1, 1s ` p27,7q r0, 2s

`p27,5q ` p27,3q ` p14,9q r1, 0s ` p14,5q

`p14,3q ` p14,1q ` p7,9q r0, 1s ` p7,7q

`pp7,5qq ˆ 2 ` p7,3q ` p7,1q

`p1,7q ` p1,3q, (5.56b)

f3 : 273 “ p27,3q ` p14,5q ` p7,7q

`pp7,5qq ˆ 2 ` p7,3q ` p7,1q

`p1,7q ` p1,3q, (5.56c)

f4 : 26v “ p7,3q r0, 1s ` p1,5q. (5.56d)
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図 12: E6のDynkin図式

5.3 E6

5.3.1 代数の構造

e6は、ランク 6, 次元 78の Lie代数で、Cartan部分代数の計量は

K “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0 0 0

´1 2 ´1 0 0 0

0 ´1 2 ´1 0 ´1

0 0 ´1 2 ´1 0

0 0 0 ´1 2 0

0 0 ´1 0 0 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.57)

ルート系は

level root vectors

11 p1, 2, 3, 2, 1, 2q

10 p1, 2, 3, 2, 1, 1q

9 p1, 2, 2, 2, 1, 1q

8 p1, 2, 2, 1, 1, 1q, p1, 1, 2, 2, 1, 1q

7 p1, 1, 2, 1, 1, 1q, p1, 2, 2, 1, 0, 1q, p0, 1, 2, 2, 1, 1q

6 p1, 1, 1, 1, 1, 1q, p1, 1, 2, 1, 0, 1q, p0, 1, 2, 1, 1, 1q

5 p1, 1, 1, 1, 1, 0q, p1, 1, 1, 1, 0, 1q, p0, 1, 1, 1, 1, 1q, p0, 1, 2, 1, 0, 1q

4 p1, 1, 1, 1, 0, 0q, p1, 1, 1, 0, 0, 1q, p0, 1, 1, 1, 1, 0q, p0, 1, 1, 1, 0, 1q, p0, 0, 1, 1, 1, 1q

3 p1, 1, 1, 0, 0, 0q, p0, 1, 1, 1, 0, 0q, p0, 1, 1, 0, 0, 1q, p0, 0, 1, 1, 1, 0q, p0, 0, 1, 1, 0, 1q

2 p1, 1, 0, 0, 0, 0q, p0, 1, 1, 0, 0, 0q, p0, 0, 1, 1, 0, 0q, p0, 0, 0, 1, 1, 0q, p0, 0, 1, 0, 0, 1q

1 α1, α2, α3, α4, α5, α6

(5.58)

以下，Cartan部分代数の標準生成基底としては，Hi “ Hαi
pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , 6qを採用

する．
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5.3.2 表現

(1) 基本表現 Cartan行列は

C “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0 0 0

´1 2 ´1 0 0 0

0 ´1 2 ´1 0 ´1

0 0 ´1 2 ´1 0

0 0 0 ´1 2 0

0 0 ´1 0 0 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, C´1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

4{3 5{3 2 4{3 2{3 1

5{3 10{3 4 8{3 4{3 2

2 4 6 4 2 3

4{3 8{3 4 10{3 5{3 2

2{3 4{3 2 5{3 4{3 1

1 2 3 2 1 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

(5.59)

よって、基本表現は

highest weight dim hl triality

f1 p4{3, 5{3, 2, 4{3, 2{3, 1q : 27v 8 r1s

f2 p5{3.10{3, 4, 8{3, 4{3, 2q : 351 15 r2s

f3 p2, 4, 6, 4, 2, 3q : 2925 21 r0s

f4 p4{3, 8{3, 4, 10{3, 5{3, 2q : 351˚ 15 r1s

f5 p2{3, 4{3, 2, 5{3, 4{3, 1q : 27˚
v 8 r2s

f6 p1, 2, 3, 2, 1, 2q : 78adj 11 r0s

(5.60)
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(i) 27v “ r1, 0, 0, 0, 0, 0s 表現：

level weight vectors

8 p4{3, 5{3, 2, 4{3, 2{3, 1q

7 p1{3, 5{3, 2, 4{3, 2{3, 1q

6 p1{3, 2{3, 2, 4{3, 2{3, 1q

5 p1{3, 2{3, 1, 4{3, 2{3, 1q

4 p1{3, 2{3, 1, 1{3, 2{3, 1q, p1{3, 2{3, 1, 4{3, 2{3, 0q

3 p1{3, 2{3, 1, 1{3,´1{3, 1q, p1{3, 2{3, 1, 1{3, 2{3, 0q

2 p1{3, 2{3, 1, 1{3,´1{3, 0q, p1{3,´1{3, 0, 1{3, 2{3, 0q

1 p1{3, 2{3, 0, 1{3,´1{3, 0q, p1{3,´1{3, 0, 1{3, 2{3, 0q

0 p1{3,´1{3, 0, 1{3,´1{3, 0q, p1{3, 2{3, 0,´2{3,´1{3, 0q, p´2{3,´1{3, 0, 1{3, 2{3, 0q

´1 p´2{3,´1{3, 0, 1{3,´1{3, 0q, p1{3,´1{3, 0,´2{3,´1{3, 0q

´2 p´2{3,´1{3, 0,´2{3,´1{3, 0q, p1{3,´1{3,´1,´2{3,´1{3, 0q

´3 p´2{3,´1{3,´1,´2{3,´1{3, 0q, p1{3,´1{3,´1,´2{3,´1{3,´1q

´4 p´2{3,´4{3,´1,´2{3,´1{3, 0q, p´2{3,´1{3,´1,´2{3,´1{3,´1q

´5 p´2{3,´4{3,´1,´2{3,´1{3,´1q

´6 p´2{3,´4{3,´2,´2{3,´1{3,´1q

´7 p´2{3,´4{3,´2,´5{3,´1{3,´1q

´8 p´2{3,´4{3,´2,´5{3,´4{3,´1q

(5.61)
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以下，この２７次元表現の基底を次のように名付ける：

e1 “
1

3
p4, 5, 6, 4, 2, 1q, e2 “

1

3
p1, 5, 6, 4, 2, 3q, e3 “

1

3
p1, 2, 6, 4, 2, 3q,

e4 “
1

3
p1, 2, 3, 4, 2, 3q, e5 “

1

3
p1, 2, 3,´1, 2, 3q, e6 “

1

3
p1, 2, 3, 4, 2, 0q,

e8 “
1

3
p1, 2, 3, 1,´1, 3q, e7 “

1

3
p1, 2, 3, 1, 3, 0q, e10 “

1

3
p1, 2, 3, 1,´1, 0q,

e9 “
1

3
p1, 2, 0, 1, 2, 0q, e12 “

1

3
p1, 2, 0, 1,´1, 0q, e11 “

1

3
p1,´1, 0,´1, 2, 0q,

e13 “
1

3
p1,´1, 0, 1,´1, 0q, e14 “

1

3
p1, 2, 0,´2,´1, 0q, e15 “

1

3
p´2,´1, 0, 1, 2, 0q,

e17 “
1

3
p´2,´1, 0, 1,´1, 0q, e16 “

1

3
p1,´1, 0,´2,´1, 0q,

e19 “
1

3
p´2,´1, 0,´2,´1, 0q, e18 “

1

3
p1,´1,´3,´2,´1, 0q,

e21 “
1

3
p´3,´1,´3,´2,´1, 0q, e20 “

1

3
p1,´1,´3,´2,´1,´3q,

e22 “
1

3
p´2,´4,´3,´2,´1, 0q, e23 “

1

3
p´2, 1,´3,´2,´1,´3q,

e24 “
1

3
p´2,´4,´3,´2,´1,´3q, e25 “

1

3
p´2,´4,´6,´2,´1,´3q,

e26 “
1

3
p´2 ´ 4,´6,´5,´1,´3q, e27 “

1

3
p´2,´4,´6,´5,´4,´1q.

(5.62)

このとき，Cartan部分代数の基底 (αiの双対基底）の表現は，次のような対角型行
列で与えられる：

H1 ÞÑ

«

4

3
,

ˆ

1

3

˙p13q

,´
2

3
,
1

3
,´

2

3
,
1

3
,´

2

3
,
1

3
,´

2

3
,

ˆ

´
2

3

˙p6q
ff

, (5.63a)

H2 ÞÑ

«

5

3
,
5

3
,

ˆ

2

3

˙p9q

,´
1

3
,
2

3
,´

1

3
,
2

3
,

ˆ

´
1

3

˙p7q

,´
4

3
,´

1

3
,

ˆ

´
4

3

˙p4q
ff

,(5.63b)

H3 ÞÑ
“

p2q,p3q , p1qp5q, 0, 1, p0qp7q,´1, 0, p´1qp5q, p´2qp3q
‰

, (5.63c)

H4 ÞÑ

«

ˆ

4

3

˙p4q

,
1

3
,
4

3
,

ˆ

1

3

˙p7q

,´
2

3
,
1

3
,´

2

3
,
1

3
,

ˆ

´
2

3

˙p8q

,´
5

3
,´

5

3

ff

, (5.63d)

H6 ÞÑ

«

ˆ

2

3

˙p7q

,´
1

3
,
2

3
,´

1

3
,
2

3
,´

1

3
,
2

3
,

ˆ

´
1

3

˙p13q

,´
4

3

ff

(5.63e)

(2) 表現の一般的性質
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【定義 5.3 (合同類と合同数)】 　 e6の既約表現は３個の合同類をもち，既約表現
R “ ra1 ¨ ¨ ¨ , a6s(Dynkinに対して次式で定義される合同数により分類される：

cpRq ” a1 ´ a2 ` a4 ´ a5 pmod 3q. (5.64)

[Lemire F, Patera J.: JMP21, 2026 (1980); Slansky R: PLC79, 1 (1981); Dynkin EB:

Amer. Math. Soc. Trans. Ser. 2, 6, 111 & 245 (1975)] l

【命題 5.4 (最高ウエイトと最低ウエイト)】 　 E6型Lie代数の既約表現 ρに対して，

1) Weyl変換

w “ W rα3sW rp011100qsW rp111110qsW rp123212qs (5.65)

により，そのDynkinウエイト系は，

rm1m2m3m4m5m6s Ñ rp´m5qp´m4qp´m3qp´m2qp´m1qp´m6qs

と変換する．

2) ρの最高ウエイトのDynkinラベルを ra1 ¨a6sとすると，最低ウエイトのDynkin

ラベルは rp´a5qp´a4q ¨ ¨ ¨ p´a1qp´a6qsで与えられる．

3) ρの反傾表現（複素共役表現）ρ˚の最高ウエイトは ra5a4 ¨ ¨ ¨ a1a6sで与えられ
る．特に，ρが自己共役となるためには，a1 “ a5, a2 “ a4となることが必要十
分である．

l

(3) 表現のテンソル積の既約分解

p27 ˆ 27qs “ 3511˚ r200000s ` 27˚, (5.66)

p27 ˆ 27qa “ 351 r010000s, (5.67)

27 ˆ 27˚ “ 650 r100010s ` 78adj ` 1, (5.68)

p78adj ˆ 78adjqs “ 2430 r000002s ` 650 r100010s ` 1, (5.69)

p78adj ˆ 78adjqa “ 2925 r001000s ` 78adj, (5.70)

(5.71)
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5.3.3 極大半単純部分代数

e6の部分代数のうち、半単純代数と u1因子の直和で表されるもののうち極大なも
のは次の通りである：

1. 正則型：so10 ‘ u1, su6 ‘ su2, su3 ‘ su3 ‘ su3

2. 特殊型： su3, g2, sp4, f4, su3 ‘ g2.

(i) 正則型部分代数 so10 ‘ u1:

(A) normal embedding この部分代数は，Dynkin図式において，α5を取り除く
ことによって得られる．したがって，

ι˚pα1, α2, α3, α4, α6q “ pα1
1, ¨ ¨ ¨ , α1

5q, (5.72a)

ι˚α5 “ ´
1

2
α1
1 ´ α1

2 ´
3

2
α1
3 ´

5

4
α1
4 ´

3

4
α1
5. (5.72b)

対応する埋め込み行列は，

MHpso10 ‘ u1 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 1 1{2 0 1{2

0 1 1 1{2 0 1{2

0 0 1 1{2 0 1{2

0 0 0 1{2 0 1{2

0 0 0 ´1{2 0 1{2

1{2 1 3{2 5{4 1 3{4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.73a)

MSpso10 ‘ u1 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 ´1{2 0

0 1 0 0 ´1 0

0 0 1 0 ´3{2 0

0 0 0 1 ´5{4 0

0 0 0 0 ´3{4 1

0 0 0 0 3{4 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.73b)

MDpso10 ‘ u1 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

1{2 1 3{2 5{4 1 3{4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.73c)
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(B) canonical embedding e6に関する最高ウエイトを so10に関する最高ウエイ
トに写す埋め込み行列は，(5.73)に４個のWeyl変換wα5 , wα3`α4`α6 , wα1`α2`α3`α4 ,

wα2`α3`α4を順次作用させることにより得られ，次式で与えられる：

MHpso10 ‘ u1 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1{2 3{2 2 3{2 1{2 1

1{2 1{2 1 1{2 1{2 1

1{2 1{2 1 1{2 1{2 0

1{2 1{2 0 1{2 1{2 0

1{2 1{2 0 ´1{2 ´1{2 0

1 ´1 0 1 ´1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.74a)

MSpso10 ‘ u1 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1{2 1{2 0 1{2 ´1{2 0

0 0 0 0 0 1

1{2 ´1{2 1 ´1{2 1{2 0

1{4 ´1{4 0 1{4 3{4 0

3{4 1{4 0 ´1{4 1{4 0

3 ´3 0 3 ´3 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.74b)

MDpso10 ‘ u1 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 1 1 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0

1 1 0 0 0 0

1 ´1 0 1 ´1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.74c)
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基本表現の分岐則

f1 : 27v “ 16sp´1{4q ` 10vp1{2q ` 1p´1q, (5.75a)

f2 : 351 “ 144 r1, 0, 0, 0, 1sp1{4q ` 120 r0, 0, 1, 0, 0sp´1{2q ` 45adjp1q

16sp´5{4q ` 16˚
sp1{4q ` 10vp´1{2q, (5.75b)

f3 : 2925 “ 945 r1, 0, 1, 0, 0sp0q ` 560 r0, 1, 0, 0, 1sp3{4q ` 560 r0, 1, 0, 1, 0sp´3{4q

`210 r0, 0, 0, 1, 1sp0q ` 144 r1, 0, 0, 1, 0sp3{4q ` 144 r1, 0, 0, 0, 1sp´3{4q

`120 r0, 0, 1, 0, 0spp3{2q ` p´3{2qq ` 45adjp0q ` 16sp3{4q ` 16˚
sp´3{4q,

(5.75c)

f4 : 351˚ “ 144 r1, 0, 0, 1, 0sp´1{4q ` 120 r0, 0, 1, 0, 0sp1{2q ` 45adjp´1q

`16sp´1{4q ` 16˚
sp5{4q ` 10vp1{2q, (5.75d)

f5 : 27˚
v “ 16˚

sp1{4q ` 10vp´1{2q ` 1p1q, (5.75e)

f6 : 78adj “ 45adjp0q ` 16sp3{4q ` 16˚
sp´3{4q ` 1p0q.

(5.75f)

(ii) 正則型部分代数 su6 ‘ su2:

(A) normal embedding この部分代数は，拡張Dynkin図式から α6を取り除く
ことにより得られる．したがって，tα1

1, ¨ ¨ ¨ , α1
5uを su6の基本ルート系，α1

6を su2の
基本ルートとすると，

α1
1 “ α1, α1

2 “ α2, α1
3 “ α3, α1

4 “ α4, α1
5 “ α5 (5.76)

α1
6 “ ´θ “ ´α1 ´ 2α2 ´ 3α3 ´ 2α4 ´ α5 ´ 2α6. (5.77)

これより，埋め込み行列は

MHpsu6 ‘ su2 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 1 1 1 0

0 1 1 1 1 0

0 0 1 1 1 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

´1 ´2 ´3 ´2 ´1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.78a)
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MSpsu6 ‘ su2 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0 ´1{2

0 1 0 0 0 ´1

0 0 1 0 0 ´3{2

0 0 0 1 0 ´1

0 0 0 0 1 ´1{2

0 0 0 0 0 ´1{2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.78b)

MDpsu6 ‘ su2 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

´1 ´2 ´3 ´2 ´1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.78c)

(B) canonical embedding e6に関する最高ウエイトを su6の最高ウエイトに写
す埋め込み行列は，(A)の行列に 5つのWeyl変換 wα2`2α3`α4`α6 , wα6 , wα3`α4`α5 ,

wα2`α3`α4 , wα1`α2`α3を順次施すことにより得られる．

MHpsu6 ‘ su2 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 2 3 2 1 2

1 2 2 1 1 1

1 2 2 1 0 1

1 1 1 0 0 1

0 1 1 0 0 1

0 0 1 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.79a)

MSpsu6 ‘ su2 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ´1{2 0 1{2 0 1{2

0 0 0 0 1 0

0 1{2 0 1{2 0 ´1{2

1 0 0 0 0 0

0 1{2 0 ´1{2 0 1{2

0 ´1{2 1 ´1{2 0 ´1{2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.79b)

MDpsu6 ‘ su2 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 1 1 0 1

0 0 0 0 1 0

0 1 1 1 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 1

0 0 1 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.79c)
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(C) Slansky embedding (1) (B)の埋め込み行列において，su6と su2の順番を入
れ替え，さらに５個のWeyl変換wα1`α2 , wα2`2α3`2α4`α5`α6 , wα2`2α3`α4`α6 , wα2`α3 ,

wα3を順次施すと，次の埋め込み行列を得る：

MHpsu2 ‘ su6 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 1 1 1 0

1 1 1 0 0 1

0 ´1 ´1 ´1 0 0

0 ´1 ´2 ´2 ´1 ´1

0 0 ´1 ´1 0 0

0 0 0 ´1 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.80a)

MSpsu2 ‘ su6 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1{2 0 0 0 1{2 ´1{2

1{2 0 0 0 ´1{2 1{2

1 ´1 0 0 0 1

3{2 ´1 0 0 ´1{2 1{2

1 0 ´1 0 0 1

1{2 0 0 ´1 1{2 1{2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.80b)

MDpsu2 ‘ su6 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 1 1 1 0

1 2 2 1 0 1

0 0 1 1 1 1

0 ´1 ´1 ´1 ´1 ´1

0 0 ´1 0 0 0

0 0 0 ´1 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.80c)

(D) Slansky embedding (2) (C)の埋め込みの複素共役に対応．まず，(C)の
行列の su6サイドにおいて，fi Ø f 1

6´iに対応する行の入れ替え (i行 Ø p8 ´ iq行;

i “ 2, ¨ ¨ ¨ , 6)を行い，さらに５個のWeyl変換 wα1`2α2`2α3`α4`α5`α6 , wα2`α3`α4`α5 ,

wα3`α6 , wα2`α3`α4 , wα3`α4を行うと次の埋め込み行列を得る．

MHpsu2 ‘ su6 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 ´1 ´1 0 0

0 1 2 1 1 1

1 2 3 2 1 2

1 1 2 ´1 1 1

0 0 1 1 1 1

0 0 1 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.81a)
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MSpsu2 ‘ su6 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1{2 ´1{2 ´1{2 1{2 1{2

´1 1{2 1{2 ´1{2 1{2 ´1{2

´1 1 0 0 0 0

0 1{2 1{2 ´1{2 1{2 ´1{2

0 0 0 0 1 0

0 ´1{2 1{2 ´1{2 1{2 1{2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.81b)

MDpsu2 ‘ su6 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 ´1 ´1 0 0

´1 ´1 ´1 ´1 0 ´1

0 1 1 1 0 1

1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.81c)

なお，この埋め込みによる e6の表現の分岐則は，(C)までのもの（下の公式）の
複素共役となる．

基本表現の分岐則

f1 : 27v “ p15˚,1q r0, 0, 0, 1, 0sr0s ` p6,2q r1, 0, 0, 0, 0sr1s, (5.82a)

f2 : 351 “ p105˚,1q r0, 0, 1, 0, 1s ` p84,2q r1, 0, 0, 1, 0sr1s ` p21,1q r2, 0, 0, 0, 0sr0s

`p15,3q r0, 1, 0, 0, 0sr2s ` p6˚,2q r0, 0, 0, 0, 1sr1s, (5.82b)

f3 : 2925 “ p540,2q r1, 0, 1, 0, 1sr1s ` p280,1q r2, 0, 0, 1, 0sr0s ` p280˚,1q

`p189,3q r0, 1, 0, 1, 0sr2s ` p175,1q r0, 0, 2, 0, 0sr0s ` p70,2q r1, 1, 0, 0, 0sr1s

`p70˚,2q ` p35,3q r1, 0, 0, 0, 1sr2s ` p35˚,3q

`p20,4q r0, 0, 1, 0, 0sr3s ` p20,2q r0, 0, 1, 0, 0sr1s ` p1,3q r0sr2s, (5.82c)

f4 : 351˚ “ p105,1q r1, 0, 1, 0, 0sr0s ` p84˚,2q r0, 1, 0, 0, 1sr1s ` p21˚,1q r0, 0, 0, 0, 2sr0s

p15˚,3q r0, 0, 0, 1, 0sr2s ` p6,2q r1, 0, 0, 0, 0sr1s, (5.82d)

f5 : 27˚
v “ p15,1q r0, 1, 0, 0, 0sr0s ` p6˚,2q r0, 0, 0, 0, 1sr1s, (5.82e)

f6 : 78adj “ p35,1q r1, 0, 0, 0, 1sr0s ` p20,2q r0, 0, 1, 0, 0sr1s ` p1,3q r0, 0, 0, 0, 0ss2s.

(5.82f)

(iii) 正則型部分代数 su3 ‘ su3 ‘ su3:
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(A) normal embedding E6の拡張Dynkin図式より，この部分代数は，θをルー
ト系の最高ウエイト

θ “ α1 ` 2α2 ` 3α3 ` 2α4 ` α5 ` 2α6 (5.83)

として，

L1 “ xHα1 , Hα2 , Eα1 , Eα2y – sl3, (5.84a)

L2 “ xHα4 , Hα5 , Eα4 , Eα5y – sl3, (5.84b)

L1 “ xHα6 , H´θ, Eα6 , E´θy – sl3 (5.84c)

のコンパクト実型の直和により与えられる．よって，埋め込み行列は

MHpsu33 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

´1 ´2 ´3 ´2 ´1 ´1

´1 ´2 ´3 ´2 ´1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.85a)

MSpsu33 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ´1{3 0 0 0

0 1 ´2{3 0 0 0

0 0 ´2{3 1 0 0

0 0 ´1{3 0 1 0

0 0 ´2{3 0 0 1

0 0 ´1{3 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.85b)

MDpsu33 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

´1 ´2 ´3 ´2 ´1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.85c)

(B) canonical embedding 最高ウエイトを最高ウエイトに写す埋め込み行列は，
(5.85)に５個のWeyl変換 wα2`2α3`α4`α5`α6 , wα3`α4`α6 , wα1`α2`α3 , wα2`α3`α4 , wα4
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を順次施すことにより得られる：

MHpsu33 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 4 4 3 2 2

2 3 2 2 1 1

1 2 1 1 1 0

1 2 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.86a)

MSpsu33 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1{3 ´1{6 0 2{3 1{3

1 2{3 ´4{3 1 1{3 2{3

1 1 ´3{2 1 1 0

1 4{3 ´2{3 0 1{3 ´1{3

0 5{3 ´5{6 0 1{3 ´1{3

0 ´1{2 1{2 1{2 ´1{2 ´1{2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.86b)

MDpsu33 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 2 1 1 1

1 1 1 1 0 1

0 0 0 1 1 0

1 1 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.86c)
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基本表現の分岐則

f1 : 27v “ p3˚,3˚,1q ` p3,1,3˚q ` p1,3,3q, (5.87a)

f2 : 351 “ p8,3˚,3q ` p3˚,8,3q ` p3,3,8q ` p6,3,1q ` p3,6,1q

`p1,6,3˚q ` p3˚,1,6q ` p1,3˚,6q ` p6,1,3q

`p3,3,1q ` p3˚,1,3q ` p1,3˚,3˚q, (5.87b)

f3 : 2925 “ p15,3˚,3˚q ` p15˚,3,3q ` p3,15˚,3˚q

`p3˚,15,3q ` p3,3˚,15˚q ` p3˚,3,15q

`p10,1,1q ` p10˚,1,1q ` p1,10,1q

`p1,10˚,1q ` p1,1,10q ` p1,1,10˚q

`p8,8,8q ` pp8,8,1qq ˆ 2 ` pp8,1,8qq ˆ 2 ` pp1,8,8qq ˆ 2

`p8,1,1q ` p1,8,1q ` p1,1,8q

`p6,6˚,3q ` p6˚,6,3˚q ` p6,3,6˚q

`p6˚,3˚,6q ` p3,6,6q ` p3˚,6˚,6˚q

`p6,3,3q ` p6˚,3˚,3˚q ` p3,3˚,6q

`p3˚,3,6˚q ` p3,6,3˚q ` p3˚,6˚,3q

`pp3,3˚,3˚qq ˆ 3 ` pp3˚,3,3qq ˆ 3 ` 1, (5.87c)

f4 : 351˚ “ p8,3,3˚q ` p3,8,3˚q ` p3˚,3˚,8q ` p6,3˚,1q ` p3˚,6,1q

`p1,6,3q ` p3,1,6q ` p1,3,6q ` p6,1,3˚q

`p3˚,3˚,1q ` p3,1,3˚q ` p1,3,3q, (5.87d)

f5 : 27˚
v “ p3,3,1q ` p3˚,1,3q ` p1,3˚,3˚q, (5.87e)

f6 : 78adj “ p8adj,1,1q ` p1,8adj,1q ` p1,1,8adjq

`p3˚,3,3˚q ` p3,3˚,3q. (5.87f)

(iv) 特殊型部分代数 su3:

Canonical embedding この部分代数は，su3の２７次元表現 r2, 2sと e6の２７次元
表現 r1, 0, 0, 0, 0, 0sを比較することにより得られる．まず，su3および e6のCartanL1

0,

L0の基底 tH 1
1, H

1
2uおよび tH1, ¨ ¨ ¨ , H6uを，いずれも基本ルートの双対基底に取る．
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ことのき，su3の 27次元表現の基底を

e1 “ p2, 2q, e2 “ p1, 2q, e3 “ p2, 1q, e4 “ p0, 2q, e5 “ p1, 1q1, e6 “ p1, 1q2,

e7 “ p0, 1q, e8 “ p2, 0q, e9 “ p1, 0q, e10 “ p0, 1q, e11 “ p´1, 1q, e12 “ p1, 0q,

e13 “ p0, 0q1, e14 “ p0, 0q2, e15 “ p0, 0q3,

e16 “ p´1, 0q, e17 “ p1, 1q, e18 “ p0,´1q, e19 “ p1, 0q, e20 “ p´2, 0q, e21 “ p0,´1q,

e22 “ p´1,´1q1, e23 “ p´1,´1q2, e24 “ p0,´2q, e25 “ p´2,´1q, e26 “ p´1,´2q,

e27 “ p´2,´3q (5.88)

この基底のもとで，Cartan部分代数の生成元の作用は，次の対角型行列で表される：

H 1
1 ÞÑ r2, 1, 2, 0, 1, 1, 2, 0, 0, 1, 1,´1, 0, 0, 0, 1,´1,´1,

0, 0, 2,´1,´1, 0,´2,´1,´2s, (5.89a)

H 1
2 ÞÑ r2, 2, 1, 2, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0,´1, 0, 0,

´1,´1, 0,´1,´1,´2,´1,´2,´2s, (5.89b)

(5.89c)

これより，

H 1
1 ÞÑ H1 ´ H2 ` 2H3 ´ H4 ` H5 ´ H6, (5.90a)

H 1
2 ÞÑ H2 ´ H3 ` H4 ` H6. (5.90b)

よって，埋め込み行列は，

MSpsu3 Ñ e6q “ MH “

˜

1 ´1 2 ´1 1 ´1

0 1 ´1 1 0 1

¸

, (5.91a)

MDpsu3 Ñ e6q “

˜

2 2 5 2 2 1

2 5 5 5 2 4

¸

. (5.91b)
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基本表現の分岐則

f1 : 27v “ 27 r2, 2s, (5.92a)

f2 : 351 “ 81 r5, 2s ` 81˚ ` 64 r3, 3s ` 35 r4, 1s ` 35˚

27 r2, 2s ` 10 r3, 0s ` 10˚ ` 8, (5.92b)

f3 : 2925 “ 216 r5, 5s ` p154 r6.3sq ˆ 2 ` p154˚q ˆ 2 ` p125 r4, 4sq ˆ 2

`p81 r5, 2sq ˆ 4 ` p81˚q ˆ 4 ` 80 r7, 1s ` 80˚ ` p64 r3, 3sq ˆ 6

`55 r9, 0s ` 55˚ ` p35 r4, 1sq ˆ 4 ` p35˚q ˆ 4

`28 r6, 0s ` 28˚ ` p27 r2, 2sq ˆ 4 ` p10 r3, 0sq ˆ 4 ` p10˚q ˆ 4

`p8 r1, 1sq ˆ 2 ` 1, (5.92c)

f4 : 351˚ “ 81 r5, 2s ` 81˚ ` 64 r3, 3s ` 35 r4, 1s ` 35˚

27 r2, 2s ` 10 r3, 0s ` 10˚ ` 8, (5.92d)

f5 : 27˚
v “ 27 r2, 2s, (5.92e)

f6 : 78adj “ 8adj ` 35 r4, 1s ` 35˚ r1, 4s. (5.92f)

(v) 特殊型部分代数 g2:

(A) normal embedding この埋め込みは，e6の２７次元表現 r1, 0, 0, 0, 0, 0sと g2
の２７次元表現 r0, 2sを比較することにより得られる．まず，e2および e6のCartanL1

0,

L0の基底 tH 1
1, H

1
2uおよび tH1, ¨ ¨ ¨ , H6uを，いずれも基本ルートの双対基底に取る．

ことのき，g2の 27次元表現の基底を

e1 “ p2, 4q, e2 “ p2, 3q, e3 “ p1, 3q, e4 “ p2, 2q, e5 “ p1, 2q1, e6 “ p1, 2q2,

e7 “ p0, 2q, e8 “ p1, 1q1, e9 “ p1, 1q2, e10 “ p0, 1q1, e11 “ p0, 1q2, e12 “ p1, 0q,

e13 “ p0, 0q1, e14 “ p0, 0q2, e15 “ p0, 0q3,

e16 “ p´1, 0q, e17 “ p0,´1q2, e18 “ p0,´1q1, e19 “ p´1,´1q2, e20 “ p´1,´1q1,

e21 “ p0,´2q, e22 “ p´1,´2q2, e23 “ p´1,´2q1, e24 “ p´2,´2q, e25 “ p´1,´3q,

e26 “ p´2,´3q, e27 “ p´2,´4q (5.93)
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この基底のもとで，Cartan部分代数の生成元の作用は，次の対角型行列で表される：

H 1
1 ÞÑ r2, 2, 1, 2, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0,´1, 0, 0,

´1,´1.0,´1,´1,´2,´1,´2,´2s, (5.94a)

H 1
2 ÞÑ r4, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0,´1,´1,

´1,´1,´2,´2,´2,´2,´3,´3,´4s, (5.94b)

(5.94c)

これより，

H 1
1 ÞÑ H2 ´ H3 ´ H4 ` H6, (5.95a)

H 1
2 ÞÑ H1 ` H3 ` H5. (5.95b)

よって，埋め込み行列は，

MSpg2 Ñ e6q “ MH “

˜

0 1 ´1 1 0 1

1 0 1 0 1 0

¸

, (5.96a)

MDpg2 Ñ e6q “

˜

0 1 0 1 0 1

2 2 5 2 2 1

¸

. (5.96b)

(B) Canonical embedding この部分代数については，最高ウエイトを常に最高
ウエイトに写す埋め込み行列（基本ルート系）は存在しない．

基本表現の分岐則

f1 : 27v “ 27 r0, 2s, (5.97a)

f2 : 351 “ 189 r1, 2s ` 77 r2, 0s ` 64 r1, 1s

`14 r1, 0s ` 7 r0, 1s, (5.97b)

f3 : 2925 “ 448 r1, 3s ` 378 r0, 5s ` p286 r2, 1sq ˆ 2 ` 273 r3, 0s

`p189 r1, 2sq ˆ 3 ` 182 r0, 4s ` p77 r0, 3sq ˆ 4 ` p64 r1, 1sq ˆ 2

`27 r0, 2s ` p14 r1, 0sq ˆ 2 ` p7 r0, 1sq ˆ 2, (5.97c)

f4 : 351˚ “ 189 r1, 2s ` 77 r2, 0s ` 64 r1, 1s

`14 r1, 0s ` 7 r0, 1s, (5.97d)

f5 : 27˚
v “ 27 r0, 2s, (5.97e)

f6 : 78adj “ 14adj r1, 0s ` 64 r1, 1s (5.97f)
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(vi) 特殊型部分代数 g2 ‘ su3:

Canonical embedding 27 “ 6 ˆ 1 ` 3 ˆ 7より，この埋め込みは，e6の２７次元
表現 r1, 0, 0, 0, 0, 0sと，su3の６次元表現 r0, 2s，３次元表現 r1, 0sおよび g2の７次元
表現 r0, 1sを比較することにより決定される．
まず，su3の 6˚において，基底を

6˚|su3 : e1 “ p4{3, 2{3q, e2 “ p1{3, 2{3q, e3 “ p1{3,´1{3q, e4 “ p´2{3, 2{3q,

e5 “ p´2{3,´1{3q, e6 “ p´2{3,´4{3q (5.98)

と取る．このとき，これらの基底は，e6の 27v表現の標準基底 (5.62)と次のように
対応する：

6˚ Ñ 27 : re1, ¨ ¨ ¨ , e6s ÞÑ re9, e11, e13, e15, e17, e19s (5.99)

次に，su3の３次元表現 r1, 0sの基底を

3|su3 : e1 “ p2{3, 1{3q, e2 “ p´1{3, 1{3q, e3 “ p´1{3,´2{3q (5.100)

と，また，g2の７次元表現 r0, 1sの基底を

7|g2 : e1 “ p1, 2q, e2 “ p1, 1q, e3 “ p0, 1q, e4 “ p0, 0q, e5 “ p0,´1q,

e6 “ p´1,´1q, e7 “ p´1,´2q. (5.101)

と取ると，su3 ‘g2の 3ˆ7表現の基底と e6の 27表現の基底は次のように対応する：

3 ˆ 7 Ñ 27 : rei b ej, i “ 1, 2, 3, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , 7s ÞÑ re1, e2, e3; e4, e5, e8; e6, e7, e10;

e12, e14, e16; e18, e21, e22; e20, e23, e24; e25, e26, e27s (5.102)

これらの対応により，基本ルートに対して双対的な L0psu3qの基底H 1
1, H

1
2は L0pe6q

に
H 1

1 “ H1 ´ H3 ` H4, H 1
2 “ H2 ´ H3 ` H5 (5.103)

と埋め込まれることが分かる．また，基本ルートに対して双対的な L0pg2qの基底
H 1

3, H
1
4はL0pe6qに

H 1
3 “ H6, H 1

4 “ H3 (5.104)

151 目次へ



目次へ

と埋め込まれる．以上より，埋め込み行列は

MSpg2 ‘ su3 Ñ e6q “ MH “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0

1 0 ´1 1 0 0

0 1 ´1 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.105a)

MDpg2 ‘ su3 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0 1

1 2 3 2 1 0

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

. (5.105b)

基本表現の分岐則

f1 : 27v “ p1,6˚q ` p7v,3q r0, 1sr1, 0s, (5.106a)

f2 : 351 “ p27,3˚q r0, 2sr0, 1s ` p14,6q r1, 0sr2, 0s ` p7,15˚q r0, 1sr1, 2s

`p7,6q r0, 1sr2, 0s ` p7,3˚q r0, 1sr0, 1s ` p1,15˚q r0sr1, 2s

`1 3˚r0sr0, 1s, (5.106b)

f3 : 2925 “ p77,1q r0, 3sr0s ` p64,8q r1, 1sr1, 1s ` p27,10q r0, 2sr3, 0s ` p27,10˚q

`p27,8q r0, 2sr1, 1s ` p14,27q r1, 0sr2, 2s ` p14,8q r1, 0sr1, 1s ` p14,1q

`p7,27q r0, 1sr2, 2s ` p7,10q r0, 1sr3, 0s ` p7,10˚q ` p7,8q

`p7,1q ` p1,10q ` p1,10˚q ` p1,8q, (5.106c)

f4 : 351˚ “ p27,3q r0, 2sr1, 0s ` p14,6˚q r1, 0sr0, 2s ` p7,15q r0, 1sr2, 1s

`p7,6˚q r0, 1sr0, 2s ` p7,3q r0, 1sr1, 0s ` p1,15q r0sr2, 1s

`1 3r0sr1, 0s, (5.106d)

f5 : 27˚
v “ p1,6q ` p7v,3

˚q r0, 1sr0, 1s, (5.106e)

f6 : 78adj “ p1,8adjq ` p14,1q r1, 0sr0s ` p7v,8q r0, 1sr1, 1s. (5.106f)

(vii) 特殊型部分代数 sp4:

(A) normal embedding この埋め込みは，e6の２７次元表現 r1, 0, 0, 0, 0, 0sと sp4
の２７次元表現 r0, 1, 0, 0sを比較することにより得られる．まず，sp4 および e6 の
CartanL1

0, L0の基底 tH 1
1, ¨ ¨ ¨ , H 1

4uおよび tH1, ¨ ¨ ¨ , H6uを，いずれも基本ルートの
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双対基底に取る．ことのき，sp4の 27次元表現の基底を

e1 “ p1, 2, 2, 1q, e2 “ p1, 1, 2, 1q, e3 “ p0, 1, 2, 1q, e4 “ p1, 1, 1, 1q,

e5 “ p0, 1, 1, 1q, e6 “ p1, 1, 1, 0q, e7 “ p0, 1, 1, 0q, e8 “ p0, 0, 1, 1q,

e9 “ p1, 1, 0, 0q, e10 “ p0, 0, 1, 0q, e11 “ p0, 1, 0, 0q, e12 “ p1, 0, 0, 0q,

e13 “ p0, 0, 0, 0q1, e14 “ p0, 0, 0, 0q2, e15 “ p0, 0, 0, 0q3,

e16 “ p´1, 0, 0, 0q, e17 “ p0,´1, 0, 0q, e18 “ p0, 0,´1, 0q, e19 “ p´1,´1, 0, 0q,

e20 “ p0, 0,´1,´1q1, e21 “ p0,´1,´1, 0q, e22 “ p´1,´1,´1, 0q,

e23 “ p0,´1,´1,´1q, e24 “ p´1,´1,´1,´1q, e25 “ p0,´1,´2,´1q,

e26 “ p´1,´1,´2,´1q, e27 “ p´1,´2,´2,´1q (5.107)

この基底のもとで，Cartan部分代数の生成元の作用は，次の対角型行列で表される：

H 1
1 ÞÑ r1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0,´1, 0, 0,´1, 0, 0,´1, 0,´1, 0,´1,´1s,

H 1
2 ÞÑ r2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0,´1, 0,´1, 0,´1,´1,´1,´1,´1,´1,´2s,

H 1
3 ÞÑ r2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,´1, 0,´1,´1,´1,´1,´1,´2,´2,´2s,

H 1
4 ÞÑ r1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,´1, 0, 0,´1,´1,´1,´1,´1s.

これより，

H 1
1 ÞÑ H2 ´ H3 ` H4, (5.108a)

H 1
2 ÞÑ H1 ` H5, (5.108b)

H 1
3 ÞÑ H3, (5.108c)

H 1
4 ÞÑ H6 (5.108d)

よって，埋め込み行列は，

MSpg2 Ñ e6q “ MH “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 ´1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.109a)

MDpg2 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 2 1 0 0

0 0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

. (5.109b)
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(B) Canonical embedding 最高ウエイトを最高ウエイトに写す埋め込み行列は，
上記の行列にWeyl変換wα3を施すことにより得られ，

MSpg2 Ñ e6q “ MH “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 1 0 0 ´1

1 0 0 0 1 0

0 1 ´1 1 0 1

0 0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.110a)

MDpg2 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 2 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

. (5.110b)

基本表現の分岐則

f1 : 27v “ 27 r0, 1, 0, 0s, (5.111a)

f2 : 351 “ 　 315 r1, 0, 1, 0s ` 36 r2, 0, 0, 0s, (5.111b)

f3 : 2925 “ 1155 r2, 0, 0, 1s ` 825 r0, 0, 2, 0s ` 594 r2, 1, 0, 0s

`315 r1, 0, 1, 0s ` 36 r2, 0, 0, 0s (5.111c)

f4 : 351˚ “ 315 r1, 0, 1, 0s36 r2, 0, 0, 0s, (5.111d)

f5 : 27˚
v “ 27 r0, 1, 0, 0s, (5.111e)

f6 : 78adj “ 36adj r2, 0, 0, 0s ` 42 r0, 0, 0, 1s. (5.111f)

(viii) 特殊型部分代数 f4:

(A) Canonical embedding この埋め込みは，e6の 27次元表現と f4の２６次元
表現の比較より得られる．まず，f4の２６次元表現において，基底を次のように名
付ける：

e1 “ p1, 2, 3, 2q, e2 “ p1, 2, 3, 1q, e3 “ p1, 2, 3, 1q, e4 “ p1, 1, 2, 1q, e5 “ p1, 1, 1, 1q,

e6 “ p0, 1, 2, 1q, e7 “ p0, 1, 1, 1q, e8 “ p1, 1, 1, 0q, e9 “ p0, 0, 1, 1q, e10 “ p0, 1, 1, 0q,

e11 “ p0, 0, 0, 1q, e12 “ p0, 0, 1, 0q, e13 “ p0, 0, 0, 0q1, e15 “ p0, 0, 0, 0q2,

e16 “ p0, 0,´1, 0q, e17 “ p0, 0, 0,´1q, e18 “ p0,´1,´1, 0q, e19 “ p0, 0,´1,´1q,

e20 “ p´1,´1,´1, 0q, e21 “ p0,´1,´1,´1q, e22 “ p0,´1,´2,´1q,

e23 “ p´1. ´ 1,´1,´1q, e24 “ p´1,´1,´2,´1q, e25 “ p´1,´2,´3,´1q,

e26 “ p´1,´2,´3,´1q, e27 “ p´1,´2,´3,´2q. (5.112)
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このとき，f4の Cartan部分代数の生成元H 1
i(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 4)を α1

iの双対基底に取る
と，その作用は，上記の基底に e14を加えた２７次元空間で，次の対角型行列で表さ
れる：

H 1
1 ÞÑ rp1qp4q, 0, 1, 0, 1, p0qp11q,´1, 0,´1, 0, p´1qp4qs, (5.113a)

H 1
2 ÞÑ rp2qp3q, p1qp5q, 0, 1, p0qp7q,´1, 0, p´1qp5q, p´2qp3qs, (5.113b)

H 1
3 ÞÑ rp3qp2q, p2qp3q, p1qp5q, 0, 1, 0, 0, 0,´1, 0, p´1qp5q, p´2qp3q, p´3qp2qs,(5.113c)

H 1
4 ÞÑ r2, p1qp6q, 0, 1, 0, 1, p0qp5q,´1, 0,´1, 0, p´1qp6q,´2s. (5.113d)

これと，e6のCartan部分代数の生成元Hj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , 6)の 27次元表現における行
列表示を比較して，

H 1
1 “ H6, H 1

2 “ H3, H 1
3 “ H2 ` H4, H 1

4 “ H1 ` H5 (5.114)

を得る．よって，埋め込み行列は

MDpf4 Ñ e6q “ MS “ MH “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

. (5.115)

この埋め込み行列は，e6に関しての最高ウエイトを f4に対する最高ウエイトに写す．

(B) Slansky embedding (A)の行列に３個のWeyl変換 wα3`α4`α5 , wα2`α3`α4 ,

wα3を施すと次の埋め込み行列が得られる：

MHpf4 Ñ e6q “ MSpf4 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0 1

1 0 0 ´1 0 2

2 ´1 1 ´2 1 2

1 0 1 ´1 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (5.116a)

MDpf4 Ñ e6q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 2 2 1 1

0 0 ´1 ´1 ´1 0

0 ´1 0 0 1 0

1 2 2 1 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

. (5.116b)
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基本表現の分岐則

f1 : 27v “ 26 r0, 0, 0, 1s ` 1, (5.117a)

f2 : 351 “ 273 r0, 0, 1, 0s ` 52 r1, 0, 0, 0s ` 26 r0, 0, 0, 1s, (5.117b)

f3 : 2925 “ 1274 r0, 1, 0, 0s ` 1053 r1, 0, 0, 1s ` p273 r0, 0, 1, 0sq ˆ 2

`52 r1, 0, 0, 0s (5.117c)

f4 : 351˚ “ 273 r0, 0, 1, 0s ` 52 r1, 0, 0, 0s ` 26 r0, 0, 0, 1s, (5.117d)

f5 : 27˚
v “ 26 r0, 0, 0, 1s ` 1, (5.117e)

f6 : 78adj “ 52adj r1, 0, 0, 0s ` 26v r0, 0, 0, 1s. (5.117f)
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図 13: E7のDynkin図式

5.4 E7

5.4.1 LIe代数の構造

ルート系とその E8への等長埋め込み

• 全 rootベクトル

– slp8qのルートベクトル 56個：p1,´1, 0, 0, 0, 0, 0, 0qとそのすべての置換．

– slp8qの 70次元表現: p1{2, 1{2, 1{2, 1{2,´1{2,´1{2,´1{2,´1{2qとそのす
べての置換．

• 単純ルート

αi “ ei ´ ei`1 pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , 6q, (5.118a)

α7 “ ´1
2
pe1 ` e2 ` e3q ` 1

2
pe4 ` e5 ` e6 ` e7q ´ 1

2
e8. (5.118b)

• 正ルート

αij “ ei ´ ej p1 ď i ă j ď 8q, (5.119a)

βijkl “ ei ` ej ` ek ` el ´
1

2
pe1 ` ¨ ¨ ¨ ` e8q p1 ď i ă j ă k ă l ď 7q.(5.119b)

単純ルートで表すと，

αij “ αi ` αi`1 ` ¨ ¨ ¨ ` αj p1 ď i ă j ď 7q, (5.120a)

α78 “ α1 ` 2α2 ` 3α3 ` 2α4 ` α5 ` 2α7, (5.120b)

αi8 “ α78 ` αi ` αi`1 ` ¨ ¨ ¨ ` α6 pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , 6q, (5.120c)

βijkl “ pαi ` ¨ ¨ ¨ ` α3q ` pαj ` ¨ ¨ ¨ ` α4q ` pαk ` ¨ ¨ ¨ ` α5q

`pαl ` ¨ ¨ ¨ ` α6q ` α7. (5.120d)
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5.4.2 表現

基本表現

Dynkin weight 次元
r1, 0, 0, 0, 0, 0, 0s 133 (adjoint)

r0, 1, 0, 0, 0, 0, 0s 8645

r0, 0, 1, 0, 0, 0.0s 365750

r0, 0, 0, 1, 0, 0, 0s 27664

r0, 0, 0, 0, 1, 0, 0s 1539

r0, 0, 0, 0, 0, 1, 0s 56

r0, 0, 0, 0, 0, 0, 1s 912

合同類
【定義 5.5 (合同類と合同数)】 　 e7 の既約表現は２個の合同類をもち，既約表
現R “ ra1 ¨ ¨ ¨ , a7s(Dynkinレベル）に対して次式で定義される合同数により分類さ
れる：

cpRq ” a4 ` a6 ` a7 pmod 2q. (5.121)

[Lemire F, Patera J.: JMP21, 2026 (1980); Slansky R: PLC79, 1 (1981); Dynkin EB:

Amer. Math. Soc. Trans. Ser. 2, 6, 111 & 245 (1975)] l

【命題 5.6 (合同類と実・擬実表現の対応)】 　 e7の表現は，その合同数が 0のとき
実表現，1のとき擬実表現となる． l

5.4.3 E7p`7qの 56次元基本表現

Lie代数 56次元空間を

R56 “ R28 ‘ R28 – pR8 ^ R8q ‘ pR8 ^ R8q Q pxij, yijq (5.122)

と見なし，2つの反対称テンソルの組で座標付けする．Λ P slp8,Rqと Σ “ pΣijkl P
Ź4R8に対して，R56の無限小変換を次のように対応させる：

T “ pΛ,Σq ÞÑ δ

˜

xij

yij

¸

“

˜

Λ ^ 1 ‹Σ

Σ ´ TΛ ^ 1

¸˜

xij

yij

¸

(5.123)

ここで，
pΛ ^ 1qijkl “ 2Λri

rksδ
js

ls , p TΛ ^ 1qij
kl “ 2Λrk

risδ
ls
js

(5.124)
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この変換の交換関係は

rT1, T2s “ T3 “ pΛ3,Σ3q; (5.125)

pΛ3q
i
j “ prΛ1,Λ2sq

i
j `

1

3

␣

p‹Σ1q
iklmpΣ2qjklm ´ p‹Σ2q

iklmpΣ1qjklm
(

,(5.126)

pΣ3qijkl “ 4
␣

pΛ1q
m

ripΣ2qjklsm ´ pΛ2q
m

ripΣ1qjklsm
(

(5.127)

E7p`7qの極大部分群

@Λ,Σ “ 0 Ñ SLp8,Rq{Z2, (5.128a)
TΛ “ ´Λ,Σ “ ´ ‹ Σ Ñ SUp8q{Z2, (5.128b)

TΛ “ ´Λ,Σ “ ‹Σ Ñ SLp8,Rq. (5.128c)

不変式

• 2次式： ΩpV2, V1q “ x1 ¨ y2 ´ y1 ¨ x2

• 4次式： JpV q “ Trpxyxyq ´ 1
4
px ¨ yq2 ` 1

6
‹ px ^ x ^ x ^ x ` y ^ y ^ y ^ yq

Killing form T “ pΛ,Σqにおいて，ΛとΣをそれぞれ対称部分と反対称部分，自
己双対部分と反自己双対部分に分ける：

Λ “ S ` A; TS “ S, TA “ ´A, (5.129a)

Σ “ U ` V ; ‹U “ U, ‹V “ ´V. (5.129b)

このとき，E7p`7qのKilling形式は

TrpT1T2q “ 12pS1 ¨ S2 ´ A1 ¨ A2q ` 2pU1 ¨ U2 ´ V1 ¨ V2q (5.130)

ここで，X ¨ Y “ X i1¨ipYi1¨¨¨ip．これより，符号数は`70 ´ 63 “ `7．

基底の変更 R56の複素化C56の新しい座標系を
˜

zij`
zij´

¸

“
1

?
2

˜

xij ` iyij
xij ´ iyij

¸

“
1

?
2

˜

1 i

1 ´i

¸˜

xij

yij

¸

(5.131)

により導入すると，

T pΛ,Σq ÞÑ T 1pS,A, U, V q “

˜

A ^ 1 ` iV S ^ 1 ` iU

S ^ 1 ´ iU A ^ 1 ´ iV

¸

(5.132)
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この基底では，SUp8q部分群は

SUp8q : T 1 “

˜

W 0

0 W̄

¸

,W :W “ I (5.133)

と表される．また，

Ω1 “

˜

i 0

0 ´i

¸

(5.134)

より，
T 1 P SUp8q ô rT 1,Ω1s “ 0 (5.135)

となる．

5.4.4 極大部分代数

e7の極大準半単純部分代数は次の通り：

1. 正則型：e6 ‘ u1, su8, so12 ‘ su2, su6 ‘ su3.

2. 特殊型：su2p1q, su2p2q, su2p3q, su2 ‘ su2, g2 ‘ su2, f4 ‘ su2, sp3 ‘ g2.

(i) 正則部分代数 SLp8q slp8qのルート系 λjk(1 ď j ‰ k ď 8)のうち，単純ルート
α1
jpj “ 1, ¨ ¨ ¨ , 7qは次のように標準的に埋め込まれる：

α1
j “ λj j`1 “ ej ´ ej`1 p1 ď j ď 7q (5.136)

これらは，αjを用いて

α1
j “ αj´1 pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , 6q, (5.137a)

α1
7 “ α78 “ α1 ` 2α2 ` 3α3 ` 2α4 ` α5 ` 2α7, (5.137b)

と表される．
SLp8qのCartan部分環L1

0を，E
8に埋め込まれた slp8qのルートスペース x1`¨ ¨ ¨`

x8 “ 0と同一視すると，L1
0の自然な基底H 1

jp“ Ej
j ´ E8

8, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , 7qは次のベク
トルと対応する．

H 1
1 “ p1, 0, ¨ ¨ ¨ , 0,´1q, (5.138a)

H 1
2 “ p0, 1, 0, ¨ ¨ ¨ , 0,´1q, (5.138b)

¨ ¨ ¨ ,

H 1
7 “ p0, ¨ ¨ ¨ , 0, 1,´1q. (5.138c)
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図 14: E8のDynkin図式

5.5 E8

5.5.1 Lie代数の構造

交換関係 Jij(1 ď i ă j ď 16)を sop16qの基底，Qa(a “ 1, ¨ ¨ ¨ , 128)を sop16qのス
ピノール表現に従う基底として，

rJij, Jkls “ δjkJil ´ δjlJik ´ δikJjl ` δilJjk, (5.139a)

rJij, Qas “
1

2
pγijqabQb, (5.139b)

rQa, Qbs “ pγijqabJij. (5.139c)

ルート系とその E8への埋め込み

• 全ルート系

– 112個: p˘1,˘1, 0, 0, 0, 0, 0, 0qとそのすべての置換．

– 128個：p˘1{2,˘1{2,˘1{2,˘1{2,˘1{2,˘1{2,˘1{2,˘1{2q (´偶数個)

5.5.2 表現

基本表現

Dynkin weight 次元
r10000000s 3875

r01000000s 6696000 [91]

r00100000

r00010000s

r00001000s

r00000100s

r00000010s 248

r00000001s
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5.5.3 極大部分代数

e7の極大準半単純部分代数は次の通り：

1. 正則型：su9, so16, e7 ‘ su2, e6 ‘ su3,, su5 ‘ su5.

2. 特殊型：su2p1q, su2p2q, su2p3q, su3 ‘ su2, f4 ‘ g2, sp2.

(i) 正則部分代数 D8

基本表現の分岐則

f1 : 3875 “ 1920 r1000001s ` 1820 r00010000s ` 135 r20000000s.(5.140a)
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6 部分群

6.1 半単純極大部分群

【定義 6.1 (正則部分代数と特殊部分代数)】 　単純リー代数Lの部分代数L1に対し
て、それぞれのCartan部分代数H,H1およびWeyl基底E “ tEαu、E 1 “ tEα1uが存在
して、H1 Ă H, E 1 Ă Eが成り立つとき、L1をLの正則部分代数 (regular subalgebra)

という。また、それ以外の部分代数を特殊部分代数 (special subalgebra)といいう。
l

【定理 6.2 (正則部分代数のDynkin分類)】 　 複素単純 Lie代数 Lの極大正則部
分代数で半単純とUp1q因子の積で表されるものは、次の２つで尽くされる：

1) 半単純でないもの: LのDynkin図式から単純ルートを一つ取り除いて得られ
るDynkin図式に対応する半単純 Lie代数とUp1qの直和。

2) 半単純なもの: Lの最高ルートをθ “
ř

im
iαiとするとき、対応する拡張Dynkin

図式からmi ě 2となる単純ルート αiを一つ取り除いて得られるDynkin図式
に対応する半単純 Lie代数。

ただし、1)で得られる部分代数が 2)で得られる半単純部分代数に含まれる場合が
ある。また、例外群に対しては、次の５つの場合に 2)で得られる単純部分代数が極
大とならない：

i) F4: SU2 ˆ SU4 Ă SOp9q

ii) E7: SU2 ˆ SU4 ˆ SU4 Ă SU2 ˆ SO12

iii) E8: SU2 ˆ SU8 Ă SU2 ˆ E7

iv) E8: SU3 ˆ SU2 ˆ SU6 Ă SU3 ˆ E6

v) E8: SU4 ˆ SO10 Ă SO16

l
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図 15: 拡張Dynkin図式

6.2 部分群による表現の既約分解

単純 Lie代数 pL ,L0qの正則部分代数 pL 1,L 1
0qに対して，

ι : L 1 Ñ L , ιpL 1
0q Ă L0 (6.1)

が成り立つ．ここで，ιは埋め込み写像である．
いま，L0の勝手な基底をHj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , r)，その双対基底を hi P H ，基本ルート

系を αj P H ，その双対基底をHj
α P L0とする．また，対応する部分代数の基底を，

それぞれ，H 1
p, H

1p
α1 P L 1

0(p “ 1, ¨ ¨ ¨ , r1)，h1
p, α

1
p P H 1で表す．このとき，

ι˚pαjq “
ÿ

k,p,q

αjpHkqhkpι˚pH 1
pqqh1

ppH
1q
α1qα

1
q (6.2)

が成り立つ．ここで，

δpr “ h1
ppH

1
rq “

ÿ

q

h1
ppH

1q
α1qα

1
qpH

1
rq (6.3)
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図 16: 古典単純 Lie代数の極大部分代数（ランクď 8)
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図 17: 古典単純 Lie代数の極大部分代数（ランクď 8)(続き）

166 目次へ



目次へ

図 18: 例外単純 Lie代数の極大部分代数（ランクď 8)(続き）
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を考慮すると，
´

α1 ¨ ¨ ¨ αr

¯

“

´

h1 ¨ ¨ ¨ hr

¯

A, (6.4a)
´

α1
1 ¨ ¨ ¨ α1

r1

¯

“

´

h1
1 ¨ ¨ ¨ h1

r1

¯

A1, (6.4b)

B “ pBpjq : ι˚pH 1
pq “

ÿ

j

BpjHj, (6.4c)

と置くとき，

MS “ A1´1BA, (6.5a)

ι˚
´

α1 ¨ ¨ ¨ αr

¯

“

´

α1
1 ¨ ¨ ¨ α1

r1

¯

MS (6.5b)

が成り立つ．これより，pL ,L0qの表現に対するウエイトとその pL 1,L 1
0qに対する

ウエイトの対応は，

ÿ

j

λjαj ÞÑ
ÿ

p

λ1pα1
p :

¨

˚

˝

λ11

...

λ1r1

˛

‹

‚

“ MS

¨

˚

˝

λ1

...

λr

˛

‹

‚

(6.6)

で与えられる．
対応して，Dynkin基底でのウエイトの対応は，C, C 1 を pL ,L0q，pL 1,L 1

0qの
Cartan行列として，

MD “ TC 1MS
TC´1; (6.7a)

ι˚
´

f1 ¨ ¨ ¨ fr

¯

“

´

f 1
1 ¨ ¨ ¨ f 1

r1

¯

MD (6.7b)

および

ÿ

j

mjfj ÞÑ
ÿ

p

m1pf 1
p :

¨

˚

˝

m11

...

m1r1

˛

‹

‚

“ MD

¨

˚

˝

m1

...

mr

˛

‹

‚

(6.8)

なお，部分群がUp1qを含む場合，その部分については，A1 “ 1とおく．すなわち，
Up1q電荷を

ι˚pH 1q “ Q “
ÿ

j

Qj
HHj (6.9)

と置くとき，各ウエイトに対する電荷の値は, λ “
ř

j λ
jαj “

ř

jm
jαjとして、

λpQq “ QSλ “ QDm (6.10)
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で与えられる．ここで、

QS “ QHA, QD “ QS
TC´1. (6.11)

このように，正則部分代数の埋め込みは，Cartan部分代数の埋め込み ι : L1
0 Ñ L0

により決定されるが，部分代数が (拡張）Dynkin図式から標準の手続きにより得ら
れる場合には，次の方法でルート系の構造のみで機械的に決定される．

1. Dynkin図式から基本ルート α7に対応するノードを一つ取り除く場合： この
場合，基本ルートの対応を与える行列MS は，Lのルート空間 Hにおいて，
tαa, a “ 1, ¨ ¨ ¨ , 7 ´ 1, 7 ` 1, ¨ ¨ ¨ , ruが張る超平面を部分代数L1のルート空間H1

と同一視するとき，垂直射影 π : H Ñ H1により与えられる：

ι˚ : pα1, ¨ ¨ ¨ , α7, ¨ ¨ ¨ , αrq ÞÑ pα1
1, ¨ ¨ ¨ , α1

7´1,
ÿ

j‰7

cjα1
j, α

1
7`1, ¨ ¨ ¨ , α1

r´1q,

cj “
ÿ

k‰7

pK 1´1qjkKk7 pj ‰ 7q (6.12)

この射影は，Dynkinラベルでみると，ちょうど 7番目の成分を捨て，それ以外
の成分の値を保つ操作と一致する：

mj “ xλ, αjy “
2pλ, αjq

pαj, αjq
“

2pλ1, α1
jq

pα1
j, α

1
jq

“ m1
j pj ‰ 7q,

π : rm1, ¨ ¨ ¨ ,mrs ÞÑ rm1, ¨ ¨ ¨ ,m7´1srm7`1, ¨ ¨ ¨ ,mrs

ここで，右辺のDynkinラベルの分解構造は，Dynkin図式に依存する．

なお，この射影により，基本表現 fj(j ‰ 7)の最高ウエイトは，（適当な基本ルー
トの並べ替えにより）最大ランクをもつ単純部分代数の対応する基本表現 f 1

jの
最高ウエイトに写されるが，f7の最高ウエイトはゼロウエイトに射影される．
しかし，基本ルートαi方向のWeyl変換に相当するLの基本ルートの取り替え
を行うと，

λ “ f7 ÞÑ λ̃ “ λ ´ xλ, α7yα7 “ f7 ´ α7,

π : λ̃ ÞÑ λ̃1 “ ´ι˚pα7q,

α7 “
ÿ

j‰7

xjα
1
j : C7

k “ xα7, α
1
ky “

ÿ

j‰7

xjC
1j
k pk ‰ 7q,

m1
j “

A

λ̃, α1
j

E

“ ´
ÿ

k‰7

xkC
1k
j “ ´C7

j pj ‰ 7q

より，新たな基本ルート系では，f7の最高ウエイトは，適当な既約表現の最高
ウエイトに対応する整ウエイトに射影される．
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また，Up1q電荷ベクトルQH は，

αapQHq “ 0, a ‰ i (6.13)

により，比例係数を除いて決定される．

2. 拡張Dynkin図式から基本ルートα7に対応するノードを一つ取り除く場合：こ
の場合，θを最高ウエイトベクトルとして，埋め込み行列MSは，

ι˚pα̃jq “ α1
j pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , rq (6.14)

をαjについて解くことにより決定される．ここで，α̃jは，tα1, ¨ ¨ ¨ , α7´1, α7`1, ¨ ¨ ¨ , αr,´θu

を適当に並び替えたものである．

θ “
ř

i tiαiのとき，´θ “ α1
rとおくと，

ι˚pα̃jq “ α1
j pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1q, ι˚pα7q “ ´

1

t7

˜

α1
r `

r´1
ÿ

i“1

t̃iα
1
i

¸

より，埋め込み行列MSの具体形が決まる．Dynkin基底では，この対応は

ι˚pf̃jq “ f 1
j ´

tjKjj

Kkltktl
f 1
r pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1q,

ι˚pf7q “ ´
t7K77

Kkltktl
f 1
r

と表され，これよりMDが直接決まる．

6.3 埋め込み行列の標準化

【命題 6.3 (最高ウエイトルートの幾何学的特徴)】 　 複素半単純 Lie代数 pg, hqの
既約表現に対応するウエイト系をΛ Ă h˚

Rとする．このとき，勝手な基本ルート系Π

に関する Λの最高ウエイト λは，Λの中で最長のウエイトとなる．逆に，Λの任意
の最長ウエイト λは適当な基本ルート系に関する最高ウエイトとなる． l

Proof. 勝手な基本ルート系Πに関する最高ウエイトを λ0，Λの勝手な最長ウエイ
トを λ1とする．このとき，適当な正ルート αが存在して，λ0 “ λ1 ` αと表される．
したがって，Λに含まれる λ0を基点とする最長 α系列は，λ0, ¨ ¨ ¨ , λ0 ´ pα pp ě 1q

となり，
2pλ0, αq “ ppα, αq
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が成り立つ．したがって，

pλ1, λ1q “ pλ0, λ0q ´ 2pλ0, αq ` pα, αq “ pλ0, λ0q ´ pp ´ 1qpα, αq

となる．したがって，λ1が最長ベクトルであることより，p “ 1で pλ0, λ0q “ pλ1, λ1q

となる．以上より，最高ウエイトベクトルは最長ウエイトベクトルであることが示
された．
つぎに，αに関するWeyl変換をwαとすると，λ0とλ1は等長なので，wαpλ1q “ λ0

となる．これは，λ1がwαpΠqに関する最高ウエイトベクトルであることを意味する．
したがって，任意の最長ウエイトベクトルは，適当な基本ルート系に関して最高ウ
エイトベクトルとなる． Q.E.D.

【命題 6.4 (Cartan部分代数の埋め込み写像の等長性)】 　 単純 Lie代数 pg1, h1qか
ら半単純 Lie代数 pg, hqへの埋め込み ι : g1 Ñ gが ιph1q Ă hを満たすとする．このと
き，Cartan部部代数の写像 ι : h1 Ñ hは相似写像となる． l

Proof. gの随伴表現は，ιにより g1の表現として次のように既約分解される：

ρadj|g “ ρadj|g
1 ` ‘iρi|g

1.

これより，X,Y P h1に対して

KpX,Y q ” TrgpadpιpXqqadpιpY qqq “ Trg1padpXqadpY qq `
ÿ

i

TripρipXqρipY qq

ここで，g1 が単純で，TripρipXqρipY qは adpg1qで不変なので，TripρipXqρipY qq “

CiK
1pX,Y qとなる．よって，

KpX,Y q “ p1 `
ÿ

i

CiqK
1pX,Y q

となる． Q.E.D.

【命題 6.5 (直交射影としての埋め込み行列)】 　 Lie代数 pg, hqとその部分代数
ι : pg1, h1q Ñ pg, hqに対し，hを

hR “ ι˚ph1
Rq ‘ N

と直交分解するとき，対応する双対空間 h˚
Rの分解は，直交分解となる：

h˚
R “ Ñ ‘ h̃1

R; Ñ – h1˚
R
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ここで，Ṽ “ tα P h˚
R | α|V “ 0uである． さらに，この分解のもとで，α P h˚

Rは

α “ ι˚α ‘ ν

と表される．すなわち，α ÞÑ α1 “ ι˚αは，h˚
Rにおける Ñ への直交射影と一致する．

l

Proof. h˚
Rの双対分解 h˚

R “ Ñ ‘ h̃1
Rにおいて，

α P Ñ , X P N ñ pHα, Xq “ αpXq “ 0 ñ Hα P h1
R.

同様にして，β P h̃1
R ñ Hβ P N .　よって，pα, βq “ pHα, Hβq “ 0, すなわち

N K h̃1
R．

つぎに，明らかにに写像
Ñ Q α ÞÑ α|h1

R
P h1˚

R

は 1対１写像等長写像． Q.E.D.

【命題 6.6 (部分代数による表現の既約分解における最長ウエイトの対応)】 　 単純
Lie代数 gとその単純部分代数 g1の組 ι : pg1, h1q Ñ pg, hqに対応する h˚

Rの直交射影を

π : h˚
R – h1˚

R ‘ h̃1
R Ñ h1˚

R

とする．このとき，gの既約表現に対応するウエイト系 Λの πによる射影は，g1の
既約表現に対応するウエイト系Λ1

iの合併集合となる．この合併集合において，長さ
が最長となるウエイトベクトル λ1に対して，常に，πpλq “ λ1となる Λの最長ウエ
イト λが存在する． l

Proof. いま，λ0 P π´1pλ1q XΛがΛにおける最長ウエイトでないとすると，gのルー
ト系∆に属するルート αで，

λ0 ´ pα, ¨ ¨ ¨ , λ0, ¨ ¨ ¨ , λ0 ` qα P Λ, p, q ě 1

となるものが存在する．もし，α1 “ πpαq ‰ 0なら，これは，

λ1 ´ pα1, ¨ ¨ ¨ , λ1, ¨ ¨ ¨ , λ1 ` qα1 P Λ1, p, q ě 1

を意味するので，一般論より，λ1は最長ウエイトでないことになる．よって，πpαq “ 0．
この条件を満たす αのうち，λ0 ` αが最長となるウエイト λを取れば，題意が満た
される． Q.E.D.
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6.4 埋め込み行列の例

【公式 6.7 (SOpnq Ñ SLpnq)】 　 SOpnqの SLpnqへの標準埋め込みに対し，両者
のDynkinラベルは次のように対応する：

n “ 2r : A2r´1 Dr

pr ě 2q ra1 ¨ ¨ ¨ a2r´1s ÞÑ ra1 ` a2r´1 ¨ ¨ ¨ ar´1 ` ar`1 ar´1 ` 2ar ` ar`1s

n “ 2r ` 1 : A2r Br

pr ě 1q ra1 ¨ ¨ ¨ a2rs ÞÑ ra1 ` ar ¨ ¨ ¨ ar´1 ` ar`2 2ar ` 2ar`1s

ただし，n “ 3のときは，B1のウエイトは r2a1 ` 2a2s. l
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6.5 等方群

6.5.1 Lorentz群 SO0pD ´ 1, 1q

【命題 6.8 (ベクトル表現における光的ベクトルの等方群)】 　 D次元Minkowski

時空ED´1,1のベクトルをX “ pX1, ¨ ¨ ¨ , XD´1, X0qと成分表示する．このとき，光
的ベクトル k “ p0, ¨ ¨ ¨ , 0, 1, 1q P LC`に対して，光的ベクトルの集合

ΣD´2 ”
␣

k ¨ X “ ´2
ˇ

ˇ X ¨ X “ 0, X P ED´1,1
(

“ LC` X HD´1 (6.15)

は，D ´ 2次元 Euclid空間ED´2と同型な部分多様体となり，x “ pX1, ¨ ¨ ¨ , XD´2q

がその大域的なDescartes座標系を与える．特に，ΣD´2の計量は

ds2pΣD´2q “ pdX1q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pdXD´2q2 (6.16)

と表される．
ED´1,1 の固有 Lorentz変換群 SO0pD ´ 1, 1qの k P LC` における等方群 Gk は，

ΣD´2に有効かつ推移的に作用し，Isom0pΣD´2q – ISOpD ´ 2qと同型となる．その
変換行列の具体的な表式は

Λ “

˜

R 0

0 I2

¸

ˆ

¨

˚

˝

ID´2 ´a a
Ta 1 ´ γ γ
Ta ´γ 1 ` γ

˛

‹

‚

(6.17)

で与えられる．ここで，

R P SOpD ´ 2q, a P RD´2, γ “
1

2
a ¨ a (6.18)

である． l

174 目次へ



目次へ

rzt A B C D E F G

rpr ` 2q rp2r ` 1q rp2r ` 1q rp2r ´ 1q

1 3 (3) - -

2 8 10 (10) 3 ` 3 14

3 15 21 21 (15)

4 24 36 36 28 52

5 35 55 55 45

6 48 78 78 66 78

7 63 105 105 91 133

8 80 136 136 120 248

9 99 171 171 153

10 120 210 210 190

表 6: 低ランクの単純 Lie代数の次元

7 具体例

7.1 SUp2q

7.1.1 Lie代数

SLp2qのWeyl基底は

H1 “ E11 ´ E22, E` “ E12, E´ “ E21. (7.1)

交換関係は，
rH1, E

˘s “ ˘2E˘, rE`, E´s “ H1 “ Hα1 . (7.2)

よって，ルート系は基本ルート α1とその p´1q倍からなる：

∆` “ tα1 “ 2h1u , ∆´ “ t´α1u (7.3)

Weyl基底を用いると，SUp2qの Lie代数の生成元は

iH1, A “ E` ´ E´, iS “ ipE` ` E´q. (7.4)
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7.1.2 同型対応 ι : su2 Ñ so3

so3のWeyl基底は

H 1
1 “ ´iA12, E 1˘ “ ´

i
?
2

pA31 ¯ iA23q, (7.5)

rH 1
1, E

1˘s “ ˘E 1˘, rE 1`, E 1´s “ H 1
1 (7.6)

でルート系は
α1
1 “ h1

1, E 1
˘α1 “ E 1˘. (7.7)

よって，同型対応は
ι : H1 ÞÑ 2H 1

1, E˘ ÞÑ
?
2E 1˘. (7.8)

埋め込み行列で表すと，

MHpsu2 Ñ so3q “ r2s, MSpsu2 Ñ so3q “ r1s, MDpsu2 Ñ so3q “ r1s. (7.9)

7.1.3 表現

基本表現

Dynkin label r1s ÞÑ 2s :
p1{2q

p´1{2q
(7.10)

5次元表現 5次元ユニタリ表現は、

iH1 ÞÑ idiagr4, 2, 0,´2,´4s, (7.11a)

A ÞÑ X5 ´ TX5, (7.11b)

iS ÞÑ ipX5 ` TX5q (7.11c)

ここで、

X5 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0

2 0 0 0 0

0
?
6 0 0 0

0 0 ´
?
6 0 0

0 0 0 ´2 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.12)

この表現は so3 の実表現で、適当な基底の変換により、so5 の実行列により表さ
れる：

iH1 ÞÑ 2A12 ` 4A34, (7.13a)

A ÞÑ ´2A13 ` 2A24 ´ 6A35, (7.13b)

iS ÞÑ ´2A23 ` 2A14 ´ 6A45. (7.13c)
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一般の既約ユニタリ表現 最高ウエイト rn “ 2jsの既約ユニタリ表現は

iH ÞÑ i ˆ diagrn, n ´ 2, ¨ ¨ ¨ ,´n ` 2,´ns, (7.14a)

A ÞÑ Xn`1 ´ X:
n`1, (7.14b)

iS ÞÑ ipXn`1 ` X:
n`1q. (7.14c)

ここで，

pXn`1qjk “ δj´1 kak p1 ď j, k ď n ` 1q; (7.15a)

|ak|2 “ kpn ` 1 ´ kq, k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, (7.15b)

ak “ ´an`1´k, k ‰ pn ` 1q{2 (7.15c)

最後の条件が満たされると，nが偶数の時，H,E˘ P son`1, nが奇数の時，H,E˘ P

sppn`1q{2となる．
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7.2 SUp3q

7.2.1 Lie代数

ルート系とWeyl基底 SLp3,CqのWeyl基底は

L0 : H1 “ E11 ´ E33, H2 “ E22 ´ E33, (7.16a)

∆` : E`
jk “ Ejk pj ă kq, (7.16b)

∆´ : E´
jk “ Ekj pj ă kq. (7.16c)

交換関係は，H P xH1, H2yに対して，

rH,E˘
12s “ ˘α1pHqE˘

12, rH,E˘
23s “ ˘α2pHqE˘

23, rH,E˘
13s “ ˘pα1 ` α2qpHqE˘

13

(7.17)

よって，ルート系は

基本ルート Π : pα1 α2q “ ph1 h2q

˜

1 1

´1 2

¸

, (7.18a)

ルート系 ∆ : E˘α1 “ E˘
12, E˘α2 “ E˘

23, E˘pα1`α2q “ E˘
13. (7.18b)

level Dynkin labels weights

2 r1 1s p1 1q

1 r´1 2s r2 ´ 1s p1 0q p0 1q

0 r0 0s r0 0s p0 0q p0 0q

´1 r´2 1s r1 ´ 2s p´1 0q p0 ´ 1q

´2 r´1 ´ 1s p´1 ´ 1q

(7.19)

SUp3qの Lie代数の基底は

iHj pj “ 1, 2q, Aj “ E`
kl ´ E´

kl, Sj “ ipE`
kl ` E´

klq ptj, k, lu “ t1, 2, 3u , k ă lq.

(7.20)

Killing計量は

ppαi, αjqq “

˜

2 ´1

´1 2

¸

(7.21)

交換関係 基底を

X˘ “
1

?
2
E˘

12, Y ˘ “
1

?
2
E˘

23, Z˘ “
1

?
2
E˘

13, (7.22)

Hα1 “ H1 ´ H2, Hα2 “ H2 (7.23)
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と表すとき，交換関係は

rH1, X
˘s “ ˘X˘, rH2, X

˘s “ ¯X˘,

rH1, Y
˘s “ ˘Y ˘, rH2, Y

˘s “ ˘2Y ˘,

rH1, Z
˘s “ ˘2Y ˘, rH2, Z

˘s “ ˘Y ˘,

rX`, X´s “ Hα1 , rY `, Y ´s “ Hα2 , rZ`, Z´s “ Hα1 ` Hα2 ,

rX˘, Y ˘s “ ˘
1

?
2
Z˘, rX˘, Y ¯s “ 0,

rX¯, Z˘s “ ˘
1

?
2
Y ˘, rY ¯, Z˘s “ ¯

1
?
2
X˘,

rX˘, Z˘s “ rY ˘, Z˘s “ 0 (7.24)

構造定数が完全反対称となる基底 基底 F1, ¨ ¨ ¨ , F8を

F1 “
i

2
A3, F3 “ ´

i

2
S3, F3 “

1

2
pH1 ´ H2q, F4 “

i

2
S2, F5 “

i

2
A2,

F6 “
i

2
A1, F7 “ ´

i

2
S1, F8 “ ´

?
3

6
pH1 ` H2q (7.25)

により定義すると，交換関係は

rFj, Fks “ ifjklFl, fjkl “ frjkls. (7.26)

構造定数のゼロでない成分は

f147 “ f516 “ f246 “ f257 “ f345 “ f637 “
1

2
,

f123 “ 1, f458 “ f678 “

?
3

2
(7.27)

およびその反対称化．

7.2.2 表現

Cartan行列は

pCijq “ p2Kijq “

˜

2 ´1

´1 2

¸

(7.28)

よって，基本表現 f j “ pC´1qjkαkは，

r1, 0s “ 3v : f 1 “ h1 “
1

3
p2α1 ` α2q, (7.29a)

r0, 1s “ 3˚
v : f 2 “ h1 ` h2 “

1

3
pα1 ` 2α2q. (7.29b)
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Dynkinラベル rm,nsの表現の次元は

dimprm,nsq “
1

2
pm ` 1qpn ` 1qpm ` n ` 2q. (7.30)

具体的な低次元の表現の次元は次の表の通り（複素共役表現は省略）：

level Representation

triality“ 0 triality“ 1 triality“ 2

1 r1, 0s “ p2{3, 1{3q “ 3v r0, 1s “ p1{3, 2{3q “ 3˚
v

2 r1, 1s “ p1, 1q “ 8adj r0, 2s “ p2{3, 4{3q “ 6˚ r2, 0s “ p4{3, 2{3q “ 6

3 r3, 0s “ p2, 1q “ 10 r2, 1s “ p5{3, 4{3q “ 15 r1, 2s “ p4{3, 5{3q “ 15˚

r0, 3s “ p1, 2q “ 10˚

4 r2, 2s “ p2, 2q “ 27 r4, 0s “ p8{3, 4{3q “ 15 r0, 4s “ p4{3, 8{3q “ 15˚

r3, 1s “ p5{3, 7{3q “ 24 r3, 1s “ p7{3, 5{3q “ 24˚

5 r4, 1s “ p3, 2q “ 35 r0, 5s “ p5{3, 10{3q “ 21˚ r5, 0s “ p10{3, 5{3q “ 21

r1, 4s “ p2, 3q “ 35˚ r3, 2s “ p8{3, 7{3q “ 42 r2, 3s “ p7{3, 8{3q “ 42˚

表現のテンソル積の既約分解

p8 ˆ 8qs “ 27 r2, 2s ` 8adj ` 1, (7.31)

p8 ˆ 8qa “ 10 r3, 0s ` 10˚ r0, 3s ` 8adj. (7.32)

7.2.3 極大半単純部分代数

su3の極大部分代数のうち、半単純代数および u1因子の直和となるものは，so3か
su2 ‘ u1に同型で，すべて，その標準埋め込みと共役である．このことは，su3のベ
クトル表現をこれらの部分代数に関して既約分解した場合の，既約表現の組み合わ
せの可能性を分類することにより示される．

i) 正則部分代数: su2 ‘ u1

(A) normal embedding

SA1 “ xF1, F2, F3y ‘ xF8y “ xA3, S3, ipH1 ´ H2qy

– su2 ‘ u1. (7.33)

ここで，SUp2qの複素化 SLp2,Cqの生成元の埋め込みは

xH 1, Eα1 , E´α1y ÞÑ ιpH 1q “ H1 ´ H2 (7.34)
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これより，埋め込み行列は

MHpsu2 Ñ su3 : Nq “

´

1 ´1
¯

, (7.35a)

MSpsu2 Ñ su3 : Nq “ Ap2q
p ´ 1qMHAp3q “

´

1 ´1{2
¯

, (7.35b)

MDpsu2 Ñ su3 : Nq “ TCp2qMS
TC´1p3q “

´

1 0
¯

(7.35c)

また，Up1qの埋め込みによる Up1q電荷Qは

Q “ aH1 ` bH2 ñ rQ,Eαs “ αpQqEα “ pa ´ bqEα “ 0 ñ Q “ apH1 ` H2q.

ウェイト λ “ λ1α1 ` λ2α2に対するQの値は

λpQq “ 3aλ2 “

´

0 3a
¯

˜

λ1

λ2

¸

. (7.36)

Dynkin基底表示 λ “ m1f1 ` m2f2では

λpQq “ QD

˜

m1

m2

¸

: QD “ CA1

´

0 3a
¯

TC´1
A2 “

´

2a 4a
¯

. (7.37)

よって，λpQqが常に整数であることを要請すると，a “ 1{2となり，

QHpsu2 Ñ su3 : Nq “

´

1{2 1{2
¯

ñ QDpsu2 Ñ su3 : Nq “

´

1 2
¯

. (7.38)

SUp2q部分と合わせると，SUp3qDynkinウェイト rm1,m2sと SUp2q ˆ Up1qDynkin

ウェイト rm1sQの対応は，次式で与えられる：
˜

m1

Q

¸

“

˜

1 0

1 2

¸˜

m1

m2

¸

. (7.39)

(B) Canonical embedding su3の最高ウエイトが su2の最高ウエイトに移される
ように，ルート基底の取り替え（Weyl変換）て得られる埋め込み行列は

MHpsu2 Ñ su3 : Cq “

´

1 0
¯

, (7.40a)

MSpsu2 Ñ su3 : Cq “ Ap2qp ´ 1qMHAp3q “

´

1{2 1{2
¯

, (7.40b)

MDpsu2 Ñ su3 : Cq “ TCp2qMS
TC´1p3q “

´

1 1
¯

(7.40c)

u1電荷ベクトルQは，MDGQD “ 0より，

QHpsu3 : Cq “

´

´1{2 1
¯

, QSpsu3 : Cq “

´

´3{2 3{2
¯

,

QDpsu3 : Cq “

´

´1{2, 1{2
¯

. (7.41)
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ii) 特殊部分代数：so3

sop3,Cq – xH1, A1 ´ A3, S1 ´ S3y . (7.42)

Weyl基底は

H 1 “ H1, E 1
˘ “ E˘

12 ´ E˘
23 “ ˘

1

2
pA3 ´ A1q `

i

2
pS1 ´ S3q; (7.43a)

rH 1, E 1
˘s “ ˘E 1

˘, rE 1
`, E

1
´s “ H 1. (7.43b)

これより，ルート系は

基本ルート : α1 “ h1 ph1pH 1q “ 1q, (7.44a)

正ルート : ∆` “ tα1u . (7.44b)

埋め込みテンソルは，
MS “ p1 1q, MD “ p2 2q. (7.45)

この埋め込みは，共役変換

T´1 “

¨

˚

˝

1{
?
2 i{

?
2 0

0 0 i

´1{
?
2 i{

?
2 0

˛

‹

‚

P SUp3q, (7.46)

TJ3
TT “ I3 (7.47)

により，特殊部分代数となる標準埋め込み

sop3q “ xA1, A2, A3y , (7.48)

H 1 “ iA3, E 1
˘ “

1
?
2

pA1 ˘ iA2q, (7.49)

に移される．

iii) その他の特殊極大部分代数 次の部分代数は，すべて so3と同型で，標準埋め込
みと共役になる．

SA2 “ x2F2, 2F5, 2F7y “ xS3, A2, S1y , (7.50a)

SA3 “ x2F2, 2F4, 2F6y “ xS3,´S2,´A1y , (7.50b)

SA4 “ x2F1, 2F4, 2F7y “ x´A3,´S2, S1y , (7.50c)

SA5 “ x2F1, 2F5, 2F6y “ x´A3,´A2,´A1y . (7.50d)
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7.3 SUp4q – SOp6q

7.3.1 Lie代数の構造

SLp4,CqのWeyl基底は

L0 : Hj :“ Ejj ´ E44 pj “ 1, 2, 3q, (7.51a)

L˘ : E˘
jk p1 ď j ă k ď 3q, E˘

j pj “ 1, 2, 3q; (7.51b)

E`
jk “ Ejk, E

´
jk “ Ekj, E

`
j “ Ej4, E

´
j “ E4j. (7.51c)

基本ルート系は，hjpHkq “ δjkとして，

Π : pα1 α2 α3q “ ph1 h2 h3q

¨

˚

˝

1 0 1

´1 1 1

0 ´1 2

˛

‹

‚

. (7.52)

SUp4qの基底は，Weyl基底を用いると，

iHj, Ajk “ E`
jk´E´

jk, iSjk “ ipE`
jk`E´

jkq, Aj4 “ E`
j ´E´

j , iSj4 “ ipE`
j `E´

j q.

(7.53)

7.3.2 基本表現

基本表現系は

4 : f1 “ h1 “
1

4
p3α1 ` 2α2 ` α3q, (7.54a)

6 “ r2s : f2 “ h1 ` h2 “
1

2
pα1 ` 2α2 ` α3q, (7.54b)

4˚ “ r3s : f3 “ h1 ` h2 ` h3 “
1

4
pα1 ` 2α2 ` 3α3q. (7.54c)

正ルートおよびそのDynkin成分は

level Dynkin label weight

3 r1 0 1s p1 1 1q

2 r´1 1 1s r1 1 ´ 1s p0 1 1q p1 1 0q

1 r2 ´ 1 0s r´1 2 ´ 1s r0 ´ 1 2s p1 0 0q p0 1 0q p0 0 1q

0 r0 0 0s r0 0 0s r0 0 0s p0 0 0q p0 0 0q p0 0 0q

´1 r´2 1 0s r1 ´ 2 1s r0 1 ´ 2s p´1 0 0q p0 ´ 1 0q p0 0 ´ 1q

´2 r1 ´ 1 ´ 1s r´1 ´ 1 1s p0 ´ 1 ´ 1q p´1 ´ 1 0q

´3 r´1 0 ´ 1s p´1 ´ 1 ´ 1q

(7.55)
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dim Dynkin label aliaspSUp4qq aliaspSOp6qq

4v r1 0 0s vector spinor: 4s

6 r0 1 0s spinor vector: 6v

4˚
v r0 0 1s vector spinor: 4˚

s

10 r2 0 0s p2q “ r2ss P 4s ˆ 4s

10˚ r0 0 2s P 4˚
s ˆ 4˚

s

15adj r1 0 1s adjoint P 4s ˆ 4˚
s

20 r0 2 0s p2qtf “ r2ss,tf

64 r1 1 1s p2, 1qtf

表 7: SUp4qの既約表現

fjに双対的なL0の基底は

F1 “ H1 ´ H2, F2 “ H2 ´ H3, F3 “ H3. (7.56)

レベルベクトル R̄ P L0は

R̄ “ r3 4 3s “ 3F1 ` 4F2 ` 3F3. (7.57)

7.3.3 su4と so6の同型対応

Dynkin図式より，su4と so6は同型となるが，具体的な対応は，so6のスピノール
表現 4 “ r1, 0, 0sが so6から su4へ同型対応を与えることより得られる．
まず，Γa(a “ 1, ¨ ¨ ¨ , 6)を E 6の γ行列

ΓaΓb ` ΓbΓa “ 2δab (7.58)

とするとき，
SOp6q Q Λ ÞÑ U P SUp4q : ΓbΛ

b
a “ UΓaU

´1 (7.59)

が成り立つ．
特に，無限小変換に対して，

δΛab “ ωab ÞÑ δU “
1

4
ωabΓab. (7.60)
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これより，Cartan部分代数の対応は

´iA12 ÞÑ ´
i

2
Γ12 “

1

2
σ3 b 1 b 1, (7.61a)

´iA34 ÞÑ ´
i

2
Γ34 “

1

2
1 b σ3 b 1, (7.61b)

´iA56 ÞÑ ´
i

2
Γ56 “

i

2
1 b 1 b σ3 (7.61c)

ここで，最後の項は，Clifford代数Cℓ6のテンソル積表現．SUp4qの４次元複素表現，
すなわち SOp6qの右カイラルスピノール表現の基底を，テンソル積表現もとで

e1 “ p` ` `q, e2 “ p` ´ ´q, e3 “ p´ ` ´q, e4 “ p´ ´ `q (7.62)

と取ると，この対応は

L0pso6q su4 L0psu4q

´iA12 ÞÑ 1
2
δr1, 1,´1,´1s ÞÑ 1

2
pH 1

1 ` H 1
2 ´ H 1

3q,

´iA34 ÞÑ 1
2
δr1,´1, 1,´1s ÞÑ 1

2
pH 1

1 ´ H 1
2 ` H 1

3q,

´iA56 ÞÑ 1
2
δr1,´1,´1, 1s ÞÑ 1

2
pH 1

1 ´ H 1
2 ´ H 1

3q,

(7.63)

以上より，同型対応 ι : su4 Ñ so6に対応するCartan部分代数の生成元の対応は
¨

˚

˝

H 1
1

H 1
2

H 1
3

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 1 0

1 0 ´1

0 1 ´1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

H1

H2

H3

˛

‹

‚

(7.64)

7.3.4 極大半単純部分代数

su4p– so6qの極大部分代数で，半単純代数と u1因子の和で表されるものは

1. 正則型： su3 ‘ u1, su2 ‘ su2 ‘ u1

2. 特殊型： sp2, su2 ‘ su2

(i) 正則埋め込み su3 ‘ u1 Ñ su4:

(A) normal embedding 標準埋め込み ι : su3 ‘ u1 Ñ su4による Cartan部分代
数の対応は

H 1
j “ Ejj ´E33 “ Hj ´H3 pj “ 1, 2q, H 1

3 “ E11 `E22 `E33 ´3E44 “ H1 `H2 `H3.

(7.65)
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となる．これより，su3 Ñ su4の埋め込み行列は

MHpsu3 Ñ su4 : Nq “

˜

1 0 ´1

0 1 ´1

¸

, (7.66a)

MSpsu3 Ñ su4 : Nq “ Apsl3q
´1MHApsl4q “

˜

1 0 ´1{3

0 1 ´2{3

¸

, (7.66b)

MDpsu3 Ñ su4 : Nq “ TCpsl3qMS
TCpsl4q

´1 “

˜

1 0 0

0 1 0

¸

(7.66c)

で与えられる．また，U1電荷は

QH “

´

1 1 1
¯

, QS “

´

0 0 4
¯

, QD “ p

´

1 2 3
¯

. (7.67)

(B) canonical embedding 最高ウエイトを最高ウエイトに写す埋め込みは

MHpsu3 Ñ su4 : Cq “

˜

1 0 0

0 0 1

¸

, (7.68a)

MSpsu3 Ñ su4q “ Apsl3q´1MHApsl4q “

˜

2{3 1{3 0

1{3 ´1{3 1

¸

, (7.68b)

MDpsu3 Ñ su4q “ TCpsl3qMS
TCpsl4q´1 “

˜

1 1 0

0 0 1

¸

(7.68c)

電荷ベクトルは

QH “

´

1 ´3 1
¯

, QS “

´

4 ´4 0
¯

, QD “

´

1 ´2 ´1
¯

. (7.69)

(ii) 正則埋め込み su2 ‘ su2 ‘ u1 Ñ su4:

(A) normal embedding 標準埋め込み ι : su2 ‘ su2 ‘ u1 Ñ su4によるCartan部
分代数の対応は

H 1
1 “ E11´E22 “ H1´H2, H 1

2 “ E33´E44 “ H3, H 1
3 “ E11`E22´E33´E44 “ H1`H2´H3.

(7.70)
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となる．これより，su2 ‘ su2 Ñ su4の埋め込み行列は

MHpsu2 ‘ su2 Ñ su4 : Nq “

˜

1 ´1 0

0 0 1

¸

, (7.71a)

MSpsu2 ‘ su2 Ñ su4 : Nq “ Apsl2 ‘ sl2q´1MHApsl4q “

˜

1 ´1{2 0

0 ´1{2 1

¸

,(7.71b)

MDpsu2 ‘ su2 Ñ su4 : Nq “ TCpsl2 ‘ sl2qMS
TCpsl4q´1 “

˜

1 0 0

0 0 1

¸

.(7.71c)

また，U1電荷は

QH “

´

1 1 ´1
¯

, QS “

´

0 2 0
¯

, QD “

´

1 2 1
¯

. (7.72)

(B) canonical embedding 最高ウエイトを最高ウエイトに写す埋め込みは

MHpsu2 ‘ su2 Ñ su4 : Nq “

˜

1 0 1´

0 1 0

¸

, (7.73a)

MSpsu2 ‘ su2 Ñ su4 : Nq “ Apsl2 ‘ sl2q
´1MHApsl4q “

˜

1{2 1{2 ´1{2

´1{2 1{2 1{2

¸

,(7.73b)

MDpsu2 ‘ su2 Ñ su4 : Nq “ TCpsl2 ‘ sl2qMS
TCpsl4q

´1 “

˜

1 1 0

0 1 1

¸

. (7.73c)

また，U1電荷は

QH “

´

1 ´1 1
¯

, QS “

´

2 ´2 2
¯

, QD “

´

1 0 1
¯

. (7.74)

(iii) 特殊型埋め込み　 su2 ‘ su2 Ñ su4: su2 ‘ su2の su4への埋め込みは，次の対
応の結合により得られる：

so3 ‘ so3
j // so6

–

��
su2 ‘ su2

–

OO

ι // su4

(7.75)

Cartan部分代数の標準生成元の対応は
˜

H 1
1

H 1
2

¸

ÞÑ

˜

2H2
1

2H2
2

¸

ÞÑ

˜

´2iA12

´2iA34

¸

ÞÑ

˜

H1 ` H2 ´ H3

H1 ´ H2 ` H3

¸

. (7.76)
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よって，
˜

H 1
1

H 1
2

¸

“ MH

˜

H1

H2

¸

; MH “

˜

1 1 ´1

1 ´1 1

¸

. (7.77)

これより，埋め込み行列は

MSpsu2 ‘ su2 Ñ su4q “ Apsl2 ‘ sl2q´1MHApsl4q “

˜

0 1 0

1 ´1 1

¸

, (7.78a)

MDpsu2 ‘ su2 Ñ su4q “ TCpsl2 ‘ sl2qMS
TCpsl4q

´1 “

˜

1 2 1

1 0 1

¸

(7.78b)

この埋め込みが正則埋め込み su2 ‘ su2 Ñ su4と異なることは，su4の基本表現の
分岐則が異なることで確認できる：

4vpsu4q “ 2 ˆ 1 ` 1 ˆ 2 psu2 ‘ su2q, (7.79a)

“ 2 ˆ 2 pso3 ‘ so3q (7.79b)

(iv) 特殊埋め込み:sp2 Ñ su4: sp2の su4への埋め込みは，sp2と so5の同型対応と
so5の so6への標準埋め込みより与えられる：

so5
j // so6

–

��
sp2

–

OO

ι // su4

ö

(7.80)

まず，j : so5 Ñ so6に対応する埋め込み行列を求める．so6のCartan部分代数の
生成元を

L0pso6q : H1 “ ´iA12, H2 “ ´iA34, H3 “ ´iA56 (7.81)

と取ると，基本ルート系は

α1 “ h2 ´ h3, α2 “ h1 ´ h2, α3 “ h2 ` h3, (7.82)

ô pα1 α2 α3q “ ph1 h2 h3qApso6q; Apso6q “

¨

˚

˝

0 1 0

1 ´1 1

´1 0 1

˛

‹

‚

(7.83)

で与えられる．ただし，基本ルートの順序は，Cartan行列

Cpso6q “

¨

˚

˝

2 ´1 0

´1 2 ´1

0 ´1 2

˛

‹

‚

(7.84)
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がCpsu4qと一致するように取ってある．これにより，su4と so6の同型対応が自動的
に取り入れられる．
一方，so5のCartan部分代数は

L0pso5q : H 1
1 “ ´iA12, H 1

2 “ ´iA34 (7.85)

で与えられ，L0pso6qの部分代数となる．生成元の間の関係は

˜

H 1
1

H 1
2

¸

“ MH

¨

˚

˝

H1

H2

H3

˛

‹

‚

; MH “

˜

1 0 0

0 1 0

¸

. (7.86)

また，so5の基本ルート系は

pα1
1 α

1
2q “ ph1

1 h
1
2qApso5q : Apso5q “

˜

1 0

´1 1

¸

(7.87)

で与えられる．
以上より，埋め込み行列は

MSpso5 Ñ su4q “ Apso5q
´1MHApsu4q “

˜

0 1 0

1 0 1

¸

, (7.88a)

MDpso5 Ñ su4q “ TCpso5qMSpso5 Ñ su4q TCpsu4q´1 “ MS. (7.88b)
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7.4 SUp5q

7.4.1 Lie代数の構造

基底 複素 LIe代数 slp5,Cqの自然な基底は，

Hj “ Ejj ´ E55 pj “ 1, 2, 3, 4q, Ejk pj ‰ k “ 1, ¨ ¨ ¨ , 5q. (7.89)

sup5qの基底は，

iHj pj “ 1, 2, 3, 4q, Ajk “ Ejk ´Ekj pj ă kq, iSjk “ ipEjk `Ekjq pj ă kq. (7.90)

ルート系とWeyl基底 基本ルート系は
¨

˚

˚

˚

˝

α1

α2

α3

α4

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

1 ´1 0 0

0 1 ´1 0

0 0 1 ´1

1 1 1 2

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

h1
h2
h3
h4

˛

‹

‹

‹

‚

ô

¨

˚

˚

˚

˝

h1
h2
h3
h4

˛

‹

‹

‹

‚

“
1

5

¨

˚

˚

˚

˝

4 3 2 1

´1 3 2 1

´1 ´2 2 1

´1 ´2 ´3 1

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

α1

α2

α3

α4

˛

‹

‹

‹

‚

(7.91)

正ルートは

∆` : λjk “ αj ` αj`1 ` ¨ ¨ ¨ ` αk´1 p1 ď j ă k ď 5q (7.92)

Weyl基底は

∆` ÞÑ Eλjk “ Ejk pj ă kq, (7.93a)

∆´ ÞÑ E´λjk “ Ekj pj ă kq. (7.93b)

Killing計量

KpHj, Hkq “ δjk ` 1 pj, k “ 1, 2, 3, 4q. ñ pKpαj, αkqq “
1

2

¨

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0

´1 2 ´1 0

0 ´1 2 ´1

0 0 ´1 2

˛

‹

‹

‹

‚

(7.94)

対応して，Cartan行列は

C “

¨

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0

´1 2 ´1 0

0 ´1 2 ´1

0 0 ´1 2

˛

‹

‹

‹

‚

ñ TC´1 “
1

5

¨

˚

˚

˚

˝

4 3 2 1

3 6 4 2

2 4 6 3

1 2 3 4

˛

‹

‹

‹

‚

. (7.95)
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7.4.2 表現

基本表現

• r1, 0, 0, 0s “ 5v: dim “ 5, highest level“ 2

hl Dyinkin lables weights

2 r1, 0, 0, 0s p4{5, 3{5, 2{5, 1{5q

1 r´1, 1, 0, 0s p´1{5, 3{5, 2{5, 1{5q

0 r0,´1, 1, 0s p´1{5,´2{5, 2{5, 1{5q

´1 r0, 0,´1, 1s p´1{5,´2{5,´3{5, 1{5q

´2 r0, 0, 0,´1s p´1{5,´2{5,´3{5,´4{5q

(7.96)

• r0, 0, 0, 1s “ 5˚
v: dim “ 5, highest level“ 2.

hl Dyinkin lables weights

2 r0, 0, 0, 1s p1{5, 2{5, 3{5, 4{5q

1 r0, 0, 1,´1s p1{5, 2{5, 3{5,´1{5q

0 r0, 1,´1, 0s p1{5, 2{5,´2{5, 1{5q

´1 r1,´1, 0, 0s p1{5,´3{5,´2{5,´1{5q

´2 r´1, 0, 0, 0s p´4{5,´3{5,´3{5,´1{5q

(7.97)

• r0, 1, 0, 0s “ 10r2s: dim “ 10, highest level“ 3.

hl Dyinkin lables weights

3 r0, 0, 1, 0s p3{5, 6{5, 4{5, 2{5q

2 r0, 1,´1, 1s p3{5, 1{5, 4{5, 2{5q

1 r0, 1, 0,´1s, r1,´1, 0, 1s p3{5, 1{5,´1{5, 2{5q, p´2{5, 1{5, 4{5, 2{5q

0 r1,´1, 1,´1s, r´1, 0, 0, 1s p3{5, 1{5,´1{5,´3{5q, p´2{5, 1{5,´1{5, 2{5q

´1 r1, 0,´1, 0s, r´1, 0, 1,´1s p´2{5, 1{5,´1{5,´3{5q, p´2{5,´4{5,´1{5, 2{5q

´2 r´1, 1,´1, 0s p´2{5,´4{5,´1{5,´3{5q

´3 r0,´1, 0, 0s p´2{5,´4{5,´6{5,´3{5q

(7.98)
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• r0, 1, 0, 0s “ 10r3s “ 10˚
r2s: dim “ 10, highest level“ 3.

hl Dyinkin lables weights

3 r0, 1, 0, 0s p2{5, 4{5, 6{5, 3{5q

2 r1,´1, 1, 0s p2{5, 4{5, 1{5, 3{5q

1 r´1, 0, 1, 0s, r1, 0,´1, 1s p2{5,´1{5, 1{5, 3{5q, p2{5, 4{5, 1{5,´2{5q

0 r´1, 1,´1, 1s, r1, 0, 0,´1s p´3{5,´1{5, 1{5, 3{5q, p2{5,´1{5, 1{5,´2{5q

´1 r0,´1, 0, 1s, r´1, 1, 0,´1s p´3{5,´1{5, 1{5,´2{5q, p2{5,´1{5,´4{5,´2{5q

´2 r0,´1, 1,´1s p´3{5,´1{5,´4{5,´2{5q

´3 r0, 0,´1, 0s p´3{5,´6{5,´4{5,´2{5q

(7.99)

５次元ベクトル表現のウェイト系 C5の基底ベクトルを

ei “ pδij; j “ 1, . . . , 5q

と取ると，
Hjek “ δjkek p1 ď j, k ď 4q, Hje5 “ ´e5 p1 ď j ď 4q

より，e1, ¨ ¨ ¨ , e5に対応するウェイトは

ej ÞÑ hj pj “ 1, 2, 3, 4q, e5 ÞÑ ´ph1 ` h2 ` h3 ` h4q. (7.100)

これは，Dynkin labelr1, 0, 0, 0sに対するウェイト系と一致．よって，

5v ÞÑ r1, 0, 0, 0s (7.101)

次に，sup5qの５次元ベクトル表現

5v : sup5q Q A ÞÑ A P Mp5,Cq, A: “ ´A (7.102)

の複素共役表現は，A˚ “ ´ TAより，その SLp5,Cqへの拡張は，５次元ベクトル表
現の逆転置表現となる．したがって，対応するウエイト系は，λ ÞÑ ´λとなる．こ
れは，

5˚
v ÞÑ r0, 0, 0, 1s – 5r4s (7.103)

を意味する．
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１０次元反対称表現のウェイト系 C5 ^ C5 – C10の基底を

eij “ ei ^ ej

と取ると，sup5qのCartan部分代数の元Hの作用は, h5 “ ´ph1 ` h2 ` h3 ` h4qと
して，

Hejk “ phj ` hkqpHqekl p1 ď j ă k ď 5q (7.104)

よって，ウェイト系は
10r2s : ejk ÞÑ hj ` hk.

これは，Dynkin labelr0, 1, 0, 0sを最高ウエイトとする既約表現と一致：

10r2s ÞÑ r0, 1, 0, 0s. (7.105)

次に，sup5qのC5 ^ C5 ^ C5 – C10へのテンソル表現において，基底を

êjk “
1

3!
ϵjklmnelmn

と表すと，Cartan部分代数の元Hの作用は

Hêjk “
1

3!
ϵjklmnphl ` hm ` hnqpHqelmn “

1

2
ϵjklmnhlpHqelmn

“ ´phj ` hkqpHqêjk

これより，10r2sの SLp5,Cqに対する逆転値表現，したがって，SUp5qに対する複素
共役表現となっている：

10r3s – 10˚
r2s ÞÑ r0, 0, 1, 0s (7.106)

既約表現のテンソル積

p5˚ ˆ 5˚qs “ 15˚, (7.107)

p5˚ ˆ 5˚qa “ 10˚, (7.108)

p10 ˆ 10qs “ 50˚ r0200s ` 5˚, (7.109)

p10 ˆ 10qa “ 45˚ r1010s, (7.110)

5˚ ˆ 10 “ 45 r0101s ` 5, (7.111)

5 ˆ 10 “ 40 r1100s ` 10˚ r0010s (7.112)
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dim C Highest weight

5 1 r1, 0, 0, 0s “ p4{5, 3{5, 2{5, 1{5q

10 2 r0, 1, 0, 0s “ p3{5, 6{5, 4{5, 2{5q

15 2 r2, 0, 0, 0s “ p8{5, 6{5, 4{5, 2{5q

24 0 r1, 0, 0, 1s “ p1, 1, 1, 1q

35 2 r0, 0, 0, 3s “ p3{5, 6{5, 9{5, 12{5q

40 2 r0, 0, 1, 1s “ p3{5, 6{5, 9{5, 7{5q

45 1 r0, 1, 0, 1s “ p4{5, 8{5, 7{5, 6{5q

50 1 r0, 0, 2, 0s “ p4{5, 8{5, 12{5, 6{5q

70 1 r2, 0, 0, 1s “ p9{5, 8{5, 7{5, 6{5q

70 1 r0, 0, 0, 4s “ p4{5, 8{5, 12{5, 16{5q

75 0 r0, 1, 1, 0s “ p1, 2, 2, 1q

105 1 r0, 0, 1, 2s “ p4{5, 8{5, 12{5, 11{5q

126 0 r2, 0, 1, 0s “ p2, 2, 2, 1q

126 0 r5, 0, 0, 0s “ p4, 3, 2, 1q

160 2 r3, 0, 0, 1s “ p13{5, 11{5, 9{5, 7{5q

175 0 r1, 2, 0, 0s “ p2, 3, 2, 1q

175 1 r0, 3, 0, 0s “ p9{5, 18{5, 12{5, 6{5q

175 2 r1, 1, 0, 1s “ p8{5, 11{5, 9{5, 7{5q

200 0 r2, 0, 0, 2s “ p2, 2, 2, 2q

210 1 r6, 0, 0, 0s “ p24{5, 18{5, 12{5, 6{5q

210 2 r1, 0, 2, 0s “ p8{5, 11{5, 14{5, 7{5q

224 0 r3, 1, 0, 0s “ p3, 3, 2, 1q

280 1 r1, 1, 1, 0s “ p9{5, 13{5, 12{5, 6{5q

280 1 r3, 0, 1, 0s “ p14{5, 13{5, 12{5, 6{5q

315 2 r0, 2, 1, 0s “ p8{5, 16{5, 14{5, 7{5q

315 2 r1, 0, 0, 4s “ p8{5, 11{5, 14{5, 17{5q

330 2 r7, 0, 0, 0s “ p28{5, 21{5, 14{5, 7{5q

表 8: su5の 400次元以下の既約表現. Cは合同類数．複素共役表現は省略（複素共
役変換で、ra1a2a3a4s Ñ ra4a3a2a1s, C Ñ ´C)．
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7.4.3 極大半単純部分代数

sl5の部分代数で半単純代数と Up1q因子の直和となるものは，

1. 正則部分代数: su4 ‘ u1, su3 ‘ su2 ‘ u1

2. 特殊部分代数: so5 “ sp2

(i) 正則部分代数 su4 ‘ u1:

(A) normal embedding 標準的埋め込み su4 Ă su5に対応する，Cartan部分代
数の対応は

H 1
1 “ E11 ´ E44 “ H1 ´ H4, (7.113a)

H 1
2 “ E22 ´ E44 “ H2 ´ H3, (7.113b)

H 1
3 “ E33 ´ E44 “ H3 ´ H4, (7.113c)

Q “ E11 ` E22 ` E33 ` E44 ´ 5E55 “ H1 ` H2 ` H3 ` H4

(7.113d)

で与えられる．したがって，埋め込み行列は

MHpsu4 Ñ su5 : Nq “

¨

˚

˝

1 0 0 ´1

0 1 0 ´1

0 0 1 ´1

˛

‹

‚

, (7.114a)

MSpsu4 Ñ su5 : Nq “ Apsl4q´1MHApsl5q “

¨

˚

˝

1 0 0 ´1{4

0 1 0 ´1{2

0 0 1 ´3{4

˛

‹

‚

, (7.114b)

MDpsu4 Ñ su5 : Nq “ TCpsl4qMS
TCpsl5q´1 “

¨

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

˛

‹

‚

(7.114c)

電荷ベクトルは

QH “

´

1 1 1 1
¯

, QS “

´

0 0 0 5
¯

, QD “

´

1 2 3 4
¯

. (7.115)
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(B) canonical embedding 最高ウエイトを最高ウエイトに写す埋め込み行列は

MHpsu4 Ñ su5 : Cq “

¨

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

˛

‹

‚

, (7.116a)

MSpsu4 Ñ su5 : Cq “ Apsl4q
´1MHApsl5q “

¨

˚

˝

1 ´1{4 1{4 0

0 1{2 1{2 0

0 1{4 ´1{4 1

˛

‹

‚

,(7.116b)

MDpsu4 Ñ su5 : Cq “ TCpsl4qMS
TCpsl5q

´1 “

¨

˚

˝

1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‚

(7.116c)

電荷ベクトルは

QH “

´

1 1 ´4 1
¯

, QS “

´

0 5 ´5 0
¯

, QD “

´

1 2 ´2 ´1
¯

. (7.117)

(C) Slansky embedding (B)の行列に３個のWeyl変換 wα4 , wα2`α3 , wα3 を施
すと

MHpsu4 ‘ u1 Ñ su5q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 ´1 0 0

0 ´1 1 0

0 ´1 0 0

1 1 1 ´4

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.118a)

MSpsu4 ‘ u1 Ñ su5q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 ´1{4 1{4

1 ´1 1{2 1{2

1 ´1 1{4 ´1{4

0 0 5 ´5

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.118b)

MHDsu4 ‘ u1 Ñ su5q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 0 0

0 0 1 1

0 ´1 ´1 ´1

1 2 3 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.118c)

基本表現の分岐則

f1 : 5v : 4 r1, 0, 0sp`1q ` 1p´4q, (7.119a)

f2 : 10 : 6 r0, 1, 0sp`2q ` 4p´3q, (7.119b)

f3 : 10˚ : 6 r0, 1, 0sp´2q ` 4˚p`3q, (7.119c)

f4 : 5˚
v : 4˚ r0, 0, 1sp´1q ` 1p`4q. (7.119d)
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次元 [Dynkin label] SUp4q ˆ Up1q分解
5 r1, 0, 0, 0s 4 r1, 0, 0sp1q ` 1p´4q

10 r0, 1, 0, 0s 6 r0, 1, 0sp2q ` 4 r1, 0, 0sp´3q

15 r2, 0, 0, 0s 10 r2, 0, 0sp2q ` 4 r1, 0, 0sp´3q ` 1p´8q

24adj r1, 0, 0, 1s 15adjp0q
` 4vp5q ` 4˚

vp´5q
` 1p0q

35 r3, 0, 0, 0s 20 r3, 0, 0sp3q ` 10 r2, 0, 0sp´2q ` 4vp´7q ` 1p´12q

40 r1, 1, 0, 0s 20 r1, 1, 0sp3q ` 10 r2, 0, 0sp´2q ` 6 r0, 1, 0sp´2q ` 4vp´7q

45 r1, 0, 1, 0s 20 r1, 1, 0sp´1q ` 15 r1, 0, 1sp´1q ` 6 r0, 1, 0sp´6q ` 4˚
vp´1q

50 r0, 2, 0, 0s 20 r1, 1, 0sp´1q ` 20 r0, 2, 0sp4q ` 10 r2, 0, 0sp´6q

70 r2, 0, 0, 1s 36 r2, 0, 1sp1q ` 15 r1, 0, 1sp´4q ` 10 r2, 0, 0sp6q

`4vp1q ` 4˚
vp0q

` 1p´4q

70 r4, 0, 0, 0s 35 r4, 0, 0sp4q ` 20 r3, 0, 0sp´1q ` 10 r2, 0, 0sp´6q

`4vp´1q ` 1p´16q

75 r0, 1, 1, 0s 20 r1, 1, 0sp´5q ` 20˚ r0, 1, 1sp5q ` 20 r0, 2, 0sp0q ` 15adjp0q

表 9: SUp5qの低次元表現とその部分群 SUp4q ˆ Up1qに関する既約分解。

(ii) 正則部分代数 su3 ‘ su2 ‘ u1:

(A) normal embedding ５次元のうち r1, 2, 3sを su3に、r4, 5sを su2に割り当て
る埋め込みでは、Cartan部分代数の対応は

H 1
1 “ E11 ´ E33 “ H1 ´ H3, (7.120a)

H 1
2 “ E22 ´ E33 “ H2 ´ H3, (7.120b)

H 1
3 “ E44 ´ E55 “ H4, (7.120c)

YH “ ´
2

3
pE11 ` E22 ` E33q ` pE44 ` E55q “ ´

1

3
r2pH1 ` H2 ` H3q ´ 3H4s(7.120d)
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よって、埋め込み行列は、

MHpsu3 ‘ su2 Ñ su5q “

¨

˚

˝

1 0 ´1 0

0 1 ´1 0

0 0 0 1

˛

‹

‚

, (7.121a)

MSpsu3 ‘ su2 Ñ su5q “

¨

˚

˝

1 0 ´1{3 0

0 1 ´2{3 0

0 0 ´1{2 1

˛

‹

‚

, (7.121b)

MDpsu3 ‘ su2 Ñ su5q “

¨

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

˛

‹

‚

. (7.121c)

また、hyper chargeは

YH “

´

´2{3 ´2{3 ´2{3 1
¯

, (7.122a)

YS “

´

0 0 ´5{3 0
¯

, (7.122b)

YD “

´

´2{3 ´4{3 ´2 ´1
¯

. (7.122c)

(B) canonical embedding ５次元のうち r1, 3, 5sを su3に、r2, 4sを su2に割り当
てる Slansky型埋め込みでは、Cartan部分代数の対応は

H 1
1 “ E11 ´ E55 “ H1, (7.123a)

H 1
2 “ E33 ´ E55 “ H3, (7.123b)

H 1
3 “ E22 ´ E44 “ H2 ´ H4, (7.123c)

YH “ ´
2

3
pE11 ` E33 ` E55q ` pE22 ` E44q “ ´

1

3
r2pH1 ` H3q ´ 3pH2 ` H4qs(7.123d)

よって、埋め込み行列は、

MHpsu3 ‘ su2 Ñ su5q “

¨

˚

˝

1 0 ´0 0

0 0 1 0

0 1 0 ´1

˛

‹

‚

, (7.124a)

MSpsu3 ‘ su2 Ñ su5q “

¨

˚

˝

2{3 1{3 ´1{3 ´1{3

1{3 ´1{3 1{3 2{3

´1{2 1{3 1{2 ´1{2

˛

‹

‚

, (7.124b)

MDpsu3 ‘ su2 Ñ su5q “

¨

˚

˝

1 1 0 0

0 0 1 1

0 1 1 0

˛

‹

‚

. (7.124c)
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次元 [Dynkin labe]l SUp3q ˆ SUp2q ˆ Up1q分解
5 r1, 0, 0, 0s p3,1qp´3{2q ` p1,2qp1q

10 r0, 1, 0, 0s p3,2qp1{3q ` p3˚,1qp´4{3q ` 1p2q

15 r2, 0, 0, 0s p6,1qp´4{3q ` p3,2qp1{3q ` p1,3qp2q

24adj r1, 0, 0, 1s p8adj,1qp0q ` p1,3adjqp0q ` p3,2qp´5{3q ` p3˚,2qp5{3q ` 1p0q

40 r1, 1, 0, 0s p6,2qp´1{3q ` p3,3qp4{3q ` p8,1qp´2q ` p3˚,2qp´1{3q

`p3,1q p4{3q ` p1,2qp3q

45 r1, 0, 1, 0s p8,2qp´1q ` p3˚,3qp2{3q ` p6,1qp2{3q ` p3,2qp7{3q

`p3,1q p´8{3q ` p3˚,1qp2{3q ` p1,2qp´1q

50 r0, 2, 0, 0s p6,3qp2{3q ` p8,2qp´1q ` p3,2qp7{3q ` p3˚,1qp2{3q ` 1p4q

75 r0, 1, 1, 0s p8,3 ` 1qqp0q ` p6,2qp´5{3q ` p6˚,2qp5{3q ` p3,2qp´5{3q ` p3˚,2qp5{3q

`p3,1qp10{3q ` p3˚,1qp´10{3q ` 1p0q

表 10: SUp5qの低次元表現とその部分群Up1q ˆ SUp2q ˆ SUp3qに関する既約分解。

また、hyper chargeは

YH “

´

´2{3 1 ´2{3 1
¯

, (7.125a)

YS “

´

´5{3 5{3 ´5{3 5{3
¯

, (7.125b)

YD “

´

´2{3 1{3 ´1{3 2{3
¯

. (7.125c)

(iii) 特殊部分代数 so5 – sp2: この部分代数は、5次の正方行列としての埋め込み
j : so5 Ñ su5より得られる。ただし、Gauss分解と整合的な写像を得るには、jpso5q
を共役変換により、JX ` TXJ “ 0を満たす sl5の部分代数に移す必要がある。結果
として得られるCartan部分代数の対応 ι :′ pso▽q Ñ′ psl▽q は、

H 1
1 “ ´iA12 ÞÑ E11 ´ E55 “ H1, (7.126a)

H 1
2 “ ´iA34 ÞÑ E22 ´ E44 “ H2 ´ H4. (7.126b)
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よって、埋め込み行列は

MH “

˜

1 0 0 0

0 1 0 ´1

¸

, (7.127a)

MS “

˜

1 0 0 1

0 1 1 0

¸

. (7.127b)

MD “

˜

1 0 0 1

0 2 2 0

¸

(7.127c)

表現の分岐則

5 “ 5 r1, 0s, (7.128)

10 “ 10 r0, 2s, (7.129)

10˚ “ 10 r0, 2s, (7.130)

5˚ “ 5 r1, 0s, (7.131)

24adj r1, 0, 0, 1s “ 10adj r0, 2s ` 14 r2, 0s. (7.132)
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7.5 SUp6q

7.5.1 Lie代数の構造

基底 複素 Lie代数 slp6,Cqの自然な基底は

Hj “ Ejj ´ E66 pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , 5q, Ejk pj ‰ k “ 1, ¨ ¨ ¨ , 6q. (7.133)

su6の基底は，

iHj pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , 5q, Ajk “ Ejk´Ekj pj ă kq, iSjk “ ipEjk`Ekjq pj ă kq. (7.134)

ルート系 基本ルート系は
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

α1

α2

α3

α4

α5

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 ´1 0 0 0

0 1 ´1 0 0

0 0 1 ´1 0

0 0 0 1 ´1

1 1 1 1 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

h1
h2
h3
h4
h5

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(7.135)

正ルートは

∆` : λjk “ αj ` αj`1 ` ¨ ¨ ¨ ` αk´1 p1 ď j ă k ď 6q (7.136)

Weyl基底は

∆` ÞÑ Eλjk “ Ejk pj ă kq, (7.137a)

∆´ ÞÑ E´λjk “ Ekj pj ă kq. (7.137b)

Killing計量

KpHj, Hkq “
1

2
ppq δjk ` 1q pj, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , 5q. (7.138)

ñ pKpαj, αkqq “

¨

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0 0

´1 2 ´1 0 0

0 ´1 2 ´1 00 0 ´1 2 ´1

0 0 0 ´1 2

˛

‹

‹

‹

‚

(7.139)
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7.5.2 表現

Cartan行列は

C “ K ñ C´1 “
1

6

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

5 4 3 2 1

4 8 6 4 2

3 6 9 6 3

2 4 6 8 4

1 2 3 4 5

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (7.140)

f1 “ p5{6, 2{3, 1{2, 1{3, 1{6q : 6v (7.141a)

f2 “ p2{3, 4{3, 1, 2{3, 1{3q : 15 (7.141b)

f3 “ p1{2, 1, 3{2, 1, 1{2q : 20 (7.141c)

f4 “ p1{3, 2{3, 1, 4{3, 2{3q : 15˚ (7.141d)

f5 “ p1{6, 1{3, 1{2, 2{3, 5{6q : 6˚v (7.141e)

r1, 0, 0, 0, 1s “ p1, 1, 1, 1, 1q ; 35adj. (7.141f)

7.5.3 極大準半単純部分代数

so6の極大準半単純部分代数は

1. 正則型：su5 ‘ u1, su4 ‘ su2 ‘ u1, su3 ‘ su3 ‘ u1

2. 特殊型：su3, su4, sp3, su3 ‘ su2

(i) 正則型部分代数 su5 ‘ u1:

(A) normal embedding Dynkin図式で α1に対応するノードを u1に置き換える
と，一般公式より

MHpsu5 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

5 ´1 ´1 ´1 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.142a)
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MSpsu5 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´4{5 1 0 0 0

´3{5 0 1 0 0

´2{5 0 0 1 0

´1{5 0 0 0 1

6 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.142b)

MDpsu5 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

5 4 3 2 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (7.142c)

基本表現の分岐則

f1 : 6v : 5 r1, 0, 0, 0sp´1q ` 1 r0sp`5q, (7.143a)

f2 : 15 : 10 r0, 1, 0, 0sp´2q ` 5 r1, 0, 0, 0sp4q, (7.143b)

f3 : 20 : 10 r0, 1, 0, 0s`3 ` 10˚ r0, 0, 1, 0sp´3q, (7.143c)

f4 : 15˚ : 10˚ r0, 0, 1, 0sp`2q ` 5˚ r0, 0, 0, 1sp´4q, (7.143d)

f5 : 6˚
v : 5˚ r0, 0, 0, 1sp`1q ` 1 r0sp´5q. (7.143e)

(ii) 正則型部分代数 su4 ‘ su2 ‘ u1:

(A) normal embedding Dynkin図式で α5に対応するノードを u1に置き換える
と，一般公式より

MHpsu4 ‘ su2 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 ´1 0

0 1 0 ´1 0

0 0 1 ´1 0

0 0 0 0 1

1 1 1 1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.144a)

MSpsu4 ‘ su2 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 ´1{4 0

0 1 0 ´1{2 0

0 0 1 ´3{4 0

0 0 0 ´1{2 1

0 0 0 3 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.144b)
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MDpsu4 ‘ su2 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

1 2 3 4 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (7.144c)

(B) Slansky embedding (A)の行列において，su2成分と su4成分の順序を入れ
替え，さらに４個のWeyl変換wα1`α2`α3 , wα3`α4`α5 , wα2`α3 , wα3`α4を順次施すと，
つぎの埋め込み行列を得る：

MHpsu2 ‘ su4 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 1 0 ´1

´1 1 0 0 0

´1 0 0 1 0

´1 0 0 0 0

1 1 ´2 1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.145a)

MSpsu2 ‘ su4 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ´1{2 1{2 1{2 ´1{2

´1 3{4 1{4 ´1{4 1{4

´1 1{2 ´1{2 1{2 1{2

´1 1{4 ´1{4 1{4 ´1{4

0 3 ´3 3 ´3

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.145b)

MDpsu2 ‘ su4 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 1 1 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 1

´1 ´1 ´1 ´1 ´1

1 2 0 1 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (7.145c)

基本表現の分岐則

f1 : 6v : p4,1q r1, 0, 0sp`1q ` p1,2qp´2q, (7.146a)

f2 : 15 : p6,1q r0, 1, 0sp`2q ` p4,2q r1, 0, 0sp´1q ` p1,1qp´4q, (7.146b)

f3 : 20 : p6,2q r0, 1, 0sp0q ` p4˚,1q r0, 0, 1sp`3q ` p4,1q r1, 0, 0sp´3q,(7.146c)

f4 : 15˚ : p6,1q r0, 1, 0sp´2q ` p4˚,2q r0, 0, 1sp`1q ` p1,1qp`4q, (7.146d)

f5 : 6˚
v : .p4˚,1q r0, 0, 1sp´1q ` p1,2qp`2q (7.146e)

(iii) 正則型部分代数 su3 ‘ su3 ‘ u1:
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(A) normal embedding Dynkin図式において α3に対応するノードを u1に置き
換えることにより，次の埋め込み行列が得られる：

MHpsu3 ‘ su3 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ´1 0 0

0 1 ´1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 1 1 ´1 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.147a)

MSpsu3 ‘ su3 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ´1{3 0 0

0 1 ´2{3 0 0

0 0 ´2{3 1 0

0 0 ´1{3 0 1

0 0 2 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.147b)

MDpsu3 ‘ su3 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 2 3 2 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (7.147c)

(B) Slansky embedding (A)で求めた行列に３個のWeyl変換 wα1`α2 , wα2`α3 ,

wα4を施すと次の埋め込み行列が得られる：

MHpsu3 ‘ su3 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 1 0 0

´1 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

1 ´1 1 ´1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.148a)

MSpsu3 ‘ su3 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1{3 ´2{3 2{3 1{3 ´1{3

´2{3 ´1{3 1{3 ´1{3 1{3

´2{3 2{3 1{3 ´1{3 1{3

´1{3 1{3 ´1{3 1{3 2{3

2 ´2 2 ´2 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.148b)
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MDpsu3 ‘ su3 ‘ u1 Ñ su6q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 1 1 0

´1 ´1 ´1 ´1 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 1

1 0 1 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (7.148c)

基本表現の分岐則

f1 : 6v : p3,1qp`1q ` p1,3qp´1q, (7.149a)

f2 : 15 : p3,3qp0q ` p3˚,1qp`2q ` p1,3˚qp´2q, (7.149b)

f3 : 20 : p3,3˚qp´1q ` p3˚,3qp`1q ` p1,1qpp`3q ` p´3qq, (7.149c)

f4 : 15˚ : p3˚,3˚qp0q ` p3,1qp´2q ` p1,3qp`2q, (7.149d)

f5 : 6˚
v : p3˚,1qp´1q ` p1,3˚qp`1q. (7.149e)

(iv) 特殊型部分代数 su3:

Normal embedding su6の 6 r1, 0, 0, 0, 0s表現において，基本ルート αaに双対的
なCartan部分代数の基底をHαaとするとき，

Hα1 ÞÑ r5{6,´1{6,´1{6,´1{6,´1{6,´1{6s, (7.150a)

Hα2 ÞÑ r2{3, 2{3,´1{3,´1{3,´1{3,´1{3s, (7.150b)

Hα3 ÞÑ r1{2, 1{2, 1{2,´1{2,´1{2,´1{2s, (7.150c)

Hα4 ÞÑ r1{3, 1{3, 1{3, 1{3,´2{3,´2{3s, (7.150d)

Hα5 ÞÑ r1{6, 1{6, 1{6, 1{6, 1{6,´5{6s. (7.150e)

同様に，su3の６次元表現 6 r2, 0sに対し，

Hα1
1

ÞÑ r4{3, 1{3,´2{3, 1{3,´2{3,´2{3s, (7.151a)

Hα1
2

ÞÑ r2{3, 2{3, 2{3,´1{3,´1{3,´4{3s. (7.151b)

両者を比較して，
Hα1

i
“
ÿ

a

pMSqiaHαa (7.152)

より，

MHpsu3 Ñ su6q “

˜

2 1 0 0 ´1

0 1 2 ´1 0

¸

, (7.153a)
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MSpsu4 Ñ su6q “

˜

1 1 ´1 1 0

0 0 1 0 1

¸

, (7.153b)

MDpsu4 Ñ su6q “

˜

2 2 0 1 0

0 1 3 2 2

¸

. (7.153c)

基本表現の分岐則

f1 : 6v : 6 r2, 0s, (7.154a)

f2 : 15 : 15 r2, 1s, (7.154b)

f3 : 20 : 10 r2, 0s ` 10˚ r0, 2s, (7.154c)

f4 : 15˚ : 15˚ r2, 1s, (7.154d)

f5 : 6˚
v : 6˚ r0, 2s. (7.154e)

(v) 特殊型部分代数 su4:

Natural embedding su3の 6 r1, 0, 1s表現において，

Hα1
1

ÞÑ r1{2, 1{2,´1{2, 1{2,´1{2,´1{2s, (7.155a)

Hα1
2

ÞÑ r1, 0, 0, 0, 0, 0s, (7.155b)

Hα1
3

ÞÑ r1{2, 1{2, 1{2,´1{2,´1{2,´1{2s. (7.155c)

これを su6の表現 6 r1, 0, 0, 0, 0sと比較して，

Hα1
i

“
ÿ

a

pMSqiaHαa (7.156)

より，

MHpsu4 Ñ su6q “

¨

˚

˝

1 1 0 0 ´1

1 0 1 ´1 0

0 1 1 ´1 ´1

˛

‹

‚

, (7.157a)

MSpsu4 Ñ su6q “

¨

˚

˝

0 1 ´1 1 0

1 0 0 0 1

0 0 1 0 0

˛

‹

‚

, (7.157b)

MDpsu4 Ñ su6q “

¨

˚

˝

0 1 0 1 0

1 0 0 0 1

0 1 2 1 0

˛

‹

‚

. (7.157c)
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基本表現の分岐則

f1 : 6v : 6 r0, 1, 0s, (7.158a)

f2 : 15 : 15 r1, 0, 1s, (7.158b)

f3 : 20 : 10 r2, 0, 0s ` 10˚ r0, 0, 2s, (7.158c)

f4 : 15˚ : 15 r1, 0, 1s, (7.158d)

f5 : 6˚
v : 6 r0, 1, 0s. (7.158e)

(vi) 特殊型部分代数 sp3:

Normal embedding sp3の６次元表現 6v r1, 0, 0sにおいて，基本ルート系に双対
なCartan部分代数の基底Hα1

i
は次のように表現される：

Hα1
1

ÞÑ r1, 0, 0, 0, 0,´1s, (7.159a)

Hα1
2

ÞÑ r1, 1, 0, 0,´1,´1s, (7.159b)

Hα1
3

ÞÑ r1{2, 1{2, 1{2,´1{2,´1{2,´1{2s (7.159c)

これを su6の６次元表現と比較して，

Hα1
i

“
ÿ

a

pMSqiaHαa (7.160)

より，

MHpsp3 Ñ su6q “

¨

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 ´1 0

˛

‹

‚

, (7.161a)

MSpsu4 Ñ su6q “

¨

˚

˝

1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

0 0 1 0 0

˛

‹

‚

, (7.161b)

MDpsu4 Ñ su6q “

¨

˚

˝

1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

0 0 1 0 0

˛

‹

‚

. (7.161c)
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基本表現の分岐則

f1 : 6v : 6 r1, 0, 0s, (7.162a)

f2 : 15 : 14 r0, 1, 0s ` 1, (7.162b)

f3 : 20 : 14 r0, 0, 1s ` 6 r1, 0, 0s, (7.162c)

f4 : 15˚ : 14 r0, 1, 0s ` 1, (7.162d)

f5 : 6˚
v : 6 r1, 0, 0s. (7.162e)

(vii) su3 ‘ su2:

Normal embedding su3 ‘ su2の６次元表現 p3,2q r1, 0sr1sの基底を

e1 “ p2{3, 1{2q b p1{2q, e2 “ p´1{3, 1{3q b p1{2q, e3 “ p2{3, 1{3q b p´1{2q,

e4 “ p´1{3,´2{3q b p´1{2q, e5 “ p´1{3, 1{3q b p´1{2q, e6 “ p´1{3,´2{3q b p´1{2q(7.163)

とおくと，su3の基本ルート系を α1
1, α

1
2, su2の基本ルートを α1

3とすると，それらに
双対な su3 ‘ su2のCartan部分代数の生成元Hα1

i
の表現は

Hα1
1

ÞÑ r2{3,´1{3, 2{3,´1{3,´1{3,´1{3s, (7.164a)

Hα1
1

ÞÑ r1{3, 1{3, 1{3,´2{3, 1{3,´2{3s, (7.164b)

Hα1
1

ÞÑ r1{2, 1{2,´1{2, 1{2,´1{2,´1{2s (7.164c)

となる．これを su6の 6次元表現と比較して，

Hα1
i

“
ÿ

a

pMSqiaHαa (7.165)

より，次の埋め込み行列を得る：

MHpsu3 ‘ su2 Ñ su6q “

¨

˚

˝

1 0 1 ´1 0

0 1 0 ´1 1

1 1 ´1 1 ´1

˛

‹

‚

, (7.166a)

MSpsu3 ‘ su2 Ñ su6q “

¨

˚

˝

1 ´1 1 0 0

0 0 1 ´1 1

0 1 ´1 1 0

˛

‹

‚

, (7.166b)

MDpsu3 ‘ su2 Ñ su6q “

¨

˚

˝

1 0 1 1 0

0 1 1 0 1

1 2 1 2 1

˛

‹

‚

. (7.166c)
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基本表現の分岐則

f1 : 6v : p3,2q r1, 0s, (7.167a)

f2 : 15 : p6,1q r2, 0s ` p3˚,3q r0, 1s, (7.167b)

f3 : 20 : p8,2q r1, 1s ` p1,4q, (7.167c)

f4 : 15˚ : p6˚,1q r0, 2s ` p3,3q r1, 0s, (7.167d)

f5 : 6˚
v : p3˚,2q r0, 1s. (7.167e)
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7.6 SOp4q

7.6.1 Lie代数

実 Lie群 SOp4qの Lie代数は，

Ωi :“
1

2
ϵijkAjk, Ki :“ Ai4 (7.168)

とおくと，

rΩi,Ωjs “ ´ϵijkΩk, rΩi, Kjs “ ´ϵijkKk, rKi, Kjs “ ´ϵijkΩk. (7.169)

これより，

Ω
p˘q

i :“
1

2
pΩi ¯ Kiq (7.170)

とおくと，
rΩ

p˘q

i ,Ω
p˘q

j s “ ´ϵijkΩ
p˘q

k , rΩ
p˘q

i ,Ω
p¯q

j s “ 0. (7.171)

したがって，
sop4q – sop3q ‘ sop3q. (7.172)

sop4,Rqの複素化 sop4qの標準基底は，

Jj ” ´iΩj, Kj (7.173)

で， Cartan部分代数L0は

L0 “ xH1, H2y ; H1 “ ´iA12 “ ´iΩ3 “ J3, H2 “ ´iA34 “ ´iK3. (7.174)

標準の基本ルートは

pα1 α2q “ ph1 h2q

˜

1 1

´1 1

¸

. (7.175)

Weyl基底は，

E˘α1 “ Ω
p`q

1 ˘ iΩ
p`q

2 ; rEα1 , E´α1s “ 2piΩ
p`q

3 q “ H1 ´ H2 (7.176a)

E˘α2 “ Ω
p´q

1 ˘ iΩ
p´q

2 ; rEα2 , E´α2s “ 2piΩ
p´q

3 q “ H1 ` H2. (7.176b)
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7.6.2 同型対応 su2 ‘ su2 Ñ so4:

σ1, σ2, σ3を Pauli行列として，

σ : x P E4 Ñ σpxq :“ x4 ´ ipx1σ1 ` x2σ2 ` x3σ3q P Mp2,Cq (7.177)

とおくと，
detσpxq “ x21 ` x22 ` x23 ` x24, σpxqσpxq: “ detσpxq (7.178)

より，σは S3から SUp2qへの同相写像を与える：

σ : S3 » SUp2q. (7.179)

この対応により，SUp2qの SUp2qへの左作用および右作用から誘導される S3 の変
換は，

i

2
pσiqL ÞÑ Ω`

i , ´
i

2
pσiqR ÞÑ Ω´

i (7.180)

となる．これより，写像

ϕ : SUp2q ˆ SUp2q Q pA,Bq Ñ O P SOp4q;

AσpxqB: “ σpOxq (7.181)

は局所同型写像となり，

ϕ´1p1q “ tp1, 1q, p´1,´1qu – Z2. (7.182)

よって，
SOp4q – SUp2q ˆ SUp2q{Z2. (7.183)

埋め込み行列は，SUp2qのCartan部分代数の生成元を h1 “ σ3と取ると，

pα1 α2q “ ph1 h2qA; A “

˜

1 1

´1 1

¸

, (7.184a)

pα1q “ ph1
1q p2q, (7.184b)

ι˚

˜

H 1
L

H 1
R

¸

“ B

˜

H1

H2

¸

; B “

˜

1 ´1

1 1

¸

(7.184c)

より，

MS “ A1´1BA “

˜

1 0

0 1

¸

. (7.185)
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7.6.3 Hopf fibring:

Z “ pz1, z2q P C2に対して，

σpZq “

˜

z2 iz̄1
iz1 z̄2

¸

(7.186)

とおくと，Hopf fibringは

p : S3 Q Z ÞÑ rz1, z2s P CP 1, (7.187a)

Up1q ▷ S3 : Z Ñ eiψZ. (7.187b)

また，CP 1と S2の対応は

CP 1 Q rz1, z2s ÞÑ

ˆ

2z1z̄2
|z1|2 ` |z2|2

,
|z2|

2 ´ |z1|2

|z2|2 ` |z1|2

˙

P S2. (7.188)

これより，S2の標準的な角度座標 pθ, ϕqを用いて

z1
z2

“ eiϕ tan
θ

2
. (7.189)

したがって，Z P S3は

z1 “ eipψ`ϕq{2 sin
θ

2
, z2 “ eipψ´ϕq{2 cos

θ

2
. (7.190)

ここで，θ, ϕ, ψの標準的な変域は

0 ď θ ď π, 0 ď ϕ ă 2π, 0 ď ψ ă 4π. (7.191)

S3の標準計量は，これらを用いて，

ds2pS3q “
1

4
pdθ2 ` sin2 θdϕ2q `

1

4
pdψ ´ cos θdϕq2. (7.192)

また，左不変微分形式 ωが，Z0 “ p0, 1q，

Upθ, ϕ, ψq “

˜

eipψ´ϕq{2 cos θ
2

ie´ipψ`ϕq{2 sin θ
2

ieipψ`ϕq{2 sin θ
2

e´ipψ´ϕq{2 cos θ
2

¸

“

˜

e´iϕ{2 0

0 eiϕ{2

¸˜

cos θ
2

i sin θ
2

i sin θ
2

cos θ
2

¸˜

eiψ{2 0

0 e´iψ{2

¸

(7.193)
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とおくとき，左不変微分形式 ωが

ω “ TrpAσpdZ0qq;

σpdZq “ Upθ, ϕ, ψqσpdZ0q “ dUpθ, ϕ, ψqσpZ0q (7.194)

より，

ω “
i

2
Tr

«

A

˜

ω3 ω1 ´ iω2

ω1 ` iω2 ´ω3

¸ff

. (7.195)

ここで，

ω1 “ dθ cosψ ´ dϕ sin θ sinψ, (7.196a)

ω2 “ dθ sinψ ` dϕ sin θ cosψ, (7.196b)

ω3 “ dψ ´ dϕ cos θ. (7.196c)

よって，ω1, ω2, ω3が左不変微分形式の基底となる．Aと ωI との対応は

A “ ´iσI Ñ ωI . (7.197)

U “ Upα, β, γqの右作用に対応する変換を f とおくと，

ω “ TrAσpZq´1σpdZq (7.198)

に対して，

f˚ω “ TrAσpfpZqq´1σpdfpZqq “ TrAU´1σpZq´1σpdZqU

“ TrUAU´1σpZq´1σpdZq. (7.199)

これより

f˚ω1 “ pcos β cos γ ` cosα sin β sin γqω1 ` psin β cos γ ´ cosα cos β sin γqω2

` sinα sin γ ω3, (7.200a)

f˚ω2 “ pcos β sin γ ´ cosα sin β cos γqω1 ` psin β sin γ ´ cosα cos β cos γqω2

´ sinα cos γ ω3, (7.200b)

f˚ω3 “ ´ sinα sin β ω1 ` sinα cos β ω2 ` cosα ω3. (7.200c)
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7.7 SOp3, 1q

ηabをMinkowski計量（η00 “ ´1, η11 “ η22 “ η33 “ 1として，この節では，添え
字の上げ下げはこの計量を用いて行うものとする．また，Λ P SOp3, 1qの行列成分を
Λabと表記する．対応して，

pEa
bqcd “ δcaδ

b
d. (7.201)

7.7.1 Lie代数

生成元
ωab ” δΛab : ωab ” ηacω

c
b “ ´ωba (7.202)

より，

δΛ “
1

2
ωabΩ

ab ñ Ωab ” Eab ´ Eba. (7.203)

ΩjとNjを

Ωj “
1

2
ϵjklΩ

kl, Nj “ Ω0j (7.204)

と定義すると，

rΩi,Ωjs “ ´ϵijkΩk, rΩi, Njs “ ´ϵijkNk, rNi, Njs “ ϵijkΩk. (7.205)

SOp3, 1qの複素化は SOp4,Cqとなり，Lie代数の対応は

sop3, 1q Ñ sop4q : Ωj ÞÑ Ωj “ iJj, Nj ÞÑ iKj. (7.206)

7.7.2 ２重被覆写像 SLp2,Cq Ñ SOp3, 1q

σaを

σ0 “ I2, σ1 “

˜

0 1

1 0

¸

, σ2 “

˜

0 ´i

i 0

¸

, σ3 “

˜

1 0

0 ´1

¸

(7.207)

として，4次元ベクトルX “ pXaqに対し，エルミート行列 σpXqを

σpXq “ Xaσa P Hp2q (7.208)

と定義する．このとき，R4 Q X ÞÑ σpXq P Hp2qは全単射で，

detpσpXqq “ ´ηabX
aXb “ ´X ¨ X (7.209)
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より，
SLp2,Cq Q V ÞÑ σpΛXq “ V σpXqV : P Hp2q (7.210)

によって定義される１次変換 Λは Lorentz変換となる．これにより定義される対応
V ÞÑ Λは，２重被覆全射準同形写像 SLp2,Cq Ñ SO0p3, 1qを与える．
特に，無限小変換に対して，

δV “
1

4
σabδΛab (7.211)

が成り立つ．ここで，

σab ”
1

2
pσaσb ´ σbσaq. (7.212)

よって，Lie代数の対応は，

so3,1 Ñ sl2 :
Ωj “ iJj ÞÑ iσj{2,

Nj “ iKj ÞÑ ´σj{2.
(7.213)

7.7.3 表現の同型対応：4v : sop3, 1q Ñ pr1s, r1sq : sop3,Cq ‘ sop3,Cq

複素化 sop3, 1q Ñ sop4,Cqによる自然な埋め込みにより得られる sop4,Cqの基底
tJ ,Kuから，新たな基底を

J p˘q “
1

2
pJ ˘ iKq “ ´iΩp˘q (7.214)

により定義すると，sop4,Cqは

sop4,Cq – sop3,Cq ‘ sop3,Cq Q J p`q ‘ J p´q (7.215)

と既約成分に直和分解される．対応して，無限小 Lorentz変換は

δΛ “ i pα ¨ J ` β ¨ Kq “ ipα´iβq¨J p`q`ipα`iβq¨J p´q ÞÑ ipα´iβq¨
σ

2
‘ipα`iβq¨

σ

2
.

(7.216)

これを同型対応

sop3, 1q Ñ slp2,Cq : iJ ÞÑ iσ{2, iK ÞÑ ´σ{2, (7.217)

δΛ ÞÑ δV “ ipα ` iβq ¨ σ{2 (7.218)

と比較して，SOp3, 1qの４次元ベクトル表現とSLp2,CqˆSLp2Cqの既約表現 pr1s, r1sq

の対応
SOp3, 1q Q Λ ÞÑ pV :q´1 ‘ V P SLp2,Cq ‘ SLp2,Cq (7.219)
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を得る．具体的な表現空間の対応は

R4 Q X “ pXaq ÞÑ ϕ “ pϕabq P Mp2,Cq : (7.220)

ϕ “ TpσpXqσ2q ô Xa “ Trpσ2σ
aϕq (7.221)

と表される．以上の議論を図式で表すと，以下のようになる：

SOp3, 1q

Λ; tiJ , iKu

– //

bC

��

SLp2,Cq

V ; tiσ{2,´σ{2u

bC

��

SOp4,Cq

Λ
– //

SOp3,Cq ˆ SOp3,Cq
!

iJ p`q, iJ p´q
)

– // SLp2,Cq ˆ SLp2,Cq

pV :q´1 ‘ V : tpσ{2, 0q, p0,σ{2qu

(7.222)
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7.8 SOp5q – Sp2

7.8.1 Lie代数の構造

代数とルート系は

L0 : H1 “ ´iA12, H2 “ ´iA34, (7.223)

基本ルート : α1 “ h1 ´ h2, α2 “ h2, (7.224)

正ルート : ∆` “ tα1, α2, α1 ` α2, α1 ` 2α2u .. (7.225)

Weyl基底は

∆` : Eα1 “ E`
12´ “

1

2
t´pA13 ` A24q ` ip´A23 ` A14qu , (7.226a)

Eα2 “ E`
2 “ ´

i
?
2

pA53 ` iA54q, (7.226b)

Eα1`α2 “ E`
1 “ ´

i
?
2

pA51 ` iA52q, (7.226c)

Eα1`2α2 “ E`
12` “

1

2
tA13 ´ A42 ` ipA23 ` A14qu , (7.226d)

∆´ : E´α1 “ E´
12´ “

1

2
tA13 ` A24 ` ip´A23 ` A14qu , (7.226e)

E´α2 “ E´
2 “ ´

i
?
2

pA53 ´ iA54q, (7.226f)

E´α1´α2 “ E´
1 “ ´

i
?
2

pA51 ´ iA52q, (7.226g)

E´α1´2α2 “ E´
12` “

1

2
t´A13 ` A42 ` ipA23 ` A14qu . (7.226h)

7.8.2 sp2と so5の同型対応

sp2 Ă su4のCartan部分代数とルート系は

L0 : H1 “ E11 ´ E44, H2 “ E22 ´ E33, (7.227a)

基本ルート : α1 “ h1 ´ h2, α2 “ 2h2, (7.227b)

正ルート : ∆` “ tα1, α2, α1 ` α2, 2α1 ` α2u . (7.227c)

したがって，sp2と so5のルート系は α1と α2の入れ替えで 1対１対応する．すな
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わち，

MHpsp2 Ñ so5q “

˜

1 1

1 ´1

¸

, (7.228a)

MSpsp2 Ñ so5q “ MDpsp2 Ñ so5q “

˜

0 1

1 0

¸

. (7.228b)

7.8.3 複素表現

so5のCartan行列は

Cpso5q “

˜

2 ´2

´1 2

¸

. (7.229)

so5の基本表現 f j “ pC´1qjkαkは，

level Dynkin label weight

r1, 0s “ 5v : 2 r1, 0s p1, 1q

1 r´1, 2s p0, 1q

0 r0, 0s p0, 0q

´1 r1,´2s p0,´1q

´2 r´1, 0s p´1,´1q

(7.230)

level Dynkin label weight

r0, 1s “ 4s : 3{2 r0, 1s p1{2, 1q

1{2 r1,´1s p1{2, 0q

´1{2 r´1, 1s p´1{2, 0q

´3{2 r0,´1s p´1{2,´1q

(7.231)

level Dynkin label weight

r0, 2s “ 10adj : 3 r0, 2s p1, 2q

2 r1, 0s p1, 1q

1 r´1, 2s, r2,´2s p0, 1q, p1, 0q

0 r0, 0s2 p0, 0q2

´1 r1,´2s, r´2, 2s p0,´1q, p´1, 0q

´2 r´1, 0s p´1,´1q

´3 r0,´2s p´1,´2q

(7.232)
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dim Dynkin label alias

5v r1 0s vector

4s r0 1s spinor

10adj r0 2s adjoint=r2sa “ r3sa

14 r2 0s p2q “ r2ss,tf

16 r1 1s P 5v ˆ 4s

20 r0 3s P 10adj ˆ 4s

30 r3 0s p3q “ r3ss,tf

35 r1 2s p2, 1q

40 r2 1s

表 11: SOp5qの既約表現

7.8.4 極大半単純部分代数

so5 – sp2の極大半単純部分代数は

1. 正則半単純部分代数: su2 ‘ u1, su2 ‘ su2 – so4

2. 特殊半単純部分代数: su2

(i) 正則部分代数 su2 ‘ u1:

(A) normal embedding この埋め込みは，次の写像の結合で得られる：

su2 ‘ u1
ι //

–

��

sp2

so3 ‘ so2
j // so5

–

OO
(7.233)

ここで，j : so3 ‘ so2 Ñ so5は，so2 ‘ so3 Ă so5と言う分解により与える：

so3 : 2H 1
1 “ ´2iA34 “ 2H2, E˘α1

1
“ E˘α2 , (7.234a)

so2 : H 1
2 “ ´iA12 “ H1 (7.234b)
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よって，埋め込み行列は

MHpsu2 ‘ u1 Ñ so5 : Nq “

˜

0 1

2 0

¸

, (7.235a)

MSpsu2 ‘ u1 Ñ so5 : Nq “

˜

´1 1

1 0

¸

, (7.235b)

MDpsu2 ‘ u1 Ñ so5 : Nq “

˜

0 1

1 1{2

¸

. (7.235c)

(B) canonical embedding 最高ウエイトを最高ウエイトに写す埋め込み行列は

MHpsu2 ‘ u1 Ñ so5 : Cq “

˜

2 0

0 2

¸

, (7.236a)

MSpsu2 ‘ u1 Ñ so5 : Cq “

˜

1 0

´1 2

¸

, (7.236b)

MDpsu2 ‘ u1 Ñ so5 : Cq “

˜

2 1

0 1

¸

.. (7.236c)

(ii) 正則部分代数 su2 ‘ su2: この埋め込みは，次の写像の結合で得られる：

su2 ‘ su2
ι //

–

��

sp2

so4
j // so5

–

OO
(7.237)

so4 “ su2L ‘ su2Rと表すとき，Cartan部分代数の生成元の対応は
˜

H 1
L

H 1
R

¸

“ MH

˜

H1

H2

¸

; MH “

˜

1 ´1

1 1

¸

(7.238)

よって，埋め込み行列は

MSpsu2 ‘ su2 Ñ so5q “

˜

1 ´1{2

0 1{2

¸

, (7.239a)

MDpsu2 ‘ su2 Ñ so5q “

˜

1 0

1 1

¸

. (7.239b)
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(iii) 特殊部分代数 su2: この埋め込みは，su2 – so3の５次元ユニタリ表現より
得られる．この表現は実表現なので，適当な基底を用いると，so5に属する実行列で
表される．結果として，su2のCartan部分代数の基底をH 1

1，so5の対応する基底を
H1, H2として，埋め込みは

pH 1
1q “ MH

˜

H1

H2

¸

; MH “

´

4 2
¯

(7.240)

で与えられるので，埋め込み行列は

MSpsumax
2 Ñ so5q “

´

1 1
¯

, (7.241a)

MDpsumax
2 Ñ so5q “

´

4 3
¯

. (7.241b)

以上で，su2の so5への３種類の埋め込みが現れたが，これらが共役でないことは，
so5の表現の分岐則を見ると明らかとなる：

so5 so3pstdq su2pL{Rq sumax
2

r1, 0s “ 5v 3 ` 12 22 ` 1 5

r0, 1s “ 4s 22 2 ` 12 4

r0, 2s “ 10adj 33 ` 1 3 ` 22 ` 13 7 ` 3

r1, 1s “ 16 42 ` 24 32 ` 24 ` 12 8 ` 6 ` 3
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7.9 SOp7q

7.9.1 Lie代数の構造

代数とルート系は

L0 : H1 “ ´iA12, H2 “ ´iA34, H3 “ ´iA56 (7.242)

基本ルート : α1 “ h1 ´ h2, α2 “ h2 ´ h3, α3 “ h3,

´

α1 α2 α3

¯

“

´

h1 h2 h3

¯

A; A “

¨

˚

˝

1 0 0

´1 1 0

0 ´1 1

˛

‹

‚

,(7.243)

正ルート∆` :

α1 ` 2α2 ` 2α3

α1 ` α2 ` 2α3

α1 ` α2 ` α3, α2 ` 2α3

α1 ` α2, α2 ` α3

α1, α2, α3

(7.244)

Weyl基底は

∆˘ : E˘α1 “ E˘
12´ “

1

2
t¯pA13 ` A24q ` ip´A23 ` A14qu , (7.245a)

E˘α2 “ E˘
23´ “

1

2
t¯pA25 ` A36q ` ip´A45 ` A36qu . (7.245b)

E˘α3 “ E˘
3 “ ´

i
?
2

pA75 ˘ iA76q, (7.245c)

E˘pα1`α2q “ E˘
13´ “

1

2
t¯pA15 ` A26q ` ip´A25 ` A16qu , (7.245d)

E˘pα2`α3q “ E˘
2 “ ´

i
?
2

pA73 ˘ iA74q, (7.245e)

E˘pα1`α2`α3q “ E˘
1 “ ´

i
?
2

pA71 ˘ iA72q. (7.245f)

E˘pα2`2α3q “ E˘
23` “

1

2
t¯p´A25 ` A36q ` ipA45 ` A36qu . (7.245g)

E˘pα1`α2`2α3q “ E˘
13` “

1

2
t¯p´A15 ` A26q ` ipA25 ` A16qu ,(7.245h)

E˘pα1`2α2`2α3q “ E˘
12` “

1

2
t¯p´A13 ` A24q ` ipA23 ` A14qu .(7.245i)
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7.9.2 表現

Cartan行列は

C “

¨

˚

˝

2 ´1 0

´1 2 ´2

0 ´1 2

˛

‹

‚

. (7.246)

よって、基本表現 fj “
ř

kpC´1qj
kαkは、

r1, 0, 0s “ 7v : level Dynkin label weight

3 r1, 0, 0s p1, 1, 1q

2 r´1, 1, 0s p0, 1, 1q

1 r0,´1, 2s p0, 0, 1q

0 r0, 0, 0s p0, 0, 0q

´1 r0, 1,´2s p0, 0,´1q

´2 r1,´1, 0s p0,´1,´1q

´3 r´1, 0, 0s p´1,´1,´1q

(7.247)

r0, 0, 1s “ 8s : level Dynkin label weight

3 r0, 0, 1s p1{2, 1, 3{2q

2 r0, 1,´1s p1{2, 1, 1{2q

1 r1,´1, 1s p1{2, 0, 1{2q

0 r´1, 0, 1s, r1, 0,´1s p´1{2, 0, 1{2q, p1{2, 0,´1{2q

´1 r´1, 1,´1s p´1{2, 0,´1{2q

´2 r0,´1, 1s p´1{2,´1,´1{2q

´3 r0, 0,´1s p´1{2,´1,´3{2q

(7.248)

r0, 1, 0s “ 21adj : level Dynkin label weight

5 r0, 1, 0s p1, 2, 2q

4 r1, 1, 2s p1, 1, 2q

3 r´1, 0, 2s, r1, 0, 0s p0, 1, 2q, p1, 1, 1q

2 r´1, 1, 0s, r1, 1,´2s p0, 1, 1q, p1, 1, 0q

1 r0,´1, 2s, r´1, 2,´2s, r2,´1, 0s p0, 0, 1q, p0, 1, 0q, p1, 0, 0q

0 r0, 0, 0s3s p0, 0, 0q3

...
...

(7.249)
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dim Dynkin label alias

7v r1 0 0s vector

8s r0 0 1s spinor

21adj r0 1 0s adj=r2sa

35 r0 0 2s r3sa

表 12: SOp7qの既約表現

7.9.3 極大半単純部分代数

so7の半単純代数とUp1q因子の直和で表される部分代数の中で極大なものは

1. 正則型: su4 – so6, su2 ‘ su2 ‘ su2, sp2 ‘ u1.

2. 特殊型: g2.

(i) 正則型部分代数 su4: su4の so7への埋め込みは次の合成写像より得られる：

su4
–

ÝÝÝÑ so6
j

ÝÝÝÑ so7 (7.250)

この対応は，L0psu4q “ xH 1
1, H

1
2, H

1
3y，L0pso7q “ xH1, H2, H3yとして，

¨

˚

˝

H 1
1

H 1
2

H 1
3

˛

‹

‚

“ MH

¨

˚

˝

´iA12

´iA34

´iA56

˛

‹

‚

“ MH

¨

˚

˝

H1

H2

H3

˛

‹

‚

; MH “

¨

˚

˝

1 1 0

1 0 ´1

0 1 ´1

˛

‹

‚

(7.251)

よって，

MSpsu4 Ñ so7q “ Apsl4q´1MHApso7q “

¨

˚

˝

0 0 1{2

1 0 0

0 1 ´1{2

˛

‹

‚

, (7.252a)

MDpsu4 Ñ so7q “ TCpsl4qMS
TCpso7q

´1 “

¨

˚

˝

0 1 1

1 0 0

0 1 0

˛

‹

‚

. (7.252b)

(ii) 正則型部分代数 sp2 ‘ u1: この部分代数の埋め込みは，

sp2 ‘ su1
–

ÝÝÝÑ so5 ‘ so2
–

ÝÝÝÑ so2 ‘ so5
j

ÝÝÝÑ so7 (7.253)
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により得られる．この埋め込みのうち，so5 ‘ so2 Ñ so7は，Gauss分解の構造を保
ち，Cartan部分代数の対応

¨

˚

˝

H 1
1

H 1
2

H3

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

´iA34

´iA56

´iA12

˛

‹

‚

“ MH

¨

˚

˝

H1

H2

H3

˛

‹

‚

; MH “

¨

˚

˝

0 1 0

0 0 1

1 0 0

˛

‹

‚

(7.254)

を与える．よって，埋め込み行列は

MSpso5 Ñ so7q “ Apso5q
´1MHr2, 3sApso7q “

˜

´1 1 0

´1 0 1

¸

, (7.255a)

MDpso5 Ñ so7q “ TCpso5qMS
TCpso7q´1 “

˜

0 1 0

0 0 1

¸

. (7.255b)

Up1q電荷ベクトルは

QH “ r1, 0, 0s, QS “ r1, 0, 0s, QD “ r1, 1, 1{2s. (7.256)

(iii) 正則型部分代数 su2 ‘su2 ‘su2: この埋め込みは，次の写像の合成で得られる：

ι : su2 ‘ su2 ‘ su2
–

ÝÝÝÑ so4 ‘ so3
j

ÝÝÝÑ so7 (7.257)

これより，埋め込み ιによるCartan部分代数の対応は

ι˚

¨

˚

˝

H 1
1

H 1
2

H 1
3

˛

‹

‚

“ MH

¨

˚

˝

H1

H2

H3

˛

‹

‚

; MH “

¨

˚

˝

1 ´1 0

1 1 0

0 0 2

˛

‹

‚

. (7.258)

よって，

MSpsu32 Ñ so7q “ Apsu32q´1MHApso7qq “

¨

˚

˝

1 ´1{2 0

0 1{2 0

0 ´1 1

˛

‹

‚

, (7.259a)

MDpsu32 Ñ so7q “ TCpsu32qMS
TCpso7q

´1 “

¨

˚

˝

1 0 0

1 2 1

0 0 1

˛

‹

‚

. (7.259b)
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(iv) 特殊型部分代数 g2: これより，L0pso7qの基底をHj “ ´iA2j´1 2j pj “ 1, 2, 3q，
L0pg2qの基底H 1

1, H
1
2を基本ルート系 α1

1, α
1
2の双対基底に取るとき，Cartan部分代

数の対応は

j˚

˜

H1

H2

¸

“ MH

¨

˚

˝

H 1
1

H 1
2

H 1
3

˛

‹

‚

; , MH “

˜

1 1 0

2 1 1

¸

(7.260)

これより，埋め込み行列は

MSpg2 Ñ so7q “ MHApso7q “

˜

0 1 0

1 0 1

¸

, (7.261a)

MDpg2 Ñ so7q “ TCpg2qMS
TCpso7q

´1 “

˜

0 1 0

1 0 1

¸

(7.261b)
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7.10 SOp8q

7.10.1 Lie代数の構造

so8のWeyl基底は，so8の標準生成元Aab(a, b “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)を用いて表すと，

L0 : Hj :“ ´iA2j´1 2j pj “ 1, 2, 3, 4q, (7.262a)

L˘ : E˘
jkη “

1

2
r˘ p´ηA2j´1 2k´1 ` A2j 2kq ´ i pηA2j 2k´1 ` A2j´1 2kqs

p1 ď j ă k ď 4, η “ ˘1q (7.262b)

sl8のGauss分解と整合的な表示を用いると，

Hj “ Ejj ´ E9´j 9´j pj “ 1, 2, 3, 4q, (7.263a)

E˘
12` “ E˘

17 ´ E˘
28, E˘

23` “ E˘
26 ´ E˘

37, E˘
13` “ E˘

16 ´ E˘
38, (7.263b)

E˘
14` “ E˘

15 ´ E˘
48, E˘

24` “ E˘
25 ´ E˘

47, E˘
34` “ E˘

35 ´ E˘
46, (7.263c)

E˘
12´ “ E˘

12 ´ E˘
78, E˘

23´ “ E˘
23 ´ E˘

67, E˘
13´ “ E˘

13 ´ E˘
68, (7.263d)

E˘
14´ “ E˘

14 ´ E˘
58, E˘

24´ “ E˘
24 ´ E˘

57, E˘
34´ “ E˘

34 ´ E˘
56. (7.263e)

基本ルート系は，hjpHkq “ δjkとして，

Π : pα1 α2 α3 α4q “ ph1 h2 h3 h4q

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

´1 1 0 0

0 ´1 1 1

0 0 ´1 1

˛

‹

‹

‹

‚

(7.264)

7.10.2 表現

基本表現系は

f1 “ h1 “ α1 ` α2 `
1

2
pα3 ` α4q, (7.265a)

f2 “ h1 ` h2 “ α1 ` 2α2 ` α3 ` α4, (7.265b)

f3 “
1

2
ph1 ` h2 ` h3 ´ h4q “

1

2
pα1 ` 2α2 ` 2α3 ` α4q, (7.265c)

f4 “
1

2
ph1 ` h2 ` h3 ` h4q “

1

2
pα1 ` 2α2 ` α3 ` 2α4q. (7.265d)

fjに双対的なL0の基底 Fjは

F1 “ H1 ´ H2, F2 “ H2 ´ H3, F3 “ H3 ´ H4, F4 “ H3 ` H4. (7.266)
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レベルベクトル R̄ P L0は

R̄ “ r6 10 6 6s “ 6f1 ` 10f2 ` 6f3 ` 6f4. (7.267)

随伴表現 r0 1 0 0s

level Dynkin weight

5 r0 1 0 0s α1 ` 2α2 ` α3 ` α4 “ h1 ` h2, (7.268a)

4 r1 ´ 1 1 1s α1 ` α2 ` α3 ` α4 “ h1 ` h3, (7.268b)

3 r´1 0 1 1s α2 ` α3 ` α4 “ h2 ` h3, (7.268c)

r1 0 ´ 1 1s α1 ` α2 ` α4 “ h1 ` h4, (7.268d)

r1 0 1 ´ 1s α1 ` α2 ` α3 “ h1 ´ h4, (7.268e)

2 r´1 1 ´ 1 1s α2 ` α4 “ h2 ` h4, (7.268f)

r1 1 ´ 1 ´ 1s α1 ` α2 “ h1 ´ h3, (7.268g)

r´1 1 1 ´ 1s α2 ` α3 “ h2 ´ h4, (7.268h)

1 r2 ´ 1 0 0s α1, (7.268i)

r´1 2 ´ 1 ´ 1s α2, (7.268j)

r0 ´ 1 2 0s α3, (7.268k)

r0 ´ 1 0 2s α4. (7.268l)

8v表現 r1 0 0 0s

8v :

r1 0 0 0s

r´1 1 0 0s

r0 ´ 1 1 1s

r0 0 ´ 1 1s r0 0 1 ´ 1s

r0 1 ´ 1 ´ 1s

r1 ´ 1 0 0s

r´1 0 0 0s

(7.269)
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dim Dynkin label alias

8v r1 0 0 0s vector

8s r0 0 0 1s spinor

81
s r0 0 1 0s spinor

28adj r0 1 0 0s adj=r2sa

56 r0 0 1 1s r3sa

表 13: SOp8qの既約表現

8s表現 r0 0 0 1s

8s :

r0 0 0 1s

r0 1 0 ´ 1s

r1 ´ 1 1 0s

r´1 0 1 0s r1 0 ´ 1 0s

r´1 1 ´ 1 0s

r0 ´ 1 0 1s

r0 0 0 ´ 1s

(7.270)

これは実表現．

81
s表現 r0 0 1 0s

81
s :

r0 0 1 0s

r0 1 ´ 1 0s

r1 ´ 1 0 1s

r´1 0 0 1s r1 0 0 ´ 1s

r´1 1 0 ´ 1s

r0 ´ 1 1 0s

r0 0 ´ 1 0s

(7.271)

これは実表現．

7.10.3 極大半単純部分代数

so8の極大半単純部分代数は

1. 正則部分代数: su4 ‘ u1, su2 ‘ su2 ‘ su2 ‘ su2

2. 特殊部分代数: so7, su3, su2 ‘ sp2
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(i): 正則部分代数 u4 “ su4 ‘ u1: so8は，su4 ‘ u1に同型な部分代数の共役類を 6

つ持つ．これらは，α1, α3, α4の置換と 1対１に対応する so8の外部自己同型写像に
より互いに移りあう．

クラス A u1を so8での 1-2軸での回転に，so6を 3-8部分空間での回転と同一視す
ると，so6 – su4より，埋め込み j : su4 ‘ u1 – so2 ‘ so6 Ñ so8が得られる．これは，
Dynkin図式で α1に対応するノードを u1に置き換えて得られる極大正則部分代数と
同型で，埋め込み行列は

MHpso6 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

2 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.272a)

MSpso6 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

´1 1 1{2 1{2

´1{2 0 1 0

´1{2 0 0 1

2 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.272b)

MDpso6 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

2 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

(7.272c)

で与えられる．ここで，Dynkinラベルの so6部分は，D3としてのラベルである．A3

のラベルは，第１成分と第２成分の入れ替えで得られる．

クラスAでの基本表現の分岐則: D4 Ñ A3 ` U1

f1 : 8v r1000s : 6 r0, 1, 0sp0q ` 1pp`2q`p´2qq, (7.273a)

f2 : 28adj r0100 : 15 r1, 0, 1sp0q ` 6 r0, 1, 0spp`2q`p´2qq ` 1p0q, (7.273b)

f3 : 81
s r0010s : 4 r1, 0, 0sp`1q ` 4˚ r0, 0, 1sp´1q, (7.273c)

f4 : 8s r0001s : 4˚ r0, 0, 1sp`1q ` 4 r1, 0, 0sp´1q. (7.273d)

この埋め込みから，α3と α4を入れ替えることにより，クラスAのもう一つの埋
め込みが得られる．u1因子を無視して，su4の埋め込みのみを考えると，これら２つ
の埋め込みは同値となる．
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クラス B これは，Dynkin図式でα4に対応するノードを u1に置き換えて得られる
極大正則部分代数と同型で，埋め込み行列は

MHpsu4 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 ´1

0 1 0 ´1

0 0 1 ´1

1 1 1 1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.274a)

MSpsu4 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 ´1{2

0 1 0 ´1

0 0 1 ´1{2

0 0 0 2

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.274b)

MDpsu4 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 2 1 2

˛

‹

‹

‹

‚

(7.274c)

クラスBでの基本表現の分岐則: D4 Ñ A3 ` U1

f1 : 8v r1000s : 4 r1, 0, 0sp`1q ` 4˚ r0, 0, 1sp´1q, (7.275a)

f2 : 28adj r0100 : 15 r1, 0, 1sp0q ` 6 r0, 1, 0spp`2q`p´2qq ` 1p0q, (7.275b)

f3 : 81
s r0010s : 4˚ r0, 0, 1sp`1q ` 4 r1, 0, 0sp´1q, (7.275c)

f4 : 8s r0001s : 6 r0, 1, 0sp0q ` 1pp`2q`p´2qq. (7.275d)

この埋め込みから，α1と α3を入れ替えることにより，クラス Bのもう一つの埋
め込みが得られる．u1因子を無視して，su4の埋め込みのみを考えると，これら２つ
の埋め込みは同値となる．

(B-n) natural embedding 対応 C4 Ñ R8 : pz1, ¨ ¨ ¨ , z4q ÞÑ px1, y1, ¨ ¨ ¨ , x4, y4q

(zj “ xj ´ iyj)によりUp4qを SOp8qを埋め込むと，

Ejk ÞÑ E2j´1 2k´1 ` E2j 2k, (7.276a)

iEjk ÞÑ E2j´1 2k ´ E2j 2k´1 (7.276b)
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より，複素化GLp4,Cq “ SLp4,Cq ˆ GLp1,Cqと SOp8,Cqの Lie代数のWeyl基底は
次のように対応する：

´1 ÞÑ S1 ` S2 ` S3 ` S4, (7.277a)

Hj ÞÑ Sj ´ S4 pj “ 1, 2, 3q, (7.277b)

E˘
jk ÞÑ E˘

jk´ p1 ď j ă k ď 3q. (7.277c)

これより，基本表現系の双対基底の対応は

GLp4,Cq SOp8,Cq

H1 “ H1 ´ H2 ÞÑ S1 ´ S2 “ H1, (7.278a)

H2 “ H2 ´ H3 ÞÑ S2 ´ S3 “ H2, (7.278b)

H3 “ H3 ÞÑ S3 ´ S4 “ H3, (7.278c)

H4 “ ´1 ÞÑ S1 ` S2 ` S3 ` S4 “ H1 ` 2H2 ` H3 ` 2H4 (7.278d)

となる．対応する埋め込み行列は、(7.274)と一致。よって，su4の埋め込み行列は

(B-s) Slansky embedding (B-n)の埋め込み行列に３個のWeyl変換 wα1`α2`α4 ,

wα4 , wα2を施すと，つぎの埋め込み行列を得る：

MHpsu4 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 ´1

´1 1 1 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

(7.279a)

MSpsu4 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

´1{2 1 ´1{2 0

0 0 0 1

1{2 0 1{2 0

´2 0 2 0

˛

‹

‹

‹

‚

(7.279b)

MDpsu4 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0

0 0 0 1

1 1 1 0

´1 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

(7.279c)
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クラス C これは，Dynkin図式でα3に対応するノードを u1に置き換えて得られる
極大正則部分代数と同型で，埋め込み行列は

MHpsu4 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

1 1 1 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.280a)

MSpsu4 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 ´1{2 0

0 1 ´1 0

0 0 ´1{2 1

0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.280b)

MDpsu4 ‘ u1 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

1 2 2 1

˛

‹

‹

‹

‚

(7.280c)

クラスCでの基本表現の分岐則: D4 Ñ A3 ` U1

f1 : 8v r1000s : 4 r1, 0, 0sp`1q ` 4˚ r0, 0, 1sp´1q, (7.281a)

f2 : 28adj r0100 : 15 r1, 0, 1sp0q ` 6 r0, 1, 0spp`2q`p´2qq ` 1p0q, (7.281b)

f3 : 81
s r0010s : 6 r0, 1, 0sqp0q ` 1pp`2q`p´2qq, (7.281c)

f4 : 8s r0001s : 4˚ r0, 0, 1sp`1q ` 4 r1, 0, 0sp´1q. (7.281d)

この埋め込みから，α1と α4を入れ替えることにより，クラス Cのもう一つの埋
め込みが得られる．u1因子を無視して，su4の埋め込みのみを考えると，これら２つ
の埋め込みは同値となる．

(ii) 正則部分代数 su2 ‘ su2 ‘ su2 ‘ su2: この埋め込みは同型対応 su2 ‘ su2 – so4
を用いて，次の写像の合成で得られる：

ι : su2 ‘ su2 ‘ su2 ‘ su2
–

ÝÝÝÑ so4 ‘ so4
j

ÝÝÝÑ so8 (7.282)
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したがって，埋め込み行列は

MHpsu42 Ñ so8q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 ´1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 ´1

0 0 1 1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.283a)

MSpsu42 Ñ so8q “ Apsu42q
´1MHApso8q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 ´1{2 0 0

0 1{2 0 0

0 ´1{2 1 0

0 0 ´ 1{2 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.283b)

MDpsu42 Ñ so8q “ TCpsu42qMS
TCpso8q´1 “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

1 2 1 1

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

(7.283c)

基本表現の分岐則は，

f1 : 8v : p2,2,1,1q ` p1,1,2,2q, (7.284a)

f2 : 28adj : p2,2,2,2q ` p3,1,1,1q ` p1,3,1,1q

`p1,1,3,1q ` p1,1,1,3q, (7.284b)

f3 : 81
s : p1,2,2,1q ` p2,1,1,2q, (7.284c)

f4 : 8s : p1,2,1,2q ` p2,1,2,1q. (7.284d)

この埋め込みから，α1, α3, α4の入れ替えにより５個の異なる埋め込みが得られる．

(iii) 特殊部分代数 so7:

(A) 標準的な埋め込み この埋め込みは，SOp7qの SOp8qへの部分行列としての標
準埋め込みより得られる：

MHpso7 Ñ so8q0 “

¨

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

˛

‹

‚

, (7.285a)

MSpso7 Ñ so8q0 “ MDpso7 Ñ so8q0 “

¨

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

˛

‹

‚

(7.285b)
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基本表現の分岐則は，

f1 : 8v : 7v r1, 0, 0s ` 1, (7.286a)

f2 : 28adj : 21adj r0, 1, 0s ` 7v r1, 0, 0s, (7.286b)

f3 : 81
s : 8s r0, 0, 1s, (7.286c)

f4 : 8s : 8s r0, 0, 1s. (7.286d)

(B) α1と α4を入れ替えた埋め込み この埋め込みは (A)と同値でない．

MHpso7 Ñ so8q1 “

¨

˚

˝

1{2 1{2 1{2 1{2

1{2 1{2 ´1{2 ´1{2

1{2 ´1{2 1{2 ´1{2

˛

‹

‚

, (7.287a)

MSpso7 Ñ so8q1 “ MDpso7 Ñ so8q1 “

¨

˚

˝

0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 1 0

˛

‹

‚

(7.287b)

基本表現の分岐則は，

f1 : 8v : 8s r0, 0, 1s, (7.288a)

f2 : 28adj : 21adj r0, 1, 0s ` 7v r1, 0, 0s, (7.288b)

f3 : 81
s : 8s r0, 0, 1s, (7.288c)

f4 : 8s : 7v r1, 0, 0s ` 1. (7.288d)

(C) α1と α3を入れ替えた埋め込み この埋め込みは (A), (B)と同値でない．

MHpso7 Ñ so8q1 “

¨

˚

˝

1{2 1{2 1{2 ´1{2

1{2 1{2 ´1{2 1{2

1{2 ´1{2 1{2 1{2

˛

‹

‚

, (7.289a)

MSpso7 Ñ so8q1 “ MDpso7 Ñ so8q1 “

¨

˚

˝

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 1

˛

‹

‚

(7.289b)
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基本表現の分岐則は，

f1 : 8v : 8s r0, 0, 1s, (7.290a)

f2 : 28adj : 21adj r0, 1, 0s ` 7v r1, 0, 0s, (7.290b)

f3 : 81
s : 7v r1, 0, 0s ` 1, (7.290c)

f4 : 8s : 8s r0, 0, 1s. (7.290d)

(iv) 特殊部分代数 su3: su3の８次元随伴表現は実表現なので，そのユニタリ表示
は，自動的に so8への埋め込みを与える．まず，su3の随伴表現の基底を次のように
選ぶ：

e1 “ p1, 1q “
1

?
2
E`

13, e2 “ p1, 0q “
1

?
2
E`

12, e3 “ p0, 1q “
1

?
2
E`

12, (7.291)

e4 “ p0, 0q1 “ pHα1 ` qHα2 , e5 “ p0, 0q2 “ rHα1 ` sHα2 , (7.292)

e6 “ p0,´1q “
1

?
2
E´

23, e7 “ p´1, 0q “
1

?
2
E´

12, e8 “ p´1,´1q “
1

?
2
E`

12.(7.293)

ここで，su3のCartan部分代数の標準基底

H1 “ E11 ´ E33, H2 “ E22 ´ E33 (7.294)

とHαi
との関係は

αjpHαi
q “ pαj, αiq “ Kji; K “

˜

1 ´1{2

´1{2 1

¸

, (7.295)

αi “
ÿ

j

hjA
j
i; A “

˜

1 1

´1 2

¸

, (7.296)

ñ Hαi
“
ÿ

k

Hkp TA´1Kqki (7.297)

より，

Hα1 “
1

2
pH1 ´ H2q, Hα2 “

1

2
H2, (7.298)

α1 “ h1 ´ h2, α2 “ h1 ` 2h2 (7.299)

よって，H1とH2の基底 e1, ¨ ¨ ¨ , e8への作用は次の対角型行列で表される：

H1 ÞÑ 2pE11 ´ E88q ` E22 ´ E77 ` E33 ´ E66 “ 2H1 ` H2 ` H3, (7.300a)

H2 ÞÑ E11 ´ E88q ´ pE22 ´ E77q ` 2pE33 ´ E66q “ H1 ´ H2 ` 2H3.(7.300b)
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次に，

rE´α2 , Ep1,1qs “ ´
1

?
2
Ep1,0q : e1

´α2 // ´ 1?
2
e2 , (7.301a)

rE´α1 , Ep1,1qs “
1

?
2
Ep0,1q : e1

´α1 // 1?
2
e3 , (7.301b)

rE´α2 , Ep´1,0qs “
1

?
2
Ep´1,´1q : e7

´α2 // 1?
2
e8 , (7.301c)

rE´α1 , Ep0,´1qs “ ´
1

?
2
Ep´1,´1q : e6

´α1 // ´ 1?
2
e8 . (7.301d)

また，

rE´α1 , Ep1,0qs “ ´Hα1 : e2
´α1 // 1

∆
p´se4 ` qe5q , (7.302a)

rE´α2 , Ep0,1qs “ ´Hα2 : e3
´α2 // 1

∆
p´re4 ´ pe5q , (7.302b)

rE´α1 , e4s “

´

p ´
q

2

¯

e7 : e4
´α1 //

`

p ´
q
2

˘

e7 , (7.302c)

rE´α1 , e5s “

´

r ´
s

2

¯

e7 : e5
´α1 //

`

r ´ s
2

˘

e7 , (7.302d)

rE´α2 , e4s “

´

q ´
p

2

¯

e6 : e4
´α2 //

`

q ´
p
2

˘

e6 , (7.302e)

rE´α2 , e5s “

´

s ´
r

2

¯

e6 : e5
´α2 //

`

s ´ r
2

˘

e6 . (7.302f)

ここで，∆ “ ps ´ qr.

以上より，

E´α1 ÞÑ

?
2

2
pE´

13 ´ E´
68q `

´s

∆
E´

24 `

´

r ´
s

2

¯

E´
57 `

q

∆
E´

25 `

´

p ´
q

2

¯

E´
47,

E´α2 ÞÑ ´

?
2

2
pE´

12 ´ E´
78q `

r

∆
E´

34 `

´

s ´
r

2

¯

E´
58 `

´p

∆
E´

35 `

´

q ´
p

2

¯

E´
46.

この式の右辺は，

s

∆
“ r ´

s

2
,

r

∆
“ ´s `

r

2
,

q

∆
“ ´p `

q

2
,

p

∆
“ q ´

p

2
. (7.303)
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が満たされるとき，so8に属し，次のように表される．

Eα1 ÞÑ

?
2

2
E`

13´ ` xE`
24´ ` yE`

24`,

Eα2 ÞÑ ´

?
2

2
E`

12´ ` zE`
34´ ` wE`

34`,

E´α1 ÞÑ

?
2

2
E´

13´ ` x̄E´
24´ ` ȳE´

24`,

Eα2 ÞÑ ´

?
2

2
E´

12´ ` z̄E´
34´ ` w̄E´

34`.

この対応が交換関係を満たすことより、

|x|2 “ |y|2 “ |z|2 “ |w|2 “
1

2
, (7.304a)

ypx ` zq ` xw “ 0, wpx ` zq ` yz “ 0 (7.304b)

解は、

z “ eiθx, y “ eiθw, |y| “ |w| “
1

?
2
; θ “ ˘

2π

3
. (7.305)

また、

Eα1`α2 ÞÑ eiθ{2
`

wE`
14` ` xE`

14´

˘

´
eiθ
?
2
xwE`

23`, (7.306a)

E´α1´α2 ÞÑ eiθ{2
`

w̄E`
14` ` x̄E`

14´

˘

´
eiθ
?
2
x̄w̄E`

23`. (7.306b)

埋め込み行列は、Cartan部分代数の対応

˜

H 1
1

H 1
2

¸

“ MH

¨

˚

˚

˚

˝

H1

H2

H3

H4

˛

‹

‹

‹

‚

; MH “

˜

2 1 1 0

1 ´1 2 0

¸

(7.307)

より、

MSpsu3 Ñ so8q “ Ap3q´1MHApso8q “

˜

0 1 0 0

1 ´1 1 1

¸

, (7.308a)

MDpsu3 Ñ so8q “ TCp3qMS
TCpso8q

´1 “

˜

1 3 1 1

1 0 1 1

¸

. (7.308b)
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この埋め込みは，α1, α3, α4の入れ替えに対して不変．
基本表現の分岐則は，

f1 : 8v : 8 r1, 1s, (7.309a)

f2 : 28adj : 10 r3, 0s ` 10˚ r0, 3s ` 8adj r1, 1s, (7.309b)

f3 : 81
s : 8 r1, 1s, (7.309c)

f4 : 8s : 8 r1, 1s. (7.309d)

(iv) 特殊部分代数 sp2 ‘ su2: この埋め込み ιは、次のような写像の結合により得
られる：

ι : sp2 ‘ su2
–

ÝÝÝÑ so5 ‘ so3
j

ÝÝÝÑ so8 (7.310)

最初の so3を so8の r1, 2, 7s部分に、so5を r3, 4, 5, 6, 8s部分と同一視すると、埋め込
み行列は

MH “

¨

˚

˝

0 1 0 0

0 0 1 0

2 0 0 0

˛

‹

‚

, MS “

¨

˚

˝

´1 1 0 0

´1 0 1 1

1 0 0 0

˛

‹

‚

, MD “

¨

˚

˝

0 1 0 0

0 0 1 1

2 2 1 1

˛

‹

‚

(7.311)

基本表現の分岐則は，

f1 : 8v : p5,1q r0, 1s ` p1,3q, (7.312a)

f2 : 28adj : p5,3q r0, 1s ` p10,1q r2, 0s ` p1,3q, (7.312b)

f3 : 81
s : p4,2q r1, 0s, (7.312c)

f4 : 8s : p4,2q r1, 0s. (7.312d)

この埋め込みから，α1 Ø α3, α1 Ø α4の入れ替えにより２つの異なる埋め込みが
得られる．
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7.11 SOp9q

7.11.1 Lie代数の構造

so9のWeyl基底は，so9の標準生成元Aab(a, b “ 1, ¨ ¨ ¨ , 9)を用いて表すと，

L0 : Hj :“ ´iA2j´1 2j pj “ 1, 2, 3, 4q, (7.313a)

L˘ : E˘
j “

i
?
2

pA9 2j´1 ˘ iA9 2j, pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , 4q (7.313b)

E˘
jkη “

1

2
r˘ p´ηA2j´1 2k´1 ` A2j 2kq ´ i pηA2j 2k´1 ` A2j´1 2kqs

p1 ď j ă k ď 4, η “ ˘1q (7.313c)

sl9のGauss分解と整合的な表示を用いると，

p0, 0, 0, 0q ÞÑ Hj “ Ejj ´ E10´j 10´j pj “ 1, 2, 3, 4q, (7.314a)

˘p1, 0, 0, 0q ÞÑ E˘
12´ “ E˘

12 ´ E˘
89, (7.314b)

˘p0, 1, 0, 0q ÞÑ E˘
23´ “ E˘

23 ´ E˘
78, (7.314c)

˘p0, 0, 1, 0q ÞÑ E˘
34´ “ E˘

34 ´ E˘
67, (7.314d)

˘p0, 0, 0, 1q ÞÑ E˘
4 “ ˘ipE˘

45 ´ E˘
5 6q, (7.314e)

˘p1, 1, 0, 0q ÞÑ E˘
13´ “ E˘

13 ´ E˘
79, (7.315a)

˘p0, 1, 1, 0q ÞÑ E˘
24´ “ E˘

24 ´ E˘
68, (7.315b)

˘p0, 0, 1, 1q ÞÑ E˘
3 “ ˘ipE˘

35 ´ E˘
5 7q, (7.315c)

˘p1, 1, 1, 0q ÞÑ E˘
14´ “ E˘

14 ´ E˘
69, (7.316a)

˘p0, 1, 1, 1q ÞÑ E˘
2 “ ˘ipE˘

25 ´ E˘
5 8q, (7.316b)

˘p0, 0, 1, 2q ÞÑ E˘
34` “ E˘

36 ´ E˘
47, (7.316c)

˘p1, 1, 1, 1q ÞÑ E˘
1 “ ˘ipE˘

15 ´ E˘
5 9q, (7.317a)

˘p0, 1, 1, 2q ÞÑ E˘
24` “ E˘

26 ´ E˘
48, (7.317b)

˘p1, 1, 1, 2q ÞÑ E˘
14` “ E˘

16 ´ E˘
49, (7.317c)

˘p0, 1, 2, 2q ÞÑ E˘
23` “ E˘

27 ´ E˘
38, (7.317d)

˘p1, 1, 2, 2q ÞÑ E˘
13` “ E˘

17 ´ E˘
39, (7.317e)

˘p1, 2, 2, 2q ÞÑ E˘
12` “ E˘

18 ´ E˘
29. (7.317f)
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基本ルート系は，hjpHkq “ δjkとして，

Π : pα1 α2 α3 α4q “ ph1 h2 h3 h4q

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

´1 1 0 0

0 ´1 1 0

0 0 ´1 1

˛

‹

‹

‹

‚

(7.318)

7.11.2 表現

Cartan行列は

C “

¨

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0

´1 2 ´1 0

0 ´1 2 ´2

0 0 ´1 2

˛

‹

‹

‹

‚

, C´1 “

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1{2 1 3{2 2

˛

‹

‹

‹

‚

(7.319)

より、基本表現は

f1 “ α1 ` α2 ` α3 ` α4 : 9v, (7.320a)

f2 “ α1 ` 2α2 ` 2α3 ` 2α4 : 36adj “ r2s, (7.320b)

f3 “ α1 ` 2α2 ` 3α3 ` 3α4 : 84 “ r3s, (7.320c)

f4 “
1

2
α1 ` α2 `

3

2
α3 ` 2α4 : 16s (7.320d)

7.11.3 極大部分代数

so9の部分代数で半単純代数と u1因子の直和となるものの中で極大なものは、次
の通りである：

1. 正則型： so8, so7 ‘ u1, su4 ‘ su2, sp2 ‘ su2 ‘ su2

2. 特殊型：su2, su2 ‘ su2.
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Dynkin label dimension H1 charge

r0001s 16 p`1{2q8 ` p´1{2q8

r1000s 9 p`1q1 ` p´1q1 ` p0q7

r0100s 36 p`1q7 ` p´1q7 ` p0q22

r0010s 84 p`1q21 ` p´1q21 ` p0q42

r0002s 126 p`1q35 ` p´1q35 ` p0q56

r1001s 128 p`3{2q8 ` p´3{2q8 ` p`1{2q56 ` p´1{2q56

r0101s 432 p`3{2q48 ` p´3{2q48 ` p`1{2q168 ` p´1{2q168

r0011s 768 p`3{2q112 ` p´3{2q112 ` p`1{2q272 ` p´1{2q272

r0003s 672 p`3{2q112 ` p´3{2q112 ` p`1{2q224 ` p´1{2q224

r2000s 44 “ p2qsym,tf p`2q1 ` p´2q1 ` p`1q7 ` p´1q7 ` p0q28

r0200s 495 p`2q27 ` p´2q27 ` p`1q112 ` p´1q112 ` p0q217

r0020s 1980 p`2q168 ` p´2q168 ` p`1q483 ` p´1q483 ` p0q678

r0004s 2772 p`2q294 ` p´2q294 ` p`1q672 ` p´1q672 ` p0q840

r1100s 231 p`2q7 ` p´2q7 ` p`1q49 ` p´1q49 ` p0q119

r1010s 594 p`2q21 ` p´2q21 ` p`1q147 ` p´1q147 ` p0q258

r0110s 1650 p`2q105 ` p´2q105 ` p`1q405 ` p´1q405 ` p0q630

r1002s 924 p`2q35 ` p´2q35 ` p`1q245 ` p´1q245 ` p0q364

r0102s 2772 p`2q189 ` p´2q189 ` p`1q707 ` p´1q707 ` p0q980

r0012s 4158 p`2q378 ` p´2q378 ` p`1q1029 ` p´1q1029 ` p0q1344

表 14: SOp9qの既約表現
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(i) 正則部分代数 so8: この部分代数は so8の so9への標準埋め込みより得られるの
で、埋め込み行列は

MHpso8 Ñ so9q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1

0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.321a)

MSpso8 Ñ so9q “ Apso8q
´1MHApso9q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 ´1{2

0 0 0 1{2

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.321b)

MDpso8 Ñ so9q “ TCpso8qMS
TCpso9q´1 “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

˛

‹

‹

‹

‚

(7.321c)

基本表現の分岐則

f1 : 9v “ , (7.322a)

f2 : 36adj “ , (7.322b)

f3 : 84 “ , (7.322c)

f4 : 16s “ . (7.322d)

(ii) 正則型部分代数 so7 ‘ u1: この部分代数は、so2 ‘ so7の so9への標準埋め込み
により得られる。したがって、so7の埋め込み行列は

MHpso7 Ñ so9q “

¨

˚

˝

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‚

, (7.323a)

MSpso7 Ñ so9q “ Apso7q
´1MHApso9q “

¨

˚

˝

´1 1 0 0

´1 0 1 0

´1 0 0 1

˛

‹

‚

, (7.323b)

MDpso8 Ñ so9q “ TCpso8qMS
TCpso9q

´1 “

¨

˚

˝

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‚

(7.323c)
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また、Up1q荷電ベクトルは

QH “ QS

´

1 0 0 0
¯

, QD “

´

1 1 1 1{2
¯

. (7.324)

基本表現の分岐則

f1 : 9v “ , (7.325a)

f2 : 36adj “ , (7.325b)

f3 : 84 “ , (7.325c)

f4 : 16s “ . (7.325d)

(iii) 正則型部分代数 su4 ‘ su2:

(A) Natural embedding この部分代数は、次の写像の結合により得られる：

ι : su4 ‘ su2
–

ÝÝÝÑ so6 ‘ so3
j

ÝÝÝÑ so9 (7.326)

埋め込み su4 Ñ so7の結果を用いると、

MHpsu4 ‘ su2q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 0 0

1 0 ´1 0

0 1 ´1 0

0 0 0 2

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.327a)

MSpsu4 ‘ su2q “ Apsl4 ‘ sl2q
´1MHApso8q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 1{2 0

1 0 0 0

0 1 ´1{2 0

0 0 ´1 1

˛

‹

‹

‹

‚

,(7.327b)

MDpsu4 ‘ su2q “ TCpsl4 ‘ sl2qMS
TCpso8q

´1 “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 2 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

(7.327c)

(B) Slansky embedding (A)の行列のおいて，su2と su4の順序を入れ替えた後，
5個のWeyl変換wα1`α2`α3`2α4 , wα3`2α4 , wα2`α3`2α4 , wα3 ,wα4を順次施すと，次の埋
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め込み行列が得られる：

MHpsu2 ‘ su4 Ñ so9q “

¨

˚

˚

˚

˝

´2 0 0 0

0 0 ´1 ´1

0 ´1 0 ´1

0 ´1 ´1 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.328a)

MSpsu2 ‘ su4 Ñ so9q “

¨

˚

˚

˚

˝

´1 0 0 0

´1{2 1 0 ´1{2

0 0 1 ´1

1{2 0 0 ´1{2

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.328b)

MDpsu2 ‘ su4 Ñ so9q “

¨

˚

˚

˚

˝

´2 ´2 ´2 ´1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 ´1 ´2 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.328c)

基本表現の分岐則

f1 : 9v “ p6,1q r0, 1, 0s ` p1,3q, (7.329a)

f2 : 36adj “ p15adj,1q r1, 0, 1s ` p6,3q r0, 1, 0s ` p1,3q, (7.329b)

f3 : 84 “ p15,3q r1, 0, 1s ` p10,1q r2, 0, 0s ` p10˚,1q

`p6,3q r0, 1, 0s ` p1,1q, (7.329c)

f4 : 16s “ p4,2q r1, 0, 0s ` p4˚,2q. (7.329d)

(iv) 正則型部分代数 su2 ‘ su2 ‘ sp2: この部分代数は、次の写像の合成により得ら
れる：

ι : psu2 ‘ su2q ‘ sp2
–

ÝÝÝÑ so4 ‘ so5
j

ÝÝÝÑ so9 (7.330)
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よって、同型対応 su2 ‘ su2 – so4および sp2 – so5より、ιの埋め込み行列は

MHpsu2 ‘ su2 ‘ sp2q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 ´1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.331a)

MSpsu2 ‘ su2 ‘ sp2q “ Apsu2 ‘ su2q
´1MHApso9q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 ´1{2 0 0

0 1{2 0 0

0 ´1 0 1

0 ´1 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

,(7.331b)

MDpsu2 ‘ su2 ‘ sp2q “ TCpsu2 ‘ su2qMS
TCpso9q

´1 “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

1 2 2 1

0 0 0 1

0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

.(7.331c)

基本表現の分岐則

f1 : 9v “ , (7.332a)

f2 : 36adj “ , (7.332b)

f3 : 84 “ , (7.332c)

f4 : 16s “ . (7.332d)

(v) 特殊型部分代数 su2: この部分代数は、su2の 9次元ユニタリ表現より得られ
る. su2の表現の一般論より、この 9次元表現は

iH ÞÑ ip8H1 ` 6H2 ` 4H3 ` 2H4q, (7.333a)

A ÞÑ X`
9 ´ X´

9 q, (7.333b)

iS ÞÑ ipX`
9 ` X´

9 q (7.333c)

で与えられる。ここで、X˘
9 は、so9のWeyl基底を用いて

X`
9 “ a1E

`
12´ ` a2E

`
23´ ` a3E

`
34´ ´ ia4E

`
4 , (7.334a)

X´
9 “ ā1E

´
12´ ` ā2E

´
23´ ` ā3E

´
34´ ` iā4E

´
4 (7.334b)

と表される。
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これより、埋め込み行列は、

MHpsu2 Ñ so9q “

´

8 6 4 2
¯

, (7.335a)

MSpsu2 Ñ so9q “ Apsl2q´1MHApso9q “

´

1 1 1 1
¯

, (7.335b)

MDpsu2 Ñ so9q “ TCpsl2qMS
TCpso9q´1 “

´

8 14 18 10
¯

. (7.335c)

基本表現の分岐則

f1 : 9v “ , (7.336a)

f2 : 36adj “ , (7.336b)

f3 : 84 “ , (7.336c)

f4 : 16s “ . (7.336d)

(vi) 特殊型部分代数 su2 ‘ su2 この埋め込みは、su2の 2つの 3次元表現のテンソ
ル積より得られる su2 ‘ su2の 9次元表現に対応する。この表現の基底を

e1 “ p2, 2q, e2 “ p2, 0q, e3 “ p0, 2q, e4 “ p2,´2q, e5 “ p0, 0q, e6 “ p´2, 2q,

e7 “ p0,´2q, e8 “ p´2, 0q, e9 “ p´2,´2q (7.337)

と取ると、２つの su2のCartan部分代数の標準生成元H1, H2のこれらの基底への作
用は、対角型行列

H1 ÞÑ r2, 2, 0, 2, 0,´2, 0,´2,´2s ÞÑ 2H1 ` 2H2 ` 2H4, (7.338a)

H2 ÞÑ r2, 0, 2,´2, 0, 2,´2, 0,´2s ÞÑ 2H1 ` 2H3 ´ 2H4 (7.338b)

で表される。これより、埋め込み行列は

MHpsu2 ‘ su2 Ñ so9q “

˜

2 2 0 2

2 0 2 ´2

¸

, (7.339a)

MSpsu2 ‘ su2 Ñ so9q “ Apsl2 ‘ sl2q´1MHApso9q “

˜

0 1 ´1 1

1 ´1 2 ´1

¸

,(7.339b)

MDpsu2 ‘ su2 Ñ so9q “ TCpsl2 ‘ sl2qMS
TCpso9q´1 “

˜

2 4 4 3

2 2 4 1

¸

.(7.339c)
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基本表現の分岐則

f1 : 9v “ , (7.340a)

f2 : 36adj “ , (7.340b)

f3 : 84 “ , (7.340c)

f4 : 16s “ . (7.340d)
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7.12 SOp10q

7.12.1 Lie代数の構造

SOp10,CqのWeyl基底は

L0 : Hj :“ ´iA2j´1 2j pj “ 1, 2, 3, 4, 5q, (7.341a)

L˘ : E˘
jkη “

1

2
r˘ p´ηA2j´1 2k´1 ` A2j 2kq ´ i pηA2j 2k´1 ` A2j´1 2kqs

p1 ď j ă k ď 5, η “ ˘1q (7.341b)

基本ルート系は，hjpHkq “ δjkとして，

Π : pα1 α2 α3 α4 α5q “ ph1 h2 h3 h4 h5q

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

´1 1 0 0 0

0 0 ´ 1 1 0 0

0 0 ´1 1 1

0 0 0 ´1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(7.342)

sl10のGauss分解と整合的な表示を用いると，全ルート系と対応するWeyl基底は

p0, 0, 0, 0, 0q ÞÑ Hj “ Ejj ´ E11´j 11´j pj “ 1, 2, 3, 5q, (7.343a)

˘p1, 0, 0, 0, 0q ÞÑ E˘
12´ “ E˘

12 ´ E˘
9 10, (7.343b)

˘p0, 1, 0, 0, 0q ÞÑ E˘
23´ “ E˘

23 ´ E˘
89, (7.343c)

˘p0, 0, 1, 0, 0q ÞÑ E˘
34´ “ E˘

34 ´ E˘
78, (7.343d)

˘p0, 0, 0, 1, 0q ÞÑ E˘
45´ “ E˘

45 ´ E˘
67, (7.343e)

˘p0, 0, 0, 0, 1q ÞÑ E˘
45` “ E˘

46 ´ E˘
57 (7.343f)

˘p1, 1, 0, 0, 0q ÞÑ E˘
13´ “ E˘

13 ´ E˘
8 10, (7.344a)

˘p0, 1, 1, 0, 0q ÞÑ E˘
24´ “ E˘

24 ´ E˘
79, (7.344b)

˘p0, 0, 1, 1, 0q ÞÑ E˘
35´ “ E˘

35 ´ E˘
68, (7.344c)

˘p0, 0, 1, 0, 1q ÞÑ E˘
35` “ E˘

36 ´ E˘
58, (7.344d)

˘p1, 1, 1, 0, 0q ÞÑ E˘
14´ “ E˘

14 ´ E˘
7 10, (7.345a)

˘p0, 1, 1, 1, 0q ÞÑ E˘
25´ “ E˘

25 ´ E˘
69, (7.345b)

˘p0, 0, 1, 1, 1q ÞÑ E˘
34` “ E˘

37 ´ E˘
48, (7.345c)

˘p0, 1, 1, 0, 1q ÞÑ E˘
25` “ E˘

26 ´ E˘
59, (7.345d)
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˘p1, 1, 1, 1, 0q ÞÑ E˘
15´ “ E˘

15 ´ E˘
6 10, (7.346a)

˘p0, 1, 1, 1, 1q ÞÑ E˘
24` “ E˘

27 ´ E˘
49, (7.346b)

˘p1, 1, 1, 0, 1q ÞÑ E˘
15` “ E˘

16 ´ E˘
5 10, (7.346c)

˘p1, 1, 1, 1, 1q ÞÑ E˘
14` “ E˘

17 ´ E˘
4 10, (7.346d)

˘p0, 1, 2, 1, 1q ÞÑ E˘
23` “ E˘

28 ´ E˘
39, (7.346e)

˘p1, 1, 2, 1, 1q ÞÑ E˘
13` “ E˘

18 ´ E˘
3 10, (7.346f)

˘p1, 2, 2, 1, 1q ÞÑ E˘
12` “ E˘

19 ´ E˘
2 10. (7.346g)

7.12.2 表現

基本表現と合同類 Cartan行列は

C “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0 0

´1 2 ´1 0 0

0 ´1 2 ´1 ´1

0 0 ´1 2 0

0 0 ´1 0 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, C´1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 1 1{2 12

1 2 2 1 1

1 2 3 3{2 3{2

1{2 1 3{2 5{4 3{4

1{2 1 3{2 3{4 5{4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(7.347)

よって、基本表現は

highest weight C dim

f1 “ p1, 1, 1, 1{2, 1{2q r0, 2s 10v
f2 “ p1, 2, 2, 1, 1q rr0, 2s 45adj “ r2s

f3 “ p1, 2, 3, 3{2, 3{2q r0, 2s 120 “ r3s

f4 “ p1{2, 1, 3{2, 5{4, 3{4q r1, 3s 16˚
s

f“p1{2, 1, 3{2, 3{4, 5{4q r1, 1s 16s

(7.348)

Dynkin labelが ra1a2a3a4a4sの既約表現の合同類指数は

C :“ ra4 ` a5 pmod 2q, 2a1 ` 2a3 ` 3a4 ` 5a5 pmod 4qs

” r0, 0s, r0, 2s, r1, 1s, r1, 3s. (7.349)

テンソル積の既約分解
【命題 7.1 (126表現)】 　 SOp10qの 126表現と 126˚表現は，次のような ISD条
件を満たす５形式を用いてテンソル表示される：

126 r00002s : Φr5s; ˚Φr5s “ ´iΦr5s, (7.350a)

126˚ r00020s : Φr5s; ˚Φr5s “ `iΦr5s. (7.350b)
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l

7.12.3 極大部分代数

so10に含まれる半単純代数（＋ u1因子）の形をもつ部分代数のなかで極大なもの
は以下のとおりである：

1. 正則型： so8 ‘ u1, su5 ‘ u1, su4 ‘ su2 ‘ su2

2. 特殊型： so9, su2 ‘ so7, sp2 ‘ sp2, sp2

(i) 正則型部分代数 so8 ‘ u1:

(A) normal embedding 正則部分代数に関する既約分解の一般論より得られる
埋め込み行列は

MHpso8 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.351a)

MSpso8 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 1 0 0 0

´1 0 1 0 0

´1{2 0 0 1 0

´1{2 0 0 0 1

1 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.351b)

MDpso8 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 1 1 1{2 1{2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (7.351c)

(B) canonical embedding 最高ウエイトを最高ウエイトに対応させるこの部分
代数の埋め込み行列は、so10の行列表示X “ Aab pa, b “ 1. ¨ ¨ ¨ , 10qにおいて、1 ď
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dim C Highest weight

10v r0, 2s r10000s “ p1, 1, 1, 1{2, 1{2q

16s r1, 1s r00001s “ p1{2, 1, 3{2, 3{4, 5{4q

16˚
s r1, 3s r00010s “ p1{2, 1, 3{2, 5{4, 3{4q

45adj r0, 2s r01000s “ p1, 2, 2, 1, 1q

54 r0, 0s r20000s “ p2, 2, 2, 1, 1q

120 r0, 2s r00100s “ p1, 2, 3, 3{2, 3{2q

126 r0, 2s r00002s “ p1, 2, 3, 3{2, 5{2q

126˚ r0, 2s r00020s “ p1, 2, 3, 5{2, 3{2q

144 r1, 1s r10010s “ p3{2, 2, 5{2, 7{4, 5{4q

144˚ r1, 3s r10001s “ p3{2, 2, 5{2, 5{4, 7{4q

210 r0, 0s r00011s “ p1, 2, 3, 2, 2q

2101 r0, 2s r30000s “ p3, 3, 3, 3{2, 3{2q

320 r0, 0s r11000s “ p2, 3, 3, 3{2, 3{2q

560 r1, 3s r01001s “ p3{2, 3, 7{2, 7{4, 9{4q

560˚ r1, 1s r01010s “ p3{2, 3, 7{2, 9{4, 7{4q

660 r0, 0s r40000s “ p4, 4, 4, 2, 2q

672 r1, 1s r00030s “ p3{2, 3, 9{2, 15{4, 9{4q

672˚ r1, 3s r00003s “ p3{2, 3, 9{2, 9{4, 15{4q

720 r1, 1s r20001s “ p5{2, 3, 7{2, 7{4, 9{4q

720˚ r1, 1s r20010s “ p5{2, 3, 7{2, 9{4, 7{4q

770 r0, 0s r02000s “ p2, 4, 4, 2, 2q

945 r0, 0s r10100s “ p2, 3, 4, 2, 2q

1050 r0, 0s r100002s “ p2, 3, 4, 2, 3q

1050˚ r0, 0s r10020s “ p2, 3, 4, 3, 2q

1386 r0, 2s r21000s “ p3, 4, 4, 2, 2q

1728 r0, 2s r10011s “ p2, 3, 4, 5{2, 5{2q

2970 r0, 0s r01100s “ p2, 4, 5, 5{2, 5{2q

4125 r0, 0s r00200 “ p2, 4, 6, 3, 3q

表 15: SOp10qの低次元の既約表現．Cは合同類指数．
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Irreps product Irreps decomposition

p10v ˆ 10vqs “ 54 r20000s ` 1

p10v ˆ 10vqa “ 45adj r01000s

p16s ˆ 16sqs “ 126 r00002s ` 10v r10000s

p16s ˆ 16sqa “ 120 r00100s

16s ˆ 16˚
s “ 210 r00011s ` 45 r01000s ` 1

10 ˆ 16s “ 144 r10001s ` 16˚
s r00010s

p45adj ˆ 45adjqs “ 770 r02000s ` 54 r20000s ` 1

p45adj ˆ 45adjqa “ 945 r10100s ` 45 r01000s

p126 ˆ 126qs “ 2772 r00004s ` 4125 r00200s ` 1050 r10002s

`54 r20000s

p126 ˆ 126qa “ 6930 r00102s ` 945 r10100s

126 ˆ 126˚ “ 8910 r00022s ` 5940 r01011s ` 770 r02000s

`210 r00011s ` 45 r01000s ` 1

表 16: SOp10qの既約表現のテンソル積の既約分解

a, b ď 8に対応する部分を so8と同一視することにより得られる。具体的な埋め込み
行列は

MHpso8 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.352a)

MSpso8 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 ´1{2 ´1{2

0 0 0 1{2 1{2

0 0 0 ´1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.352b)

MDpso8 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1 1 1

0 0 0 ´1{2 1{2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (7.352c)
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この埋め込み行列は，(7.351)に４つのWeyl変換 wα1 , wα2 , wα3 , wα4 を順次作用さ
せることにより得られる．

(C) Slansky embedding (B)の射影行列に４個のWeyl変換wα1 , wα2`2α3`α4`α5 ,

wα2`α3`α4 , wα2`α3を順次施すと，次の埋め込み行列を得る：

MHpso8 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 ´1 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 ´1

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.353a)

MSpso8 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 ´1 0 0

1 1 ´1 0 0

1 0 ´1{2 1{2 ´1{2

0 1 ´1{2 1{2 ´1{2

0 0 ´1 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.353b)

MDpso8 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 ´1 ´2 ´1 ´1

1 1 1 0 1

0 ´1 ´1 0 ´1

0 1 1 1 0

0 0 0 1{2 1{2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (7.353c)

基本表現の分岐則

10 r1, 0, 0, 0, 0s “ 8 r1, 0, 0, 0sp0q ` 1p1q ` 1p´1q, (7.354a)

45adj r0, 1, 0, 0, 0s “ 28adj r0, 1, 0, 0sp0q ` 8 r1, 0, 0, 0spp1q ` p´1qq ` 1p0q, (7.354b)

120 r0, 0, 1, 0, 0s “ 56 r0, 0, 1, 1sp0q ` 28 r0, 1, 0, 0spp1q ` p´1qq ` 8 r1, 0, 0, 0sp0q,

(7.354c)

16s r0, 0, 0, 1, 0s “ 8s r0, 0, 1, 0sp1{2q ` 81
s r0, 0, 0, 1sp´1{2q, (7.354d)

16˚
s r0, 0, 0, 0, 1s “ 8s r0, 0, 1, 0sp´1{2q ` 81

s r0, 0, 0, 1sp1{2q. (7.354e)

(ii) 正則型部分代数 su5 ‘ u1:
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(A) normal embedding (1) この部分代数は、su5 ‘ u1を u5と同一視したのち、
u5の 5次元複素ベクトル表現を、10次元実ベクトル表現と見なすことにより得られ
る。ここで、この後者の埋め込みは、gl10のガウス分解と整合的な so10の正規表示
において、

X P u5 ÞÑ

˜

X 0

0 ´X̃

¸

, X̃ “ J TXJ (7.355)

と埋め込むこと同値。対応する埋め込み行列は，正則部分代数に対する埋め込み行
列の一般論から得られるものと一致し，

MHpsu5 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 ´1

0 1 0 0 ´1

0 0 1 0 ´1

0 0 0 1 ´1

2 2 2 2 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.356a)

MSpsu5 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 ´2{5

0 1 0 0 ´4{5

0 0 1 0 ´6{5

0 0 0 1 ´3{5

0 0 0 0 4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.356b)

MDpsu5 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

1 4 6 3 5

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.356c)

(B) normal embedding (2) 埋め込み ι : su5 Ñ so10に対して，その複素共役
ῑ : su5 Ñ su5 Ñ so10は，so10における共役変換 px2j´1 Ø x2jqにより互いに移り変
わるので本質的に同等であるが，表現の分岐則は互いに複素共役となり，見かけが
異なる．この ῑに対する埋め込み行列は，単に (A)の行列の p´1q倍で与えられる．
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(C) canonical embedding (B)に対して，最高ウエイトを最高ウエイトに写す埋
め込み行列は，

MHpsu5 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 0 0 0

0 1 0 1 0

0 1 0 0 ´1

0 1 0 ´1 0

2 ´2 2 ´2 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.357a)

MSpsu5 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

3{5 2{5 ´2{5 0 2{5

1{5 ´1{5 1{5 0 4{5

´1{5 1{5 ´1{5 1 ´2{5

´3{5 3{5 2{5 0 ´2{5

4 ´4 4 0 ´4

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.357b)

MDpsu5 ‘ u1 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 0 0 0

0 0 1 0 1

0 1 1 0 0

0 1 1 0 0

2 0 2 1 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.357c)

で与えられる．ただし，Slanskyの定義に合わせて，u1電荷の符号を (B)に対して
p´1q倍した．
この埋め込み行列は (B)の行列に6つのWeyl変換wα5 , wα3`α4 , wα2`α3 , wα1`2α2`2α3`α4`α5 ,

wα1 , wα3`α4`α5を順次施すことにより得られる．

表現の分岐則

10 r1, 0, 0, 0, 0s “ 5 r1, 0, 0, 0sp2q ` 5˚ r0, 0, 0, 1sp´2q, (7.358a)

45adj r0, 1, 0, 0, 0s “ 24adj r1, 0, 0, 1sp0q ` 10 r0, 1, 0, 0sp4q

`10˚ r0, 0, 1, 0sp´4q ` 1p0q, (7.358b)

120 r0, 0, 1, 0, 0s “ 45 r1, 0, 1, 0sp´2q ` 45˚ r0, 1, 0, 1sp2q ` 10 r0, 1, 0, 0sp´6q

`10˚ r0, 0, 1, 0sp6q ` 5 r1, 0, 0, 0sp2q ` 5˚ r0, 0, 0, 1sp´2q,

(7.358c)

16s r0, 0, 0, 1, 0s “ 10˚ r0, 0, 1, 0sp1q ` 5 r1, 0, 0, 0sp´3q ` 1p5q, (7.358d)

16˚
s r0, 0, 0, 0, 1s “ 10 r0, 1, 0, 0sp´1q ` 5˚ r0, 0, 0, 1sp3q ` 1p´5q. (7.358e)
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(iii) 正則型部分代数 su4 ‘ su2 ‘ su2

(A) normal embedding 一般論に基づき，拡張Dynkin図式から α3のノードを
削除して得られる埋め込み行列は，

MHpsu4 ‘ su2 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ´1 1 0 0

´1 0 ´1 0 0

´1 ´1 0 0 0

0 0 0 1 ´1

0 0 0 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.359a)

MSpsu4 ‘ su2 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ´1{2 0 0

0 1 ´1 0 0

0 0 ´1{2 0 0

0 0 ´1{2 1 0

0 0 ´1{2 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.359b)

MDpsu4 ‘ su2 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

´1 ´2 ´2 ´1 ´1

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(7.359c)

(B) natural embedding この部分代数は、次の対応の合成で得られる：

ι : psu4 ‘ su2 ‘ su2q
–

ÝÝÝÑ so6 ‘ so4
j

ÝÝÝÑ so10. (7.360)

この埋め込みに対応する埋め込み行列は、(7.184c)および (7.64)より、

MHpsu4 ‘ su2 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 0 0 0

1 0 ´1 0 0

0 1 ´1 0 0

0 0 0 1 ´1

0 0 0 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.361a)

MSpsu4 ‘ su2 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 1{2 0 0

1 0 0 0 0

0 1 ´1{2 0 0

0 0 ´1{2 1 0

0 0 ´1{2 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.361b)
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MDpsu4 ‘ su2 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 2 1 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(7.361c)

この埋め込み行列は，(7.359)に３つのWeyl変換，wα2`2α3`α4`α5 , wα1 , wα2を順次
作用させることにより得られる．

(C) canonical embedding so10に関する最高ウエイトを su4に関する最高ウエイ
トに写す埋め込み行列は，

MHpsu4 ‘ su2 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 0 0 0

1 0 0 ´1 0

0 1 0 ´1 0

0 0 1 0 ´1

0 0 1 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.362a)

MSpsu4 ‘ su2 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1{2 ´1{2 1{2 1{2

1 0 0 0 0

0 1{2 1{2 ´1{2 ´1{2

0 ´1{2 1{2 1{2 ´1{2

0 ´1{2 1{ ´1{2 1{2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.362b)

MDpsu4 ‘ su2 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 1 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(7.362c)

これは，(7.361)にWeyl変換wα3を施すことにより得られる．

(D) Slansky embedding (C)の行列において，su2‘su2と su4の順序を入れ替え，
さらに２つの su2成分の順序を入れ替えたあと，３つのWeyl変換wα1`α2`α3 , wα2`α3 ,
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wα4を施すと，次の行列が得られる：

MHpsu2 ‘ su2 ‘ su4 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 1 1 0

0 0 1 ´1 0

0 1 0 0 1

´1 1 0 0 0

´1 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.363a)

MSpsu2 ‘ su2 ‘ su4 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ´1{2 0 1{2 1{2

0 ´1{2 1 ´1{2 ´1{2

0 1{2 0 ´1{2 1{2

´1 1 0 0 0

´1 1{2 0 ´1{2 1{2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (7.363b)

MDpsu2 ‘ su2 ‘ su4 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 1 1 1

0 0 1 0 0

1 1 1 0 1

0 1 1 1 0

´1 ´1 ´1 ´1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(7.363c)

基本表現の分岐則

10 r1, 0, 0, 0, 0s “ p6,1,1qr0, 1, 0sr0sr0s ` p1,2,2qr0, 0sr1sr1s,

(7.364a)

45adj r0, 1, 0, 0, 0s “ p15,1,1qr1, 0, 1sr0sr0s ` p6,2,2qr0, 1, 0sr1sr1s

`p1,1,3qr0, 0, 0sr0sr2s ` p1,3,1qr0, 0, 0sr2sr0s,

(7.364b)

120 r0, 0, 1, 0, 0s “ p15adj,2,2qr1, 0, 1sr1sr1s ` p10,1,1qr2, 0, 0sr0sr0s

`p6,1,3qr0, 1, 0sr0sr2s ` p6,3,1qr0, 1, 0sr2sr0s

`p10˚,1,1qr0, 0, 2sr0sr0s ` p1,2,2qr0, 0, 0sr1sr1s,

(7.364c)

16s r0, 0, 0, 1, 0s “ p4,2,1qr1, 0, 0sr1sr0s ` p4˚,1,2qr0, 0, 1sr0sr1s,

(7.364d)

16˚
s r0, 0, 0, 0, 1s “ p4,1,2qr1, 0, 0sr0sr1s ` p4˚,1,2qr0, 0, 1sr1sr0s,

(7.364e)
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(iv) 特殊型部分代数 so9:

(A) Canonical embedding この部分代数は、so9を so10の r1..9, 1..9s部分に埋め
込むことにより得られる。よって、埋め込み行列は、

MHpso9 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

. (7.365a)

MSpso9 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.365b)

MDpso9 Ñ so10q “ MSpso9 Ñ so10q (7.365c)

この埋め込み行列は，so10のDynkin図式におけるノードα4とα5のたたみ込みに対
応する射影

pα1, α2, α3, α4, α5q ÞÑ pα1
1, α

1
2, α

1
3, α

1
4, α

1
4q (7.366)

と一致する．また，そのままで，so10の各基本表現の最高ウエイトを so9の表現の最
高ウエイトに写す表示となっている．

(B) Slansky embedding (A)で求めた行列に，４つのWeyl変換wα1 , wα2`α3`α4`α5 ,

wα3`α5 , wα3を順次施すと，つぎの埋め込み行列を得る：

MHpso9 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 ´1 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 ´1

0 ´1 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

. (7.367a)

MSpso9 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 ´1 0 0

1 1 ´1 0 0

1 1 ´1 1 ´1

2 0 ´1 1 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.367b)

MDpso9 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

´1 ´1 ´2 ´1 ´1

1 1 1 0 1

0 1 1 1 0

0 ´2 ´2 ´1 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

. (7.367c)
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基本表現の分岐則

10 r1, 0, 0, 0, 0s “ 9 r1, 0, 0, 0s ` 1, (7.368a)

45adj r0, 1, 0, 0, 0s “ 36adj r0, 1, 0, 0s ` 9 r1, 0, 0, 0s, (7.368b)

120 r0, 0, 1, 0, 0s “ 84 r0, 0, 1, 0s ` 36 r0, 1, 0, 0s, (7.368c)

16˚
s r0, 0, 0, 1, 0s “ 16s r0, 0, 0, 1s, (7.368d)

16s r0, 0, 0, 1, 0s “ 16s r0, 0, 0, 1s. (7.368e)

(v) 特殊型部分代数 so7 ‘ su2:

(A) normal embedding この部分代数は、so10の反対称行列表示において、su2 –

so3を r1..3, 1..3sセクターに、so7を r4..10, 4..10sセクターと同一視することにより得
られる。したがって、埋め込み行列は

MHpso7 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

2 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.369a)

MSpso7 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 ´1 1 0 0

0 ´1 0 1 1

0 ´1 0 0 2

1 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.369b)

MDpso7 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 ´1 1

2 2 2 1 1

˛

‹

‹

‹

‚

. (7.369c)

(B) canonical embedding 最高ウエイトを最高ウエイトに射影する埋め込み行
列は，(7.369)に 4つのWeyl変換 wα1`α2 , wα2`α3 , wα3`α4 , wα4 を順次施すことによ
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り得られ，次式で与えられる：

MHpso7 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 2 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.370a)

MSpso7 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 ´1 1 1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.370b)

MDpso7 ‘ su2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 2 1 1

0 0 0 1 1

˛

‹

‹

‹

‚

. (7.370c)

(C) Slansky embedding (B)の行列において，su2と so7の順序を入れ替え，さ
らに 4つのWeyl変換wα1`α2`3α3`α4`α5 , wα2`2α3`α4`α5 , wα3`α5 , wα3を順次施すこと
により得られ，次式で与えられる：

MHpsu2 ‘ so7 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 2 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

´1 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.371a)

MSpsu2 ‘ so7 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 ´1 1 0 0

´1 1 0 0 0

´1 1 0 ´1 1

´2 1 0 ´1 1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.371b)

MDpsu2 ‘ so7 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 2 1 1

0 1 1 1 0

1 1 1 0 1

´2 ´2 ´2 ´1 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

. (7.371c)
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基本表現の分岐則

f1 : 10v “ p7,1q r1, 0, 0sr0s ` p1,3q r0, 0, 0sr2s, (7.372a)

f2 : 45adj “ p21adj,1q pr0, 1, 0sr0s ` p7,3q r1, 0, 0sr2s

`p1,3q r0, 0, 0sr2s, (7.372b)

f3 : 120 “ p35,1q r0, 0, 2sr0s ` p21,3q r0, 1, 0sr2s

`p7,3q r1, 0, 0sr2s ` 1, (7.372c)

f4 : 16˚
s “ p8s,2q r0, 0, 1sr1s, (7.372d)

f5 : 16s “ p8s,2q r0, 0, 1sr1s. (7.372e)

(vi) 特殊型部分代数 sp2 ‘ sp2:

Normal embedding この埋め込みは、次の写像の合成で得られる：

ι : sp2 ‘ sp2
–

ÝÝÝÑ so5 ‘ so5
j

ÝÝÝÑ so10 (7.373)

よって、(7.228a)より、埋め込み行列は

MHpsp2 ‘ sp2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 0 0 0

1 ´1 0 0 0

0 0 1 1 0

0 0 1 ´1 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.374a)

MSpsp2 ‘ sp2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 ´1 0 1 1

0 ´1 1 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.374b)

MDpsp2 ‘ sp2 Ñ so10q “

¨

˚

˚

˚

˝

0 2 2 1 1

1 0 0 0 0

0 0 0 1 1

0 0 1 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

. (7.374c)

この埋め込み行列は，最高ウエイトを最高ウエイトに写す．
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基本表現の分岐則

f1 : 10 “ p5,1q r0, 1sr0, 0s ` p1,5q r0, 0sr0, 1s, (7.375a)

f2 : 45adj “ p10,1q r2, 0sr0, 0s ` p1,10q r0, 0sr2, 0s ` p5,5q r0, 1sr0, 1s,

(7.375b)

f3 : 120 “ p10,5q r2, 0sr0, 1s ` p5,10q r0, 1sr2, 0s

`p10,1q r2, 0sr0, 0s ` p1,10q r0, 0sr2, 0s, (7.375c)

f4 : 16˚
s “ p4,4q r1, 0sr1, 0s, (7.375d)

f5 : 16s “ p4,4q r1, 0sr1, 0s. (7.375e)

(vii) 特殊型極大部分代数 sp2:

Canonical embedding sp2の 10次元複素ユニタリ表現、すなわち随伴表現 r2, 0s

は，（合同数 cpr2, 0sq ” 2 ” 0pmod 2qqより）実表現となるので，sp2の so10への埋め
込みを与える．随伴表現の基底を

e1 p2, 1q E`
12`

e2 p1, 1q E`
1

e3 p1, 0q E`
12´

e4 p0, 1q E`
2

e5 p0, 0q1 H1

e6 p0, 0q2 H2

e7 p0,´1q E´
2

e8 p´1, 0q E´
12´

e9 p´1,´1q E´
1

e10 p´2,´1q E´
12`.

(7.376)

ここで、
α1 “ h1 ´ h2, α2 “ 2h2 (7.377)

となることを考慮すると、Cartan部分代数の生成元H1, H2の基底への作用は、

H1 ÞÑ 2pE11 ´ E10 10q ` E22 ´ E99 ` E33 ´ E88 “ 2H1 ` H2 ` H3,(7.378a)

H2 ÞÑ E22 ´ E99 ´ E33 ` E88 ` 2pE44 ´ E77q “ H2 ´ H3 ` 2H4, (7.378b)
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と表される。よって、埋め込み行列は

MHpsp2 Ñ so10q “

˜

2 1 1 0 0

0 1 ´1 2 0

¸

, (7.379a)

MSpsp2 Ñ so10q “

˜

1 0 1 0 0

0 1 ´1 1 1

¸

, (7.379b)

MDpsp2 Ñ so10q “

˜

2 2 4 1 1

0 1 0 1 1

¸

. (7.379c)

基本表現の分岐則

f1 : 10 “ 10 r2, 0s, (7.380a)

f2 : 45adj “ 10adj r2, 0s ` 35 r2, 1s, (7.380b)

f3 : 120 “ 35 r4, 0s ` 35 r2, 1s ` 30 r0, 3s

`14 r0, 2s ` 5 r0, 1s ` 1, (7.380c)

f4 : 16˚
s “ 16 r1, 1s, (7.380d)

f5 : 16s “ 16 r1, 1s. (7.380e)
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7.13 SOp11q

Dynkin type = B5, Rank=5, Dimension=55.

7.13.1 Lie代数の構造

SOp11,CqのWeyl基底は

L0 : Hj :“ ´iA2j´1 2j pj “ 1, 2, 3, 4, 5q, (7.381a)

L˘ : E˘
j “

i
?
2

pA11 2j´1 ˘ iA11 2jq p1 ď j ď 5q,

E˘
jkη “

1

2
r˘ p´ηA2j´1 2k´1 ` A2j 2kq ´ i pηA2j 2k´1 ` A2j´1 2kqs

p1 ď j ă k ď 5, η “ ˘1q. (7.381b)

対応するルート系は、hjpHkq “ δjkとして，

E˘
j ÞÑ ˘hj, (7.382a)

E˘
jkη ÞÑ ˘phj ` ηhkq. (7.382b)

基本ルート系は，

Π : pα1 α2 α3 α4 α5q “ ph1 h2 h3 h4 h5q

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0

´1 1 0 0 0

0 0 ´ 1 1 0 0

0 0 ´1 1 0

0 0 0 ´1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(7.383)

7.13.2 表現

基本表現と合同類 Cartan行列は

C “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0 0

´1 2 ´1 0 0

0 ´1 2 ´1 0

0 0 ´1 2 ´2

0 0 0 ´1 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, C´1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

1 2 3 3 3

1 2 3 4 4

1{2 1 3{2 2 5{2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(7.384)
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dim C highest dw highest srw

11v 0 r10000s p1 1 1 1 1q

32s 1 r00001s p1{2 1 3{2 2 5{2q

55adj 0 r01000s p1 2 2 2 2q YTp1, 1q “ r2sa

65 0 r20000s p2 2 2 2 2q YTp2q “ r2ss,tf

165 0 r00100s p1 2 3 3 3q YTp1, 1, 1q “ r3sa

330 0 r00010s p1 2 3 4 4q YTp1, 1, 1, 1q “ r4sa

875, 160 0 r20020s p4 6 8 10 10q

表 17: SOp11qの低次元の既約表現．Cは合同類指数．

よって、基本表現は

highest weight C dim

f1 “ p1, 1, 1, 1, 1q 0 11v
f2 “ p1, 2, 2, 2, 2q 0 55adj “ r2sa

f3 “ p1, 2, 3, 3, 3q 0 165 “ r3sa

f4 “ p1, 2, 3, 4, 4q 0 330 “ r4sa

f“p1{2, 1, 3{2, 2, 5{2q 1 32s

(7.385)

合同類数は、
ra1 ¨ ¨ ¨ ars ÞÑ cpRq ” ar mod 2. (7.386)

7.13.3 極大部分代数

so11に含まれる準半単純部分代数の中で極大なものは

1. 正則型： so9 ` u1, so10, so8 ` su2, su4 ` so5, so7 ` su2 ` su2.

2. 特殊型： su2 [Ref. Slansky R: PLC79, 1 (1981)]

(i) 正則部分代数 so10
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7.14 Sp3

7.14.1 Lie代数の構造

次元は 21で，Lie代数の生成元は，sl6の生成元Ejj, E
˘
jkpj ă kqを用いて，次のよ

うに表される：

• Cartan部分代数 L0 : H1 “ E11 ´ E66, H2 “ E22 ´ E55, H3 “ E33 ´ E44.

• Nilpotent部分代数 ∆˘ : S̃˘
jk p1 ď j ď k ď 3q, Ã˘

jk p1 ď j ă k ď 3q.

ここで，

λ “ ˘phj ` hkq ÞÑ S̃˘
jk “ E˘

j 7´k ` E˘
k 7´j, (7.387a)

λ “ ˘phj ´ hkq ÞÑ Ã˘
jk “ E˘

jk ´ E˘
7´k 7´j. (7.387b)

ルート系

基本ルート : α1 “ h1 ´ h2, α2 “ h2 ´ h3, α3 “ 2h3, (7.388a)

正ルート系∆` :

α1, α2, α3 Ã`
12, Ã

`
23, S̃

`
33

α1 ` α2, α2 ` α3 Ã`
13, S̃

`
23

α1 ` α2 ` α3, 2α2 ` α3 S̃`
13, S̃

`
22

α1 ` 2α2 ` α3 S̃`
12

2α1 ` 2α2 ` α3 S̃`
11

(7.388b)

7.14.2 表現

Cartan行列と基本表現のウエイトは

C “

¨

˚

˝

2 ´1 0

´1 2 ´1

0 ´2 2

˛

‹

‚

, (7.389)

f1 “ α1 ` α2 `
1

2
α3, f2 “ α1 ` 2α2 ` α3, f3 “ α1 ` 2α2 `

3

2
α3.(7.390)

具体的なウエイト系は

r1, 0.0s “ 6v : level Dykin label α ´ weight

5{2 r1, 0, 0s p1, 1, 1{2q

3{2 r´1, 1, 0s p0, 1, 1{2q

1{2 r0,´1, 1s p0, 0, 1{2q
...

...
...

(7.391)
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r0, 1.0s “ 14 : level Dykin label α ´ weight

4 r0, 1, 0s p1, 2, 1q

3 r1,´1, 1s p1, 1, 1q

2 r´1, 0, 1s, r1, 1,´1s p0, 1, 1q, p1, 1, 0q

1 r´1, 2,´1s, r2,´1, 0s p0, 1, 0q, p1, 0, 0q

0 r0, 0, 0s2 p0, 0, 0q2

...
...

...

(7.392)

r0, 0, 1s “ 14 : level Dykin label α ´ weight

9{2 r0, 0, 1s p1, 2, 3{2q

7{2 r0, 2,´1s p1, 2, 1{2q

5{2 r1, 0, 0s p1, 1, 1{2q

3{2 r´1, 1, 0s, r2,´2, 1s p0, 1, 1{2q, p1, 0, 1{2q

1{2 r0,´1, 1s, r2, 0,´1s p0, 0, 1{2q, p1, 0,´1{2q
...

...
...

(7.393)

r2, 0, 0s “ 21adj : level Dykin label α ´ weight

5 r2, 0, 0s p2, 2, 1q

4 r0, 1, 0s p1, 2, 1q

3 r´2, 2, 0s, r1,´1, 1s p0, 2, 1q, p1, 1, 1q

2 r´1, 0, 1s, r1, 1,´1s p0, 1, 1q, p1, 1, 0q

1 r0,´2, 2s, r´1, 2,´1s, r2,´1, 0s p0, 0, 1q, p0, 1, 0q, p1, 0, 0q

0 r0, 0, 0s3 p0, 0, 0q3

...
...

...
(7.394)

7.14.3 極大半単純部分代数

半単純代数と u1因子の和で表される sp3の部分代数のなかで極大なものは以下の
通り：

1. 正則型: su3 ‘ u1, sp2 ‘ su2

2. 特殊型: su2, su2 ‘ su2
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(i) 正則型部分代数 su3 ‘ u1: sp3の元のうち，次のものが su3を生成する：

L0psu3q : H 1
1 “ H1 ´ H2, H

1
2 “ H2 ´ H3 (7.395a)

∆˘ : E 1
˘α1

1
“ Ã˘

12, E
1
˘α1

2
“ Ã˘

23, E
1
˘pα1

1`α1
2q “ Ã˘

13. (7.395b)

基本ルートの対応は，

´

α1
1 α1

2

¯

“

´

h1
1 h1

2

¯

A1; A1 “

˜

2 ´1

´1 2

¸

(7.396)

よって，埋め込み行列は

MHpsu3 Ñ sp3q “

˜

1 ´1 0

0 1 ´1

¸

, (7.397a)

MSpsu3 Ñ sp3q “ A1´1MHA “

˜

1 0 ´2{3

0 1 ´4{3

¸

(7.397b)

MDpsu3 Ñ sp3q “ TCpsl3qMS
TCpsp3q

´1 “

˜

1 0 0

0 1 0

¸

. (7.397c)

また，H1 ` H2 ` H3が以上の su3部分代数と可換となるので，u1の生成元H 1と対
応する電荷ベクトルは

H 1
3 “ H1 ` H2 ` H3 ñ QH “

´

1 1 1
¯

, (7.398a)

QS “

´

0 0 2
¯

, QD “

´

1 2 3
¯

. (7.398b)

(ii) 正則型部分代数 sp2 ‘ su2: 部分代数 sp2は，sp3の次の元より生成される：

Cartan部分代数L1
0 : H 1

1 “ H2, H
1
2 “ H3, (7.399a)

Nilpotent部分代数∆˘ :

Ã˘
23 : α2 “ h2 ´ h3 ÞÑ h1

1 ´ h1
2 “ α1

1

S̃˘
33 : α3 “ 2h3 ÞÑ 2h1

2 “ α1
2

S̃˘
23 : α2 ` α3 “ h2 ` h3 ÞÑ h1

1 ` h1
2 “ α1

1 ` α1
2

S̃˘
22 : 2α2 ` α3 “ 2h2 ÞÑ 2h1

1 “ 2α1
1 ` α1

2

(7.399b)

つぎに，
!

H1, S̃
`
11, S̃

´
11

)

は，部分代数 sp2と可換で，su2に同型な部分代数をなす：

rH1, S̃
˘
11s “ ˘S̃˘

11, rS̃`
11, S̃

´
11s “ H1. (7.400)
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以上より，sp2 ‘ su2 Ñ sp3の埋め込み行列は

MHpsp2 ‘ su2 Ñ sp3q “

¨

˚

˝

0 1 0

0 0 1

1 0 0

˛

‹

‚

, (7.401a)

MSpsp2 ‘ su2 Ñ sp3q “ Apsp2 ‘ su2q´1MHApsp3q “

¨

˚

˝

´1 1 0

´1{2 0 1

1{2 0 0

˛

‹

‚

,(7.401b)

MDpsp2 ‘ su2 Ñ sp3q “ TCpsp2 ‘ su2qMS
TCpsp3q´1 “

¨

˚

˝

0 1 0

0 0 1

1 1 1

˛

‹

‚

(7.401c)

(iii) 特殊型部分代数 su2: この部分代数は，su2 の次の６次元ユニタリ表現 ρ5 :

su2 Ñ su6より得られる：

H 1 ÞÑ 5H1 ` 3H2 ` H3, (7.402a)

E 1˘ ÞÑ
?
5Ã˘

12 ` 2
?
2Ã˘

23 `
3

2
S̃˘
33. (7.402b)

よって，埋め込み行列は

MH “

´

5 3 1
¯

, (7.403a)

MSpsu2 Ñ sp3q “ Apsu2q´1{2MHApsp3q “

´

1 1 1
¯

, (7.403b)

MDpsu2 Ñ sp3q “ TCpsu2qMS
TCpsp3q´1 “

´

5 8 9
¯

. (7.403c)

(iv) 特殊型部分代数 su2 ‘ su2: この埋め込みは，su2の２次元表現 ρ2 : su2 Ñ sl2

ρ2 :
H 1

1 ÞÑ E11 ´ E22

E 1˘
1 ÞÑ E˘

12

(7.404)

と３次元表現 ρ3 : su2 Ñ sl3

ρ3 :
H 1

2 ÞÑ 2pE11 ´ E33q

E 1˘
2 ÞÑ 2pE˘

12 ´ E˘
23q

(7.405)

のテンソル積 ρ : su2 ‘ su2 Ñ sl6,

ρ “ ρ2 b ρ3 :

H 1
1 ÞÑ H1 ` H2 ` H3,

H 1
2 ÞÑ 2pH1 ´ H3q, ,

E 1˘
1 ÞÑ S̃˘

13 ` 1
2
S̃˘
22,

E 1
2 ´ ˘ ÞÑ 2Ã˘

12 ´ 2Ã˘
3

(7.406)
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により与えられる．
よって，埋め込み行列は

MH “

˜

1 1 1

2 0 ´2

¸

, (7.407a)

MSpsu2 ‘ su2 Ñ sp3q “ Ap2‘2q
´1MH “

˜

0 0 1

1 1 ´2

¸

, (7.407b)

MDpsu2 ‘ su2 Ñ sp3q “ TrCp2‘2qMS
TCpg2q´1 “

˜

1 2 3

2 2 0

¸

. (7.407c)
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7.15 Sp4

7.15.1 Lie代数の構造

次元は 36で，Lie代数の生成元は，sl8の生成元Ejj, E
˘
jkpj ă kqを用いて，次のよ

うに表される：

• Cartan部分代数 L0 : Hi “ Eii ´ E9´i 9´i, i “ 1, 2, 3, 4

• Nilpotent部分代数 ∆˘ : S̃˘
jk p1 ď j ď k ď 4q, Ã˘

jk p1 ď j ă k ď 4q.

ここで，

λ “ ˘phj ` hkq ÞÑ S̃˘
jk “ E˘

j 9´k ` E˘
k 9´j, (7.408a)

λ “ ˘phj ´ hkq ÞÑ Ã˘
jk “ E˘

jk ´ E˘
9´k 9´j. (7.408b)

ルート系

基本ルート : α1 “ h1 ´ h2, α2 “ h2 ´ h3, α3 “ h3 ´ h4, α4 “ 2h4,

正ルート系∆` :

p1, 0, 0, 0q, p0, 1, 0, 0q, p0, 0, 1, 0q, p0, 0, 0, 1q Ã`
12, Ã

`
23, Ã

`
24, S̃

`
44

p1, 1, 0, 0q, p01, 1, 0q, p0, 0, 1, 1q Ã`
13, Ã

`
24, S̃

`
34

p1, 1, 1, 0q, p0, 1, 1, 1q, p0, 0, 2, 1q Ã`
14, S̃

`
24, S̃

`
33

p1, 1, 1, 1q, p0, 1, 2, 1q S̃`
14, S̃

`
23

p1, 1, 2, 1q, p0, 2, 2, 1q S̃`
13, S̃

`
22

p1, 2, 2, 1q S̃`
12

p2, 2, 2, 1q S̃`
11

7.15.2 表現

Cartan行列は

C “

¨

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0

´1 2 ´1 0

0 ´1 2 ´1

0 0 ´2 2

˛

‹

‹

‹

‚

, C´1 “

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 1 1{2

1 2 2 1

1 2 3 3{2

1 2 3 2

˛

‹

‹

‹

‚

(7.409)
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よって、基本表現は

highest weight dim cong. class

f1 “ p1, 1, 1, 1{2q : 8v r1s

f2 “ p1, 2, 2, 1q : 27 r0s

f3 “ p1, 2, 3, 3{2q : 48 r1s

f4 “ p1, 2, 3, 2q : 42 r0s

(7.410)

随伴表現は
2f1 “ r2, 0, 0, 0s “ p2, 2, 2, 1q : 36adj r0s (7.411)

7.15.3 極大部分代数

sp4の部分代数で、半単純代数と u1因子の直和となるもののなかで極大なものは
次の通りである：

1. 正則型： su4 ‘ u1, sp3 ‘ su2, sp2 ‘ sp2

2. 特殊型」：su2, su2 ‘ su2 ‘ su2

(i) 正則型部分代数 su4 ‘ u1: su4 ‘ u1 – u4 Ă gl4の行列をAとするとき、

X “

˜

A 0

0 D

¸

: D “ ´J TAJ (7.412)

は、su4 ‘ u1の sp4への埋め込みを与える。対応する埋め込み行列は、

MHpsu4 Ñ sp4q “

¨

˚

˝

1 0 01 ´1

0 1 0 ´1

0 0 1 ´1

˛

‹

‚

, (7.413a)

MSpsu4 Ñ sp4q “ Apsu4q
´1MHApsp4q “

¨

˚

˝

1 0 0 ´1{2

0 1 0 ´1

0 0 1 ´3{2

˛

‹

‚

, (7.413b)

MDpsu4 Ñ sp4q “ TCpsu4qMS
TCpsp4q´1 “

¨

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

˛

‹

‚

(7.413c)
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level Dynkin label highest weights 次元 cpRq

3.5 r1, 0, 0, 0s p1, 1, 1, 1{2q 8v r1s

6 r0, 1, 0, 0s p1, 2, 2, 1q 27 r0s

7 r2, 0, 0, 0s p2, 2, 2, 1q 36adj r0s

8 r0, 0, 0, 1s p1, 2, 3, 2q 42 r0s

7.5 r0, 0, 1, 0s p1, 2, 3, 3{2q 48 r1s

10.5 r3, 0, 0, 0s p3, 3, 3, 3{2q 120 r1s

9.5 r1, 1, 0, 0s p2, 3, 3, 3{2q 160 r1s

11.5 r1, 0, 0, 1s p2, 3, 4, 5{2q 288 r1s

12 r0, 2, 0, 0s p2, 4, 4, 2q 308 r0s

11 r1, 0, 1, 0s p2, 3, 4, 2q 315 r0s

14 r4, 0, 0, 0q p4, 4, 4, 2q 330 r0s

13 r2, 1, 0, 0s p3, 4, 4, 2q 594 r0s

16 r0, 0, 0, 2s p2, 4, 6, 4q 594 r0s

13.5 r0, 1, 1, 0s p2, 4, 5, 5{2q 792 r1s

14 r0, 1, 0, 1s p2, 4, 5, 3q 792 r0s

17.5 r5, 0, 0, 0s p5, 5, 5, 5{2q 792 r1s

15 r0, 0, 2, 0s p2, 4, 6, 3q 825 r0s

15.5 r0, 0, 1, 1s p2, 4, 6, 7{2q 1056 r1s

15 r2, 0, 0, 1s p3, 4, 5, 3q 1155 r0s

14.5 r2, 0, 1, 0s p3, 4, 5, 5{2q 1232 r1s

15.5 r1, 2, 0, 0s p3, 5, 5, 5{2q 1512 r1s

21 r6, 0, 0, 0s p6, 6, 6, 3q 1716 r0s

16.5 r3, 1, 0, 0s p4, 5, 5, 5{2q 1728 r1s

19 r2, 2, 0, 0s p4, 6, 6, 3q 4914 r0s

表 18: sp4の 1000次元以下の表現
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となる。また、Up1q電荷ベクトルは

QH “

´

1 1 1 1
¯

, QS “

´

0 0 0 2
¯

, QD “

´

1 2 3 4
¯

. (7.414)

例えば，sp4の 315次元表現 r1, 0, 1, 0sは，su4 ‘ u1に関して次のように既約分解
される：

sp4 : 315 “ r1, 0, 1, 0s

Ó

su4 ‘ u1 : 6p2qpr0, 1, 0sq ` 6p´2qpr0, 1, 0sq

`10˚
p2qpr0, 0, 2sq ` 10p´2qpr2, 0, 0sq

`p15adjqp4q`p0q`p´4qpr1, 0, 1sq

`20p0qpr0, 2, 0sq

`45˚
p0qpr0, 1, 2sq ` 45p0qpr2, 1, 0sq

`64p2q`p´2qpr1, 1, 1sq (7.415)

(ii) 正則型部分代数 su2 ‘ sp3: この部分代数は、sp4の行列表示X “ pXabq pa, b “

1, ¨ ¨ ¨ , 8qにおいて、sp3を 2 ď a, b,ď 7と同一視、su2 Ă sl2をH “ E11 ´E88, E
˘
18か

ら生成される部分代数と同一視することにより得られる。
したがって、埋め込み行列は

MHpsu2 ‘ sp3 Ñ sp4q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

. (7.416a)

MSpsu2 ‘ sp3 Ñ sp4q “ Apsl2 ‘ sp3q
´1MHApsp4q “

¨

˚

˚

˚

˝

1{2 0 0 0

´1 1 0 0

´1 0 1 0

´1{2 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

,(7.416b)

MDpsu2 ‘ sp3 Ñ sp4q “ TCpsl2 ‘ sp3qMS
TCpsp4q

´1 “

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

.(7.416c)

(iii)正則型部分代数 sp2‘sp2: この部分代数は、sp4の行列表示Xab pa, b “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8q

において、sp2の一つを a, b “ 1, 2, 7, 8に対応する部分と、もう一つの sp2を a, b “
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3, 4, 5, 6に対応する部分と同一視することにより得られる。したがって、埋め込み行
列は

MHpsp2 ‘ sp2 Ñ sp4q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

. (7.417a)

MSpsp2 ‘ sp2 Ñ sp4q “ Apsp2 ‘ sp2q´1MHApsp4q “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1{2 0 0

0 ´1 1 0

0 ´1{2 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

,(7.417b)

MDpsp2 ‘ sp2 Ñ sp4q “ TCpsp2 ‘ sp2qMS
TCpsp4q´1 “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1 1 1

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

.(7.417c)

(iv) 特殊型部分代数 su2: この部分代数は、su2の次の 8次元既約ユニタリ表現よ
り得られる：

su2 sp4 (7.418a)

iH ÞÑ ip7H1 ` 5H2 ` 3H3 ` H4q, (7.418b)

A ÞÑ X`
8 ´ X´

8 , (7.418c)

iS ÞÑ ipX`
8 ` X´

8 q. (7.418d)

ここで、

X`
8 “ a1pE

`
12 ´ E`

78q ` a2pE`
23 ´ E`

67q ` a3pE`
34 ´ E`

56q ` a4E
`
46, (7.419a)

X´
8 “ ā1pE

´
12 ´ E´

78q ` ā2pE´
23 ´ E´

67q ` ā3pE´
34 ´ E´

56q ` ā4E
´
46, (7.419b)

|a1| “
?
7, |a2| “ 2

?
3, |a3| “

?
15, |a4| “ 4. (7.419c)

したがって、埋め込み行列は

MHpsu2 Ñ sp4q “

´

7 5 3 1
¯

, (7.420a)

MSpsu2 Ñ sp4q “ Apsl2q´1MHApsp4q “

´

1 1 1 1
¯

, (7.420b)

MDpsu2 Ñ sp4q “ TCpsl2qMS
TCpsp4q´1 “

´

7 12 15 16
¯

. (7.420c)

278 目次へ



目次へ

(v) 特殊型部分代数 su2 ‘ su2 ‘ su2: この部分代数は、su2の 2次元表現 3個のテ
ンソル積に対応する 8次元表現より得られる。基底を

level basis

3 e1 “ p` ` `q,

1 e2 “ p` ` ´q, e3 “ p` ´ `q, e4 “ p´ ` `q,

´1 e5 “ p` ´ ´q, e6 “ p´ ` ´q, e7 “ p´ ´ `q,

´3 e8 “ p´ ´ ´q

と取ると、Cartan部分代数の対応は

H1 ÞÑ H1 ` H2 ` H3 ´ H4, (7.421a)

H2 ÞÑ H1 ` H2 ´ H3 ` H4, (7.421b)

H3 ÞÑ H1 ´ H2 ` H3 ` H4. (7.421c)

よって、埋め込み行列は

MHpsu32 Ñ sp4q “

¨

˚

˝

1 1 1 ´1

1 1 ´1 1

1 ´1 1 1

˛

‹

‚

, (7.422a)

MSpsu32 Ñ sp4q “ Apsl32q´1MHApsp4q “

¨

˚

˝

0 0 1 ´1

0 1 ´1 1

1 ´1 0 1

˛

‹

‚

, (7.422b)

MDpsu32 Ñ sp4q “ TCpsl32qMH
TCpsp4q

´1 “

¨

˚

˝

1 2 3 2

1 2 1 2

1 0 1 2

˛

‹

‚

. (7.422c)
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8 超代数と超群
Basic References

• Cornwell JF: “Group Theory in Physics” (Elsevier, 1989)

vol. III “Supersymmetries and Infinite-Dimensinal Algebra”

• Kac V: Adv. Math. 26, 8-96 (1977)

“Lie superalgebras”

8.1 超代数

【定義 8.1 (超環)】 　 環 pR,`, ¨qは，そのZ2次数付け，すなわち加法群としての
直和分解R “ R0 ‘ R1が与えられ，Rα ¨ Rβ Ă Rα`β(α, β P Z2)が成り立つとき，超
環 (super-ring)という．
超環Rにおいて，a P R0ないし a P R1となる元を斉次元 (homogeneous element)

といい，その全体を hpRqで表す．また，a P hpRqの次数 |a|を，

| | : hpRq Ñ Z2; a ÞÑ α ô a P Rα

により定義する．
さらに，超環Rにおいて，常に

ab “ p´1q|a||b|ba

が成り立つとき，Rは可換 (commutative)であるという． l

【定義 8.2 (結合的超代数)】 　 Z2次数付き代数A “ A0 ` A1は，その積演算が
結合的であるとき結合的超代数という． l

【定義 8.3 (可換超代数)】 　 結合的超代数A “ A0 ` A1において，

ab “ p´1qdegadegbba

が成り立つとき，A を可換超代数という． l

【例 8.4 (外積代数)】 　 F係数 L次元線形空間 V (F “ R,C)から作られる外積代
数

Ź

V を FBLと表し，その偶元の次数を 0，奇元の次数を 1とおくと，可換超代数
が得られる．これは，Grassmann代数に単位元を付加したものと一致する． l
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【例 8.5 (行列超代数)】 　

1. Fを係数とする p ` q次の正方行列の全体Mpp ` q,Fq の作る代数に，

次数 0 :

˜

A 0

0 D

¸

A P Mpp,Fq, D P Mpq,Fq

次数 1 :

˜

0 B

C 0

¸

B P Mpp, q,Fq, C P Mpq, p,Fq

によりZ2次数を定義すると，結合的超代数が得られる．この超代数をMpp|q,Fq

と表す．

2. (超転置) 行列超代数におけるM の転置を

stM :“

˜

TA TC

´ TB TD

¸

により定義する．このとき，次の性質がなりたつ：

stpMNq “ stN stM,

3. (超トレース) 超代数としての行列のトレースを

strM :“ TrA ´ TrD

で定義する．このとき，次の性質が成り立つ．

strpMNq “ strpNMq,

strpstMq “ strM,

strpSMS´1q “ strM.

l
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8.2 Lie超代数

【定義 8.6 (Lie超代数)】 　 Z2次数付き線形空間Ls “ L0 ` L1に次の性質をもつ
積 ra, bsが定義されているとき，Lsを Lie超代数という：

i) a, bがそれぞれ同次元のとき，

degpra, bsq “ dega ` degb.

ii) a, b, c P Ls，α, β P CpRqのとき，

rαa ` βb, cs “ αra, cs ` βrb, cs.

iii) a, bが同次元のとき，
rb, as “ ´p´1qdegadegbra, bs.

iv) a, b, cが同次元のとき

ra, rb, cssp´1qdegadegc ` rb, rc, assp´1qdegbdega ` rc, ra, bssp´1qdegcdegb “ 0.

l

【例 8.7 (行列の Lie超代数)】 　 行列の超代数Mpp|q,Fq(F “ R,C)において

rM,N s :“ MN ´ p´1qdegMdegNNM

とおくと，この超交換子に対してMpp|q,Fqは Lie超代数となる．
さらに，

slpp|q;Fq :“ tM P Mpp|q,Fq | strM “ 0u

は，Mpp|q;Fqの部分 Lie超代数となる．また，

K :“

˜

1p 0

0 Jq

¸

; Jq :“

˜

0 1q{2

´1q{2 0

¸

で定義されるK P Mpp|q;Fqを用いて，

osppp|q;Fq :“
␣

M P Mpp|q,Fq
ˇ

ˇ

stMK ` p´1qdegMKM “ 0
(

とおくと，次数ゼロの部分が

L0 “ soppq ‘ sppq{2,Fq

となる直交シンプレクティック Lie超代数が得られる． l
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8.2.1 分類

【定義 8.8 (可解および半単純 Lie超代数)】 　 Lie超代数L に対して，

1. Lie代数と同様に，L p0q “ L , L pkq “ rL pk´1q,L pk´1qspk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ qと置くと
き，L pkq “ 0となる kが存在するとき，L は可解 (solvable)であるという．

2. L の極大可解イデアルがゼロイデアルとなるとき，L は半単純 (semi-simple)

であるという．

l

【定理 8.9 (基本構造定理)】 　 L を有限次元 Lie超代数，RをL の極大可解イデ
アルとするとき，L {Rは半単純となる． l

8.2.2 表現

【定義 8.10 (Lie超代数の次数付き表現)】 　

1. Lie超代数Lsから，行列の作る Lie超代数Mpp|q,Fqへの Lie超代数としての
準同型 Γを，Lsの次数付き表現という．

2. V “ V0 ‘ V1を次数付きベクトル空間とするとき，EndpV qに行列 Lie超代数
Mpp|qq(p “ dimpV0q, q “ dimpV1q)と同型な Lie超代数の構造が入る．この Lie

超代数を glpV qと記すとき，L の次数付き表現は，Lie超代数としての準同型
ρ : L Ñ glpV qと同一視できる．また，このとき，V は次数付きL -加群と
なる．

l

【定理 8.11 (Lie超代数におけるAdoの定理)】 　 すべての有限次元 Lie超代数は，
忠実な（次数付き）表現をもつ．[Kac VG 1977[Kac77]] l

【定義 8.12 (誘導表現)】 　 L を Lie超代数，H をその部分超代数，V をH -加
群とする．このとき，

IndL
H pV q “ UpL q bUpH q V (8.1)

により定義されるL -加群を，H -加群から誘導されたL -加群と呼ぶ．ここで，UpL q

はL の普遍包絡環である．
l

283 目次へ



目次へ

【命題 8.13 (誘導表現の性質)】 　

a) L を Lie超代数，H をその部分超代数，V を単純L -加群，W をそのH -部
分加群とする．このとき，V は誘導L -加群の因子加群である．すなわち，L

の任意の既約表現は，その部分超代数の表現から誘導される表現の既約分解に
より得られる．

b) H2 Ă H1をL の部分超代数，W をH2-加群とするとき，

IndL
H1

pIndH1

H2
W q – IndL

H2
pW q. (8.2)

c) H をH0 Ą L0となる Lie超代数L “ L0 ‘ L1の部分超代数，g1, ¨ ¨ ¨ gt P L1

をL {H の基底 rg1s, ¨ ¨ ¨ , rgtsの代表元とする．このとき，H -部分加群W に
対して，

IndL
H pW q “

à

1ďi1ď¨¨¨ďit

gi1 ¨ ¨ ¨ gitW (8.3)

が成り立つ．特に，dim IndL
H pW q “ 2t dimW .

[Kac VG 1977[Kac77]] l

284 目次へ



目次へ

8.3 可解Lie超代数

【定義 8.14】 　

1) Lie超代数L “ L0 ‘ L1に対し，その上の線形汎関数 ℓ P L ˚が ℓprL0,L0sq “

ℓpL1q “ 0を満たすとき，卓越している (distinguished)という．卓越した線形汎
関数の全体をLpL q，あるいは単にLと表記する．さらに，L0 “ tℓ P L | ℓprL1,L1sq “ 0u,

L の随伴表現の１次元因子から定義される L0の元で生成される L0の部分空
間を L1と表す．

2) ℓ P Lに対して，L の部分空間Lℓを

Lℓ “ tg P L | ℓprg, g1sq “ 0@g1 P L u (8.4)

により定義する．このとき，Lℓ Ă Pおよび ℓprP,Psq “ 0を満たすL の部
分超代数Pを ℓに随伴する (subordinate)部分超代数と呼ぶ．

l

【定理 8.15 (可解 Lie超代数の規約表現と卓越した線形汎関数の対応)】 　 L “

L0 ‘ L1を可解 Lie超代数とする．

a) (V ñ ℓV P L{L0) 有限次元既約L -加群 V に対して，L0-加群としての V の
各既約成分 Viは常に 1次元である．それらを Vi “ ℓipXqvi(X P L0)と表し，
ℓipL1q “ 0により ℓiをLpL qの元と見なすと，ℓiはL{L0において同一の類 ℓ̂V
に属する．

b) (ℓ ñ V ) ℓ P LpL qに対して，Pを ℓに付随するL の極大部分超代数とする．
この時，ℓpXqv(X P P)により定義される１次元P-加群を tP, ℓuと表記する
と，L -加群 V “ IndL

PtP, ℓuは有限次元単純加群で，ℓ P ℓ̂V が成り立つ．ま
た，ℓ1, ℓ2 P LpL qに対応するL -加群を V1, V2，対応するL の線形表現を ρ1,

ρ2とするとき，適当な λ P L0に対して ρ1 – ρ2 ` λとなるための必要十分条件
は ℓ1 ´ ℓ2 P L0となることである．

c) b)における対応 ℓ ñ V は，LpL qから有限次元既約L -加群の全体への全射
を与える．

d) L を完全可解，すなわち随伴表現のすべての既約因子が１次元となる Lie超
代数とする．このとき，a)„c)は，L0をL1でに置き換えても成り立つ．特に，
L がベキ零のとき，L1 “ 0となるので，L の有限次元既約表現とLpL qの元
が１対１に対応する．
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[Kac VG 1977[Kac77]] l

【命題 8.16】 　L “ L0 ‘ L1を可解 Lie超代数とする．

1. V “ V0 ‘ V1を有限次元既約L -加群とすると，dimV0 “ dimV1 “ 2s´1 (s ď

dimL1)または dimV “ 1．

2. L のすべての有限次元既約表現が１次元となるための必要十分条件は，rL1,L1s Ă

rL0,L0sである．

[Kac VG 1977[Kac77]] l
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8.4 単純複素Lie超代数

【定義 8.17 (古典 Lie超代数とCartan型 Lie超代数)】 　 単純 Lie超代数L “

L0 ` L1において，代数演算により誘導される表現L0 ▷L1が完全可約のとき，L

は古典 Lie超代数 (classical Lie superalgebra)，完全可約でないときCartan型 Lie

超代数 (Cartan type Lie superalgebra)という． l

【定義 8.18 (簡約可能な Lie代数)】 　 Lie代数 gは，半単純 Lie代数と中心の直和
となるとき簡約可能という． l

【命題 8.19】 　単純 Lie超代数が古典的であることと，Lie代数L0が簡約可能で
あることは同等である． l

【定理 8.20 (古典複素 Lie超代数の分類定理)】 　 古典単純複素 Lie超代数は次の
ように分類される：

(1) 基本 (basic)古典単純複素 Lie超代数

(a) Killing形式が非退化となるもの．

(i) 単純複素 Lie代数

(ii) 次の６つの系列：

Apm|nq “ slpm ` 1|n ` 1;Cq, m ą n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Bpm|nq “ ospp2m ` 1|2n;Cq, m “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Cpnq “ ospp2|2n ´ 2;Cq, n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ ,

Dpm|nq “ ospp2m|2n;Cq, m “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ , n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , m ‰ n ` 1,

F p4q,

Gp3q.

(b) Killing形式が恒等的にゼロとなるもの．

Apn|nq “ slpn ` 1|n ` 1;Cq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Dpn ` 1|nq “ ospp2n ` 2|2n;Cq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Dp2|1;αq, α P C ´ t0,´1,8u .

(2) 特異 (strange)古典単純複素 Lie超代数

P pnq, n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ ,

Qpnq, n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨
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[Cornwell JF 1989[Cor89]; Kac VG 1977[Kac77]] l

【定理 8.21 (Cartan型Lie超代数の分類定理)】 　 Cartan型 Lie超代数は次の４
つの離散系列で尽くされる：

1) W pnq (n “ 3, 4, ¨ ¨ ¨ )

2) Spnq (n “ 3, 4, ¨ ¨ ¨ )

3) S̃pnq (n “ 4, 5, ¨ ¨ ¨ ,)

4) Hpnq (n “ 4, 5, ¨ ¨ ¨ ,)

[Cornwell JF 1989[Cor89]; Kac VG 1977[Kac77]] l

8.4.1 古典Lie超代数

glpm|Nq: Q P Mpm ` NqをA P Mpmq, B P Mpm,Nq, C P MpN,mq, D P MpNqを
用いて

Q “

˜

A B

C D

¸

(8.5)

と表し，

L “ Mpm ` Nq, (8.6a)

L0 “ tQ P L | B “ C “ 0u , (8.6b)

L1 “ tQ P L | A “ D “ 0u (8.6c)

とおく．このとき，r˚, ˚s˘を

rQ1, Q2s˘ “ rQ1, Q2s for Q1, Q2 P L0, (8.7a)

rQ1, Q2s˘ “ rQ1, Q2s for Q1 P L0, Q2 P L1, (8.7b)

rQ1, Q2s˘ “ tQ1, Q2u for Q1, Q2 P L1 (8.7c)

と定義すると，tL , r˚, ˚s˘uは超代数 glpm|Nqとなる．以下，Q P L をQrA,D;B,Cs

と表記する．
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osppN |2pq: Ωp2pqを条件

Ω2
p2pq “ ´1, TΩp2pq “ ´Ωp2pq (8.8)

を満たす 2p次の正方行列，GpNqをN 次の対称正則行列とする．
osppN |2pqを次の条件を満たす glpN |2pqの部分代数として定義する：

TAGpNq ` GpNqA “ 0, (8.9a)
TDΩp2pq ` Ωp2pqD “ 0, (8.9b)

C “ Ωp2pq TBGpNq (8.9c)

このとき，rosppN |2pqs0の生成する群Gは

G “ OpNq b Spppq (8.10)

が成り立つ．
特に，

Spp2,Cq – SOp5,Cq (8.11)

より，osppN |4qの適当な実型は SOp2, 3q ˆ SOpNqに対応する実超代数，すなわち
AdS4上のN -拡張超代数となる．また，”宇宙項”ゼロの極限をとると，Minkowski時
空E3,1上のN -拡張超代数が得られる．

slpm|Nq: slpm|Nqを次の条件を満たす glpm|Nqの部分代数として定義する：

TrA “ TrD. (8.12)

このとき，
G “ SLpm,Cq b SLpN,Cq b GLp1,Cq (8.13)

が成り立つ．
さらに，Hpmqを符号 pp, qq(p` q “ m)のm次エルミート行列，HpNqを正のN 次
エルミート行列として，条件

HpmqAH
´1
pmq

“ ´A:, (8.14a)

HpNqDH
´1
pNq

“ ´D:, (8.14b)

HpmqBH
´1
pNq

“ ´C: (8.14c)

を満たす slpm|Nqの実部分代数を supp, q|Nqとおくと，

G “ SUpp, qq b SUpNq b Up1q (8.15)
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が成り立つ．
特に，

SUp2, 2q – SOp2, 4q (8.16)

より，sup2, 2|NqはAdS5上の拡張超対称代数を与える．

P pnqとQpnq: P pnqは次の条件を満たす glpn|nqの部分代数として定義される：

TA ` D “ 0, TrA “ 0, (8.17a)
TB “ B, TC “ ´C. (8.17b)

すなわち，

G “ SLpn,Cq, (8.18a)

G▷ L1 : p2qn ` r2sn. (8.18b)

また，Q1pnqを次の条件を満たす slpn|nqの部分代数として定義する：

A “ D, B “ C, TrB “ 0. (8.19)

ただし，Q1pnqは中心 taI2n | a P Cu – Cをもつので，

Qpnq “ Q1pnq{C (8.20)

により単純な超代数Qpnqを定義する．このとき，

G “ SLpn,Cq, (8.21a)

G▷ L1 : Adjoint表現 (8.21b)

となる．

Dp2, 1, αq, Gp3q, F p4q:

1. Dp2, 1, αq

G “ SLp2,Cq b SLp2,Cq b SLp2,Cq, (8.22a)

G▷ L1 : p2, 2, 2q. (8.22b)

2. Gp3q

G “ SLp2,Cq b G2, (8.23a)

G▷ L1 : p2, 7q (8.23b)
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3. F p4q

G “ SLp2,Cq b SOp7,Cq, (8.24a)

G▷ L1 : p2, 8q (8.24b)

8.4.2 Cartan型超代数

ai, a
:
i (i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)をフェルミ型生成消滅演算子とする：

!

ai, a
:
j

)

“ δij, tai, aju “

!

a:
i , a

:
j

)

“ 0.

W pnq(n ě 3):

W pnq “ G´1 ‘ G0 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Gn´1, (8.25a)

rGi, Gjs Ă Gi`j, (8.25b)

L0 “ G0 ‘ G2 ‘ ¨ ¨ ¨ , L1 “ G´1 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ . (8.25c)

ここで，

G´1 “ xai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (8.26a)

G0 “ xa:
iaj pi, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (8.26b)

G1 “ xa:
ia

:
jak pi ‰ j, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (8.26c)

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ,

Gn´1 “ xa:
1 ¨ ¨ ¨ a:

nai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy. (8.26d)

G0 – glpnqでW pnqの次元は n ¨ 2n．また，W p2q “ slp2|1q.

Spnq (n ě 3):

Spnq “ G´1 ‘ G0 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Gn´2, (8.27a)

rGi, Gjs Ă Gi`j, (8.27b)

L0 “ G0 ‘ G2 ‘ ¨ ¨ ¨ , L1 “ G´1 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ . (8.27c)

291 目次へ



目次へ

ここで，

G´1 “ xai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (8.28a)

G0 “ xa:
1a1 ´ a:

jaj pj “ 2, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
iaj pi ‰ j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (8.28b)

G1 “ xa:
i pa

:
1a1 ´ a:

jajq pi ‰ j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
1pa:

2a2 ´ a:
jajq pj “ 3, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
ia

:
jak pi ‰ j ‰ k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (8.28c)

G2 “ xa:
ia

:
jpa

:
1a1 ´ a:

kakq pi ‰ j ‰ k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
ka

:
1pa

:
2a2 ´ a:

jajq pk ‰ j “ 3, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
1a

:
2pa:

3a3 ´ a:
jajq pj “ 4, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
ia

:
ja

:
kal pi ‰ j ‰ k ‰ l “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (8.28d)

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

G0 – slpnqで dimpSpnqq “ pn ´ 1q2n ` 1.

S̃pnq (n ě 4): Spnqにおいて，G´1を次の集合で置き換えたのも：

G´1 “ xp1 ` a:
1a

:
2 ¨ ¨ ¨ a:

nqai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy. (8.29)

Hpnq (n ě 4):

Hpnq “ G´1 ‘ G0 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Gn´3, (8.30a)

rGi, Gjs Ă Gi`j, (8.30b)

L0 “ G0 ‘ G2 ‘ ¨ ¨ ¨ , L1 “ G´1 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ . (8.30c)

ここで，

G´1 “ xai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (8.31a)

G0 “ xa:
iaj ´ a:

jai pi, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (8.31b)

G1 “ xa:

ria
:
jaks pi, j, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (8.31c)

¨ ¨ ¨

G0 – sopnqで dimpHpnqq “ 2n ´ 2.

292 目次へ



目次へ

8.5 単純実Lie超代数

8.5.1 分類

Ref: Parker M: JMP21, 689(1980)

【定理 8.22 (実古典単純Lie超代数と複素古典単純Lie超代数の関係)】 　 実古典
単純Lie超代数L の複素化L bCは，複素古典単純Lie超代数L 1と同型であるか，
またはそらの２個の直和である．後者の場合，対応する複素古典単純 Lie超代数は
実 Lie超代数として単純である．また，この対応において，L を複素 Lie超代数L 1

の実型という．[Parker M 1980[Par80]] l

【定理 8.23 (実古典単純Lie超代数の分類)】 　 古典複素単純Lie超代数L の実型
は，複素 Lie代数L0の実型により同型を除いて一意的に定まり，次のいずれかで与
えられる：

1. Apm|nq (m ą n ě 0) の実型

slpm ` 1|n ` 1;Rq : L0 “ slpm ` 1,Rq ‘ slpn ` 1,Rq ‘ R,
sl
`

m`1
2

|n`1
2
;H

˘

: L0 “ su˚pm ` 1q ‘ su˚pn ` 1q ‘ R, m, n :奇数,

supm ` 1 ´ p, p|n ` 1 ´ q, qq : L0 “ supm ` 1 ´ p, pq ‘ supn ` 1 ´ q, qq ‘ iR

2. Apn|nq (n ě 1)の実型

slpn ` 1|n ` 1;Rq : L0 “ slpn ` 1,Rq ‘ slpn ` 1,Rq,

sl
`

n`1
2

|n`1
2
;H

˘

: L0 “ su˚pn ` 1q ‘ su˚pn ` 1q, n :奇数,

supn ` 1 ´ p, p|n ` 1 ´ p, pq : L0 “ supn ` 1 ´ p, pq ‘ supn ` 1 ´ p, pq,

Hp4;n;Rq : L0 “ slpn ` 1,Cq.

3. Bpm|nq (m ě 0, n ě 1) の実型

ospp2m ` 1 ´ p, p|2n;Rq : L0 “ sop2m ` 1 ´ p, pq ‘ sppn,Rq.

4. Cpnq (n ě 2)の実型

ospp2|2n ´ 2;Rq : L0 “ sop2q ‘ sppn ´ 1;Rq,

ospp1|n ´ 1 ´ p, p;Hq : L0 “ so˚p2q ‘ sppn ´ 1 ´ p, pq.
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5. Dpm|nq (m ě 2, n ě 1)の実型

ospp2m ´ p, p|2n;Rq : L0 “ sop2m ´ p, pq ‘ sppn,Rq,

osppm|n ´ p, p;Hq : L0 “ so˚p2mq ‘ sppn ´ p, pq.

6. P pnq (n ě 2)の実型

PIpnq : L0 “ supn ` 1q, n : odd,

PIIpnq : L0 “ slpn ` 1,Rq.

7. Qpnq (n ě 2)の実型

QIpnq : L0 “ supp, n ` 1 ´ pq,

QIIpnq : L0 “ su˚pn ` 1q, n : odd,

QIIIpnq : L0 “ slpn ` 1,Rq.

8. Dp2|1;αqの実型

DIp2|1;αq : L0 “ slp2,Rq ‘ slp2,Rq ‘ slp2,Rq; α : real,

DIIp2|1;αq : L0 “ sup2q ‘ sup2q ‘ slp2,Rq; α : real,

DIIIp2|1;αq : L0 “ slp2,Cq ‘ slp2,Rq; α ` ᾱ “ ´1.

9. Gp3qの実型

GIp3q : L0 “ slp2,Rq ‘ g2,0,

GIIp3q : L0 “ slp2,Rq ‘ g2,2.

ここで，g2,0はG2の Lie代数のコンパクト実型 (“ AutC)，g2,2は非コンパク
ト実型．

10. F p4qの実型

FIp4q : L0 “ slp2,Rq ‘ sop7q,

FIIp4q : L0 “ slp2,Rq ‘ sop3, 4q,

FIIIp4q : L0 “ sup2q ‘ sop2, 5q,

FIV p4q : L0 “ sup2q ‘ sop1, 6q.

[Parker M 1980[Par80]] l
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8.5.2 単純超対称代数

【定理 8.24 (単純超対称代数の分類)】 　 古典単純実 Lie超代数L “ L0 ` L1で．
L0が時空対称性を表す Lie代数 sopD, 1q, sopD ´ 1, 2q, sopD, 2qを直和因子として含
むものは次のものに限られる：

D L L0 L1 複素型
2 sup1, 1|p,N ´ pq sop2, 1q ‘ upp,N ´ pq; N ‰ 2 p2, Nq ` p2, N̄q Ap1|N ´ 1q

slp2|N ;Rq sop2, 1q ‘ slpN,Rq ‘ R;N ‰ 2 p2, Nq ` p2, Nq

sup1, 1|2q sop2, 1q ‘ sup2q p2, 2q ` p2, 2q Ap1|1q

sup1, 1|1, 1q sop2, 1q ‘ sup1, 1q p2, 2q ` p2, 2q

slp2|2;Rq sop2, 1q ‘ slp2,Rq p2, 2q ` p2, 2q

osppp,N ´ p|2;Rq sop2, 1q ‘ sopp,N ´ pq p2, Nq B{DprN{2s|1q

ospp2, 1|2N ;Rq sop2, 1q ‘ sppN ;Rq p3, 2Nq Bp1|Nq

ospp2|p,N ´ p;Hq sop2, 1q ‘ sop3q ‘ sppp,N ´ pq p2, 2, 2Nq Dp2|Nq

DIp2|1;αq sop2, 1q ‘ slp2,Rq ‘ slp2,Rq Dp2|1;αq

DIIp2|1;αq sop2, 1q ‘ sop4q p2, 4q

DIIIp2|1;αq sop2, 1q ‘ slp2,Cq

GIp3q sop2, 1q ‘ g2,0 p2, 7q Gp3q

GIIp3q sop2, 1q ‘ g2,2
FIp4q sop2, 1q ‘ sop7q p2, 8q F p4q

FIIp4q sop2, 1q ‘ sop3, 4q

3 Hp4; 1;Rq sop3, 1q p2, 1q ` p1, 2q Ap1|1q

ospp3, 1|2N ;Rq sop3, 1q ‘ sppN,Rq Dp2|Nq

ospp3|p,N ´ p;Hq sop3, 1q ‘ sppp,N ´ pq Dp3|Nq

DIIIp2|1;αq sop3, 1q ‘ slp2,Rq α ` ᾱ “ ´1 Dp2|1;αq

ospp2, 2|2N ;Rq sop2, 2q ‘ spp2,Rq Dp2|Nq

4 ospp4, 1|2N ;Rq sop4, 1q ‘ sppN,Rq Bp2|Nq

ospp1|1, 1;Hq sop4, 1q ‘ sop1, 1q 4 ` 4̄ Cp3q

osppN |1, 1;Hq sop4, 1q ‘ so˚p2Nq;N ě 2 DpN |2q

osppp,N ´ p|4;Rq sop3, 2q ‘ sopp,N ´ pq; N ě 1 p4, Nq B{DprN{2s|2q

ospp3, 2|2N ;Rq sop3, 2q ‘ sppN,Rq Bp2|Nq

ospp2|4;Rq sop3, 2q ‘ sop2q Cp5q
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D L L0 L1 複素型
5 slp2|N ;Hq sop5, 1q ‘ su˚p2Nq ‘ up1q N ‰ 2 Ap3|2N ´ 1q

slp2|2;Hq sop5, 1q ‘ sop5, 1q Ap3|3q

ospp5, 1|2N ;Rq sop5, 1q ‘ sppN,Rq Dp3|Nq

QIIp3q sop5, 1q 15adj Qp3q

sup2, 2|p,N ´ pq sop4, 2q ‘ upp,N ´ pq;N ‰ 4 p4, Nq ` p4̄, N̄q Ap3|N ´ 1q

sup2, 2|p, 4 ´ pq sop4, 2q ‘ supp, 4 ´ pq p4, 4q ` p4̄, 4̄q Ap3|3q

spp4, 2|2N ;Rq sop4, 2q ‘ sppN,Rq Dp3, Nq

QIp3q sop4, 2q 15ad Qp3q

6 ospp6, 1|2N ;Rq sop6, 1q ‘ sppN,Rq Bp3|Nq

FIV p4q sop6, 1q ‘ sup2q p8, 2q F p4q

ospp5, 2|2N ;Rq sop5, 2q ‘ sppN,Rq Bp3|Nq

FIIIp4q sop5, 2q ‘ sup2q p8, 2q F p4q

7 ospp7, 1|2N ;Rq sop7, 1q ‘ sppN,Rq Dp4|Nq

ospp4|p,N ´ p;Hq sop6, 2q ‘ sppp,N ´ pq p8, 2Nq Dp4|Nq

ospp6, 2|2N ;Rq sop6, 2q ‘ sppN,Rq

2m ospp2m, 1|2n;Rq sop2m, 1q ‘ sppn,Rq Bpm|nq

ospp2m ´ 1, 2|2n;Rq sop2m ´ 1, 2q ‘ sppn,Rq Bpm|nq

2m ´ 1 ospp2m ´ 1, 1|2n;Rq sop2m ´ 1, 1q ‘ sppn,Rq Dpm|nq

ospp2m ´ 2, 2|2n;Rq sop2m ´ 2, 2q ‘ sppn,Rq Dpm|nq

l
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8.6 Lie超群

8.6.1 超行列

【定義 8.25 (超行列)】 　 可換超代数A を係数とする行列を超行列と呼ぶ．超行
列M を

M “

˜

A B

C D

¸

A P Mpp, r,A q, B P Mpp, s,A q, C P Mpq, r,A q, D P Mpq, s,A q

と表すとき，

A,D P A0, B, C P A1 ñ pp|qq ˆ pr|sq偶超行列

A,D P A1, B, C P A0 ñ pp|qq ˆ pr|sq奇超行列

と定義する．このタイプの超行列の全体をMpp|q, r|s;A qと表す．
特に，pp|qq ˆ pp|qq型の超行列の集合をMpp|q;A qと表す．これは，結合的超代数

をなす．行列超代数Mpp|q;Fqは，自然な埋め込みにより，Mpp|q;FBLqの部分超代
数となる．さらに，p1|0q ˆ pr|sq偶超行列を pr|sq超行ベクトル，pp|qq ˆ p1|0q偶超行
列を pp|qq超列ベクトルという． l

【定義 8.26 (超行列の基本演算)】 　

M “

˜

A B

C D

¸

を超行列M P Mpp|q, r|s,A qとする．

i) (Grassmann数との積) Grassmann数E P A とM の積を，

EM :“

˜

EIp 0

0 p´1qdegEEIq

¸

M,

ME :“ M

˜

EIr 0

0 p´1qdegEEIs

¸

により定義する．

ii) (超転置) M の超行列としての転置を

stM :“

˜

TA p´1qdegM TC

´p´1qdegM TB TD

¸
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により定義する．このとき，次の性質がなりたつ：

stpMNq “ p´1qdegMdegN stN stM,
stpEMq “ EstpMq, stpMEq “ stpMqE, E P FBL

iii) (超トレース) 超行列としてのトレースを

strM :“ TrA ´ p´1qdegMTrD

で定義する．このとき，次の性質が成り立つ．

strpMNq “ p´1qdegMdegNstrpNMq,

strpEMq “ EpstrMq, srtpMEq “ pstrMqE,

strpstMq “ strM,

strpSMS´1q “ strM.

ここで，Sは可逆な pp|qq正方偶超行列である．

iv) (超行列式) M が pp|qq正方偶超行列であるとき，超行列としての行列式を

sdetM :“
detpA ´ BD´1Cq

detD

により定義する．このとき次の性質が成り立つ：

sdetpMNq “ psdetMqpsdetNq,

sdetpstMq “ sdetM,

sdetpexpMq “ exppstrMq.

v) (共役) E P CBLに対してその共役E7を

E7 :“

#

E˚ E P CBL0

´iE˚ E P CBL1

により定義する．ここで，E˚は通常の複素共役である．これを用いて，M の
共役を

M ; :“

˜

TA7 TC7

TB7 TD7

¸
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と定義する．このとき，次の性質が成り立つ．

pMNq; “ N ;M ;,

pM ;q; “ M,

sdetpM ;q “ psdetMq7 “ psdetMq˚.

l

8.6.2 超空間

【定義 8.27 (超空間)】 　 外積代数RBL “ RL0 ` RL1より作られる実線形空間

RBm,n
L “

m
hkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkj

RBL0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ RBL0 ˆ

n
hkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkj

RBL1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ RBL1

を超空間といい，その点を一般に

pX;Θq “ pX1, ¨ ¨ ¨ , Xm,Θ1, ¨ ¨ ¨ ,Θnq

で表す．
RBLの元Zを基底 EM(M は t1, ¨ ¨ ¨ , Luの部分集合）を用いてZ “

ř

M ZMEM と
表すとき，Zのノルムを

}Z} “
ÿ

M

|ZM |

により定義する．このとき，RBLは Banach代数となる．このノルムを用いて，超
空間のノルムを

}pX;Θq} :“
ÿ

j

}Xj} `
ÿ

k

}Θk}

により定義する． l

【定義 8.28 (超微分)】 　 Banach代数 CBLに値を取る超空間 RBm,n
L の開集合 U

上の関数 F pX,Θqに対して，

F pX ` Y ;Θ ` Ψq “ F pX;Θq`
ÿ

j

Y j BF pX;Θq

BXj
`
ÿ

k

Ψk BF pX;Θq

BΘk
`}pY ;ΨqηpY ;Ψq

となる U 上の CBL値関数 BF pX;Θq{BXj，BF pX;Θq{BΘkおよび pY ;Ψq “ p0; 0q

の近傍で定義された関数 ηpY ;Ψqが存在して，

}pY ;Ψq} Ñ 0 ñ }ηpY ;Ψq} Ñ 0
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が成り立つとき，BF pX;Θq{BXj，BF pX;Θq{BΘkをF pX;Θqの超偏微係数という．
ただし，BF pX;Θq{BΘkはこの定義では一意的に定まらず，E1,¨¨¨ ,Lに比例する項を加
える自由度の除いて決まる． l

【定理 8.29 (C8関数)】 　 超空間CBm,n
L の開集合U上のCBL値関数F pX;Θqが，

超微分の意味でC8とする．

i) Θkの積を一般にΘΛと表すと，

F pX;Θq “
ÿ

Λ

FΛpXqΘΛ

となる．すなわち，F はΘkの多項式となる．さらに，Xの c数成分 (EH “ 1

の係数）をX0として
F pX0q “ F pX0EHq

とおくと，

F pXq “ F pXq ”
ÿ

j

pj´1qDjF pX0qpX ´ X0EHqj .

l

【定義 8.30 (超微分可能関数)】 　 U Ă RBm,n
L 上のC8CBL値関数を F pX;Θqと

する．L ě 2nとして，L1 “ rpL ` 1q{2sとおく．このとき，

F pX;Θq “
ÿ

Λ

FΛpXqΘΛ

において，F λpXHqの値が常にCBL1(Ă CBL)に含まれるとき，F をU 上の超微分
可能関数という． l

【定理 8.31】 　F pX;ΘqをU Ă CBm,n
L 上の超微分可能関数とする．このとき，そ

の奇変数Θkに関する偏微分を

BF pX;Θq

BΘk
“
ÿ

Λ

p´1qdegFΛ

FΛpXqΘΛ{k

と定義し，上記の一般的定義における E1,¨¨¨ ,Lに比例する不定性を取り除く．ただし，
kがΛに含まれる場合は，その位置を ppkqとして

ΘΛ{k :“

#

p´1qppkq´1ΘΛ´tku k P Λ,

0 k R Λ.

このとき，次が成り立つ．
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i) 超偏微分は線形作用素である．

ii) 超偏微分について一般化されたLeibnitzの公式が成り立つ．ただし，F pX;Θq

が同次元のとき，
BFG

BΘk
“

BF

BΘk
G ` p´1qdegFF

BG

BΘk
.

iii) B{BXjと B{BXj1

および B{BΘkは可換，B{BΘkと B{BΘk1

は反可換．

l

【定義 8.32 (超解析関数)】 　 RBm,n
L の開集合 U 上のCBLに値を取る超微分可能

関数 F pX;Θqは，その CBLの基底 EM に関する成分 FMpX;ΘqがすべてXj
µの解

析関数のとき，超解析的という． l

8.6.3 線形超群

【定義 8.33 (線形超群)】 　 pp|qq ˆ pp|qq型偶超行列の集合 Gsが次の条件を満たす
とき，次元 pm,nqの線形超群という：

i) Gsは Lie群である．

ii) Gsの単位元の近傍の局所座標系 pV, ϕqとして

ϕ : V Ñ U Ă RBm,n
L

がとれ，ϕ´1の各成分は U 上の超解析関数である．

l

【例 8.34 (Upp|qq, SUpp|qq)】 　

Upp|qq :“
␣

G P M0pp|q;CBLq
ˇ

ˇ G;G “ 1
(

,

SUpp|qq :“ tG P Upp|qq | sdetG “ 1u .

l

【定理 8.35 (Lie代数と超生成元)】 　 Gsを次元 pm,nqの超群とし，その単位元の
近傍での超空間座標表示をGpX;Θqとする．
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i) Gsは pm ` nq2L´1次元の Lie群であり，その線形 Lie代数L pGsqの基底は

M I
j “

BGpX;Θq

BXj
I

|pX,Θq“0, NJ
k “

BGpX;Θq

BΘk
J

|pX,Θq“0

で与えられる．ここで，I, Jはそれぞれ t1, ¨ ¨ ¨ , Luの偶数個，奇数個の部分集
合である．

ii) GpX;Θqの超偏微係数を

Mj “
BGpX;Θq

BXj
|pX,Θq“0, Nk “

BGpX;Θq

BΘk
|pX,Θq“0

とおくと，
M I

j “ EIMj, NJ
k “ EJNk

が成り立ち，L pGsqの元は一般に pX;Θq P RBm,n
L をパラメーターとして

M “
ÿ

j

XjMj `
ÿ

k

ΘkNk

と表される．Mj, Nk P Mpp|q;CBLqはL pGsqの超生成元と呼ばれる．

iii) 単位元の近傍では
GpX;Θq “ expM

が成り立つ．

[Cornwell JF (1989)[Cor89]] l

【定理 8.36 (Lie超代数との関係)】 　 Ls “ L0 ` L1を dimL0 “ m, dimL1 “ n

となる実 Lie超代数，Γ : Ls Ñ Mpp|q;Cqをその忠実な次数付き表現とする．この
とき，次が成り立つ．

i) a1, ¨ ¨ ¨ , amをL0の基底，b1, ¨ ¨ ¨ , bnをL1の基底として，

M I
j “ EIΓpajq, NJ

k “ EJΓpbkq

によりMpp|q;CBLqの元を定義すると，これらの線形包は pm`nq2L´1次元実
Lie代数LspCBLqをなす．

ii) Lie代数LspCBLqに対応する線形 Lie群は次元 pm,nqの線形 Lie超群となる．
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iii) 0 ď N ď Lとなる任意の整数N に対して，M I
j , N

J
k のうち |I|, |J | ě N となる

もので張られるLspCBLq の部分空間はそのイデアルとなる．N ě 1ならこれ
は固有イデアルとなり，さらに，N ą L{2ならば可換イデアルとなる．特に，
LspCBLqは半単純 Lie代数とならない．

iv) i),ii)で定義される Lie超代数の集合から線形 Lie超群の集合への写像は全射で
ない．

[Cornwell JF (1989)[Cor89]] l
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A Lie群・Lie代数関係の表と図
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図 19: 単純 Lie代数に対する単純既約表現のリスト（Dynkin基底）
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複素型 実型 定義 極大コンパクト群
An´1 X P SLpn,Cq

SUpnq X:X “ In コンパクト
SUpp, qq(p ` q “ n) X:Ip,qX “ Ip,q SpUppq ˆ Upqqq

SLpn,Rq X̄ “ X SOpnq

SU˚pnq “ SLpn{2,Hq Jn{2X “ X̄Jn{2, n:even Sppn{2q

Bn
TXX “ In, X P SLp2n ` 1,Cq

SOp2n ` 1q X̄ “ X コンパクト
SOpp, qq(p ` q “ 2n ` 1) X̄ “ Ip,qXIp,q SOppq ˆ SOpqq

Cn
TXJnX “ Jn, X P GLp2n,Cq

Sppnq X:X “ I2n コンパクト
Sppp, qq(p ` q “ n) X:Kp,qX “ Kp,q Spppq ˆ Sppqq

Sppn,Rq X̄ “ X Upnq

Dn
TXX “ In, X P SLp2n,Cq

SOp2nq X̄ “ X コンパクト
SOpp, qq(p ` q “ 2n) X̄ “ Ip,qXIp,q SOppq ˆ SOpqq

SO˚p2nq “ SOpn,Hq X:JnX “ Jn Upnq

G2 G2 コンパクト
G2p2q SUp2q ˆ SUp2q

F4 F4 コンパクト
F4p´20q SOp9q

F4p4q Spp3q ˆ SUp2q

E6 E6 コンパクト
E6p2q SUp6q ˆ SUp2q

E6p´14q SOp10q ˆ Up1q

E6p6q Spp4q

E6p´26q F4

E7 E7 コンパクト
E7p7q SUp8q

E7p´5q SOp12q ˆ SUp2q

E7p´25q E6 ˆ Up1q

E8 E8 コンパクト
E8p8q SOp16q

E8p´24q E7 ˆ SUp2q

表 19: 実単純 Lie群のリスト
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図 20: 単純 Lie代数に対するDynkin基底でのレベルベクトル

複素型 階数 次元 コンパクト実型 (π1) 非コンパクト実型 (極大コンパクト群)

E8 8 248 E8 p1q E8p8q pSOp16q – Spinp16q{Z2q

E8p´24q ppE7 ˆ SUp2qq{Z2q

E7 7 133 E7 pZ2q E7p7q pSUp8q{Z2q

E7p´5q ppSpinp12q ˆ SUp2qq{Z2q,

E7p´25q ppE6 ˆ Up1qq{Z3q

E6 6 78 E6 pZ3q E6p6q pSpp4q{Z2q

E6p2q pSUp6q ˆ SUp2q{Z6q,

E6p´14q ppSpinp10q ˆ Up1qq{Z4q

E6p´26q pF4q

F4 4 52 F4 p1q F4p4q ppSpp3q ˆ Spp1qq{Z2q

F4p´20q pSpinp9qq

G2 2 14 G2 p1q G2p2q ppSUp2q ˆ SUp2q{Z2q

表 20: 単純例外 Lie群
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図 21: 単純 Lie代数のCartan行列
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図 22: 古典 Lie代数のウエイト空間でのCartan計量
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図 23: 単純 Lie代数の随伴表現の最高Dynkinウエイト

rzt A B C D E F G

rpr ` 2q rp2r ` 1q rp2r ` 1q rp2r ´ 1q

1 3 (3) - -

2 8 10 (10) 3 ` 3 14

3 15 21 21 (15)

4 24 36 36 28 52

5 35 55 55 45

6 48 78 78 66 78

7 63 105 105 91 133

8 80 136 136 120 248

9 99 171 171 153

10 120 210 210 190

表 21: 低ランクの単純 Lie代数の次元
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図 24: 単純 Lie代数のCartan行列
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図 25: 例外 Lie代数のウエイト空間でのCartan計量
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図 26: 単純 Lie代数の随伴表現の最高Dynkinウエイト
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図 27: 単純 Lie代数に対する単純既約表現のリスト（Dynkin基底）
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図 28: 拡張Dynkin図式
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図 29: 古典単純 Lie代数の極大部分代数（ランクď 8)
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図 30: 古典単純 Lie代数の極大部分代数（ランクď 8)(続き）
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図 31: 例外単純 Lie代数の極大部分代数（ランクď 8)(続き）
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表現 (Dynkin label) 次元 Up1q ˆ SUp2q ˆ SUp3q分解
r1, 0, 0, 0s 5 1 ˆ 3 ` 2 ˆ 1

r0, 0, 0, 1s 5˚ 1 ˆ 3˚ ` 2 ˆ 1

r0, 1, 0, 0s 10 2 ˆ 3 ` 1 ˆ 3˚ ` 1

r0, 0, 1, 0s 10˚ 2 ˆ 3˚ ` 1 ˆ 3 ` 1

r1, 0, 0, 1s 24adj 1 ˆ 8adj ` 2 ˆ p3 ` 3˚q ` 3 ˆ 1 ` 1

r1, 1, 0, 0s 40 2 ˆ 6 ` 3 ˆ 3 ` 1 ˆ 8adj ` 2 ˆ 3˚ ` 1 ˆ 3 ` 2 ˆ 1

r0, 0, 1, 1s 40˚

r1, 0, 1, 0s 45 2 ˆ 8adj ` 3 ˆ 3˚ ` 1 ˆ 6 ` 2 ˆ 3 ` 1 ˆ p3 ` 3˚q ` 2 ˆ 1

r0, 1, 0, 1s 45˚

r0, 1, 1, 0s 75 p3 ` 1q ˆ 8adj ` 2 ˆ p6 ` 6˚q ` p2 ` 1q ˆ p3 ` 3˚q ` 1

r2, 0, 0, 0s 15 1 ˆ 6 ` 2 ˆ 3 ` 3 ˆ 1

r0, 0, 0, 2s 15˚

r0, 2, 0, 0s 50 3 ˆ 6 ` 2 ˆ 8adj ` 2 ˆ 3 ` 1 ˆ 3˚ ` 1

r0, 0, 2, 0s 50˚

表 22: SUp5qの低次元表現とその部分群Up1q ˆ SUp2q ˆ SUp3qに関する既約分解。
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