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1 統一理論：notations

Last update: 2011/7/18

1.1 時空関連

1.1.1 計量

• 計量の符号 pgabq “ r´ ` ¨ ¨ ¨ `s (a, b “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , D ´ 1)

1.2 スピノール関連

1.2.1 Γ行列

• 交換関係 : ΓaΓb ` ΓbΓa “ 2ηab

• 基底 : Γa1¨¨¨ap “ Γra1 ¨ ¨ ¨ Γaps ñ Γrps

• （準）中心元 : 空間（時空）の次元をD，標準平坦計量を ηとする
とき，

Γ7 “ p´iqkΓ0 ¨ ¨ ¨ ΓD´1 ñ Γ2
7 “ 1, Γ7Γ

M “ p´1qD´1ΓMΓ7

(1.2.1)

ここで，
D “ 2k ` 1 ´ |η|, 2k ` 2 ´ |η| (1.2.2)

1.2.2 荷電共役

B行列

• 定義 : BΓabB
´1 “ pΓabq

˚

• Γaに対する作用 :

偶数次元 : D “ 2k ` 1 ´ |η|

B˘ΓaB
´1
˘ “ ˘pΓaq

˚, BΓ7B
´1 “ p´1qkΓ˚

7 , (1.2.3)

B˚
`B` “ p´1qkpk´1q{2, B˚

´B´ “ p´1qkpk`1q{2 (1.2.4)
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奇数次元: D “ 2k ` 2 ´ |η|

BΓaB
´1 “ p´1qkpΓaq

˚, BΓ7B
´1 “ Γ˚

7 , (1.2.5)

B˚B “ p´1qkpk`1q{2 (1.2.6)

Dpmod8q 2 3 4 5 6 7 8 9

|η| “ 1 B` ˆ ˆ ˆ B´ B´ B˘ B`

|η| “ ´1 B˘ B` B` ˆ ˆ ˆ B´ B´

表 1: 各次元において，B˚B “ 1となるB行列

1.2.3 スピノール場
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2 時空と対称性
Last update: 2019/11/23

2.1 Minkowski時空

Minkowski時空ED´1,1の計量の符号は

η “ r´,`,`, ¨ ¨ ¨ ,`s (2.1.1)

とする．また，Levi-Civitaテンソルは

ϵ01¨¨¨D´1 “ 1. (2.1.2)

2.1.1 Poincare代数

ED´1,1での等長変換
x1 “ Λx ` a (2.1.3)

は，次のように行列表示される：
˜

x1

1

¸

“

˜

Λ a

0 1

¸˜

x

1

¸

(2.1.4)

対応する無限小変換
δx “ δΛx ` δa (2.1.5)

を
˜

δΛ δa

0 0

¸

“
1

2
ϵabΩab ` ϵaTa (2.1.6)

とおくと，

Ωab “ Eab ´ Eba pa, b “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q, (2.1.7a)

Ta “ Ea˚ pa “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q. (2.1.7b)

ここで，
Eab “ Ea

cηcb, pEa
bqpq “ δpaδ

b
q. (2.1.8)

このとき，
EabEcd “ ηbcEad (2.1.9)
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D C-spinor rep. real Weyl real-Weyl min R-rep.

1 1 ⃝ ´ ´ 1

2 1 ` 1̄ ⃝ complex ´ 2

3 2 pseudo ´ ´ 4

4 2 ` 21 pseudo self ´ 4

5 4 pseudo ´ ´ 8

6 4 ` 4̄ ⃝ complex ´ 8

7 8 ⃝ ´ ´ 8

8 8 ` 81 ⃝ self ⃝ 8

表 2: Spinor representation of SOpDq

より，

rTa, Tbs “ 0, (2.1.10a)

rΩab, Tcs “ ηbcTa ´ ηacTb, (2.1.10b)

rΩab,Ωcds “ ηbcΩad ` ηadΩbc ´ ηacΩbd ´ ηbdΩac. (2.1.10c)

また，
Pa “ ´iTa, Mab “ iΩab (2.1.11)

とおくと，

rPa, Pbs “ 0, (2.1.12a)

rMab, Pcs “ i pηbcPa ´ ηacPbq , (2.1.12b)

rMab,Mcds “ i pηbcMad ` ηadMbc ´ ηacMbd ´ ηbdMacq .(2.1.12c)

2.1.2 Gamma行列

Γ行列を
ΓMΓN ` ΓNΓM “ 2ηMN (2.1.13)

により定義する．また，一般に

ΓM1¨¨¨Mp :“ ΓrM1 ¨ ¨ ¨ ΓMps (2.1.14)

とおく．
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D C-spinor rep. Majorana Weyl Majorana-Weyl min R-rep.

2 1 ` 11 ⃝ self ⃝ 1

3 2 ⃝ ´ ´ 2

4 2 ` 2̄ ⃝ complex ´ 4

5 4 ´ ´ ´ 8

6 4 ` 41 ´ self ´ 8

7 8 ´ ´ ´ 16

8 8 ` 8̄ ⃝ complex ´ 16

9 16 ⃝ ´ ´ 16

10 16 ` 161 ⃝ self ⃝ 16

11 32 ⃝ ´ ´ 32

12 32 ` 32 ⃝ complex ´ 64

表 3: Spinor representation of SOpD ´ 1, 1q

2.1.2.1 Lorentz変換

交換関係

rΓMN ,ΓPQs “ ´2
`

ηMPΓNQ ` ηNQΓMP ´ ηMQΓNP ´ ηNPΓMQ
˘

(2.1.15)

より，Lorentz変換の Lie代数との対応は，

ΩMN Ñ ´
1

2
ΓMN , MMN Ñ ´

i

2
ΓMN . (2.1.16)

特に，無限小 Lorentz変換は

δΛ “ pϵMNq Ñ
i

2
ϵMNΣMN , (2.1.17)

ΣMN “ ´
i

2
ΓMN . (2.1.18)

したがって，Lorentz群のスピノール表現を

Λ Ñ SpΛq (2.1.19)

とおくと，
1

4
ϵMN rΓMN ,ΓP s “ ´ϵPQΓQ (2.1.20)

より
S´1ΓMS “ ΛM

NΓN . (2.1.21)
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スピノールの成分ベクトル ψは，擬直交基底の変換に対して

θ1M “ ΛM
Nθ

N ñ ψ1 “ SpΛqψ (2.1.22)

と変換．
γ行列に関する諸公式は公式集参照．

2.1.2.2 荷電共役変換

B行列: D “ 2k ` 2のとき，

B1 “ Γ3Γ5 ¨ ¨ ¨ ΓD´1, B2 “ ΓDB1 (2.1.23)

とおくと，

B1Γ
MB´1

1 “ p´1qkΓM˚, B2Γ
MB´1

2 “ p´1qk`1ΓM˚,(2.1.24a)

B1Γp2k`2qB
´1
1 “ B2Γp2k`2qB

´1
2 “ p´1qkΓ˚

p2k`2q, (2.1.24b)

BΣMNB´1 “ ´ΣMN˚, (2.1.24c)

B˚
1B1 “ p´1qkpk`1q{2, B˚

2B2 “ p´1qkpk´1q{2. (2.1.24d)

Majorana条件： Majorana条件はB行列を用いて

ψ˚ “ Bψ. (2.1.25)

荷電共役変換： D “ 2k ` 2のとき，

CΓMC´1 “ ´ TΓM , (2.1.26a)

C “

#

B1Γ
0 D “ 2 pmod 4q

B2Γ
0 D “ 0 pmod 4q

. (2.1.26b)

D “ 2k ` 3のとき，

CΓMC´1 “ p´1qk`1 TΓM , (2.1.27a)

C “ B1pD ´ 1qΓ0. (2.1.27b)

任意の次元で
CΣMNC´1 “ ´ TΣMN . (2.1.28)

Cを用いて荷電共役変換は次のように定義される：

ψ Ñ ψc :“ eiϕC Tψ̄. (2.1.29)
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2.2 高次元スピノール

2.2.1 γ行列

【定義 2.1 (γ行列)】 　 定数計量 ηABをもつD次元（擬）Euclide空間
における Γ行列を

ΓAΓB ` ΓBΓA “ 2ηAB (2.2.1)

により定義する．また，一般に

ΓM1¨¨¨Mp :“ ΓrM1 ¨ ¨ ¨ ΓMps (2.2.2)

とおく． l

【定義 2.2 (中心)】 　 Γを

Γ :“ p´iqkΓ0 ¨ ¨ ¨ ΓD´1 “ p´iqkp ˚ΓrDsq (2.2.3)

により定義する．ここで，

D “ 2k ` 1 ´ |η|, 2k ` 2 ´ |η|. (2.2.4)

このとき，

Γ2 “ 1, (2.2.5a)

ΓΓa “ p´1qD´1ΓaΓ. (2.2.5b)

l

【公式 2.3 (展開公式)】 　

ΓaΓb1¨¨¨bk “ Γab1¨¨¨bk `

k
ÿ

j“1

p´1qj´1ηabjΓb1¨¨¨bj´1bj`1¨¨¨bk , (2.2.6)

Γb1¨¨¨bkΓa “ Γb1¨¨¨bka `

k
ÿ

j“1

p´1qj´kηabjΓb1¨¨¨bj´1bj`1¨¨¨bk , (2.2.7)

ΓabΓcd “ Γabcd ` 2ηardηcsb ` 2ηarcΓdsb ´ 2ηbrcΓdsa (2.2.8)

l
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【定義 2.4 (B行列)】 　 B行列は条件

BΓMNB´1 “ pΓMNq˚ (2.2.9)

を満たす行列として定義され，常に存在する．このB行列に対して，ψ
とB´1ψ˚は同じ変換則に従う． l

【定義 2.5 (C行列)】 　 C行列は条件

CΓMNC´1 “ ´ TΓMN (2.2.10)

を満たす行列として定義され，常に存在する．このC行列に対して，ψ̄ “

ψ:Γ0と TψCは同じ変換則に従う．また，ΓM : “ ΓM となる表示では，

C “ kBΓ0 (2.2.11)

が成り立つ．ここで，kは定数． l

【定義 2.6】 　Γa1¨¨¨akを k階のテンソルと見なして，次の記法を用いる：

Γrks :“ pΓa1¨¨¨akq , (2.2.12a)

˚Γrks “

ˆ

1

k!
ϵa1¨¨¨an´kb1¨¨¨bkΓ

b1¨¨¨bk

˙

. (2.2.12b)

このとき，次の式が成り立つ：

˚ ˚Γrks “ |η|p´1qkpn`1qΓrks. (2.2.13)

l

【公式 2.7 (双対公式)】 　

˚Γrn´ks “ p´1qkn`kpk`1q{2p ˚ΓrnsqΓrks. (2.2.14)

すなわち，

1

pn ´ kq!
Γb1¨¨¨bn´kϵb1¨¨¨bn´kak¨¨¨a1 “ p ˚ΓrnsqΓa1¨¨¨ak . (2.2.15)

l
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【公式 2.8 (Fierz恒等式 [2005.2.6])】 　 次元D上のClifford代数の既
約表現を考え，その次元をN とする：

N “ 2rD{2s. (2.2.16)

1. nが偶数ないし nが奇数で n ă Dのとき，

TrΓa1¨¨¨an “ 0. (2.2.17)

また，Dが偶数ないし，Dが奇数で n ` m ă Dのとき，

TrΓa1¨¨¨anΓb1¨¨¨bm “

#

p´1qnpn´1q{2Nδa1¨¨¨an
b1¨¨¨bn

n “ m

0 n “ m
. (2.2.18)

よって，TrによりCpNqに内積を定義すると，Dが偶数のとき n “

D，Dが奇数のとき n “ pD ´ 1q{2として，

1, Γa, ¨ ¨ ¨ Γra1¨¨¨ans (2.2.19)

が直交基底となる．

2. 任意の a, b, c, d P CN およびM1,M2 P CpNqに対して，次の恒等式
が成り立つ：

pc˚M1aqpb˚M2dq “
1

N

n
ÿ

j“0

p´1qjpj´1q{2 1

j!
pc˚Γa1¨¨¨ajdq

`

b˚M2Γa1¨¨¨ajM1a
˘

.

(2.2.20)

l
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2.2.2 スピノール表現

2.2.2.1 Clifford代数

【定義 2.9 (Cℓp,q,Cℓn)】 　 計量 ηAB（符号 pp, qqをもつD次元空間にお
ける Γ行列から生成される実代数

Cℓq,p :“

#

ÿ

I

cIΓ
I

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cI P R, I “ H, rAs, rABs, ¨ ¨ ¨

+

(2.2.21)

を pRD, ηqに付随する実Clifford代数という．また，その複素化

CℓD “ Cℓq,p bR C (2.2.22)

をD次元複素Clifford代数という． l

【定理 2.10 (分類定理)】 　 CℓDはDが偶数の時，CℓDは既約でただ一
つの既約線形表現をもち，

Cℓ2n – Cp2nq. (2.2.23)

また，Dが奇数の時，CℓDは可約で２つの同型な代数の直和となり，それ
ぞれはやはりだだ一つの既約線形表現をもつ．

Cℓ2n`1 – Cp2nq ‘ Cp2nq (2.2.24)

l

【命題 2.11】 　Cℓq,pの中で Γ行列の偶数個の積で生成される部分集合
Cℓ0q,pは部分代数となり，次の関係が成り立つ：

Cℓ0q,p – Cℓq´1,p (2.2.25)

特に，Minkowski時空に対して

Cℓ01,D´1 – Cℓ0,D´1 ” Cℓ˚
D´1. (2.2.26)

このClifford代数は次の周期性をもつ：

Cℓ˚
n`8 – Cℓ˚

n b Cℓ˚
8 – Cℓ˚

n b Rp16q. (2.2.27)

l
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1 2 3 4 5 6 7 8

Cℓn C H H ‘ H Hp2q Cp4q Rp8q Rp8q ‘ Rp8q Rp16q

Cℓ˚
n R ‘ R Rp2q Cp2q Hp2q Hp2q ‘ Hp2q Hp4q Cp8q Rp16q

Cℓn C ‘ C Cp2q Cp2q ‘ Cp2q Cp4q Cp4q ‘ Cp4q Cp8q Cp8q ‘ Cp8q Cp16q

表 4: n “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8に対するClifford代数の分類

2.2.2.2 スピノール

【定義 2.12 (スピノール群)】 　 一般に，Cℓq,pの単位可逆偶元の全体

Spinpp, qq “ tv1 ¨ ¨ ¨ v2r | r “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , vi ¨ vi “ ˘1u Ă Cℓ0q,p (2.2.28)

は乗法群を作る．この群をスピノール群とよぶ． l

【定義 2.13 (スピノール表現)】 　スピノール群Spinpn´1, 1qのClifford

代数 CℓDへの埋め込み、および CℓDの既約表現 Cp2rD{2sqにより定義され
る、次の表現をスピノール群のスピノール表現と呼ぶ：

Spinpn ´ 1, 1q Ă Cℓ01,n´1 Ă Cℓn Ñ Cp2rn{2sq. (2.2.29)

さらに，Lorentz群のスピノール表現

SO0pn ´ 1, 1q Q Λ ÞÑ SpΛq P Spinpn ´ 1, 1q (2.2.30)

は
SpvaΓaqS

´1 “ pΛvqaΓa ô SΓaS´1 “ pΛ´1qabΓ
b (2.2.31)

により定義される．対応して，スピノール ψ P Cp2rn{2sqは，擬直交基底
の変換に対して

θ1a “ Λa
bθ
b Ñ ψ1 “ SpΛqψ (2.2.32)

と変換する量の組として定義される． l

【命題 2.14】 　無限小 Lorentz変換 δΛに対して

δΛab “ ωab ñ δSpΛq “
1

4
ωabΓ

ab. (2.2.33)

特に，次の交換関係が成り立つ：

rΓab,Γcs “ 4δ
ra
d η

bscΓd “ 2
`

Γaηbc ´ Γbηac
˘

, (2.2.34a)

rΓab,Γcds “ 2
`

ηadΓbc ` ηbcΓad ´ ηacΓbd ´ ηbdΓac
˘

. (2.2.34b)

l
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D C-spinor rep. real Weyl real-Weyl by R-rep.

2 1 ` 1̄ ⃝ complex ´ p2R “ 1Cq b C
3 2 pseudo ´ ´ 4R

4 2 ` 21 pseudo self ´ 4R ` 41
R

5 4 pseudo ´ ´ 8R

6 4 ` 4̄ ⃝ complex ´ p8R “ 4Cq b C
7 8 ⃝ ´ ´ 8R b C
8 8 ` 81 ⃝ self ⃝ p8R ` 81

Rq b C
9 16 ⃝ ´ ´ 16R b C

表 5: Spinor representation of SOpDq

【定義 2.15 (Majoranaスピノール)】 　 B行列に対して

ζ˚ “ Bζ (2.2.35)

を満たすスピノール ζ を Majorana スピノールという．この条件より，
B˚B “ 1が要求されるので，Majoranaスピノールは次元が条件

D ‰ 5, 6, 7 pmod 8q (2.2.36)

を満たす時空でのみ存在． l
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D C-spinor rep. Majorana Weyl Majorana-Weyl by R-rep.

2 1 ` 11 ⃝ self ⃝ p1R ` 11
Rq b C

3 2 ⃝ ´ ´ p2Rq b C
4 2 ` 2̄ ⃝ complex ´ p4R “ 2Cq b C
5 4 ´ ´ ´ 8R “ 4C

6 4 ` 41 ´ self ´ 8R ` 81
R

7 8 ´ ´ ´ 16R “ 8C

8 8 ` 8̄ ⃝ complex ´ p16R “ 8Cq b C
9 16 ⃝ ´ ´ 16R b C
10 16 ` 161 ⃝ self ⃝ p16R ` 161

Rq b C
11 32 ⃝ ´ ´ 32R b C
12 32 ` 32 ⃝ complex ´ 64R b C

表 6: Spinor representation of SOpD ´ 1, 1q

2.2.3 スピノールの接続

一般に，Gを構造群として持つ主ファイバー束 P の gに値を取る接続
形式が局所座標系で ωα，対応する曲率形式がRαと表されとすると，線
形表現 ρ : G Ñ GLpV qにより定まる P の随伴ベクトル束E “ P ˆρ V に
おける接続形式および曲率形式は

ρ˚pωαq, ρ˚pRαq

と表される．
特に，Lorentz群（ないし回転群）のベクトル表現 ρvとスピノール表
現 ρsに対して，

δΛ “ pδΛabq ÞÑ ρvpδΛq “ pδΛa
bq, ρspδΛq “

1

4
δΛabΓ

ab

となるので，Riemann接続に対して，

ρvpωq “ ωab, ρvpRq “ Ra
b

ñ ρspωq “
1

4
ωabΓ

ab, ρspRq “
1

4
RabΓ

ab

が成り立つ．すなわち，スピノール ψに対して，

r∇M ,∇N sψ “
1

4
RMNABΓABψ (2.2.37)
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また，ΓM “ ΓAθ
A
M に対して，

∇MΓN “ ΓA∇Mθ
A
N `

1

4
ωBCM rΓBC ,ΓAsθAN “ 0, (2.2.38a)

∇MΓrDs “ 0. (2.2.38b)
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2.2.4 SOp6qスピノール

2.2.4.1 諸定義

カイラル分解 8 “ 4 ` 4˚ “ η` ` χ´に対し，次の条件を満たす表示を
取る：

pγaq: “ γa, (2.2.39)

η` P 4 ñ η˚
` P 4˚. (2.2.40)

また，

γ7 “ iγ123456. (2.2.41)

より，

γa1¨¨¨ak “
1

p6 ´ kq!
iγ7γ

b1¨¨¨b6´kϵb1¨¨¨b6´kak¨¨¨a1 . (2.2.42)

すなわち，
γrks “ p´1qr k`1

2 siγ7 ˚pγr6´ksq. (2.2.43)

例えば，

Γ1 “ σ3 b σ3 b σ3, Γ2 “ σ1 b σ3 b σ3,

Γ3 “ ´1 b σ1 b σ3, Γ4 “ ´1 b σ2 b σ3,

Γ5 “ 1 b 1 b σ1, Γ6 “ 1 b 1 b σ2,

Γ7 “ ´σ2 b σ3 b σ3,

C “ σ2 b σ1 b σ2. (2.2.44)

Cは次の性質をもつ：

C: “ TC “ C´1 “ C, (2.2.45a)

CγaC “ ´ Tpγaq (2.2.45b)

したがって，

η˚
` “ Cη´ ñ η:

`η` “ η:
´η´, η:

`γ
abη` “ ´η:

´γ
abη´,

´

η:
`γ

abη`

¯˚

“ ´η:
`γ

abη`,

η:
˘γ

aη˘ “ η:
˘γ

abcη˘ “ 0,
´

η:
`γ

abcη´

¯˚

“ ´η:
´γ

abcη`,

η:
˘η¯ “ η:

˘γ
aη¯ “ η:

˘γ
abη¯ “ 0. (2.2.46)
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2.2.4.2 Fierz恒等式

任意のスピノール a, b, c, dとClifford代数の元M1,M2に対し

pc:M1aqpb:M2dq “
1

8

␣

pc:dqpb:M2M1aq ` pc:γ7dqpb:M2γ7M1aq
(

`
1

8

␣

pc:γpdqpb:M2γpM1aq ´ pc:γ7γ
pdqpb:M2γ7γpM1aq

(

´
1

16

␣

pc:γpqdqpb:M2γpqM1aq ` pc:γ7γ
pqdqpb:M2γ7γpqM1aq

(

´
1

48
pc:γpqrdqpb:M2γpqrM1aq. (2.2.47)

ただし，

pc:AγpqrBdqpb:CγpqrDdq “ ´pc:Aγ7γ
pqrBdqpb:Cγ7γpqrDdq. (2.2.48)

2.2.4.3 形式系

γ7η˘ “ ˘η˘, γ˚
` “ Cγ´, η:

˘η˘ “ 1 (2.2.49)

となるスピノールに対し，

Jpq “ iη:
`γ

pqη`, Ωpqr “ η:
´γ

pqrη` (2.2.50)

とおく．

• M1 “ M2 “ 1:

1 “
1

4
`

1

8
JpqJpq (2.2.51)

より，
JpqJpq “ 6. (2.2.52)

• M1 “ 1,M2 “ γpq:

Jpq “
1

4
Jpq ´

1

8
Jst xγpqγsty (2.2.53)

より

´6Jpq “ Jst xγpqγsty

“ ´2Jpq `
1

2
JstJuvϵuvpqst. (2.2.54)
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よって，

J “ ´
1

2
˚pJ ^ Jq. (2.2.55)

これは
J ^ J ^ J “ 6ΩpY6q (2.2.56)

と同等．

• M1 “ γpr,M2 “ γqr:

JprJqr “ ´
1

4
xγprγqry ´

i

8
Jxy xγprγxyγ

q
ry (2.2.57)

ここで，
γprγqr “ ´5δpq ´ 4γpq. (2.2.58)

また，

γprγxyγ
q
r “ ´8δp

rxδ
q
ys

` 8δ
pp
rxγ

qq
ys ´ δpqγxy (2.2.59)

よって，

JprJqr “
5

4
δpq ´ JprJqr `

1

8
δpqJxyJxy. (2.2.60)

故に，
JprJqr “ δpq. (2.2.61)

• M1 “ γa,M2 “ γb:

0 “ 0 ´
1

48
Ωpqrη:

´γ
aγpqrγ

bη` (2.2.62)

において，

γaγpqrγ
b “ ´6δarpδ

b
qγrs ` 6δ

pa
rpγqrs

bq ´ δabγpqr ´ γabpqr (2.2.63)

および
γabpqr “ iγ7γ

sϵs
ab
pqr (2.2.64)

および

Ω “ i ˚Ω (2.2.65)

より，

ΩaqrΩb
qr “

1

6
δabΩpqrΩpqr. (2.2.66)

• M1 “ γabc,M2 “ γdef

Ω ^ Ω̄ “ ´6iΩpY6q (2.2.67)
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2.2.5 SOp7qスピノール

2.2.5.1 諸定義

γa(a “ 1, ¨ ¨ ¨ , 7)は次の関係式を満たす:

γaγb ` γbγa “ 2δab, (2.2.68)

iγ1 ¨ ¨ ¨ γ7 “ 1. (2.2.69)

成分がすべて純虚で行列として hermitianとなる表示は

γ1,2,3 “

˜

iα1,2,3 0

0 ´iα1,2,3

¸

, (2.2.70a)

γ4,5,6 “

˜

0 iβ1,2,3

iβ1,2,3

¸

, (2.2.70b)

γ7 “

˜

0 ´iI4
iI4 0

¸

(2.2.70c)

ここで，

α1 “

˜

0 σ1

´σ1

¸

, α2 “

˜

0 ´σ3

σ3 0

¸

, α3 “

˜

iσ2

0 iσ2

¸

,(2.2.71a)

β1 “

˜

0 iσ2

iσ2 0

¸

, β2 “

˜

0 1

1 0

¸

, β3 “

˜

´iσ2 0

0 iσ2

¸

.(2.2.71b)

2.2.5.2 部分代数

sop8qと slp8,RqはCℓ˚
7 の部分代数となる:

sop8q “
␣

iγa, γab
(

, (2.2.72a)

p8,Rq “
␣

iγa.γab, iγabc
(

. (2.2.72b)

また，sup8qは Cℓ7の部分代数となる：

sup8q “
␣

iγa.γab, ijγabc
(

(2.2.73)

ここで，jは Cに対して外的で j2 “ ´1となる要素である．
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2.2.5.3 SOp8q型表示

Γab(a, b “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)を

Γab “ γab pa, b “ 1, ¨ ¨ ¨ , 7q, (2.2.74a)

Γa8 “ ´Γ8a “ ´iγa pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , 7q (2.2.74b)

により定義する．このとき，

rΓab,Γcds “ 4
`

δdraΓbsc ´ δcraΓbsd
˘

, (2.2.75a)

Γ12¨¨¨8 “ ´1, (2.2.75b)
1

2
pΓabqA

BpΓabqC
D “ 4

`

δACδ
BD ´ δA

DδC
B
˘

, (2.2.75c)

1

4!
pΓabcdqA

BpΓabcdqC
D “ 4δACδ

BD ` 4δA
DδC

B ´ δBAδ
D
C .(2.2.75d)

ベクトル-スピノール双対関係 pΓabqAB “ pΓABqabとおくと，

pΓabqABpΓabqCD “ ´8pδACδBD ´ δADδBCq, (2.2.76a)

pΓABqabpΓ
ABqcd “ ´8pδacδbd ´ δadδbcq. (2.2.76b)

また，

rΓab,ΓcdsAB “ 8δ
rc
rbpΓ

ds

as
qAB, (2.2.77a)

rΓAB,ΓCDsab “ 8δ
rC
rBpΓ

Ds

As
qab. (2.2.77b)
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2.3 SUSY

2.3.1 一般論

Lie超代数（超対称代数）: Z2次数付線形空間L “ L0 ‘ L1において，

rLi,Ljs˘ Ď Li`j, i, j P Z2 (2.3.1)

となる双線形演算 r˚, ˚s˘が定義され，

rX,Y s˘ ” rX,Y s “ ´rY,Xs, X, Y P L0, (2.3.2a)

rX,Qs˘ ” rX,Qs “ ´rQ,Xs, X P L0, Q P L1, (2.3.2b)

rQ,Q1s˘ ” tQ,Q1u “ tQ1, Qu, Q,Q1 P L1, (2.3.2c)

および拡張 Jacobi恒等式

rX, rY, Zss ` rY, rZ,Xss ` rZ, rX,Y ss “ 0, X, Y, Z P L0, (2.3.3a)

rX, rY,Qss ´ rY, rX,Qss “ rrX,Y s, Qs, X, Y P L0, Q P L1,(2.3.3b)

rX, tQ,Q1us “ trX,Qs, Q1u ` tQ, rX,Q1su, X P L0, Q,Q
1 P L1,(2.3.3c)

rQ, tQ1, Q2us ` rQ1, tQ2, Qus ` rQ2, tQ,Q1us “ 0, Q,Q1, Q2 P L1(2.3.3d)

が成り立つとき，tL , r˚, ˚s˘uを Lie超代数（超対称代数）という．
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2.3.2 Super-Poincare algebra

Coleman-Mandulaの定理 (1967)

仮定

1) S行列は４次元Minkowski時空上の局所的相対論的量子論に
基づく．

2) 同じ質量の１粒子状態をもつ粒子の種類は有限個．

3) 真空と１粒子状態の間にはエネルギーギャップがある．

のもとで，S行列の対称性を表す Lie代数は，Poincare Lie代数と
コンパクト Lie代数の直和となる．

Boson ⇔ Fermion :

δϵϕ “ irϵ ¨ Q, ϕs ñ Q : spinor

超対称代数

L “ L0 ` L1,

rL0,L0s Ă L0, rL0,L1s Ă L1, tL1,L1u Ă L0.
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Haag- Lopuszánski-Sohniusの定理 (1975)

Coleman-Mandulaの定理の仮定が満たされるとき，４次元理論のS-

行列の持ちうる超対称性は，超対称代数が正定値内積をもつHilbert

空間への表現をもち，かつ，任意の奇元Qのエルミート共役作用
素が再び代数に属するならば，奇元は必ずスピン 1{2の表現に属
し，次の交換関係で特徴付けられるPoincare SUSY代数で与え
られる：

L0 “ P ‘ S ‘ C , L1 “ xQL
α, Q

˚
9αMy;

rPm, Qαs “ 0, rB,Qαs “ SpBqQα pB P S q,
␣

QL
α, Q

˚
9αM

(

“ 2σα 9α
mPmδ

L
M ,

␣

QL
α, Q

M
β

(

“ ϵαβX
LM Ă C ,

SpBqLMX
MN “ SpBqNMX

ML pB P S q

N “ 1 case :

tQα, Q
:
βu “ 2PapΓ

aΓ0qαβ, rP a, Qαs “ 0

Positivity of energy

ÿ

α

xtQα, Q
:
αuy “ 8E

Boson-fermion cancellation :

Vacuum energy “ `
1

2

ÿ

p

ωp pbosonq, ´
1

2

ÿ

p

ωp pfermionq

(Massless) Supermultiplet

N “ 1 : p0, 1{2q p1{2, 1q p1, 3{2q p3{2, 2q

N “ 2 :
`

´1
2
, 02, 1

2

˘

´

0, 1
2

2
, 1
¯ ´

1, 3
2

2
, 2
¯

N “ 8 :
´

´2, ´3
2

8
, ´128, ´1

2

56
, 070, 1

2

56
, 128, 3

2

8
, 2

¯
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2.3.3 超代数

【定義 2.16 (超環)】 　 環 pR,`, ¨qは，そのZ2次数付け，すなわち加法
群としての直和分解R “ R0 ‘R1が与えられ，Rα ¨Rβ Ă Rα`β(α, β P Z2)

が成り立つとき，超環 (super-ring)という．
超環Rにおいて，a P R0ないしa P R1となる元を斉次元 (homogeneous

element)といい，その全体を hpRqで表す．また，a P hpRqの次数 |a|を，

| | : hpRq Ñ Z2; a ÞÑ α ô a P Rα

により定義する．
さらに，超環Rにおいて，常に

ab “ p´1q|a||b|ba

が成り立つとき，Rは可換 (commutative)であるという． l

【定義 2.17 (結合的超代数)】 　 Z2次数付き代数A “ A0 ` A1は，そ
の積演算が結合的であるとき結合的超代数という． l

【定義 2.18 (可換超代数)】 　 結合的超代数A “ A0 ` A1において，

ab “ p´1qdegadegbba

が成り立つとき，A を可換超代数という． l

【例 2.19 (外積代数)】 　 F係数 L次元線形空間 V (F “ R,C)から作ら
れる外積代数

Ź

V を FBLと表し，その偶元の次数を 0，奇元の次数を 1

とおくと，可換超代数が得られる．これは，Grassmann代数に単位元を
付加したものと一致する． l

【例 2.20 (行列超代数)】 　

1. Fを係数とする p`q次の正方行列の全体Mpp`q,Fqの作る代数に，

次数 0 :

˜

A 0

0 D

¸

A P Mpp,Fq, D P Mpq,Fq

次数 1 :

˜

0 B

C 0

¸

B P Mpp, q,Fq, C P Mpq, p,Fq

により Z2次数を定義すると，結合的超代数が得られる．この超代
数をMpp|q,Fqと表す．
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2. (超転置) 行列超代数におけるM の転置を

stM :“

˜

TA TC

´ TB TD

¸

により定義する．このとき，次の性質がなりたつ：

stpMNq “ stN stM,

3. (超トレース) 超代数としての行列のトレースを

strM :“ TrA ´ TrD

で定義する．このとき，次の性質が成り立つ．

strpMNq “ strpNMq,

strpstMq “ strM,

strpSMS´1q “ strM.

l
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2.3.4 Lie超代数

【定義 2.21 (Lie超代数)】 　 Z2次数付き線形空間Ls “ L0 ` L1に次
の性質をもつ積 ra, bsが定義されているとき，Lsを Lie超代数という：

i) a, bがそれぞれ同次元のとき，

degpra, bsq “ dega ` degb.

ii) a, b, c P Ls，α, β P CpRqのとき，

rαa ` βb, cs “ αra, cs ` βrb, cs.

iii) a, bが同次元のとき，

rb, as “ ´p´1qdegadegbra, bs.

iv) a, b, cが同次元のとき

ra, rb, cssp´1qdegadegc`rb, rc, assp´1qdegbdega`rc, ra, bssp´1qdegcdegb “ 0.

l

【例 2.22 (行列の Lie超代数)】 　 行列の超代数Mpp|q,Fq(F “ R,C)に
おいて

rM,N s :“ MN ´ p´1qdegMdegNNM

とおくと，この超交換子に対してMpp|q,Fqは Lie超代数となる．
さらに，

slpp|q; Fq :“ tM P Mpp|q,Fq | strM “ 0u

は，Mpp|q; Fqの部分 Lie超代数となる．また，

K :“

˜

1p 0

0 Jq

¸

; Jq :“

˜

0 1q{2

´1q{2 0

¸

で定義されるK P Mpp|q; Fqを用いて，

osppp|q; Fq :“
␣

M P Mpp|q,Fq
ˇ

ˇ

stMK ` p´1qdegMKM “ 0
(

とおくと，次数ゼロの部分が

L0 “ soppq ‘ sppq{2,Fq

となる直交シンプレクティック Lie超代数が得られる． l
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2.3.4.1 分類

【定義 2.23 (可解および半単純 Lie超代数)】 　 Lie超代数L に対して，

1. Lie代数と同様に，L p0q “ L , L pkq “ rL pk´1q,L pk´1qspk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q

と置くとき，L pkq “ 0となるkが存在するとき，L は可解 (solvable)

であるという．

2. L の極大可解イデアルがゼロイデアルとなるとき，L は半単純
(semi-simple)であるという．

l

【定理 2.24 (基本構造定理)】 　 L を有限次元 Lie超代数，RをL の
極大可解イデアルとするとき，L {Rは半単純となる． l

2.3.4.2 表現

【定義 2.25 (Lie超代数の次数付き表現)】 　

1. Lie超代数Lsから，行列の作る Lie超代数Mpp|q,Fqへの Lie超代
数としての準同型 Γを，Lsの次数付き表現という．

2. V “ V0 ‘ V1を次数付きベクトル空間とするとき，EndpV qに行列
Lie超代数Mpp|qq(p “ dimpV0q, q “ dimpV1q)と同型な Lie超代数
の構造が入る．この Lie超代数を glpV qと記すとき，L の次数付き
表現は，Lie超代数としての準同型 ρ : L Ñ glpV qと同一視できる．
また，このとき，V は次数付きL -加群となる．

l

【定理 2.26 (Lie超代数におけるAdoの定理)】 　 すべての有限次元Lie

超代数は，忠実な（次数付き）表現をもつ．[Kac VG 1977[270]] l

【定義 2.27 (誘導表現)】 　 L をLie超代数，H をその部分超代数，V
をH -加群とする．このとき，

IndL
H pV q “ UpL q bUpH q V (2.3.4)

により定義されるL -加群を，H -加群から誘導されたL -加群と呼ぶ．こ
こで，UpL qはL の普遍包絡環である．

l
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【命題 2.28 (誘導表現の性質)】 　

a) L を Lie超代数，H をその部分超代数，V を単純L -加群，W を
そのH -部分加群とする．このとき，V は誘導L -加群の因子加群
である．すなわち，L の任意の既約表現は，その部分超代数の表現
から誘導される表現の既約分解により得られる．

b) H2 Ă H1をL の部分超代数，W をH2-加群とするとき，

IndL
H1

pIndH1

H2
W q – IndL

H2
pW q. (2.3.5)

c) H をH0 Ą L0 となる Lie超代数L “ L0 ‘ L1 の部分超代数，
g1, ¨ ¨ ¨ gt P L1をL {H の基底 rg1s, ¨ ¨ ¨ , rgtsの代表元とする．この
とき，H -部分加群W に対して，

IndL
H pW q “

à

1ďi1ď¨¨¨ďit

gi1 ¨ ¨ ¨ gitW (2.3.6)

が成り立つ．特に，dim IndL
H pW q “ 2t dimW .

[Kac VG 1977[270]] l
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2.4 単純Lie超代数

2.4.1 単純複素Lie超代数

【定義 2.29 (古典 Lie超代数とCartan型 Lie超代数)】 　 Lie超代数
L “ L0 ` L1において，代数演算により誘導される表現L0 ▷ L1が完
全可約のとき，L は古典Lie超代数 (classical Lie superalgebra)，完全可
約でないときCartan型Lie超代数 (Cartan type Lie superalgebra)とい
う． l

【定義 2.30 (簡約可能な Lie代数)】 　 Lie代数 gは，半単純 Lie代数と
中心の直和となるとき簡約可能という． l

【命題 2.31】 　 Lie超代数が古典的であることと，Lie代数L0が簡約
可能であることは同等である． l

【定理 2.32 (古典複素 Lie超代数の分類定理)】 　 単純複素 Lie超代数
は次のように分類される：

(1) 基本 (basic)古典単純複素 Lie超代数

(a) Killing形式が非退化となるもの．

(i) 単純複素 Lie代数

(ii) 次の６つの系列：

Apm|nq “ slpm ` 1|n ` 1; Cq, m ą n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Bpm|nq “ ospp2m ` 1|2n; Cq, m “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Cpnq “ ospp2|2n ´ 2; Cq, n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ ,

Dpm|nq “ ospp2m|2n; Cq, m “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ , n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , m ‰ n ` 1,

F p4q,

Gp3q.

(b) Killing形式が恒等的にゼロとなるもの．

Apn|nq “ slpn ` 1|n ` 1; Cq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Dpn ` 1|nq “ ospp2n ` 2|2n; Cq, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ ,

Dp2|1;αq, α P C ´ t0,´1,8u .
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(2) 特異 (strange)古典単純複素 Lie超代数

P pnq, n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ ,

Qpnq, n “ 2, 3, ¨ ¨ ¨

[Cornwell JF 1989[86]; Kac VG 1977[270]] l

【定理 2.33 (Cartan型Lie超代数の分類定理)】 　 Cartan型 Lie超代
数は次の４つの離散系列で尽くされる：

1) W pnq (n “ 3, 4, ¨ ¨ ¨ )

2) Spnq (n “ 3, 4, ¨ ¨ ¨ )

3) S̃pnq (n “ 4, 5, ¨ ¨ ¨ ,)

4) Hpnq (n “ 4, 5, ¨ ¨ ¨ ,)

[Cornwell JF 1989[86]; Kac VG 1977[270]] l
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2.4.2 古典Lie超代数

2.4.2.1 glpm|Nq:

Q P Mpm ` Nqを A P Mpmq, B P Mpm,Nq, C P MpN,mq, D P MpNq

を用いて

Q “

˜

A B

C D

¸

(2.4.1)

と表し，

L “ Mpm ` Nq, (2.4.2a)

L0 “ tQ P L | B “ C “ 0u , (2.4.2b)

L1 “ tQ P L | A “ D “ 0u (2.4.2c)

とおく．このとき，r˚, ˚s˘を

rQ1, Q2s˘ “ rQ1, Q2s for Q1, Q2 P L0, (2.4.3a)

rQ1, Q2s˘ “ rQ1, Q2s for Q1 P L0, Q2 P L1, (2.4.3b)

rQ1, Q2s˘ “ tQ1, Q2u for Q1, Q2 P L1 (2.4.3c)

と定義すると，tL , r˚, ˚s˘uは超代数 glpm|Nqとなる．以下，Q P L を
QrA,D;B,Csと表記する．

2.4.2.2 osppN |2pq:

Ωp2pqを条件
Ω2

p2pq “ ´1, TΩp2pq “ ´Ωp2pq (2.4.4)

を満たす 2p次の正方行列，GpNqをN 次の対称正則行列とする．
osppN |2pqを次の条件を満たす glpN |2pqの部分代数として定義する：

TAGpNq ` GpNqA “ 0, (2.4.5a)
TDΩp2pq ` Ωp2pqD “ 0, (2.4.5b)

C “ Ωp2pq TBGpNq (2.4.5c)

このとき，rosppN |2pqs0の生成する群Gは

G “ OpNq b Spp2pq (2.4.6)
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が成り立つ．
特に，

Spp4,Cq – SOp5,Cq (2.4.7)

より，osppN |4qの適当な実型は SOp2, 3q ˆ SOpNqに対応する実超代数，
すなわちAdS4上のN -拡張超代数となる．また，”宇宙項”ゼロの極限を
とると，Minkowski時空E3,1上のN -拡張超代数が得られる．

2.4.2.3 slpm|Nq:

slpm|Nqを次の条件を満たす glpm|Nqの部分代数として定義する：

TrA “ TrD. (2.4.8)

このとき，
G “ SLpm,Cq b SLpN,Cq b GLp1,Cq (2.4.9)

が成り立つ．
さらに，Hpmqを符号 pp, qq(p ` q “ m)のm次エルミート行列，HpNq

を正のN 次エルミート行列として，条件

HpmqAH
´1
pmq

“ ´A:, (2.4.10a)

HpNqDH
´1
pNq

“ ´D:, (2.4.10b)

HpmqBH
´1
pNq

“ ´C: (2.4.10c)

を満たす slpm|Nqの実部分代数を supp, q|Nqとおくと，

G “ SUpp, qq b SUpNq b Up1q (2.4.11)

が成り立つ．
特に，

SUp2, 2q – SOp2, 4q (2.4.12)

より，sup2, 2|NqはAdS5上の拡張超対称代数を与える．

2.4.2.4 P pnqとQpnq:

P pnqは次の条件を満たす glpn|nqの部分代数として定義される：

TA ` D “ 0, TrA “ 0, (2.4.13a)
TB “ B, TC “ ´C. (2.4.13b)

53 目次へ



目次へ

すなわち，

G “ SLpn,Cq, (2.4.14a)

G▷ L1 : p2qn ` r2sn. (2.4.14b)

また，Q1pnqを次の条件を満たす slpn|nqの部分代数として定義する：

A “ D, B “ C, TrB “ 0. (2.4.15)

ただし，Q1pnqは中心 taI2n | a P Cu – Cをもつので，

Qpnq “ Q1pnq{C (2.4.16)

により単純な超代数Qpnqを定義する．このとき，

G “ SLpn,Cq, (2.4.17a)

G▷ L1 : Adjoint表現 (2.4.17b)

となる．

2.4.2.5 Dp2, 1, αq, Gp3q, F p4q:

1. Dp2, 1, αq

G “ SLp2,Cq b SLp2,Cq b SLp2,Cq, (2.4.18a)

G▷ L1 : p2, 2, 2q. (2.4.18b)

2. Gp3q

G “ SLp2,Cq b G2, (2.4.19a)

G▷ L1 : p2, 7q (2.4.19b)

3. F p4q

G “ SLp2,Cq b SOp7,Cq, (2.4.20a)

G▷ L1 : p2, 8q (2.4.20b)
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2.4.3 Cartan型超代数

ai, a
:
i (i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)をフェルミ型生成消滅演算子とする：

!

ai, a
:
j

)

“ δij, tai, aju “

!

a:
i , a

:
j

)

“ 0.

2.4.3.1 W pnq(n ě 3):

W pnq “ G´1 ‘ G0 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Gn´1, (2.4.21a)

rGi, Gjs Ă Gi`j, (2.4.21b)

L0 “ G0 ‘ G2 ‘ ¨ ¨ ¨ , L1 “ G´1 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ . (2.4.21c)

ここで，

G´1 “ xai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (2.4.22a)

G0 “ xa:
iaj pi, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (2.4.22b)

G1 “ xa:
ia

:
jak pi ‰ j, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (2.4.22c)

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ,

Gn´1 “ xa:
1 ¨ ¨ ¨ a:

nai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy. (2.4.22d)

G0 – glpnqでW pnqの次元は n ¨ 2n．また，W p2q “ slp2|1q.

2.4.3.2 Spnq (n ě 3):

Spnq “ G´1 ‘ G0 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Gn´2, (2.4.23a)

rGi, Gjs Ă Gi`j, (2.4.23b)

L0 “ G0 ‘ G2 ‘ ¨ ¨ ¨ , L1 “ G´1 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ . (2.4.23c)
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ここで，

G´1 “ xai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (2.4.24a)

G0 “ xa:
1a1 ´ a:

jaj pj “ 2, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
iaj pi ‰ j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (2.4.24b)

G1 “ xa:
i pa

:
1a1 ´ a:

jajq pi ‰ j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
1pa:

2a2 ´ a:
jajq pj “ 3, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
ia

:
jak pi ‰ j ‰ k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (2.4.24c)

G2 “ xa:
ia

:
jpa

:
1a1 ´ a:

kakq pi ‰ j ‰ k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
ka

:
1pa

:
2a2 ´ a:

jajq pk ‰ j “ 3, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
1a

:
2pa:

3a3 ´ a:
jajq pj “ 4, ¨ ¨ ¨ , nq,

a:
ia

:
ja

:
kal pi ‰ j ‰ k ‰ l “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (2.4.24d)

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

G0 – slpnqで dimpSpnqq “ pn ´ 1q2n ` 1.

2.4.3.3 S̃pnq (n ě 4):

Spnqにおいて，G´1を次の集合で置き換えたのも：

G´1 “ xp1 ` a:
1a

:
2 ¨ ¨ ¨ a:

nqai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy. (2.4.25)

2.4.3.4 Hpnq (n ě 4):

Hpnq “ G´1 ‘ G0 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Gn´3, (2.4.26a)

rGi, Gjs Ă Gi`j, (2.4.26b)

L0 “ G0 ‘ G2 ‘ ¨ ¨ ¨ , L1 “ G´1 ‘ G1 ‘ ¨ ¨ ¨ . (2.4.26c)

ここで，

G´1 “ xai pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (2.4.27a)

G0 “ xa:
iaj ´ a:

jai pi, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (2.4.27b)

G1 “ xa:

ria
:
jaks pi, j, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqy, (2.4.27c)

¨ ¨ ¨

G0 – sopnqで dimpHpnqq “ 2n ´ 2.
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2.4.4 単純実Lie超代数

2.4.4.1 分類

Ref: Parker M: JMP21, 689(1980)

【定理 2.34 (実古典単純 Lie超代数と複素古典単純 Lie超代数の関係)】
　 実古典単純 Lie超代数L の複素化L b Cは，複素古典単純 Lie超代
数L 1と同型であるか，またはそらの２個の直和である．後者の場合，対
応する複素古典単純 Lie超代数は実 Lie超代数として単純である．また，
この対応において，L を複素 Lie超代数 L 1 の実型という．[Parker M

1980[322]] l

【定理 2.35 (実古典単純 Lie超代数の分類)】 　 古典複素単純 Lie超代
数L の実型は，複素 Lie代数L0の実型により同型を除いて一意的に定
まり，次のいずれかで与えられる：

1. Apm|nq (m ą n ě 0) の実型

slpm ` 1|n ` 1; Rq : L0 “ slpm ` 1,Rq ‘ slpn ` 1,Rq ‘ R,

sl
`

m`1
2

|n`1
2

; H
˘

: L0 “ su˚pm ` 1q ‘ su˚pn ` 1q ‘ R, m, n :奇数,

supm ` 1 ´ p, p|n ` 1 ´ q, qq : L0 “ supm ` 1 ´ p, pq ‘ supn ` 1 ´ q, qq ‘ iR

2. Apn|nq (n ě 1)の実型

slpn ` 1|n ` 1; Rq : L0 “ slpn ` 1,Rq ‘ slpn ` 1,Rq,

sl
`

n`1
2

|n`1
2

; H
˘

: L0 “ su˚pn ` 1q ‘ su˚pn ` 1q, n :奇数,

supn ` 1 ´ p, p|n ` 1 ´ p, pq : L0 “ supn ` 1 ´ p, pq ‘ supn ` 1 ´ p, pq,

Hp4;n; Rq : L0 “ slpn ` 1,Cq.

3. Bpm|nq (m ě 0, n ě 1) の実型

ospp2m ` 1 ´ p, p|2n; Rq : L0 “ sop2m ` 1 ´ p, pq ‘ sppn,Rq.

4. Cpnq (n ě 2)の実型

ospp2|2n ´ 2; Rq : L0 “ sop2q ‘ sppn ´ 1; Rq,

ospp1|n ´ 1 ´ p, p; Hq : L0 “ so˚p2q ‘ sppn ´ 1 ´ p, pq.
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5. Dpm|nq (m ě 2, n ě 1)の実型

ospp2m ´ p, p|2n; Rq : L0 “ sop2m ´ p, pq ‘ sppn,Rq,

osppm|n ´ p, p; Hq : L0 “ so˚p2mq ‘ sppn ´ p, pq.

6. P pnq (n ě 2)の実型

PIpnq : L0 “ supn ` 1q, n : odd,

PIIpnq : L0 “ slpn ` 1,Rq.

7. Qpnq (n ě 2)の実型

QIpnq : L0 “ supp, n ` 1 ´ pq,

QIIpnq : L0 “ su˚pn ` 1q, n : odd,

QIIIpnq : L0 “ slpn ` 1,Rq.

8. Dp2|1;αqの実型

DIp2|1;αq : L0 “ slp2,Rq ‘ slp2,Rq ‘ slp2,Rq; α : real,

DIIp2|1;αq : L0 “ sup2q ‘ sup2q ‘ slp2,Rq; α : real,

DIIIp2|1;αq : L0 “ slp2,Cq ‘ slp2,Rq; α ` ᾱ “ ´1.

9. Gp3qの実型

GIp3q : L0 “ slp2,Rq ‘ g2,0,

GIIp3q : L0 “ slp2,Rq ‘ g2,2.

ここで，g2,0はG2の Lie代数のコンパクト実型 (“ AutC)，g2,2は
非コンパクト実型．

10. F p4qの実型

FIp4q : L0 “ slp2,Rq ‘ sop7q,

FIIp4q : L0 “ slp2,Rq ‘ sop3, 4q,

FIIIp4q : L0 “ sup2q ‘ sop2, 5q,

FIV p4q : L0 “ sup2q ‘ sop1, 6q.

[Parker M 1980[322]] l
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2.4.4.2 単純超対称代数

【定理 2.36 (単純超対称代数の分類)】 　 古典単純実 Lie超代数L “

L0`L1で．L0が時空対称性を表すLie代数sopD, 1q, sopD´1, 2q, sopD, 2q

を直和因子として含むものは次のものに限られる：

D L L0 L1 複素型
2 sup1, 1|p,N ´ pq sop2, 1q ‘ upp,N ´ pq; N ‰ 2 p2, Nq ` p2, N̄q Ap1|N ´ 1q

slp2|N ; Rq sop2, 1q ‘ slpN,Rq ‘ R;N ‰ 2 p2, Nq ` p2, Nq

sup1, 1|2q sop2, 1q ‘ sup2q p2, 2q ` p2, 2q Ap1|1q

sup1, 1|1, 1q sop2, 1q ‘ sup1, 1q p2, 2q ` p2, 2q

slp2|2; Rq sop2, 1q ‘ slp2,Rq p2, 2q ` p2, 2q

osppp,N ´ p|2; Rq sop2, 1q ‘ sopp,N ´ pq p2, Nq B{DprN{2s|1q

ospp2, 1|2N ; Rq sop2, 1q ‘ sppN ; Rq p3, 2Nq Bp1|Nq

ospp2|p,N ´ p; Hq sop2, 1q ‘ sop3q ‘ sppp,N ´ pq p2, 2, 2Nq Dp2|Nq

DIp2|1;αq sop2, 1q ‘ slp2,Rq ‘ slp2,Rq Dp2|1;αq

DIIp2|1;αq sop2, 1q ‘ sop4q p2, 4q

DIIIp2|1;αq sop2, 1q ‘ slp2,Cq

GIp3q sop2, 1q ‘ g2,0 p2, 7q Gp3q

GIIp3q sop2, 1q ‘ g2,2
FIp4q sop2, 1q ‘ sop7q p2, 8q F p4q

FIIp4q sop2, 1q ‘ sop3, 4q

3 Hp4; 1; Rq sop3, 1q p2, 1q ` p1, 2q Ap1|1q

ospp3, 1|2N ; Rq sop3, 1q ‘ sppN,Rq Dp2|Nq

ospp3|p,N ´ p; Hq sop3, 1q ‘ sppp,N ´ pq Dp3|Nq

DIIIp2|1;αq sop3, 1q ‘ slp2,Rq α ` ᾱ “ ´1 Dp2|1;αq

ospp2, 2|2N ; Rq sop2, 2q ‘ spp2,Rq Dp2|Nq

4 ospp4, 1|2N ; Rq sop4, 1q ‘ sppN,Rq Bp2|Nq

ospp1|1, 1; Hq sop4, 1q ‘ sop1, 1q 4 ` 4̄ Cp3q

osppN |1, 1; Hq sop4, 1q ‘ so˚p2Nq;N ě 2 DpN |2q

osppp,N ´ p|4; Rq sop3, 2q ‘ sopp,N ´ pq; N ě 1 p4, Nq B{DprN{2s|2q

ospp3, 2|2N ; Rq sop3, 2q ‘ sppN,Rq Bp2|Nq

ospp2|4; Rq sop3, 2q ‘ sop2q Cp5q
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D L L0 L1 複素型
5 slp2|N ; Hq sop5, 1q ‘ su˚p2Nq ‘ up1q N ‰ 2 Ap3|2N ´ 1q

slp2|2; Hq sop5, 1q ‘ sop5, 1q Ap3|3q

ospp5, 1|2N ; Rq sop5, 1q ‘ sppN,Rq Dp3|Nq

QIIp3q sop5, 1q 15adj Qp3q

sup2, 2|p,N ´ pq sop4, 2q ‘ upp,N ´ pq;N ‰ 4 p4, Nq ` p4̄, N̄q Ap3|N ´ 1q

sup2, 2|p, 4 ´ pq sop4, 2q ‘ supp, 4 ´ pq p4, 4q ` p4̄, 4̄q Ap3|3q

spp4, 2|2N ; Rq sop4, 2q ‘ sppN,Rq Dp3, Nq

QIp3q sop4, 2q 15ad Qp3q

6 ospp6, 1|2N ; Rq sop6, 1q ‘ sppN,Rq Bp3|Nq

FIV p4q sop6, 1q ‘ sup2q p8, 2q F p4q

ospp5, 2|2N ; Rq sop5, 2q ‘ sppN,Rq Bp3|Nq

FIIIp4q sop5, 2q ‘ sup2q p8, 2q F p4q

7 ospp7, 1|2N ; Rq sop7, 1q ‘ sppN,Rq Dp4|Nq

ospp4|p,N ´ p; Hq sop6, 2q ‘ sppp,N ´ pq p8, 2Nq Dp4|Nq

ospp6, 2|2N ; Rq sop6, 2q ‘ sppN,Rq

2m ospp2m, 1|2n; Rq sop2m, 1q ‘ sppn,Rq Bpm|nq

ospp2m ´ 1, 2|2n; Rq sop2m ´ 1, 2q ‘ sppn,Rq Bpm|nq

2m ´ 1 ospp2m ´ 1, 1|2n; Rq sop2m ´ 1, 1q ‘ sppn,Rq Dpm|nq

ospp2m ´ 2, 2|2n; Rq sop2m ´ 2, 2q ‘ sppn,Rq Dpm|nq

l
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2.5.1 平坦な超空間

2.5.1.1 超空間

L次元複素線形空間 Vの外積代数
Ź

V “ CBを偶元と奇元に直和分解
する：

CB “ CB0 ` CB1. (2.5.1)

次に，Vの複素共役 v Ñ v˚を定義し，それから誘導され，性質

pABq˚ “ p´1qÂB̂B˚A˚ (2.5.2)

をもつ自然な CBの ˚反線形作用素を用いて，CBの実部分 CBrを

CBr “ tz P CB | z˚ “ zu (2.5.3)

により定義する．このとき，CBrも偶元と奇元の線形直和となる：

CBr “ CBr0 ` CBr1. (2.5.4)

ただし，CBr0はCBの実部分代数となるが，CBrは部分代数とならない．
CBrを用いて，平坦なD次元時空上の超空間 (superspace)S “ CBr

D,N

を

CBr
D,N “

D
hkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkj

CBr0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ CBr0 ˆ

N
hkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkj

CBr1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ CBr1 (2.5.5)

により定義し，その点を

pZMq “ pXµ,Θαq (2.5.6)

で表す．定義より，

ZM˚ “ ZM ; Xµ˚ “ Xµ, Θα˚ “ Θα (2.5.7)

が成り立つ．
ここで，D次元時空に対して

µ “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , D ´ 1, (2.5.8a)

α “ 1, ¨ ¨ ¨ , N. (2.5.8b)
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また，N “ NpDqはD次元時空におけるスピノール表現の最小実次元で

NpDq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

1 D “ 2,

2 D “ 3,

4 D “ 4,

8 D “ 5, 6,

16 D “ 7, 8, 9, 10,

32 D “ 11,

64 D “ 12.

(2.5.9)

これは，D ‰ 5, 6, 7についてはMajorana表示（D “ 2, 10ではMajorana-

Weyl表示に），D “ 5, 6, 7では複素表現を実表現とみなしたもの（D “ 6

の時にはさらにWeyl射影が必要）に対応する．これらを以下単に実表現，
対応する超空間の座標系を実座標系と呼ぶ．Γ行列は実表現では

Γµ :

#

実 D ‰ 8, 9

純虚 D “ 8, 9
(2.5.10)

である．ただし，D “ 2, 10については Γµを純虚に取ることも可能だが．
Γは常に実行列となる．もちろん，Γµνは常に実行列．
さらに，X P CBr0に対して，そのスカラ成分を pXq0と表すと，超空

間からD次元時空への自然な射影が定義される：

π : CBr
D,N Q pXµ,Θαq ÞÑ pxµ “ pXµq0q P ED´1.1. (2.5.11)

2.5.1.2 超場

超空間S 上のCBに値をとる関数F pZq “ F pX,Θqを超場 (superfield)

という．超場は

F “ F0pXq`FαpXqΘα`Fα1α2pXqΘα1Θα2 `¨ ¨ ¨`Fα1¨¨¨αN pXqΘα1 ¨ ¨ ¨ ΘαN

(2.5.12)

と展開され，ED´1,1上の反対称なスピノール添え字をもつ関数列

F0pxq, Fαpxq, ¨ ¨ ¨ , Fα1¨¨¨αN pxq (2.5.13)

を定める．逆に，

X “
ÿ

M

XMEM ñ F pXq “
ÿ

J

1

J !
DJF pxqpX ´ xqJ pJ “ pj0, ¨ ¨ ¨ , jD´1qq

(2.5.14)
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より，この関数列によりF は完全に定まる：

F pZq ô F0pxq, Fαpxq, ¨ ¨ ¨ , Fα1¨¨¨αN pxq. (2.5.15)

2.5.1.3 Lorentz変換

時空の Poincare変換
x1 “ Λx ` a (2.5.16)

に対応して，超空間S における変換を

X 1 “ ΛX ` a, Θ1α “ SpΛ´1qαβΘβ (2.5.17)

により定義する．このとき，

F 1pZ 1q “ F pZq (2.5.18)

により定義されるスカラ型超場の変換F Ñ F 1は，各成分場 Fα1¨¨¨αp を
用いて

F 1
α1¨¨¨αppΛx ` aq “ Fβ1¨¨¨βppxqSpΛ´1qβ1α1 ¨ ¨ ¨SpΛ´1qβpαp (2.5.19)

と表される．

2.5.1.4 Majorana型Grassmann座標系

スピノールのMajorana表示から一般の表示への変換行列をT (T :T “ 1)

とする（D ‰ 5, 6, 7）．このとき，

Θα “ TαβpΘβqreal, SpΛq “ TSpΛqrealT
´1 (2.5.20)

と定義すると，

CBD,N “

D
hkkkkkkkkkikkkkkkkkkj

CB0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ CB0 ˆ

N
hkkkkkkkkkikkkkkkkkkj

CB1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ CB1 (2.5.21)

として，Θαが実座標から一般のMajoranaスピノール型座標

pZMq “ pXµ,Θαq : S Ñ CBD,N (2.5.22)

に一般化される．このとき，

B “ T ˚T´1;B˚B “ 1 (2.5.23)
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として，Majorana条件は

Θα˚ “ Bα
βΘβ (2.5.24)

と表される．B行列は次の一般的性質をもつ：

BΓµB´1 “

#

Γµ˚ pD “ 2, 3, 4, 10, 11q,

´Γµ˚ pD “ 8, 9q
, (2.5.25a)

TB “ B if Γ:
µ “ Γµ. (2.5.25b)

例えば，４次元時空の場合，この座標系でスカラ型超場は

F “ apXq ` Θ̄χpXq ` Θ̄
`

bpXq ` cpXqγp4q ` vµpXqγµγp4q

˘

Θ

`pΘ̄ΘqΘ̄ψpXq ` pΘ̄Θq2dpXq (2.5.26)

と表される．特に，これは，Weyl表示

Θ “

˜

θ

σ2θ
˚

¸

, χ “

˜

χ1

σ2χ
˚
2

¸

, ψ “

˜

ψ1

σ2ψ
˚
2

¸

(2.5.27)

では

F “ a ` θϵχ1 ` θ˚ϵχ˚
2

`θϵθpb ` cq ` θ˚ϵθ˚pb ´ cq ´ 2θ˚σµθvµ

`pθ˚ϵθ˚qθϵψ1 ` pθϵθqθ˚ϵψ˚
2 ` 2pθ˚ϵθ˚qpθϵθqd (2.5.28)

となる．

2.5.1.5 超対称変換

超空間上のベクトル場

Qα “ Bα ` Gµ
αβΘβBµ (2.5.29)

を考え，これがLorentz変換に対して（共変）スピノールとして振る舞う
ことを要請すると，

Gµ
αβ “ ´iapCΓµqαβ (2.5.30)

となる．ここでCは荷電共役変換行列である．また，このとき，

tQα, Qβu “ ´2iapCΓµqαβBµ (2.5.31)
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が成り立つ．これは
Pµ “ ´iBµ (2.5.32)

を用いて，

Qα “ Bα ` apCΓµΘqαPµ, (2.5.33)

tQα, Qβu “ 2apCΓµqαβPµ (2.5.34)

と表される．
ここで，この変換が CBrに接する条件，すなわち座標の変換

δZM : δXµ “ ´iapΞCΓµΘq, δΘα “ Ξα (2.5.35)

がMajorana条件

δXµ˚ “ δXµ, δΘα˚ “ Bα
βΘβ (2.5.36)

を満たすことを要求すると，

Ξα˚ “ Bα
βΞβ, (2.5.37a)

pδXµq˚ “ ia˚pΘ˚pCΓµq˚Ξ˚q “ ´ia˚pΞCΓµΘq (2.5.37b)

より，
a˚ “ a (2.5.38)

となる．
このとき，pBαq: “ Bα˚（後述）より，

Q:
α “ Bα˚ ` a˚pCΓµΘq˚Pµ

“ pB:qα
β pBβ ` apCΓµΘqβPµq

“ pB:qα
βQβ (2.5.39)

が成り立つ．特に，実表現では，B “ 1でCΓµは実対称行列，CΓ0 “ ´1

となるので，aは正の実数でなければならないことが導かれる．
４次元のWeyl表示では，

γ0 “ ´iσ1 b 1, γj “ ´σ2 b σj, (2.5.40a)

B “ iσ2 b σ2, C “ Bγ0 “ ´iσ3 b σ2, (2.5.40b)

Cγ0 “ ´B, Cγj “ σ1 b σ2σ
j (2.5.40c)
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より，２成分複素Grassmann座標 θαおよび超対称変換の生成作用素 qα
を

pΘαq “ pθα, pσ2θ̄q 9αq, (2.5.41a)

pQαq “ pqα, pσ2q̄q
9αq (2.5.41b)

により，４成分Majorana型表示に埋め込むと，

qα “
B

Bθα
` iap Tσµθ̄qαBµ, (2.5.42a)

q̄ 9α “ ´
B

Bθ 9α
´ iapσµθq 9αBµ. (2.5.42b)

を得る．ただし，
pqαq: “ ´q̄ 9α (2.5.43)

に注意．

2.5.1.6 pBαq:について

一般に，ΞαをCBN
1 の元，F を作用素と見なしたスカラ型超場として，

rΞαBα,F s: “ ´rpΞαBαq:,F ˚s “ rppΞαq˚pBαq:,F ˚s (2.5.44)

を要求すると，
pBαq:F ˚ “ ´pBαF q˚ (2.5.45)

を得る．特に，F “ AΘαB (p´1qÂ “ ´p´1qB̂)の形の超場に対して，

pBαq:Θβ˚ “ δβα. (2.5.46)

よって，
ˆ

B

BΘα

˙:

“
B

BΘα˚
(2.5.47)

を得る．

2.5.2 超多様体

2.5.2.1 定義

位相空間M が開被覆 tUIuと各開集合 UI から超空間 S “ CBr
D,N

の中への同相写像 ϕI “ pZM
I q “ pXµ

I ,Θ
α
I q : UI Ñ S をもち，UIJ “
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ϕIpUI X UJq(‰ H)における写像

ϕJ˝ϕ´1
I “ pZM

J pZIqq : UIJ Ñ CBr
D,N , (2.5.48)

の成分 ZM
J pZIqが滑らかな超場となるとき，M を超多様体 (superman-

ifold)，ϕI を実局所座標系という．また，超多様体M 上の局所座標系
pϕ, Uq : ϕ “ pZMqは，ϕ˝ϕ´1

I が ϕpUqの滑らかな（局所）Majorana型
座標系となるとき， Majoranara型局所座標系という．

2.5.2.2 超テンソル

超ベクトル場 超多様体M 上の点Z “ pZMqにおいて，その近傍で定義
された超場に対する微分作用素D が，任意の超場F ,G に対して

DpFG q “ pDF qG pZq ` F pZqpDG q (2.5.49)

を満たすとき，Zにおける偶超接ベクトル，

DpFG q “ pDF qG pZq ` p´1qF̂F pZqpDG q (2.5.50)

を満たすとき，Zにおける奇超接ベクトルという．Zにおける偶超接ベク
トル全体および奇超接ベクトル全体のなす線形空間の直和TZM は，Z2

次数付き CB加群となる．この加群を超接空間，その元を一般に超接ベ
クトルという．
各座標近傍 pϕ “ pZMq, Uqにおいて，U 上の超場に対する微分作用素

BM が
BMZ

N “ δNM ` p´1qM̂N̂ZNBM (2.5.51)

により定義され，各点で超接空間TZM の基底となる．すなわち，U 上
の超ベクトル場 V は

V “ V MBM “ V µBµ ` V αBα (2.5.52)

と表され，V が偶（奇）超ベクトルのとき，V µは偶（奇）超場，V αは
奇（偶）超場となる．
微分作用素Dに対して，その形式共役作用素D:を，任意の超場F に
対して

pDF q: “ ´D:F : (2.5.53)
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が成り立つという要請により定める．例えば，Majorana型局所座標系
pZMq “ pXµ,Θαqに対して，

pBµq: “ ´Bµ, pBαq: “ pB:qα
βBβ (2.5.54)

となる．特に，超ベクトル（場）V は，微分作用素と見なしたとき

V : “ ´p´1qV̂ V (2.5.55)

が成り立つなら，実超ベクトル（場）という．

超微分形式 p次超微分形式ω P A ppM qおよびその外微分を次のように
定義する：

ω “
p´1qppp´1q{2

p!
dZMp ^ ¨ ¨ ¨ ^ dZM1 ωM1¨¨¨Mp , (2.5.56)

ZMdZN “ p´1qM̂N̂dZNZM , (2.5.57)

dZM ^ dZN “ ´p´1qM̂N̂dZNdZM , (2.5.58)

dω :“ dZM ^ BMω;

pdωqM1¨¨¨Mp`1 “ pp ` 1qBrM1ωM2¨¨¨Mp`1s˘
(2.5.59)

dpωp ^ χqq “ dωp ^ χq ` p´1qpωp ^ dχq. (2.5.60)

A ppM qはZ2次数付きCB加群となる．特に，A 1pM qは各点ZでTZM

の双対 CB加群T ˚
Z M となる．

超微分形式に対する内積作用素 IV : A p Ñ A p´1 (V P T M )を

IV pωp ^ χqq “ pIV ωpq ^ χq ` p´1qpp´1qV̂ ω̂ωp ^ IV χq,(2.5.61a)

IV dF “ VF , (2.5.61b)

により定義する．このとき，

IBM1
¨ ¨ ¨ IBMp

ω “ p´1qppp´1q{2ωMp¨¨¨M1 (2.5.62)

となる．
超微分形式に対する共役作用素 :を

pαp ^ βqq
: “ p´1qpqβ:

q ^ α:
p, (2.5.63a)

pdF q: “ dpF :q (2.5.63b)

により定義する．このとき，
ω: “ ω (2.5.64)

となる超微分形式は超実微分形式という．
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2.5.2.3 超接続

超フレーム場 超接空間T M および超余接空間T ˚M の基底場を

EA “ dZMEM
ApZq, EA “ EA

MpZqBM , (2.5.65)

EM
AEA

N “ δNM , EA
MEM

B “ δBA . (2.5.66)

により導入する．

超接続形式 各超フレーム場EAに対して、超接続形式ΩA
Bを対応させる：

EA Ñ ΩA
B “ dZMΩMA

B; ΩAB “ ´p´1qÂB̂ΩBA. (2.5.67)

超フレーム場の局所回転

δLE
A “ EBLB

ApZq (2.5.68)

に対して，超接続形式は

δLΩM “ rΩM , Ls ` dL (2.5.69)

と変換する．ただし，LABは次の 2種類の成分

Lm
n, La

b (2.5.70)

以外はゼロで，両者は SpinpD ´ 1, 1qの Lie代数のベクトルおよびスピ
ノール表現に属する．したがって，

Lmn “ ´Lnm. (2.5.71)

また，スピノールの変換行列S “ pSabqと荷電共役変換行列C “ pCabqの
間に

TSCS “ C (2.5.72)

の関係があることに注意すると，D ‰ 5, 6, 7で

La
cCcb ` CacLb

c “ 0 (2.5.73)

が成り立つ．
さらに，L “ pLa

bqとして，

rΓm, TLs “ ΓnLn
m. (2.5.74)

対応して，ΩA
Bも

Ωa
b, Ωα

β (2.5.75)

以外の成分はゼロとなり，ΩM “ pΩMa
bqとして次の関係式が成り立つ：

rΓm, TpΩMqs “ ΓnΩMn
m. (2.5.76)
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超共変微分 超１形式 ωに対して

DMω “ p´1qM̂ÂEADMωA; (2.5.77)

DMωA “ BMωA ` ΩMA
BωB (2.5.78)

と定義すると，超コフレーム場の共変微分は

DME
A “ p´1qM̂B̂EBΩMB

A (2.5.79)

となり，コフレームの無限小変換 δLに対して

δLpDME
Aq “ pDME

BqLB
A. (2.5.80)

また，超ベクトル場 V “ V AEAに対して

DMV “ pDMV
AqEA; (2.5.81)

DMV
A “ BMV

A ´ p´1qM̂B̂V BΩMB
A. (2.5.82)

超フレーム場の共変微分は

DMEA “ ´ΩMA
BEB (2.5.83)

超共変外微分 超テンソルに値を取る p-形式X A¨¨¨の共変外微分DX A¨¨¨

（超テンソルに値を取る pp` 1q-形式が，任意の超テンソル ωA¨¨¨に対して

DωA¨¨¨ “ dZMDMωA¨¨¨, (2.5.84a)

dpωA¨¨¨X
A¨¨¨q “ pDωA¨¨¨q ^ X A¨¨¨ ` ωA¨¨¨DX A¨¨¨ (2.5.84b)

が成り立つという要請に一意的に定まり，

DX A “ dX A ` p´1qp`1X B ^ ΩB
A, (2.5.85a)

DY AB “ dY AB ` p´1qp`1
´

p´1qB̂pĈ`ÂqY CB ^ ΩC
A ` Y AC ^ ΩC

B
¯

.

(2.5.85b)

超捻れ形式と超曲率形式 超捻れ形式T Aと超曲率形式RA
Bを

T A “ DEA ” dEA ` EB ^ ΩB
A, (2.5.86a)

RA
B “ dΩA

B ` ΩA
C ^ ΩC

B (2.5.86b)
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により定義する．成分で書くと，

TMN
A “ 2BrMENu

A ´ 2ΩrMNu
A, (2.5.87a)

RMNA
B “ 2BrMΩNuA

B ´ 2p´1qM̂pN̂`Â`ĈqΩrN |A|
CΩMuC

B.

(2.5.87b)

これらに対して次のBianchi恒等式が成り立つ：

DT A ” dT A ´ T B ^ ΩB
A “ ´EB ^ RB

A, (2.5.88a)

DRA
B “ 0. (2.5.88b)

また，RMNA
Bの成分は関係式

RNMmn “ ´RNMnm, (2.5.89a)

RNMa
cCcb “ ´Rc

NMbCac, (2.5.89b)

pΓmqacRMNb
c ´ RMNc

apΓmqcb “ pΓnqabRMNn
m (2.5.89c)

を満たし，これ以外の成分はゼロとなる．

平坦な場合 平坦な超空間に対しては，超ベクトル場と超フレーム場の
基底

Em “ Bm, Ea “ Ba ´ iapCΓµΘqaBµ, (2.5.90a)

Em “ dXm ` iapdΘCΓµΘq, Ea “ dΘa (2.5.90b)

が平行，すわなち対応する超接続がゼロとおく．このとき，ΩA
B “ 0より

T m “ dEm “ ´iapCΓmqαβdΘα ^ dΘβ, T a “ 0, (2.5.91a)

RA
B “ 0 (2.5.91b)

となる．

超Riemann接続 超捻れテンソルに対して，次の成分以外はゼロであ
ることを要求する：

Tαβ
m “ ´2iapCΓmqαβ, (2.5.92a)

Tµν
a, Tµα

a (2.5.92b)
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2.5.2.4 超重力場

超ゲージ変換 超ゲージ変換を超並進 ξA “ ξMEM
Aとそれから決まる無

限小局所超 Lorentz変換 LA
Bの組

δξ “ pξA “ ξMEM
A, LA

B “ ξMΩMA
Bq (2.5.93)

により定める．例えば，超スカラ場Φ，超ベクトル場 V Aに対する超ゲー
ジ変換は

δξΦ “ ´ξMBMΦ “ ´ξADAΦ, (2.5.94a)

δξV
A “ ´ξMDMV

A. (2.5.94b)

このゲージ変換の交換関係は

rδξ, δηsV
A “ V DξCηBRBCD

A ´ ξCηBTBC
DDDV

A (2.5.95)

超重力変換 超ゲージ変換で双対フレーム場EAおよび接続形式ΩA
Bは

次のように変換する：

δξEM
A “ ´DMξ

A ´ ξNTNM
A, (2.5.96a)

δξΩMA
B “ ´ξNRNM A

B. (2.5.96b)

この変換を用いると，超（双対）フレーム場の最低次成分は次の形に変
換できる：

EM
A|0 “

˜

eµ
mpxq 1

2
ψµ

apxq

0 δα
a

¸

. (2.5.97a)

EA
M |0 “

˜

em
µpxq ´1

2
ψm

αpxq

0 δa
α

¸

. (2.5.97b)

また，局所超Lorentz変換を用いると，接続形式の最低次成分は次の形に
変換できる：

ΩµA
B|0 “ ωµA

Bpxq, ΩαA
B|0 “ |0 “ 0. (2.5.98)

この部分ゲージ条件を保つ超ゲージ変換と局所超 Lorentz変換の組み
合わせは，要請

Ξm|0 “ 0, Ξa|0 “ ζapxq, LAB|0 “ 0 (2.5.99)

のもとで，ζaのみで一意的に定まり，
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超密度場 超重力変換に対して

δ∆ “ ´BM

”

p´1qM̂ηM∆
ı

(2.5.100)

と変換する超場∆を超密度場とよぶ．∆を超密度場，Φをスカラ超場と
すると

δp∆Φq “ ´BM

”

p´1qM̂ηM∆Φ
ı

(2.5.101)

が成り立つ．例えば，

E |0 “
1

2
det eµ

m (2.5.102)

となるカイラル密度 E は

2E “ e t1 ` ...u (2.5.103)
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3 場の量子論
Last update: 2023 年 10 月 17 日

3.1 1粒子状態

3.1.1 正質量粒子

ポアンカレ群P の既約ユニタリ表現は，質量mと SOpD ´ 1qの既約
表現の指標 s（以下，簡単のためスピンと呼ぶ）で分類される．対応して，
ポアンカレ群の状態空間H へのユニタリ表現 ρ : P Ź H を既約分解し
て得られる各既約表現を ρm,s,n : P Ź Vm,s,nと表す．nは同じ pm, sqをも
つ既約成分（粒子種）を区別するラベルである．

Vm,s,nは，p “ pE,pq(E “
a

p2 ` m2)として，

Vm,s,n Q ϕ “

ż

dD´1p
ÿ

σ

ϕpp, σqΦp,σ (3.1.1)

で与えられる．ここで，Vm,s,nにおける内積は

pϕ1, ϕ2q “

ż

dD´1pCp
ÿ

σ

ϕ̄1pp, σqϕ2pp, σq

ô pΦp,σ,Φp1,σ1q “ Cpδσ,σ1δD´1pp´ p1q (3.1.2)

により定義される．
ポアンカレ変換 pΛ, aq P P のユニタリ表現 UpΛ, aqは，次のように構
成される．まず，並進に対しては，

Up1, aqΦp,σ “ e´ia¨pΦp,σ (3.1.3)

となる．次に，D次元運動量空間における質量殻Σm “
␣

p P RD
ˇ

ˇ p2 “ ´m2, p0 ą 0
(

の基点を p0 “ pm,0qとして，Σm からローレンツ変換群への連続写像
L : Σm Ñ L Ă Pを，Lppqp0 “ pとなるように選ぶ．すると，Vm,s,nの
基底ベクトルΦp,σを，Φp0,σから Lppqを用いて，

Φp,σ “ NppqUpLppqqqΦp0,σ (3.1.4)

と定義することができる．このとき，GpをL の p P Σmにおける等方群
として，任意のΛ P L に対して

ΛLppq “ LpΛpqW ô W “ LpΛpq´1ΛLppq P Gp0 – SOpD ´ 1q (3.1.5)
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によりW pΛ, pqを定義する．ここで，Nppqは後ほど決めるΣm上の関数
(Npp0q “ 1)である．すると，W の tΦp0,σuへの表現

UpW qΦp0,σ “
ÿ

σ1

D
psq

σ1,σpW qΦp0,σ1 (3.1.6)

により，UpΛqのΨp,σへの作用が

UpΛqΦp,σ “ NppqUpΛqUpLppqqΦp0,σ “ NppqUpLpΛpqqWΦp0,σ (3.1.7)

より，次のように定まる：

UpΛqΦp,σ “
Nppq

NpΛpq

ÿ

σ1

D
psq

σ1,σpW qΦΛp,σ1 (3.1.8)

この変換でΦp,σの規格化条件が保たれることより，Nppqが

Nppq “

c

m

E
Cp (3.1.9)

と定まる．

3.1.2 ゼロ質量粒子

質量がゼロのとき，運動量空間 k P RD における質量殻は，未来の光
円錐 Σ0となる．その基準点 k0としては，k00 “ kD´1

0 “ ω, kj0 “ 0pj “

1, ¨ ¨ ¨ , D´2qを取る．このとき，little group Gk0はD´2次元ユークリッド
群 ISOpD´2qと同型となり，Λ P Gk0は，光的基底tl0, k0, e1, ¨ ¨ ¨ , eD´2u(l0¨

l0 “ 0, l0 ¨ k0 “ ´2, l0 ¨ ei “ k0 ¨ ei “ 0, ei ¨ ej “ δij)に関する成分表示で，

Λ “ ΛpR,aq “

¨

˚

˝

1 0 0

a2{4 1 p TaRqj

ai{2 0 Ri
j

˛

‹

‚

(3.1.10)

ΛpR1,a1qΛpR2,a2q “ ΛpR1R2,a1 ` R1a2q (3.1.11)

と表される．ここで，a “ Tpa1, ¨ ¨ ¨ , aD´2qは定数ベクトル，R P SOpD´2q

である．
したがって，既約表現は Gk0 – ISOpD ´ 2qの既約表現により分類さ
れるが，この既約表現は，さらに，ED´2の SOpD ´ 2q軌道である球面
SD´3の半径 νと，この球面上での等方群の既約表現により表される．し
たがって，Gk0の既約表現は
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A. D “ 2: 自明で，内部自由度なし．

B. D “ 3: １次元表現で， νで分類される．

C. ν ą 0, D ě 4：無限次元． ñ 粒子の内部状態が無限次元

D. ν “ 0, D ě 4: SOpD ´ 2qの既約表現 ρsD´2で分類される．

a. D “ 4: sは任意の実数．ρs2 Ă ρs3とすると，sは整数ないし半
整数．

b. D ě 5: スピンパラメータ sは離散的な最高ウエイトベクトル．

ポアンカレ変換のユニタリ表現の構成法はm ą 0の場合と本質的に同
じで，k “ pω,kq(ω “ |k|)として，

V0,s,n “

ż

dD´1k
ÿ

σ

ϕpk, σqΦk,σ, (3.1.12)

pΦk,σ,Φk1.σ1q “ Ckδσ,σ1δD´1pk ´ k1q. (3.1.13)

UpΛ, aqのΦk,σへの作用もm ą 0の場合と同じ．ただし，変換則

UpΛqΦk,σ “
Npkq

NpΛkq

ÿ

σ1

D
psq

σ1,σpW qΦΛk,σ1 (3.1.14)

において，

Npkq “

c

k00
k0
Ck. (3.1.15)

また，D “ 4のときは，σの取り得る値は σ “ sのみ．

3.2 離散変換

3.2.1 P変換

P変換の行列P P Op1, D ´ 1qは，

pPxqa “ ϵax
a : ϵa “

#

1 pa “ 0, ¨ ¨ ¨ , n1 ´ 1q

´1 pa “ n1, ¨ ¨ ¨ , D ´ 1q
(3.2.1)

により定義する．ここで，n1はD ´ n1が奇数となるように選ぶ．
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Pに対応する状態空間のユニタリ変換UP “ UpP, 0q,はローレンツ変
換の生成元に対して次のように作用する：

UPP
aU´1

P “ ϵaP
a, (3.2.2a)

UPJ
abU´1

P “ ϵaϵbJab. (3.2.2b)

以下，D “ 4の場合に限定する．このとき，

Jj “ ϵjklJ
kl, Kj “ J j0 (3.2.3)

として，

UPPU
´1
P “ ´P , UPHU

´1
P “ H, (3.2.4a)

UPJU
´1
P “ J , UPKU´1

P “ ´K (3.2.4b)

3.2.1.1 正質量粒子

まず、基準運動量 p0 “ pm, 0, 0, 0qに対し，UPJ3 “ J3UP より

J3UPΦp0,σ “ UPJ3Φp0,σ “ σUPΦp0,σ ñ UPΦp0,σ “ ησΦp0,σ (3.2.5)

つぎに、UPJ˘ “ J˘UP より、

UPJ˘Φp0,σ “ ησJ˘Φp0,σ ñ ησ˘1 “ ησ (3.2.6)

ととなるので、ησは σによらない定数 ηP となる。
ここで、

p̂ “ psin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cosϕq, 0 ď ϕ ă 2π, 0 ď θ ď π (3.2.7)

として，
UpLppqqを

UpLppqq “ UpRpp̂qqUpBpp0{mqqUpRpp̂qq´1, (3.2.8)

UpRpp̂qq “ e´iϕJ3e´iθJ2 , (3.2.9)

Bpγq “

¨

˚

˚

˚

˝

γ 0 0 γβ

0 1 0 0

0 0 1 0

γβ 0 0 γ

˛

‹

‹

‹

‚

, β “

a

γ2 ´ 1

γ
. (3.2.10)
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と取ると、
PLppqP´1 “ LpPpq (3.2.11)

およびNpPpq “ Nppqより、任意の基底ベクトルΦp,σに対し、� �
UPΦp,σ “ ηPΦPp,σ. (3.2.12)� �babababababababababababababababab

（注） 一般に、U2
P は内部対称性となる。この離散的な対称性

が，連続的な対称性に含まれるときには，UPの再定義によりη2P “

1 ô ηP “ ˘1とできる．

3.2.1.2 ゼロ質量粒子

基準運動量ベクトルを k0 “ pκ, 0, 0, κqと取ると，R2p´πqk0 “ Pk0な
ので，

UpR2p´πqq´1UPΦk0,σ “ ησΦk0,σ1 . (3.2.13)

ここで，J3UP “ UPJ3および

R2pπq “ Dr1,´1, 1,´1s ñ UpR2p´πqqJ12UpR2p´πqq´1 “ ´J12

(3.2.14)

より，
J3Φk0,σ1 “ ´σΦk0,σ1 ñ σ1 “ ´σ. (3.2.15)

一般的な運動量状態に対する UP の作用は，

UPΦk,σ “ NpkqUPUpLpkqqΦk0,σ

“ NpkqUPUpLpkqqU´1
P ησUpR2p´πqqΦk0,´σ

“ ησNpkqUpLpPkqqUpW qΦk0,´σ. (3.2.16)

ここで，

W ” UpLpPkqq´1UPUpLpkqqU´1
P UpR2p´πqq P Gk0 . (3.2.17)

いま，UpLpkqqを

UpLpkqq “ UpRpk̂qqUpBpk0{κqq, UpRpk̂qq “ e´iϕJ3e´iθJ2 (3.2.18)
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と取ると，PR “ RPおよび

UpRp´k̂qq “ e´ipϕ˘pqJ3e´ipπ´θqJ2 , (3.2.19a)

PBpuqP´1 “ Bpuq´1 (3.2.19b)

より，

UpW q “ UpBpuqq´1e´ipθ´πqJ2e´ip´ϕ¯πqJ3e´iϕJ3e´iθJ2UpBpuqq´1eiπJ2

“ UpBpuqq´1e´ipθ´πqJ2e˘iπJ3e´ipθ´πqJ2UpBpuqq

“ e˘iπJ3 . (3.2.20)

よって，
UpW qΦk0,´σ “ e¯iσπΦk0,´σ (3.2.21)

以上より，� �
UPΦk,σ “ ησe

¯iπσΦPk,´σ. (3.2.22)� �
ただし，¯は，k2 ą 0のとき´, k2 ă 0のとき`.

3.2.2 T変換

T変換は座標変換としては，行列

T ” Dr´1, 1, ¨ ¨ ¨ , 1s (3.2.23)

で表される．対応するユニタリ変換をUT で表すと，ポアンカレ変換の生
成演算子に対する作用は，

UT iP
aU´1

T “ iP bTb
a, (3.2.24a)

UT iJ
abU´1

T “ iJ cdTc
aTd

b (3.2.24b)

特に，UT iHU´1 “ ´iHとなる．これより，UT が正エネルギー状態を正
エネルギー状態に移すことを要請すると，UT が反ユニタリ作用素となる
ことが導かれる．
以下，D “ 4とする．このとき，

UTPU
´1
T “ ´P , UTHU

´1
T “ H, UTJU

´1
T “ ´J , UTKU´1

T “ K.

(3.2.25)
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3.2.2.1 正質量粒子

J3UT “ ´UTJ3より，

J3UTΦp0,σ “ ´UTJ3Φp0,σ “ ´σUTΦp0,σ (3.2.26)

よって，
UTΦp0,σ “ ζσΦp0,´σ. (3.2.27)

さらに，

J˘UTΦp0,σ “ ´UTJ¯Φp0,σ “ ´c¯pσqUTΦp0,σ¯1 “ ´c¯pσqζσ¯1Φp0,´σ˘1

(3.2.28)

より，
c˘p´σqζσ “ ´c¯pσqζσ¯1 (3.2.29)

ここで，

c˘pσq “
1

?
2

?
s2 ` s ´ σ2 ¯ σ (3.2.30)

より，
ζσ˘1 “ ´ζσ ñ ζσ “ ζp´1qs´σ, |ζ| “ 1. (3.2.31)

次に，

UTΦp,σ “ UTUpLppqqU´1
T ζp´1qs´σΦp0,´σ

“ ζp´1qs´σUpLpPpqqUpW qΦp0,´σ. (3.2.32)

ここで，
W ” UpLpPpqq´1UTUpLppqqU´1

T P Gp0 (3.2.33)

この変換は，

UpLppqq “ e´iϕJ3e´iθJ2UpBpγqqeiθJ2eiϕJ3 , (3.2.34)

eiϕJ3J2e
´iϕj3 “ ´J2, (3.2.35)

eiπJ2UTUpBpγqqe´iπJ2 “ UpBpγqq (3.2.36)

を用いると，恒等変換W “ 1となることが確かめられる．
以上より，� �

UTΦp,σ “ ζp´1qs´σΦPp,´σ. (3.2.37)� �
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babababababababababababababababab

位相因子 ζ は，Φp,σ の再定義
?
ζΦp,σ Ñ Φp,σ により常に 1にで

きる．

3.2.2.2 ゼロ質量粒子

変換R2p´πqT は k0を不変に保ち，

J3UpR2p´πqq´1UT “ UpR2p´πqq´1UTJ3 (3.2.38)

より，
UTΦk0,σ “ ζσUpR2p´πqqΦk0,σ. (3.2.39)

つぎに，

UTΦk,σ “ UpLpPkqqζσWΦk0,σ, (3.2.40)

W ” UpLpPkqq´1UTUpLpkqqU´1
T UpR2p´πqq “ e˘iπJ3(3.2.41)

よって，� �
UTΦp,σ “ ζσe

˘iπσΦPp,σ. (3.2.42)� �
ここで，˘は，P変換の場合の¯と対応．
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3.3 散乱理論

3.3.1 Fock空間

1粒子状態Φp,σ,n（nは粒子の種類）全体の張るヒルベルト空間

H1 Q

ż

dD´1p
ÿ

n

ÿ

σ

ϕσ,nppqΦp,σ,n (3.3.1)

のN 個のテンソル積の「対称化」により，N 粒子状態を表す状態空間

HN “ Sym˘ bN H1 Q Φ “

ż

dαϕαΦα,

pΦ2,Φ1q “

ż

dα
ÿ

permutation: S

˘ϕ̄1αϕ2Spαq (3.3.2a)

が得られる．ここで，

α “ tp1, σ1, n1; p2, σ2, n2; ¨ ¨ ¨ ; pN , σN , nNu, (3.3.3a)
ż

dα “

ż

dD´1p1 ¨ ¨ ¨

ż

dD´1pN
ÿ

σ1,¨¨¨ ,σN

ÿ

n1,¨¨¨ ,nN

. (3.3.3b)

内積の定義は，形式的には

pΦα1 ,Φαq “ δD´1pp1
1 ´ p1qδσ1

1,σ1
δn1

1,n1
¨ ¨ ¨ ˘ permutations (3.3.4)

と表される．ここで，˘はフェルミ粒子の入れ替えに起因する因子である．
以上の定義のもと，全系の状態空間H が

H “

8
à

N“0

HN (3.3.5)

により定義され，ポアンカレ群の生成元P a, Jabの表現が 1粒子状態への
作用から一意的に決定される．特に，各N 粒子状態は，ハミルトン作用
素H0 “ P 0の固有状態となる：

H0Φα “ EαΦα; Eα “

N
ÿ

l“1

p0j . (3.3.6)
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3.3.2 始状態・終状態とLippmann-Schwinger方程式

H において，相互作用する粒子系のハミルトンがH “ H0 ` V と表
されるとする．このとき，Eαを自由粒子系に対するH0の固有値として，
H に関して同じ固有値を持つ状態Ψ˘

α が存在して，有限なノルムをもつ
任意の状態 ϕpαqに対し，

t Ñ ¯8 : e´itH

ż

dαϕpαqΨα Ñ e´itH0

ż

dαϕpαqΦα (3.3.7)

という漸近条件を満たす時，Ψ`
α を始状態，Ψ´を終状態と呼ぶ．

この定義は，形式的に，

Ψ˘
α “ Ωp¯8qΦα, (3.3.8)

Ωptq ” e`itHe´itH0 . (3.3.9)

Ψ˘
α はHの固有状態なので，

pEα ´ H0qΨ
˘
α “ VΨ˘

α (3.3.10)

を満たす．これより，次の形式的な摂動方程式が得られる：

Ψ˘
α “ Φα `

ż

dβΦβ

T˘
βα

Eα ´ Eβ ˘ iϵ
, (3.3.11)

T˘
βα “ pΦβ, VΨ˘

α q. (3.3.12)

ϕpαq適当な平滑化関数として，

Ψϕ “

ż

dβϕpβqΨβ, Φϕ “

ż

dβϕpβqΦβ (3.3.13)

と表すと，Lippmann-Schwinger方程式より

e´iHtΨ˘
ϕ “ e´iH0tΦϕ `

ż

dβe´iH0tΦβ

ż

dαϕpαq
e´ipEα´EβqtT˘

βα

Eα ´ Eβ ˘ iϵ

|t|Ñ8
Ñ e´iH0tΦϕ `

ż

dβe´iH9tΦβ

ż

dα|EαϕpαqT˘
βα|Eα“Eβ

ż

du
e´iut

u ˘ iϵ
tÑ¯8

Ñ e´iH0tΦϕ (3.3.14)

より，Ψ˘
α は要求される漸近条件を満たす．
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3.3.3 S行列

漸近自由粒子状態Ψ˘
α に対して，始状態Ψ`

α が終状態Ψ´
β に遷移する遷

移振幅
Sβα ” pΨ´

β ,Ψ
`
α q (3.3.15)

に対応する行列は，S行列と呼ばれる．Fock空間における作用素 Sを

pΦβ, SΦαq “ Sβα (3.3.16)

により定義すると，この作用素は，

S “ Ωp`8q:Ωp´8q “ Up`8,´8q, (3.3.17)

Upt, t0q ” e`iH0te´iHpt´t0qe´iH0t0 (3.3.18)

と表される．
Lippmann-Schwinger方程式より，t Ñ `8の極限で，

e´iHtΨ`
ϕ　Ñ e´iHt

ż

dαϕpαq

„

Ψ´
α ´ 2πi

ż

dβΨ´
β δpEβ ´ EαqT`

βα

ȷ

(3.3.19)

より，
Sβα “ δpβ ´ αq ´ 2πiδpEβ ´ EαqT`

βα (3.3.20)

を得る．この式の右辺を V について摂動展開し，V について 1次の項を
残すと，Born近似

Sβα » δpβ, αq ´ 2πiδpEβ ´ EαqpΦβ, V Φαq (3.3.21)

を得る．

3.3.4 ポアンカレ不変性

S行列がポアンカレ変換で不変となるための必要十分条件は，自由粒子
系の Fock空間におけるポアンカレ変換の生成演算子を P a

0 , J
ab
0 として，

rP a
0 , Ss “ rJab0 , Ss “ 0 (3.3.22)

で与えられる．
S “ Up`8,´8qより，

rP j
0 , V s “ rJ jk0 , V s “ 0 pj, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , D ´ 1q (3.3.23)
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が満たされれば，rP j
0 , Ss “ rJ jk0 , Ss “ 0が満たされる．多くの理論で，

相互作用をする粒子系に対するポアンカレ変換の生成演算子のうち，P j,

J jkに対しては
P j “ P j

0 , J jk “ J jk0 (3.3.24)

が成り立つので，ポアンカレ代数の交換関係

rJ jk, Hs “ rP j, Hs “ 0 (3.3.25)

より，条件 (3.3.23)は自然な条件となる．
一方，交換関係

rKj, P ks “ ´iHδjk, rKj, Hs “ ´iP j (3.3.26)

より，Kj ‰ Kj
0なので，

Kj “ Kj
0 ` W j (3.3.27)

とおくと，rKj
0 , V s “ 0は，さらに rW j, Hs “ 0と言う条件を要求するの

で，要請としては強すぎる．実際には，交換関係 rKj, Hs “ ´iP jに対応
する条件

rKj
0 , V s “ ´rW j, Hs (3.3.28)

が満たされ，かつW jのΦαに関する行列要素W j
βαがEα, Eβの滑らかな

関数となるならば，rKj
0 , Ss “ 0となることが示される．

3.3.5 摂動論

Upt, t0qは，時間に関する微分方程式

d

dt
Upt, t0q “ ´iV ptqUpt, t0q; V ptq ” e`iH0tV e´iH0t (3.3.29)

を満たすので，形式的に

Upt, t0q “ T exp

ˆ

´i

ż t

t0

dτV pτq

˙

” 1 `

8
ÿ

n“1

p´iqn
ż t

t0

dt1

ż t1

t0

dt2 ¨ ¨ ¨

ż tn´1

t0

dtnV pt1q ¨ ¨ ¨V ptnq

(3.3.30)
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と表される．よって，S行列は

S “ T exp

ˆ

´i

ż 8

´8

dtV ptq

˙

” 1 `

8
ÿ

n“1

p´iqn

n!

ż 8

´8

dt1dt2 ¨ ¨ ¨ dtnT tV pt1q ¨ ¨ ¨V ptnqu

(3.3.31)

と摂動展開される．
この摂動展開公式より，S行列のポアンカレ不変性は，作用素 V ptqが

V ptq “

ż

dD´1xH px, tq (3.3.32)

と表され，かつ，H pxqが 2条件

スカラ性 : U0pΛ, aqH pxqU0pΛ, aq´1 “ H pΛx ` aq, (3.3.33a)

因果律 : rH pxq,H px1qs “ 0 forpx ´ x1q2 ě 0 (3.3.33b)

を満たすなら，保証される．ただし，これらは，ポアンカレ不変性が成
り立つための十分条件で，必要条件ではない．

3.3.6 生成消滅演算子

Fock空間において，各 1粒子状態 q “ pp, σ, nqに次式で定義される生
成作用素 a:pqqを対応させる：

a:pqqΦq1¨¨¨qN ” Φqq1¨¨¨qN (3.3.34)

このとき，その共役作用素である消滅作用素 apqqは，次の作用をもつ：

apqqΦq1¨¨¨qN “

N
ÿ

j“1

˘δpq ´ qjqΦq1¨¨¨qj´1qj`1¨¨¨qN (3.3.35)

これより，生成消滅演算子に対する次の交換関係が得られる：

rapqq, a:pq1qs¯ “ δpq´q1q, rapqq, apq1qs¯ “ ra:pqq, a:pq1qs¯ “ 0. (3.3.36)

生成消滅演算子のポアンカレ変換は

U0pΛ, αqa:pp, σ, nqU´1
0 pΛ, αq “ e´iΛp¨α

a

pΛpq0{p0

ˆ
ÿ

σ1

D
pjq

σ1σpW pΛ, pqqa:ppΛ, σ
1, nq. (3.3.37)
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また，正質量粒子に対するC, P, T変換は起因

UCa
:pp, σ, nqU´1

C “ ξna
:pp, σ, ncq, (3.3.38a)

UPa
:pp, σ, nqU´1

P “ ηna
:p´p, σ, nq, (3.3.38b)

UTa
:pp, σ, nqU´1

T “ ζnp´1qs´σa:p´p,´σ, nq (3.3.38c)

3.3.7 クラスター分解条件

始状態 αと終状態 βを，部分状態 pα1, β1q. ¨ ¨ ¨ , pαj, βjqに分けるとき，
それらの空間的位置が互いに無限大となる極限で，S行列が常に

Sβα Ñ ˘Sβ1α1 ¨ ¨ ¨Sβj ,αj (3.3.39)

と分解するとき，この理論はクラスター分解性を持つという．
いま，S行列 Sβαの連結部分 SC

βαを逐次的に

Sβα “ SC
βα `

ÿ

ně1

˘SC
β1α1

¨ ¨ ¨SC
βnαn , (3.3.40a)

Sq1q “ SC
q1q (3.3.40b)

により定義する．ここで，q, q1は 1粒子状態である．このとき，理論のク
ラスター分解性が成り立つための十分条件は，任意の連結部分 SC

βαに対
して，βないし αに属する粒子のいずれかが無限遠に遠ざかった極限で，
SC
βαがゼロとなることである．時間および空間並進不変性を持つ理論で
は，フーリエ変換の一般論より，この性質が成り立つための十分条件は，

SC
q1
1¨¨¨q1

M ;q1¨¨¨qN
“ δD´1pp1

1 ` p1
2 ` ¨ ¨ ¨ ´ p1 ´ p2 ´ ¨ ¨ ¨ q

ˆδpE 1
1 ` E 1

2 ` ¨ ¨ ¨ ´ E1 ´ E2 ´ ¨ ¨ ¨ qCq1
1¨¨¨q1

M ;q1¨¨¨qN (3.3.41)

において，Cq1
1¨¨¨ ;q1¨¨¨が空間運動量p1

1, ¨ ¨ ¨ ,p1, ¨ ¨ ¨ の関数として，δ関数型
の特異性を持たないことである．
ハミルトン作用素を，生成消滅演算子を用いて，

H “

8
ÿ

N“0

8
ÿ

M“0

ż

dq1
1 ¨ ¨ ¨ dq1

Ndq1 ¨ ¨ ¨ dqM

ˆhMNpq1
1, ¨ ¨ ¨ ; q1, ¨ ¨ ¨ qa:pq1

1q ¨ ¨ ¨ a:pq1
Nqapq1q ¨ ¨ ¨ apqMq(3.3.42)
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と表すとき，クラスター分解性が成り立つための十分条件は，hMN が空
間運動量の関数として，δ関数を 1個のみ含むことである：

hMNpq1
1, ¨ ¨ ¨ , q1

N ; q1, ¨ ¨ ¨ , qMq

“ δD´1p
ÿ

j

p1
j ´

ÿ

k

pkqh̃MNpq1
1, ¨ ¨ ¨ , q1

N ; q1, ¨ ¨ ¨ , qMq.(3.3.43)
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3.4 自由場

以下，時空はMinkn`1 “ En,1とする．

3.4.1 場による表現：正質量粒子

この項では，１粒子状態および対応する生成消滅演算子をCppq “ 1と
なるよう規格化するものとする．
消滅演算子 app, σ, ιq, 生成演算子 a:pp, σ, ιqから，適当なモード関数

ulpx : p, σ, ιq, vlpx : p, σ, ιqを用いて，時空座標に依存した作用素 ψ`
l pxq,

ψ´
l pxqを

ψ`
l pxq ”

ÿ

σ,ι

ż

dnp ulpx : p, σ, ιqapp, σ, ιq, (3.4.1a)

ψ´
l pxq ”

ÿ

σ,ι

ż

dnp vlpx : p, σ, ιqa:pp, σ, ιq (3.4.1b)

により導入する．このとき，ψ˘
l pxqがポアンカレ変換に対して，その線形

表現

U0pΛ, aqψ˘
l pxqU0pΛ, aq´1 “

ÿ

l̄

Dll̄pΛ
´1qψ˘

l̄
pΛx ` aq (3.4.2)

に従って変換することを要求すると， モード関数は次の形に決まる：

ulpx : p, σ, ιq “ p2πq´n{2eip¨xulpp, σ, ιq; (3.4.3a)

ulpp, σ, ιq “
`

m{p0
˘1{2

ÿ

l̄

Dll̄pLppqqul̄p0, σ, ιq, (3.4.3b)

vlpx : p, σ, ιq “ p2πq´n{2e´ip¨xvlpp, σ, ιq; (3.4.3c)

vlpp, σ, ιq “
`

m{p0
˘1{2

ÿ

l̄

Dll̄pLppqqvl̄p0, σ, ιq. (3.4.3d)

ここで，Dpjιq
σ̄σ pRqを little groupの既約表現を表す行列として、ulp0, σ, ιq, vlp0, σ, ιq

は次の条件を満たすゼロ運動量モード関数である：
ÿ

σ̄

ulp0, σ̄, ιqD
pjιq
σ̄σ pRq “

ÿ

l̄

Dll̄pRqul̄p0, σ, ιq, (3.4.4a)

ÿ

σ̄

vlp0, σ̄, ιqD
pjιq˚
σ̄σ pRq “

ÿ

l̄

Dll̄pRqvl̄p0, σ, ιq. (3.4.4b)
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今，時空が４次元として，粒子種 ιとその反粒子 ιcの組を一つ取り出し
固定する．このとき，対応するψ˘

l pxq, ψc˘l pxqをローレンツ変換の表現と
して既約分解し，その既約表現 pA,Bq(A,B “ 0, 1{2, 1, ¨ ¨ ¨ )に対応する成
分を，ψ˘

abpxq, ψc˘ab pxq (a “ ´A,´A ` 1, ¨ ¨ ¨ , A, b “ ´B,´B ` 1, ¨ ¨ ¨ , B)

と表すことにして，因果的場を

ψabpxq “ κψ`
abpxq ` λψc´ab pxq

“

`j
ÿ

σ“´j

ż

d3p

p2πq3{2

“

κapp, σqeip¨xuabpp, σq ` λac:pp, σqe´ip¨xvabpp, σq
‰

(3.4.5)

により定義する (|A ´ B| ď j ď A ` B, 2j P Z)．ただし，反粒子が自分
自身と一致する場合には，acpp, σq “ app, σqとおく．
上記の uabp0, σq, vabp0, σqを決める条件は，無限小変換に対して，

ÿ

σ̄

uabp0, σ̄qJ
pjq
σ̄σ “

ÿ

ā

J pAq
aā uābp0, σq `

ÿ

b̄

J pBq

bb̄
uab̄p0, σq,

´
ÿ

σ̄

vabp0, σ̄qJ
pjq˚
σ̄σ “

ÿ

ā

J pAq
aā vābp0, σq `

ÿ

b̄

J pBq

bb̄
vab̄p0, σq,

と表される．これらの条件は，uabp0, σq, vabp0, σqを定数倍の自由度を除
いて一意的に決定し，

´

J
pAq

1 ˘ iJ
pAq

2

¯

a1a
“ δa1,a˘1

a

pA ¯ aqpA ˘ a ` 1q,
´

J
pAq

3

¯

a1a
“ aδa1a,(3.4.6)

´J
pjq˚

σσ1 “ p´1qσ´σ1

J
pjq

´σ´σ1 (3.4.7)

より，Clebsch-Gordan係数を用いて

uabp0, σq “ p2mq´1{2CABpjσ; abq, (3.4.8a)

vabp0, σq “ p´1qj`σuabp0,´σq (3.4.8b)

と表される．これより，一般の運動量に対するモード関数は

uabpp, σq “
1

a

2p0

ÿ

a1,b1

´

expp´p̂ ¨ J pAqθq

¯

aa1

´

expp`p̂ ¨ J pBqθq

¯

bb1

ˆCABpjσ; a1b1q, (3.4.9a)

vabpp, σq “ p´1qj`σuabpp,´σq (3.4.9b)
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で与えられる．ここで，θは tanh θ “ |p|{p0より決まるブーストパラメー
タである．
以上の準備のもとで，同じ粒子に対する pA,Bq表現の場ψabpxqと pÃ, B̃q

表現の場 ψ̃ãb̃pyqの交換子は

rψabpxq, ψ̃ãb̃pyq:s¯ “

ż

d3p

p2πq32p0
πab;ãb̃ppq

´

κκ̃˚eip¨px´yq ¯ λλ̃˚e´ip¨px´yq
¯

(3.4.10)

で与えられる．ここで，

πab;ãb̃ ” 2p0
ÿ

σ

uabpp, σqũãb̃pp, σq˚

“ Pab;ãb̃ppq ` 2
a

p2 ` m2Qab;ãb̃ppq (3.4.11)

P ppq, Qppqは pの多項式で次の性質をもつ：

P p´pq “ p´1q2A`2B̃P ppq, Qp´pq “ ´p´1q2A`2B̃Qppq. (3.4.12)

よって，x0 “ y0のとき，

rψabpxq, ψ̃ãb̃pyq:s¯ “

´

κκ̃˚ ¯ λλ̃˚p´1q2A`2B̃
¯

P p´i∇q∆`px ´ y, 0q

`

´

κκ̃˚ ˘ λλ̃˚p´1q2A`2B̃
¯

Qp´i∇qδ3px ´ yq. (3.4.13)

ここで，

∆`pxq ”

ż

d3p

p2πq3
eip¨x

2p0
, p0 “

a

p2 ` m2. (3.4.14)

これより，特に，ψ “ ψ̃とおいて，空間的な２点間で rψabpxq, ψabpyq:s¯ “ 0

となるための必要十分条件は,

|κ|2 “ ˘|λ|2p´1q2A`2B ô |κ| “ |λ|, p´1q2A`2B “ ˘1 (3.4.15)

これより，場で表された相互作用がローレンツ不変となるためには，2j

が偶数の時には交換子は r, s´，すなわちボゾン，2jが奇数のときには交
換子は r, s`，すなわちフェルミオンとしないといけないことが結論され
る．また，ψと ψ̃に対する因果関係を要請すると，

κκ̃˚ “ ˘λλ̃˚p´1q2A`2B̃ ô
κ

λ
p´1q2B “

κ̃

λ̃
p´1q2B̃ (3.4.16)
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以上より，ψabpxq{κ Ñ ψabpxqと再定義すると，

ψabpxq “
ÿ

σ

ż

d3p

p2πq3{2

“

uabpp, σqeip¨xapp, σq ` p´1q2Bvabpp, σqe´ip¨xac:pp, σq
‰

(3.4.17)

を得る．
この場をもちいると，離散変換は次のように表される．スピン jの粒
子に対応するローレンツ群の既約表現 pA,Bqに従う場を ψABab pxqと表す
とき，

UPψ
AB
ab pxqU´1

P “ η˚p´1qA`B´jψBAba p´x, x0q; ηc “ p´1q2jη˚,

(3.4.18a)

UCψ
AB
ab pxqU´1

C “ ξ˚p´1q´2A´a´b´jψBA:
´b´apxq; ξc “ ξ˚,

(3.4.18b)

UTψ
AB
ab pxqU´1

T “ ζ˚p´1qa`b`A`B´2jψAB´a´bpx,´x
0q; ζc “ ζ˚.

(3.4.18c)

3.4.2 場による表現：ゼロ質量粒子

ゼロ質量粒子に対しても，正質量粒子と同様に，生成消滅演算子とモー
ド関数から，場 ψlpxqを

ψlpxq “

ż

dnp

p2πqn{2
a

2p0

ÿ

σ

“

κapp, σqelpp, σqeip¨x ` λac:pp, σqflpp, σqe´ip¨x
‰

(3.4.19)

(p0 “ |p|)により定義する（以下、１種類の粒子のみに着目）．このとき，
要請

UpΛqψlpxqUpΛq´1 “
ÿ

l̄

DAB
ll̄ pΛ´1qψl̄pΛxq (3.4.20)

より，偏光ベクトル elpp, σq, flpp, σqの p依存性は，次のように定まる：

elpp, σq “
ÿ

l̄

D
pABq

ll̄
pL ppqqelpk, σq, (3.4.21a)

flpp, σq “
ÿ

l̄

D
pABq

ll̄
pL ppqqflpk, σq (3.4.21b)

ここで，k “ p0, ¨ ¨ ¨ , 0, kqは little groupを定義する際に基準となる運動
量，L ppq : k “ pk, 0, ¨ ¨ ¨ , 0, kq Ñ pは特殊ローレンツ変換である．ただ
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し，elpk, σq, flpk, σqは次の拘束条件を満たさないといけない：
ÿ

σ̄

elpk, σ̄qD
pjq
σ̄σpW q “

ÿ

l̄

Dll̄pW qel̄pk, σq, (3.4.22a)

ÿ

σ̄σ

flpk, σ̄qD
pjq˚
σ̄σ pW q “

ÿ

l̄

Dll̄pW qfl̄pk, σq (3.4.22b)

ここで，Dpjq
σ̄σ は、右辺の little groupの表現Dl̄lを既約分解して得られる

既約表現の一つ、W はWk “ kを満たす little groupの任意の元である．
これらのうち flに対する条件は，適当な κ, λの再定義のもとで，

flpp, σq “ elpp,´σq (3.4.23)

を与えるので，elに対する条件のみを考えれば良い．
一般に，little group Gに対して，次の分裂する短完全系列が存在する：

0 ÝÝÝÑ Rn´1 j
ÝÝÝÑ G

π
ÝÝÝÑ SOpn ´ 1q ÝÝÝÑ 0 (3.4.24)

Gの表現DpjqpW qとしては，Gの SOpn ´ 1qへの射影のみに依存するも
のをとる．このとき，射影 πの切断 iを一つ指定すると，W “ ipRq(R P

SOpn´1q)に対して (3.4.22a)が成り立つ elpk, σqが存在する．ただし，正
質量の場合と異なり、解は，一般には，W P Rn´1に対する条件を満たさ
ない．
例えば，D “ 4のとき，SOp2q – Up1qに対する変換則は，無限小変換

に対し，
σeabpk, σq “ pa ` bqeabpk, σq (3.4.25)

となるので，eabpk, σqのゼロでない成分は a` b “ σ，fabpk, σqのゼロで
ない成分は a` b “ ´σとなる．ところが，W “ S P R2に対する条件は，

Spα, βq “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 ´α α

0 1 ´β β

α β 1 ´ γ γ

α β ´γ 1 ` γ

˛

‹

‹

‹

‚

, γ ” pα2 ` β2q{2. (3.4.26)

より，
ÿ

a1

pJ
pAq
´ qaa1ea1bpk, σq “ 0,

ÿ

b1

pJ
pBq
` qbb1eab1pk, σq “ 0 (3.4.27)

これより，eabpk, σq ‰ 0となるのは，

a “ ´A, b “ `B ñ σ “ B ´ A. (3.4.28)
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3.4.3 高次元におけるゼロ質量１粒子状態に対応するゲージ場

Creation: 2021/1/16

3.4.3.1 ゼロ質量粒子を表す場の一般型

D次元時空での１粒子状態の既約系は，SO0pD ´ 1, 1qの little group

G0 – ISO0pD ´ 1q の極大コンパクト部分群 SO0pD ´ 1q の既約表現
pρ̂ra1 ¨ ¨ ¨ ars,H q(r “ rpD ´ 3q{2s)により分類される．
いま，１粒子状態をΦk,σ(kは，k ¨ k “ 0, k0 ą 0を満たすベクトル，σ

は運動量 kの１粒子状態の基底のラベル）として，対応する消滅演算子を
apk, σq，偏極ベクトルを ulpk, σq, vlpk, σqとする．lは，D次元Lorentz変
換の有限次元表現ρの基底のラベルである．このとき，D次元の場ψ

p˘q

l pxq

を

ψ
p`q

l pxq “

ż

dnk

p2πqn{2
?

2k0

ÿ

σ

ulpk, σqapk, σqeik¨x, (3.4.29a)

ψ
p´q

l pxq “

ż

dnk

p2πqn{2
?

2k0

ÿ

σ

vlpk, σqapk, σq:eik¨x (3.4.29b)

により定義する．
ここで，k˚ P LC` ”

␣

k P RD
ˇ

ˇ k ¨ k “ 0, k0 ą 0
(

を運動量ベクトル空
間における基準点として，各 k P LC`に対して

Lpkqk˚ “ k (3.4.30)

となる Lorentz変換 Lpkq P SO0pD ´ 1, 1qを一つ選んでおく．このとき，
G0pk˚qを LC`に作用する Lorentz変換の k “ k˚における等方群として，
任意の Lorentz変換Λは

Λ “ LpΛkqW pΛ, kqLpkq´1, W pΛ, kq P G0pk˚q (3.4.31)

と一意的に分解される．
以上の記法のもとで，ulpk, σqと vlpk, σqを k “ k˚での値を用いて

ulpk, σq “
ÿ

l1

Dll1pLpkqqul1pk˚, σq, (3.4.32a)

vlpk, σq “
ÿ

l1

Dll1pLpkqqvl1pk˚, σq (3.4.32b)

と定義する．ここで，Dll1pΛqは表現 ρの行列表示である．
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3.4.3.2 偏極ベクトルに対する整合条件

場 ψ
p˘q

l pxqに対する理論がゲージ自由度を持たないとすると，任意の
Lorentz変換Λ P SO0pD ´ 1, 1qに対して，

UpΛqψ
p˘q

l pxqUpΛq´1 “
ÿ

l1

Dll1pΛ
´1qψ

p˘q

l1 pΛxq (3.4.33)

が要求される．W P G0pk˚qに対して，

∆
uras

l,σ pW q　 ”
ÿ

σ1

ulpk˚, σ
1qD̂

ras

σ1σpW q ´
ÿ

l1

Dll1pW qul1pk˚, σq,

(3.4.34a)

∆
vras

l,σ pW q　 ”
ÿ

σ1

vlpk˚, σ
1qpD̂

ras

σ1σpW qq˚ ´
ÿ

l1

Dll1pW qvl1pk˚, σq,

(3.4.34b)

とおくとき，

δΛψ
p˘q

l pxq ” UpΛqψ
p˘q

l pxqUpΛq´1 ´
ÿ

l1

Dll1pΛ
´1qψ

p˘q

l1 pΛxq (3.4.35)

が

δΛψ
p`q

l “

ż

dnk

p2πqn{2
?

2k0

c

pΛkq0

k0

ÿ

σ

eik¨xapΛk, σq

ˆ
ÿ

l1

Dll1pLpkqq∆
uras

l1,σ pW pΛ, kq´1q, (3.4.36a)

δΛψ
p´q

l “

ż

dnk

p2πqn{2
?

2k0

c

pΛkq0

k0

ÿ

σ

e´ik¨xapΛk, σq:

ˆ
ÿ

l1

Dll1pLpkqq∆
vras

l1,σ pW pΛ, kq´1q, (3.4.36b)

(3.4.36c)

と表される．よって，上記の変換則は，ul, vlに対して

∆
uras

l,σ pW q “ 0, ∆
vras

l,σ pW q “ 0, @W P G0pk˚q (3.4.37)

という拘束条件を与える．
埋め込み

j : SOpD ´ 2q Ă SOpD ´ 1, 1q (3.4.38)
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による Lorentz群の既約表現 pρ, V qおよびその複素共役表現 pρ˚, V̄ qの既
約分解

P ras : Vras Ñ V “ Vras ‘ ¨ ¨ ¨ , (3.4.39a)

P̄ ras : Vras Ñ V̄ “ Vras ‘ ¨ ¨ ¨ (3.4.39b)

に対して，W “ R P SO0pD ´ 2qに対する条件は，
ÿ

l

ulpk˚, σqfl “ u0P
raspeσq, (3.4.40a)

ÿ

l

pvlpk˚, σqq˚f̄l “ v˚
0 P̄

raspeσq (3.4.40b)

となる．ここで，flと f̄lはそれぞれ V と V̄ の基底，eσは V rasの基底で
ある．この条件は，全体としてのスケールを除いて，ulpk˚, σq, vlpk˚, σq，
したがって，(3.4.32)より，全偏極ベクトルulpk, σq, vlpk, σqを完全に決定
する．
（注）D ı 0pmod 4qのとき，ρ˚は ρと同値となるので，その SOpD ´ 2q

に関する既約分解は一致し，同じ１粒子状態 ρ̂rasを含む（ρ̂rasが複素表現
なら，必ずその共役表現が含まれる）．一方，D ” 0pmod 4qのとき，ρ˚

と ρは異なる表現となるが，SOpD ´ 2qは自己共役表現しか持たないの
で，それらの SOpD ´ 2qに関する既約分解はやはり一致し，同じ１粒子
状態 ρ̂rasを含む．
残るは，W “ S P G0pk˚qに対する不変性のみとなる．その表式は，δS

を無限小変換

δS “

D´2
ÿ

i“1

ai
`

E0
i ` Ei

0 ` ED´1
i ´ Ei

D´1
˘

(3.4.41)

として，

∆
uras

l,σ p1 ` δSq ” ´
ÿ

l1

Dll1pδSqul1pk˚, σq “ 0 (3.4.42)

および，この式で ul Ñ vlと置き換えた式で与えられる．以下，テンソル
表現に対して，この条件が満たされるのはどのような場合か，満たされ
ないとき何が起きるかを見る．以下，n階テンソル場の全体のつくる線形
空間をT nで表す．
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(1) ベクトル表現 V Mpxq まず，divV ” BMV
M “ 0となるベクトル場

全体をT 1
H と表記すると，次の短完全系列が成立する：

0 ÝÝÝÑ T 1
H

j
ÝÝÝÑ T 1 div

ÝÝÝÑ T 0 ÝÝÝÑ 0 (3.4.43)

これより，
T 1 – T 1

H ‘ pT 1{T 1
Hq – T 1

H ‘ T 0 (3.4.44)

この分解において，T 1
H はT 1の Lorentz不変な部分空間で，１粒子状態

に関する分解

SOpD ´ 1, 1q SOpD ´ 2q

D r1 0r´1s “ pD ´ 2q r1 0r´2s ` 1 ` 1
(3.4.45)

において，pD ´ 2q ` 1の部分と対応する．この成分に関しては，

∆uj
σp1 ` δSq “ ´ajpu

0 ´ uD´1q9ajk˚ ¨ u “ 0, (3.4.46a)

∆u0
σp1 ` δSq “ ∆uD´1

σ p1 ` δSq “ ´
ÿ

i

aiu
i (3.4.46b)

となるので，整合性条件をすべて満たすとすると，

uipk˚, σq “ 0 ô uMpk, σq “ u˚kM ô ψ
p`q

M pxq “ BMϕ
p`qpxq (3.4.47)

となる．これは，helicity=0成分 (1)に対応．ψp´qについても同様である．
これらは，スカラー場の理論に帰着する．
一方，埋め込み P : pD ´ 2q r1 0pr´2qs Ñ D r1 0pr´1qsは，mod kM でし

か決まらないが，これは．S P G0pk˚qに対する変換則

∆u
M,σ9k˚M ñ δV

p˘q

M pxq “ BMξ
p˘qpxq (3.4.48)

と整合的．したがって，ゲージ変換 VM Ñ VM ` BMξで不変となるよう
に理論を作れば，Lorentz不変性と整合的となる．以上より，次の短完全
系列が成り立つ：

0 ÝÝÝÑ T 0 d
ÝÝÝÑ T 1

H
π

ÝÝÝÑ T 1
H,G ÝÝÝÑ 0 (3.4.49)

最後に．T 0に対応するセクターは，スカラー場 ϕ “ divV に対する理
論となる．まとめると，

SOpD ´ 1, 1q : SOpD ´ 2q

T 1 : D r1 0pr´1qs //

div

&&MM
MMM

MMM
MMM

MM
T 1
H

{BT 0

//

''PP
PPP

PP T 1
H,G : pD ´ 2q r1 0pr´2qs

T 0 : 1

T 0 : 1
(3.4.50)
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(2) ２階テンソル場 2階テンソル場 TM1M2 P T 2に対して，

T 2
H ”

␣

TM1M2
ˇ

ˇ BNT
NM2 “ BNT

M1N “ 0
(

, (3.4.51)

div : TM1M2 ÞÑ pBNT
NM2 , BNT

M1Nq (3.4.52)

とおくと，次の短完全系列が成り立つ：

0 ÝÝÝÑ T 2
H

j
ÝÝÝÑ T 2 div

ÝÝÝÑ ‘2T 1 ÝÝÝÑ 0 (3.4.53)

したがって，
T 2 – T 2

H ‘ pT 1 ‘ T 1q (3.4.54)

1階テンソル場と１粒子状態の対応は分かっているので，2階のテンソル
場と１粒子状態の対応を決定するには，T 2

H のみを処理すれば良い．
T

p`q

MN がT 2
H に属するとき，偏極テンソル uMN は

kLuLMpk, σq “ kLuMLpk, σq “ 0 (3.4.55)

を満たす．このとき，Lorentz変換 S P G0pk˚qに対する∆u
MN は

∆uM1M2p1 ` δSq “ kM1
˚ wM2

1 ` kM2
˚ wM1

2 ; (3.4.56)

wM2
1 “ ´

ÿ

j

aj{ω0u
jM2 , wM1

2 “ ´
ÿ

j

aj{ω0u
M1j. (3.4.57)

これより，すべての整合性条件を満たすのは

uMN “ kMαN ´ kNαM ` ckMkN (3.4.58)

となるとき．これは，場で表すと，

TMN “ BMAN ´ BNAM ` BMBNϕ (3.4.59)

また，残りのT 2
H の場は，次のゲージ変換に従うゲージ場 (P T 2

G )と見な
される：

δT
p˘q

MN “ BMξ
p1q

N ` BNξ
p2q

M . (3.4.60)

したがって，次の完全系列が成り立つ：

0 ÝÝÝÑ T 1
G ‘ T 0 j

ÝÝÝÑ T 2
H

π
ÝÝÝÑ T 2

G ÝÝÝÑ 0 (3.4.61)
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T 2のLorentz変換に対する既約分解と一粒子状態との対応は次のよう
になる：

T 2 SOpD ´ 1, 1q SOpD ´ 2q

S 2 //

tr

��1
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
1 S 2

tf r2 0pr´1qs
pD´1qpD`2q

2

H //

div

  A
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
A

S 2
tf,H : pD´2qpD`1q

2

π //

��

S 2
tf,H,G : r2 0pr´2qs

DpD´3q

2

T 1
H

π //

**VVV
VVVV

VVVV
VVV T 1

H,G : r1 0pr´2qs

pD ´ 2q

T 0 : 1 BMBNϕ

T 1 : SM “ BNS
MN

SMN “ σηMN : 1

A 2 : r0 1 0pr´2qs
DpD´1q

2

H //

div

##H
HH

HH
HH

HH
HH

HH
HH

A 2
H : pD´1qpD´2q

2

π //

))RRR
RRR

RRR
RRR

A 2
H,G : r0 1 0pr´3qs

pD´2qpD´3q

2

dT 1
H,G : r1 0pr´2qs

pD ´ 2q

T 1 : BM “ BNA
MN

(3.4.62)

(3) ３階テンソル場

(3-1) 完全対称テンソル 一般に，r階完全対称テンソル場 (P S 3) で
トレースがゼロとなる部分空間をS r

tf , さらに調和ゲージ条件を満たす
その部分空間をS r

tf,H, さらに，ゲージ変換 δSa1¨¨¨ar “ Ba1Sa2¨¨¨ar ` ¨ ¨ ¨ `

BarSa1¨¨¨ar´1(Sa1¨¨¨ar´1 P S r´1
tf,H ) による S 3

tf,Hの剰余空間をS 3
tf,H,Gとする．

このとき，D次元において，S 3は次のように，Lorentz変換に関して
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既約分解される：

T 3 SOpD ´ 1, 1q SOpD ´ 2q

S 3 tr //

( (RR
RRR

RRR
T 1 : D // ¨ ¨ ¨

S 3
tf : r3 0pr´1qs

DpD´1qpD`4q

6

div //

H
**UUU

UUUU
UU

S 2
tf : pD´1qpD`2q

2
// ¨ ¨ ¨

S 3
tf,H

π

++VVVV
VVVVV

VVVVV
// BS 2

tf,H

S 3
tf,H,G : r3 0pr´2qs

pD´2qpD´3qpD`2q

6

(3.4.63)

1粒子状態に対応する SOpD ´ 2qの既約表現との対応は次の通り：

SOpD ´ 1, 1q SOpD ´ 2q mul

S 3
tf : r3 0pr´1qs : DpD´1qpD`4q

6
ñ r3 0pr´2qs : pD´3qpD2´4q

6
ˆ1

r2 0pr´2qs : DpD´3q

2
ˆ2

r1 0pr´2qs : D ´ 2 ˆ3

r0 ¨ ¨ ¨ 0s : 1 ˆ4,

T 1 : r1 0pr´1qs : D ñ r1 0pr´2qs;D ´ 2 ˆ1

r0 ¨ ¨ ¨ 0s : 1 ˆ2
(3.4.64)

(3-2)完全反対称テンソル

T 3 SOpD ´ 1, 1q SOpD ´ 2q

A 3 : r0 0 1 0pr´3qs
DpD´1qpD´2q

6

div //

H
**TTT

TTTT
A 2

H : pD´1qpD´2q

2
// ¨ ¨ ¨

A 3
H : pD´1qpD´2qpD´3q

6
//

π
++WWWW

WWWWW
WW

dA 2
H – A 2

H,G
pD´2qpD´3q

2

A 3
H,G : r0 0 1 0pr´4qs

pD´2qpD´3qpD´4q

6

(3.4.65)

D ě 9のとき，1粒子状態に対応する SOpD ´ 2qの既約表現との対応は
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次の通り：

SOpD ´ 1, 1q SOpD ´ 2q mul

A 3 :: r0 0 1 0pr´3qs : DpD´1qpD´2q

6
ñ r0 0 1 0pr´4qs : pD´2qpD´3qpD´4q

6
ˆ1

r0 1 0pr´3qs : pD´2qpD´3q

2
ˆ2

r1 0pr´2qs : D ´ 2 ˆ1
(3.4.66)

D “ 3, ¨ ¨ ¨ , 8については，以下の通り：

D SOpD ´ 1, 1q SOpD ´ 2q

4 A1 ` A1 : 4 r1, 1s ñ Up1q : 1 ˆ 4

5 B2 : 10 r0 2s ñ A1 : 1 ` 3 r2s ˆ 2 ` 3 r2s

6 D3 : 10 r0 0 2s ` 10˚ r0 2 0s ñ A1 ` A1 : 4 r1, 1s ` p3 r0, 2s ` 3˚ r2, 0sq ˆ 2 ` 4 r1, 1s

7 B3 : 35 r0 0 2s ñ B2 : 10 r0 2s ` 10 r0 2s ˆ 2 ` 5 r1 0s

8 D4 : 56 r0 0 1 1s ñ D3 : p10 r0 0 2s ` 10˚ r0 2 0sq ` 15 r0 1 1s ` 6 r1 0 0s

(3.4.67)

(3-3) YT(2,1)型テンソル場 符号数 p2, 1qのヤング標準盤は，

B1 “
1 2

3

, B2 “
1 3

2

, (3.4.68)

今 3次の対称群の要素を

e “ id, α1 “ p2 3q, α2 “ p3 1q, α3 “ p1 2q, β1 “ p1 2 3q, β2 “ p1 3 2q

(3.4.69)

と名づけると，各ヤング盤に対応する水平置換群と垂直置換群は

HpB1q “ te, α3u, KpB1q “ te, α2u, (3.4.70a)

HpB2q “ te, α2u, KpB2q “ te, α3u. (3.4.70b)

これより，ヤングの対称子と対応する射影演算子は

c1 “ cpB1q “ pe ` α3qpe ´ α2q “ e ´ α2 ` α3 ´ β1 ñ ĉ1 “ e ´ α2 ` α3 ´ β2,

(3.4.71a)

c2 “ cpB2q “ pe ` α2qpe ´ α3q “ e ` α2 ´ α3 ´ β2 ñ ĉ2 “ e ` α2 ´ α3 ´ β1

(3.4.71b)
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したがって，３階テンソル場の SLpDqに関するYTp2, 1q型の既約成分は

T p2,1qpB1q “
␣

Tabc “ tabc ´ tcba ` tbac ´ tbca
ˇ

ˇ tabc P T 3
(

,(3.4.72a)

T p2,1qpB2q “
␣

Tabc “ tabc ` tcba ´ tbac ´ tcab
ˇ

ˇ tabc P T 3
(

.(3.4.72b)

各既約成分の次元は

dimpT p2,1qq “
∆pD ` 1, D ´ 1, D ´ 3, ¨ ¨ ¨ , 0q

∆pD ´ 1, D ´ 2, ¨ ¨ ¨ , 0q
“

1

3
DpD2 ´ 1q. (3.4.73)

(3-3-a) 例 T 3のベクトル空間としての基底を，T 1 “ V – RDの基底
を ea pa “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , D ´ 1qを用いて，eabc “ ea b eb b ecと表すことにす
る．このとき，例えば，D “ 2に対し，

T p2,1qpB1q “ xe112 ´ e211, e122 ´ e221y , (3.4.74a)

T p2,1qpB2q “ xe121 ´ e211, e122 ´ e212y . (3.4.74b)

また，GL3-同型対応 θ : T p2,1qpB1q Ñ T p2,1qpB2qを

θ : e112 ´ e211 ÞÑ e121 ´ e211, e122 ´ e221 ÞÑ e122 ´ e212 (3.4.75)

により定義すると，

ĉ1T
3 “ p´2 ` θqĉpB1qT

3. (3.4.76)

D “ 3のとき，YTp2, 1q型の既約成分は

T p2,1qpB1q “ xe112 ´ e211, e113 ´ e311, e122 ´ e221, e312 ´ e231 ` e132 ´ e231,

e223 ´ e322, e213 ´ e312 ` e123 ´ e321, e133 ´ e313, e233 ´ e332y,(3.4.77a)

T p2,1qpB2q “ xe121 ´ e211, e131 ´ e311, e122 ´ e212,´e231 ` e321 ` e123 ´ e213,

e132 ´ e312 ` e123 ´ e213, e133 ´ e313, e232 ´ e322, e233 ´ e323y.(3.4.77b)

(3-3-b) Tracefree part: SOpD ´ 1, 1q分解: T p2,1q

tf YTp2, 1q型テン
ソルのトレースは次のようになる：

B1 : pT p2,1qqap
p “ τa, pT p2,1qqpa

p “ 0, pT p2,1qqp
p
a “ ´τa;

τa ”
p1q

t a `
p2q

t a ´ 2
p3q

t a, (3.4.78a)

B2 : pT p2,1qqap
p “ τa, pT p2,1qqpa

p “ ´τa, pT p2,1qqp
p
a “ 0;

τa ”
p1q

t a ´ 2
p2q

t a `
p3q

t a. (3.4.78b)
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ここで，
p1q

t a “ tap
p,

p2q

t a “ tpa
p,

p3q

t a “ tp
p
a. (3.4.79)

これより，T p2,1qのトレースとトレースフリー部分への分解は

0 ÝÝÝÑ T p2,1q

tf

j
ÝÝÝÑ T p2,1q tr

ÝÝÝÑ T 1 ÝÝÝÑ 0 (3.4.80)

となり，トレースフリー部分の次元は

dim T p2,1q

tf “
DpD2 ´ 1q

3
´ D “

DpD2 ´ 4q

3
. (3.4.81)

(3-3-c)調和分解：T p2,1q

tf,H YTp2, 1qrB1s型テンソルに対して，k “ p1, 0, ¨ ¨ ¨ , 0, 1q

を基準光的ベクトルとして，

kcTcab “ tkab ` takb ´ 2tpabqk, (3.4.82a)

tcTacb “ 2tkrabs ` takb ´ tbka, (3.4.82b)

kcTabc “ tkba ` tbka ´ 2tkpabq (3.4.82c)

より，

divT ” kcTcab ‘ tcTacb ‘ kcTabc

–
@

vab ” tkab ` takb ´ 2tpabqk; a, b “ 0, ¨ ¨ ¨ , D ´ 1
D

.(3.4.83)

とおくと，次の短完全系列が成り立つ：

0 ÝÝÝÑ T p2,1q

tf,H

j
ÝÝÝÑ T p2,1q

tf
div

ÝÝÝÑ T 2
tf,H ‘ T 1

H ÝÝÝÑ 0. (3.4.84)

Tabc P T p2,1q

tf のとき，

vaa “ 0, vabk
b “ 0 (3.4.85)

となるので，D ě 4のとき，

dim divT p2,1q

tf “ D2´1´D ñ dim T p2,1q

tf,H “
DpD2 ´ 4q

4
´D2`D`1 “

pD ´ 3qpD2 ´ 1q

3
.

(3.4.86)
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(3-3-d) ゲージ不変自由度：T p2,1q

tf,H,G テンソル場 tabcのゲージ変換

δtabc “ ka
p1q

ξ bc ` kb
p2q

ξ bc ` kc
p3q

ξ ab (3.4.87)

に対して，そのYTp2, 1q既約成分は

B1 : δTabc “ kaχbc ` 2kbpχracs ´ kcχba; (3.4.88a)

χab ”
p1q

ξ ab `
p2q

ξ ab ´ 2
p3q

ξ pabq, (3.4.88b)

B2 : δTabc “ kaχ
1
bc ´ kbχ

1
ac ´ 2kcpχ

1
rabs; (3.4.88c)

χ1
ab ”

p1q

ξ ab `
p3q

ξ ba ´ 2
p2q

ξ pabq, (3.4.88d)

(3.4.88e)

と変換する．ここで，δTabcが再びT p2,1q

tf,H に属するための必要十分条件は，
χab(χ

1
ab)がT 2

tf,Hに属すること．これは，χabに対する 2D ´ 1 ` 1 “ 2D

個の拘束条件を与える．さらに，χabのゲージ変換

δχab “ ka
p1q

λ b ` kb
p2q

λ a (3.4.89)

に対し，T p2,1q

tf,H のゲージ自由度 δχT
p2,1q

abc は，B1タイプの場合，

δλpδχTabcq “ kakbλc ´ kbkcλa; λa “ 2
p1q

λ a ´
p2q

λ a (3.4.90)

と変換する．これがゼロとなるのは，

p2q

λ a “ 2
p1q

λ a ` σka (3.4.91)

となるときなので，χabの無効なゲージ変換は，１個のベクトル型自由度
λ1
aを用いて，

δχab “ kaλ
1
a ` 2kbλ

1
a; λ1

a “
p1q

λ a `
1

3
σka (3.4.92)

と表される．この自由度は，Dー 1.

したがって，分解

0 ÝÝÝÑ δT p2,1q

tf,H – BT 2
tf,H,G

j
ÝÝÝÑ T p2,1q

tf,H
π

ÝÝÝÑ T p2,1q

tf,H,G ÝÝÝÑ 0

(3.4.93)
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T 2,1 : DpD2´1q

3

tr //

tf��

T 1 : Dr1 0pr´1qs // ¨ ¨ ¨

T p2,1q

tf : r1 1 0pr´2qs
DpD2´4q

3

div˝div //

H˝div

**VVVV
VVVVV

VV

H

''OO
OOO

OOO
O

T 1
H

// ¨ ¨ ¨

T 2
tf,H

// ¨ ¨ ¨

T p2,1q

tf,H : pD´3qppD2´1q

3
//

π

%%KK
KK

KK
KK

KK
KK

KK
KK

KK
KK

BT 2
tf,G

//

**VVV
VVVV

VVVV

&&MM
MMM

MMM
MMM

MM
S 2

tf,H,G

A 2
H,G

T 1
H,G

T p2,1q

tf,H,G : DpD´2qpD´4q

3

図 1: ゼロ質量YTp2, 1q型テンソル場の既約分解の流れ図

において

dim BT 2
tf,H,G “ D2 ´ 2D ´ pD ´ 1q “ D2 ´ 3D ` 1, (3.4.94a)

dim BT p2,1q

tf,H,G “
1

3
pD ´ 3qpD2 ´ 1q ´ pD2 ´ 3D ` 1q “

1

3
DpD ´ 2qpD ´ 4q.

(3.4.94b)

(4) 4階以上のテンソル場 一般に n階テンソル場 TM1¨¨¨Mn P T nに対
して，

T n
H ”

␣

TM1¨¨¨Mn
ˇ

ˇ BNT
N ¨¨¨Mn “ ¨ ¨ ¨ “ BNT

M1¨¨¨N “ 0
(

, (3.4.95)

div : TM1¨¨¨Mn ÞÑ pBNT
N ¨¨¨Mn , ¨ ¨ ¨ , BNT

M1¨¨¨Nq (3.4.96)

とおくと，次の短完全系列が成り立つ：

0 ÝÝÝÑ T n
H

j
ÝÝÝÑ T n div

ÝÝÝÑ ‘nT n´1 ÝÝÝÑ 0 (3.4.97)

したがって，
T n – T n

H ‘
`

‘nT n´1
˘

(3.4.98)

したがって，帰納的に pn´ 1q階以下のテンソル場と１粒子状態の対応が
分かっているとすると，n階のテンソル場と１粒子状態の対応を決定する
には，T n

H のみを処理すれば良い．以下，D ě 3を仮定する．
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SOpD ´ 1, 1q m dim r1 1 0pr´2qs r1 1 0 0s r1 1 0s r1 1 1s r1 2s r3, 1s

`r1, 3s

D ě 9 D “ 8 D “ 7 D “ 6 D “ 5 D “ 4

T p2,1q

tf,H,G 1 DpD´2qpD´4q

3
r1 1 0pr´3qs r1 1 1s r1 2s r3, 1s r4s ´

`r1, 3s

S 2
tf,H,G 2 DpD´3q

2
r2 0pr´2qs r2 0 0s r2 0s r2, 2s r4s 2

A 2
H,G 2 pD´2qpD´3q

2
r0 1 0pr´3qs r0 1 s r0 2s r0, 2s r2s 1

`r2, 0s

T 1
H,G 4 ` 1 D ´ 2 r1 0pr´2qs r1 0 0s r1 0s r1, 1s r2s 2

T 0 2 ` 2 1 r0pr´1qs r0 0 0s r0 0s r0, 0s r0s 1

表 7: YTp2, 1q型のテンソル場の SOpD´ 1, 1qに関する既約分解と，１粒
子状態を表す SOpD ´ 2qに関する既約表現の対応

D SOpD ´ 2q ´ rep D “ 4 helicity contents

˘2 ˘1 0

11 : 231 r1 1 0 0s Ñ 7 49 119

10 : 160 r1 1 0s Ñ 6 36 76

9 : 105 r1 1 0s Ñ 5 25 45

8 : 65 r1 1 1s Ñ 4 16 24

7 : 36 r1 2s Ñ 3 9 11

表 8: D次元における YTp2, 1q型テンソル場の４次元への次元低下で得
られる１粒子状態のヘリシティ
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T n
H の分解 T n

H の元に属する場の偏極テンソル uM1¨¨¨Mnpk˚, σqに対し，

∆u¨¨¨j¨¨¨p¨¨¨
σ p1 ` δSq “ ´ajpk˚N{ω0qu¨¨¨N ¨¨¨p¨¨¨ ` ¨ ¨ ¨ ´

ÿ

i

aiu
¨¨¨j¨¨¨i¨¨¨ (3.4.99)

より，

∆uM1¨¨¨Mn “ kM1
˚ λM2¨¨¨Mn

1 ` ¨ ¨ ¨ ` kMi
˚ λ

pM1¨¨¨Mnq{Mi

i ` ¨ ¨ ¨ ` kMn
˚ λM1¨¨¨Mn´1

n .

(3.4.100)

すなわち，

δTM1¨¨¨Mn “ BM1ΛM2¨¨¨Mn
1 ` ¨ ¨ ¨ ` BMiΛ

pM1¨¨¨Mnq{Mi

i ` ¨ ¨ ¨ ` BMnΛM1¨¨¨Mn´1
n .

(3.4.101)

これより，次の図式が得られる：

‘nT n´1
H

Bn
��

‘np‘n´1T n´2
H q

Bn´1
��

¨ ¨ ¨ ‘ nCkp‘kT k´1
H q

Bk
��

¨ ¨ ¨ ‘nT 0

B1
��

T n
H

��

‘nT n´1
H

–
hhQQQQQQQQQQ

Bnoo

��

¨ ¨ ¨
B1
n´1oo ‘ nCkT k

H

B1
k`1oo

jk
ffNNNNNNNNNN

��

¨ ¨ ¨
B1
koo ‘nT 1

H

B1
2oo

j1
bbEEEEEEEE

��

T 0
B1
1oo

j0
ccFFFFFFFF

T n,n
G

��

T n,n´1
G

��

¨ ¨ ¨ T n,k
G

��

¨ ¨ ¨ T n,1
G

��
0 0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0

(3.4.102)

ここで， α “ rα1, ¨ ¨ ¨ , αmsに対し，

tαu “ tα1, ¨ ¨ ¨ , αmu, (3.4.103)

BMα “ BMα1 ¨ ¨ ¨ BMαm , (3.4.104)

Mα “ Mα1 ¨ ¨ ¨ , Mαm . (3.4.105)

˚α “ p1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq{pα1, ¨ ¨ ¨ , αmq (3.4.106)

として

Bk : ‘kT k´1
H Q ‘k

i“1Λ
Mtα{αiu

t α̊u,αi
ÞÑ

k
ÿ

i“1

BMαiΛ
Mα{αi

t α̊u,αi
P T k

Htαu (3.4.107a)

B1
k : ‘ nCk´1T k´1

H Q ‘βT
Mβ

β̊ ÞÑ ‘α

k
ÿ

i“1

BMαiT
Mα{αi

t α̊,αiu
P ‘ nCkT k

H(3.4.107b)

jk : ‘ nCkT k
H Q ‘βT

Mβ

β̊ ÞÑ ‘α ‘k`1
i“1 T

Mα{αi

t α̊,αiu
P ‘ nCk`1p‘k`1T k

H q(3.4.107c)
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ただし，Bk`1jk “ B1
k`1で，

Im BnB1
n´1 ¨ ¨ ¨ B1

k`1Bk “ Im BnB1
n´1 ¨ ¨ ¨ B1

k`1Bk1 (3.4.108)

となる．また，上の図式において，

T n,k
G ” T n,k

H {T n,k´1
H : T n,k

H ” Im BnB1
n´1 ¨ ¨ ¨ B1

k`1 (3.4.109)

で，縦の系列は完全である．なお，

Im BnB1
n´1 ¨ ¨ ¨ B1

k “ Im BnB1
n´1 ¨ ¨ ¨ B1

k`1Bk (3.4.110)

なので，

T n,k
G – BnB1

n ¨ ¨ ¨ B1
k`1

`

‘ nCk
`

T k
H { ‘k T k´1

H

˘˘

(3.4.111)

である．
これらより，

T n
H – T n,n

G ‘ T n,n´1
G ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ T n,k

G ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ T n,1
G ‘ T 0 (3.4.112)

が成り立つ．ここで，

dim T k
H “ Dk ´ kDk´1 ` kC2D

k´2 ´ ¨ ¨ ¨ ` p´1qk kCk “ pD ´ 1qk (3.4.113a)

dim T n,k
H “ nCk ˆ dim T k

H ´ p nCk ´ 1q, (3.4.113b)

dim T n,k
G “ dim T n,k

H ´ dim T n,k´1
H pk “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq

“ “
n!

k!pn ´ k ` 1q!

␣

pn ´ k ` 1qpD ´ 1qk ´ kpD ´ 1qk´1 ´ n ` 2k ´ 1
(

(3.4.113c)

が成り立つ．
以上の分解を，完全対称テンソルに限定すると，次の図式が得られる：

S n´1
H

Bn
��

S n´2
H

Bn´1
��

¨ ¨ ¨ S k´1
H

Bk
��

¨ ¨ ¨ S 0

B1
��

S n
H

��

S n´1
H

–
ddHHHHHHH

Bnoo

��

¨ ¨ ¨
Bn´1oo S k

H

Bk`1oo

–
bbDDDDDDD

��

¨ ¨ ¨
Bkoo T 1

H

B2oo

–
``AAAAAAA

��

T 0B1oo

–
``BBBBBBB

S n
G

��

S n´1
G

��

¨ ¨ ¨ S k
G

��

¨ ¨ ¨ S 1
G

��
0 0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0

(3.4.114)
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これより，

S n
H – S n

G ‘ S n´1
G ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ S k

G ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ S 1
G ‘ T 0 (3.4.115)

および，

dim S k
H “ D`k´1Ck ´ D`k´2Ck´1 “ D`k´2Ck, (3.4.116a)

dim S n,k
H “ dim S k

H , (3.4.116b)

dim S k
G “ dim S n,k “ dim S k

H ´ dim S k´1
H “ D`k´3Ck(3.4.116c)

が成り立つ．
また，完全反対称テンソルに限定すると，次の図式を得る：

A n´1
H

d
��

A n´2
H

d
��

A n
H

��

A n´1
H

–
ddHHHHHHH
doo

��

A n´2
H

doo

–
ddHHHHHHH

A n
G

��

A n´1
G

��
0 0

(3.4.117)

ここで，水平方向の系列は完全．これより，

A n
H – A n

G ‘ A n´1
G (3.4.118)

および

dim A k
H “ DCk ´ DCk´1 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1q, DC0 “ D´1Ck pk “ n, n ´ 1q,(3.4.119a)

dim A n
G “ D´2Cn. (3.4.119b)

が成り立つ．
最後に，整合性条件が満たされるのは

∆uM1¨¨¨Mn ” kM1
˚ λM2¨¨¨Mn

1 ` ¨ ¨ ¨ ` kMn
˚ λM1¨¨¨Mn´1

n “ 0, (3.4.120)

λα “ ´aiu
M p̊αq (3.4.121)

この式において，添え字M1, ¨ ¨ ¨ ,Mnの一個を p “ 0, D ´ 1，残りを
j1, ¨ ¨ ¨ , jn´1 “ 1, ¨ ¨ ¨ , D ´ 2とおくと，

uj1¨¨¨jn “ 0, i1, ¨ ¨ ¨ , in “ 1, ¨ ¨ ¨ , D ´ 2 (3.4.122)
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これより，T n,n
G は，T n

H においてゲージ不変なテンソルで表される成分
を持たない．
一方，1 ď Mα ď D ´ 2となる αが１個の成分については，

uM1¨¨¨Mα´1iMα¨¨¨Mn´1pk˚q “ uipαqk
M1
˚ ¨ ¨ ¨ kMn´1

˚ ; uip1q ` uip2q ` ¨ ¨ ¨ ` uipnq “ 0.

(3.4.123)

より，T n,1
G は，T n

H においてゲージ不変なテンソル表現をもつ成分を pn´

1q個持つ：

T n,1
H Q TM1¨¨¨Mn “ BM2 ¨ ¨ ¨ BMnVp1qM1 ` ¨ ¨ ¨ ` BM1 ¨ ¨ ¨ BMn´1VpnqMn ,

BMV
M

pαq “ 0, V M
p1q ` ¨ ¨ ¨ ` V M

pnq “ 0,

δGVpαqM “ BMΛpαq;
n
ÿ

α“1

Λpαq “ 0 (3.4.124a)

また，すべての添え字が 0, D ´ 1のとき，

up1¨¨¨pn “ ckp1 ¨ ¨ ¨ kpn (3.4.125)

より，
T n,0
H – T 0 : TM1¨¨¨Mn “ BM1 ¨ ¨ ¨ BMnϕ (3.4.126)

もゲージ不変．

T n
H,tf の分解 l˚を

k˚ ¨ l˚ “ ´1, l˚ ¨ l˚ “ 0 (3.4.127)

を満たす光的ベクトルとして，任意の TM1¨¨¨Mn P T n
H に対して，

3.4.4 スカラ場

3.4.4.1 古典論

作用

S “

ż

dn`1x

ˆ

´
1

2
pBΦq2 ´

m2

2
Φ2

˙

. (3.4.128)

場の方程式
lΦ ´ m2Φ “ 0. (3.4.129)
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Klein-Gordon内積

NpΦ1,Φ2q “ i

ż

Σ

dΣµΦ:
1

Ø

B µΦ2. (3.4.130)

解の基本系

Φkpxq “ e´iωt`ik¨x, Φkpxq˚;

NpΦk,Φk1q “ 2ωpkqV δk,k1 “ 2ωpkqp2πqnδpk ´ k1q.(3.4.131)

正準形式共役運動量をΠ “ 9Φとして，

L “ 9ΦΠ ´ H ; (3.4.132)

H “
1

2
Π2 `

m2

2
Φ2. (3.4.133)

3.4.4.2 量子論

体積 V の直方体内の実自由場Φを考える（多成分でもよい）．（周期境
界条件の下で）Φが従う方程式の解の完全系をΦk,ιpxq “ uιpkq exppik ¨xq

として，次のように規格化する：

NpΦk,ι,Φk1,ι1q “ CιpkqV δk,k1

ô 2ωpkquιpkquι1pkq: “ διι1Cιpkq (3.4.134a)

このとき， k0 “ ω “ pk2 ` m2q1{2として，

Φpxq “
1

V

ÿ

k,ι

`

uιpkqαιpkqeik¨x ` uιpkq˚αιpkq:e´ik¨x
˘

“

ż

dnk

p2πqn

`

uιpkqαιpkqeik¨x ` uιpkq˚αιpkq:e´ik¨x
˘

.(3.4.135)

と展開すると，

NpΦk,ι,Φq “ Cιpkqαιpkq, NpΦ˚
k,ι,Φq “ ´Cιpkq˚αιpkq: (3.4.136)

より，CCR

rΦpxq, 9Φ:px1qs “ iδnpx´ x1q (3.4.137)
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は

rαιpkq, αι1pk
1q:s “

V

Cιpkq
δι,ι1δk,k1 “

p2πqn

Cιpkq
δι,ι1δ

npk ´ k1q. (3.4.138)

これより，

x0|Φpxqαιpkq:|0y “
uιpkq

Cιpkq
eik¨x. (3.4.139)

さらに，

H “

ż

V

dnx
1

2

´

| 9Φ|2 ` |∇Φ|2 ` m2|Φ|2
¯

(3.4.140)

に対して，

H “
ÿ

k,ι

ωpkq

ˆ

Cιpkq

V
αιpkq:αιpkq `

1

2

˙

“

ż

dnk

p2πqn
ωpkq

ÿ

ι

ˆ

Cιpkqαιpkq:αιpkq `
V

2

˙

. (3.4.141)

以上より，Cιpkq “ V と取れば，αk,ιは標準的な消滅演算子 ak,ιとなる．
Feynman伝搬関数は

@

T pΦapxqΦbpyqq
D

“ δab
ż

dn`1k

p2πqn`1

´i

k2 ` m2 ´ iϵ
eik¨px´yq. (3.4.142)

3.4.5 電磁場

3.4.5.1 古典論

作用 (Landauゲージ）

S “

ż

dn`1x

ˆ

´
1

4
FµνF

µν ´ BBµA
µ

˙

. (3.4.143)

場の方程式

BνFµν ` BµB “ 0, (3.4.144a)

BµA
µ “ 0. (3.4.144b)

これより，

lAµ ` BµB “ 0, (3.4.145a)

lB “ 0. (3.4.145b)
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正準理論
Ei “ Fi0 “ BiA0 ´ 9Ai (3.4.146)

とおくと，

L “ ´Ej 9Aj ` B 9A0 ´ H ;

H “
1

2
EjE

j `
1

4
FijF

ij ´ EjBjA0 ` BBiA
i. (3.4.147)

運動方程式は

9Aj “ ´Ej ` BjA0, (3.4.148a)

9Ej “ BkEjk ´ BjB, (3.4.148b)

9A0 “ BjA
j, (3.4.148c)

9B “ ´BiE
i. (3.4.148d)

一般解 lに対する遅延Green関数が

∆Rpxq “ θpx0q∆pxq;

∆pxq “ `i

ż

dn`1p

p2πqn
ϵpp0qδpp2qeip¨x (3.4.149)

で与えられる：
l∆Rpxq “ δn`1pxq. (3.4.150)

これより，一般解は ω “ |p|, p “ pω,pqとして，

Bpxq “

ż

dnp

p2πqn

`

bppqeip¨x ` bppq˚e´ip¨x
˘

, (3.4.151)

Aµpxq “ ´

ż

t“0

dny∆Rpx ´ yq
Ø

B tAµpyq `

ż

tě0

dn`1y∆Rpx ´ yqp´BµBpyqq

“

ż

dnp

p2πqn
1

2ω

`

αµppqeip¨x ` αµppq˚e´ip¨x
˘

`

ż

dnp

p2πqn
pµ

4ω2

“

bppq
␣

2ωt ´ i
`

1 ´ e2iωt
˘(

eip¨x ` cc
‰

. (3.4.152)

ただし，bと αµには次の関係がある：

aLppq :“ α0ppq `
pj

ω
αjppq “ i pbppq ´ bp´pq˚q . (3.4.153)
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3.4.5.2 量子論

一般解より，基本場は作用素 αppq, bppqを用いて

Bpxq “

ż

dnp

p2πqn

`

bppqeip¨x ` bppq:e´ip¨x
˘

, (3.4.154)

Aµpxq “

ż

dnp

p2πqn
1

2ω

`

αµppqeip¨x ` αµppq:e´ip¨x
˘

`

ż

dnp

p2πqn
pµ

4ω2

“

bppq
␣

2ωt ´ i
`

1 ´ e2iωt
˘(

eip¨x ` hc
‰

.(3.4.155)

ただし，

aLppq :“ α0ppq `
pj

ω
αjppq “ i

`

bppq ´ bp´pq:
˘

. (3.4.156)

これより，t “ 0で

Bp0, rq “

ż

dnp

p2πqn

`

bppq ` bp´pq:
˘

eip¨r, (3.4.157a)

Aµp0, rq “

ż

dnp

p2πqn
1

2ω

`

αµppq ` αµp´pq:
˘

eip¨r, (3.4.157b)

9Aµp0, rq “

ż

dnp

p2πqn
´i

2

`

αµppq ´ αµp´pq:
˘

eip¨r, (3.4.157c)

Ejp0, rq “

ż

dnp

p2πqn
i

2ω

␣

pjpα0ppq ` α0p´pq:q ` ωpαjppq ´ αjp´pq:q
(

eip¨r

(3.4.157d)

これらを b, αµについて解くと，

bppq “

ż

dnr
␣

ωBp0, rq ´ pjEjp0, rq
(

e´p¨r, (3.4.158a)

a0ppq “

ż

dnr
␣

ωA0p0, rq ´ pjAjp0, rq
(

e´p¨r, (3.4.158b)

ajppq “

ż

dnr
␣

ωAjp0, rq ´ pjA0p0, rq ´ iEjp0, rq
(

e´p¨r.(3.4.158c)

よって，正準交換関係は

aιppq “ ϵµι ppqαµppq; (3.4.159)

ϵι ¨ ϵι1 “ διι1 , p ¨ ϵι “ 0, (3.4.160)
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とおくと

raιppq, aι1pp
1qs “ 0, (3.4.161a)

raιppq, aι1pp
1q:s “ 2ωδιι1p2πqnδpp´ p1q, (3.4.161b)

rα0ppq, aι1pp
1qs “ rα0ppq, aι1pp

1q:s “ 0, (3.4.161c)

rbppq, aι1pp
1qs “ rbppq, aι1pp

1q:s “ 0, (3.4.161d)

rα0ppq, α0pp
1qs “ rα0ppq, α0pp

1q:s “ 0, (3.4.161e)

rbppq, bpp1qs “ rbppq, bpp1q:s “ 0, (3.4.161f)

rα0ppq, bpp1q:s “ 0, (3.4.161g)

rα0ppq, bppqs “ iωp2πqnδpp` p1q. (3.4.161h)

p̂µを
pp̂µq “ p1, pj{ωq (3.4.162)

により導入すると，

ηµν “
ÿ

ι

ϵιµϵιν ` k̂µk̂ν ` k̂µδ
0
ν ` k̂νδ

0
µ (3.4.163)

より，

αµppq “ ϵιµaιppq ` k̂µpaLppq ` α0ppqq ` δ0µaLppq. (3.4.164)

真空 |0yを
aιppq|0y “ bppq|0y “ α0ppq:|0y “ 0 (3.4.165)

により定義し，これから Fock空間H を構成する．さらに，物理状態の
空間 H̃Phys Ă H と物理的作用素OPhysを

Φ P H̃Phys ô bppqΦ “ 0, @p, (3.4.166a)

O P OPhys ô OH̃Phys, O
:H̃Phys Ă H̃Phys (3.4.166b)

により定義すると，

OPhys “ă aι, a
:
ι , b, b

: ą, (3.4.167a)

H̃Phys “
␣

O|0y
ˇ

ˇ O Pă a:
ι , b

: ą
(

(3.4.167b)

となる．ただし，Φ,Ψ P H̃Physに対し，

xΨ|bppq:|Φy “ 0 (3.4.168)
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より，

H̃null “

!

Φ P H̃Phys

ˇ

ˇ

ˇ
xΦ|Φy “ 0

)

, (3.4.169)

HPhys “ H̃Phys{H̃null (3.4.170)

とおくと，HPhysは正計量Hilbert空間となり，

HPhys »
␣

O|0y
ˇ

ˇ O Pă a:
ι ą

(

, (3.4.171)

bppqHPhys “ 0, bpp:qHPhys “ 0. (3.4.172)

aLの作用は (3.4.156)より

aLHPhys “ 0. (3.4.173)

また，Lorentz変換に対して，

ϵ1
ι
µpp1q “ ϵµι ppq ` cpµ (3.4.174)

となるので，
a1
ι “ aι ` cωaL (3.4.175)

より，
a1
ιΦ “ aιΦ, @Φ P HPhys. (3.4.176)

a:
ι についても同様． さらに，j

µppqが pµj
µ “ 0を満たすとき，

jµαµΦ “
ÿ

ι

jµϵιµaιΦ, @Φ P HPhys. (3.4.177)

3.4.6 4次元スピノール場

γ行列は次の関係式を満たすとする：

γaγb ` γbγa “ 2ηab. pγaq: “ γa. (3.4.178)

ただし，η “ r´ ` ``s.
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3.4.6.1 古典論：一成分Diracスピノール

作用積分の構造 一般に，ローレンツ不変性のみの観点からは，スピノー
ル場に対する運動項のラグランジュ密度関数としては，１階微分を含む
項 ψ̄γaBaψと２階微分を含む項 ψ̄lψが考えられる．
後者は，ϕを質量次元１のスピノール場として，ラグランジュ密度関
数が

L “ i∇ϕ̄ ¨ ∇ϕ̄ ´
i

2
m
´

ϕ̄{Bϕ ` {Bϕϕ
¯

(3.4.179)

となる．したがって，運動方程式と一般解は

{Bp{B ` mqϕ “ 0

ñ ϕ “ ϕ1 ` ϕ2; p{B ` mqϕ1 “ 0, {Bϕ2 “ 0 (3.4.180)

で与えられる．これは，この理論が質量mと質量ゼロの２つの系からな
り，ローレンツ群の表現として既約でないことを意味する．
以上のことより，ラグランジュ密度関数におけるスピノール場の運動
項は，１階微分のみを含み，それについて線形となる．この結果は，次
元によらず成り立つ．

作用 Diracスピノール ψで書くと，

S “

ż

d4x
`

´iψ̄γµBµψ ` imψ̄ψ
˘

“

ż

d4x
i

2

`

´ψ̄γµBµψ ` Bµψ̄γ
µψ ` 2mψ̄ψ

˘

.

(3.4.181)

場の方程式
pγµBµ ´ mqψ “ 0. (3.4.182)

一般解 カイラル表示では，この方程式は次のように分解される：

pBt ´ σ ¨ ∇qψR “ ´imψL, (3.4.183a)

pBt ` σ ¨ ∇qψL “ ´imψR. (3.4.183b)

Fourier変換
ψpxq “ uppqeip¨x (3.4.184)

により，
˜

p0 ` p ¨ σ ´m

´m p0 ´ p ¨ σ

¸˜

uR
uL

¸

“ 0. (3.4.185)
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この解は，E “ pp2 ` m2q1{2として，

p0 “ E : uR “ pE ´ p ¨ σqχL, uL “ mχL

or uR “ mηR, uL “ pE ` p ¨ σqηR, (3.4.186a)

p0 “ ´E : uR “ pE ` p ¨ σqχL, uL “ ´mχL

or uR “ ´mηR, uL “ pE ´ p ¨ σqηR. (3.4.186b)

解の基底 upιqppq, vpιqppq(ι “ 1, 2)を

upιqRppq “
E ` m ´ p ¨ σ
a

2EpE ` mq
χpιqL, upιqLppq “

E ` m ` p ¨ σ
a

2EpE ` mq
χpιqL;

ÿ

ι

χpιqχpιq: “ I2, (3.4.187)

vpιqRppq “
E ` m ´ p ¨ σ
a

2EpE ` mq
ηpιqL, vpιqLppq “ ´

E ` m ` p ¨ σ
a

2EpE ` mq
ηpιqL;

ÿ

ι

ηpιqηpιq: “ I2 (3.4.188)

とおくと，基本解は

Upιqppxq “ upιqppqe´iEt`p¨x pι “ 1, 2q, (3.4.189a)

Vpιqppxq “ vpιqppqeiEt´p¨x pι “ 1, 2q (3.4.189b)

このとき，内積を

Npψ, χq “ ´

ż

d3xψ̄γ0χ (3.4.190)

と定義すると，

NpUpιqp, Upι1qqq “ p2πq3δι,ι1δ
3pp´ qq, (3.4.191a)

NpUpιqp, Vpι1qqq “ 0, (3.4.191b)

NpVpιqp, Vpι1qqq “ p2πq3δι,ι1δ
3pp´ qq. (3.4.191c)

3.4.6.2 古典論：多成分カイラルスピノール系

Creation: 2020/7/7

Update: 2020/7/7

Source: RM20200707 QFT-FM
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必要なら荷電共役変換を施すことにより，すべてのスピノール場を chi-

ralityが左ないし右のみのスピノール場 ψa(a “ 1, ¨ ¨ ¨ , N)を用いて記述
することができる．この記述では，自由フェルミ粒子系の Lagrangianは

L “ ´i
ÿ

a

ψ̄a{Bψa `
1

2

ÿ

ab

`

Mab
TψaCψb ´ M˚

abψ̄apψbq
c
˘

(3.4.192)

と表される．ここで，C は荷電共役行列 C “ Bγ0, pψaq
c “ B´1ψ˚

a , Mab

は対称行列である．
場の方程式は，

´i{Bψa ´
ÿ

b

M˚
abpψbq

c “ 0, (3.4.193a)

´i{Bpψaq
c `

ÿ

b

Mabψb “ 0 (3.4.193b)

で与えられる．これより，フェルミ粒子系の質量固有値の２乗が，非負
エルミート行列

M2
f “

˜

M :M 0

0 MM :

¸

(3.4.194)

の固有値で与えられる．

3.4.6.3 量子論：複素スピノール

正準交換関係は

rψαpt,xq, ψβpt,x1qs` “ 0, rψαpt,xq, ψ˚
βpt,x1qs` “ δαβ δ

3px´ x1q.

(3.4.195)

ψを

ψpxq “

ż

d3p

p2πq3{2

ÿ

ι

´

apιqpUpιqppxq ` b:

pιqpVpιqppxq

¯

,(3.4.196a)

ψ:pxq “

ż

d3p

p2πq3{2

ÿ

ι

´

bpιqpV
:

pιqppxq ` a:

pιqpU
:

pιqppxq

¯

,(3.4.196b)

と基本解で展開すると，

NpUpιqp, ψq “ p2πq3{2apιqp, Npψ,Upιqpq “ p2πq3{2a:

pιqp, (3.4.197a)

NpVpιqp, ψq “ p2πq3{2b:

pιqp, Npψ, Vpιqpq “ p2πq3{2bpιqp, (3.4.197b)
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より，正準交換関係は生成消滅演算子に対する次の交換関係を与える：

rapιqp, apι1qqs` “ 0, rapιqp, a
:

pι1qqs` “ δι,ι1δ
3pp´ qq,(3.4.198a)

rapιqp, bpι1qqs` “ rapιqp, b
:

pι1qqs` “ 0, (3.4.198b)

rbpιqp, bpι1qqs` “ 0, rbpιqp, b
:

pι1qqs` “ δι,ι1δ
3pp´ qq. (3.4.198c)

空間運動量 pの解空間の中で，正エネルギー解の空間への射影をP`，
付エネルギー解の空間への射影をP´とおくと，

P`ppq “
ÿ

ι

upιqppqupιqppq: “
1

2E

˜

E ´ p ¨ σ m

m E ` p ¨ σ

¸

,(3.4.199a)

P´ppq “
ÿ

ι

vpιqp´pqvpιqp´pq: “
1

2E

˜

E ` p ¨ σ ´m

´m E ´ p ¨ σ

¸

.(3.4.199b)

これより，特に

P` ` P´ “ I4, (3.4.200a)

P` ´ P´ “
γjpj ´ im

E
γ0. (3.4.200b)

この結果を用いると，Feynman伝搬関数は
@

T pψpxqψ̄pyqq
D

“

ż

d4p

p2πq4
i

{p ` im ` ϵ
eip¨px´yq. (3.4.201)

3.4.6.4 量子論：Majoranaスピノール

Majorana質量をもつスピノールは，4次元スピノール表現では形式的
にDirac質量をもつMajoranaスピノール

ψ˚ “ Bψ ô ψ̄ “ ψTC (3.4.202)

として実現される．このMajorana条件は，モード展開では

bV̄ ` a:Ū “ aUTC ` b:V TC (3.4.203)

と表される．モード関数の時間依存性を考慮すると，これは

V̄ “ UTC, (3.4.204a)

bpιqp “ apιqp (3.4.204b)

と同等になる．これらのうち最初のモード関数に対する条件は，パラメー
タースピノールに対する次の関係と同等：

ηpιqR “ ´σ2χ
˚
pιqL. (3.4.205)
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3.4.6.5 混合

質量対角化の一般論 一般に，左巻きWeylスピノールのみによる表示の
もとで，一般的な質量項は

Lm “

N
ÿ

j,k“1

Mjkχ
T
j σ2χk ` h.c. (3.4.206)

ここで，M “ pMjkqj,k“1,¨¨¨ ,N は対称行列．この対称行列を

M “ Rrm1, ¨ ¨ ¨ ,mN sR´1 (3.4.207)

と実直交行列Rで対角化すると，

Lm “
ÿ

j

mju
T
j σ2uj ` h.c.. (3.4.208)

ここで，
χj “

ÿ

k

Rjkuk. (3.4.209)

例えば，Diracスピノール ψを２つの左巻きWeylスピノール χ1, χ2を
用いて

ψ “

˜

´σ2χ
˚
2

χ1

¸

(3.4.210)

と表すと，Dirac質量項は

imψ̄ψ “ mψ:
RψL ` h.c. “

m

2

`

χT2 σ2χ1 ` χT1 σ2χ2

˘

` h.c.. (3.4.211)

対応する対角化は

imψ̄ψ “
m

4

␣

pχ1 ` χ2q
Tσ2pχ1 ` χ2q ´ pχ1 ´ χ2q

Tσ2pχ1 ´ χ2q
(

` h.c..

(3.4.212)

これより，絶対値の等しい固有値が存在すると，それらをDirac質量をも
つDiracスピノールに組むことができる．逆に，固有値の絶対値がすべて
異なると，そのようなことはできず，質量固有状態はMajorana質量項を
用いてのみ表現可能で，保存する粒子数は定義できない．
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SeeSaw 左巻きスピノール νLと右巻きスピノール νRに対して，質量
項が

Lm “ imDν̄RνL ` iMν̄RCν̄
T
R ` h.c.

“
mD

2
pνTL ν

˚
R ´ ν:

RνLq ` Mν:
Rσ2ν

˚
R ` h.c. (3.4.213)

で与えられるとする．この質量項は

χ1 “ νL, χ2 “ σ2ν
˚
R (3.4.214)

とおくと，質量行列

M “

˜

0 mD{2

mD{2 M

¸

(3.4.215)

に相当．これは

M “ Rpθqrm1,m2sRp´θq; (3.4.216)

m1 “ ´
m2
D

2Mp1 ` rq
, m2 “

1 ` r

2
M, (3.4.217)

cos θ “

ˆ

1 ` r

2r

˙1{2

, sin θ “
mD

2M

ˆ

2

rp1 ` rq

˙1{2

, (3.4.218)

r :“

c

1 `

´mD

M

¯2

(3.4.219)

と対角化される．
Majoranaスピノール

ψ “

˜

´σ2χ
˚

χ

¸

(3.4.220)

は，次の方程式に従う：

ipBt ` σjBjqχ “ mσ2χ
˚ (3.4.221)

この方程式の一般解は

χpxq “

ż

d3p
“

pE ` p ¨ σqvppqe´iEt ` mσ2v
˚ppqeiEt

‰

eip¨x (3.4.222)

χpxqの t “ 0での値を

χp0,xq “

ż

d3pχ̂ppqeip¨x (3.4.223)
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とおくと，vppqは χ̂ppqを用いて

vppq “
1

2m2
pE ´ p ¨ σqχ̂ppq ´

1

2m
σ2χ̂ppq˚ (3.4.224)

と表される．

3.4.7 離散変換C, P , T

P T C

P ´ ´ `

H ` ` `

J ` ´ `

K ´ ` `

ϕpxq η˚ϕpPxq ζ˚ϕp´Pxq ξ˚ϕ˚pxq

vµpxq ´η˚Pµ
νv

νpPxq ζ˚Pµ
νp´Pxq ξ˚vµ˚pxq

ψpxq η˚βψpPxq ´ζ˚γ5Cψp´Pxq ´ξ˚βCψ˚pxq

ここで，β “ iγ0. 4次元の場合，chiral表示で

β “

˜

0 I2
I2 0

¸

, C “

˜

iσ2 0

0 ´iσ2

¸

. (3.4.225)

3.4.8 Green関数

Whiteman関数:

W px, yq :“ x0|ΦpxqΦpyq|0y (3.4.226)

とおくと，

W px, yq “

ż

dnk

p2πqn2ω
eik¨px´yqPk. (3.4.227)

ここで，行列

Pk :“
ÿ

ι

2ω

Ck,ι

uk,ιu
˚
k,ι (3.4.228)

は，規格化条件
2ωu˚

k,ιuk,ι1 “ Ck,ιδι,ι1 (3.4.229)

より，性質
Pkuk,ι “ uk,ι (3.4.230)

をもつ polarisation空間での射影作用素．
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Feymann伝播関数 :

x0|T pΦpxqΦpyqq|0y “ ∆Fpx ´ yq, (3.4.231)

∆Fpxq “ θpx0qW px, 0q ` θp´x0qW p0, xq (3.4.232)

および

1

2πi

ż 8

´8

dk0
e´ik0x0

k2 ` m2 ´ iϵ
“

1

2ω

´

θpx0qe´iωx0 ` θp´x0qeiωx
0
¯

(3.4.233)

より，

∆Fpxq “

ż

dn`1k

p2πqn`1

´iPk
k2 ` m2 ´ iϵ

eik¨x. (3.4.234)
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3.5 S行列と反応率

3.5.1 一般公式

一粒子状態を

boson :
@

0|αιpkqαι1pk
1q:|0

D

“ CιpkqV δι ι1δk,k1 , (3.5.1a)

fermion :
@

0|aσppqaσ1pp1q:|0
D

“ V δσ σ1δp,p1 ,
@

0|bσppqbσ1pp1q:|0
D

“ V δσ σ1δp,p1 (3.5.1b)

と規格化し，モード関数を

boson :
@

0|Φpxqαιpkq:|0
D

“ Φk,ιpxq, (3.5.2a)

fermion :
@

0|Ψpxqaσppq:|0
D

“ Up,ιpxq,
@

0|Ψpxq:bσppq:|0
D

“ Vp,ιpxq: (3.5.2b)

により定義すると，

boson : Φpxq “
1

V

ÿ

k,ι

1

Cιpkq

`

Φk,ιpxqαιpkq ` Φk,ιpxq˚αιpkq:
˘

,

(3.5.3a)

fermion : Ψpxq “
1

V

ÿ

p,σ

`

Up,σpxqaσppq ` Vp,σpxqbσppq:
˘

.

(3.5.3b)

正準交換関係より

boson : αιpkq “ NpΦk,ι,Φq ” i

ż

dnxpΦk,ιpxq,
Ø

B Φpxqq,(3.5.4a)

fermion : aσppq “ NpUp,σ,Ψq ”

ż

dnxUp,σpxq:Ψpxq, (3.5.4b)

: bσppq “ NpΨ, Vp,σq ”

ż

dnxΨpxq:Vp.σpxq. (3.5.4c)

これより，モード関数の規格化条件は

boson : NpΦk,ι,Φk1,ι1q “ V Cιpkqδι,ι1δk,k1 , (3.5.5a)

fermion : NpUp,σ, Up1,σ1q “ V δσ,σ1δp,p1

NpUp,σ, Vp1,σ1q “ 0,

NpVp,σ, Vp1,σ1q “ V δσ,σ1δp,p1 . (3.5.5b)
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この規格化条件は

Φk,ιpxq “ ϕιpkqeip¨x, (3.5.6a)

Up,σpxq “ uσppqeip¨x, (3.5.6b)

Vp,σpxq “ vσppqe´ip¨x (3.5.6c)

とおくとき，次の条件と同等：

ϕιpkq:ϕι1pkq “
Cιpkq

2ω
δι,ι1 , (3.5.7a)

uσppq:uσ1ppq “ δσσ1 , uσppq:vσ1p´pq “ 0, vσppq:vσ1ppq “ δσσ1 .

(3.5.7b)

以上の規格化のもとで，S行列

Sppk, ιq, ¨ ¨ ¨ ; pp, σq, ¨ ¨ ¨ q :“ x0|αιpkq ¨ ¨ ¨Sβσppq: ¨ ¨ ¨ |0y (3.5.8)

は

Sppq, iq, ¨ ¨ ¨ ; pp, jq, ¨ ¨ ¨ q “ Πout
q,i pyq ¨ ¨ ¨Gpy, ¨ ¨ ¨ , x, ¨ ¨ ¨ q

Ð

Π
in

p,jpxq ¨ ¨ ¨ ;

Gpx1, ¨ ¨ ¨ , xlq “ x0|T
´

Φpx1q ¨ ¨ ¨ Φpxlqe
i
ş

dn`1xLint

¯

|0y. (3.5.9)

ここで，bosonに対して，

Πout
q,i pyq “ i

ż

dn`1yΦ˚
q,ipyqp´B2

y ` m2q, (3.5.10a)

Ð

Π
in

p,jpxq “ i

ż

dn`1x ˚ p´
Ð

B 2
x ` m2qΦp,jpxq (3.5.10b)

また，fermionに対して

Πout
q,σpyq “ ´

ż

dn`1yUq,σpyqp{By ´ mq, (3.5.11a)

Ð

Π
in

p,σpxq “

ż

dn`1xp
Ð

{Bx ` mqUp,σpxq. (3.5.11b)

S行列は摂動論で

Sppk1, j1q, pp1, σ1q, pp2, σ2q, ¨ ¨ ¨ ; pk2, j2q, pp3, σ3q, pp4, σ4q, ¨ ¨ ¨ q

“
ÿ

D:Feynman digram

p2πqn`1δn`1pk1 ` p1 ` p2 ` ¨ ¨ ¨ ´ k2 ´ p3 ´ p4 ´ ¨ ¨ ¨ qND

ˆϕj1pk1q:uσ1pp1q vσ4pp4q ¨ ¨ ¨ p´iqΓDpk1,p1,p4, ¨ ¨ ¨ ;k2,p3,p2, ¨ ¨ ¨ q

ˆϕj2pk2quσ3pp3qvσ2pp2q ¨ ¨ ¨ (3.5.12)
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ここで，Dは可能な Feynman図式全体を動き，NDは各図式の対称性因
子．また，p´iqΓDpp1, ¨ ¨ ¨ , plqは外線を取り除いたFeynman図式において，

内線 ñ
´iPk

k2 ` m2 ´ iϵ
(3.5.13a)

頂点 ñ ´iV pq, ¨ ¨ ¨ q, (3.5.13b)

ループ ñ

ż

dn`1k

p2πqn`1
(3.5.13c)

と置き換えて得られる．ただし，ループ積分の変数はいずれかの内線運
動量と一致するか，またはそれらと積分測度として同等な線形結合の系
を取るものとする．

3.5.2 反応率

一粒子状態のノルムは

boson : xpk, ιq | pk1, ι1qy “ V Cιpkqδι,ι1δk,k1 , (3.5.14a)

fermion : xpp, σq | pp1, σ1qy “ V δσ,σ1δp,p1 (3.5.14b)

より，単位体積，単位時間当たりの反応率 P は

P “
1

V T

ÿ

f

|Sf i|
2
ź

boson

1

CV

ź

fermion

1

V

ź

i

dN

“

ż

dnk1

p2πqn2ω

ż

dnp1
p2πqn

ż

dnp2
p2πqn

¨ ¨ ¨

ˆp2πqn`1δn`1pk1 ` p1 ` p2 ` ¨ ¨ ¨ ´ k2 ´ p3 ´ p4 ´ ¨ ¨ ¨ q

ˆ
f2pk2qd

nk2

p2πqn2ω

f3pp3qd
np3

p2πqn
f4pp4qd

np4
p2πqn

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ
eι1pk1q

:uσ1pp1q vσ4pp4q ¨ ¨ ¨
ÿ

D:Feynman digram

NDΓDppk, ιq1, pp, σq1, pp, σq4, ¨ ¨ ¨ ; pk, ιq2, pp, σq3, pp, σq2, ¨ ¨ ¨ q

ˆ eι2pk2quσ3pp3qvσ2pp2q ¨ ¨ ¨ |
2 (3.5.15)

ここで，fpkqdnk{p2πqn，fppqdnp{p2πqnは入射粒子の数密度．
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3.6 発散

3.6.1 繰り込み

3.6.1.1 摂動論

発散次数 d次元時空で，次のような１粒子既約 Feyman図式を考える：

• 外線：fermion Ef , boson Eb

• 内線：fermion If , boson Ib

• ループ： L

• 頂点：タイプ iの頂点数 Vi; fermionの足の数 N f
i , bosonの足の数

N b
i , 微分作用素の数Nd

i

これらの量の間には次の関係式が成り立つ．
ÿ

i

N f
i Vi “ 2If ` Ef , (3.6.1a)

ÿ

i

N b
i Vi “ 2Ib ` Eb, (3.6.1b)

L “ I ´ V ` 1. (3.6.1c)

これより，ダイアグラムの形式発散次数は

D “ dL´If ´2Ib`
ÿ

i

Nd
i Vi “ d´

ÿ

i

diVi´
d ´ 1

2
Ef ´

d ´ 2

2
Eb. (3.6.2)

ここで，

di :“ d ´
d ´ 1

2
N f
i ´

d ´ 2

2
N b
i ´ Nd

i (3.6.3)

は頂点 iの結合係数の次元数．
これより，di ě 0ならD ě 0となる図式の pEf , Ebqの組は有限個．し
たがって，発散する１粒子既約図式の外線型は有限個．
【例 3.1 (ϕn理論)】 　
結合係数の次元は

dn “ d ´
d ´ 2

2
n (3.6.4)

よって，

n ď
2d

d ´ 2
ą 2 (3.6.5)

の時，形式繰り込み可能．よって，nが 3以上の整数とすると，
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• n “ 3: d “ 6, 5, 4, 3

• n “ 4: d “ 4, 3

• n “ 5, 6: d “ 3.

発散次数は

D “ d ´ dnV ´
d ´ 2

2
E. (3.6.6)

3D d “ 3のとき，n ď 6で，

D “ 3 ´

´

3 ´
n

2

¯

V ´
E

2
. (3.6.7)

4D d “ 4のとき，n ď 4で，

D “ 4 ´ p4 ´ nqV ´ E. (3.6.8)

n “ 4のとき繰り込み可能，n “ 3のとき超繰り込み可能．
l

3.7 ゲージ理論

3.7.1 定式化

局所ゲージ変換 ゲージ群Gの場に対する局所作用を，λapxqをゲージ
パラメータ，gを結合定数として，

Φ ÞÑ UpxqΦ : Upxq “ eigTaλ
apxq (3.7.1)

により定義する．ここで，Taはエルミート行列で，

rTa, Tbs “ ´iTcf
c
ab (3.7.2)

を満たす．iTaに対応するリー代数の元 taは交換関係

rta, tbs “ tcf
c
ab (3.7.3)

を満たし，その adjoint表現は

iTa ÞÑ ptaq
b
c “ f bac (3.7.4)

となる．
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共変微分 場Φの共変微分を

DµΦ “ pBµ ` igAaµTaqΦ (3.7.5)

により定義するとき，ゲージ場 A “ gAaµta が，無限小ゲージ変換 λ “

λapxqtaに対して

δA “ ´Dλ ” ´ pdλ ` rA, λsq ,

ô δAaµ “ ´Dµλ
a ” ´

`

Bµλ
a ` gfabcA

b
µλ

c
˘

. (3.7.6)

と変換すれば，共変微分はGテンソルとなる：

DµΦ ÞÑ UDµΦ. (3.7.7)

フラックス ゲージ接続に対する曲率は

FΦ “ D2Φ “ pd ` A^qpd ` AqΦ “ pdA ` A ^ Aqϕ (3.7.8)

より，

F “ dA ` A ^ A ñ F a “ dAa `
g

2
fabcA

b ^ Ac. (3.7.9)

場の方程式とカレント Φをスカラ場（系），Ψをスピノール場（系）と
して，Lagrangianは

L “ ´
1

2g2
trpF ¨ F q ´ pDΦq:DΦ ´ iΨ̄γ ¨ DΨ. (3.7.10)

ここで，taはTrptatbq “ δabとなるように規格化するものとする．このと
き，場の方程式は

DνF
aµν “ Jµa , (3.7.11a)

DµDµΦ “ 0, (3.7.11b)

γ ¨ DΨ “ 9. (3.7.11c)

ここで，カレント Jµa は

Jµa “ ´ig
`

Φ:TaD
µΦ ´ pDµΦq:TaΦ

˘

` gΨ̄γµTaΨ. (3.7.12)
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3.8 対称性の自発的破れ

大域的変換群Gの線形作用に対して作用積分が不変であるとする．こ
のとき，特に，スカラ場 ϕ “ pϕnqへの作用

ϕ ÞÑ Uϕ, U P G (3.8.1)

に対して，その運動項とポテンシャルV pϕqが不変となる：V pUϕq “ V pϕq.

このポテンシャルの極点 ϕ “ ϕ0がGの作用に対して不変でないとする:

pDV qϕ0 “ 0, taϕ0 ‰ 0, ta P L pGq. (3.8.2)

3.8.1 Goldstoneボゾン

対称性Gに対するカレントを Jaµpxqとｓると，理論のPoincare不変性
より

xrJaλpyq, ϕnpxqsyVac “ p2πq´3

ż

d4ppλθpp0q
“

ρanp´p2qeip¨py´xq ´ ρ̃anp´p2qeip¨px´yq
‰

.

(3.8.3)

ここで，

ipλ
p2πq3

ρanp´p2qθpp0q “
ÿ

N

xVac | Jaλp0q | Ny xN | ϕnp0q | Vacy δ4pp ´ pNq,

(3.8.4a)
ipλ

p2πq3
ρ̃anp´p2qθpp0q “

ÿ

N

xVac | ϕnp0q | Ny xN | Jaλp0q | Vacy δ4pp ´ pNq.

(3.8.4b)

この式は，Green関数

∆`pz;µ2q “
1

p2πq3

ż

d4pθpp0qδpp2 ` µ2qeip¨z (3.8.5)

を用いて，

xrJaλpyq, ϕnpxqsyVac “
B

Byλ

ż

dµ2
“

ρanpµ2q∆`py ´ x;µ2q ` ρ̃anpµ2q∆`px ´ y;µ2q
‰

.

(3.8.6)

と書き換えられる．
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まず，x ´ yが空間的なとき，rJaλpyq, ϕnpxqs “ 0より
ż

dµ2ρ
a
npµ2q ` ρ̃anpµ2q
a

p2 ` µ2
“ 0, @p ñ ρanpµ2q “ ´ρ̃anpµ2q. (3.8.7)

次に，BλJaλ “ 0より，

ż

dµ2 µ2ρanpµ2q
cospt

a

p2 ` µ2q
a

p2 ` µ2
, for allt ñ µ2ρanpµ2q “ 0. (3.8.8)

さらに，

Qa “

ż

d3xJa0 px, 0q, rQa, ϕnpxqs “
ÿ

m

tanmϕmpxq (3.8.9)

より
ρanpµ2q “ iδpµ2q

ÿ

m

tanm xϕmp0qyVac . (3.8.10)

これは，各成分ごとにゼロ質量のボゾンBaが存在することを意味し，
Poincare不変性より

@

Vac | Jaλpxq | Bb
D

“ ´iF abpλB
eipB ¨x

2p0B
, (3.8.11a)

xBa | ϕnpyq | Vacy “ Za
n

e´ipB ¨y

2p0B
(3.8.11b)

と置くと，ρanpµ2qの定義より，

ρanpµ2q “
ÿ

b

F abZb
nδpµ

2q (3.8.12)

これを (3.8.10)に代入して，

i
ÿ

b

F abZb
n “ ´

ÿ

m

ptaqnm xϕmp0qyVac . (3.8.13)

すなわち，

ϕnpxq “
ÿ

a

Za
nB

apxq ` ¨ ¨ ¨ , (3.8.14a)

Za
n “

ÿ

b

pF´1qabpitbϕ0qn (3.8.14b)

を得る．
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3.8.2 近似的対称性の自発的破れ

対称性Gをもつスカラ場のポテンシャル V0に小さな摂動 V1を加える:

V “ V0pϕq ` V1pϕq; DV0ptαϕq “ 0. (3.8.15)

V の極小点を，適当な V0の極小点 ϕ0を用いて，ϕ̄ “ ϕ0 ` ϕ1とおく．ϕ1

が小さいとして，極小条件を 1次までとると

DV pϕ0 ` ϕ1q “ 0 ñ pD2V0qϕ0pϕ1q ` pDV1qϕ0 “ 0. (3.8.16)

V0の極小多様体がGの作用で不変なので，

pD2V0qϕ0ptαϕ0q “ 0, @α. (3.8.17)

よって，上の方程式が ϕ1について解ける条件として，V0の極点の選び方
を決める次の真空整列条件 (vacuum alignment condition)が得られる:

pDV1qϕ0ptαϕ0q “ 0, @α. (3.8.18)

Gがコンパクトのとき，この条件を満たす ϕ0が常に存在する．
擬Goldstoneボゾンの質量は，一般に

M2
ab “

ÿ

mn

Za
nZ

b
m

B2V pϕq

BϕmBϕn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ“ϕ0`ϕ1

» pD3V0qϕ0pϕ1, Z
a, Zbq ` pD2V1qϕ0pZa, Zbq. (3.8.19)

V0の対称性より，この式は次のように書き換えられる：

M2
ab “ ´pD2V1qϕ0ppF´1qactcϕ0, pF

´1qbdtdϕ0q ´ pDV1qϕ0ptatbϕ0q. (3.8.20)

Gのある表現
rTα,Φns “ ´ptαqnmΦm (3.8.21)

に従う作用素の系 tΦnuを用いて，Hamiltonianに対する対称性を破る摂
動が

H1 “
ÿ

n

unΦn (3.8.22)

と表されるとする．さらに，

xΦny “ ϕn (3.8.23)
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が成り立つときには，真空整列条件は

xrTα, H1sy0 “ 0 (3.8.24)

と表される．また，擬Goldstoneボゾンの質量行列は

M2
ab “ ´

ÿ

cd

pF´1qacpF´1qbd xrTc, rTd, H1ssy0 (3.8.25)

となる．ここで，a, b, c, dはGoldstone方向成分を指す．

3.9 σモデル

3.9.1 一般的定義

pMD, gqと pXn, hqをRiemann多様体，V をX上の実関数とするとき，

ϕ : M Ñ X (3.9.1)

を力学変数として，その作用積分を

S “

ż

M

´
1

2
x ˚dϕ ^ dϕy ´ ϕ˚V ˚1 (3.9.2)

により定義する．ここで，dϕ P A 1pϕ˚T pXqqと見なして，

x ˚dϕ ^ dϕy “ gµνBµϕ
aBνϕ

bpϕ˚habq (3.9.3)

場の方程式は，
lσϕ ´ ϕ˚gradV “ 0. (3.9.4)

ここで，
plσϕqa “ lMϕ

a ` ϕ˚ΓabcpXq∇µϕb∇µϕ
c. (3.9.5)

3.9.2 ゲージ場との相互作用

基本データ

• G: Lie群

• γpq: Lie代数 gの adG不変な内積

• pX, hq: Gが等長変換群として作用するRiemann空間

• V : X Ñ R: G不変なポテンシャル
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場

• A: 主G-束 P Ñ M の接続

• ϕ : P Ñ X: 随伴束 P ˆG X Ñ M の断面．

dAϕを
dAϕ “ pd ` Aqϕ (3.9.6)

により定義すると，dAϕは horizontalとなるので，A 1pT pXqP qの元と見
なされ，hp ˚dAϕ ^ dAϕqがM 上のD形式として曖昧さなく定義される．
同様に，A P A 1

P pgqに対するフラックス

FA “ dA `
1

2
rA ^ As P A 2

P pgq (3.9.7)

は horizontalなので，A 2
MpadP q (adP “ P ˆadG g)の元と見なすことがで

きる．特に，γp ˚FA ^ FAqは曖昧さなくM 上のD形式を定義する．

作用積分

S “

ż

M

´
1

2
γp ˚FA ^ FAq ´

1

2
x ˚dAϕ ^ dAϕy ´ ϕ˚V (3.9.8)

3.10 膨張宇宙

3.10.1 自由スカラ場

理論の定義

作用積分

S “

ż

dn`1x
?

´g

ˆ

´
1

2
gµνBµΦ ¨ BνΦ ´

1

2
m2Φ ¨ Φ

˙

. (3.10.1)

場の方程式
lΦ ´ m2Φ “ 0. (3.10.2)

3.10.1.1 空間的に平坦なRW時空

空間計量
ds2 “ ´dt2 ` aptq2dx2. (3.10.3)
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作用積分

S “

ż

dtdnxan
ˆ

1

2
9Φ2 ´

1

2a2
pDΦq2 ´

1

2
m2Φ2

˙

. (3.10.4)

場の方程式
:Φ ` nH 9Φ ´

1

a2
△nΦ ` m2Φ “ 0. (3.10.5)

空間座標に関して Fourier変換すると

Φpt,xq “

ż

dnkΦkptq (3.10.6)

に対して，

:Φk ` nH 9Φk ` ω2
kΦ “ 0; ω2

k “
k2

a2
` m2. (3.10.7)

モード展開 場の方程式の解の基本系Xkpt,xqを

Xkpt,xq “
ukptq

a

p2πqnan
eik¨x; (3.10.8a)

u˚
k

Ø

B tuk “ ´i (3.10.8b)

により定義する．このとき，

Φ “

ż

dnk

p2πqn{2

1

an{2

´

ukptqake
´ik¨x ` u˚

kptqa:
ke

ik¨x
¯

, (3.10.9)

rak1 , a
:
k2

s “ δnpk1 ´ k2q. (3.10.10)

3.10.1.2 Flat de Sitter

時空は 4次元とする（n “ 3）．

計量
ds2 “ ´dt2 ` e´Htdx2. (3.10.11)

Mode function

ukptq “
k̃ ` i
a

Hk̃3
eik̃; k̃ :“

k

aH
. (3.10.12)
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Propagator

xT pϕpt1, x1qϕpt2, x2qqy “

ż

d3k

p2πq3
H2

2k3
e´ik¨px1´x2q

ˆ

!

pq̃ ` iqpk̃2 ´ iqeipq̃´k̃2qθpt1 ´ t2q ` pq̃ ´ iqpk̃2 ` iqe´ipq̃´k̃2qθpt2 ´ t1q
)

.

(3.10.13)

3.10.2 重力波

3.10.2.1 空間的に平坦なFLRW宇宙

空間計量
ds2 “ ´dt2 ` aptq2dx2. (3.10.14)

摂動変数
ds2 “ ´dt2 ` aptq2pδij ` hijqdx

idxj. (3.10.15)

以下，空間添え字 i, jの上げ下げは δijによる．

作用積分

S “
1

4κ2

ż

dtdnxan
ˆ

1

2
9hij

9hji ´
1

2a2
Dih

j
kD

ihkj

˙

(3.10.16)

場の方程式

:hij ` nH 9hij ´ △nh
i
j “ 0, (3.10.17)

hii “ 0, Djh
j
i “ 0. (3.10.18)

量子化 重力場の摂動 hijpt,xqを

hij “ 2κ

ż

dnk

p2πqn{2
?

2k

ÿ

s

`

eipsqjpkqukpηqeik¨xaspkq ` h.c.
˘

(3.10.19)

とモード展開する．ただし，ηは共形時間 dη “ dt{aptqで，1 “ d{dηとし
て，モード関数 ukpηqが発展方程式

u2
k ` pn ´ 1qHu1

k ` k2uk “ 0; H “ aH “ a1{a (3.10.20)
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に従い，規格化条件
u˚
k

Ø

B ηuk “ ´2ik{an´1 (3.10.21)

を満たすものとする．また，偏光テンソル eipsqjpkqは

eipsqipkq “ 0, kjeipsqjpkq “ 0, (3.10.22a)

ei˚psqjpkqej
ps1qipkq “ δs s1 (3.10.22b)

を満たす．このとき，生成消滅演算子 aspkq, aspkq:は交換関係

raspkq, as1pk1q:s “ δs s1δnpk ´ k1q, raspkq, as1pk1qs “ 0. (3.10.23)

Wightman関数

@

hijpη1,x1qh
l
mpη2,x2q

D

“ 4κ2
ż

dnk

p2πqn
P il
jmpkq∆kpη1, η2qeik¨px1´x2q.

(3.10.24)

ここで，

P il
jmpkq :“

ÿ

s

eipsqjpkqelpsqmpkq˚

“
1

2
P i
mpkqP l

jpkq `
1

2
P ilpkqPjmpkq ´

1

n ´ 1
P i
j pkqP l

mpkq,(3.10.25)

P i
j pkq :“ δij ´

1

k2
kikj, (3.10.26)

および

∆kpη1, η2q “
1

2k
ukpη1qukpη2q

˚. (3.10.27)

3.10.2.2 W 3型相互作用

作用 曲率に関して３次の相互作用

L “ rLWWW ` sLW̃WW ; (3.10.28a)

LWWW “ W ab
cdW

cd
efW

ef
ab, (3.10.28b)

LW̃WW “ W̃ ab
cdW

cd
efW

ef
ab. (3.10.28c)

を考える．ここで，

W̃ ab
cd :“

1

2
ϵabpqW

pq
cd “

1

2
ϵcd

pqW ab
pq. (3.10.29)
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平坦な時空での摂動の chiral分解 平坦な時空での摂動

ds2 “ ´dη2 ` pδij ` γijqdx
idxj, (3.10.30)

p´B2
η ` △̂qγij “ 0 (3.10.31)

に対して
γ̃i
j :“ ϵ̂jpqγip,q (3.10.32)

と定義すると，

γ̃ij ϵ̂ijk “ ϵ̂jpqγip,qϵijk “ ´δpqi γ
i
p,q

“ ´γii , k ` γik, i “ 0 (3.10.33)

より，
γ̃ij “ γ̃ji, γ̃j

j “ 0, γ̃ji,j “ 0. (3.10.34)

さらに，
˜̃γij “ ´△γij (3.10.35)

よって，γij ÞÑ γ̃ijは，３次元 trace-free transverse symmetric tensorの自
己同型を与える．とくに，

γ˘
ij :“

1

2
pBηγij ¯ iγ̃ijq (3.10.36)

とおくと，γ`
ij と γ´

ij はMinkowski時空では γijの右円偏光および左円偏光
への射影を与える．

W の chiral分解 Wyleテンソル型テンソルのHodge dualの作用を

˚Wabcd :“
1

2
ϵcd

pqWabpq, (3.10.37a)

‹Wabcd :“
1

2
ϵab

pqWpqab (3.10.37b)

として，W˘を

W˘ :“ W ˘ i ˚W “ W ˘ i ‹ W “ W ˘ iW̃ (3.10.38)

により定義すると，
˚W˘ “ ‹W˘ “ ¯iW˘. (3.10.39)
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より
W̃ab

cdW̃ cd
ef “ ´Wab

cdWcd
ef . (3.10.40)

よって，
pW˘q3 “ 4pW 3 ˘ iW 2W̃ q. (3.10.41)

また，

W˘
klab “ ¯iϵkljW

˘
0jab, (3.10.42a)

W˘
klabW

˘
klcd “ 2W˘0j

abW
˘
0jcd, (3.10.42b)

W˘pq
abW

¯
pqcd “ 0. (3.10.42c)

Minkowski時空での摂動に対して，on-shellで

W0j0k “ ´
1

2
:γjk, (3.10.43a)

W0jkl “ 9γjrk,ls “
1

2
ϵklm 9̃γjm, (3.10.43b)

Wjklm “ ´δlrj:γksm ` δmrj:γksl, (3.10.43c)

W̃0j0k “
1

2
9̃γjk, (3.10.43d)

W̃0jkl “
1

2
ϵklm:γjm, (3.10.43e)

W̃jklm “ δlrj 9̃γksm ´ δmrj
9̃γksl. (3.10.43f)

よって，
W˘0j

0k “ 9γ˘
jk. (3.10.44)

また，
pW˘q3 “ 64p 9γ˘q3. (3.10.45)

これと (3.10.41)を比較して，

W 3 “ 2p:γ3 ´ 3:γ 9̃γ2q, (3.10.46a)

W̃W 2 “ 2p 9̃γ3 ´ 3 9̃γ:γ2q (3.10.46b)

を得る．
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FLRW宇宙での作用 FLRW宇宙でのテンソル摂動

ds2 “ ´dt2 ` a2pδij ` hijqdx
idxj, (3.10.47)

:hij ` 3H 9hij ´ △̂hij “ 0 (3.10.48)

に対して，Weylテンソルは

W 0i
0j «

1

2a3
paphijq

1q1, (3.10.49a)

W 0i
jk “

1

a
Brjh

i
ks

1, (3.10.49b)

W jk
0i “ ´

1

a3
Brjh

ks

i
1, (3.10.49c)

W ij
kl « ´

2

a2

´

BrkBrih
js

ls ´ Hδri
rkh

js

ls
1
¯

« ´
2

a2
δ

ri
rkpah

js

ls
1q1.(3.10.49d)

ここで，«は on-shellでなりたつことを意味する．したがって，

γ1
ij :“ aphijq

1 (3.10.50)

により，γijを定義すると，

W a
bcdphq “

1

a
W pF qa

bcdpγq (3.10.51a)

となる．ここで，W pF qpγqは平坦な時空でのW に対する表式．よって，

γ˘
ij :“

1

2

`

γ1
ij ¯ iγ̃ij

˘

, (3.10.52)

γ̃ij “ ϵ̂jklγik,l (3.10.53)

とおくと，

W 3phq “ a´9pW 3qpF qpγq, (3.10.54a)

W̃W 2phq “ a´9pW̃W 2qpF qpγq, (3.10.54b)

より，

pW˘q3phq “ 4pW 3phq ˘ iW 2W̃ phqq “ 4a´9ppW 3qpF q ˘ ipW 2W̃ qpF qq

“ a´9pW˘pF qq3pγq “ 64a´9ppγ˘q1q3. (3.10.55)

よって，

rW 3phq ` sW̃W 2phq “
z

8
pW`q3phq `

z̄

8
pW´q3phq

“
8

a9
␣

zppγ`q1q3 ` z̄ppγ´q1q3
(

. (3.10.56)
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ここで，
z “ r ´ is. (3.10.57)

対応して，作用積分は

SrWWW`sW̃WW “

ż

d3x

ż

dηa´58
␣

zppγ`q1q3 ` hc
(

. (3.10.58)

ここで，円偏光基底

ϵ̂ijlBlpe
psq

mjpkqeik¨xq “ ske
psq

impkqeik¨x (3.10.59)

を用いると，epsqpkqと epsqp´kq˚は同じ helicityを持つので，

pγ˘
ij q

1 “ κ

ż

d3k

p2πq3{2
?

2k

ÿ

s“˘

`

e
psq

ij pkqpBη ¯ iskqpau1
kqaspkq

`e
psq

ij p´kq˚pBη ¯ iskqpau1
kq˚asp´kq:

˘

eik¨x.(3.10.60)

de Sitter宇宙 de Sitter宇宙の場合，

ukpηq “
H

k
p1 ` ikηqe´ikη, (3.10.61a)

u1
kpηq “

H

k
k2ηe´ikη, (3.10.61b)

u2
kpηq “

H

k
k2p1 ´ ikηqe´ikη (3.10.61c)

より，

au1
k “ ´ke´ikη, (3.10.62)

pBη ´ iskqpau1
kq “ ´ip1 ` sqkpau1

kq. (3.10.63)

よって，

pγ`
ij q

1 “ 2κ

ż

d3k

p2πq3{2
?

2k

`

e
p`q

ij pkqpik2qe´ikηap`qpkq

`e
p´q

ij p´kq˚p´ik2qeikηap´qp´kq:
˘

eik¨x. (3.10.64)

積分すると

γ`
ij “ ´2κ

ż

kd3k

p2πq3{2
?

2k

´

e
p`q

ij pkqe´ikηap`qpkq ` e
p´q

ij p´kq˚eikηap´qp´kq:
¯

eik¨x.

(3.10.65)
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ここで，

hijpη,xq “

ż

d3p

p2πq3
ĥijpη,pqeip¨x, (3.10.66)

γ˘
ij pη,xq “

ż

d3p

p2πq3
γ̂˘
ij pη,pqeip¨x, (3.10.67)

とおくと，

ĥijp0,pq “
2κp2πq3{2H

a

2p3

ÿ

s

´

e
psq

ij ppqasppq ` e
psq

ij p´pq˚asp´pq:
¯

,(3.10.68)

γ̂`
ij p0,pq “ ´

2κp2πq3{2p
?

2p

´

e
p`q

ij ppqap`qppq ` e
p´q

ij p´pq˚ap´qp´pq:
¯

.(3.10.69)

よって，

ĥijp0,pq “ ´
H

p2
`

γ̂`
ij p0,pq ` γ̂´

ij p0,pq
˘

. (3.10.70)

ただし．
γ̂´
ij pη,pq “ pγ̂`

ij pη,´pqq:. (3.10.71)

これらの積の期待値を計算すると

@

γ̂`
ij p0,pqγ´

klpη,xq1
D

“ 2κ2pip2qeipηP
p`q

ij;klppqe´ip¨x, (3.10.72a)
@

γ´
klpη,xq1γ̂`

ij p0,pq
D

“ 2κ2p´ip2qe´ipηP
p´q

ij;klppqe´ip¨x,(3.10.72b)
@

γ̂´
ij p0,pqγ`

klpη,xq1
D

“ 2κ2pip2qeipηP
p´q

ij;klppqe´ip¨x, (3.10.72c)
@

γ`
klpη,xq1γ̂´

ij p0,pq
D

“ 2κ2p´ip2qe´ipηP
p`q

ij;klppqe´ip¨x,(3.10.72d)
@

γ̂˘
ij p0,pqγ˘

klpη,xq1
D

“
@

γ˘
klpη,xq1γ̂˘

ij p0,pq
D

“ 0. (3.10.72e)

ここで，

P s
ij;klppq “ e

psq

ij ppqe
psq

kl ppq˚ “ e
psq

ij ppqe
psq

kl p´pq “ e
psq

ij ppqe
p´sq

kl ppq. (3.10.73)

したがって，相関関数は
A

ĥi1j1p0,p1qĥi2j2p0,p2qĥi3j3p0,p3q
E

“
H3

pp1p2p3q2
@

γ̂`
i1j1

p0,p1qγ̂`
i2j2

p0,p2qγ̂
`
i3j3

p0,p3q ` γ̂´
i1j1

p0,p1qγ̂´
i2j2

p0,p2qγ̂
´
i3j3

p0,p3q
D

(3.10.74)

144 目次へ



目次へ

ここで，
@

γ̂`
i1j1

p0,p1qγ̂`
i2j2

p0,p2qγ̂`
i3j3

p0,p3q
D

“ ´8iH5

B

rpγ̂`q3,

ż

d3x

ż 0

´8

dηη5
`

zppγ`q1q3 ` h.c.
˘

s

F

“ ´8iH5

ż

d3x

ż 0

´8

dηη53!z̄
␣

p
@

γ̂`pγ´q1
D

q3 ´ p
@

pγ´q1γ̂`
D

q3
(

“ ´6p2κq6H5p2πq3δ3p
ÿ

pqpp1p2p3q
2z̄

ˆ

ż 0

´8

dηη5
␣

M```p1, 2, 3qeipp1`p2`p3qη ` M´´´p1, 2, 3qe´ipp1`p2`p3qη
(

“ ´6 ¨ 5!p2κq6z̄H5p2πq3δ3p
ÿ

pq
pp1p2p3q

2

pp1 ` p2 ` p3q6

ˆrpM```p1, 2, 3q ` M´´´p1, 2, 3qs (3.10.75)

ここで

M s1s2s3p1, 2, 3q “ P
ps1q

i1j1;kl
pp1qP

ps2q

i2j2;lm
pp2qP

ps3q

i3j3;mk
pp3q. (3.10.76)

同様にして
@

γ̂´
i1j1

p0,p1qγ̂
´
i2j2

p0,p2qγ̂
´
i3j3

p0,p3q
D

“ ´8iH5

B

rpγ̂´q3,

ż

d3x

ż 0

´8

dηη5
`

zppγ`q1q3 ` h.c.
˘

s

F

“ ´6 ¨ 5!p2κq6zH5p2πq3δ3p
ÿ

pq
pp1p2p3q

2

pp1 ` p2 ` p3q6

ˆrpM```p1, 2, 3q ` M´´´p1, 2, 3qs (3.10.77)

以上より，
A

ĥi1j1p0,p1qĥi2j2p0,p2qĥi3j3p0,p3q
E

“ ´6 ¨ 5!p2κq6pz ` z̄qH8 1

pp1 ` p2 ` p3q6
p2πq3δ3p

ÿ

pq

ˆrpM```p1, 2, 3q ` M´´´p1, 2, 3qs

“ ´r
12 ¨ 5!p2κq6H8

pp1 ` p2 ` p3q6
p2πq3δ3p

ÿ

pq

ˆrpM```p1, 2, 3q ` M´´´p1, 2, 3qs (3.10.78)

したがって，parity oddの相互作用 W̃W 2は hの３体相関に寄与しない．
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Slow roll インフレーションモデル ĥijp0,pqは

ĥijp0,pq “ 2κ
p2πq3{2

?
2p

!

e
p`q

ij ppq
`

upp0qa`ppq ` upp0q˚a`p´pq:
˘

`e
p´q

ij ppq
`

upp0qa´ppq ` upp0q˚a´p´pq:
˘

)

.(3.10.79)

また，γ˘
ij

1は

γ̂˘
ij

1pη,´pq “
κp2πq3{2

?
2p

”

e
p`q

ij p´pq

#˜

vp
wp

¸

a`p´pq `

˜

w˚
p

v˚
p

¸

a`ppq:

+

`e
p´q

ij p´pq

#˜

wp
vp

¸

a´p´pq `

˜

v˚
p

w˚
p

¸

a´ppq:

+

ı

.(3.10.80)

ここで，

upp0q “

c

2

π
2νΓp1 ` νq

„

p1 ´ ϵq
H˚

k

ȷ
1

1´ϵ

, (3.10.81)

vppηq :“ pBη ´ ipqpau1
pq

“ 2ip2e´ipη
”

1 `
i

2

ˆ

ν ´
1

2

˙

´
ν ´ 1{2

?
´2πkη

`

2Cip´2kηqe2ikη ` iπ
˘

ı

,(3.10.82)

wppηq :“ pBη ` ipqpau1
pq “ Opϵq , (3.10.83)

ν “
1 ` ϵ

2p1 ´ ϵq
. (3.10.84)

これより，
A

ĥijp0,pqpγ˘
klq

1pη, xq

E

“ ∆˘
ij;klppqe´ip¨x, (3.10.85a)

A

pγ˘
klq

1pη, xqĥijp0,pq

E

“ ∆¯
ij;klp´pq˚e´ip¨x. (3.10.85b)

ここで，

∆`
ij;klppq “

κ2

p

´

P
p`q

ij;klupw
˚
p pηq ` P

p´q

ij;klupv
˚
p pηq

¯

(3.10.86a)

∆´
ij;klppq “

κ2

p

´

P
p`q

ij;klupv
˚
p pηq ` P

p´q

ij;klupw
˚
p pηq

¯

. (3.10.86b)
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よって，

Gp1, 2, 3q ; “

A

ĥi1j1p0,p1qĥi2j2p0,p2qĥi3j3p0,p3q

E

“ ´8i ˆ 3!p2πq3δ3p
ÿ

pq

ż

dηa´5

!

zp∆`
1;˚pp1q∆

`
2;˚pp2q∆`

3;˚pp3q

´∆´
1;˚p´p1q

˚∆´
2;˚p´p2q

˚∆´
3;˚p´p3q˚q

`z̄p∆´
1;˚pp1q∆

´
2;˚pp2q∆

´
3;˚pp3q

´∆`
1;˚p´p1q

˚∆`
2;˚p´p2q

˚∆`
3;˚p´p3q˚q

)

» ´
8i ˆ 3!κ6

p1p2p3
p2πq3δ3p

ÿ

pq

ż

dηa´5

ˆ

”

M´´´p1, 2, 3q
`

zṽ˚
p1
ṽ˚
p2
ṽ˚
p3

´ cc
˘

´M```p1, 2, 3q pzṽp1 ṽp2 ṽp3 ´ ccq

`M`´´p1, 2, 3q
`

zw̃˚
p1
ṽ˚
p2
ṽ˚
p3

´ cc
˘

` cyclic perm

´M´``p1, 2, 3q pzw̃p1 ṽp2 ṽp3 ´ ccq ´ cyclic perm
ı

(3.10.87)
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3.10.3 相互作用

3.10.3.1 de Sitter時空

自由場 自由場のGreen関数は

∆px1, x2q :“ xϕpt1,x1qϕpt2,x2qyvac “

ż

d3k

p2πq3
∆kpt1, t2qe

ik¨px1´x2q.

(3.10.88)

ここで

∆kpt1, t2q “ ukpt1qu
˚
kpt2q, (3.10.89)

uk “ H
1 ` ikη

21{2k3{2
e´ikη : η “

ż

dt

a
« ´

1

aH
(3.10.90)

特に，同時刻相関関数は

xϕpt,x1qϕpt,x2qy “

ż

d3k

p2πq3k3
Ppk; tqeik¨px1´x2q; Ppk; tq “ k3|ukptq|2.

(3.10.91)

2次相関 一般に，相互作用表示で

@

e´iSIϕpx1qϕpx2qe
iSI

D

“ ∆px1, x2q´i

ż

d4y
?

´g xrLIpyq, ϕpx1qϕpx2qsy`¨ ¨ ¨

(3.10.92)

したがって，最低次の補正は，

∆p1qpx1,x2q “ ´i

ż

dtd3ya3 rLIpyq, ϕpx1qϕpx2qs

“

ż

d3k

p2πq3k3
PloopPtree; (3.10.93)

Ploop “

ż

qLą1

d3q

p2πq3q3
Ppqq, (3.10.94)

Ptree “

ż t˚

dt
a3H4

2k3
p1 ´ ikη˚q2p1 ` ikηq2e´2ikpη´η˚q.(3.10.95)
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Ptree “

ż 8

0

du

"

2
pb2 ` 1 ` b2uq2 ´ b2u2

b3p1 ` uq4
sinp2buq ´

4up1 ` b2 ` b2uq

b2p1 ` uq4
cosp2buq

*

“ ´
4

3

␣

p1 ´ b2q cosp2bq ´ 2b sinp2bq
(

Cip´2bq

`
4

3

␣

2b cosp2bq ´ p1 ´ b2q sinp2bq
(

Sip2bq

`
8

3
´

2π

3
p1 ´ b2q sinp2bq `

4π

3
b cosp2bq. (3.10.96)

ここで，

b “ kη˚ “ ´
k

paHq˚

. (3.10.97)

よって，|b| ăă 1のとき，

Ptree » ´
4

3
lnp´kη˚q. (3.10.98)

また，Ploopは

Ploop “
H2

4π2

"

lnpMLq `
M2η2

2

*

. (3.10.99)

ここで，M および 1{Lは qに対するUVおよび IR cut-off.
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4 量子アノーマリー
Last update: 2014/11/26

4.1 歴史

4.2 特性類と指数定理

4.2.1 特性類

一般に，GLpk,Cqの多項式関数 P pαqが，GLpk,Cqの部分群Gの作用

adpgq : α ÞÑ gαg´1 (4.2.1)

に対して不変であるとき，P をG-特性多項式と呼ぶ．
一般に，P pαqを G-特性多項式とするとき，Gを構造群とする多様体

M 上の k次元ベクトルバンドル（係数体は Rないし C)V の線形G接続
pΩ, ωqに対して，P pΩqは次の性質をもつ：

i) ゲージ不変な閉微分形式.

ii) 対応するコホモロジー類は，接続Ωに依存せず，バンドル構造のみ
で決まる．

4.2.2 Euler類

Eを多様体M 上の向き付けられた 2p次元実ベクトルバンドル，Ωijを
その計量に関する線形接続の曲率形式とするとき，Eの Euler類は

epEq “
1

22pπpp!

ÿ

ϵi1¨¨¨i2pΩ
i1i2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ Ωi2p´1i2p (4.2.2)

により与えられる．

【例 4.1 (T pS2q)】 　 ２次元球面

ds2 “ A2pdθ2 ` sin2 θdϕ2q (4.2.3)

に対して，直交基底

θ1 “ Adθ, θ2 “ A sin θ dϕ (4.2.4)
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に対する接続形式は，

ω “

˜

0 1

´1 0

¸

χ, χ “ ´ cos θdϕ. (4.2.5)

曲率形式は

R “ dω “

˜

0 1

´1 0

¸

dχ, (4.2.6)

dχ “ θ1 ^ θ2. (4.2.7)

よって，Euler類は

epT pS2qq “
1

2π
θ1 ^ θ2. (4.2.8)

これより，

χpS2q “

ż

S2

epT pS2qq “ 2. (4.2.9)

l

4.2.3 Chern類

Eを多様体M 上の p次元複素ベクトルバンドル，Ωをその計量に関す
る線形接続の反Hermiteな曲率形式とするとき，Eの全Chern類は

cpEq “ det

ˆ

1 `
iΩ

2π

˙

“ 1 ` c1pEq ` ¨ ¨ ¨ ` cppEq (4.2.10)

で与えられる．ただし，

cjpEq P H2jpM,Zq. (4.2.11)

特に，

c1pEq “
i

2π
TrΩ, (4.2.12a)

c2pEq “
1

8π2

`

TrΩ2 ´ pTrΩq2
˘

, (4.2.12b)

cppEq “ epERq. (4.2.12c)

また，
chpΩq “ TreiΩ{2π “ p ` c1pΩq ` ¨ ¨ ¨ (4.2.13)

をChern特性形式という．
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【例 4.2 (T pCP 1q)】 　 CP 1の標準計量 (rx : 1s P CP 1)

ds2 “ ϕϕ̄; ϕ “ 2A
dz

|z|21
(4.2.14)

（本来の Fubini-Study計量ではA “ 1）に対して，

dϕ “ ´χ ^ ϕ, χ̄ “ ´χ (4.2.15)

よりUp1q接続形式は

χ “
zdz̄ ´ z̄dz

|z|2 ` 1
. (4.2.16)

よって，曲率形式は

F “ dχ “
2

p|z|2 ` 1q2
dz ^ dz̄. (4.2.17)

Chern類は

c1 “ i
F

2π
ñ

ż

CP 1

c1 “ 2. (4.2.18)

l

4.2.4 Pontrjagin類

Eを多様体M 上の向き付けられた k次元実ベクトルバンドル，Ωij を
その計量に関する線形接続の曲率形式とするとき，Eの Pontrjagin類は

P pEq “ det

ˆ

1 ´
Ω

2π

˙

“ 1 ` p1pEq ` ¨ ¨ ¨ ` prk{2spEq (4.2.19)

ただし，
pjpEq “ p´1qjc2jpE b Cq P H4jpM,Zq. (4.2.20)

また，k “ 2mのとき，
pmpEq “ epEq2. (4.2.21)

接続形式Ωを

Ω

2π
“

«˜

0 x1
´x1 0

¸

¨ ¨ ¨

˜

0 x2r
´x2r 0

¸ff

(4.2.22)
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と標準化すると，

p1pEq “
ÿ

a

x2a, (4.2.23a)

p2pEq “
ÿ

ab

x2ax
2
b (4.2.23b)

接続ΩのA-roof種数を

ÂpΩq “
ź

a

xa{2

sinhpxa{2q
“ 1 ´

p1
24

`
1

16

ˆ

7p21
360

´
p2
90

˙

¨ ¨ ¨ (4.2.24)

で定義する．また，Hirzebruch L-多項式を

LpΩq “
ź

a

xa{2

tanhpxa{2q
“ 1 `

p1
3

`
1

45

`

7p2 ´ p21
˘

¨ ¨ ¨ (4.2.25)

により定義する．

4.2.5 指数定理

4.2.5.1 一般Atiyah-Singer指数定理

2n次元のスピン多様体のスピノールバンドルをS , ゲージ群Gに関す
るベクトルバンドルをEとする．このとき，S のスピノール接続 pR,ωq

と Eのゲージ場 pF,Aqにより，バンドルS b Eの接続が定義され，対
応して，Dirac作用素

{D “ γµDµ : S b E Ñ S b E (4.2.26)

が定義される．このゼロモードの右巻き成分の数を n`，左巻き成分の数
を n´とするとき，

n` ´ n´ “

ż

M

”

chpF qÂpRq

ı

2n
. (4.2.27)

4.3 カイラルアノーマリー（４次元）

4.3.1 概要

要約: カイラルカレントは，それを構成しているフェルミ粒子がゲージ
相互作用すると，一般的に量子効果によりアノーマリーが生じ，カレン
トの保存則に位相的なゲージ補正項が加わる [Bell JS, Jackiw R (1969);

Adler SL (1969)]．
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参考文献

• Harvey JA: ”TASI 2003 Lecturenotes on Anamalies” [arXiv:hep-

th/0509097]

• Adler SL: ”Anomalies” [arXiv:hep-th/0411038]

可換ゲージ場のTriangle Anomaly

• Lagrangian

L “ ´iψ̄pγµDµ ´ mqψ ´
1

4
FµνF

µν , (4.3.1)

Dµ “ Bµ ` ieAµ (4.3.2)

• 古典的対称性: 一般に，
ψ ÞÑ eiαψ (4.3.3)

質量m “ 0のとき，さらに

ψ ÞÑ eiβγ5ψ (4.3.4)

• 保存則（量子論）

Jµ “ ψ̄γµψ : BµJ
µ “ 0, (4.3.5a)

Jµ5 “ ψ̄γµγ5ψ : BµJ
µ
5 “ ´2mψ̄γ5ψ `

e2

8π2
F µνF̃µν . (4.3.5b)

ここで，

F̃µν “ ˚Fµν :“
1

2
ϵµνλσF

λσ. (4.3.6)

Adler-Bardeen-Jackiw(ABJ) anomaly

• 不可避性：正則化においてベクトルカレントの保存を要請すると，
軸性ベクトルカレントの保存則には anomalyが発生し，その値は正
則化の方法に依存しない．

• 非くり込み定理：くり込みにより形を変えない．[Adler-Bardeenの
定理]
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q

k1

k2

p1

p

p2

γλ

γν

γµγ5

図 2: Triangle Digram

• 普遍性：非可換ゲージ場，重力場との結合もカイラルアノマリーを
生む．

Dµ “ ∇µ ´ igtaA
a
µ, Jµ5 “ ψ̄γµγ5tψ

ñ BµJ
µ
5 “ ¨ ¨ ¨ `

g2

8π2
TrpttatbqF

a
µνF̃

bµν `
1

384π2
TrptqRµνλσR̃

µνλσ

(4.3.7)

• 物理的には，アノマリーはインスタントンとスピノール場の相互作
用により引き起こされる．

• 様々な証明法

– Cut offによる正則化．

– Pauli-Villars正則化．

– Point-splitting正則化．

– 藤川による経路積分法:PI measureの正則化とAthiya-Singer指
数定理．

4.3.2 経路積分法による証明（藤川和夫 1979）

ゲージ場A中でのスピノ-ル場 ψに対する分配関数Zは経路積分で

ZrAs “

ż

rdψsrdψ̄seiSpψ,ψ̄;Aq (4.3.8)
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と表される．この経路積分において，変換

ψ Ñ Uψ, (4.3.9a)

ψ̄ Ñ ψ̄pγ4U
:γ4q, ψ̄ “ ψ:γ4, γ4 “ iγ0, (4.3.9b)

に対して，スピノール場の経路積分測度は次のように変換する：

rdψsrdψ̄s Ñ rdet U det Ū s´1rdψsrdψ̄s, (4.3.10)

Uxn,ym “ Upxqnmδ
4px ´ yq, (4.3.11)

Ūxn,ym “ pγ4Upxq:γ4qnmδ
4px ´ yq. (4.3.12)

特に，Upxq “ eiαpxqtに対しては，Ū U “ 1より，rdψsrdψ̄sは不変とな
る．一方，Upxq “ eiαpxqtγ5 に対しては，Ū “ U となるので，測度は不
変とならない：

rdψsrdψ̄s Ñ pdet U q´2rdψsrdψ̄s

“ exp

"

i

ż

d4xαpxqPpxq

*

rdψsrdψ̄s. (4.3.13)

したがって，Z全体は

Z Ñ

ż

rdψsrdψ̄s exp

„

i

ż

d4x pαpxqPpxq ` Jµ5 pxqBµαpxqq

ȷ

. (4.3.14)

Zは積分変数の変換では変化しないので，これより，

xBµJ
µ
5 pxqyA “ Ppxq. (4.3.15)

Anomaly Ppxqは形式的には不定となる：

Ppxq “ ´2Trpγ5tqδ
4px ´ xq. (4.3.16)

そこで，次のように正則化する：

Ppxq “ lim
MÑ8

“

´2Tr
␣

γ5tfp´ {D2
x{M2q

(

δ4px ´ yq
‰

yÑx
. (4.3.17)

ここで，fpuqは fp0q “ 1となるなめらかなコンパクト台の関数．また，

Dµ “ Bµ ´ itaA
a
µpxq. (4.3.18)
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Fourier変換により

Ppxq “ lim ´2

ż

d4k

p2πq4

“

Tr
␣

γ5tfp´ {D2
x{M2qeikpx´yq

(‰

y“x

“ lim ´2

ż

d4k

p2πq4

“

Tr
␣

γ5tfp´pi{k ` {Dq2{M2q
(‰

“ lim ´2M4

ż

d4k

p2πq4

“

Tr
␣

γ5tfp´pi{k ` {D{Mq2q
(‰

“ ´

ż

d4k

p2πq4
f2pk2q

“

Tr
␣

γ5t {D4
(‰

(4.3.19)

ここで，Wick回転により
ż

d4k f2pk2q “ iπ2

ż 8

0

ds sf 2psq “ iπ2. (4.3.20)

また，

{D2
“ D2 ´

i

2
taF

a
µνγ

µν , (4.3.21)

Tr
␣

tγ5 {D4
(

“ 2iTrptatbtqF
a
µνF̃

bµν . (4.3.22)

以上より，

xBµJ
µ
5 pxqyA “ Ppxq, (4.3.23)

Ppxq “
1

8π2
F a
µνF̃

bµνTrptatbtq. (4.3.24)

この式は，
Trptatbtq “ Nδab (4.3.25)

となる場合には，次のような保存系に書き直すことができる：

BµK
µ “ 0; Kµ “ xJµ5 yA ` 2NGµ, (4.3.26)

Gµ :“ ´
1

8π2
ϵµνλρ

“

AaνBλA
a
ρ ` 1

3
fabcA

a
νA

b
λA

c
ρ

‰

. (4.3.27)

4.3.3 クォークモデルにおけるカイラルアノーマリー

4.3.3.1 π0 Ñ 2γ崩壊

要点： π0はカイラルなUp1q変換に対する擬Goldstoneボゾンであるが，
その 2光子崩壊は，このカイラル対称性のアノーマリーにより引き起こ
される．
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軸性カイラルカレントのアノーマリーによるGoldstoneボゾンのChern-

Simons相互作用 一般に，大域的なカイラル変換

eiαγ5t (4.3.28)

に対して，アノーマリーのため，分配関数は経路積分測度の変換より

Z Ñ

ż

rdψsrdψ̄s exp

„

iS ` i

ż

d4xαPpxq

ȷ

(4.3.29)

と変換．ここで

Ppxq “
g2

8π2
F a
µνF̃

b
µνTrpttatbq. (4.3.30)

この変換に対する（擬）GoldstoneボゾンをBとすると，
@

Vac | J0
5 pxq | B

D

“ ´
i

2
FeipB ¨x (4.3.31)

より，

´i xVac | rQ5, Bpxqs | Vacy “ ´2Im

ż

d3pB
p2πq3

ż

d3y
@

Vac | J0
5 pyq | B

D

e´ipB ¨x “ F.

(4.3.32)

よって，
δ xBy “ ´iα xrQ5, Bsy “ αF. (4.3.33)

したがって，アノーマリーは，次のような有効相互作用 (Chern-Simons相
互作用）を生み出す：

Seff “ S `

ż

d4x
1

F
BPpxq. (4.3.34)

π0への応用 π0をカイラル変換 exppiαγ5τ3q(τ3 “ σ3 “ 2t3)に対する擬
Goldstoneボゾンと見なして，以上の議論を適用すると，カイラルアノー
マリーは次のような π0と電磁場の有効相互作用を生み出す:

δL “
1

Fπ
π0 e

2

8π2
FµνF̃

µν ˆ Nc

˜

ˆ

2

3

˙2

´

ˆ

1

3

˙2
¸

“
e2Nc

24π2Fπ
π0FµνF̃

µν .

(4.3.35)

この有効相互作用による π0崩壊率は

Γpπ0 Ñ 2γq “
N2
c α

2m3
π

144π3F 2
π

“

ˆ

Nc

3

˙2

ˆ 1.11 ¨ 1016s´1. (4.3.36)

これはNc “ 3に対して，実験値を良く再現する：

Γpπ0 Ñ 2γqexp “ p1.19 ˘ 0.08q ¨ 1016s´1. (4.3.37)
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4.3.3.2 インスタントンとUp1qA問題の解決

ゲージ場のPontrjagin数 クォークのカイラル変換はアノーマリーによ
り見かけ上破れている：

eiαγ5t ÞÑ δL “ αPpxq; Pd4x “ ´
ÿ

j

1

4π2
TrptF pjq ^ F pjqq. (4.3.38)

(A “ ´igAaµtadx
µ, F “ dA ` A ^ A ). しかし，カイラル変換がゲージ

変換と可換のとき，Ppxqは

Ppxqd4x “ dK ; K “ ´
ÿ

j

qj
1

4π2
Tr

ˆ

dA ^ A `
2

3
A ^ A ^ A

˙pjq

(4.3.39)

と書けるので，この項の作用積分への影響は無いように見える．
しかし，実はそうではない．一般に，

ż

R3

dK “

ż

S3
8

K (4.3.40)

となるが，無限遠でゲージ場の強度 F がゼロに近づくとしても，右辺が
ゼロとは限らない．実際，Gをゲージ群として

A Ñ U´1dU, U : S3 Ñ G (4.3.41)

とすると，
ż

S3
8

K “
ÿ

j

qj
12π2

ż

S3

TrpU´1dU ^ U´1dU ^ U´1dUqpjq (4.3.42)

この右辺の被積分関数は，Gの不変体積要素から誘導される 3次元体積
要素と一致するので，その積分は，G内での S3の像のこの測度に関する
体積 V を表す．この体積は，U の連続変形では代わらない．実際，

δpU´1dUq “ dpU´1δUq ` rU´1dU, U´1δU s (4.3.43)

より，

δV “ 3

ż

S3

Tr
␣

dpU´1δUq ^ U´1dU ^ U´1dU
(

“ ´3

ż

S3

Tr
␣

U´1δU ^ dpU´1dU ^ U´1dUq
(

“ 0. (4.3.44)
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したがって，この積分値は離散的な値を取る位相不変量となる（winding

number）．
値を計算するために，まず，

π3pSUpnqq “ Z, n ě 2 (4.3.45)

となることに注意する．これより，SUp2q Ă SUpnq (n ě 2)を考慮すると，
G “ SUp2qの場合に計算すれば良いことがわかる．そこで，写像 U を

U : S3 Ñ SUp2q, (4.3.46)

Upxq “
1

r

`

x4σ0 ` ixjσj
˘

(4.3.47)

とおくと，

U´1dU “ iωjσj, (4.3.48)

ωj “
1

r2
`

ϵjklx
kdxl ` x4dxj ´ xjdx4

˘

(4.3.49)

より，

V “ i3
ż

S3

ωj ^ ωk ^ ωlTrpσjσkσlq

“ 12

ż

S3

ω1 ^ ω2 ^ ω3 (4.3.50)

を得る．ここで，SUp2qのUpxqへの左作用は，S3の推移的な等長変換を
与え，U´1dU はこの作用で不変となるので，ωj は S3上の不変 1形式と
なる．ところが，S3の北極 p0, 0, 0, 1qで

ωj “ dxj (4.3.51)

となるので，ω1 ^ ω2 ^ ω3は S3の標準体積要素と一致する．よって，

V “ 24π2. (4.3.52)

すなわち，K の積分は整数（の 2倍）となる．元のゲージ場で表すと，
Fµνが無限遠でゼロに近づくとき，

p1 “ ´
1

8π2

ż

d4xTrpF ^ F q P Z (4.3.53)

となる．ただし，Trはベクトル表現に関するものである．
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インスタントン解 Pontrjagin数がゼロでないゲージ配位は次のように
して構成することができる．時間を虚時間に変え，時空をユークリッド
化して考える．このとき，任意の 2形式F P A2に対し，

˚ ˚F “ F (4.3.54)

が成り立つので，2形式の空間は ˚の固有空間に直和分解される：

A2 “ A2
` ` A2

´ : ˚F “ ˘F for F P A2
˘. (4.3.55)

このとき，F P A2
˘に対して，ゲージ場の方程式は，

DF :“ dF ` A ^ F ´ F ^ A “ 0 ô D ˚F “ 0 (4.3.56)

に帰着する．さらに，

d4x
1

2
FµνF

µν “ ˚F ^ F “ F ^ F (4.3.57)

より，F ‰ 0ならば，
ż

d4xF ^ F ‰ 0 (4.3.58)

となる．このような解は，インスタントン解と呼ばれる．
SUp2qゲージ理論での p1 “ 1のインスタントン解は次のように構成す
ることができる [Belavin AA, Polyakov AM, Schwarz AS, Tyupkin YuS

(1975)]. ゲージ配位が，上記の Upxq P SUp2qを用いて

A “ fprqU´1dU (4.3.59)

と書けるとする．ただし，

fprq “ O
`

r2
˘

at r “ 0, lim
rÑ8

fprq “ 0. (4.3.60)

このとき，

F “ f 1dr ^ U´1dU ` fpf ´ 1qU´1dU ^ U´1dU

“ i
␣

f 1r ^ ωj ` fp1 ´ fqϵjklω
k ^ ωl

(

σj (4.3.61)

構成法より自動的にDF “ 0なので， ˚F “ F が満たされればよい．
dr, rωj(j “ 1, 2, 3)が正規直交系となるので，

˚dr ^ ωj “
r

2
ϵjklω

k ^ ωl (4.3.62)
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これより，

˚F “ i

"

f 1

2
ϵjklω

k ^ ωl ` 2fp1 ´ fq
1

r
dr ^ ωj

*

σj. (4.3.63)

よって，自己双対性条件は

rf 1 “ 2fp1 ´ fq. (4.3.64)

この一般解は，Rを積分定数として

f “
r2

r2 ` R2
. (4.3.65)

で与えられる．

SUp2qAのアノマリー t P SUp2qAとすると，Trpttpatbqqは ta, tbがUp1qY ,

SUp2q, SUp3qのいずれに属する場合もゼロとなる．唯一，π0 Ñ 2γのと
ころで見たように，ta, tb P Up1qEMのみが SUp2qAに対してアノマリーを
生む (mixed anomaly)．しかし，π3pUp1qq “ 0なので，Up1qはインスタ
ントン解を持たず，アノマリーは対称性を破らない．

Up1qAのアノマリー 一方，Up1qAの変換に対しては，Trpttpaqtbqq9Trptatbq

なので，Up1q, SUp2q, SUp3qのすべてのゲージ場がアノマリーを生む．し
たがって，カイラル対称性Up1qAはインスタントン効果で破れる．これ
により，Up1qA問題は解決される．

4.3.3.3 QCD真空とQCD CP問題

4.3.3.4 θ真空

QCDにおいて，真空基底状態での SUp3qゲージ場は，

Fµν “ 0 ñ A “ U´1dU, Upxq P SUp3q (4.3.66)

と表される．いま，空間的無限遠で U Ñ 1を要請すると，各時刻 tでの
ゲージ場配位は，

U : S3 Ñ SUp3q (4.3.67)
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と見なすことができる．これらのうち，互いに連続変形で移れるものは同一
視すると，配位はUのホモトピー類で分類され，その全体はπ3pSUp3qq – Z
と対応する．具体的には，この対応は，巻き付き数

n :“ ´
1

8π2

ż

d3xTr

"

dA ^ A `
2

3
A ^ A ^ A

*

“
1

24π2

ż

R3

d3xTrpU´1dU ^ U´1dU ^ U´1dUq P Z (4.3.68)

で与えられる．
巻き付き数の時間変化は，

∆n “ npt “ 8q´npt “ ´8q “

ż

R4

dK “

ż

R4

´
1

8π2
TrpF ^F q. (4.3.69)

これより，インスタントンは巻き付き数の変化を引き起こす．いま，巻
き付き数 nの真空を |nyと表すと，

`xn ` q|n, ty´ “ C

ż

rdAsq ¨ ¨ ¨ e´SE “ Aq. (4.3.70)

よって，新たな真空の基底 |θyを

|θy “
ÿ

nPZ

e´inθ|ny, p0 ď θ ď 2πq (4.3.71)

により定義すると，

`xθ1|θy´ “ 2πδpθ ´ θ1q
ÿ

qPZ

Aqe
iθq. (4.3.72)

したがって，この θ真空がエネルギー固有状態を与える．

4.3.3.5 強い相互作用におけるCPの破れ

各 θ真空での Lagrangianは

Leff “ L ` θPp3q; (4.3.73)

Pp3q “ ´
1

8π2
TrpF p3q ^ F p3qq “

g23
32π2

ϵµνλσTrpFµνFλσq.(4.3.74)

と表される．この θに依存する補正項は θ ‰ 0のとき，CPを破る．
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Chiral anomalyのため，この θに依存したCPの破れとクォーク質量項
の複素位相による CPの破れは密接に関連する．以下，q “ pu, d, sqの 3

クォークモデルで考える．このとき，Up3qRˆ Up3qL対称性のうち，Up1qb

は厳密な対称性，SUp3qR ˆ SUp3qL “ SUp3qV ˙ SUp3qA対称性はクォーク
質量項により弱く破れた近似的対称性となる．ただし，SUp3qAはクォー
ク凝縮により自発的に破れる．また，残るUp1qAは chiral anomalyで破
れる．itγ5を対応する無限小カイラル変換とするとき，アノマリー関数
は，一般に

P “
g21

4 ¨ 8π2
TrptY 2qF p1q ¨ F̃ p1q `

g1g2
2 ¨ 4π2

TrptY tp2q
a qF p1q ¨ F̃ p2qa

`
1

8π2
Trptq

´

g22F
p2q ¨ F̃ p2q ` g23F

p3q ¨ F̃ p3q
¯

. (4.3.75)

ここで，2形式の内積において，F ¨ G “ FµνG
µν{2.　また，次の規格化

を採用：
Trptp2q

a t
p2q

b q “ δab, Trptp3q
α t

p3q

β q “ δαβ. (4.3.76)

これより，Trptq ‰ 0となるカイラル変換 U “ exppiαtγ5qに対して，θ
パラメーターは

θ
g23

8π2
F p3q ¨ F̃ p3q Ñ pθ ` αTrptqq

g23
8π2

F p3q ¨ F̃ p3q (4.3.77)

と変化する．一方，クォークの質量行列は

q̄LM qR ` h.c. Ñ q̄Le
iαtM eiαtqR ` h.c. (4.3.78)

と変換する．これより，M の全位相は

det M Ñ eiαTrptq det M (4.3.79)

と変化する．よって，最初，この変換で det M P Rとしておき，そのと
きの θを θ0とおく．このとき，SUp3qR ˆ SUp3qL変換でM を非負固有値
rmu,md, ussをもつ実対角行列に対角化できる．この表示から出発して，
カイラル変換 U “ exppiαtγ5qを施して，θ Ñ 0とすると，

0 “ θ0 ` αTrptq “ 0. (4.3.80)

このとき，クォークの質量行列は

M “ eiαtrmu,md,msse
iαt. (4.3.81)
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|θ0| ! 1とすると，

M » rmu,md,mss ` iαtt, rmu,md,mssu. (4.3.82)

この第 2項がCPの破れを生む:

LCPV “ iαq̄ptM0 ` M0tqγ5q. (4.3.83)

このCPの破れの量子効果を考える際に，LCPVがカイラル SUp3qの擬
Goldston bosons Baに対応する成分をもつと，量子効果は真空の再定義
（xq̄λaqy , xq̄λaγ5qyの値の変化）を生み出す．これを避けるには，LCPBが
カイラル SUp3qに関する真空整列条件

δαLCPV “ αq̄r1
2
λα, tM0 ` M0tsq “ 0 pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8q (4.3.84)

を満たせば良い．解は，

tM0 ` M0t “ cI3 ô t “
c

2
M ´1

0 . (4.3.85)

よって，条件 (4.3.80)を考慮して，

LCPV “ ´i
θ0

TrM ´1
0

q̄γ5q

“ ´iθ0
mumdms

mumd ` mdms ` mums

`

ūγ5u ` d̄γ5d ` s̄γ5s
˘

.(4.3.86)

4.3.3.6 中性子電気双極子モーメント

References

• Baluni V: ”CP-nonconservation effects in quantum chronodynam-

ics”, PRD19 (1979)19.

• Crewther RJ, Di Vecchia P, Veneziano G, Witten E: ”Chiral es-

timate of the electric dipole moment of the neutron in quantum

chromodynamics”, PLB88 (1979) 123.
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双極子モーメントの計算法 一般に，フェルミ粒子に対して，

uppq “

˜

pE ´ p ¨ σqχ

mχ

¸

, (4.3.87a)

upp1q:γjuppq “ m
␣

ipE 1 ´ Eqδjl ´ ϵjklpp
1 ` pqk

(

χ:σlχ

´imqjχ
:χ, (4.3.87b)

ūpp1qγjkuppq “ mϵjkl
␣

pE 1 ` Eqδnl ` iϵlknq
k
(

χ:σnχ

`mϵjklpp1 ` pqlχ
:χ (4.3.87c)

より (q “ p1 ´ p)、

´iūpp1qγµνq
νuppqAµpqq “

1

2
ūpp1qγµνuppqF µνpqq Ñ σjB

j.

よって、このフェルミ粒子の磁気モーメントを

µj “ µσj (4.3.88)

と置くと，

xp1|T pjµp0qeiSintq|py Ñ iµūpp1qγµνq
νuppq ` ¨ ¨ ¨ . (4.3.89)

例えば，

eūpp1qγµuppq “ i
e

2m
ūpp1q rpp ` p1qµ ` γµνq

νsuppq (4.3.90)

より，自由荷電粒子の磁気モーメントは

µj “
e

2m
σj. (4.3.91)

同様にして，

γµνγ5 “ i
1

2
ϵµνλσγ

λσ (4.3.92)

より，

´ūpp1qγµνγ5q
νuppqAµpqq “

1

2
ūpp1qγµνuppqF̃ µνpqq Ñ σjE

j

よって，フェルミ粒子が電気双極子モーメント

Dj “ Dσj (4.3.93)

をもつとすると，

xp1|T pjµp0qeiSintq|py Ñ Dūpp1qγµνq
νγ5uppq ` ¨ ¨ ¨ . (4.3.94)
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中性子の電気双極子モーメント 一般論より，中性子の電気双極子モー
メントDnは

´xnpp1q|T pJµp0q

ż

d4xiLCPVq|nppqy Ñ Dnūpp1qγµνq
νγ5uppq ` ¨ ¨ ¨

(4.3.95)

により決定される．Crewtherらの結果は，

Dn » gπNN ḡπNN
1

4π2mN

ln

ˆ

mN

mπ

˙

. (4.3.96)

ここで，

LπNN “ π ¨ N̄τ piγ5gπNN ` γ̄πNNqN, (4.3.97a)

gπNN » 13.4, (4.3.97b)

ḡπNN » ´θ0
pmΞ ´ mNqmumd

Fπpmu ` mdqp2ms ´ mu ´ mdq
, (4.3.97c)

» ´0.038θ0. (4.3.97d)

よって，
Dn » 5.2 ˆ 10´16θ0ecm. (4.3.98)

BagモデルによるBaluniの結果も近い値となる:

Dn » 2.7 ˆ 10´16θ0ecm. (4.3.99)

実験により得られた上限値は

|Dn| ă 3 ˆ 10´26ecm ñ |θ0| À 10´9. (4.3.100)

4.3.4 Triangle anomalyの直接計算

4.3.4.1 Counter terms

図 3 の発散相殺項Cµ
νλpk1, k2q(q “ k1 ` k2)として，要請

• 対称性： 入れ替え pk1, νq Ø pk2, λqに対して不変．

• Lorentz不変性

• k21 “ k22 “ 0
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q

k1

k2

p1

p

p2

γλ

γν

γµγ5

図 3: Triangle Digram

を満たすものの一般形は

Cµ
νλ “ a1 pkµ1k1νk1λ ` kµ2k2νk2λq ` a2q

µk1νk2λ

`a3q
µk2νk1λ ` a4 pkµ2k1νk1λ ` kµ1k2νk2λq

`a5 pδµν k1λ ` δµλk2νq ` a6 pδµν k1λ ` δµλk1νq

`a7q
µηνλ

`b1ϵ
µ
νλk1´k2 ` b2q

µϵνλk1k2

`b3 pk1νϵ
µ
λk1k2 ´ k2λϵ

µ
νk1k2q

`b4 pk2νϵ
µ
λk1k2 ´ k1λϵ

µ
νk1k2q (4.3.101)

ここで，ai, bjは k1 ¨ k2の関数．
さらに，

Cµ
νλk

ν
1 “ 0 (4.3.102)

を要請すると，

Cµ
νλ “ a2q

µk1νk2λ ` a3q
µ pk2νk1λ ´ pk1 ¨ k2qηνλq

`b2q
µϵνλk1k2

`b4 p´pk1 ¨ k2qϵµνλk1´k2 ` k2νϵ
µ
λk1k2 ´ k1λϵ

µ
νk1k2q

`b3 pk1νϵ
µ
λk1k2 ´ k2λϵ

µ
νk1k2q (4.3.103)

これより，

qµC
µ
νλ “ q2 ta2k1νk2λ ` a3 pk2νk1λ ´ pk1 ¨ k2qηνλqu

`pb2 ` b4qq
2ϵνλk1k2 . (4.3.104)
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4.3.4.2 Vector current

ベクトル型カレントによる相互作用の場合，三角図式に対応する有効
頂点テンソルは

T µνλ “ ´i

ż

d4p

p2πq4
rV µ

νλpp ` k1, p ´ k2, pq ` V µ
λνpp ` k2, p ´ k1, pqs .

(4.3.105)

ここで，

V µ
νλpp1, p2, p3q :“ Tr

ˆ

γµ
1

{p2 ` im ` ϵ
γλ

1

{p3 ` im ` ϵ
γν

1

{p1 ` im ` ϵ

˙

(4.3.106)

Pauli-Villars正則化を

T pRqµ
νλ “ lim

MÑ8
T µνλpV Ñ V pRqq, (4.3.107)

V pRqµ
νλ “ V µ

νλpp1, p2, p3;m
2q ´ V µ

νλpp1, p2, p3;M
2q(4.3.108)

により定義すると，V pRqの p積分は収束するので，p Ñ ´pの変換を行
うと，

T pRqµ
νλ “ ´i

ż

d4p

p2πq4

`

W µ
νλpp1, p2, p3;m

2q ´ W µ
λνpp2, p2, p3;M

2q
˘

;(4.3.109)

W µ
νλpp1, p2, p3;m

2q “
V µ

νλpp1, p2, p3q ´ V µ
λνpp2, p1, p3q

pp21 ` m2 ´ iϵqpp22 ` m2 ´ iϵqpp23 ` m2 ´ iϵq
.(4.3.110)

ここで，
p1 “ p ` k1, p2 “ p ´ k2, p3 “ p. (4.3.111)

V µ
νλは

V µ
νλpp1, p2, p3q “ Trp{p1 ´ imqγµp{p2 ´ imqγλp{p3 ´ imqγν

“ Tr{p1γ
µ{p2γλ{p3γν ´ m2Tr p{p1γ

µγλγν ` {p2γλγνγ
µ ` {p3γνγ

µγλq(4.3.112)

と表されるので，
CγµC´1 “ ´ Tγµ (4.3.113)

より，
V µ

νλpp1, p2, p3q ´ V µ
λνpp2, p1, p3q “ 0. (4.3.114)

よって，Pauli-Villars正則化で

T µνλ “ 0. (4.3.115)
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4.3.4.3 Axial current

軸性カレントの場合の

T µνλ “ e2
ż

d4p

p2πq4
rAµνλpp ` k1, p ´ k2, pq ` Aµλνpp ` k2, p ´ k1, pqs .

(4.3.116)

ここで，

Aµνλpp1, p2, p3q :“ Tr

ˆ

γ5γ
µ 1

{p2 ` im ` ϵ
γλ

1

{p3 ` im ` ϵ
γν

1

{p1 ` im ` ϵ

˙

“
A µ

λνpp1, p2, p3q

pp21 ` m2 ´ iϵqpp22 ` m2 ´ iϵqpp23 ` m2 ´ iϵq
.(4.3.117)

ここで，
p1 “ p ` k1, p2 “ p ´ k2, p3 “ p. (4.3.118)

また，

A µ
νλpp1, p2, p3q “ Trp{p1 ´ imqγ5γ

µp{p2 ´ imqγλp{p3 ´ imqγν

“ Tr{p1γ
µ{p2γλ{p3γν

´m2Tr p{p1γ
µγλγν ` {p2γλγνγ

µ ` {p3γνγ
µγλq (4.3.119)

qµA µ
νλは次のように変形できる：

qµA
µ
νλpp1, p2, p3q “ Bνλpp1, p2, p3q ` Aνλpp1, p2, p3q; (4.3.120)

Bνλpp1, p2, p3q “ 2miTrp{p1 ´ imqγ5p{p2 ´ imqγλp{p3 ´ imqγν ,(4.3.121)

Aνλpp1, p2, p3q “ Trp{p1 ´ imqγ5p{p1 ´ imqp{p2 ´ imqγλp{p3 ´ imqγν

´Trp{p1 ´ imqγ5p{p2 ` imqp{p2 ´ imqγλp{p3 ´ imqγν (4.3.122)

対応して，
qµT

µ
νλpk1, k2q “ Bνλ ` Aνλ. (4.3.123)

まず，Trを計算すると，Bは次のように表される：

Bνλpp ` k1, p ´ k2, pq “ ´8im2ϵνλk1k2 (4.3.124)
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これより，

Bνλ “ 8m2e2
ż

d4p

p2πq4

ż

0ďα1`α2ď1

dα1dα2
´iϵνλk1k2

pα1p21 ` α2p22 ` α3p32 ` m2 ´ iϵq3

`pν Ø, k1 Ø k2q

“
e2

π2
ϵνλk1k2

ż

0ďα1`α2ď1

dα1dα2

ˆ
m2

m2 ` α1p1 ´ α1qk21 ` 2k1 ¨ k2α1α2 ` α2p1 ´ α2qk22
. (4.3.125)

および

Aνλ “ ´ie2
␣

Iνλpk2;m
2q ´ Iνλp´k2;m

2q ` Iνλpk1;m
2q ´ Iνλp´k1;m

2q
(

,(4.3.126)

Iνλpk;m2q :“

ż

d4p

p2πq4
ϵνλpk

ppp ´ kq2 ` m2 ´ iϵqpp2 ` m2 ´ iϵq
(4.3.127)

以上より，T µνλの正則化を Paulli-Villars法により

T pRqµ
νλ “ lim

MÑ8
pT µνλpmq ´ T µνλpMqq (4.3.128)

により定義すると，

B

Bm2

Iνλpk,m2q “ 0 : convergent integral (4.3.129)

より，
Aνλpmq ´ AνλpMq “ 0 (4.3.130)

および
qµT

pRqµ
νλ “ Bνλpmq ´ Bνλp8q (4.3.131)

ここで，

Bνλp8q “
e2

2π2
ϵνλk1k2 (4.3.132)

よって，

qµT
pRqµ

νλ “ Bνλpmq ´
e2

2π2
ϵνλk1k2 (4.3.133)

を得る．これは，

Bµj
µ
5 “ 2mj5 ´

e2

4π2
F ¨ ˚F (4.3.134)
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4.3.5 *ゲージアノーマリーの直接計算

References

• Weinber S: The Quantum Theory of Fields II (CUP, 1995)

4.3.5.1 積分表式

カイラルなゲージ場と結合するスピノール

Lψ “ ´iψ̄γµpBµ ´ iTaA
a
µqψ (4.3.135)

に対するカレント

4.4 Gauge and gravitational anomaly
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Anomalous U(1) and GCS/GGS
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(2006)“ Anomalies, anomalous U(1) ’s and generalized Chern-
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4.4.1 一般的構造

アノーマリーはカイラルな場の量子効果によってのみ生成され，d次元
時空では，一般に次の構造をもつ：

δ lnZ “
´i

p2πq5

ż

ÎdpF2, R2q, (4.4.1)

Îd`2 ñ Îd : Îd`2 “ dÎd`1, δÎd`1 “ dÎd. (4.4.2)

ゲージアノーマリー

• 4次元のGauge anomalyは次の形にかける：

Id “ CαaTrptatpbtcqqF
b ^ F c. (4.4.3)

• 自己共役表現（実表現，ないし擬実表現）はゲージアノーマリーを
生まない．これは，このような表現に対しては，ゲージ不変性をも
つ Pauli-Villarse型 counter termが作れるためである．
4次元の場合，これは直接示すことができる．まず，

δψr “ iαataψr, δψ˚
r “ ´iαat˚aψ

˚
r (4.4.4)

で，taはエルミートなので，自己共役表現に対しては，

ta “ Sp´ TtaqS
´1. (4.4.5)

よって，

Trptatpbtcqq “ ´Trp Tta
Ttpb

Ttcqq “ ´Trptatpbtcqq. (4.4.6)

• 4次元では，G “ SUp2q, SOp2n`1qpn ě 2q, Spp2nqpn ě 3q, G2, F4, E7, E8

のときゲージアノーマリーは生じない．一方，G “ Up1q, SUpnqpn ě

3q, SOp4n ` 2q, E6はアノーマリーを生じる可能性がある．これら
は，Up1qを除くとすべて π5pGq ‰ 0.
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重力アノーマリー

• 理論のCPT不変性と重力相互作用の P不変性より，カイラルスピ
ノール（およびカイラルテンソル）がローレンツ群の複素表現と
なっている場合には，必ずカイラリティが反対の項が作用積分に対
になって現れ，アノーマリーはキャンセルする．このため，重力ア
ノーマリーはD “ 4k ` 2次元でのみ発生．

• 重力アノーマリーは，D{2 ` 1個の外線をもつカイラルフェルミ粒
子と自己共役テンソルにより生じる．

4.4.2 10次元超重力理論

10次元超重力理論に登場するカイラル場と対応する I12は

• dilatino: 8,81

Î8pF2, R2q “ ´
TrpF 6

2 q

1440

`
TrpF 4

2 qtrpR2
2q

2304
´

TrpF 2
2 qtrpR4

2q

23040
´

TrpF 2
2 qrtrpR2

2qs2

18432

` dimpGq

ˆ

trpR6
2q

725760
`

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
`

rtrpR2
2qs3

1327104

˙

.(4.4.7)

ここで，trはR2 “ pRa
bqの接空間添え字 a, bに関するトレース，Tr

はフェルミ粒子のゲージ群Gの表現に関するトレース．

• gravitino: 56,561

Î56pR2q “ ´495
trpR6

2q

725760
` 225

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
´ 63

rtrpR2
2qs3

1327104
. (4.4.8)

174 目次へ



目次へ

• 5-form flux (IIB): r5s`, r5s´

ÎSDpR2q “ `992
trpR6

2q

725760
´ 448

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
` 128

rtrpR2
2qs3

1327104
. (4.4.9)

II型理論 IIA型理論はカイラルでないので，アノーマリーは自明にキャ
ンセルする．また，IIB型理論でも，アノーマリーはキャンセルする：

ÎIIBpR2q “ ´2Î8pR2q ` 2Î56pR2q ` ÎSDpR2q “ 0. (4.4.10)

I型理論 I型理論のアノーマリーは

Î1 “ Î56pR2q ´ Î8pR2q ` Î8pF2, R2q

“
Y4X8

768
`

1

1440

"

´TrapF
6
2 q `

1

48
TrapF

2
2 qTrapF

4
2 q ´

1

14400
rTrapF

2
2 qs3

*

`pdimpGq ´ 496q

"

trpR6
2q

725760
`

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
`

rtrpR2
2qs3

1327104

*

(4.4.11)

ここで，

Y4 “ trpR2
2q ´

1

30
TrapF

2
2 q, (4.4.12a)

X8 “ trpR4
2q `

rtrpR2
2qs2

4
´

TrapF
2
2 qtrpR2

2q

30
`

TrapF
4
2 q

3
´

rTrapF
2
2 qs2

900
.

(4.4.12b)

まず，G “ SOpnqのとき，任意の生成元 t P sopnqに対し，

Trapt
2q “ pn ´ 2qTrvpt

2q, (4.4.13a)

Trapt
4q “ pn ´ 8qTrvpt

4q ` 3rTrvpt
2qs2, (4.4.13b)

Trapt
6q “ pn ´ 32qTrvpt

6q ` 15Trvpt
2qTrvpt

4q, (4.4.13c)

より，第２項は

32 ´ n

1440

"

TrvpF
6
2 q ´

n ` 22

48
TrvpF

2
2 qTrvpF

4
2 q `

pn ´ 2qpn ` 28q

14400
rTrvpF2qs3

*

(4.4.14)

より，n “ 32のときのみゼロとなる．同様に，G “ E8に対して，

Trapt
4q “

1

100
rTrapt

2qs2, Trapt
6q “

1

7200
rTrapt

2qs3 (4.4.15)

より，第 2項はG “ E8 ˆ E8, E8 ˆ Up1qmのときゼロ．第３項は，G “

SOp32q, E8 ˆ E8, E8 ˆ Up1q248.Up1q496に対してゼロ．
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4.4.3 Green-Schwarz機構

次に，（ヘテロ表示での）作用積分において，H̃3の定義を

H̃3 “ dB2 ´ cω3Y ´ c1ω3L; (4.4.16)

ω3Y “ Tr

ˆ

A1 ^ dA1 ´
2i

3
A1 ^ A1 ^ A1

˙

, (4.4.17)

ω3L “ tr

ˆ

ω1 ^ dω1 `
2

3
ω1 ^ ω1 ^ ω1

˙

(4.4.18)

に置き換え，ゲージ変換を

δA1 “ dλ ´ irA1, λs, (4.4.19a)

δω1 “ dΘ ` rω1,Θs, (4.4.19b)

δB2 “ cTrpλdA1q ` c1trpΘdω1q (4.4.19c)

と定義すると，Chern-Simons型繰り込み項

S1 “

ż

B2X8pF2, R2q (4.4.20)

は，ゲージ変換に補正

δS1 “

ż

δB2X8 (4.4.21)

を与える．これは，アノーマリー換算で

Î 1
10 “ rcTrapλdA1q ` c1trpΘdω1qsX8

ñ Î 1
12 “ rcTrapF

2
2 q ` c1trpR2

2qsX2 (4.4.22)

となる．よって，
c1 “ ´

c

30
(4.4.23)

ととれば，第１項と相殺する（Green-Schwarz機構）．このとき，

dH̃3 “
α1

4

„

trpR2
2q ´

1

30
TrapF

2
2 q

ȷ

; 4κ210 “ α1g210. (4.4.24)

以上より，I型理論では，G “ SOp32q, E8 ˆE8, E8 ˆ Up1q248.Up1q496に
対して，アノーマリーは相殺する．ただし，理論の超対称性より，Up1q

因子に対しても，H̃ の定義で ωCSを加える必要がある [Bergshoeff E, de

Roo M, de Wit B, van Nieuwenhuizen P: NPB195:97(1982)]．ゲージ不

176 目次へ



目次へ

変性より，これはBのゲージ変換も対応する修正を受けることを意味す
る．ところが，この修正のため，ゲージ変換の際にBX8からUp1q因子
に対応する付加項が生じ，ゲージ不変性を破る．すなわち，Up1qがある
と，超対称性の要請とGreen-Schwarz機構が整合的でなくなる．よって，
整合的な理論は，G “ SOp32q, E8 ˆ E8のみ．
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5 大統一理論
Last update: 2023 年 10 月 17 日

5.1 標準モデル

ゲージセクター
フェルミ粒子セクター

Higgs セクター

Ｇ

Higgs 機構

（粒子の質量）

Yukawa 結合

（質量，CP の破れ）

ＳＳＢ

5.1.1 基本構造

ゲージセクター

• ゲージ群：UY p1q ˆ SUp2q ˆ SUp3q

• Gauge coupling:

Dµ “ Bµ ´ iAµ :

A “ g1
Y

2
B ` g2T

p2q

i Ai ` g3T
p3q
a Ga. (5.1.1)

ここで，

rT
p2q

i , T
p2q

j s “ iϵijkT
p2q

k : τj{2 ÞÑ T
p2q

j (5.1.2)

rT p3q
a , T

p3q

b s “ ifabcT
p3q

k ; (5.1.3)

fabc “ frabcs : f147 “ f516 “ f246 “ f257 “ f345 “ f637 “
1

2
,

f123 “ 1, f458 “ f678 “

?
3

2
(5.1.4)
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• Symmetry Breaking: UY p1q ˆ SUp2q ñ Uemp1q

g1
Y

2
B ` g2T

p2q

3 A3 “ eQA `
g2

cos θW
RZ ñ eQA,(5.1.5)

Q “ T
p2q

3 `
Y

2
, R “ T

p2q

3 cos2 θW `
Y

2
sin2 θW . (5.1.6)

ここで，
˜

A

Z

¸

“ Rp´θW q

˜

B

A3

¸

, (5.1.7)

g1 “
e

cos θW
, g2 “

e

sin θW
. (5.1.8)

フェルミオンセクター

• 量子数と表現

p2, 1q´1 p1, 1q´2 p2, 3q1{3 p1, 3q4{3 p1, 3q´2{3

pνe, eqL eR pu, dqL uR dR
pνµ, µqL µR pc, sqL cR sR
pντ , τqL τR pt, bqL tR bR

Li Ri Qi U i Di

表現はUY p1q, SUp2qに関してカイラル（Uemp1q ˆ SUp3qに関して
はアキラル）．

スカラ（Higgs)セクター

• 量子数と表現: p2, 1q1

• ポテンシャル ñ 対称性の自発的破れ ñ Higgs機構

• Yukawa結合 ñ フェルミ粒子の質量, 弱い相互作用でのCPの破
れ，Cabibo混合

h
plq
ij l̄

i
RH

:Lj ñ
ÿ

i

m
plq
i l̄

i
Rl
i
L (5.1.9a)

h
puq

ij Ū
i
RH

Tσ2Q
j ñ

ÿ

i

m
puq

i Ū i
RU

i
L (5.1.9b)

h
pdq

ij D̄
i
RH

:Qj ñ
ÿ

i,j

m
pdq

i D̄i
RC

i
jD

j
L (5.1.9c)
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CKM行列 自発的対称性の破れの後の湯川結合の部分を上記の様に標
準化すると，残るユニタリ変換の自由度は，Di

RおよびDi
Lの各場のUp1q

変換．この自由度 2Ng個のうち，一般的なユニタリ行列Ci
jを変化させな

い変換は，すべての場に対する共通のUp1q変換．したがって，Ci
jの物理

的な実数自由度は
N2
g ´ 2Ng ` 1 “ pNg ´ 1q2. (5.1.10)

これらのうち，Ng次の直交変換の自由度はNgpNg ´ 1q{2なので，

pNg ´ 1q2 ´
1

2
NgpNg ´ 1q “

1

2
pNg ´ 1qpNg ´ 2q (5.1.11)

個の複素位相の自由度が残る．Ng “ 3のときは，これは１となる．
Ng “ 3の時のKM行列の標準形は

CKM “

¨

˚

˝

c1 s1c3 s1s3
´s1c2 c1c2c3 ´ s2s3e

iδ c1c2s3 ` s2c3e
iδ

´s1s2 c1s2c3 ` c2s3e
iδ c1s2s3 ´ c2c3e

iδ

˛

‹

‚

(5.1.12)

ここで，cj “ cos θj, sj “ sin θj.

5.1.2 ゲージアノーマリー

標準モデルはカイラルな理論なので，一般にカイラルアノーマリーが
発生する可能性があるが，うまくあのマリーが消えるな構造となってい
る．実際，アノーマリー係数

τabc “ Trptattb, tcuq (5.1.13)

のうち自明でないのは，この係数のGSMに対する不変性より，

τ111 “ TrpY 3q “ 2Y 3
L ` p´YERq3 ` 6Y 3

Q ` 3p´YURq3 ` 3p´YDRq3 “ 0,

(5.1.14a)

τ122 “ TrpY tT
p2q

i , T
p2q

j uq “
1

2
pYL ` 3YQq δij “ 0, (5.1.14b)

τ133 “ TrpY tT p3q
a , T

p3q

b uq “ 6p2YQ ´ YUR ´ YDRqδab “ 0 (5.1.14c)

となるが，レプトン電荷をQν “ pYL ` 1q{2 “ 0, QER “ YR{2 “ ´1とこ
れらの anomaly free条件を要請すると，Y が一意的に定まり，ＳＭの値
と一致する．
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5.1.3 実験的制限

1. The precision electroweak scale data.

2. the 7-year WMAP constraint on dark matter relic density.

3. the experimental limits on the flavor changing neutral current (FCNC)

process b Ñ sγ.

4. the anomalous magnetic moment of the muon.

5. the process B0
s Ñ µ`µ´.

6. the LEP limit on the lightest CP-even Higgs boson mass.

7. proton lifetime.

5.1.4 問題点

素粒子物理

– ゲージセクターの不完全な統一

– クォーク電荷の分数性とそのパターン

– 強い相互作用でのCP保存

– ニュートリノの質量とmixing

– 湯川相互作用の構造

質量項の構造

Cabibo mixing

弱い相互作用でのCPの破れ

– 世代多重性

宇宙物理

– バリオン非対称性の起源

– Dark matterの実体と起源

– Dark energyの実体と起源/宇宙項問題

– インフレーションの起源

– 重力が含まれない
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5.2 ゲージセクターの統一

5.2.1 標準モデル ñ 大統一理論

• gauge-coupling unification

1

α3

“
1

6π
p4Ng ´ 33q ln

M

E
` const, (5.2.1a)

1

α2

“
1

6π

ˆ

4Ng ´
43

2

˙

ln
M

E
` const, (5.2.1b)

1

α1

“
1

6π

ˆ

4Ng `
3

10

˙

ln
M

E
` const. (5.2.1c)

ñ α1 « α2 « α3 at E « 1016GeV

• Hypercharge structure

SUp5q Ą Up1q ˆ SUp2q ˆ SUp3q

5˚ “ p1, 3˚q2{3 ` p2˚, 1q´1 : pdc, e´,´νqL

10 “ p1, 3˚q´4{3 ` p2, 3q1{3 ` p1, 1q2 :

¨

˚

˝

rucs ´u ´d

u 0 ´e`

d e` 0

˛

‹

‚

L

[Wilczek F:in Physics in the 21st Century, eds. K.Kikkawa et

al.(1997, World Scientific)]

• Neutrino mass

SOp10q Ą SUp5q

16 “ 5˚ ` 10 ` 1 ñ neutrino mass

• Baryon asymmetry

• Strong CP problem: |θ| ă 10´11

Peccei-Quinn symmetry ñ SSB at E Á 1012GeV ñ invisible

axion ma Á 10´6eV
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5.2.2 可能な大統一群G

• 基本的な要請

1) G Ą GSM “ SUp3q ˆ SUp2q ˆ Up1q. 特に，rankpGq ě 4.

2) Gは複素表現を許す．

（理由）標準モデルでの左巻きおよび右巻きフェルミオンの
GSMに関する表現をそれぞれ f

SM
L ,fSM

R とすると，

fSM
L fl fSM

R , (5.2.2a)

pfSM
L q˚ X fSM

L “ H, pfSM
R q˚ X fSM

R “ H.(5.2.2b)

ここで，前者はUp1qY と SUp2qに原因があるが，後者はUp1qY

と SUp3qに原因がある．Left chiral場だけの表示に移って，

F SM “ fSM
L ` pfSM

R q˚ (5.2.3)

とおくと，
F SM X pF SMq˚ “ H. (5.2.4)

つぎに，GpĄ GSMqによるGUTでのフェルミオン表現を pfL,fRq

として，
F “ fL ` f˚

R (5.2.5)

とおくと，
F “ F SM ` F 1 (5.2.6)

なので，F ˚ “ F とすると，

F SM ` F 1 “ pF 1q˚ ` pF SMq˚ ñ F SM P pF 1q˚ (5.2.7)

よって，
F 1 “ pF SMq˚ ` F 0; F ˚

0 “ F 0. (5.2.8)

すなわち
F “ F SM ` pF SMq˚ ` F 0. (5.2.9)

このとき，F のGに関する既約分解が複素表現を持たないと
すると，F SMのフェルミオンと pF SMq˚のフェルミオンに異な
る質量を与えることが困難．
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（一般に，fL fl fRかつF
˚ – F なら，実表現 f 1

L{R
˚ “ f 1

L{R

を用いて，fL “ f 0 `f 1
L,fR “ f 0 `f 1

R．実際，f 0,f 1を複素
表現として，f 0 ` f˚

1 “ f 1 ` f˚
0なら f 0 Ă f 1かつ f

˚
1 Ă f˚

0よ
り f 0 “ f 1.）

• 要請 1), 2)より，可能な群は

SUp5q Ă SOp10q Ă E6,

SUp5q Ă SUp6q Ă SUp7q ¨ ¨ ¨ ,

SOp10q Ă SOp14q ¨ ¨ ¨ Ă SOp4n ` 2q Ă ¨ ¨ ¨ .

注：要請 1)を満たす他のランク４のコンパクト群は

F4 Ą SOp9q Ą GSM,

Spp4q Ą SUp2q ˆ Spp3q Ą GSM.

• En系列の表現

E4 “ SUp5q : 5˚ ` 10,

E5 “ SOp10q Ą SUp5q ˆ Up1q : 16 “ 1´5 ` 5˚
3 ` 10´1,

: 10 “ 52 ` 5˚
´2,

: 45 “ 10 ` 104 ` 10˚
´4 ` 240,

E6 Ą SOp10q ˆ Up1q : 27 “ 14 ` 10´2 ` 161,

: 78 “ 10 ` 450 ` 16´3 ` 16˚
3 ,

E8 Ą SUp3q ˆ E6 : 248 “ p8, 1q ` p1, 78q ` p3, 27q ` p3˚, 27˚q.

G rank dim
fund.

rep

complex

irreps

SUpn ` 1q n npn ` 2q n ` 1 pa1 ¨ ¨ ¨ alq ‰ pal ¨ ¨ ¨ a1q

SOp2n ` 1q n np2n ` 1q 2n none

Sppnq n np2n ` 1q 2n none

SOp2nq n np2n ´ 1q 2n´1 n:odd

G2 2 14 7 none

F4 4 52 26 none

E6 6 78 27 pa1 ¨ ¨ ¨ a6q ‰ pa5a4a3a2a1a6q

E7 7 133 56 none

E8 8 248 248 none
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5.2.3 対称性の自発的破れ

【定義 5.1 (Isotropy group, stratum)】 　 群Gが多様体M に作用
しているとする．このとき，Gの各点 pでの等方群Gpの共役類の中で極
大となるGの部分群（の共役類）を極大等方群という．すなわち，Hが
極大等方群であるとは，H が適当な点の等方群となり，かつどの等方群
Gqに対してもH Ă gGqg

´1となる g P Gが存在しないことを意味する．
次に，Gの部分群の各共役類 rHsに対して，等方群の共役類が rHsと
一致するG軌道の和集合の各連結成分を層 (stratum)という．特に，開
集合となる層は一般的層と呼ばれる． l

【定理 5.2 (Michel L.-Radicati L.A. の定理 (1971))】 　 コンパク
ト Lie群Gが有限次元空間Mに連続に作用しているとする．

1. GのMへの作用において，各層の境界における等方群の共役類は
その層の等方群の共役類と等しいかより大きい．特に，極大等方群
に対応する層は閉集合となる．

2. Gの有限次元線形表現R “ pρ,Vqで，R実既約表現ないし互いに共
役な既約複素表現の直和となっているものを考える．このとき，V
上の２次のG不変量Npϕqが一定となる超曲面Mにおいて，閉G

層の点 ϕ0に対しては，その点が極点となるようなG不変なM上
の関数が存在する．より具体的には，

i) 一般的G層の点は，いかなる高次の不変量に対しても，その
臨界点となることはない．

ii) 閉G層が１個のG軌道のみを含むとき，その点はすべてのG

不変関数の臨界点となる．

iii) 閉G層が２個以上のG軌道を含むとき，少なくとも２つの軌
道においてすべてのG不変関数が臨界値をとる．また，閉層
の任意の点に対して，それを臨界点とするG不変関数が存在
する．

3. 1,2より，特に，各極大等方群H に対しては，Higgs機構による自
発的対称性の破れG Ñ Hが可能である．

[Slansky R: PLC79, 1 (1981); Michel L, Radicati LA: Ann. Phys. (NY)

66, 758 (1971)] l
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【定理 5.3 (随伴表現の極大等方群 (Gell-Mann))】 　 コンパクト Lie

群の随伴表現に対する極大等方群は，非拡張Dynkin図式からノードを１
個取り除いて得られる正則準半単純極大部分群に限られる．また，その
ような正則準半単純極大部分群は，すべて，随伴表現の極大等方群とな
る．
[ăSlansky R: PLC79, 1(1981)] l

【証明へ】

【予想 5.4 (Michelの予想)】 　 ゲージ群Gのゲージ理論において，ヒ
グス場ϕがGの実既約表現ないし互いに共役な複素既約表現の直和に従っ
て変換するとする．このとき，裸のヒグスポテンシャルが高々４次式と
すると，ϕの２次の不変量が一定値をとる超曲面 S上において，量子補
正を含めた有効ポテンシャルの臨界点におけるGの等方群は，S上での
極大等方群となる． l

【例 5.5 (極大等方群)】 　

• n` n˚: SUn Ñ SUn´1

• n: SOn Ñ SOn´1

• 16s ` 16˚
s: SO10 Ñ SU5, SO7

• 78adj(`輻射補正): E6 Ñ SO10 ˆ U1, SU6 ˆ U1, SU5 ˆ SU2 ˆ

U1, SU3 ˆ SU3 ˆ SU2 ˆ U1

• 27 ` 27˚: E6 Ñ SO10, F4

• 3511 r000020s ` 3511˚: E6 Ñ SO10, F4, Sp4, SU3, SU4 ˆ SU2, G2

l

【注 5.6 (随伴表現に従うHiggs場に対する繰り込み可能なポテンシャ
ル)】 　 単純 Lie代数の随伴表現Φに対する不変多項式は，次のランク
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l個の元で生成される：

SUpl ` 1q : I2, I3, ¨ ¨ ¨ , Il`1,

SOp2l ` 1q : I2, I4, ¨ ¨ ¨ , I2l,

Spplq : I2, I4, ¨ ¨ ¨ , I2l,

SOp2lq : I2, ¨ ¨ ¨ , I2l´2, I
1
l ,

G2 : I2, I6,

F4 : I2, I6, I8, I12,

E6 : I2, I5, I6, I8, I9, I12,

E7 : I2, I6, I8, I10, I12, I14, I18

E8 : I2, I8, I12, I14, I18, I20, I24, I30

ここで，Inは次式で定義されるΦの n次不変同次多項式である：

Ip＝
ÿ

a1,¨¨¨ ,apPt1,¨¨¨ ,2lu

ÿ

b1,¨¨¨ ,bpt1,¨¨¨ ,2lu

`

Cb1
a1b2C

b2
a2b3 ¨ ¨ ¨Cbp

apb1

˘

Φa1 ¨ ¨ ¨ Φap

(5.2.10)

また，I 1
l は

I 1
l ”

ÿ

1ďi1,¨¨¨ ,ilď2l

ÿ

1ďj1¨¨¨jlď2l

ϵi1j1¨¨¨iljlΦ
i1j1 ¨ ¨ ¨ Φiljl (5.2.11)

特に，例外 Lie群に対しては，

I3 ” 0, I4 ” 0 (5.2.12)

となるので，繰り込み可能な随伴 Higgsのポテンシャルは２次式のみと
なる． l

5.2.4 SSB前後のゲージ結合係数の関係

SSBの後に残される残留対称性Hに伴うゲージ場の結合係数を，SSB

が起きる前のゲージ群Gに対応するゲージ場の結合係数を用いて表す公
式を求める．議論は tree-levelで，量子補正は考えない．
一般に，Gが単純群ないしUp1qの積G1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆGnで表されるとする．
一般に残留ゲージ群Hも単純群ないしUp1qの積H1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆHmで表され
るが，その埋め込み

ϕ : H Ñ G “ G1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Gn (5.2.13)
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はHの各因子Hpへの制限により決まり，ゲージ結合係数の関係は，各因
子ごとに独立に決まるので，以下，Hは単純群かUp1qに等しいとする．
ゲージ群Gに対するゲージ接続A は，各因子Gjに対する接続の直和
となる：

A “ ‘jApjq; Apjq “ ´igj
ÿ

a

AapjqT
pjq
a , (5.2.14a)

F “ ‘jFpjq; Fpjq “ ´igj
ÿ

a

F a
pjqT

pjq
a “ dApjq `

1

2
rApjq,Apjqs,(5.2.14b)

LA “ ´
1

2

ÿ

j,a

F a
pjq ¨ F a

pjq, (5.2.14c)

NjpT
pjq
a , T

pjq

b q “ Cjδab (5.2.14d)

ここで，F ¨F “ FµνF
µν{2．また，NjpX,Y qはLie代数LpGjqのAdpGjq不

変な内積であり，SUpnqに対しては，ベクトル表現を用いた内積NpX,Y q “

TrpρvpXqρvpY qを用いることが多い．この内積やCjの値の選択は原理的
には任意で，ゲージ結合係数の定義におけるスケール倍の自由度を固定
する役割を果たす．また，LA の表式は Aapjqの定義におけるスケール倍
の自由度を取り除く．
同様に，Hに対応するゲージ接続Bは次のように表される：

B “ ´ig1
ÿ

α

BαT 1
α, (5.2.15a)

G “ ´ig1G “ ´ig1
ÿ

α

GαT 1
α “ dB `

1

2
rB,Bs, (5.2.15b)

LB “ ´
1

2

ÿ

α

Gα ¨ Gα, (5.2.15c)

NHpT 1
α, T

1
βq “ CHδαβ (5.2.15d)

ここで，NH はL pHqの不変内積．

5.2.4.1 H “ Up1qの場合

埋め込みH “ Up1q Ñ Gは

ϕ˚ : up1q Q ´i ÞÑ ‘jp´iqQ̂pjq; Q̂pjq “
ÿ

a

Qa
pjqT

pjq
a (5.2.16)
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で定義される電荷作用素 Q̂pjqにより指定される．このとき，Up1qゲージ
場BのGゲージ場への埋め込みは

Bµ ÞÑ Aapjq : gjA
a
pjq “ g1Qa

pjqB (5.2.17)

で与えられる．この対応がLagrangian密度LA , LBの形を保つことより，

1

pg1q2
“
ÿ

j,a

pQa
pjqq

2

g2j
“
ÿ

j

NjpQ̂pjq, Q̂pjqq

g2jCj
(5.2.18)

が得られる．

例：SUp2q ˆ Up1qY ñ Up1qem: 対応する電荷作用素は

Q̂ “
Y

2
` T3 (5.2.19)

で，SU2qとUp1qのゲージ場をCj, Bで表すと，共変微分は

Up1qY ˆ SUp2q : D “ d ´ i
g1
2
BY ´ ig2

τj
2
Cj, (5.2.20)

Up1qem : D “ d ´ ieQ̂ (5.2.21)

となるので，

T p1q “ Y {2, T p2qj “
τj
2

ñ Qp1q “ 1, Qj
p2q

“ δj3 (5.2.22)

より，
1

e2
“

1

g21
`

1

g22
. (5.2.23)

5.2.4.2 Hが非可換単純群の場合

HのGへの埋め込みは，一般に，

ϕj˚ : L pHq Q T 1
α ÞÑ

ÿ

a

Xa
pjqαT

pjq
a P L pGq (5.2.24)

と表されるので，ゲージ場の対応は

gjA
a
pjq “ g1

ÿ

α

BαXa
pjqα (5.2.25)
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となる．この対応が Lagrangianの形を保つことより

ÿ

j,a

ˆ

g1

gj

˙2

Xa
pjqαX

a
pjqβ “ δαβ (5.2.26)

を得る．
ここで，Lie代数についての一般論より，Hが単純群のとき，ϕj˚はLie

代数の同型対応で，NjはL pGjqの不変計量なので，

Cj
ÿ

a

Xa
pjqαX

a
pjqβ “ Njpϕj˚pT 1

αq, ϕj˚pT 1
βqq “ kjNHpT 1

α, T
1
βq “ kjCHδαβ

(5.2.27)

となる定数 kjが存在する．よって，上記の条件は

1

pg1q2
“
ÿ

j

kj
g2j

CH
Cj

(5.2.28)

と表される．ここで，

kj ” ϕ˚
jNj{NH “

Njpϕjpxq, ϕjpyq

NHpx, yq
(5.2.29)

である．

例：SUp5q ñ SUp3q ˆ SUp2q ˆ Up1qY : 各 Lie代数の基底を次のよう
に取る：

SUp5q : Tapa “ 0, ¨ ¨ ¨ , 23q, N5pTa, Tbq “
1

2
δab, (5.2.30a)

SUp3q : T p3q
α pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8q, N3pT

p3q
α , T

p3q

β q “
1

2
δαβ, (5.2.30b)

SUp2q : T
p2q

j pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , 3q, N2pT
p2q

j , T
p2q

k q “
1

2
δjk. (5.2.30c)

このとき，

C5 “ C3 “ C2 “
1

2
, (5.2.31)

となる．SUp2qおよび SUp3qの SUp5qへの埋め込みは，

SUp3q Q ajk ÞÑ cjk “ tajk pj, k “ 1, 2, 3q, 1pj “ k “ 4, 5q, 0pj, k “その他 qu,(5.2.32a)

SUp2q Q bjk ÞÑ cjk “ tbjk pj, k “ 4, 5q, 1pj “ k “ 1, 2, 3q, 0pj, k “その他 qu(5.2.32b)
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により行う．このとき，内積NpX,Y qがいずれもベクトル表現のトレー
スに一致するので，

k2 “ k3 “ 1 (5.2.33)

を得る．よって，一般公式より

g2 “ g3 “ g5 (5.2.34)

を得る．
次に，Up1qY の SUp5qへの埋め込みに対応する電荷作用素 Q̂は，Up1qY

の接続が，習慣的に

D “ d ´ ´ig1B
Y

2
(5.2.35)

と表されるので，

Q̂ “
Y

2
“ ´

1

3
pH1 ` H2 ` H3q `

1

2
H4 ñ N5pQ̂, Q̂q “

5

6
(5.2.36)

よって，
1

g21
“

5{6

g25{2
“

5

3g25
ô g21 “

3

5
g25. (5.2.37)

5.2.5 量子補正

5.2.5.1 Higgsポテンシャル

Higgs場Φを背景場とするスカラ場，ゲージ場，スピノール場 (s “ 1{2)

の質量行列をMs,Mv,Mf とするとき，Φのポテンシャルに対する 1-ルー
プ補正は

V p1qpΦq “
1

64π2

„

3TrM4
v ln

ˆ

M2
v

µ2

˙

´ 4TrM4
f ln

ˆ

M2
f

µ2

˙

`TrM4
s ln

ˆ

M2
s

µ2

˙ȷ

. (5.2.38)

Ms,Mv,Mf の具体的な形は

V pΦq ñ pM2
s qij “ B2V pΦq{BΦiBΦj, (5.2.39a)

DΦ “ pd ` gAaTaqΦ ñ pM2
v qab “ g2pTaΦq:pTbΦq, (5.2.39b)

CppqqiΦ
i TψpCψq ñ M2

f “ (5.2.39c)
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5.2.6 SUp5q GUT

5.2.6.1 対称性の自発的破れ

極大等方群 SU5の２００次元以下の既約表現のうち，SUc
3ˆUem

1 pĂ SU4q

を等方群としてもつ表現の極大等方群は以下の通り：

5v r1000s : SU4 (5.2.40a)

15 r2000s : SU4 (5.2.40b)

24adj r1001s : SU4 ˆ U1, SU3 ˆ SU2 ˆ U1, (5.2.40c)

35 r0003s : SU4, SUc
3 ˆ Uem

1 (5.2.40d)

45 r0101s : SUc
3 ˆ Uem

1 (5.2.40e)

70 r2001s : SU4 (5.2.40f)

701 r0004s : SU4, SO5 (5.2.40g)

75 r0110s : SU3 ˆ SU2 ˆ U1, (5.2.40h)

126 r2010s : SUc
3 ˆ Uem

1 (5.2.40i)

1261 r5000s : SU4 (5.2.40j)

160 r3001s : SU4 (5.2.40k)

175 r1101s : SU3 ˆ SU2, SUc
3 ˆ Uem

1 (5.2.40l)

200 r2002s : SU3 ˆ SU2 ˆ U1, SU4 ˆ U1, SO5.(5.2.40m)

対称性の破れのパターン 標準モデルと整合的な対称性の破れのパター
ンは一意的で，

SU5 ÝÝÝÝÝÑ

24adj

75

200

SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ UY
1 ÝÝÝÑ

5

15

35

45
...

SUc
3 ˆ Uem

1

(5.2.41)
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5.2.6.2 24次元Higgs系の４次のポテンシャルの臨界点

２４次元HiggsΦ “ Φ24p“ Φ:qに対する一般的な４次のポテンシャルは

V
p0q

24 “ ´
1

2
m2TrpΦ2q ` bTrpΦ3q ` λTrpΦ4q ` σpTrpΦ2qq2.. (5.2.42)

Φは常に適当なユニタリ行列 U P U5を用いて

Φ “ U∆pϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕ5qU
:, ϕ1 ` ¨ ¨ ¨ ` ϕ5 “ 0, ϕi P R (5.2.43)

と表される．この座標系では，CをLagrange未定係数として，ポテンシャ
ルは

V
p0q

24 “ ´
1

2
m2

ÿ

a

ϕ2
a ` b

ÿ

a

ϕ3
a ` λ

ÿ

a

ϕ4
a ` σp

ÿ

a

ϕ2
aq

2 ` C
ÿ

i

ϕi (5.2.44)

で与えられる．したがって，ポテンシャルの臨界点を決定する条件は，

BϕaV
p0q

24 ” p´m2 ` 4σϕ2qϕi ` 3bϕ2
i ` 4λϕ3

i ` C (5.2.45)

より，ϕi(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 5)がすべて同一の３次方程式

´m̃2ϕ ` 3bϕ2 ` 4λϕ3 ` C “ 0; m̃2 “ m2 ´ 4σϕ2 (5.2.46)

の解となること．
これより，臨界点は次の 5種類に限られることが示される：

(A) SU5臨界点： Φ “ 0, V “ 0

(B) SU3 ˆ SU2 ˆ U1臨界点： Φ “ ∆rv, v, v,´3v{2,´3v{2s（およびそ
の置換）
vとポテンシャル臨界値は

v “
3b ` ∆

2p14λ ` 15σq
; ∆2 “ 9b2 ` 8p14λ ` 15σqm2, (5.2.47a)

V “ ´
15

32

27b4 ` 36p14λ ` 15σqm2b2 ` 8p14λ ` 15σq2m4 ` ∆3

p14λ ` 15σq3

(5.2.47b)
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質量固有値は

SU3 ˆ SU2 ˆ U1 mass2

p1,1qp0q : 2m2 `
bp9b`3∆q

4p14λ`15σq
,

p1,3qp0q : 40λm2

14λ`15σ
´

45bp2λ`5σqp3b`∆q

4p14λ`15σq2
,

p8,1qp0q : 10λm2

14λ`15σ
`

15bp16λ`15σqp3b`∆q

4p14λ`15σq2
,

p3,2qp5{3q ` p3˚,2qp´5{3q : 0 pNG bosonsq

(C) SU4 ˆ U1臨界点： Φ “ ∆rv, v, v, v,´4vs（およびその置換）
vとポテンシャル臨界値は

v “
9b ` ∆

8p5σ ` 13λq
; ∆ “ 81b2 ` 16p5λ ` 13σqm2, (5.2.48a)

V “ ´
5

128

2187b4 ` 648p5σ ` 13λqm2b2 ` 32p5σ ` 13λq2m4 ` 3∆3

p5σ ` 13λq3

(5.2.48b)

質量固有値は

SU4 ˆ U1 mass2

1p0q : 2m2 ´
9bp´9b`∆q

8p13λ`5σq
,

15p0q : ´ 10λm2

13λ`5σ
`

bp7λ`5σqp9b´∆q

8p13λ`5σq2
,

4p5q ` 4˚
p´5q : 0 pNG bosonsq

(D) SU3 ˆ U1 ˆ U1臨界点： Φ “ ∆rv, v, v, w,´3v ´ ws（およびその
置換）
臨界点での v, wとポテンシャルの値は

v “
3b

8λ
, w “ ´

9b ` ∆

16λ
; ∆2 “

128m2λ2 ´ 27b2p5σ ` 2λq

σ ` 2λ
,(5.2.49a)

V “ ´
256n4λ3 ` 864λ2m2b2 ´ 81p5σ ` λqb4

1024λ3p2λ ` σq
(5.2.49b)

ただし，次の特殊値では，等方群が大きくなる：

b2 “
16λ2m2

9p5σ ` 7λq
ñ SU4 ˆ U1, (5.2.50a)

b2 “
128λ2m2

27p5σ ` 2λq
ñ SU3 ˆ SU2 ˆ U1. (5.2.50b)
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質量固有値は

SU3 ˆ U2
1 mass2

1p0,0q ˆ 2 : p5σ14λqm2

5p2λ`σq
`

9λp´5σ`2λqb2˘Σ
80λ2p2λ`σq

,

8p0,0q : ´2λm2

2λ`σ
`

9b2p5σ`7λq

8λp2λ`σq
,

1p1,5q ` cc : 0 pNG bosonsq,

3p´4{3,0q ` cc : 0 pNG bosonsq,

3p´1{3,5q ` cc : 0 pNG bosonsq

ここで

Σ2 “ 256λ4p5σ ` 6λq2m4 ` 576λ3p125σ2 ` 400σλ ` 324λ2qb2m2

´81λp750σ3 ` 2825σ2λ ` 3140σλ2 ` 836λ3qb4. (5.2.51)

(E) SU2 ˆ SU2 ˆ U1 ˆ U1臨界点： Φ “ ∆rv, v, w, w,´2v ´ 2ws（およ
びその置換）
臨界点での v, wとポテンシャルの値は

v “
3b ` ∆

8λ
,w “

3b ´ ∆

8λ
; (5.2.52a)

∆2 “
16m2λ2 ´ 9b2p5σ ` 7λq

σ ` λ
, (5.2.52b)

V “ ´
81p5σ ` 6bqb4 ´ 144λ2m2b2 ` 64λ3m4

256λ3pλ ` σq
´
m2

5

4λ5
(5.2.52c)

ただし，次の特殊値では，等方群が大きくなる：

b2 “
8λm2λ2

9p15σ ` 16λq
ñ SU3 ˆ SU2 ˆ U1, (5.2.53a)

b2 “
16m2λ2

9p5σ ` 7λq
ñ SU4 ˆ U1. (5.2.53b)

質量固有値は

SU2 ˆ SU2 ˆ U2
1 mass2

p1,1qp0,0q ˆ 2 : 8p4λ`5σqλm2`9p11λ`10σqb2˘Σ
40λpλ`σq

,

p3,1qp0,0q ` p3,1qp0,0q : 16λ2m2´9p5σ`7λqb2

8λpλ`σq
˘ 15∆

8λ
,

p2,2qp1,5{3q ` cc : 0 pNG bosonsq,

p2,1qp3,0q ` cc : 0 pNG bosonsq,

p1,2qp2,´5{3q ` cc : 0 pNG bosonsq
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ここで，

Σ2 “ 64λ2p6λ ` 5σq2m4 ´ 144λp151λ2 ` 275λσ ` 125σ2qb2m2

`
81

λ
p1241λ3 ` 3190λ2σ ` 2700λσ2 ` 750σ3qb4. (5.2.54)

まとめ σ “ 0のとき，β “ b{pm
?
λqの臨界値を

β1 “
1

3
?

2
, β2 “

4

3
?

7
, β3 “

8

3
?

3
(5.2.55)

と表すとき，各タイプの臨界点の個数と安定性は以下の通り：

b{pm
?
λq 安定性 r0, β1q β1 pβ1, β2q β2 pβ2, β3q β3 pβ3,`8q

SU3SU2U1 ⃝ 2 ˆ 10 1 ˆ 10 1 ˆ 10 1 ˆ 10 1 ˆ 10 - -

ˆ - 1 ˆ 10 1 ˆ 10 1 ˆ 10 1 ˆ 10 2 ˆ 10 2 ˆ 10

SU2SU2U1U1 ˆ 2 ˆ 10 - 2 ˆ 10 - - - -

SU3U1U1 ˆ 　 2 ˆ 20 2 ˆ 20 2 ˆ 20 - 2 ˆ 20 - -

SU4U1 ⃝ - - - - 1 ˆ 5 1 ˆ 5 1 ˆ 5

ˆ 2 ˆ 5 2 ˆ 5 2 ˆ 5 2 ˆ 5 1 ˆ 5 1 ˆ 5 1 ˆ 5
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図 4: m “ 1, b “ 0, λ “ 1に対する V
p0q

24 . 左は，Φ “ rx ` y, x ` y, x `

y,´3x{2 ` y,´3x{2 ´ 4ysにより定義される x´ y平面でのポテンシャル
の等高線．右は，Φ “ ry ` z, y ` z, y ´ z, y ´ z,´4ysにより定義される
y ´ z平面でのポテンシャルの等高線．

図 5: m “ 1, b “ 1, λ “ 1に対する V
p0q

24 . 左は x´ y平面，右は y ´ z平面
でのポテンシャルの等高線．
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5.2.6.3 24次元Higgsに対する 1-loop ポテンシャル

Creation: 2020/7/6

Update: 2020/7/7

Source: RM20200701 SU5GUT

24次元随伴表現のHiggsΦを (5.2.43)のように対角化する．

(1) 24次元スカラーループ

V
p1q

24psq
“

1

64π2
TrM4

s ln
M2

s

µ2

“
1

32π2

5
ÿ

a,b“1

m4
ab ln

m2
ab

µ2
`

1

64π2

4
ÿ

i“1

σ4
i ln

σ2
i

µ2
. (5.2.56)

ここで，mabは

m2
ab ” ´m2 ` 3bpϕa ` ϕbq ` 3λpϕ2

a ` ϕ2
b ` ϕaϕbq. (5.2.57)

また，σiは次の４次方程式の４個の根：

5σ̃4 ` 96P2σ̃
3 ` 108

␣

´4pP 2
2 ` P4q ` 6βP3 ´ β2P2

(

σ̃2

`432
␣

8p´2P2P4 ` P 2
3 q ` 4βpP2P3 ` 5P5q ´ 8β2P4 ` β3P3

(

σ̃

`1296
␣

´16p´2P3P5 ` P 2
4 q ´ 8βp´3P2P5 ` P3P4q ´ 4β2P2P4 ` 10β3P5 ´ β4P4

(

“ 0. (5.2.58)

ここで，Pnは tϕa{muに対する n次の基本対称式で，

σ̃ “ pσ ` m2q{pm2λq, β “ b{pλmq. (5.2.59)

(b) ベクトルループ（SU5ゲージボゾン)

V
p1q

24pvq
“

3

64π2
TrM4

s ln
M2

s

µ2

“
3g2

32π2

ÿ

αą0

pαpϕqq4 ln
pαpϕqq2

µ2

“
3g2

32π2

ÿ

1ďaăbď5

pϕa ´ ϕbq
4 ln

pϕa ´ ϕbq
2

µ2
. (5.2.60)

199 目次へ



目次へ

図 6: ベクターループ補正 V
p1q

24vの x´ y平面での等高線図（左）と３次元
プロット（右）

(c) フェルミオンループ (f “ 5˚,10,1) 5˚ ˆ 5˚, 10 ˆ 10，5˚ ˆ 10は，
既約成分として 24adjを含まないので，Φ24はフェルミオンループと結合
しない：

V
p1q

24pfq
“ 0. (5.2.61)
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5.2.6.4 24次元＋ 5次元Higgs系の４次ポテンシャルの臨界点

Creation: 2020/7/21

Last update: 2020/7/25

Source: RM20200711 SU5GUT

Source: SU5GUT.mpl

４次ポテンシャル SU5の５次元複素表現のテンソル積は次のように既
約分解される：

5 ˆ 5˚ “ 24adj ` 1, (5.2.62a)

p5 ˆ 5qs “ 15 r2000s, (5.2.62b)

p5 ˆ 5qa “ 10 r0100s, (5.2.62c)

5 ˆ 5 ˆ 5qs “ 35 r3000s, (5.2.62d)

p5 ˆ 5qs ˆ 5 “ 35 ` 40 r1100s, (5.2.62e)

p5 ˆ 5qa ˆ 5 “ 40 r1100s ` 10˚ r0010s, (5.2.62f)

p5 ˆ 5qs ˆ 5˚ “ 70 r2001s ` 5, (5.2.62g)

p5 ˆ 5qa ˆ 5˚ “ 45 r0101s ` 5, (5.2.62h)

p5 ˆ 5qs ˆ p5˚ ˆ 5˚qs “ 200 r2000s ` 24 r1001s ` 1, (5.2.62i)

p5 ˆ 5qa ˆ p5˚ ˆ 5˚qa “ 75 r0110s ` 20 r1001s ` 1. (5.2.62j)

これより，５次元複素表現に属するHiggs Φ5に対する４次以下の SU5不
変なポテンシャルは，

V
p0q

5 “ ´m2
5Φ

:
5Φ5 ` λ5

´

Φ:
5Φ5

¯2

(5.2.63)

また，Φ24とΦ5の SU5不変な相互作用ポテンシャルは，

24 ˆ r5 ˆ 5˚s24 Ñ Φ:
5Φ24Φ5, (5.2.64a)

r24 ˆ 24s1 ˆ r5 ˆ 5˚s1 Ñ TrrΦ2
24sΦ:

5Φ5, (5.2.64b)

r24 ˆ 24s24 ˆ r5 ˆ 5˚s24 Ñ Φ:
5Φ2

24Φ5 ´
1

5
TrrΦ2

24sΦ:
5Φ5(5.2.64c)

より，

V
p0q

5ˆ24 “ ξ1Φ
:
5Φ24Φ5 ` ξ2Φ

:
5Φ5TrrΦ2

24s ` ξ3Φ
:
5Φ2

24Φ5. (5.2.65)
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よって，24次元随伴表現に属するHiggs Φ24とからなる系に対する繰り
込み可能な Lagrangianは，

L24`5 “ ´
1

2
TrrpDΦ24q2s ´ pDΦ5q:DΦ5q ´ V

p0q

24`5; (5.2.66)

V
p0q

24`5 “ V
p0q

24 ` V
p0q

5 ` V
p0q

5ˆ24, (5.2.67)

V
p0q

24 “ ´
1

2
m2

24TrrΦ2
24s ` b24TrrΦ3

24s ` λ24TrrΦ4
24s `

σ24
4

`

TrrΦ2
24s

˘2
.

(5.2.68)

臨界点を決める方程式 Higgs場は，常に，適当な U P SU5を用いて

Φ24 “ U rϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕ5sU
:;

5
ÿ

a“1

ϕa “ 0, (5.2.69a)

Φ5 “ Upχ1, ¨ ¨ ¨ , χ5q; χa P R, (5.2.69b)

と表される．この変数系を用いると，ポテンシャルは

V
p0q

5`24 “
ÿ

a

«

1

4
p´2m2

24 ` σ24
ÿ

b

ϕ2
bqϕ

2
a ` b24ϕ

3
a ` λ24ϕ

4
a

ff

´m2
5

ÿ

a

χ2
a ` λ5p

ÿ

a

χ2
aq

2

`
ÿ

a

χ2
apξ1ϕa ` ξ3ϕ

2
aq ` ξ2p

ÿ

a

ϕ2
aqp

ÿ

b

χ2
bq

`C
ÿ

a

ϕa (5.2.70)

これより，臨界点を決める条件 dV
p0q

5`24 “ 0は

p71q

#

´m2
24 `

ÿ

b

pσ24ϕ
2
b ` ξ2χ

2
bq ` 2ξ3χ

2
a

+

ϕa

`3b24ϕ
2
a ` 4λ24ϕ

3
a ` ξ1χ

2
a ` C “ 0, (5.2.71a)

p72q χa

#

´m2
5 `

ÿ

b

p2λ5χ
2
b ` ξ2ϕ

2
aq ` ξ1ϕa ` ξ3ϕ

2
a

+

“ 0.(5.2.71b)

と表される．ここで，最後の項のCは Lagrange未定係数である．以下，

λ24, σ24, λ5, ξ2, ξ3 ě 0 (5.2.72)

を仮定する．
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Case I. ξ1 “ ξ3 “ 0 このとき，ϕaの方程式は，Φ24単独の場合と定性
的に同じ．例えば，Gϕ “ SU3 ˆ SU2 ˆ U1をΦ24空間における等方群と
してもつ場合，解は

ϕ “ pv24, v24, v24,´3v24{2,´3v24{2q ; (5.2.73a)
ˆ

1 `
σ24

14λ24
´

15ξ22
28λ5λ24

˙

v224 ´
3b24

14λ24
v24 `

1

7λ24

ˆ

´m2
24 `

ξ2
2λ5

m2
5

˙

“ 0,

(5.2.73b)

χ ¨ χ “
1

2λ5

ˆ

m2
5 ´

15

2
ξ2v

2
24

˙

(5.2.73c)

で与えられる．ϕと異なり，χの方向は定まらない．すなわち，Φ24とΦ5

の整列は起こらない．

Case II. ξ1 ‰ 0 または ξ3 ‰ 0 p72qより，

χa, χb ‰ 0pa ‰ bq ñ ϕa “ ϕb or ξ3pϕa ` ϕbq ` ξ1 “ 0. (5.2.74)

よって，p71qより，ベクトル ϕと χは次の構造をもつとしてよい：

ϕa “
`

ϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕp,

q
hkkkkkkikkkkkkj

w24, ¨ ¨ ¨ , w24,

r
hkkkkkkkkikkkkkkkkj

´v24, ¨ ¨ ¨ ,´v24
˘

χa “
`

0, ¨ ¨ ¨ , 0, w5?
2
, ¨ ¨ ¨ , w5?

2
, v5?

2
, ¨ ¨ ¨ , v5?

2

˘

(5.2.75)

ここで，p ` q ` r “ 5，

w24 “ v24 ´
ξ1
ξ3
. (5.2.76)

さらに，適当な SU5変換を施すと，常に pp, q, rq “ p3, 1, 1q, p4, 0, 1qのい
ずれかの場合に帰着することができる．よって，条件

ř

a ϕa “ 0は

p73q

p
ÿ

i“1

ϕi ` pq ´ rqv24 “ q
ξ1
ξ3
. (5.2.77)

また，条件 p72qは

p721q ーm2
5 ` λ5

␣

qw2
5 ` rv25

(

` ξ2ϕ ¨ ϕ

`ξ2
␣

qw2
24 ` rv224

(

` ξ3v24w24 “ 0 (5.2.78)

となる．ここで，ϕ ¨ ϕ “
řp
i“1 ϕ

2
i .

203 目次へ



目次へ

また，p71qの a “ 1, ¨ ¨ ¨ , p成分より，x “ ϕi(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , p)は同じ方程式

4λ24x
3 ` 3b24x

2 ` r´m2
24 ` σ24

␣

pϕ ¨ ϕq ` qw2
24 ` rv224

(

`1
2
ξ2
␣

qw2
5 ` rv25

(

sx ` C “ 0 (5.2.79)

を満たす．
適当な SU5変換を施すと，常に pp, q, rq “ p3, 1, 1q, p4, 0, 1qのいずれか

の場合に帰着することができるので，p71qの残りの方程式は

C “ v24
␣

´m2
24 ` σ24pϕ ¨ ϕ ` qw2

24 ` rv224q ` 1
2
ξ2pqw2

5 ` rv25q ` ξ3v
2
5

(

`4λ24v
3
24 ´ 3b24v

2
24 ´ 1

2
ξ1v

2
5 (5.2.80)

および pp, q, rq “ p3, 1, 1qの場合に対する方程式

w24

␣

´m2
24 ` σ24pϕ ¨ ϕ ` w2

24 ` v224q ` 1
2
ξ2pqw

2
5 ` rv25q ` ξ3w

2
5

(

`4λ24w
3
24 ` 3b24w

2
24 ` 1

2
ξ1w

2
5 ` C “ 0 (5.2.81)

となる．

臨界点の分類 これらの方程式系を満たす臨界点は，そこでの等方群G

により次のように分類される．

(1) G “ SU4 pĄ SUc
3 ˆ Uem

1 q (pp, q, rq “ p4, 0, 1q)

pϕaq “ pv24, v24, v24, v24,´4v24q , (5.2.82a)

pχaq “ p0, 0, 0, 0, v5{
?

2q (5.2.82b)

v24の方程式は

8
␣

65λ5λ24 ` 25λ5σ24 ´ p5ξ2 ` 4ξ3q
2
(

v324

` t´90b24λ5 ` 12ξ1p5ξ2 ` 4ξ3qu v224

`
␣

´10λ5 ` 2p5ξ2 ` 4ξ3qm2
5 ´ 4ξ21

(

v24 ´ ξ1m
2
5 “ 0. (5.2.83)

p721qより，v5は，この解を用いて，

v25 “
m2

5

λ4
´

4p5ξ2 ` 4ξ3q

λ5
v224 `

4ξ1v24
λ5

. (5.2.84)
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ポテンシャルの値は

V0 “
1

λ5
t´15λ5b24 ` 2ξ1p5ξ2 ` 4ξ3qu v324

`
1

λ5

␣

´5λ5m
2
24 ` p5ξ2 ` 4ξ3qm2

5 ´ 2ξ21
(

v224

´
3ξ1
2λ5

m2
5v24 ´

m4
5

4λ5
. (5.2.85)

(2) G “ SUc
3 ˆ Uem

1 (pp, q, rq “ p4, 0, 1q)

pϕaq “ px, x, x, p3{2qv24 ´ 3x,´p3{2qv24q , (5.2.86a)

pχaq “ p0, 0, 0, 0, v5{
?

2q (5.2.86b)

ただし，x “ p3{8qv24 のときには，G “ SU4 に帰着されるので，x ‰

p3{8qv24.

v5は xと v24を用いて

v25 “
m2

5

λ5
´

9p2ξ2 ` ξ3q

4λ5
v224 `

3pξ1 ` 6xξ2q

2λ5
v24 ´

12ξ2
λ5

x2 (5.2.87)

と表される．また，xは，次の構造をもつ v24の有理式となる：

x “ P5pv24q{P4pv24q (5.2.88)

最後に，v24は 6次方程式の解で与えられる：

P6pv24qq “ 0. (5.2.89)

Decoupling limit P6は一般のパラメータに対しては複雑な６次式で
あるが、 ξi “ 0となる decoupling極限では、次の３つの解に分解される：

(i) Gϕ “ SU3 ˆ SU2 ˆ U1

p14λ24 ` 15σ24qv
2
24 ´ 3b24v24 ´ 2m2

24 “ 0, (5.2.90a)

v24 “
3b24 ` ∆

28λ24 ` 30σ24
; (5.2.90b)

∆2 “ 9b224 ` p112λ24 ` 120σ24qm
2
24, (5.2.90c)

x “ v24. (5.2.90d)
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(ii) Gϕ “ SU4 ˆ U1

p234λ24 ` 90σ24qv
2
24 ` 27b24v24 ´ 2m2

24 “ 0, (5.2.91a)

v24 “
´9b24 ` ∆

60σ24 ` 156λ24
; (5.2.91b)

∆2 “ 81b224 ` p208λ24 ` 80σ24qm
2
24, (5.2.91c)

x “ ´
3

2
v24. (5.2.91d)

(iii) Gϕ “ SU3 ˆ U1 ˆ U1

p144λ24 ` 90σ24qλ224v
2
24 ´ 54pσ24 ` 2λ24qλ24b24v24 ´ 16λ224m

2
24

`27pσ24 ` λ24qb
2
24 “ 0, (5.2.92a)

v24 “
9p2λ24 ` σ24qb24 ` ∆

24λ24p2λ24 ` σ24q
;

∆2 “ 128pσ24 ` 2λ24qλ
2
24m

2
24 ´ p135σ2

24 ` 324σ24λ24

`108λ224qb
2
24, (5.2.92b)

x “
3b24
8λ24

. (5.2.92c)

(3) G “ SU2 ˆ SU2 ˆ U1 (pp, q, rq “ p4, 0, 1q)

pϕaq “ px, x, p1{2qv24 ´ x, p1{2qv24 ´ x,´v24q (5.2.93a)

pχaq “ p0, 0, 0, 0, v5{
?

2q (5.2.93b)

ただし、x ‰ v24{4.

(3-A) 一般解

v25 “
P2pv24q

2 tλ5pλ24 ` σ24q ´ ξ22u
, (5.2.94a)

P2pv24q ” ´ tpξ2 ` 2ξ3qλ24 ` 2ξ3σ24u v224 ` t3ξ2b24 ` 2ξ1pλ24 ` σ24qu v24

`2
␣

pλ24 ` σ24qm
2
5 ´ ξ2m

2
24

(

, (5.2.94b)

4
␣

λ5pλ24 ` σ24q ´ ξ22
(

p2x2 ´ v24xq ` tλ5p2λ24 ` 3σ24q ´ ξ2p3ξ2 ` ξ3qu v224

`p3λ5b24 ` 2ξ1ξ2qv24 ´ 2λ5m
2
24 ` 2ξ2m

2
5 “ 0, (5.2.94c)

P3pv24q ”
␣

´λ5λ24p30σ24 ` 28λ24q ` 8ξ23pλ24 ` σ24q ` p30ξ22 ` 8ξ2ξ3qλ24
(

v324

` ¨ ¨ ¨ “ 0. (5.2.94d)
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Decoupling極限 ξi “ 0の極限では、この解は次の２つの解に分解さ
れる：

(i) Gϕ “ SU2 ˆ SU2 ˆ U1 ˆ U1

v24 “
3b24
2λ24

, (5.2.95a)

x “
3b24pλ24 ` σ24q ` ∆

8λ24pλ24 ` σ24q
; (5.2.95b)

∆2 “ 16λ224pλ24 ` σ24qm
2
24 ´ p5σ24 ` 7λ24qpσ24 ` λ24qb224,

(5.2.95c)

v25 “
m2

5

λ5
. (5.2.95d)

(ii) Gϕ “ SU3 ˆ SU2 ˆ U1

v24 “
´3b24 ` ∆

2p14λ24 ` 15σ24q
; (5.2.96a)

∆2 “ p120σ24 ` 112λ24qm2
24 ` 9b224, (5.2.96b)

x “
3

2
v24, ´v24 (5.2.96c)

v25 “
m2

5

λ5
. (5.2.96d)

(3-B) 特殊解 パラメータが条件

λ5pλ24 ` σ24q “ ξ22 (5.2.97)

を満たすとき解は

v25 “ 2
λ24 ` σ24

ξ2
pv24 ´ 2xqx `

pλ24 ` σ24q t´p3ξ2 ` 2ξ3qv224 ` 2ξ1v24 ` 2m2
5u

2ξ22
,

(5.2.98a)

x : apv24qx
2 ` bpv24qx ` cpv24q “ 0, (5.2.98b)

v24 : t2ξ3σ24 ` pξ2 ` 2ξ3qλ24u v224 ´ t3ξ2b24 ` 2ξ1pλ24 ` σ24u v24

`2ξ2m
2
24 ´ 2pλ24 ` σ24qm

2
5 “ 0. (5.2.98c)
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(4) G “ SU2 ˆ U2
1 (pp, q, rq “ p4, 0, 1q)

pϕaq “ px, x, y, v24 ´ 2x ´ y,´v24q , (5.2.99a)

pχaq “ p0, 0, 0, 0, v5{
?

2q. (5.2.99b)

ただし、

3x ` y ‰ v24, 2px ` yq ‰ v24, x ‰ y. (5.2.100)

(4-A) 一般解

x “ v24 `
3b24
4λ24

, (5.2.101a)

y : apv24q
␣

pσ24 ` 2λ24qλ5 ´ ξ22
(

p2y ` 2λ24v24 ` 3b24qy ` P2pv24q “ 0,

(5.2.101b)

v24 : av324 ` bv224 ` cv24 ` d “ 0, (5.2.101c)

v25 “
P̃2pv24q

tλ5pσ24 ` 2λ24q ´ ξ22u
. (5.2.101d)

Decoupling極限

(i) Gϕ “ SU3 ˆ U2
1

x “ v24 `
3b24
4λ24

“ ´v24, (5.2.102a)

y : pσ24 ` 2λ24q

ˆ

y `
9b24
8λ24

˙

y `
´16λ224m

2
24 ` 27pσ24 ` λ24qb

2
24

32λ224
“ 0,

(5.2.102b)

v24 “ ´
3b24
8λ24

, (5.2.102c)

v25 “
m2

5

λ5
. (5.2.102d)
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(ii) Gϕ “ SU2 ˆ SU2 ˆ U1

x “ v24 `
3b24
4λ24

, (5.2.103a)

y “ ´v24, ´
3b24
2λ24

, (5.2.103b)

v24 : 8λ24pλ24 ` σ24qp4λ24v24 ` 3b24qv24 ´ 8λ224m
2
24 ` 9p3σ24 ` 4λ24qb

2
24 “ 0

(5.2.103c)

v25 “
m2

5

λ5
. (5.2.103d)

(4-B) 特殊解 パラメータが

λ5p2λ24 ` σ24q “ ξ22 (5.2.104)

を満たす時の解は、

x “ v24 `
3b24
4λ24

, (5.2.105a)

y : P1pv24qy2 ` P2pv24qy ` P3pv24q “ 0, (5.2.105b)

v24 : tξ3σ24 ` p4ξ2 ` 2ξ3qλ24u v224 ` t2ξ2b24 ´ ξ1pσ24 ` 2λ24qu v24

`ξ2m
2
24 ´ pσ24 ` 2λ24qm

2
5 `

9ξ2
4λ24

b224 “ 0, (5.2.105c)

v25 “ Qpy, v24q. (5.2.105d)

(5) G “ SU3 (pp, q, rq “ p3, 1, 1q)

pϕaq “ px, x, x, v24 ´ 3x,´v24q ; x “
ξ1
3ξ3

, (5.2.106a)

pχaq “ p0, 0, 0, , w5{
?

2, v5{
?

2q. (5.2.106b)

(5-A) 一般解 Gϕ “ SU3 ˆ U1 ˆ U1

v25 “
Pv3pv24q

2ξ3v24 ´ ξ1
, (5.2.107a)

w2
5 “

Pw3pv24q

2ξ3v24 ´ ξ1
, (5.2.107b)

v24 :
␣

4λ5pσ24 ` λ24q ´ p2ξ2 ` ξ3q
2
(

pv24 ´ ξ1{ξ3qq v24 ` const “ 0.

(5.2.107c)

ただし、w5v5 ‰ 0, w5 ‰ v5.
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(5-B) 特殊解 Gϕ “ SU3 ˆ SU2 ˆ U1 パラメータが関係式

18ξ23λ5m
2
24 ´ 9ξ23p2ξ2 ` ξ3qm

2
5 ` 54ξ1ξ3λ5m

2
24 ´ 8λ5ξ

2
1p2σ24 ` 7λ24q

`ξ21p16ξ22 ` 4ξ2ξ3 ´ 2ξ23q “ 0 (5.2.108)

を満たすとき、

v24 “
ξ1
3ξ3

, (5.2.109a)

v25 “ ´
4m2

24

ξ3
`

4ξ2m
2
5

ξ3λ5
`

32ξ21σ24
9ξ33

`
16ξ21λ24

9ξ33
´

32ξ21ξ
2
2

9ξ33λ5
`

8ξ21ξ2
9ξ23λ5

,

(5.2.109b)

w2
5 “ ´v25 `

2m2
5

2λ5
´

8ξ21ξ2
9ξ23λ5

`
2ξ21

9ξ3λ5
. (5.2.109c)

(6) G “ SU2 ˆ U1 (pp, q, rq “ p3, 1, 1q)

pϕaq “ px, x, ξ1{ξ3 ´ 2x, v24 ´ ξ1{ξ3,´v24q , (5.2.110a)

pχaq “ p0, 0, 0, w5, v5q. (5.2.110b)

(6-A) 一般解 Gϕ “ SU2 ˆ U3
1

v24 : P4pv24q “ 0, (5.2.111a)

x “
P2pv24q

ξ3p2λ5σ24 ´ 2ξ22 ´ ξ2ξ3qp3b24ξ3 ` 4ξ1λ24q
, (5.2.111b)

v25 “
Pv3pv24q

λ5ξ23p2ξ3v24 ´ ξ1q
, (5.2.111c)

w2
5 “

Pw3pv24q

λ5ξ23p2ξ3v24 ´ ξ1q
(5.2.111d)

(6-B) 特殊解 Gϕ “ SU2 ˆ U3
1

(i) 4λ5pσ24 ` 2λ24q “ p2ξ2 ` ξ3q
2

x : pξ3σ24 ´ 4ξ2λ24qpξ3x ´ ξ1{3q2 ` const “ 0,(5.2.112a)

v25 :
Pvpv24, xq

ξ23p2ξ2 ` ξ3qpξ3σ24 ´ 4ξ2λ24qp2ξ3v24 ´ ξ1q
,(5.2.112b)

w2
5 :

Pwpv24, xq

ξ23p2ξ2 ` ξ3qpξ3σ24 ´ 4ξ2λ24qp2ξ3v24 ´ ξ1q
.(5.2.112c)

pv5, w5, v24qの取りうる値は３次元空間内の閉曲線となる。
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(ii) 16λ5λ24pσ24 ` λ24q “ σ24ξ
2
3 ` λ24p16ξ22 ` 8ξ2ξ3 ` 2ξ23q

x “
Cx

ξ3 t3ξ3pξ3σ24 ´ 4ξ2λ24qb24 ` 4ξ1pξ3σ24 ´ 4ξ2λ24qu
; (5.2.113a)

Cx “ 2ξ23p4ξ2 ` ξ3qλ24m
2
24 ´ 8λ24ξ

2
3pσ24 ` λ24qm2

5 ` p6b24ξ1ξ
2
3 ´ 4ξ21ξ3λ24qσ24

´8ξ21p2ξ2 ` ξ3qλ224 ` 6b24ξ1ξ
2
3λ24, (5.2.113b)

v24 : pξ3σ24 ´ 4ξ2λ24q
2p3ξ3b24 ` 4ξ1λ24q

2
␣

4λ5pσ24 ` 2λ24q ´ p2ξ2 ` ξ3q
2
(

ˆpξ3v24 ´ ξ1qv24 ` Cv24 “ 0,

(5.2.113c)

v25 “
Pv1pv24q

Qv1pv24q
, w2

5 “
Pw1pv24q

Qw1pv24q
. (5.2.113d)

(iii) 3b24ξ3 ` 4ξ1λ24 “ 0

v24 : ξ3v
2
24 ´ ξ1v24 ` Cv24 “ 0, (5.2.114a)

x : p2λ5σ24 ´ 2ξ22 ´ ξ2ξ3qp3ξ3x ´ 2ξ1qx ` Cx “ 0,(5.2.114b)

v25 “
Pv1px, v24q

Qv1pv24q
, w2

5 “
Pw1px, v24q

Qw1pv24q
. (5.2.114c)

(6-C) 特殊解 v24 “ ξ1{p2ξ3q

(i) x “ ´ξ1{p2ξ3q ñ Gϕ “ SU4 ˆ U1: パラメータが

20ξ23p´λ5m
2
24 ` ξ2m

2
5q ` λ5ξ

2
1p100σ24 ` 260λ24q

`90ξ1ξ3λ5b24 ` 5ξ21ξ2p´20ξ2 ` ξ3q “ 0 (5.2.115)

を満たすとき、

v25 ` w2
5 “

4ξ23m
2
5 ´ 20ξ21ξ2 ` ξ21ξ3

4λ5ξ23
. (5.2.116)

(ii) x “ ξ1{p3ξ2q ñ Gϕ “ SU3 ˆ SU2 ˆ U1: パラメータが

36ξ23pλ5m
2
24 ´ ξ2m

2
5q ´ λ5ξ

2
1p30σ24 ` 28λ24q

`18ξ1ξ3λ5b24 ` 3ξ21ξ2p10ξ2 ´ 3ξ3q “ 0 (5.2.117)

を満たすとき、

v25 ` w2
5 “

12ξ23m
2
5 ´ 10ξ21ξ2 ` 3ξ21ξ3

12λ5ξ23
. (5.2.118)
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(iii) Gϕ “ SU2 ˆ SU2 ˆ U2
1: パラメータが

␣

λ5p3σ24 ` 2λ24q ´ 3ξ22
(

pξ2m
2
5´λ24m

2
24´C1qpξ2m

2
5´λ24m

2
24´C2q “ 0

(5.2.119)

を満たすとき、

x “
Cx

4ξ3D
, (5.2.120a)

D “ b24λ5ξ3p9σ24 ` 12λ24q ´ 9b24ξ
2
2ξ3 ` λ5ξ2λ24p7σ24

`6λ24q ´ 7ξ1ξ
2
2λ24, (5.2.120b)

v25 ` w2
5 “

Cvw
8ξ23λ5D

2

(5.2.120c)

(7) G “ U2
1 (pp, q, rq “ p3, 1, 1q)

pϕaq “ px, y, ξ1{ξ3 ´ x ´ y, v24 ´ ξ1{ξ3,´v24q, (5.2.121a)

pχaq “ p0, 0, 0, w5{
?

2, v5{
?

2q. (5.2.121b)

ただし、

2x ` y ‰ ξ1{ξ3, x ` 2y ‰ ξ1{ξ3, x ‰ y (5.2.122)

この解はパラメータが関係式

b24 “ ´
4ξ1
3ξ3

λ24 (5.2.123)

を満たすときのみ存在。

v24 :
A

ξ3σ24 ` 2p2ξ2 ` ξ3qλ24

ˆ

v24 ´
ξ1
2ξ3

˙2

“ Cv24; (5.2.124a)

A ” 16λ5λ24pσ24 ` λ24q ´ ξ23pσ24 ` 2λ24q ´ 8ξ2p2ξ2 ` ξ3qλ24,

(5.2.124b)

x, y : x2 ` xy ` y2 ´
ξ1
ξ3

px ` yq ` Cxy “ 0, (5.2.124c)

v25 “
v24 ` x

ξ23p2ξ2 ` ξ3qp2ξ3v24 ´ ξ1q
Pv2pv24, x, yq, (5.2.124d)

w2
5 “

ξ3v24 ´ ξ3x ´ ξ1
ξ23p2ξ2 ` ξ3qp2ξ3v24 ´ ξ1q

Pv2pv24, x, yq, (5.2.124e)

(5.2.124f)
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5.2.6.5 臨界点解析のまとめ

Gϕ G

SU4 ˆ U1
//

**TTT
TTTT

TTTT
TTTT

T SU4

SU3 ˆ SU2 ˆ U1
+3

**TTT
TTTT

TTTT
TTTT

T SUc
3 ˆ Uem

1

SU3 ˆ U1 ˆ U1

44jjjjjjjjjjjjjjj

$$

**TTT
TTTT

TTTT
TTTT

T SU2 ˆ SU2 ˆ U1

SU2 ˆ SU2 ˆ U2
1

44jjjjjjjjjjjjjjjj
// SU2 ˆ U2

1

SU3

SU2 ˆ U3
1

// SU2 ˆ U1

図 7: Φ24単独系と Φ24 ` Φ5系の臨界点における等方群の対応。一般解
に限定。点線は、decoupling極限が存在しない場合に対応
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5.2.6.6 SU3 ˆ Uem
1 臨界点におけるHiggs場の質量

p24 ` 5q Higgs系における SU3 ˆ Uem
1 臨界点

pϕaq “ px, x, x, p3{2qv24 ´ 3x,´p3{2qv24q , (5.2.125a)

pχaq “ p0, 0, 0, 0, v5{
?

2q, (5.2.125b)

v25 “
m2

5

λ5
´

9p2ξ2 ` ξ3q

4λ5
v224 `

3pξ1 ` 6xξ2q

2λ5
v24 ´

12ξ2
λ5

x2

(5.2.125c)

のなかで，decoupling limit ξ Ñ 0で，24Higgs単独系の SU3 ˆ SU2 ˆ U1

臨界点

p14λ24 ` 15σ24qv224 ´ 3b24v24 ´ 2m2
24 “ 0, (5.2.126a)

v24 “
3b24 ` ∆

28λ24 ` 30σ24
; (5.2.126b)

∆2 “ 9b224 ` p112λ24 ` 120σ24qm2
24, (5.2.126c)

x “ v24. (5.2.126d)

に一致するものを考える．以下，この p24 ` 5q Higgs系の臨界点を SM臨
界点と呼ぶ．
簡単のため以下，b24 “ 0とする．このとき，ξ1{m24, ξ2, ξ3 ! 1として，

SM臨界点の座標値を ξについて展開し１次までとると，v24の値は

v24 “ v
p0q

24 ` δv24; (5.2.127a)

v
p0q

24 “
2m24

?
28λ24 ` 30σ24

, (5.2.127b)

δv24 “
p´6ξ3 ` ξ1{v

p0q

24 qp15σ24 ` 26λ24q ´ 240ξ2λ24
240λ24p14λ24 ` 15σ24q

¨
pv

p0q

5 q2

v
p0q

24

,

(5.2.127c)

x “ ϕ1の値は

x “ xp0q ` δx; (5.2.128a)

xp0q “ v
p0q

24 , (5.2.128b)

δx “
ξ1{v

p0q

24 ´ 20ξ2 ´ 6ξ3
20p14λ24 ` 15σ24q

¨
pv

p0q

5 q2

v
p0q

24

. (5.2.128c)
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これを質量行列に代入し，質量２乗固有値を ξについて１次まで求め
ると，Φ24方向の固有値は

SUc
3 ˆ Uem

1 mul

1p0q r1s 2m2
24 ´

pv
p0q
5 q2

20

´

40ξ2 ` 12ξ3 ´ 3ξ1{v
p0q

24

¯

,

1p0,˘1q r3s 40λ24
14λ24`15σ24

m2
24 ` pv

p0q

5 q2
3p18λ24`5σ24qξ1{v

p0q
24 `4p15σ24´46λ24qξ3´800ξ2λ24
5p14λ24`15σ24q

,

8p0q r1s 10λ24
14λ24`15σ24

m2
24 ` pv

p0q

5 q2
3p8λ24`5σ24qpξ1{v

p0q
24 ´6ξ3q´200ξ2λ24

20p14λ24`15σ24q
,

3p1{3,4{3q ` cc r4s 0 ( NG bosons)
(5.2.129)

Φ5方向の固有値は，

SUc
3Irrep mul

3p0q ` 3˚
p0q r1s ´5

4
ξ3pv

p0q

24 q2 ` 5
2
ξ1v

p0q

24 ,

1p0q r1s 2m2
5 ´ 3p10ξ2 ` 3ξ3qpv

p0q

24 q2 ` 3ξ1v
p0q

24 ,

1p0,˘1q r3s 0 ( NG bosons)

(5.2.130)

EWセクターでの質量

v5 “ vew “ 206GeV, (5.2.131a)

m5 »
a

λ5v5 ă v5, (5.2.131b)

mh » 135GeV (5.2.131c)

を再現し，かつ Φ5の 3 ` 2分離，すなわち，Φ3の質量が EWスケール
に比べて十分重いことを要請すると，ξは余り小さくできず，mhを再現
するには，ξパラメータの微調整が必要となる：

ξ1
v24

´ p10ξ2 ` 3ξ3q „

ˆ

v5
v24

˙2

. (5.2.132)
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5.2.6.7 フェルミ粒子の質量

ゲージ変換に対し，フェルミ粒子が左カイラル表示で，

SU5 SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ UY
1

1 Ñ ppNRqcq “ p1,1qp0q

5˚ Ñ ppdRqc, σ2lLq “ p3˚,1qp2{3q ` p1,2qp´1q

10 Ñ pqL, puRqc, peRqcq “ p3,2qp1{3q ` p3˚,1qp´1{3q ` p1,1qp2q.
(5.2.133)

と変換するとする．このとき，電荷Qemは

Qem “ Tw3 `
1

2
Y “ r0, 0, 0, 1{2,´1{2s `

1

2
r´2{3,´2{3,´2{3, 1, 1s

“ r´1{3,´1{3,´1{3, 1, 0s (5.2.134)

また，SU5不変なYukawa結合は

fermion2 Higgs

1 ˆ 1 “ 1 ¨ ¨ ¨ 1

1 ˆ 5˚ “ 5˚ ¨ ¨ ¨ 5

1 ˆ 10 “ 10 ´

p5˚ ˆ 5˚qs “ 15˚ ¨ ¨ ¨ 15

5˚ ˆ 10 “ 45 ` 5 ¨ ¨ ¨ 5˚, 45˚

p10 ˆ 10qs “ 50˚ ` 5˚ ¨ ¨ ¨ 5.

(5.2.135)

（注） 10-Higgsおよび 50-Higgsは，SU3 ˆ Uem
1 を等方群とする期待値

を持たないので，標準モデルを再現する SU5 GUTでは許されない．

(A) ψ1ψ5˚Φ5 ` ψ1ψ1 Lagrangianは

L1´5˚´5`1´1´1 “ h1,5˚Φa
5
Tψ1Cψ5˚a ` iMN

Tψ1Cψ1 ` h.c. (5.2.136)

５次元Higgsの期待値は，Uem
1 を保つという要請より

Q̂em xΦ5y “ 0 ñ xΦ5y “ p0, 0, 0, 0, v5q (5.2.137)

よって，質量項は

L1´5˚´5`1´1´1 “ ih1,5˚v5
TN c

RCνL ` iMN
TN c

RCN
c
R ` h.c.

ñ Mν “ ih1,5˚

˜

0 v5
v5 MN

¸

(5.2.138)
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質量固有値は

mν “ ˘
1

2
MN `

c

|h1,5˚ |2v25 `
1

4
M2

N . (5.2.139)

(B) ψ5˚ψ10Φ˚
5 ゲージ不変なYukawa結合は

rp5˚ ˆ 10q ˆ 5˚s1 “ rp5˚ ˆ 5˚qa ˆ 10s1 “ r10˚ ˆ 10s1 (5.2.140)

より，

L5˚´10´5˚ “ h5˚,10pΦ
˚
5qa

Tψ5˚bCpψ10qrabs ` h.c. (5.2.141)

ここで，

SU5 SU3 ˆ SU2

10 “ p5 ˆ 5qa Ñ pp3 ˆ 3qa,1q ` p3,2q ` p1, p2 ˆ 2qaq

3˚ “ ucR qL ecR
(5.2.142)

より，SSB後に残るのは

pψ10q5a “ pdL,´e
c
R, 0q (5.2.143a)

pψ5˚qa “ pdcR,´ieL, 0q. (5.2.143b)

よって，質量項は

L5˚´10´5˚ “ h5,10˚v5
`

TdcRCdL ` i TecRCeL
˘

` h.c.. (5.2.144)

となり，dクォークと eに質量を与える：

Md “ h5˚,10v5

˜

0 1

1 0

¸

, Me “ ih5˚,10v5

˜

0 1

1 0

¸

(5.2.145)

質量固有値は一致する：

md “ me “ |h5˚,10|v5. (5.2.146)

(C) ψ10ψ10Φ5 Yukawa結合は

rp10 ˆ 10qs ˆ 5s1 “ r5 ˆ 5 ˆ 5 ˆ 5 ˆ 5sa (5.2.147)

より，
L10´10´5 “ h10,10ϵabcdeΦ

a
5ψ

bc
10ψ

de
10 ` h.c. (5.2.148)
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SSBによりこの結合は，

L10´10´5 “ 8h10,10v5
TucRCuL ` h.c (5.2.149)

となるので，uクォークの質量を生み出す：

Mu “ 8h10,10v5

˜

0 1

1 0

¸

ñ mu “ 8|h10,10|v5. (5.2.150)

(D) ψ5˚ψ5˚Φ15 15 “ p5 ˆ 5qsより，Φ15は５次の対称行列に値を持つ
場で表され，SU5変換に対して次のように変換する：

Φ15 : Φab
15 “ Φba

15; a, b “ 1, ¨ ¨ ¨ , 5 Ñ Φ1
15 : Ua

cU
b
dΨ

cd
15, U P SU5.

(5.2.151)

したがって，許される湯川結合は

L5˚´5˚´15 “ h5,5˚Φab
15

Tψ5˚aCψ5˚b ` h.c.. (5.2.152)

ここで，SU5の１５次元表現は，SSBにより

SU5 : 15 r0200s Ñ SU3 ˆ SU2 ˆ U1 : p3,2qp1{3q ` p6,1qp´4{3q ` p1,3qp2q

(5.2.153)

と分解し，各既約成分は，行列表示で

Φ15 “

3 2

3 p6,1q p3,2q

2 p1,3q

, p1,3q “ A “

˜

a c

c a

¸

. (5.2.154)

よって，SSBにより SUc
3 ˆ Uem

1 が残留対称性となる条件

su3 xΦ15y “ 0, Q̂em xΦ15y “ tQem, xΦ15yu “ 0 (5.2.155)

より，

xΦ15y “

˜

0 0

0 A

¸

; A “

˜

0 0

0 v15

¸

(5.2.156)

これより，上記の湯川結合は，

L5˚´5˚´15 “ ´h5˚,5˚v15
TνLCνL (5.2.157)

となり，νLにMajorana質量を与える．
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(E) ψ5˚ψ10Φ45˚ 50次元表現のテンソル

Φa
bc “ ´Φa

cb P 5 ˆ 10˚ “ 45˚ ` 5˚ (5.2.158)

において，Φb
ba P 5˚より，

Φa
bc P 45˚ ô Φb

ab “ 0. (5.2.159)

ここで，SU5の既約表現の SU3 ˆ SU2 ˆ U1に関する分解

10˚ “ p3˚,2qp´1{3q ` p3,1qp1{3q ` p1,1qp´2q, (5.2.160a)

5 “ p3,1qp´2{3q ` p1,2qp1q, (5.2.160b)

5˚ “ p3˚,1qp2{3q ` p1,2qp´1q, (5.2.160c)

45˚ “ p8,2qp´1q ` p6˚,1qp2{3q ` p3˚,3qp´2{3q

`p3,1qp´8{3q ` p3˚,1qp2{3q ` p3˚,2qp7{3q

`p1,2qp´1q (5.2.160d)

を比較して，

su3ŹxΦ45˚y “ 0 ô xΦ45˚y P p1,2qp´1q P p1,2qp1qˆp1,1qp´2q`pr3˚ ˆ 3˚s1,2qp´1q

(5.2.161)

ここで，

xΦ45˚y P p1,2qp1q ˆ p1,1qp2q “ p1,2qp1q ˆ rp1,2q ˆp1,2q sa

ñ Φa
bc “ 0 except for ΦI

JK pI, J,K “ 4, 5q ñ xΦ45˚y P 5˚(5.2.162)

より，su3 Ź xΦ45˚y “ 0なら

Φa
bc “ 0 except for Φi

i4 “ ´
1

3
Φ5

54 or Φi
i5 “ ´

1

3
Φ4

45 pi “ 1, 2, 3q (5.2.163)

さらに，
Q̂em xΦ45˚y : Φc

c4pno sumq Ñ ´Φc
c4 (5.2.164)

より，SU3 ˆ Uem
1 が残留対称性となるのは

Φa
bc “ 0 except for Φj

rj5s
“ ´

1

3
v45 pj “ 1, 2, 3q, Φ4

r45s “ v. (5.2.165)

Φ45˚ とフェルミオンとのYukawa結合は

L5˚´10´45˚ “ h1
5˚,10Φ

a
bc

Tψ5˚aCψ
bc
10 ` h.c.

“ ´
2

3
h1
5˚,10v45

TdcRCdL ` 2ih1
5˚,10v45

TeLCe
c
R ` h.c.(5.2.166)
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で与えられ得る．したがって，Φ45˚ は dクォークと電子に質量を与え，

Md “ ´
2

3
h1
5˚,10v45

˜

0 1

1 0

¸

, Me “ 2ih1
5˚,10v45

˜

0 1

1 0

¸

, (5.2.167)

より，質量固有値は

md “
2

3
|h1

5˚,10|v45, me “ 2|h1
5˚,10|v45 (5.2.168)

となる．これらは

md “
1

3
me (5.2.169)

という関係で結ばれているが，Φ5とΦ45˚の両者が存在するときには，湯
川結合係数の値や真空期待値のかんけいにより，mdとmeの比は様々な
値を取り得る．
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5.2.7 SOp10q GUT

Creation: 2020/7/31

Last update: 2020/8/23

Source: RM20200731SO10GUT

Source:RM20200820SO10-Rep

Source: SimpleLieGroup.mpl

5.2.7.1 Higgsセクターの構造

(A) SO10 Ñ SU5による表現の既約分解

SO10 ´ irrep SU5 ˆ U1 ´ rep

10v “ 5p2q ` 5˚
p´2q

Ś

16s “ 10p´1q ` 5˚
p3q ` 1p´5q SU5

45adj “ 24adjp0q
` 10p4q ` 10˚

p´4q ` 1p0q SU5 ˆ U1

54 r20000s “ 24p0q ` 15p4q ` 15˚
p´4q

Ś

120 r00100s “ 45p2q ` 45˚
p´2q ` 10p´6q ` 10˚

p6q

Ś

`5p2q ` 5˚
p´2q

126 r00002s “ 50˚
p´2q ` 45p2q ` 15˚

p6q SU5

`10p´6q ` 5˚
p´2q ` 1p´10q

144 r10010s “ 45˚
p3q ` 40p´1q ` 24p´5q ` 15p´1q

Ś

`10p´1q ` 5p7q ` 5˚
p3q

210 r00011s “ 75 r0110sp0q ` 40p4q ` 40˚
p´4q ` 24p0q SU5 ˆ U1

`10p4q ` 10˚
p´4q ` 5p´8q ` 5˚

p8q ` 1p0q

2101 r20000s “ 70p2q ` 70˚
p´2q ` 35p´6q ` 35˚

p6q

Ś

320 r11000s “ 70p2q ` 70˚
p´2q ` 45p2q ` 45˚

p´2q

Ś

`40p´6q ` 40˚
p6q ` 5p2q ` 5˚

p´2q

560 r01001s “ 1752 r1101sp´1q ` 75p´5q ` 70p3q ` 50˚
p3q SU5

`45˚
p3q ` 45p7q ` 40p´1q ` 24p´5q

`10˚
p´9q ` 10p´1q ` 5˚

p3q ` 1p´5q

(B) SU5 ヒッグスのSO10 ヒッグスへのアップリフト SU5ないしSU5ˆU1

を等方群として持つことを要請すると，
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SU5 SO10

Heavy 24adj Ð 45adj,210,560, ¨ ¨ ¨

Light

$

’

’

’

&

’

’

’

%

5v ` 5˚
v Ð 10v,16s ` 16˚

s,120,

126 ` 126˚,144{144˚

15 Ð 126˚,144, ¨ ¨ ¨

45˚ Ð 126˚,144,320,560, ¨ ¨ ¨

(C) Yukawa結合 標準モデルの各世代のフェルミ粒子が SO10の16s表
現に対応するとすると，

p16s ˆ 16sqs “ 126 ` 10, (5.2.170a)

p16s ˆ 16sqa “ 120 (5.2.170b)

より，フェルミ粒子に質量を与える軽いHiggs場は，126となる．

(D) SO10 Higgs (B), (C)より，SO10 GUTにおける自然な Higgsは，
次のようになる．

• 重いHiggs：45adj

45adj Ñ 24adjp0q
` 10p4q ` 10˚

p´4q ` 1p0q

• 軽いHiiggs：126˚

126˚ Ñ 50p2q ` 45˚
p´2q ` 15p´6q ` 10˚

p6q

`5p2q ` 1p10q

これらのHiggsによる対称性の自発的破れの流れは次のようになる：

xpΦ45q1y ‰ 0 ñ SO10 Ñ SU5 ˆ U1, (5.2.171a)

xpΦ126q1y ‰ 0 ñ SU5 ˆ U1 Ñ SU5, (5.2.171b)

xpΦ45q24y ‰ 0 ñ SU5 Ñ SU3 ˆ SU2 ˆ U1, (5.2.171c)

xpΦ126q5y ‰ 0 ñ SU3 ˆ SU2 ˆ U1 Ñ SU3 ˆ Uem
1 (5.2.171d)

ここで，10,10˚,50が期待値を持つとUem
1 が得られないので，これら

の期待値はゼロとなることが要求される：

xpΦ45q10`10˚y “ xpΦ126q10y “ xpΦ126q50˚y “ 0. (5.2.172)
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5.2.7.2 フェルミ場の湯川結合と質量項

(A) 16s ˆ 16sの既約分解 Φ̂AB を SO10の 16s ˆ 16s表現に属する bi-

spinor，Γ̂aをE10におけるγ行列，Ĉを荷電共役行列とするとき，

Φrks “
ÿ

A,B

Φ̂AB
´

TP`ĈΓ̂rksP`

¯AB

, P˘ “
1

2
p1 ˘ Γ̂p10qq (5.2.173)

により定義されるΦrksは SO10変換に対して，k階反対称テンソルとして
変換する．ここで，γ行列に対する双対公式

Γ̂r10´ks “ p´1qkpk`1qi ˚Γ̂rksΓp10q (5.2.174)

および Γp10qP˘ “ ˘P˘より，関係式

Φr10´ks “ p´1qkpk`1q{2i ˚Φrks (5.2.175)

が成り立つ．特に，Φrks(k ă 5)は任意であるが，Φr5sには次の反 ISD条
件が課される：

˚Φr5s “ ´iΦr5s. (5.2.176)

また，10次元 Euclid空間では

ĈΓ̂aĈ
´1 “ T̂Γa, ĈΓ̂p10qĈ

´1 “ ´Γ̂p10q, (5.2.177a)

Ĉ˚ “ TĈ “ Ĉ´1 “ Ĉ (5.2.177b)

となることを用いると，

T̂Γp10qĈΓ̂rks “ p´1qk`1ĈΓ̂rksΓ̂p10q, (5.2.178)
TpĈΓ̂rksq “ p´1qkpk´1q{2ĈΓrks (5.2.179)

が成り立つので，
Φr0s “ Φr2s “ Φr4s ” 0 (5.2.180)

となる．また，Fierz恒等式

1

16

ÿ

k“1,3,5

p´1qkpk´1q{2

k!

´

ĈP´Γ̂rksP`

¯

AB

´

P`Γ̂rksP´
TC
¯CD

“ p TP`qA
DpP`qCB

(5.2.181)

より，Φ̂ABはΦrksを用いて

ΦAB “
1

16

ÿ

k“1,3,5

p´1qkpk´1q{2Φrks
´

P`Γ̂rksP´
TC
¯AB

(5.2.182)
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と表される．
以上より，ĈΓ̂rksの転置に対する対称性および Γ̂p10qとの交換に対する
パリティを考慮して，16s ˆ 16sは，

k symmetry chirality SO10irrep

0 s ´
Ś

1 s ` 10C1 “ 10 r10000s

2 a ´
Ś

3 a ` 10C3 “ 120 r00100s

4 s ´
Ś

5 s ` 1
2 10C5 “ 126 r00002s

と既約分解される．特に，

Φr1s ñ 10 r10000s, Φr5s ñ 126 r00002s, Φr3s ñ 120 r00100s

(5.2.183)

となる．
以上より，16sフェルミ場と湯川結合するHiggs場は，126˚表現に従
うので，上記のΦABの複素共役として振る舞い，ISD条件

˚Φr5s “ `iΦr5s (5.2.184)

を満たす５形式場Φr5sを用いて表される．湯川結合の具体的表式は

Lψ16sψ16sΦ126˚ “
h

16
Φr5spĈP´Γ̂r5sP`qABp TψACψBq ` hc (5.2.185)

で与えられる．

(B) 126˚表現の SU5に関する既約分解 SO10の 126˚表現の SU5に関
する既約分解を，Φr5sを用いて具体的に表す．
まず，SO10のCartan部分代数の生成元をHj “ ´iAj 11´j(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , 5)

に取り，さらにテンソルの座標系を実 10次元座標xa(a “ 1, ¨ ¨ ¨ , 10)から，
５次元の複素座標系

zj “
1

?
2

pxj ` ix11´jq, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , 5 (5.2.186)

に変更する．これに伴って，C5上の pp, qqテンソル Φ̃rps
rqsを

Φrrs “

10
ÿ

a1,¨¨¨ ,ar“1

1

r!
Φra1,¨¨¨ ,arsdx

ra1,¨¨¨ ,ars “
ÿ

p`q“r

1

p!q!
Φ̃rps

rqsdzrps ^ dz̄rqs

(5.2.187)
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により定義する．上記のCartan部分代数の取り方のもとで，Slansky型
の SU5の SO10への埋込は

SU5 Q U ÞÑ

˜

U˚ 0

0 J5UJ5

¸

P SO10 Ă SU10 (5.2.188)

となり，複素テンソルの変換は，dz1j “ U˚j
kdz

kより

Φ̃1
i1¨¨¨ip

j1¨¨¨jq “ pU˚qk1 i1 ¨ ¨ ¨Ul1
j1 ¨ ¨ ¨ Φk1¨¨¨kp

l1¨¨¨lq (5.2.189)

となる．
この複素座標系では，pp, qq形式のHodge双対は

˚
`

dzrj1¨¨¨jps ^ dz̄rk1¨¨¨kqs
˘

“ p´1qq`1idz r̊k1¨¨¨kqs ^ dz̄ r̊j1¨¨¨jps (5.2.190)

ここで，

˚rj1 ¨ ¨ ¨ jps “ rjp`1 ¨ ¨ ¨ j5s, st. ϵjp`1¨¨¨j5j1¨¨¨jp “ 1,(5.2.191a)

˚ ˚rps “ p´1qprps (5.2.191b)

である．テンソル表示では， ˚pp, qq “ p5 ´ q, 5 ´ pqで，

p ˚Φ̃qr5´qs
r5´ps “ i

ÿ

rps,rqs

p´1qq`1

p!q!
ϵr5´psrpsϵr5´qsrqsΦ̃rps

rqs (5.2.192)

と表される．テンソル表示 Φ̃rpsrqs, Φ̃
rpsrqsを

Φ̃rpsrqs ”
1

p5 ´ qq!

ÿ

r5´qs

ϵrqsr5´qsΦ̃rps
r5´qs, (5.2.193a)

Φ̃rpsrqs ”
1

p5 ´ pq!

ÿ

r5´ps

ϵrpsr5´psΦ̃r5´ps
rqs (5.2.193b)

により導入すると，Hodge双対は簡単に

p ˚Φ̃qrpsrqs “ ip´1qpΦ̃rqsrps, (5.2.194a)

p ˚Φ̃qrpsrqs “ ip´1qp`1Φ̃rqsrps (5.2.194b)

と表される．
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特に，Φ̃rps
rqs(p ` q “ 5)に対しては， ˚ Φ̃rps

rqs9Φ̃rps
rqs で，Φ̃rps

rqs ÞÑ

Φ̃rpsrps1 , Φ̃rqs1rqsとなるで，126表現に属するΦr5sに対する ISD条件 (5.2.184)

は，

p´1qpΦ̃prpsrps1q “ `Φ̃prpsrps1q ô p : even, (5.2.195a)

p´1qpΦ̃rrpsrps1s “ ´Φ̃rrpsrps1s ô p : odd, (5.2.195b)

´p´1qqΦ̃prqs1rqsq “ `Φ̃prqs1rqsq ô q : odd, (5.2.195c)

´p´1qqΦ̃rrqs1rqss “ ´Φ̃rrqs1rqss ô q : even (5.2.195d)

となる．

(i) p5, 0q ` p0, 5q

Φ̃r5s
r0s ÞÑ Φ̃r0sr0s, q “ 0, (5.2.196a)

Φ̃r0s
r5s ÞÑ Φ̃r0sr0s, p “ 0, (5.2.196b)

(5.2.196c)

より，Φ̃r0s
r5sは ISD条件を満たし，Φ̃r5s

r0sは満たさない．したがって，

Φ̃r0s
r5s “ ϵr5sΦ̃r0sr0s ÞÑ 1p`10q (5.2.197)

(ii) p4, 1q ` p1, 4q

Φ̃r4s
r1s ÞÑ Φ̃r1s1r1s, q “ 1, (5.2.198a)

Φ̃r1s
r4s ÞÑ Φ̃r1sr1s1 , p “ 1 (5.2.198b)

より，ISD条件を満たすのは，

Φ̃r4s
r1s ñ Φ̃pr1sr1s1q ÞÑ p5 ˆ 5qs “ 15p´6q, (5.2.199a)

Φ̃r1s
r4s ñ Φ̃rr1s1r1ss ÞÑ p5˚ ˆ 5˚qa “ 10˚

p`6q (5.2.199b)

(iii) p3, 2q ` p2, 3q

Φ̃r3s
r2s ÞÑ Φ̃r2s1r2s, q “ 2, (5.2.200a)

Φ̃r2s
r3s ÞÑ Φ̃r2sr2s1 , p “ 2 (5.2.200b)

これより，p3, 2q成分の ISD部分は，既約で，

Φ̃r3s
r2s ñ Φ̃rr2sr2s1s ÞÑ p10 ˆ 10qa “ 45˚ r1010sp´2q (5.2.201)

226 目次へ



目次へ

一方，p2, 3q成分の ISD部分は，Φ̃pr2s1r2sqとなるが，このテンソルは可約
で，完全反対称テンソルと曲率テンソルに対するBianchi I恒等式と同じ
条件を満たす成分の２つに既約分解される：

Φ̃r2s
r3s ñ

$

’

&

’

%

Φ̃rjs ” 1
4
ϵjk1k2k3k4Φ̃rk1k2srk3k4s ÞÑ 5p`2q

Φ̃pr2s1r2sq; Φ̃prjrk1srk2k3ssq “ 0 ÞÑ 102 ´ 5 ˆ 5C3 “ 50 r0020sp`2q

(5.2.202)

(C) 16sの SU5に関する既約分解

(1) Cℓ10のテンソル積表現 10次元Euclid空間のγ行列 Γ̂aより，γ̂j˘(j “

1, ¨ ¨ ¨ , 5qを

γ̂j˘ ”
1

?
2

´

Γ̂j ´ iΓ̂11´j

¯

(5.2.203)

を定義すると，交換関係は

rγ̂j˘, γ̂
k
˘s` “ 0, rγ̂j´, γ̂

k
`s` “ 2δkj . (5.2.204)

これより，Cℓ10 “
@

γ̂j`, γ̂
k
´

D

の有限次元表現は 25 “ 32次元となり，

Nj ”
1

2
rγ̂j`, γ̂

j
´s´ (5.2.205)

とおくと，
rNj, γ̂

k
˘s´ “ ˘2δkj (5.2.206)

より，表現空間は基底

|a1 ¨ ¨ ¨ a5y pa1, ¨ ¨ ¨ , a5 “ ˘1q : Nj|a1 ¨ ¨ ¨ a5y “ aj|a1 ¨ ¨ ¨ a5y (5.2.207)

で張られる．
さらに，

N1 ¨ ¨ ¨N5 “

5
ź

j“1

p´iΓ̂jΓ̂11´jq “ iΓ̂1 ¨ ¨ ¨ Γ10 ” Γ̂p10q (5.2.208)

および

Hj “ ´iAj 11´j ÞÑ ´
i

2
Γ̂j 11´j “

1

2
Nj (5.2.209)

より，SO10に関する既約分解 32 “ 16s ` 16˚
sは，

16s “ t|a1 ¨ ¨ ¨ a5y | a1 ¨ ¨ ¨ a5 “ `1u , 16˚
s “ t|a1 ¨ ¨ ¨ a5y | a1 ¨ ¨ ¨ a5 “ ´1u

(5.2.210)

で与えられる．
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SU5 ˆ U1に関する既約分解 SU5に関する 16s表現の既約分解を得るた
めに，互いに複素共役な２つのU5の SO10への埋込のうち，次の Slansky

型の埋込 5pCq Ă so10pCq Ă10 pCqを用いる：

Ejk ÞÑ Ejk´ “
1

2
tAj k ` A11´j 11´k ` i pA11´j k ` A11´k jqu

ÞÑ
1

4
rγ̂j´, γ̂

k
`s´ pj, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , 5q, (5.2.211a)

Hj ÞÑ Ejj ´ E55 “ ´
1

2
pNj ´ N5q pj “ 1, 2, 3, 4q. (5.2.211b)

このとき，

v`
0 “ |`1 ` 1 ` 1 ` 1 ` 1y, (5.2.212a)

v´
0 “ |´1 ´ 1 ´ 1 ´ 1 ´ 1y, (5.2.212b)

vjk “
1

2
γ̂jkv

`
0 “

1

2
γ̂j´γ̂

k
´v

`
0 , (5.2.212c)

vj̄ “
1

?
2
γ̂jv´

0 “
1

?
2
γ̂j`v

´
0 (5.2.212d)

を用いて，16s表現のスピノール場 ψ16s は，SU5に関して次のように既
約分解される：

16s “ 1p´5q ` 10p´1q ` 5˚p`3q, (5.2.213)

ψ16s “ ψ1v
`
0 `

5
ÿ

j,k“1

ψ
rjks

10 vjk `

5
ÿ

j“1

ψ5˚j̄v
j̄ (5.2.214)

ここで，ψ1，ψ
jk
10, ψ5˚j̄ は，SU5 ˆ U1に関して，それぞれ 1p´5q, 10p´1q,

5˚p`3qに従ってテンソルとして変換するスピノールとなる．

(D) 126˚Higgsと 16s スピノールの湯川結合の SU5 分解 126˚Higgs

Φr5sの既約分解

Φ̃r0s
r5s “ ϕ1ϵ

r5s ÞÑ 1p`10q, (5.2.215a)

Φ̃r4s
rks “ ϵr4sjϕ

pjkq

15 ÞÑ 15p´6q, (5.2.215b)

Φ̃rjs
r4s “ ϵr4skϕ10˚ rjks ÞÑ 10˚

p`6q, (5.2.215c)

Φ̃r3s
rlms “ ϵr3srjksϕ

rrjksrlmss

45˚ ÞÑ 45˚
p´2q, (5.2.215d)

Φ̃r2s
jr2s “ δ

r2s

r2s
ϕj5 ÞÑ 5p`2q, (5.2.215e)

Φ̃rjks
r3s “ ϵr3srlmsϕ50 prjksrlmsq ÞÑ 50p`2q. (5.2.215f)
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を Lagrange密度

LY “
h

16

1

5!
Φr5s

´

ĈP´Γ̂r5sP`

¯AB
`

TΨACΨB

˘

` hc (5.2.216)

に代入すると，

LY “ ´

?
2

4
hϕ1

`

Tψ1Cψ1

˘

´

?
2

4
hϕ

pjkq

15

`

Tψ5˚ j̄ψ5˚ k̄

˘

`

?
2

2
hϕ10˚ rjks

´

Tψ1Cψ
jk
10

¯

`
?

2hϕ
rrjksrlmss

45˚ ϵjkpql
`

Tψpq10Cψ5˚m̄

˘

`hϕj5

"

5

4

`

Tψ1Cψ5˚j̄

˘

`

?
2

32
ϵjpqrs

`

Tψrs10Cψ
pq
10

˘

*

`
?

2hϕ50prjksrlmsq

´

Tψjk10Cψ
lm
10

¯

`hc. (5.2.217)
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5.2.8 E6 GUT

No. SB chain UY
1 container SM

E6 ñ SO10 ˆ U1

p1q SO10 ñ SU5 ˆ U1, SU5 ñ SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U1 U3
1 3e

p2q SO10 ñ SU4 ˆ SUw
2 ˆ SU2, SU4 ñ SUc

3 ˆ U1 U2
1 ˆ SU2 ˆ

p3q SO10 ñ SO9, SO9 ñ SU4 ˆ SUw
2 , SU4 ñ SUc

3 ˆ U1 U2
1 ˆ

p4q SO10 ñ SO7 ˆ SUw
2 , SO7 ñ SU4, SU4 ñ SUc

3 ˆ U1 U2
1 ˆ

p5q SO10 ñ SO7 ˆ SUw
2 , SO7 ñ G2, G2 ñ SUc

3 U1 ˆ

E6 ñ SU6 ˆ SU2

p6q SU6 ñ SU5 ˆ U1, SU5 ñ SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U1 U2
1 ˆ SU2 3˝

p7q SU6 ñ SU4 ˆ SUw
2 ˆ U1, SU4 ñ SUc

3 ˆ U1 U2
1 ˆ SU2 3˝

p8q SU6 ñ SUc
3 ˆ SU3 ˆ U1, SU3 ñ SUw

2 ˆ U1 U2
1 ˆ SU2 3

p9q SU6 ñ SUc
3 ˆ SU2, SU2 ˆ

E6 ñ SU6 ˆ SUw
2

p10q SU6 ñ SU5 ˆ U1, SU5 ñ SU4 ˆ U1, SU4 ñ SUc
3 ˆ U1 U3

1 3

p11q SU6 ñ SU5 ˆ U1, SU5 ñ SUc
3 ˆ SU2 ˆ U1 U2

1 ˆ SU2 3

p71q SU6 ñ SU4 ˆ SU2 ˆ U1, SU4 ñ SUc
3 ˆ U1 U2

1 ˆ SU2 3˝

p14q SU6 ñ SU4, SU4 ñ SUc
3 ˆ U1 U1 ˆ

p12q SU6 ñ SUc
3 ˆ SU3 ˆ U1 U1 ˆ SU3 3

p91q SU6 ñ SUc
3 ˆ SU2, SU2 ˆ

E6 ñ SUc
3 ˆ SU3 ˆ SU3

p15q SU3 ñ SUw
2 ˆ U1 U1 ˆ SU3 3

E6 ñ F4

p17q F4 ñ SO9, SO9 ñ SU4 ˆ SUw
2 , SU4 ñ SUc

3 ˆ U1 U1 ˆ

p18q F4 ñ SUc
3 ˆ SU3, SU3 ñ SUw

2 ˆ U1 U1 ˆ

p19q F4 ñ Spc3 ˆ SUw
2 , Sp3 ñ SUc

3 ˆ U1 U1 ˆ

E6 ñ SUc
3 ˆSUw

2 ˆUY
1 のSBパターン. E6の２７次元表現がSMのクォー

クとレプトンの正しい量子数を与えるものに限る．
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5.2.8.1 Symmetry Breaking Pattern (1)

SBパターン

E6 ñ SO10 ˆ U
p3q

1 ñ SU5 ˆ U
p2q

1 ˆ U
p3q

1

ñ SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U
p1q

1 ˆ U
p2q

1 ˆ U
p3q

1 (5.2.218)

において，SM粒子の値と整合的なハイパー電荷 Y の埋め込みは次の３
種類：

1. Georgi-Glashow SU5-GUT: Y “ Qp1q.

2. Flipped SU5 SO10-GUT: Y “ ´1
5
Qp1q ´ 2

5
Qp2q.

3. E6-GUT: Y “ ´1
5
Qp1q ` 1

10
Qp2q ` 1

2
Qp3q.

(1) Georgi-Glashow SU5 GUT SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SO10 ˆ U1 SU5 ˆ U1 SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U1 e ⃝ ⃝ ⃝
16sp`1q 10p´1q p3,2qp`1{3q qL qL qL qL qL qL qL qL

p3˚,1qp´4{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,1qp`2q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR

5˚p`3q p3˚,1qp`2{3q dcR dcR dcR dcR
p1,2qp´1q lL lL lL lL

1p´5q p1,1qp0q N c
R N c

R N c
R N c

R

10p´2q 5p2q p3,1qp´2{3q

p1,2qp`1q

5˚p´2q p3˚,1qp`2{3q dcR dcR dcR dcR
p1,2qp´1q lL lL lL lL

1p`4q 1p0q p1,1qp0q N c
R N c

R N c
R N c

R
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(2) Flipped-SU5 SO10 GUT SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SO10 ˆ U1 SU5 ˆ U1 SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U1 e

16sp`1q 10p´1q p3,2qp`1{3q qL qL qL qL qL qL qL qL
p3˚,1qp´4{3q dcR dcR dcR dcR

p1,1qp`2q N c
R N c

R N c
R N c

R

5˚p`3q p3˚,1qp`2{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,2qp´1q lL lL lL lL

1p´5q p1,1qp0q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
10p´2q 5p2q p3,1qp´2{3q

p1,2qp`1q lL lL lL lL
5˚p´2q p3˚,1qp`2{3q dcR dcR dcR dcR

p1,2qp´1q

1p`4q 1p0q p1,1qp0q N c
R N c

R N c
R N c

R

(3) E6 GUT SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SO10 ˆ U1 SU5 ˆ U1 SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U1 ⃝
16sp`1q 10p´1q p3,2qp`1{3q qL qL qL qL qL qL qL qL

p3˚,1qp´4{3q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp`2q N c

R N c
R N c

R N c
R

5˚p`3q p3˚,1qp`2{3q dcR dcR dcR dcR
p1,2qp´1q

1p´5q p1,1qp0q N c
R N c

R N c
R N c

R

10p´2q 5p2q p3,1qp´2{3q

p1,2qp`1q lL lL lL lL
5˚p´2q p3˚,1qp`2{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR

p1,2qp´1q lL lL lL lL

1p`4q 1p0q p1,1qp0q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
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5.2.8.2 Symmetry Breaking Pattern (15)

SBパターン

E6 ñ SUc
3 ˆ SU3 ˆ SU3 ñ SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U

p1q

1 ˆ SU3

ñ SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U
p1q

1 ˆ U
p2q

1 ˆ U
p3q

1 . (5.2.219)

において，SM粒子の値と整合的なハイパー電荷 Y の埋め込みは次の３
種類：

1. Y “ Y1 ” 1
3
Qp1q ´ 2

3
Qp2q ´ 2

3
Qp3q.

2. Y “ Y2 ” 1
3
Qp1q ´ 2

3
Qp2q ` 4

3
Qp3q.

3. Y “ Y3 ” 1
3
Qp1q ` 4

3
Qp2q ´ 2

3
Qp3q.

(1) Y1での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU3
3 SUc

3 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U2

1

ˆU1 ˆ SU3

p3,3˚,1q p3,2,1qp`1q p3,2qp0, 0q qL qL qL qL qL qL qL qL
p3,1,1qp´2q p3,1qp0, 0q

p3˚,1,3˚q p3˚,1,3˚qp0q p3˚,1qp1, 1q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p3˚,1qp0,´1q dcR dcR dcR dcR
p3˚,1qp´1, 0q dcR dcR dcR dcR

p1,3,3q p1,2,3qp´1q p1,2qp1, 0q lL lL lL lL
p1,2qp0, 1q lL lL lL lL

p1,2qp´1,´1q

p1,1,3qp`2q p1,1qp1, 0q N c
R N c

R N c
R N c

R

p1,1qp0, 1q N c
R N c

R N c
R N c

R

p1,1qp´1,´1q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
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(2) Y2での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU3
3 SUc

3 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U2

1

ˆU1 ˆ SU3

p3,3˚,1q p3,2,1qp`1q p3,2qp0, 0q qL qL qL qL qL qL qL qL
p3,1,1qp´2q p3,1qp0, 0q

p3˚,1,3˚q p3˚,1,3˚qp0q p3˚,1qp1, 1q dcR dcR dcR dcR
p3˚,1qp0,´1q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p3˚,1qp´1, 0q dcR dcR dcR dcR

p1,3,3q p1,2,3qp´1q p1,2qp1, 0q lL lL lL lL
p1,2qp0, 1q

p1,2qp´1,´1q lL lL lL lL
p1,1,3qp`2q p1,1qp1, 0q N c

R N c
R N c

R N c
R

p1,1qp0, 1q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
p1,1qp´1,´1q N c

R N c
R N c

R N c
R

(3) Y3での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU3
3 SUc

3 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U2

1

ˆU1 ˆ SU3

p3,3˚,1q p3,2,1qp`1q p3,2qp0, 0q qL qL qL qL qL qL qL qL
p3,1,1qp´2q p3,1qp0, 0q

p3˚,1,3˚q p3˚,1,3˚qp0q p3˚,1qp1, 1q dcR dcR dcR dcR
p3˚,1qp0,´1q dcR dcR dcR dcR
p3˚,1qp´1, 0q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR

p1,3,3q p1,2,3qp´1q p1,2qp1, 0q

p1,2qp0, 1q lL lL lL lL
p1,2qp´1,´1q lL lL lL lL

p1,1,3qp`2q p1,1qp1, 0q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
p1,1qp0, 1q N c

R N c
R N c

R N c
R

p1,1qp´1,´1q N c
R N c

R N c
R N c

R
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5.2.8.3 Symmetry Breaking Pattern (6)

SBパターン

E6 ñ SUc,w
6 ˆ SU2 ñ SUc,w

5 ˆ U
p2q

1 ˆ U
p3q

1

ñ SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U
p1q

1 ˆ U
p2q

1 . ˆ U
p3q

1 (5.2.220)

において，SM粒子の値と整合的なハイパー電荷 Y の埋め込みは次の３
種類：

1. Y “ Y1 ” Qp1q.

2. Y “ Y2 ” ´1
5
Qp1q ´ 1

5
Qp2q ` Qp3q.

3. Y “ Y3 ” ´1
5
Qp1q ´ 1

5
Qp2q ´ Qp3q.

(1) Y1での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SUc,w
6 ˆ SU2 SUc,w

5 ˆ U2
1 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U1 ⃝ ⃝ ⃝ ⃝

p15,1q 10p´2, 0q p3,2qp`1{3q qL qL qL qL qL qL qL qL
p3˚,1qp´4{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR

p1,1qp`2q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
5p`4, 0q p3,1qp´2{3q

p1,2qp`1q

p6˚,2q 5˚p`1,`1q p3˚,1qp`2{3q dcR dcR dcR dcR
p1,2qp´1q lL lL lL lL

5˚p`1,´1q p3˚,1qp`2{3q dcR dcR dcR dcR
p1,2qp´1q lL lL lL lL

1p´5,`1q p1,1qp0q N c
R N c

R N c
R N c

R

1p´5,´1q p1,1qp0q N c
R N c

R N c
R N c

R
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(2) Y2での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SUc,w
6 ˆ SU2 SUc,w

5 ˆ U2
1 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U1 ⃝

p15,1q 10p´2, 0q p3,2qp`1{3q qL qL qL qL qL qL qL qL
p3˚,1qp´4{3q dcR dcR dcR dcR

p1,1qp`2q N c
R N c

R N c
R N c

R

5p`4, 0q p3,1qp´2{3q

p1,2qp`1q lL lL lL lL

p6˚,2q 5˚p`1,`1q p3˚,1qp`2{3q dcR dcR dcR dcR
p1,2qp´1q

5˚p`1,´1q p3˚,1qp`2{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,2qp´1q lL lL lL lL

1p´5,`1q p1,1qp0q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
1p´5,´1q p1,1qp0q N c

R N c
R N c

R N c
R

(3) Y3での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SUc,w
6 ˆ SU2 SUc,w

5 ˆ U2
1 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U1 ⃝

p15,1q 10p´2, 0q p3,2qp`1{3q qL qL qL qL qL qL qL qL
p3˚,1qp´4{3q dcR dcR dcR dcR

p1,1qp`2q N c
R N c

R N c
R N c

R

5p`4, 0q p3,1qp´2{3q

p1,2qp`1q lL lL lL lL

p6˚,2q 5˚p`1,`1q p3˚,1qp`2{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,2qp´1q lL lL lL lL

5˚p`1,´1q p3˚,1qp`2{3q dcR dcR dcR dcR
p1,2qp´1q

1p´5,`1q p1,1qp0q N c
R N c

R N c
R N c

R

1p´5,´1q p1,1qp0q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
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5.2.8.4 Symmetry Breaking Pattern (7)

SBパターン

E6 ñ SUc,w
6 ˆ SU2 ñ SUc

4 ˆ SUw
2 ˆ U

p2q

1 ˆ U
p3q

1

ñ SUc
3 ˆ U

p1q

1 ˆ SUw
2 ˆ U

p2q

1 . ˆ U
p3q

1 (5.2.221)

において，SM粒子の値と整合的なハイパー電荷 Y の埋め込みは次の３
種類：

1. Y “ Y1 ” 1
2
Qp1q ´ 1

2
Qp2q.

2. Y “ Y2 ” ´Qp1q ` Qp3q.

3. Y “ Y3 ” ´Qp1q ´ Qp3q.

(1) Y1での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SU2 SUc
4 ˆ SUw

2 ˆ U2
1 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U1

p15,1q p4,2qp´1, 0q p3,2qp´1{3q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp`1q

p6,1qp`2, 0q p3,1qp2{3q

p3˚,1qp´2{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,1qp´4, 0q p1,1qp0q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR

p6˚,2q p4˚,1qp´1,`1q p3˚,1qp`1{3q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp´1q N c

R N c
R N c

R N c
R

p4˚,1qp´1,´1q p3˚,1qp`1{3q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp´1q N c

R N c
R N c

R N c
R

p1,2qp`2,`1q p1,2qp0q lL lL lL lL
p1,2qp`2,´1q p1,2qp0q lL lL lL lL
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(2) Y2での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SU2 SUc
4 ˆ SUw

2 ˆ U2
1 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U1 ⃝

p15,1q p4,2qp´1, 0q p3,2qp´1{3q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp`1q lL lL lL lL

p6,1qp`2, 0q p3,1qp2{3q

p3˚,1qp´2{3q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp´4, 0q p1,1qp0q N c

R N c
R N c

R N c
R

p6˚,2q p4˚,1qp´1,`1q p3˚,1qp`1{3q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp´1q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR

p4˚,1qp´1,´1q p3˚,1qp`1{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,1qp´1q N c

R N c
R N c

R N c
R

p1,2qp`2,`1q p1,2qp0q

p1,2qp`2,´1q p1,2qp0q lL lL lL lL

(3) Y3での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SU2 SUc
4 ˆ SUw

2 ˆ U2
1 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U1 ⃝

p15,1q p4,2qp´1, 0q p3,2qp´1{3q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp`1q lL lL lL lL

p6,1qp`2, 0q p3,1qp2{3q

p3˚,1qp´2{3q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp´4, 0q p1,1qp0q N c

R N c
R N c

R N c
R

p6˚,2q p4˚,1qp´1,`1q p3˚,1qp`1{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,1qp´1q N c

R N c
R N c

R N c
R

p4˚,1qp´1,´1q p3˚,1qp`1{3q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp´1q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR

p1,2qp`2,`1q p1,2qp0q

p1,2qp`2,´1q p1,2qp0q lL lL lL lL
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5.2.8.5 Symmetry Breaking Pattern (8)

SBパターン

E6 ñ SUc,w
6 ˆ SU2 ñ SUc

3 ˆ SUw
3 ˆ U

p2q

1 ˆ U
p3q

1

ñ SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U
p1q

1 ˆ U
p2q

1 . ˆ U
p3q

1 (5.2.222)

において，SM粒子の値と整合的なハイパー電荷 Y の埋め込みは次の３
種類：

1. Y “ Y1 ” ´1
3
Qp1q ´ 2

3
Qp2q.

2. Y “ Y2 ” ´1
3
Qp1q ` 1

3
Qp2q ` Qp3q.

3. Y “ Y3 ” ´1
3
Qp1q ` 1

3
Qp2q ´ Qp3q.

(1) Y1での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SU2 SUc
3 ˆ SUw

3 ˆ U2
1 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U1

p15,1q p3,3qp0, 0q p3,2qp´1q qL qL qL qL qL qL qL qL
p3,1qp`2q

p3˚,1qp`2, 0q p3˚,1qp0q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,3˚qp´2, 0q p1,2qp`1q

p1,1qp´2q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
p6˚,2q p3˚,1qp´1,`1q p3˚,1qp0q dcR dcR dcR dcR

p3˚,1qp´1,´1q p3˚,1qp0q dcR dcR dcR dcR
p1,3˚qp`1,`1q p1,2qp`1q lL lL lL lL

p1,1qp´2q N c
R N c

R N c
R N c

R

p1,3˚qp`1,´1q p1,2qp`1q lL lL lL lL
p1,1qp´2q N c

R N c
R N c

R N c
R
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(2) Y2での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SU2 SUc
3 ˆ SUw

3 ˆ U2
1 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U1

p15,1q p3,3qp0, 0q p3,2qp´1q qL qL qL qL qL qL qL qL
p3,1qp`2q

p3˚,1qp`2, 0q p3˚,1qp0q dcR dcR dcR dcR
p1,3˚qp´2, 0q p1,2qp`1q lL lL lL lL

p1,1qp´2q N c
R N c

R N c
R N c

R

p6˚,2q p3˚,1qp´1,`1q p3˚,1qp0q dcR dcR dcR dcR
p3˚,1qp´1,´1q p3˚,1qp0q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,3˚qp`1,`1q p1,2qp`1q

p1,1qp´2q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
p1,3˚qp`1,´1q p1,2qp`1q lL lL lL lL

p1,1qp´2q N c
R N c

R N c
R N c

R

(3) Y3での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SU2 SUc
3 ˆ SUw

3 ˆ U2
1 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U1

p15,1q p3,3qp0, 0q p3,2qp´1q qL qL qL qL qL qL qL qL
p3,1qp`2q

p3˚,1qp`2, 0q p3˚,1qp0q dcR dcR dcR dcR
p1,3˚qp´2, 0q p1,2qp`1q lL lL lL lL

p1,1qp´2q N c
R N c

R N c
R N c

R

p6˚,2q p3˚,1qp´1,`1q p3˚,1qp0q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p3˚,1qp´1,´1q p3˚,1qp0q dcR dcR dcR dcR
p1,3˚qp`1,`1q p1,2qp`1q lL lL lL lL

p1,1qp´2q N c
R N c

R N c
R N c

R

p1,3˚qp`1,´1q p1,2qp`1q

p1,1qp´2q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
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5.2.8.6 Symmetry Breaking Pattern (10)

SBパターンは，

E6 ñ SUc
6 ˆ SUw

2 ñ SUc
5 ˆ U

p3q

1 ˆ SUw
2 ñ SUc

4 ˆ U
p2q

1 ˆ U
p3q

1 ˆ SUw
2

ñ SUc
3 ˆ U

p1q

1 ˆ U
p2q

1 . ˆ U
p3q

1 ˆ SUw
2 (5.2.223)

ここで，E6 ñ SU6 ˆ SU2の射影には P16˚を用いる．SM粒子の値と整
合的なハイパー電荷 Y の埋め込みは次の３種類：

1. Y “ Y1 ” 1
2
Qp1q ` 3

10
Qp2q ´ 1

5
Qp3.

2. Y “ Y2 ” ´Qp1q ` 1
5
Qp2q ` 1

5
Qp3q.

3. Y “ Y3 ” ´Qp1q ´ 1
5
Qp2q ´ 1

5
Qp3q.

(1) Y1での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SUw
2 SUc

5 ˆ U1 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U2

1

p6,2q p5,2qp´1q p3,2qp´1{3,`1q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp`1,´4q

p1,2qp0,´4q lL lL lL lL
p1,2qp`5q p1,2qp0, 0q lL lL lL lL

p15˚,1q p10˚,1qp`2q p3˚,1qp´2{3,´2q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p3,1qp`2{3,`3q

p3˚,1qp`1{3,`3q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp´1,`3q N c

R N c
R N c

R N c
R

p5˚,1qp´4q p3˚,1qp`1{3,´1q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp´1,´1q N c

R N c
R N c

R N c
R

p1,1qp0,`4q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
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(2) Y2での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SUw
2 SUc

5 ˆ U1 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U2

1

p6,2q p5,2qp´1q p3,2qp´1{3,`1q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp`1,`1q lL lL lL lL
p1,2qp0,´4q lL lL lL lL

p1,2qp`5q p1,2qp0, 0q

p15˚,1q p10˚,1qp`2q p3˚,1qp´2{3,´2q dcR dcR dcR dcR
p3,1qp`2{3,`3q

p3˚,1qp`1{3,`3q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp´1,`3q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR

p5˚,1qp´4q p3˚,1qp`1{3,´1q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,1qp´1,´1q N c

R N c
R N c

R N c
R

p1,1qp0,`4q N c
R N c

R N c
R N c

R

(3) Y3での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SUw
2 SUc

5 ˆ U1 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U2

1

p6,2q p5,2qp´1q p3,2qp´1{3,`1q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp`1,`1q lL lL lL lL
p1,2qp0,´4q

p1,2qp`5q p1,2qp0, 0q lL lL lL lL

p15˚,1q p10˚,1qp`2q p3˚,1qp´2{3,´2q dcR dcR dcR dcR
p3,1qp`2{3,`3q

p3˚,1qp`1{3,`3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,1qp´1,`3q N c

R N c
R N c

R N c
R

p5˚,1qp´4q p3˚,1qp`1{3,´1q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp´1,´1q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
p1,1qp0,`4q N c

R N c
R N c

R N c
R
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5.2.8.7 Symmetry Breaking Pattern (11)

SBパターンは，

E6 ñ SUc
6 ˆ SUw

2 ñ SUc
5 ˆ U

p3q

1 ˆ SUw
2

ñ SUc
3 ˆ SU2 ˆ U

p2q

1 ˆ U
p3q

1 ˆ SUw
2

ñ SUc
3 ˆ U

p1q

1 ˆ U
p2q

1 . ˆ U
p3q

1 ˆ SUw
2 (5.2.224)

ここで，E6 ñ SU6 ˆ SU2の射影には P16˚を用いる．SM粒子の値と整
合的なハイパー電荷 Y の埋め込みは次の３種類：

1. Y “ Y1 ” Qp1q ´ 1
5
Qp2q ´ 1

5
Qp3q.

2. Y “ Y2 ” ´4
5
Qp2q ` 1

5
Qp3.

3. Y “ Y3 ” ´Qp1q ´ 1
5
Qp2q ´ 1

5
Qp3q.

ここで，SBP (11)でのU1電荷Q
piq
11 と SBP(10)に対するU1電荷Q

piq
10 の

間には
¨

˚

˝

Q
p1q

11

Q
p2q

11

Q
p3q

11

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

3{4 1{4 0

5{4 ´1{4 0

0 0 1

˛

‹

‚

¨

˚

˝

Q
p1q

10

Q
p2q

10

Q
p3q

10

˛

‹

‚

(5.2.225)

の関係があることを用いると，SBP(10)でのハイパー電荷 Y1, Y2, Y3 と
SBP(11)での Y1, Y2, Y3の E6への埋め込みはこの順で一致することが確
かめられる．具体的な成分は，Cartan部分代数に対する双対Dynkin基
底での成分表示で

¨

˚

˝

Y1
Y2
Y3

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

1 5{3 7{3 7{3 1 2

´1 ´7{3 ´11{3 ´5{3 ´1 ´2

´1 ´1{3 1{3 1{3 1 0

˛

‹

‚

. (5.2.226)
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(1) Y1での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SUw
2 SUc

5 ˆ U1 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U2

1

p6,2q p5,2qp´1q p3,2qp0,´2{3q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp´1,`1q lL lL lL lL
p1,2qp`1,`1q lL lL lL lL

p1,2qp`5q p1,2qp0, 0q

p15˚,1q p10˚,1qp`2q p3˚,1qp´1,´1{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p3˚,1qp`1,´1{3q dcR dcR dcR dcR

p3,1qp0, 4{3q

p1,1qp0,´2q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
p5˚,1qp´4q p3˚,1qp0,`2{3q dcR dcR dcR dcR

p1,1qp´1,´1q N c
R N c

R N c
R N c

R

p1,1qp`1,´1q N c
R N c

R N c
R N c

R

(2) Y2での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SUw
2 SUc

5 ˆ U1 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U2

1

p6,2q p5,2qp´1q p3,2qp0,´2{3q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp´1,`1q lL lL lL lL
p1,2qp`1,`1q

p1,2qp`5q p1,2qp0, 0q lL lL lL lL

p15˚,1q p10˚,1qp`2q p3˚,1qp´1,´1{3q dcR dcR dcR dcR
p3˚,1qp`1,´1{3q dcR dcR dcR dcR

p3,1qp0, 4{3q

p1,1qp0,´2q N c
R N c

R N c
R N c

R

p5˚,1qp´4q p3˚,1qp0,`2{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p1,1qp´1,´1q N c

R N c
R N c

R N c
R

p1,1qp`1,´1q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR

(3) Y3での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，
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SU6 ˆ SUw
2 SUc

5 ˆ U1 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SUw
2 ˆ U2

1

p6,2q p5,2qp´1q p3,2qp0,´2{3q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp´1,`1q

p1,2qp`1,`1q lL lL lL lL
p1,2qp`5q p1,2qp0, 0q lL lL lL lL

p15˚,1q p10˚,1qp`2q p3˚,1qp´1,´1{3q dcR dcR dcR dcR
p3˚,1qp`1,´1{3q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR

p3,1qp0, 4{3q

p1,1qp0,´2q N c
R N c

R N c
R N c

R

p5˚,1qp´4q p3˚,1qp0,`2{3q dcR dcR dcR dcR
p1,1qp´1,´1q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
p1,1qp`1,´1q N c

R N c
R N c

R N c
R
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5.2.8.8 Symmetry Breaking Pattern (7’)

SBパターンは，

E6 ñ SUc
6 ˆ SUw

2 ñ SUc
4 ˆ SU2 ˆ U

p3q

1 ˆ SUw
2

ñ SUc
3 ˆ U

p1q

1 ˆ U
p2q

1 . ˆ U
p3q

1 ˆ SUw
2 (5.2.227)

ここで，E6 ñ SU6 ˆ SU2の射影には P ˚
16を用いる．SM粒子の値と整

合的なハイパー電荷 Y の埋め込みは次の３種類：

1. Y “ Y1 ” ´Qp1q ´ Qp2q

2. Y “ Y2 ” ´Qp1q ` Qp2.

3. Y “ Y3 ” 1
2
Qp1q ` 1

2
Qp3q.

(1) Y1での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SUw
2 SUc

4 ˆ SU2 SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U2
1 ⃝

ˆU1 ˆ SUw
2

p6,2q p4,1,2qp`1q p3,2qp´1{3, 0q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp`1, 0q lL lL lL lL

p1,2,2qp´2q p1,2qp0,`1q lL lL lL lL
p1,2qp0,´1q

p15˚,1q p4˚,2,1qp`1q p3˚,1qp`1{3,`1q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p3˚,1qp`1{3,´1q dcR dcR dcR dcR

p1,1qp´1,`1q N c
R N c

R N c
R N c

R

p1,1qp´1,´1q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
p6˚,1,1qp´2q p3˚,1qp´2{3, 0q dcR dcR dcR dcR

p3,1qp`2{3, 0q

p1,1,1qp ` 4q p1,1qp0, 0q N c
R N c

R N c
R N c

R
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(2) Y2での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SUw
2 SUc

4 ˆ SU2 SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U2
1 ⃝

ˆU1 ˆ SUw
2

p6,2q p4,1,2qp`1q p3,2qp´1{3, 0q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp`1, 0q lL lL lL lL

p1,2,2qp´2q p1,2qp0,`1q

p1,2qp0,´1q lL lL lL lL

p15˚,1q p4˚,2,1qp`1q p3˚,1qp`1{3,`1q dcR dcR dcR dcR
p3˚,1qp`1{3,´1q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR

p1,1qp´1,`1q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
p1,1qp´1,´1q N c

R N c
R N c

R N c
R

p6˚,1,1qp´2q p3˚,1qp´2{3, 0q dcR dcR dcR dcR
p3,1qp`2{3, 0q

p1,1,1qp ` 4q p1,1qp0, 0q N c
R N c

R N c
R N c

R

(3) Y3での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SUw
2 SUc

4 ˆ SU2 SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U2
1

ˆU1 ˆ SUw
2

p6,2q p4,1,2qp`1q p3,2qp´1{3, 0q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,2qp`1, 0q

p1,2,2qp´2q p1,2qp0,`1q lL lL lL lL
p1,2qp0,´1q lL lL lL lL

p15˚,1q p4˚,2,1qp`1q p3˚,1qp`1{3,`1q dcR dcR dcR dcR
p3˚,1qp`1{3,´1q dcR dcR dcR dcR

p1,1qp´1,`1q N c
R N c

R N c
R N c

R

p1,1qp´1,´1q N c
R N c

R N c
R N c

R

p6˚,1,1qp´2q p3˚,1qp´2{3, 0q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p3,1qp`2{3, 0q

p1,1,1qp ` 4q p1,1qp0, 0q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
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5.2.8.9 Symmetry Breaking Pattern (12)

SBパターンは，

E6 ñ SUc
6 ˆ SUw

2 ñ SUc
3 ˆ SU3 ˆ U

p3q

1 ˆ SUw
2

ñ SUc
3 ˆ U

p1q

1 ˆ U
p2q

1 . ˆ U
p3q

1 ˆ SUw
2 (5.2.228)

ここで，E6 ñ SU6 ˆ SU2の射影には P ˚
16を用いる．SM粒子の値と整

合的なハイパー電荷 Y の埋め込みは次の３種類：

1. Y “ Y1 ” ´2
3
Qp1q ´ 2

3
Qp2q ` 1

3
Qp3q

2. Y “ Y2 ” ´2
3
Qp1q ` 4

3
Qp2q ` 1

3
Qp3q

3. Y “ Y3 ” 4
3
Qp1q ´ 2

3
Qp2q ` 1

3
Qp3q

(1) Y1での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SU3 SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U2
1

ˆU1 ˆ SUw
2

p6,2q p3,1,2qp`1q p3,2qp0, 0q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,3,2qp´1q p1,2qp`1, 0q lL lL lL lL

p1,2qp0,`1q lL lL lL lL
p1,2qp´1,´1q

p15˚,1q p3˚,3˚,1qp0q p3˚,1qp´1, 0q dcR dcR dcR dcR
p3˚,1qp0,´1q dcR dcR dcR dcR

p3˚,1qp`1,`1q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p3,1,1qp´2q p3,1qp0, 0q

p1,3,1qp ` 2q p1,1qp`1, 0q N c
R N c

R N c
R N c

R

p1,1qp0,`1q N c
R N c

R N c
R N c

R

p1,1qp´1,´1q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
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(2) Y2での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SU3 SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U2
1

ˆU1 ˆ SUw
2

p6,2q p3,1,2qp`1q p3,2qp0, 0q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,3,2qp´1q p1,2qp`1, 0q lL lL lL lL

p1,2qp0,`1q

p1,2qp´1,´1q lL lL lL lL

p15˚,1q p3˚,3˚,1qp0q p3˚,1qp´1, 0q dcR dcR dcR dcR
p3˚,1qp0,´1q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR

p3˚,1qp`1,`1q dcR dcR dcR dcR
p3,1,1qp´2q p3,1qp0, 0q

p1,3,1qp ` 2q p1,1qp`1, 0q N c
R N c

R N c
R N c

R

p1,1qp0,`1q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
p1,1qp´1,´1q N c

R N c
R N c

R N c
R

(3) Y3での SM粒子の 27|E6への埋め込みは，

SU6 ˆ SUw
2 SUc

3 ˆ SU3 SUc
3 ˆ SUw

2 ˆ U2
1

ˆU1 ˆ SUw
2

p6,2q p3,1,2qp`1q p3,2qp0, 0q qL qL qL qL qL qL qL qL
p1,3,2qp´1q p1,2qp`1, 0q

p1,2qp0,`1q lL lL lL lL
p1,2qp´1,´1q lL lL lL lL

p15˚,1q p3˚,3˚,1qp0q p3˚,1qp´1, 0q ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR ucR
p3˚,1qp0,´1q dcR dcR dcR dcR

p3˚,1qp`1,`1q dcR dcR dcR dcR
p3,1,1qp´2q p3,1qp0, 0q

p1,3,1qp ` 2q p1,1qp`1, 0q ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR ecR
p1,1qp0,`1q N c

R N c
R N c

R N c
R

p1,1qp´1,´1q N c
R N c

R N c
R N c

R
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5.2.9 諸命題・諸定理の証明

定理 5.3 の証明. コンパクトLie群のLie代数を k, その複素化を g “ kC

とする．随伴表現は実表現で，その実表現空間は Lie代数 kそのもの，複
素表現の表現空間は gとなる．また，kの元Xにおける等方群のLie代数
kX は kX “ tY P k | rX,Y s “ 0uとなる．
ここで，コンパクト Lie代数の任意の元を含む極大可換 Lie代数は互
いに共役である．したがって，X を含む極大可換 Lie代数を tとすると，
h “ tCが gの Caran部分代数となり，gのルート系 p∆, h˚qを定義する．
このとき，H P h, Weyl基底をEβ，αX P h˚を pαX , γq “ γpiXq p@γ P h˚q

となる h˚のベクトルとして，

Y “ H`
ÿ

βP∆

CβEβ ñ rX,Y s “
ÿ

β

CββpXqEβ “ 0 ñ Cβ ‰ 0 iff pαX , βq “ 0

したがって，Xにおける等方群の Lie代数は

gX “ xt, Eβ; pαX , βq “, β P ∆y “ g1 ‘ u1

となる．
以上の準備の元で，まず，基本ルート系を tαi, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , ruとして，X

を αX “ fiと取ると，gX はDynkin図式から i番目のノードを取り除い
て得られる正則極大準半単純部分代数と一致する．この部分代数は，部
分代数として極大なので，当然，極大等方部分代数となる．
つぎに，g1のルート系∆1は，h˚においてベクトル αXに垂直な平面Π

とルート系∆の共通部分なので，g1の階数が r ´ 2以下のときには，∆1

は Πの r ´ 2次元以下の部分空間に含まれる．そこで，g1に含まれない
gの独立なルートを，それらと g1が超曲面 Π1を張るよう選べば，X 1を
Π1の法ベクトルが αX 1 となる tの元として，X 1での等方部分群の Lie代
数は，g2をランク r ´ 1の Lie代数として，g2 ‘ u1となる．これは，極
大等方群のLie代数が gのランク rの正則部分代数であることを示してい
る．ところが，このような部分代数は，Dynakin図式ないし拡張Dynkin

図式からノードを一つ取り除いて得られるものに限られる．これらのう
ち，通常のDynkin図式から得られる正則部分代数は，すでに極大等方部
分代数となり得ることを示した．一方，拡張Dynkin図式から得られる極
大半単純部分代数 sは，u1因子を持たないので，u1因子をもつ極大等方
部分代数 g2 ‘ u1はその部分代数となる．これは，sが s – g2 ‘ su2とな
る場合に限られるが，このとき，g2のDynkin図式は，gの拡張Dynkin
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図式から２つのノードを取り除いたものとなる．ところが，このLie代数
は gのDynkin図式から su2に対応するノードを１個取り除いて得られる
半単純 Lie代数の部分代数となるので，等方部分代数として極大でなく，
通常のDynkin図式から１つのノードを取り除いて得られる極大等方代数
の部分代数となる．よって，極大等方部分代数はこのタイプのものに限
られる． Q.E.D.

【定理 5.3 に戻る】
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表 9: adS{dS実単純超代数
dS adS

D L G L G

4 osppn|1, 1; Hq so˚p2nq osppn ´ p, p|4; Rq sopn ´ p, pq

ospp4, 1|2n; Rq sppn,Rq ospp3, 2|2n; Rq sppn,Rq

5 slp2|n;Hq su˚p2nq sup2, 2|n ´ p, pq upn ´ p, pq

slp2|2;Hq sop5, 1q sup2, 2|4 ´ p, pq sup4 ´ p, pq

ospp5, 1|2n; Rq sppn,Rq ospp4, 2|2n,Rq sppn,Rq

QIIp3q 1 QIp3q 1

6 ospp6, 1|2n; Rq sppn,Rq ospp5, 2|2n; Rq sppn,Rq

FIVp4q sup2q FIIIp4q sup2q

7 ospp7, 1|2n; Rq sppn; Rq ospp6, 2|2n; Rq sppn,Rq

ospp4|n ´ p, p; Hq sppn ´ p, pq

L “ L0 ` L1; L0 “ sopD, 1q ‘ G or sopD ´ 1, 2q ‘ G

References: Parker M: JMP21, 689(1980); Fre P, Trigiante M, Van

Proeyen A: CQG19, 4167 (2002); Lukierski J, Nowicki A: PLB151,

382(1985); Pilch K, van Nieuwenhuizen P, Sohnius F: CMP98,, 105(1985)

5.3 超対称理論

5.3.1 大統一理論 ñ SGUT

• Dark matter

有力な候補： neutralinos(γ̃, Z̃, ϕ̃0, g̃), axion

• hierarchy problem

Non-renormalisation Th. ñ small corrections on masses and Λ

• Ｃｆ．Λ problem

AdS超対称性代数が存在するので，超対称性がΛ “ 0を意味するわ
けではない．また，dS超対称代数は存在しないので，インフレー
ションやΛ ą 0は超対称性の破れを要求する．
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5.3.2 SGUT ñ 超重力統一理論

局所的な超対称性と一般共変性を同時に要求すれば，必然的に超重力
理論となる．

超対称理論 ４次元Minkowski時空におけるN “ 1超対称性をもつ理論
の物質セクターは，カイラル超組に対応するカイラル超場Φとベクトル
超組に対応するベクトル超場 V により記述される．ここで，（スカラ型）
超場は，超空間 pxm, θα, θ̄ 9αq上の関数 F px, θ, θ̄qで，その超変換は超空間
の無限小ベクトル場

Qα “ δα ´ iσmα 9αθ̄
9αBm, (5.3.1a)

Q̄ 9α “ ´δ̄ 9α ` iθασmα 9αBm, (5.3.1b)

により，
δF “ pξαQα ` ξ̄ 9αQ̄

9αqF (5.3.2)

と表される．
超空間上では，超対称変換に対する不変ベクトル場が

Dα “ δα ` iσmα 9αθ̄
9αBm, (5.3.3a)

D̄ 9α “ ´δ̄ 9α ´ iθασmα 9αBm (5.3.3b)

で与えられる．特に，カイラル超場は，条件

D̄ 9αΦ “ 0 (5.3.4)

を満たす超場で，複素スカラ場Apxq, F pxqと複素スピノール場ψpxqを用
いて

Φ “ Apyq `
?

2θψpyq ` θθF pyq; (5.3.5)

ym “ xm ` iθσmθ̄ (5.3.6)

と表される．このとき，

δF pxq “ i
?

2ξ̄σ̄mBmψ. (5.3.7)

また，ベクトル超場は，条件

V “ V : (5.3.8)
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を満たす超場で，V が実場 Cpxq,Mpxq, Npxq, Dpxq, vmpxq, χpxq, λpxqを
用いて

V “ Cpxq ` iθχpxq ´ iθ̄χ̄pxq

`
i

2
θθ pMpxq ` iNpxqq ´

i

2
θ̄θ̄ pMpxq ´ iNpxqq ´ θσmθ̄ vmpxq

`ipθθqθ̄

ˆ

λ̄pxq `
i

2
σ̄mBmχpxq

˙

´ ipθ̄θ̄qθ

ˆ

λpxq `
i

2
σmBmχ̄pxq

˙

`
1

2
pθ̄θ̄qpθθq

ˆ

Dpxq `
1

2
lCpxq

˙

(5.3.9)

と表される．このとき，

δDpxq “ ξ̄σ̄mBmλ ´ ξσmBmλ̄. (5.3.10)

一般に，V がゲージ場に対応するとき，ゲージ変換により

C “ M “ N “ χ “ 0 (5.3.11)

とおくことができる．
４次元Minkowski時空における最も一般的なN “ 1超対称理論は

• 超場

– Kahler多様体K d に値を取るカイラル超場: Φ “ pΦiq(i “

1, ¨ ¨ ¨ , d)

– K dの等長変換群Gに対応するLie代数 gに値を取るベクトル
超場: V “ V paqTpaq

• ポテンシャル

– G不変なKahlerポテンシャル: Kpzi, z̄iq

– G不変な超ポテンシャル: W pzq

– G共変的なゲージ結合ポテンシャル: Hpabqpzq

を用いて，

L “

ż

d2θd2θ̄
“

KpΦ,Φ:q ` ΓpΦ,Φ:, V q
‰

`

„
ż

d2θ

ˆ

1

16g2
HpabqpΦqpW paqW pbqq ` W pΦq

˙

` h.c.

ȷ

.(5.3.12)
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ここで，Wαは Lie代数 gに値をもつスピノール型カイラル超場

Wα “ W paq
α Tpaq :“ ´

1

4
pD̄D̄qe´VDαe

V , (5.3.13)

ゲージ変換は，gに値を取るカイラル超場Λ “ ΛpaqTpaqを用いて，

δΦi “ ΛpaqX i
paqpΦq, δeV “ ´iΛ:eV ` ieV Λ, δWα “ ´iΛ:Wα ` iWαΛ

(5.3.14)

と表される．ここで，Xpaq “ pX i
paqqはGに対応するK d上のKillingベ

クトルの基底．

超重力理論 超重力理論では，平坦な時空での物質超場に加えて，重力
超場

2E “ e
␣

1 ` iΘσaψ̄a ´ ΘΘ
`

M˚ ` ψ̄aσ̄
abψ̄b

˘(

, (5.3.15a)

´6R “ M ` Θrσaσ̄bψab ´ iσaψ̄aM ` iψab
as

`ΘΘ

„

1

2
R̂ ` iψ̄aσ̄bψab `

2

3
MM˚

`
1

3
baba ´ iea

mDmb
a `

1

2
ψ̄ψ̄M ´

1

2
ψaσ

aψ̄cb
c

`
1

8
ϵabcd

`

ψ̄aσ̄bψcd ` ψaσbψ̄cd
˘

ȷ

(5.3.15b)

が必要となる．これらの場は，超重力場

eam, ψαm, M, ba “ bα 9α (5.3.16)

により決まる．
N “ 1局所超対称変換で不変な最も一般的な理論は次の作用積分で与
えられる：

L “

ż

d2Θ 2E
” 3

8κ2
pD̄D̄ ´ 8Rq exp

"

´
κ2

3

“

KpΦ,Φ:q ` ΓpΦ,Φ:, V q
‰

*

`
1

16g2
HpabqpΦqpW paqW pbqq ` W pΦq

ı

` h.c.. (5.3.17)

この作用積分からF 項，D項，M項，ba項などの非力学的自由度を消去
して得られる作用積分のボゾン部分は

e´1L “
1

2
R ´ gij˚D̃mA

iD̃mA˚j ´ V pAq

´
1

4
hRpabqpAqF paq

mnF
mnpbq `

1

8
hIpabqϵ

mnklF paq
mnF

pbq
kl . (5.3.18)
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ここで，

D̃mA
j “ BmA

j ´ gvpaq
m X i

paq, (5.3.19)

V “
1

2
g2DpaqD

paq ` eK
”

gij
˚

pDiW qpDjW q˚ ´ 3W ˚W
ı

,(5.3.20)

DiW “ BiW ` KiW (5.3.21)

また，Dpaqpz, z̄qはK dのKillingベクトルXpaqに対応するKillingポテン
シャル

gij˚X˚jpaq “ i
BDpaq

Bzi
, gij˚X ipaq “ ´i

BDpaq

Bz̄j
(5.3.22)

である．

超対称性 基底状態で xψmy “ xχiy “
@

λpaq
D

“ 0（かつフェルミ場の凝縮
がない）とすると，これらの条件が超対称変換で保たれる条件は

0 ´ δζχ
i “ i

?
2σmζ̄D̃mA

i ´
?

2eK{2gij
˚

Dj˚W ˚ζ, (5.3.23a)

0 “ δζλ
paq “ F

paq

ab σ
abζ ´ igDpaqζ, (5.3.23b)

0 “ δζψm “ 2

„

∇m `
1

4

´

KjD̃mA
j ´ Kj˚D̃mA

˚j
¯

ȷ

ζ

`ieK{2Wσmζ̄ (5.3.23c)

で与えられる．これらは一般に

F
paq

ab “ Dpaq “ D̃mA
i “ DjW “ 0 (5.3.24)

を要求する．しかし，必ずしもW “ 0を要求しない．したがって，

V “ ´3|W |2eK ď 0 (5.3.25)

となり，W ‰ 0なら負の宇宙項が生じる．

5.3.3 SUGRAインフレーションモデル

F項モデルの困難 SUGRAモデルでのF 項起源のスカラポテンシャルは

V “ eK
´

Kij̄DiWDj̄W̄ ´ 3|W |2
¯

(5.3.26)
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で与えられる．このため，標準的なKahlerポテンシャル

K “
ÿ

i

ziz̄i (5.3.27)

では，eKの因子のため |zi| " 1ではポテンシャルが急速に増大し，Chaotic

インフレーションは実現されない．また，W がインフラトン場 ϕによら
ないとしても，質量項 |W |2ϕ2が生じる：

m2
ϕ ě 3H2 (5.3.28)

実際，zi “ 0で V “ V0 “ 3H2を考慮すると (κ “ 1)，

m2
ϕ “

B2V

BϕBϕ̄

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ“0

“ V0 ` |W |2 ě V0 “ 3H2. (5.3.29)

よって，

η “
V 2

V
“
m2
ϕ

V0

“ 1. (5.3.30)

Shift対称性 Kahlerポテンシャルと超ポテンシャルが

K “
1

2
pΦ ` Φ̄q2 ` XX̄, (5.3.31a)

W “ mΦX (5.3.31b)

で与えられるとすると，

Φ “
1

?
2

pη ` iϕq (5.3.32)

として，ポテンシャルは η, |X| ! 1のとき

V “
m2

2
ϕ2p1 ` η2q ` m2|X|2. (5.3.33)

と振る舞い，η, |X| " 1では eK 因子のため急速に増大する．このため，
η, |X| « 1となり，ϕをインフラトンする chaoticインフレーションが実現
される．[Kawasaki M, Yamaguchi M, Yanagida T 2000[278];Yamaguchi

M, Yokoyama J 2001, 2003[396, 397, 395]]
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5.4 高次元理論へ

Sugra GUT ñ 高次元 Sugra GUT

• フェルミセクターの構造

– 世代数 (family repitition)

• 湯川結合

– 結合定数の大きさ（質量の起源）

– Cabibo/neutrino mixing, CP violation

• ヒッグスセクターの構造

– 3 ` 2分解問題

• 超対称性の破れ

– ４次元理論では超対称性の破れの大きさを決める自然な方法が
ない．

• 重力の量子論

– 超弦理論の臨界次元は１０．

• 宇宙項問題

– ４次元理論は宇宙定数の絶対値を決めることができない．

– 11次元超重力理論は２階微分までのオーダーで作用積分が一
意的で宇宙定数の自由度がない．
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5.4.1 Family repitition problem

˜

νe
e

¸

L

eR

˜

u

d

¸

L

uR dR

˜

νµ
µ

¸

L

µR

˜

c

s

¸

L

cR sR

˜

ντ
τ

¸

L

τR

˜

t

b

¸

L

tR bR

時空がM “ X4 ˆ Y6と表され，その上のゲージ場が

Aµ “ Aµpxq P H, Ap “ Appyq P K; H ˆ K Ă G (5.4.1)

という構造をもつなら，Y6上のDirac作用素の固有スピノール

γ̂r6sγ̂
pDpχa “ maχa; Dp “ ∇p ` Ap, (5.4.2)

ż

Y

dµpyqχ:
aχb “ δab (5.4.3)

を用いてM 上のスピノールΨを

Ψ “
ÿ

a

ψapxqχapyq (5.4.4)

と展開すると，
Γµ “ γµ b γ̂r6s, Γp “ 1 b γ̂p (5.4.5)

より
ż

Y

dµpyqiΨ̄ΓMDMΨ “
ÿ

a

ψ̄aipγ
µDµ ` maqψa

よって，χのゼロモードの数が４次元での familyの数を与える．

259 目次へ



目次へ

5.4.2 p3 ` 2q分解

SUp5q-GUTでは，５次元 Higgs場 Φ5 “ pΦ2,Φ3qがバリオン数を破る
反応を媒介する：

5˚ ˆ 10 “ 5 ` 45 ñ Φ̄5ψ5˚ψ10 (5.4.6)

q

q q

l

Φ3

Orbifold GUT (川村モデル) 時空がM “ X4 ˆ S1{Z2 Q px, yqという
オービフォールド構造を持つとする．このとき，Φ5がZ2の変換に対して

Φ5px,´yq “ PΦ5px, yq; P “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1

´1

´1

1

1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(5.4.7)

というパリティをもつことを要求すれば，

Φ2 “ ϕ2pxq ` ϕ1
2pxq cospπy{Lq ` ¨ ¨ ¨

Φ3 “ 0 ` ϕ1
3pxq sinpπy{Lq ` ¨ ¨ ¨

より，４次元ブレイン上ではΦ2のみが軽くなる．

Reference

Nilles, H.P.: hep-th/0410160

Kawamura, Yoshiharu: Prog.Theor.Phys.105:691-696,2001; ibid. 999-

1006.
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5.5 位相欠陥

Creation: 2023/3/6

5.5.1 Spheleron

Creation: 2023/3/10

5.5.1.1 歴史

Creation: 2023/3/10

1991 Sphaleronの非球対称性 [Kleihaus B, Kunz J, Brihaye Y(1991)[?];

Dashen RF, Hasslacher B, Neveu A(1974); Yaffe LG(1989)]

1984 電弱理論におけるSphaleron解．[Klinkhamer FR, Manton NS[283]]

5.5.2 モノポール

Creation: 2023.3.6

Reviews

• Konishi K: The magnetic monopoles seventy-five years later,

Lect. Notes Phys. 737, 471-521 (2008). arXive: hep-th/0702102

• Milton KA: Theoretical and experimental status of magnetic monopoles

Rep. Prog. Phys. 69, 1637-1712 (2006),

• Shnir YM: Magnetic Monopoles,

Text and Monographs in Physics (Springer, 2005)

• Manton NS, Sutcliffe P: Topological Solitons,

Cambridge Monographs on Mathematical Physics (CUP, 2004)

• Goldhaber AS, Trower WP: Resource Letter MM1: magnetic mono-

ples
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Am. J. Phys. 58, 429 (1990).

• Coleman SR: The magnetic monopole fifty years later

Les Houches Summer School of Theoretical Physics: Lawer-Plasma

Interactions (1982) p. 461 -552.

• Goddard P, Olive DI: New develoments in the theory of magnetic

monopoles

Rep. Prog. Phys. 41, 1357 (1978)

5.5.2.1 歴史

Creation: 2023/3/10

LastUpate: 2023/4/5

2022 電弱理論における球対称モノポール解の完全分類と安定性の解析：
DiracタイプのAbelian解は (ℏc{p2eq単位で）任意の非ゼロ整数値
磁荷nを持つものが存在するが，原点で特異でエネルギーが無限大．
Non-abelianで正則定常で球対称なものはCM解 (n “ ˘2)に限られ
る．ただし，有限なエネルギーをもつ振動的解も存在.[Gervalle R,

Volkov MS[188]]

2014 CMモノポール解の厳密な存在証明．[Yang Y (2014)[398]]

1997 Cho-Maisonモノポール解: Weinberg-Salam理論での解．原点で発
散し，エネルギ－無限大．[Cho YM, Maison D[?]]

1976 Diracモノポール解およびその周りでの波動関数のベクトルバンドル
による記述と，ベクトルバンドルの断面の作るHilbert空間の基底と
してのモノポール調和関数の導入．[Wu TT, Yang CN (1976)[394]]

1975 SUp2qゲージ場＋ベクトルHiggs場からなる系における dyon解（t’

Hooft-Polyakov解に電荷を持たせた正則解）[Julia B, Zee A[268]]

1974 ’t Hooft-Polyakovモノポール解：SUp2qゲージ場と随伴表現のヒッ
グス場に基づく統一理論における正則なモノポール解．[’t Hooft

G[363]; Polyakov AM[329]]
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1969 Wu-Yang解：Up1qゲージ理論における Dirac monopole解を純粋
non-Abelianゲージ理論に埋め込み．ただし，依然として原点に特
異性をもつ．[Wu TT, Yang CN (1969)[393]]

1931 Dirac monopoleの周りでの荷電粒子の波動関数の調和関数展開 [Tamm

I (1931)[366]]

1931 Abelian monopoleに対するDirac量子化条件 [Dirac PAM[119]; Wu

TT, Yang CN (1976)[394]]

5.5.2.2 Up1qゲージ理論 –Diracの量子化条件–

Creation: 2023/3/8

LastUpdate: 2023/4/12

Up1qゲージ理論において，磁気単極子が存在すると，その磁場はHeaviside-

Lorentz単位系（HL単位系）で

∇ ¨B “ ρm ñ B “
1

4π

Qm

r2
(5.5.1)

となる．このとき，対応する電磁テンソルの空間成分は

F “
1

2
Fijdx

i ^ dxj “
1

2
ϵijkB

kdxi ^ dxj “
Qm

8π
ϵijkn

kdni ^ dnj (5.5.2)

に対して，原点 r “ 0以外では

dF “ 0 ô ∇ ¨B “ 0 (5.5.3)

が成り立つので，Bは局所的にベクトルポテンシャルAにより表される．
具体的には，極座標表示を用いると，原点以外で

F “ dA “
Qm

4π
sinpθqdθ ^ dϕ “ ´

Qm

4π
dpcos θdϕq (5.5.4)

となるので，z軸の z ď 0の部分を除く領域 U`で正則なベクトルポテン
シャルとして，

A “ A` “
Qm

4π
p1 ´ cos θqdϕ “

Qm

4πr2
xdy ´ ydx

1 ` cos θ
, (5.5.5)
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を，z軸の z ď 0の部分を除く領域 U´で正則なベクトルポテンシャルと
して

A “ A´ “
Qm

4π
p´1 ´ cos θqdϕ “

Qm

4π

xdy ´ ydx

´1 ` cos θ
, (5.5.6)

得る．
ここで，共通領域 U` X U´において，２つのゲージでの物質場の記述
が正則なゲージ変換により結ばれるためには，

A´ ´ A` “ ´
Qm

2π
dϕ “ ´

?
ℏcdλ “ ´

Qm

2π
dϕ

ñ U “ expp´iQeλ{
?
ℏcq “ exp p´iQeQm{p2πℏcqϕq (5.5.7)

により決まる物質場のゲージ変換U が U` X U´において一価正則関数と
ならなければならないことより ，Diracの量子化条件

QeQm

ℏc
“ 2πn, n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ (5.5.8)

が要求される．
モノポールの作る磁場に対して，（原点を除いて）大域的に正則なベク
トルポテンシャルが存在しないのは，ゲージバンドルが非自明となるた
めである．実際，原点を内部に含む球面 S2にゲージ場を制限すると，対
応するUp1qベクトルバンドルの第１Chern類は

F “ ´i
Qe

?
ℏc

F “ ´i
QeQm

4πℏc
sin θdθ ^ dφ

ñ c1pEq “
´i

2π
TrpF q “

QeQm

8π2ℏc
sin θdθ ^ dϕ (5.5.9)

となるが，c1pEqはH2pS2,Zqの元なので，理論が整合てあるためには
ż

S2

c1pEq “
QeQm

2πℏc
P Z (5.5.10)

が要求される．これは，Diracの量子化条件と一致する．

5.5.2.3 球対称Monopole解を記述する場の配位の分類

通常，球対称な配位は回転で不変な配位として定義される．これに対
して，ゲージ自由度を含む系では，必ずしも回転で不変でなくとも，そ
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の変化がゲージ変換となっている場合には，やはり球対称と呼ぶのが自
然である．したがって，ゲージ群Gに対するゲージ場A とHiggs場Φの
配位が球対称であるということを次のように定義する：

@ O P SOp3q, D gpO, xq P G

s.t. ΦpOxq “ T pgpO, xqqΦpxq,

DΦpOxq “ T pgpO, xqqDΦpxq,

FpOxq “ gpO, xqFpxqgpO, xq´1. (5.5.11)

ここで，F “ p1{2qFµνdx
µ ^ dxν．また，T は群 Gの Higgs場への表現

T : G Ñ SOpHq

定義より，gpO, xqは次の整合性条件満たす：

gpO1O2, xq “ gpO1, O2xqgpO2, xq (5.5.12)

特に，等方群

Hx “ tO P SOp3q | Ox “ xu – SOp2q (5.5.13)

の元に対しては，

O1, O2 P Hx ñ gpO1O2, xq “ gpO1, xqT pO2, xq (5.5.14)

および
O P Hx ñ T pgpO, xqqΦpxq “ Φpxq (5.5.15)

が成り立つ．したがって，T pgp˚, xqqは準同型

T pgp˚, xqq : Hx Ñ GΦpxq (5.5.16)

を与える．また，

Ox “ x, V x “ x1 ñ V OV ´1x1 “ V Ox “ V x “ x1 ñ V OV ´1 P Hx1

(5.5.17)

より，異なる xでの等方群は同型となる．さらに，

Ox “ x, V x “ x1

ñ gpV OV ´1, x1q “ gpV O, V ´1x1qgpV ´1, x1q

“ gpV, xqgpO, xqgpV ´1, x1q, (5.5.18)

I3 “ gpe, x1q “ gpV, V ´1x1qgpV ´1, x1q

ô gpV ´1, x1q “ gpV, xq´1 (5.5.19)
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より，
gpV OV ´1, x1q “ gpV, xqgpO, xqgpV, xq´1 (5.5.20)

が成り立つので，２つの表現 T pgp˚, xqqと T pgp˚, x1qqは同型となる．
一般のO P SOp3qに対して，gpO, xqを決定するために，Higgs場とゲー
ジ場に次のゲージ変換を行う：

Φ̃pxq “ T pgpLpxq, x0q
´1qΦpxq, (5.5.21a)

Ãjpxq “ gpLpxq, x0q
´1AjpxqgpLpxq, x0q ` gpLpxq, x0q´1dgpLpxq, x0q,(5.5.21b)

, F̃jkpxq “ gpLpxq, x0q´1FjkpxqgpLpxq, x0q, (5.5.21c)

ここで，x0は基準点，Lpxq P SOp3qは

Lpxqx0 “ x, Lpx0q “ e, x ‰ ´x0 (5.5.22)

を満たす滑らかな関数である．例えば，x0 “ x˘ “ p0, 0,˘rqを基準点と
するとき，U˘上で

Lpxq “
1

1 ` n3

m˝
Tm ` n3I3 ` pn ˆ e3q ¨ T, (5.5.23)

n “ x{r, m “ e3 ˆ n (5.5.24)

が該当する．このとき，

Φ̃pOxq “ T pgpLpOxq, x0qq´1T pgpO, xqqΦpxq

“ T pgpLpOxq, x0qq´1T pgpO, xqqT pgpLpxq, x0qqΦpxq

“ T pgpLpOxq, x0q´1gpOLpxq, x0qqΦ̃pxq (5.5.25)

ここで，

LpOxqx0 “ Ox “ OLpxqx0 ñ O1pO, xq ” LpOxq´1OLpxq P Hx0

ñ gpLpOxq, x0q
´1gpOLpxq, x0q “ gpO1pO, xq, x0q. (5.5.26)

よって，

Φ̃pOxq “ T pg1pO, xqqΦ̃pxq; g1pO, xq “ gpO1pO, xq, x0q P GΦpx0q.

(5.5.27)

同様に，

ĄDjΦpOxq “ T pg1pO, xqqOj
k
ĆDkΦpxq, (5.5.28)

ÃjpOxq “ Oj
kg1pO, xqÃkpxqg1pO, xq´1 ´ Oj

kBkg
1pO, xqg1pO, xq´1,

(5.5.29)

F̃jkpOxq “ g1pO, xqOj
lOk

mF̃lmpxqg1pO1, xq´1. (5.5.30)
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これより，x “ x0, O “ Lpxqに対して，

Φ̃pxq “ Φ̃px0q, (5.5.31a)

ĄDjΦpxq “ Lpxqj
k
ĆDkΦpx0q, (5.5.31b)

Ãjpxq “ Lpxqj
k
´

Ãkpx0q ´ BkgpO1pO, xq, x0q|x“x0,O“Lpxq

¯

,

(5.5.31c)

F̃jkpxq “ Lpxqj
lLpxqk

mF̃lmpx0q (5.5.31d)

これを上記の式に代入すると，整合性条件

T pg1qΦ̃px0q “ Φ̃px0q, (5.5.32a)

O1
j
kT pg1qĆDkΦpx0q “ ĄDjΦpx0q, (5.5.32b)

O1
j
lO1

k
mg1F̃lmpx0qg

1´1 “ F̃jkpx0q (5.5.32c)

を得る．ここで，O1はHx0の任意の回転行列，g
1 “ gpO1, x0q P GΦpx0qで

ある．
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5.5.2.4 SOp3qゲージ理論におけるmonopole/dyon

Creation: 2023/3/6

LastUpdate: 2023/10/17

基本文献

• Wu TT, Yang CN: Nucl. Phys. B107, 365 (1976)

”Dirac monopole without strings: monopole harmonics”

• Julia B, Zee A: Phys. Rev. D11, 2227-2232 (1975)

”Poles with both magnetic and electric charges in non-Abelian gauge

theory”

• ’t Hooft G: Nucl. Phys. B79, 276-284 (1974)

”Magnetic monopoles in unified gauge theories”

• Polyakov AM: Sov. Phys. JETP Lett. 20, 194 (1974)

”Particle spectrum in quantum field theory”

A. Model

• Gauge場： SOp3q YM場 Cµpxq “ Ca
µTa P sop3q

pTaqbc “ ϵabc, rTa, Tbs “ ´ϵab
cTc, TrpTaTbq “ ´2δab

• Higgs場： SOp3qのベクトル表現に従う実スカラ場 Φpxq P R3

• ゲージ変換：Opxq P SOp3qに対して，

Φ Ñ OΦ,

Cµ Ñ OCµO
´1 ´ BµOO

´1.
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• 作用積分：

S “

ż

d4x

„

´
1

2
pDµΦq ¨ pDµΦq ´ V pΦq `

1

8g2
TrGµνG

µν

ȷ

;

(5.5.33)

DµΦ “ pBµ ` CµqΦ, (5.5.34)

Gµν “ BµCν ´ BνCµ ` rCµ, Cνs, (5.5.35)

V pΦq “
1

4
λ
`

v2 ´ Φ ¨ Φ
˘2
. (5.5.36)

• 場の方程式：

DµDµΦ “ ´λpv2 ´ Φ ¨ ΦqΦ, (5.5.37a)

pDνG
νµqa ` g2Φ ¨ TaD

µΦ “ 0. (5.5.37b)

• エネルギー：

H “ ´

ż

d3xCa
0

ˆ

´D0Φ ¨ TaΦ `
1

g2
DjGa

0j

˙

` E, (5.5.38)

E “

ż

d3x
”1

2

␣

pD0Φq2 ` pDjΦq ¨ pDjΦq
(

` V

`
1

4g2
`

2G0j ¨ G0
j ` Gjk ¨ Gjk

˘

ı

. (5.5.39)

B. Higgsバンドルの同型類

Creation: 2023/9/11

モノポール解が球対称で，原点で特異性を持つことを許容すると，モ
ノポールが存在する系は，R3

˚ ” R3 ´ tp0, 0, 0qu上で定義されることにな
る．したがって，この系の状態は，ゲージ場が住むR3

˚上の SOp3q主束お
よびHiggs場が住む R3ベクトル束の同型類により分類され，異なる同型
類の間の遷移は原則禁止される．
具体的には，R3

˚は S2とホモトピー同値で，R3の原点を囲む２次元球
面 S2が R3

˚の変位レトラクトとなるので，バンドルの同型類は，S
2上の

主束P “ pP, S2, SOp3qqないHiggs束 η “ P ˆSOp3q R3の同型類と１対１
に対応する．
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まず，主G束の分類空間の一般論を用いて，この同型類を決定しよう．
SOp3qの分類空間BSOp3qと普遍束 EOSp3qは

SOp3q
j

ÝÝÝÑ ESOp3q
p

ÝÝÝÑ BSOp3q (5.5.40)

BSOp3q – G̃3 “ G̃8,3

EOSp3q – Epγ̃3q “

!

pπ, vq

ˇ

ˇ

ˇ
π P G̃3, v P π Ă R8

)

Ă G̃3 ˆ R8,

で与えられる．ここで，G̃n,kはRnの向きづけられた k次元線形部分空間
の全体が作る多様体 (有向Grassmann多様体)である．ファイバー束のホ
モトピーに対して，完全系列

0 “ π2pEpγ̃3qq ÝÝÝÑ π2pG̃3q
–

ÝÝÝÑ π1pSOp3qq ÝÝÝÑ π1pEpγ̃3qq “ 0

(5.5.41)

が成り立つので，

rS2, G̃3s – π2pG̃3q – π1pSOp3qq – Z2 (5.5.42)

を得る．これより，S2上の主SOp3q束の同型類は２個であることが分かる．
これらの同型類は，具体的に次のようにして構成することができる．ま

ず，半径 rの球面を，

S2prq “ D` Y D´ : D˘ “
␣

px, y, zq P S2prq
ˇ

ˇ ˘ z ě 0
(

(5.5.43)

と上半球D`と下半球D´に分割する．これらはいずれも可縮なので，S2

上のベクトル束 ηをD˘に制限して得られるベクトル束 η˘は自明となる：

η “ η` Yg´`
η´ (5.5.44)

したがって，ηの構造は，S1 “ D` X D´における推移関数 g´` : S1 Ñ

SOp3qのホモトピー類，

rg´`s P π1pSOp3qq – Z2 (5.5.45)

により決定される．具体的には，SUp2qの I2と´I2を結ぶ経路の SOp3q

への射影

Upλq “

˜

eiλ 0

0 e´iλ

¸

P SUp2q p0 ď λ ď πq ÞÑ Opλq “ R3p´2λq P SOp3q

(5.5.46)
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が πpSOp3qqの生成元となるので，非自明なベクトル束 η1は，推移関数を

η1 ô rg´`s : g´`pφq “ R3p´φq p0 ď φ ď 2πq (5.5.47)

と取ることにより得られる．より一般には，

g´`pϕq “ R3p´nϕq ô

#

η0 : n ” 0pmod2q,

η1 : n ” 1pmod2q
(5.5.48)

となる．
なお，η1に対しては，D`においてゲージ場C “ 0でも，D´では g´`

により S1 “ D` X D´近傍においてゲージ場が生じる．このゲージ場が
D´での大域的なゲージ変換 gpθ, ϕqにより消去できるとすると，gpπ, ϕq “

g0 “ constなので，gpθ, ϕq´1(π{2 ď θ ď π)は，g´`pϕqの一点 g0へのホ
モトピーを与えることになる．これは rg´`s ‰ 0に反する．したがって，
非自明なHiggs束が生じる場合には必ずG “ dC `C ^C ‰ 0となるゲー
ジ場が存在する．

C. 球対称配位 G “ SOp3qのとき，T pgq “ g(ベクトル表現）となるの
で，一般性を失うことなく，大域的な定数ゲージ変換により

x0 “ ˘re3, Φ̃px0q “ ϕprqe3 (5.5.49)

と置くことができる．このとき，T pgp˚, x0qqは，e3を軸とする回転からな
る群Hx0 – SOp2qの自己準同形写像となるので，N を適当な整数として

O P Hx0 ñ T pgpO, x0qq “ ON (5.5.50)

と表される．
まず，N “ 0のとき，球対称条件は，̃を省略して

ΦpOxq “ Φpxq, DΦpOxq “ DΦpxq, GpOxq “ Gpxq (5.5.51)

となる．次に，N “ 1の場合は，

LpxqΦ̃pxq Ñ Φpxq, LpxqG̃pxqLpxq´1 Ñ Gpxq

とゲージ変換すると，

ΦpOxq “ OΦpxq, DΦpOxq “ ODΦpxq, GpOxq “ OGpxqO´1

(5.5.52)
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となる．
一方，N ‰ 0, 1に対しては，まず，Vj “ DjΦ̃px0qとおくと，DjΦ̃px0q

に対する整合性条件は，

O1
j
kO1Vk “ Vj, @O1 P Hx0 ñ V1 “ V2 “ 0, V3 “ v3prqe3

ñ DjΦ̃pxq “ Lpxqj
kVk “ v3prqnje3 (5.5.53)

となる．一方，Φ̃pxq “ ˘ϕprqe3より

DjΦ̃pxq “ ˘pϕ1prqδ3j e3 ` ϕprqCje3q (5.5.54)

これらの整合性より，

v3 “ ˘ϕ1, (5.5.55)

C “ cαpxqdxαT3 ñ G “ dcT3 (5.5.56)

を得る．一方，G̃px0qに対する整合性条件より，

Gpx0q “
1

2
F prqdx1 ^ dx2T3 ñ Gpxq “ F prqΩ2 (5.5.57)

を得る．これらの整合性より F prq “ F0が得られる．
以上より，N ‰ 0, 1に対応する球対称配位は

Φpxq “ ˘ϕprqe3, DΦ “ ˘ϕprq1dr,

C “ pF0 cos θdφ ` dλqT3, G “ F0Ω2T3 (5.5.58)

となる．これは，後ほど見るように，N “ 0の場合の配位と一致している．
以下，N “ 0の場合を I型，N “ 1の場合を II型と呼ぶこととし，球
対称条件を

ΦpOxq “ ONΦ, pxq, GpOxq “ ONGpxqO´N (5.5.59)

と表す．

D. I型の球対称配位 このとき，球対称条件は，T pO, xq “ I3より，

ΦpOxq “ Φpxq, DΦpOxq “ DΦpxq, GpOxq “ Gpxq, @ O P SOp3q

(5.5.60)
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となる．これより，まず，e P R3を定数ベクトルとして，

Φpxq “ ϕprqe (5.5.61)

以下，大域的なゲージ変換により，e “ e3とする．
次に，

DΦ “ dϕprqe3 ` ϕprqpC1e2 ´ C2e1q (5.5.62)

が回転で不変より，

C1 “ C2 “ 0 ñ G “ dC3T3 (5.5.63)

となる．
最後に，Gは，Gaが回転で不変な２形式となるので，

G “ F prqT3dΩ; dΩ “ dθ ^ sinpθqdφ (5.5.64)

と形が制限される．これは，F prq “ F0 “ constを意味する．対応して，
ゲージポテンシャルは

C “ C3T3; C3 “ ´F0 cos θdφ ` dλ (5.5.65)

となる．

(D.1) 場の方程式と球対称解 この配位に対して，

D ¨ DΦ “ B2ϕe3, (5.5.66a)

pD ¨ Gqµ “ 0, Φ ¨ TaD
µΦ “ 0 (5.5.66b)

となるので，場の方程式は

1

r2
pr2ϕprq1q1 ` λpv2 ´ ϕ2qϕ “ 0 (5.5.67)

となり，モノポールとHiggs場は decoupleする．この方程式の一般解の
漸近挙動は

r Ñ 0 : ϕ Ñ A `
B

r
, (5.5.68a)

r Ñ 8 : ϕ ´ v Ñ
1

r
pCemr ` De´mrq; m “ p2λq1{2v(5.5.68b)
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となる．これらのうち無限遠で ϕ Ñ vとなり，原点で有界な解は，

ϕprq “ v “ const (5.5.69)

に限られる．実際．ϕprqの方程式より得られる方程式

1

2

“

pr2ϕ1q2
‰1

“
1

4
r4
“

λpv2 ´ ϕ2q2
‰1

(5.5.70)

を rについて r0,8sで積分すると，

0 “

ż 8

0

drr4
“

λpv2 ´ ϕ2q2
‰1

“
“

r4λpv2 ´ ϕ2q2
‰8

0
´ 4

ż 8

0

drr3λpv2 ´ ϕ2q2

“ ´4

ż 8

0

drr3λpv2 ´ ϕ2q2 (5.5.71)

より，ϕprq “ vとなる．

(D. 2) 解の貼り合わせ ２つのチャートU˘において，基準点をそれぞ
れ x0 “ x˘ “ ˘re3と取ると，以上の議論はそれぞれのチャートにのみ適
用されるので，各チャートでの配位は，適当なゲージの元で

Φ˘pxq “ ϕ˘prqe3, C˘ “ F0,˘ p˘1 ´ cos θqq dφT3 (5.5.72)

となる．Φ˘の形を保つ局所ゲージ変換はR3pλqのみなので，２つのチャー
トの貼り合わせを決定する推移関数は，適当な許される追加のゲージ変
換をしたとき

g´` “ R3p´nφq, n P Z (5.5.73)

の形を取らなければならない．C˘がこの変換で張り合わされるとすると，，

C´ “ C` ´ ndφ ñ ´F0,´p1 ` cos θq “ F0,`p1 ´ cos θq ´ n (5.5.74)

より，
F0,˘ “ F0 “

n

2
(5.5.75)

を得る．
以上より，貼り合わせ条件は

Φ˘pxq “ ϕprqe3, (5.5.76a)

C˘pxq “
n

2
p˘1 ´ cos θqdφT3 (5.5.76b)

となる．
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(D. 3) モノポール磁荷 モノポール磁荷は次のようにして定まる．まず，

DΦα “ dΦα ` C3ϵαβΦβ (5.5.77)

は，Φ` “ Φ1 ` iΦ2を用いて，

DΦ` “ pd ´ iC3qΦ` “ pd ´ iQeAqΦ` ñ QeA “ C3 (5.5.78)

と表される．よって，

F “ dA “
F0

Qe

dΩ, (5.5.79)

Qm “

ż

S2

B ¨ dΩ “

ż

S2

F “ 4π
F0

Qe

(5.5.80)

あるいは，
QmQe

4π
“ F0 “

n

2
(5.5.81)

を得る．これは，nが電磁バンドルの第１ Chern数と一致することを表
している．

(D. 4) 電磁バンドルの大域的記述 電磁バンドルに対する第１Chern数
nが偶数のとき，Higgsバンドルは自明となるので，U˘における適当な
ゲージ変換により，Higgsバンドルが R3

˚ ˆ R3となる大域的なチャートを
構成することができる．このチャードでは，Higgs場の期待値Φおよびそ
の法平面により定まる電磁バンドルは，一般に非球対称な非自明な配位
をとる．その例を構成しよう．
まず，必要なゲージ変換を構成するために，SOp3qにおける経路Rp´λq

と一点 e “ I3を結ぶホモトピーを構成する．そのために，SUp2q – S3 Ă

E4での円の系列Cpξqを

Cpξq “ S2 X Πpξq Ă S3 Ă E4; (5.5.82)

S2 : x20 ` x21 ` x23 “ 1, x2 “ 0, (5.5.83)

Πpξq : px0 ´ 1q sin ξ ` x1 cos ξ, x2 “ 0 (5.5.84)

により定義する．パラメータ表示では

x0 “ sin2 ξ ` cospλ{2q cos2 ξ, (5.5.85a)

x1 “ p1 ´ cospλ{2qq sin ξ cos ξ, (5.5.85b)

x2 “ 0, (5.5.85c)

x3 “ sinpλ{2q cos ξ (5.5.85d)
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これから，同相対応

j : S3 Q px0, x1, x2, x3q ÞÑ x0I2 `
?

´1 px1σ1 ` x2σ2 ` x3σ3q

“

˜

x0 `
?

´1x3
?

´1x1 ` x2?
´1x1 ´ x2 x0 ´

?
´1x3

¸

P SUp2q

(5.5.86)

により，SUp2qでのホモトピー

Γpλ, ξq P SUp2q, 0 ď λ ď 4π, 0 ď ξ ď π{2, (5.5.87)

Γpλ, 0q “

˜

e
?

´1λ{2 0

0 e´
?

´1λ{2

¸

– S1, (5.5.88)

Γpλ, π{2q “ I2 (5.5.89)

が得られる．最後に，射影

π : SUp2q Q U ÞÑ O P SOp3q; UσjU
´1 “ σkO

k
j (5.5.90)

により SOp3qに写すと，ホモトピーOpλ, ξq : 2rS1s „ resが得られる．具
体的な表式は

O1
1 “ sin2 ξ ` cospλq cos2 ξ, (5.5.91a)

O1
2 “ 2 sinpλ{2q cos ξ

`

sin2 ξ ` cospλ{2q cos2 ξ
˘

, (5.5.91b)

O1
3 “ 2p1 ´ cospλ{2qq sinpλ{2q sin ξ cos2 ξ, (5.5.91c)

O2
1 “ ´O1

2, (5.5.91d)

O2
2 “ p1 ` cospλ{2qq cos2p2λq ´ 2 sin2pλ{2q cos4 θ, (5.5.91e)

O2
3 “ 2 cos2 ξ

`

´ sin2pλ{2q cos2 ξ ` 2 cospλ{2q sin2 ξ
˘

` cos2p2ξq,

(5.5.91f)

O3
1 “ O1

3, (5.5.91g)

O3
2 “ ´ sinp2ξq

`

sin2pλ{2q cos2 ξ ` pcospλ{2q ´ 1q cosp2ξq
˘

,(5.5.91h)

O3
3 “ cos2p2ξq ` p2 sin2pλ{2q ` 4 cospλ{2qq sin2 ξ cos2 ξ. (5.5.91i)
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これを用いて，U´での場を，O1 “ Opnφ, hpθqqにより

Φ1
´ “ O1Φ´ “ ϕprqO1e3 “ ϕprqvpθ, φq, (5.5.92a)

G1
´ “ O1G´O

1´1 “ F0dΩe3 ¨ O1T3O
1´1 “ F0dΩv ¨ T, (5.5.92b)

v “

¨

˚

˝

´2p1 ´ cospnφ{2qq sinpnφ{2q sinphq cos2phq

`2 sin2pnφ{2q sinphq cos3phq ` pcospnφ{2q ´ 1q sinp2hq cosp2hq

sin2p2hq `
`

1
2

sin2pnφ{2q ` cospnφ{2q
˘

sin2p2hq

˛

‹

‚

(5.5.92c)

とゲージ変換する．対応するCの表式は次のようになる:

C 1
´ “ dhpθq

”

´ 2
`

sin2pnφ{2q cos2 h ` cospnφ{2q ´ 1
˘

T1

`2 sinpnφ{2qpcospnφ{2q ´ 1q cos3 hT2

`2 sinh sinpnφ{2q
␣

pcospnφ{2q ´ 1q cos2 h ´ 1
(

T3

ı

`dφ
” !

´
n

2
sinpnφ{2q sinp2hq ` 2F0 sinpnφ{2qp1 ´ cospnφ{2qqp1 ` cos θqq

)

T1
!

n cos2 h sinhpcospnφ{2q ´ 1q ´ F0p1 ` cos θq cosp2hq

ˆ
`

sin2pnφ{2q cos2 h ´ p1 ´ cospnφ{2qq cosp2hq
˘

)

T2

`

!

n cosh
`

cospnφ{2q sin2 h ` cos2 h
˘

` F0p1 ` cos θq

ˆ

´

´ p
1

2
sin2pnφ{2q ` cospnφ{2qq sin2p2hq ´ cos2p2hq

¯)

T3 (5.5.93)

今，関数 hpθqを，

hpθq “

$

’

&

’

%

0, 0 ď θ ď θ0,

非減少, θ0 ď θ ď θ1,

π{2, θ1 ď θ ď π

(5.5.94)

を満たすC8関数に選ぶと，F0 “ n{2のとき，

θ “ θ0 : C 1
´pθq “ n{2p1 ´ cos θq “ C`pθq, (5.5.95a)

θ1 ď θ : C 1
´pθq “ C´pθq (5.5.95b)

となるので，

C 1 “ C` p0 ď θ ď θ0q, C 1
´ pθ0 ď θ ď πq (5.5.96)

は，R3
˚ 全体を覆う１個のチャート上の滑らかなゲージ場配位を与える．

もちろん，C˘とはゲージ変換で結びつくので，両者は全く等価な場の配
位を与える．
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図 8: SOp3qゲージ理論における n “ 4の磁気モノポール解に対する滑ら
かなHiggsベクトルの配位. θ0 “ π{4, θ1 “ 3π{4.．

E. II型の球対称配位 球対称条件は

ΦpOxq “ OΦpxq, DΦpOxq “ ODΦpxq, GpOxq “ OGpxqO´1. @O P SOp3q

(5.5.97)

以下基準点を x0 “ x˘ “ ˘re3にとる．
まず，第１式より，n “ x{rとして，

O P Hx0 ñ Φpx0q “ OΦpx0q ñ Φpx0q “ ϕprqn0. (5.5.98)

よって，

Φpxq “ ΦpLpxqx0q “ LpxqΦpx0q “ ϕprqLpxqn0 “ ϕprqn (5.5.99)

このHiggs場の配位に対し，

pDΦqpxq “ dϕn ` ϕdn ` Cn (5.5.100)

より，DΦに対する球対称条件は

CpOxqOn “ OCpxqn

ô Oj
kCkpxqn “ O´1CjpOxqOn “ Ca

j pOxqOa
bTbn (5.5.101)
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となる．特に，x “ x0に対し，

O P Hx0 ñ Oa
bCa

j px0qT
bn0 “ Oj

kCa
k px0qTan0 (5.5.102)

が成り立つ．これより，任意の２次元回転行列Rβ
αに対し，

Rβ
αCβ

j px0q “ pR3qj
kCα

k px0q, α, β “ 1, 2 (5.5.103)

が成り立つ．これより

j “ 3 : Rβ
αCβ

3 px0q “ Cα
3 px0q ñ Cα

3 px0q “ 0, (5.5.104a)

j “ γ : Rα
βRγ

δCβ
δ px0q “ Cα

γ px0q ô Cα
β px0q “ pδδαβ ` qϵαβ

(5.5.104b)

が得られる．
次に，

Lpxqa
γpLpxq´1qγ

b “ δba ´ nan
b (5.5.105)

を用いると，(5.5.101)式より，

Lpxq´1Cjpxqn “ pLpxqqj
kCkpx0qe3

ô Ca
j pxq “ ppδaj ´ njn

aq ` qϵj
a
bn

b ` Cb
j pxqnbn

a (5.5.106)

よって，記号を変えて，

Cjpxq “ W prqpTj ´ njpn ¨ T qq ` Zprqpn ˆ T qj ` Bjpxqn ¨ T (5.5.107)

を得る．対応するDΦの表式は

DΦ “ ϕ1prqdrn¨T´ϕprqrW prqpnˆdnq¨T`ϕprqp1`rZprqqdn¨T (5.5.108)

となり，未定なBjpxqに依存せず球対称条件を満たす．
次に，Bjpxqの形を決定するために，Gの球対称性条件を用いる．まず，

Gを計算すると

G “ dC ` C ^ C

“ dr ^ dnj tprW q1Tj ` prZq1pn ˆ T qju ` dBpn ¨ T q

´dΩpr2W 2 ` r2Z2 ` 2rZqpn ¨ T q

`B ^ dnj t´prZ ` 1qTj ` rW pn ˆ T qju (5.5.109)
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となる．これがGに対する球対称条件を満たすためには，まず，任意の
O P SOp3qに対し

dBpOxq “ dBpxq ñ dB “ pF0´1qΩ2 ñ B “ ´pF0´1q cos θdφ`dbpxq

(5.5.110)

が要求される．さらに，prZ ` 1q2 ` r2W 2 ‰ 0のときには，

BjpOxqpOnqj “ Bjpxqnj ñ b “ b0prq ` b1pθ, φq, (5.5.111a)

BkpOxqOk
jdn

j ^ dnl “ Bkpxqdnk ^ dnl ñ B “ db0prq

(5.5.111b)

が成り立つことが必要となる．
以上より，II型の球対称配位は，

Φ “ ϕprqn, (5.5.112a)

DΦ “ drϕ1prqpn ¨ T q ` rW prqϕprqpn ˆ dnq ¨ T ` ϕprZ ` 1qdn ¨ T,

(5.5.112b)

C “ Bpn ¨ T q ` rZprqpn ˆ T q ¨ dn ` rW prqdn ¨ T, (5.5.112c)

G “ dr ^ dnj rtprW q1 ´ AprqprZ ` 1quTj ` tprZq1 ` rAprqW qu pn ˆ T qjs

´Ω2

`

r2W 2 ` prZ ` 1q2 ´ F0

˘

pn ¨ T q (5.5.112d)

で与えられる．ここで，Aprqは rの任意関数，Bは次の 1形式である：

rZ “ ´1,W “ 0 ñ B “ pF0 ´ 1qp˘1 ´ cos θqdφ ` dbpxq,

(5.5.113a)

rZ ‰ ´1 or W ‰ 0 ñ B “ Aprqdr, F0 “ 1 (5.5.113b)

これらの配位のうち，rZ “ ´1,W “ 0に対応するもの

Φ “ ϕprqn, DΦ “ drϕ1prqn ¨ T,

C “ pF0 ´ 1qp˘1 ´ cos θqdφ ` pn ˆ dnq ¨ T, G “ F0Ω2n ¨ T(5.5.114)

は I型の配位を Lpxqによりゲージ変換したものとなっている．したがっ
て，物理的にあらたな配位は，prZ ` 1q2 ` r2W 2 ‰ 0となる F “ 1の配
位のみである．後ほど見るように，この配位が’t Hooft-Polyakov解を与
える．
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(E.1) 貼り合わせ条件 上記の配位は U˘のそれぞれの領域で成り立つ．
これら 2つの領域の解をマッチングするための推移関数は，上記形を保
つ必要があるので，

g´` “ Rpλ, nq (5.5.115)

の形を持たないといけない．この推移関数によるゲージ変換

C̃j “ Rpλ, nqCjRpλ, nq´1 ´ BjRpλ, nqRpλ, nq´1 (5.5.116)

は

C̃`pnˆT q¨dn “ Rpλ, nqpC`pn^T q¨dnqRpλ, nq´1`dλpn ¨T q (5.5.117)

となる．場で表すと, Y “ Z ` 1{rとして，
˜

Y

W

¸

Ñ R2pλq

˜

Y

W

¸

, (5.5.118)

B Ñ B ` dλ (5.5.119)

となる．したがって，Cの形が保たれるためには，I型配位に対応する配
位に対しては，

λ “ ´2pF0 ´ 1qφ

で．マッチング条件は

ϕ˘ “ ϕprq, B´ “ B` ` dλ, Z˘ “ ´1{r, W˘ “ 0 (5.5.120)

となる．一方，prZ ` 1q2 ` r2W 2 ‰ 0となる配位に対しては， λ “ λprq

で，U˘の各領域での配位が自動的に全領域 R3
˚で正則なので，推移関数

g´`が自明となることを意味する．すなわち，マッチング条件は

ϕ˘ “ ϕprq, A˘prq “ Aprq, Z˘ “ Zprq, W˘ “ W prq (5.5.121)

となる．

(E. 2) モノポール磁荷 次に，モノポール磁荷を求める．このためには，
電磁場を定義する必要があるが，一般にHiggs場の真空期待値Φが定数で
ないとき，局所的にΦを一定に保つ局所 SOp3qゲージ変換に対応するLie

代数 sop3qの元が場所に依存するため，電磁場のセクターは直ちには定
まらない．この問題を解決する一つの方法は，Higgs場が並行になるゲー
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ジを用いることである．このゲージでは，Higgs場を不変に保つ sop3qの
元は（定数倍を除いて）場所に依らず一意的に定まるので，曖昧さなく
（SOp3q場の部分場として）電磁場が定まる．これを元のゲージに変換す
れば，II型球対称配位での電磁場が得られる．
まず，Φpxq “ ϕpxqe3となる I型の配位では，残留ゲージ自由度はR3pλq

となり，対応する電磁場 Âpxqは

C “ QeÂpxqT3 “ QeÂpxqe3 ¨ T (5.5.122)

となる．これに，局所回転ゲージ変換O “ Rpθ,mqを施すと，一般に，

Ov ¨ TO´1 “ pOvq ¨ T (5.5.123)

より，チャート U`におけるハリネズミゲージでの場 C˘への電磁場 Â˘

の埋め込みとして

Φ`pxq “ ϕ`pxqn, (5.5.124a)

C` “

!

QeÂ`pxq ´ p1 ´ cos θqdφ
)

n ¨ T ´ dn ¨ pn ˆ T q

(5.5.124b)

を得る．このゲージでの残留ゲージ自由度Opxqは

Opxqn “ n ñ Opxq “ Rpλpxq, nq (5.5.125)

となるが，C`はこのゲージ変換に対して，

C` Ñ C` ` dλn ¨ T ô Â` Ñ Â` ` Q´1
e dλ (5.5.126)

と変換するので，電磁場 Âのゲージ変換と整合的となっている．また，場
の強度Gは

G`pxq “ QedÂ`n ¨ T “ QeF̂`n ¨ T (5.5.127)

で与えられ，n¨Tが残留ゲージ自由度の生成元であることと整合的となる．
これらのことより，ハリネズミゲージでは

A`pxq “ QeÂ`pxq ´ p1 ´ cos θqdφ, Z`pxq “ ´
1

r
, W`pxq “ 0

(5.5.128)

が電磁場セクターを与える．
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チャートU´での電磁セクターも同様にして抽出される．U`の場合と
同じく Φpxq “ ϕ´pxqe3となるゲージで電磁セクター Â´を定義すると，
II型配位での場は，ゲージ変換O “ Rp´π` θ,mqR1pπqにより得られる：

Φ´pxq “ ϕ´pxqn, (5.5.129a)

C´ “

!

QeÂ´pxq ` p1 ` cos θqdφ
)

n ¨ T ´ dn ¨ pn ˆ T q,(5.5.129b)

G´ “ QedÂ´n ¨ T “ QeF̂´n ¨ T (5.5.129c)

II型球対称配位に対しては，

A´pxq “ A´prqdr ñ QeÂ´pxq “ A´prqdr ´ p1 ` cos θqdφ (5.5.130)

となる．
U` X U´ではΦ` “ Φ´, C` “ C´なので，

ϕ˘pxq “ ϕprq, A˘prq “ Aprq (5.5.131)

となるので，電磁ポテンシャルに対する接続条件は

QeÂ´ “ QeÂ` ´ 2dφ (5.5.132)

となる．これは，n “ 2の場合 I型球対称配位と一致する．すなわち，こ
の II型球対称配位は磁荷

QeQm “ 4π (5.5.133)

の磁気モノポールを表す．このことは，場の強度

QeF̂ n ¨ T “ Gpxq “ dΩn ¨ T (5.5.134)

からも直接確かめられる．

(E.3) 有効作用積分 作用積分

S “ 4π

ż

dt

ż 8

0

drr2
“1

2
9Φ ¨ 9Φ ´

1

2
pDjΦq ¨ pDjΦq ´ V pΦq

`
1

4g2
TrpG0jG

0jq `
1

8g2
TrpGjkG

jkq
‰

(5.5.135)

において，DjΦは

pDjΦq2 “ rnaBjϕ ` Bjn
aϕ ` pCjnqaϕ

“ nanjϕ
1 `

1

r
pδaj ´ njn

aqϕ ` pCjnqaϕ (5.5.136)
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となる．ここで，pn ¨ T qn “ 0より，

pCjnqa “ Zrpn^T qjnsa`W rTjnsa “ Zpδaj ´njn
aq `Wϵj

a
cn

c. (5.5.137)

よって，

pDjΦqa “ nanjϕ
1 ` ϕ

ˆ

Z `
1

r

˙

pδaj ´ njnaq ` Wϵj
a
cn

c (5.5.138)

したがって，

pDjΦq ¨ pDjΦq “ pϕ1q2 ` 2ϕ2

#

ˆ

Z `
1

r

˙2

` W 2

+

. (5.5.139)

次に，ゲージ場の寄与を計算する．まず，運動項は，

pn ^ T qjn
j “ njpTj ´ njpn ¨ T qq “ 0, (5.5.140)

pn ¨ T qjpT
j ´ njpn ¨ T qq “ pn ¨ T qjT

j “ n ¨ T, (5.5.141)

pn ^ T qjpn ^ T qj “ pn ¨ T q2 ñ Trrpn ¨ T q2s “ ´4, (5.5.142)

njpn ¨ T qnjpn ¨ T q “ pn ¨ T q2, (5.5.143)

pTj ´ njpn ¨ T qqpT j ´ njpn ¨ T qq “ T jTj ´ pn ¨ T q2 “ ´2I3 ´ pn ¨ T q2(5.5.144)

より，

TrpG0jG
0jq “ ´Trp 9Cj 9Cjq “ 2 9A2 ` 4 9Z2 ` 4 9W 2. (5.5.145)

次に，

BjCk ´ BkCj “ 2

ˆ

Z 1 ´
Z

r

˙

nrjpn ^ T qks ´
2Z

r
ϵjk

aTa

`2

ˆ

W 1 `
W

r
´
Z

r

˙

nrjTks (5.5.146)

および

rpn ^ T qj, pn ^ T qks “ ´ϵjkan
apn ¨ T q, (5.5.147)

rTj ´ njpn ¨ T q, Tk ´ nkpn ¨ T qs “ ´ϵjk
aTa ` 2nrjpn ^ T qks.(5.5.148)

rpn ^ T qrj, nkspn ¨ T qs “ ´nrjTks, (5.5.149)

rpn ^ T qrj, Tks ´ nkspn ¨ T qs “ 0, (5.5.150)

rpnrjpn ¨ T q, Tkss “ nrjpn ^ T qks (5.5.151)
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より，

rCj, Cks “ ´Z2ϵjkan
apn ¨ T q ´ W 2

`

ϵjk
aTa ` 2njpn ^ T qks

˘

´2AZnrjTk: ` 2AWnrjpn ^ T qks (5.5.152)

よって，

Gjk “ 2

ˆ

Z 1 ´
Z

r
´ W 2 ` AW

˙

nrjpn ^ T qks

´

ˆ

2Z

r
` W 2

˙

ϵjk
aTa ´ Z2ϵjkan

apn ¨ T q

`2

ˆ

W 1 `
W

r
´ AZ ´

A

r

˙

nrjTks. (5.5.153)

ここで，

Trpn ^ T qjpn ^ T qjq “ ´4, (5.5.154)

Trpϵjk
aTaϵ

jkbTbq “ 2TrpTaT
aq “ ´12, (5.5.155)

TrppnrjTksqpnjT kqq “ ´2, (5.5.156)

Trpϵjkan
apn ¨ T qϵjkb n

bpn ¨ T qq “ ´4, (5.5.157)

Trpnjpn ^ T qkϵ
jkaTaq “ 4, (5.5.158)

TrppϵjkaTaqpϵjkbn
bpn ¨ T qqq “ ´4, (5.5.159)

Trpnjpn ^ T qkn
rjT ksq “ Trpnjpn ^ T qkϵ

jklnlpn ¨ T qq “ 0, ,(5.5.160)

Trpϵjk
aTan

jT kq “ TrpnjTkϵ
jkanapn ¨ T qq “ 0 (5.5.161)

より，

TrpGjkG
jkq “ ´8

`

pW 1q2 ` pY 1q2
˘

´
16

r
pWW 1 ` Y Y 1q

`16A p3W 1 ´ WY 1q ´ 8A2pW 2 ` Y 2q

´4
`

W 2 ` Y 2
˘2

´
4

r4
. (5.5.162)

ここで，

Y “ Z `
1

r
(5.5.163)
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以上より，球対称配位に対する作用積分は，

S “ 4π

ż

dt

ż 8

0

drr2
”1

2
9ϕ2 ´

1

2
pϕ1q2 ´ V pϕq ´ ϕ2pY 2 ` W 2q

`
1

2g2

!

9A2 ` 2 9Y 2 ` 2 9W 2 ´ 8
`

pW 1q2 ` pY 1q2
˘

´
16

r
pWW 1 ` Y Y 1q ` 16A p3W 1 ´ WY 1q ´ 8A2pW 2 ` Y 2q

´4
`

W 2 ` Y 2
˘2

´
4

r4

)ı

(5.5.164)

(E.4) 静的球対場に対する方程式 静的球対称配位に対する方程式を求
めるには，ϕ “ ϕprq, A “ Aprq, Z “ Zprq，W “ W prqと置けばよいが，
このとき，AprqはA1を含まないので，Aに関する変分方程式より

δAS “ 0 ñ A “
YW 1 ´ WY 1

pW 2 ` Y 2q
. (5.5.165)

この関係式を作用積分に代入すると，作用積分は

Seff “ ´E, (5.5.166)

E “ 4π

ż

dt

ż 8

0

drr2
”1

2
pϕ1q2 `

λ

4
pv2 ´ ϕ2q2 ` ϕ2F 2

`
1

2g2

!

2

ˆ

F 1 `
F

r

˙2

`

ˆ

F 2 ´
1

r2

˙2
)ı

(5.5.167)

となる．ここで，
F 2 “ Y 2 ` W 2 (5.5.168)

である．
ここで，最終的な有効作用積分においてゲージ場が一個の変数 F にま
とめられたのは，理論のゲージ不変性のためである．実際，n “ x{rを
軸とする局所回転

Onpθq “ eθn¨T (5.5.169)

に対応するゲージ変換を施すと，

pn ¨ T q2 “ ´pI3 ´ n˝nq (5.5.170)

より，

Onpθq “ n˝n ` cospθqpI3 ´ n˝nq ` sinpθqT ¨ n (5.5.171)
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となるので，ゲージ変換

C̃j “ OnpθqCjOnpθq´1 ´ BjOnpθqOnpθq´1 (5.5.172)

は

C̃j `
1

r
pn ^ T qj “ OnpCj `

1

r
pn ^ T qjqO

´1
n ´ θ1njpn ¨ T q (5.5.173)

となる．場で表すと
˜

Y

W

¸

Ñ R2p´θq

˜

Y

W

¸

, (5.5.174)

A Ñ A ´ θ1 (5.5.175)

となる．
このゲージ自由度を用いてW “ 0とすると，A “ 0となる．このゲー
ジでは，Y “ Z ` 1{r(“ ˘F )のみが残り，作用積分は

S “ ´E, (5.5.176)

E “ 4π

ż 8

0

dr
“1

2
r2pϕ1q2 ` prZ ` 1q2ϕ2 `

λ

4
r2pv2 ´ ϕ2q2

`
1

g2

!

prZ 1 ` Zq2 `
1

2
Z2prZ ` 2q2

)ı

, (5.5.177)

場の方程式は

ϕ2 `
2

r
ϕ1 ´ 2pZ ` 1{rq2ϕ ` λϕpv2 ´ ϕ2q “ 0, (5.5.178a)

Z2 `
2

r
Z 1 ´

ˆ

Z `
1

r

˙ˆ

Z2 `
2

r
Z ` g2ϕ2

˙

“ 0 (5.5.178b)

となる．なお，変数とパラメータのスケーリング

ϕ Ñ vϕ̂, Z Ñ gvẐ, r Ñ
1

gv
r̂, (5.5.179a)

λ Ñ g2λ̂, E Ñ
v

g
Ê (5.5.179b)

により
g “ 1, v “ 1 (5.5.180)

と置くことができる．
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(E. 5) 特異厳密解 (Wu-Yangモノポール解) 次の配位が常に厳密に場
の方程式を満たすことが直ちにわかる：

ϕ “ v, Z “ ´
1

r
(5.5.181)

Up1qゲージ理論における磁気単極子解と同様，この解は原点で特異とな
り，全エネルギーEは無限大となるが，

Bj “
1

2
ϵjklGkl “

1

r2
pn ¨ T q (5.5.182)

より，有限な磁荷をもつ．その値は次のようにして決まる．まず，運動項
が通常の規格化に従う電磁ポテンシャル Âjと今の理論の対応物Ajの関
係が

1

g
Aj ÞÑ Âj (5.5.183)

で与えられるので，

DµΦ “ pBµ ` Aµpn ¨ T qqΦ “

´

B ` gÂµpn ¨ T q

¯

Φ (5.5.184)

となるが，
Up1q Q eiϕ ÞÑ Rnpϕq “ eϕn¨T (5.5.185)

となるので，
g “ Qe (5.5.186)

が得られる．よって，

Qm “

ż

S2

B̂ ¨ dΣ “
1

g

ż

S2

B ¨ dΣ “ 4π
1

g
“

4π

Qe

(5.5.187)

となり，Diracの量子化条件 (n “ 2)が満たされる．
実は，このWu-Yangモノポール解はゲージ変換により，Up1qゲージ理
論における n ” QeQm{p4πℏcq “ 2のDiracモノポールに変換される．実
際，nを e3 “ p0, 0, 1qに移す局所回転に対応するゲージ変換

O “ expp´θm ¨ T q “ p1 ´ cos θqm Tm ` cos θ I3 ´ sin θm ¨ T ;(5.5.188)

sin θ “
a

x2 ` y2{r, cos θ “ z{r,

m “
1

a

x2 ` y2
p´y, x, 0q (5.5.189)
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をこの解に施すと

Cj “ ´
1

r
pn ^ T qj ñ C 1

i “ AjT3, (5.5.190)

Âjdx
j “

1

Qe

Ajdx
j “

1

Qe

p1 ´ cos θqdϕ “
4π

QeQm

A` “ A`(5.5.191)

となり，Higgs場が一様な期待値 p0, 0, vqを持つSSBでの，残存Up1qゲー
ジ場に対する n “ 2のDiracモノポールが得られる．また，ゲージ変換

O “ expppπ ´ θqm ¨ T q “ p1 ` cos θqm Tm ´ cos θI3 ` sin θm ¨ T(5.5.192)

を解に施すと

Φ “ vn ñ Φ1 “ ´ve3, (5.5.193)

Cj “ ´
1

r
pn ^ T qj ñ C 1

i “ Ajp´T3q, (5.5.194)

Âjdx
j “

1

Qe

Ajdx
j “ ´

1

Qe

p1 ` cos θqdϕ “
4π

QeQm

A´ “ A´(5.5.195)

となり，Higgs場が一様な期待値 p0, 0,´vqを持つ SSBでの，残留 Up1q

ゲージ場に対するDirac型モノポール解が得られる．

(E. 6) 正則モノポール解（’t Hooft-Polyakov解) 正則解は，r Ñ 8

で上記特異解に漸近し，かつ原点で正則でなければならないので， 境界
条件は次のようになる：

(i) r Ñ 8: Y “ Z ` 1{r Ñ 0，ϕ Ñ vとすると，方程式は無限遠で

ϕ2 `
2

r
ϕ1 ´ 2v2λpϕ ´ vq « 0, (5.5.196a)

Y 2 `
2

r
Y 1 ´

2g2v2

2
Y « 0 (5.5.196b)

となる．漸近解は，

ϕ « v `
ϕ8

r
e´

?
2λvr, (5.5.197a)

Y «
z8

r
e´gvr (5.5.197b)

となる．特に，これより，r „ 8で

Z « ´
1

r
`
z8

r
e´gvr, (5.5.198)

Bj ”
1

2
ϵiklGkl «

1

r2
njpn ¨ T q (5.5.199)
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を得る．Higgs場による自発的対称性の破れで残るUp1qの生成基底
は pn ¨ T qとなるので，これは遠方でこのUp1qゲージ場に対する磁
場が放射状で有限なフラックスを持つことを意味する．したがって，
この漸近条件を満たす解は，モノポール解となる．

(ii) r Ñ 0: 解が原点 r “ 0で滑らかとすると，ϕp0q “ 0が必要で，こ
のとき，Zの方程式は

Z2 `
2

r
Z 1 ´

ˆ

Z `
1

r

˙ˆ

Z2 `
2

r
Z

˙

« 0 (5.5.200)

これは原点で正則な解をもち，

Z “ z0r
µ ` ¨ ¨ ¨ ñ µ2 ` µ ´ 2 “ 0 ñ µ “ 1. (5.5.201)

このとき，ϕの方程式は

ϕ2 `
2

r
ϕ1 ´

2

r2
ϕ ` λv2ϕ « 0 (5.5.202)

原点で正則な解は
ϕ « ϕ0j1p

?
λvrq (5.5.203)

以上の境界条件を満たす解は，エネルギー積分Eを最小にする配位を数
値的に求めることにより得られる．実際，Eが有限であるためには，r Ñ 0

で，
?
rϕ Ñ 0,

?
rZ Ñ 0 (5.5.204)

が必要となるが，この条件を満たす場の方程式の解は，

ϕ{r Ñ const, Z{r Ñ const (5.5.205)

と振る舞う．また，r Ñ 8でEが有限となるためには，

ϕ Ñ v, rz Ñ ´1 (5.5.206)

が必要となる．したがって，Eが有限な配位でEを最小とするものがあ
れば，上記境界条件を満たす正則解を与える．，
λ “ g2の場合の結果は図 9のようになる．対応する境界条件のパラメー
タは

ϕ̂0 » 0.894, Ẑ0 » ´0.370, ϕ̂8 « 109, Ẑ8 « 5 ˆ 105, (5.5.207)

全エネルギーは，

E » 4π ¨ 1.26
MW

g2
l MW “ gv (5.5.208)

で与えられる．
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図 9: ’t Hooft-Polyakov モノポール解: λ “ g2, gvr Ñ r, ϕ{v Ñ

ϕ, Z{pgvq Ñ Z
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(E. 7) II型球対称解のDirac gaugeでの表式 チャート U`での II型
球対称配位

Φ “ ϕprqn, (5.5.209a)

C “ Aprqdrn ¨ T ` rZprqdn ¨ pn ˆ T q ` r”prqdn ¨ T(5.5.209b)

をゲージ変換Rp´θ,mqにより変換すると，

Φ` “ ϕprqe3, (5.5.210a)

C` “ tAprqdr ` p1 ´ cos θqdφuT3

`prZprq ` 1q t´pn ˆ dnqαTα ` p1 ´ cos θqdφnαTαu

`rW prq t´ppn ˆ dnq ˆ T q3 ` p1 ´ cos θqdφpn ˆ T q3u

(5.5.210b)

を得る．
同様に，チャート U´では，ゲージ変換Rpπ ´ θ,mqにより，

Φー “ ´ϕprqe3, (5.5.211a)

C´ “ ´ tAprqdr ´ p1 ` cos θqdφuT3

`prZprq ` 1q t´pn ˆ dnqαTα ´ p1 ` cos θqdφnαTαu

`rW prq tppn ˆ dnq ˆ T q3 ` p1 ` cos θqdφpn ˆ T q3u

(5.5.211b)

を得る．

F. Dyon解

(F.1) Ansatzと作用積分 以上のモデルにおいて，C0 ‰ 0とすると，C0

は大域的 SUp2q変換に対してベクトルHiggsと同じ振る舞いをするので，
他のゲージ場の空間成分との整合性を考慮すると，球対称な配位は

C0 “ ´ψpt, rqpn ¨ T q (5.5.212)

となる．したがって，P k
j “ δkj ´ njn

kとして，

rn ¨ T, pn ^ T qjs “ ´P k
j Tk, rn ¨ T, P k

j Tks “ pn ^ T qj (5.5.213)
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より，

G0j “ p 9A ` ψ1qnjpn ¨ T q ` p 9Z ´ ψW qpn ^ T qj

`

ˆ

9W ` ψ

ˆ

Z `
1

r

˙˙

P k
j Tk. (5.5.214)

よって，作用積分に対するG0jの寄与は

TrpG0jG
0jq “ 2p 9A ` ψ1q2 ` 4p 9Z ´ ψW q2

`

ˆ

9W ` ψ

ˆ

Z `
1

r

˙˙2

(5.5.215)

へと変わるが，他の項は変更を受けない．
以上より，定常解に対する作用積分は,

S “ ´4π

ż

dt

ż 8

0

drr2
”1

2
pϕ1q2 `

λ

4
pv2 ´ ϕ2q2 ` ϕ2F 2

`
1

2g2

!

2

ˆ

F 1 `
F

r

˙2

`

ˆ

F 2 ´
1

r2

˙2

´ pψ1q2 ´ 2ψ2F 2
)ı

(5.5.216)

となる．

(F.2) 運動方程式と dyon解 ゲージ F “ Z ` 1{rのもとで，場の方程
式は

ϕ2 `
2

r
ϕ1 ´ 2pZ ` 1{rq2ϕ ` λϕpv2 ´ ϕ2q “ 0, (5.5.217a)

Z2 `
2

r
Z 1 ´

ˆ

Z `
1

r

˙ˆ

Z2 `
2

r
Z ´ ψ2 ` g2ϕ2

˙

“ 0,(5.5.217b)

ψ2 `
2

r
ψ1 ´ 2

ˆ

Z `
1

r

˙2

ψ “ 0 (5.5.217c)

となるこれらの方程式は，ψ “ 0の時と同様，原点で特異な厳密解

ϕ “ v, Z “ ´
1

r
, ψ “

Q

r
(5.5.218)

を持つが，その電荷Qは任意となる．Julia B, Zee A(1975)の数値計算に
よると，v ą M のとき，漸近条件

r Ñ 0 : ϕ Ñ 0, Z Ñ 0, ψ Ñ 0, (5.5.219a)

r Ñ 8 : ϕ Ñ v, Z Ñ ´
1

r
, ψ Ñ M ` Q{r (5.5.219b)
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を満たす正則な解存在する．
解のエネルギーEは，拘束条件

´DtΦ ¨ TaΦ `
1

g2
DjG0

j “ 0 ô (5.5.217c) (5.5.220)

のもとで，

E “ 4π

ż

dt

ż 8

0

drr2
”1

2
pϕ1q2 `

λ

4
pv2 ´ ϕ2q2 ` ϕ2F 2

`
1

2g2

!

2

ˆ

F 1 `
F

r

˙2

`

ˆ

F 2 ´
1

r2

˙2

` pψ1q2 ` 2ψ2F 2
)ı

(5.5.221)

ここで，dyonの電荷Qeは

Ejpn ¨ T q “ Gj0 “ ´Bjψpn ¨ T q ´ B0Cj, (5.5.222)

Qe “

ż

S2

Ê ¨ dΣ “
1

g

ż

S2

E ¨ dΣ

“
1

g

ż

S2

p´ψ1qn ¨ dΣ “
4πQ

g
(5.5.223)

となる．一方，
ż 8

0

drr2
␣

pψ1q2 ` 2ψ2Y 2
(

“

ż

dr
“

pr2ψψ1q1 ` ψ
␣

´pr2ψ1q1 ` 2rfrm´eψY 2
(‰

“
“

r2ψψ1
‰8

0
“ ´QM ě 0 (5.5.224)

(F.3)トポロジー すでに見たように，SOp3qのベクトル表現に従うHiggs

バンドルEは，Chern数 nが偶数の時，S2上（したがって，R3
˚上）では

自明となる．このため, モノポール解は至る所正則なベクトルポテンシャ
ルで記述できる．
このとき，EをΦ “ ϕnで記述される S2の１次元法バンドルNと，そ
れと直交する S2の２次元接バンドルに直和分解すると，残留Up1qに関
して，N は自明となるが，T 2は非自明なUp1qバンドルとなる．その第
１Chern類は，よく知られているように，

c1pT pS2qq “
1

2π
sin θdθ ^ dφ ñ

ż

S2

c1pT pS2qq “ χpS2q “ 2 (5.5.225)
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となる．したがって，このUp1qベクトルバンドルに対するUp1q接続（Up1q

ゲージ場）A が存在すれば

i

2π
TrdA “ c1pT pS2qq “ 2 (5.5.226)

となり，n “ 2のモノポールを記述する．しかし，SOp3qモノポール解に
対する SOp3qゲージ場Cは T pS2qを不変に保たないので，この特性類を
計算するのに使えない．しかし，局所ゲージ変換 expp´θm ¨ T qをCに施
すと，一般に

C` “ t´prZ ` 1q cosφ ` rW sinφu pT1 sin θdϕ ´ T2dθq

` tprZ ` 1q sinφ ` rW cosφu pT2 sin θdϕ ` T1dθq

` tAdr ` p1 ´ cos θqdφuT3 (5.5.227)

に変換される．また，局所ゲージ変換 expppπ ´ θqm ¨ T qを施すと

C´ “ tprZ ` 1q sinφ ´ rW cosφu p´T2 sin θdϕ ` T1dθq

´ tprZ ` 1q cosφ ` rW sinφu pT1 sin θdϕ ` T2dθq

´ tAdr ´ p1 ´ cos θqdφuT3 (5.5.228)

に変換される．
これらのゲージでは，Φ “ ˘ve3 となり，T pS2qのファイバーはすべ
て，それぞれ S2 の北極および南極の接平面に移される．これはベクト
ルバンドル T pS2qの各チャート (θ ă π, θ ą 0)で自明化 D˘ ˆ R2 を
与える．また， Wu-Yang解 (rZ “ ´1,W “ 0)では，このゲージで
C “ C˘ “ p˘1 ´ cos θqdϕp˘T3qとなるので，C は T pS2qのUp1qゲージ
場と見なされる．したがって，その第１Chern類は

c1pT pS2qq “
i

2π
TrρpdC˘q “

1

2π

´1

2
TrpGn ¨ T q “

1

2π

gQm

4π
dθ ^ sin θφ

(5.5.229)

と表される．よって，
gQm

4π
“ 1 (5.5.230)

を得る．
正則な’t Hooft-Polyakov解も，r Ñ 8でWu-Yang解に漸近するので，
無限遠球面で同じ議論を行うことにより，同じ結果を得る．したがって，
モノポール解の磁荷は，HiggsバンドルをUp1q部分バンドルに分解した
ときの，各部分バンドルの第１Chern数により決定される．
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一方，４次元時空上のゲージ理論としては，dyon解は非自明なPontr-

jagin類を持つ．具体的に計算すると，曲率形式Gは

G0j “ ´ψ1njpn ¨ T q ` Zpn ^ T qj ´ ψ

ˆ

Z `
1

r

˙

P k
j Tk, (5.5.231a)

Gjk “ 2

ˆ

Z 1 ´
Z

r

˙

nrjpn ^ T qks ´
2Z

r
ϵjk

aTa ´ Z2ϵjkan
apn ¨ T q,(5.5.231b)

G̃0j “
1

2
ϵkl0jGkl

“
prZq1

r
Pj ´ kTk ´ Z

ˆ

Z `
2

r

˙

njpn ¨ T q (5.5.231c)

で与えられるので，

G0jG̃0
j “ ´4ψ

prZq1

r

ˆ

Z `
1

r

˙

´ 2ψ1Z

ˆ

Z `
2

r

˙

“ ´
2

r2
rψprZqprZ ` 2qs

1 (5.5.232)

よって，HiggsバンドルEに対する第１ Pontrjagin類は

p1pEq “ ´
1

4π2
TrpG ^ Gq “ ´

1

2π2
TrpG0jG̃0

jqd4x

“ ´
1

π2
d rψprZqprZ ` 2qdt ^ dθ ^ sin θdφs (5.5.233)

となるので，第１Pontrjagin数に相当する量は，境界条件のみで決まる：
ż T

0

dt

ż

d3xp1pEq “ ´
4

π
MT. (5.5.234)

しかし，空間がコンパクトでなく，正則なコンパクト化も存在しないの
で，この数は整数とはならない．実際，空間 R3を無限遠で一点コンパク
ト化し S3にしたとき，無限遠点に当たる点の近傍での座標系を x̃j とす
るとき，ゲージ場はこの座標系で

C “ ψpñ ¨ T qdt `
rZ

r̃
pñ ^ T qdx̃j (5.5.235)

となり，r̃ “ 0で特異となる．

G. Higgs セウターの一般化 以上の議論は，容易に，Higgs場が SUp2q

に一般の既約表現 r2l0sに従う場合に一般化される．
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(G.1) Higgs場の球対称配位 球対称となる条件は，任意の空間回転R

に対して，U P SUp2qが存在して，

Φ1pt, rq “ Φpt, R´1rq ρl0pU´1qΦpt, rq (5.5.236)

となること．このとき，対応R ÞÑ U は準同型となるので，

U “ 1 or U “ ˘UpRq˘UpRq (5.5.237)

これらのうち，monopole解と対応するのは，U “ ˘UpRq. よって，球対
称条件は

Φpt, rq “ ρl0pU´1qΦpt, RpUqrq. (5.5.238)

今，Φを球面調和関数を用いて

Φpt, rq “
ÿ

l,m

ϕl,mpt, rqY m
l pnq (5.5.239)

と展開すると，この条件は

ϕl,mpt, rq “
ÿ

m1

ρl0pU´1qϕl,m1pt, rqRpUqm
1

lm (5.5.240)

これは，ϕl,m ‰ 0が，SUp2qの２つの表現の積 r2l0s ˆ r2lsの１次元既約成
分であることを意味する．

r2l0s ˆ r2ls “ r2|l ´ l0|s ` ¨ ¨ ¨ ` r2l ` 2l0 ´ 2s ` r2l ` 2l0s (5.5.241)

より，Φを SUp2qテンソル表示で表すと，

Φ “ pΦj1¨¨¨jl0 q; Φj1¨¨¨jl0 pt, rq “
ÿ

m

ϕl0,mj1¨¨¨jl0
Y m
l0

pnq (5.5.242)

となる．ここで，Y m
l pnqは同次調和多項式

H l,mprq “ cmj1¨¨¨jl
xj1 ¨ ¨ ¨ xjl ; (5.5.243a)

cj1¨¨¨jl “ cpj1¨¨¨jlq,
ÿ

k

cj1¨¨¨k¨¨¨k¨¨¨ “ 0 (5.5.243b)

を用いて，Y m
l pnq “ H l,mpnqと表されるので，Φの式は

Φj1¨¨¨jl0 pt, rq “ ∆
j1¨¨¨jl0
k1¨¨¨kl0

pt, rqnk1 ¨ ¨ ¨nkl0 , (5.5.244)

∆
j1¨¨¨jl0
k1¨¨¨kl0

“
ÿ

m

ϕ
j1¨¨¨jl0
l0,m

cmk1¨¨¨kl0
(5.5.245)
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となる．この表示では，Φが球対称である条件は，∆pt, rqが回転に対す
る不変テンソルであること，したがって，∆

j1¨¨¨jl0
k1¨¨¨kl0

pt, rqは対称トレースレ
ステンソルへの射影作用素でなればならない．
以上より，

Φ “ pΦj1¨¨¨jl0 q; Φj1¨¨¨jl0 pt, rq “ ϕpt, rqHj1¨¨¨jl0 pnq (5.5.246)

ここで，Hplq “ pHj1¨¨¨jlpxqqは対称でトレースレスな l次の同次多項式

Hj1¨¨¨jlpxq “ Clpx
j1 ¨ ¨ ¨ xjl ` p1δ

pj1j2r2xj3 ¨ ¨ ¨ xjlq ` ¨ ¨ ¨ .q,(5.5.247)
ÿ

j1¨¨¨jl

Hj1¨¨¨jlpnqHj1¨¨¨jlpnq “ 1 (5.5.248)

(G. 2) 作用積分の表式 以下 l0を単に lと表す．まず，Higgs場に対して，

BjΦ “ njϕ
1Hplqpnq ` ϕP k

j BkH
plqpnq. (5.5.249a)

ρppn ^ T qjqH
plqpnq “ rpn ^ T qjnskBkH

plqpnq “ P k
j BkH

plqpnq,(5.5.249b)

ρppn ¨ T qqHplqpnq “ rpn ^ T qnkBkH
plqpnq “ 0, (5.5.249c)

ρpT qHplqpnq “ rTjnskpBkH
plqqpnq “ ϵjkmn

lBmHplqpnq (5.5.249d)

ここで，
P k
j “ δkj ´ nknj. (5.5.250)

よって，

DjΦ “ njϕ
1Hplqpnq ` prZ ` 1qP k

j BkH
plqpxq

`Wϵjm
knmBkH

plqpnq, (5.5.251)

DjΦ ¨ DjΦ “ pϕ1q2 `
␣

prZ ` 1q2 ` prW q2
(

ϕ2

ˆP jkBjH
plqpnqBkH

plqpnq. (5.5.252)

ここで，
ż

d2ΩP jkBjH
plqpnq ¨ BkH

plqpnq

“

ż

S2

d2z
?
ggαβDαH

plqpnq ¨ DβH
plqpnq “ ´

ż

S2

d2z
?
gHplqpnq ¨ DαDαH

plqpnq

“ lpl ` 1q

ż

S2

d2z
?
gHplqpnq ¨ Hplqpnq “ 4πlpl ` 1q. (5.5.253)
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よって，ゲージセクターの構造は前と同じであるので，作用積分は

Seff “ ´E, (5.5.254)

E “ 4π

ż

dt

ż

drr2
”1

2
pϕ1q2 `

λ

4
pv2 ´ ϕ2q2 `

lpl ` 1q

2
ϕ2F 2

`
1

2g2

#

2

ˆ

F 1 `
F

r

˙2

`

ˆ

F 2 ´
1

r2

˙2
+

ı

. (5.5.255)

ここで，

F 2 “ Y 2 ` W 2, Y “ Z `
1

r
. (5.5.256)

なお，ゲージ変換で，

F Ñ Y, W Ñ 0, A Ñ 0 (5.5.257)

とできる．
対応する場の方程式は

ϕ2 `
2

r
ϕ1 ´ lpl ` 1q

ˆ

Z `
1

r

˙2

ϕ ` λϕpv2 ´ ϕ2q “ 0, (5.5.258a)

Z2 `
2

r
Z 1 ´

ˆ

Z `
1

r

˙ˆ

Z2 `
2

r
Z ` lpl ` 1qg2ϕ2

˙

“ 0,(5.5.258b)

(G.3) トポロジーとモノポールの磁荷 （無限遠も含めて）ある球面 S2

上で，ゲージフラックスGが

G|S2 “
Qm

4πr2
n ¨ TΩ2 (5.5.259)

となり，さらに，Φ “ constとなる適当なゲージのもとで，

C “ gÂT3 ñ G “ gF̂T3 (5.5.260)

となるとき，解はモノポールを表す．
いま，Higgs場Φを複素化し，n ¨ T に関する既約表現

n ¨ T3Φ
pkq “ ´ikΦpkq (5.5.261)

に分解する．このとき，各既約成分に対応する Higgs部分バンドル Epkq

に対して，

GΦpkq “ ´ikgF̂Φpkq

ñ Qm “

ż

S2

F̂ “
i

kg

ż

S2

TrG|Φpkq “
2π

kg

ż

S2

c1pEpkqq(5.5.262)
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が成り立つ．
Higgs場が SOp3qトレースフリー対称テンソルで与えられる場合には，
対応するベクトルバンドルに対して

C3 ˆ S2 “ C b NpS2q ‘ T pS2qC, (5.5.263a)

C b NpS2q – C ˆ S2 ptrivial bundleq, (5.5.263b)

T pS2qC – T 1pCP 1q ` T 2pCP 1qp“ T 1pCP 1q˚q, (5.5.263c)

bl
sympC3 ˆ S2q – C ˆ NpS2q ‘ ‘l

k“1

␣

bkT 1pCP 1q ‘ bkT 2pCP 1q
(

(5.5.263d)

が成り立ち，

T 1pCP 1q – r´KCP 1s – Op2qCP 1 ñ Epkq “ bkT 1pCP 1q – Op2kqCP 1

(5.5.264)

となるので，

c1pEpkqq “ c1pOp2kqCP 1q “ 2krS2s˚ ñ

ż

S2

c1pEpkqq “ 2k (5.5.265)

が得られる．上記のQmの表式より，これは，QmがHiggs場のタイプに
依存しないことを意味する：

gQm “ 4π (5.5.266)
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5.5.2.5 Weinberg-Salam理論におけるモノポール/dyon

LastUpdate: 2023/4/17

文献

• Cho YM, Maison D: Phys. Lett. B391, 360-365 (1997)

”Monopole configuration in Weinberg-Salam model ”

A. Model

• Higgs場：SUp2q doublet Φ

• ゲージ場： Up1qY ˆ SUp2q

Aµ “ ´ig1Bµ ‘ ´
i

2
τag2C

a
µ

• Higgs場とゲージ場の結合

ρpA q “ ´ig1B
Y

2
´ ig2LaC

a, pLa “ ρpτa{2qq (5.5.267)

DΦ “ pd ` ρpA qqΦ “

´

d ´ i
g1
2
B ´ i

g2
2
τ ¨ C

¯

Φ.(5.5.268)

• ゲージフラックス

G “ dA ` A ^ A ,

iGµν “ g1Bµν ‘ g2G
a
µν , (5.5.269)

Bµν “ BµBν ´ BνBµ, (5.5.270)

Ga
µν “ BµC

a
ν ´ BνC

a
µ ` g2ϵ

a
bcC

b
µC

c
ν (5.5.271)

• 作用積分

S “

ż

d4x

„

´pDΦq: ¨ pDΦq ´ V pΦq ´
1

4
BµνB

µν ´
1

4
Gµν ¨ Gµν

ȷ

(5.5.272)

• 場の方程式

DµD
µΦ “ λ

`

Φ:Φ ´ v2
˘

Φ, (5.5.273a)

∇νBνµ “
p1q

J µ ”
i

2
g1ppDµΦq:Φ ´ Φ:DµΦq, (5.5.273b)

DνGa
νµ “

p2q

J

a

µ ”
i

2
g2ppDµΦq:τaΦ ´ Φ:τaDµΦq,(5.5.273c)
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B. 球対称配位 各球面 Sprq上の基準点を NP:x0 “ re3にとり，適当な
大域的定数ゲージ変換により

Φpx0q “ ´
?

´1ϕprq

˜

0

1

¸

“ ´
?

´1ϕprqe´ (5.5.274)

と置くことができる．このとき，球対称配位についての一般論 5.5.2.3 よ
り，適当なゲージの元で，Φpx0q, DjΦpx0q, Bjkpx0q, Gjkpx0qは，任意の
O1 P Hx0 – SOp2qに対して，次の条件を満たさねばならない:

g1Φpx0q “ Φpx0q, (5.5.275a)

O1
j
kg1DkΦpx0q “ DjΦpx0q, (5.5.275b)

O1
j
lO1

k
mBlmpx0q “ Bjkpx0q, (5.5.275c)

O1
j
lO1

k
mg1Glmpx0qg

1´1 “ Gjkpx0q. (5.5.275d)

ここで，g1 “ gpO1, x0qである．これらの x0での値が与えられると，球対
称な場の配位が

Φpxq “ Φpx0q, (5.5.276a)

DjΦpxq “ Lpxqj
kDkΦpx0q, (5.5.276b)

Bjkpxq “ Lpxqj
lLpxqk

mBlmpx0q, (5.5.276c)

Gjkpxq “ Lpxqj
lLpxqk

mGlmpx0q (5.5.276d)

により定まる．
今，

U3pλ{2qτjU3pλ{2q´1 “ τkR3pλqkj ô Upλq “

˜

e´
?

´1λ 0

0 e`
?

´1λ

¸

(5.5.277)

と定義すると，一般い，準同型O1 “ R3pφq ÞÑ g1 P G “ SUp2q ˆ UY p1q

は，N を整数として

g1 “ gpO1q “ U3pNφ{2qe´
?

´1Nφ{2 “

˜

e´
?

´1Nφ 0

0 1

¸

P GΦpx0q – Uemp1q

(5.5.278)

で与えられる．
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まず，DΦpxqの構造からゲージポテンシャルへの情報を導く．Φpxq “

Φpx0qより，

DjΦpxq “ ´Xje´ ´ Yje`; (5.5.279)

Xjdx
j “

?
´1dϕprq `

1

2
ϕprqpg1B ´ g2C

3q, (5.5.280)

Yjdx
j “

g2
2
ϕprqpC1 ´

?
´1C2q (5.5.281)

を得る．よって，整合性条件は

Xj “ pR3pφqqj
kXk, (5.5.282a)

Yj “ pR3pφqqj
ke´

?
´1φYk (5.5.282b)

となる．この第 1式より
X1 “ X2 “ 0 (5.5.283)

を得る．一方，Y3に対する条件より，

N ‰ 0 ñ Y3 “ 0 (5.5.284)

となる．また，Yα(α “ 1, 2)に対する条件は

Y1 ˘
?

´1Y2 “ e´
?

´1pN¯1qφpY1 ˘
?

´1Y2q (5.5.285)

となるので，

N ‰ ˘1 ñ Y1 “ Y2 “ 0, (5.5.286a)

N “ 1 ñ Y1 ´
?

´1Y2 “ 0 ô cαβpx0q “ pδαβ ` qϵαβ,(5.5.286b)

N “ ´1 ñ Y1 `
?

´1Y2 “ 0 ô cαγ px0qpτ1q
γβ “ pδαβ ` qϵαβ

(5.5.286c)

を得る．ここで，a, bは rのみの関数である．
この結果を基に，ゲージ場の配位を決定する．まず，(5.5.275)より，

Bjkpx0q “ R3pφqj
lR3pφqk

mBlmpx0q ñ Bpx0q “
1

2
fprqϵαβdx

α ^ dxβ.

(5.5.287)

よって，(5.5.276)より，

Br2spxq “ dxjLpxqj
l ^ dxkLpxqk

mBlmpx0q “ r2Ω2fprq (5.5.288)
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を得る．ここで，dBr2s “ 0を用いると，df “ 0となる．したがって，F0

を定数として，

g1Br1s “ eF0p1 ´ cos θqdφ ` dΛ, g1Br2s “ eF0Ω2. (5.5.289)

を得る．
Cの表式を決定するには，N ごとに場合分けが必要となる．

(B. 1) I型球対称解 まず，N ‰ ˘1の場合を考える．この場合，DΦpxq

の表式と (5.5.276)によりDΦpx0qから得られる表式を比較して，

g1B ´ g2C
3 “ pg1b ´ g2c

3qdr „ 0pgauge equivalentq,(5.5.290a)

C1 ´
?

´1C2 “ pc1 ´
?

´1c2qdr (5.5.290b)

を得る．ここで，g, cjは rのみの関数である．この表式をGr2sの定義

Ga “ dCa `
1

2
g2ϵabcC

b ^ Cc (5.5.291)

に代入すると，

G3 “ dC3 “
g1
g2
Br2s “

eF0

g2
Ω2, (5.5.292a)

Gα “ ϵαβc
βdr ^ pg1Bq (5.5.292b)

ところが，これはG3αpx0q “ 0を意味するので，(5.5.276)より，cα “ 0

が要求される．以上より，N ‰ ˘1に対応する球対称配位で，U˘ “ R3 ´

tp0, 0, zq | ˘ z ď 0uにおいて正則な場の配位は次のようになる：

Φpxq “ ´iϕprqe´, (5.5.293a)

DΦpxq “ ´
?

´1dϕprqe´, (5.5.293b)

g1B˘r1spxq “ eF0p˘1 ´ cos θqdφ, (5.5.293c)

g1Br2spxq “ dF0Ω2, (5.5.293d)

g2C˘pxq “ g1B˘r1sτ3, (5.5.293e)

g2Gpxq “ eF0Ω2τ3. (5.5.293f)
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この表式は自動的に場の方程式の解となっている：

D ¨ DΦ “ ´
?

´1
1

r2
pr2ϕ1q1e´

ñ
1

r2
pr2ϕ1q1 “ λpϕ2 ´ v2qϕ, (5.5.294)

∇νB
νµ “

1

r2 sin θ
Bkpr2 sin θBkµq “ 0,

p1q

J “ 0, (5.5.295)

pDνG
νµqa “ ∇νG

aνµ ` rCν , G
νµsa “ 0,

p2q

J “ 0. (5.5.296)

U˘での解は，

g1B´pxq “ g1B`pxq ´ 2eF0dφ, (5.5.297a)

g2C´pxq “ g2C`pxq ´ 2eF0τ3dφ (5.5.297b)

の関係で結ばれるが，これは，推移関数

g´`pxq “

´

e´2
?

´1eF0φ, e´2
?

´1eF0φτ3
¯

P UY p1q ˆ SUp2q (5.5.298)

によるゲージ変換になっている．よって，

2eF0 ˆ 2π “ 2nπ ô 2eF0 “ n P Z (5.5.299)

のとき，両者は r ‰ 0で大域的に正則な磁気単極子解を与える．
残留ゲージ自由度Uemに対応するゲージ場 Âは，UY p1q ˆ SUp2qゲー

ジ場に
g1B˘ “ eÂ˘, g2C˘ “ eÂ˘ (5.5.300)

と埋め込まれる．よって，磁気単極子の磁荷は

Qm “

ż

S2

F̂ “
g1
e

ż

S2

Br2s “ 4πF0 ô
eQm

2π
“ 2eF0 “ n (5.5.301)

で与えられる．

(B. 2) II型球対称解 まず，N “ 1の場合，

DjΦpx0q “ ´Xje´ ´ Yje`, (5.5.302)

X1 “ X2 “ 0, Y1 “
?

´1Y2, Y3 “ 0 (5.5.303)
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および

cαβ “ pδαβ ` qϵαβ ñ c1β ´
?

´1c2β “ pp `
?

´1qqpδ1β ´
?

´1δ2βq (5.5.304)

より，

DjΦpx0q “ ´δ3j

ˆ

?
´1ϕ1 `

ϕ

2
pg1b ´ g2c

3q

˙

e´ ´
?

´1δ3j
g2
2
ϕpc13 ´

?
´1c23qe`

´
?

´1
g2
2
ϕpp `

?
´1qqpδ1j ´

?
´1δ2j qe` (5.5.305)

を得る．したがって，(5.5.276)より，

DjΦpxq “ ´nj

ˆ

?
´1ϕ1 `

ϕ

2
pg1b ´ g2c

3q

˙

e´ ´
?

´1nj
g2
2
ϕpc13 ´

?
´1c23qe`

´
?

´1Lj
αpxq

g2
2
ϕpp `

?
´1qqpδ1α ´

?
´1δ2αqe` (5.5.306)

これをΦpxqより得られる表式と比較して，

g1B ´ g2C
3 “ pg1b ´ g2c

3qdr „ 0, (5.5.307a)

C1 ´
?

´1C2 “ pc13 ´
?

´1c23qdr ` pp `
?

´1qqdxjpLj
1 ´

?
´1Lj

2q

(5.5.307b)

を得る．
今，

Xα ” ´pn ˆ dnqα ` p1 ´ cos θqdφnα (5.5.308)

と置くと，

X1 ´
?

´1X2 “ p
?

´1dθ ` sin θdφqe´
?

´1φ, (5.5.309)

dxjpLj
1 ´

?
´1Lj

2q “ ´
?

´1rpX1 ´
?

´1X2q (5.5.310)

より，

C “ cα3 prqdrτα ` r
`

Y prqXα ` W prqϵαβX
β
˘

τα `
g1
g2
Bτ3 (5.5.311)

となる．
次に，Gの構造を決める．まず，

x Ñ x0 : Xα Ñ
1

r
ϵαβx

β, (5.5.312)

dXα “ ´
1

1 ` cos θ
nαΩ2 Ñ 0 (5.5.313)
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より，

dC Ñ
dr

r

`

prY q1ϵαβdx
β ` prW q1dxα

˘

τα `
eF0

g2
dx1 ^ dx2τ3,(5.5.314)

C Ñ
`

cα3dr ` Y prqϵαβdx
β ` W prqdxα

˘

τα (5.5.315)

したがって，

Gpx0q “
dx3

r

`

prY q1ϵαβdx
β ` prW q1dxα

˘

τα

`g2
␣

cα3dx
3 ^

`

´Y dxα ` Wϵαβdx
β
˘

` pY 2 ` W 2qdx1 ^ dx2
(

τ3

`
eF0

g2
dx1 ^ dx2τ3. (5.5.316)

を得る．この表式に対する整合性条件は，

g1Ga
jkg

1´1 “ O1a
bG

b
jk (5.5.317)

より，
cα “ 0 (5.5.318)

となる．対応するGpxqの表式を求めるには，すでに求めたCpxqの表式
からGを計算するのが早い．結果は，

G “ tprY q1τα ` prW q1ϵαβτβu dr ^ Xα

´rpY τα ` Wϵαβτβq
nα

1 ` cos θ
p1 ` eF0qΩ2

`
␣

g2r
2pY 2 ` W 2q ` eF0{g2

(

Ω2τ3 (5.5.319)

この右辺のうち，第 2項以外は，Gpx0qから公式 (5.5.276)により得られ
る．これに対して，第 2項は x Ñ x0でゼロになる．したがって，Gが
(5.5.276)を満たすためには，

eF0 ` 1 “ 0 (5.5.320)

が要求される．これは，S2prq上のHiggsバンドルHの第 1Chern類に対
して，

c1pHq “ 2eF0rΩ2s “ ´2rΩ2s ñ eQm “ ´4π (5.5.321)

となることを意味する．
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以上より，N “ 1に対応する球対称性をもつ場の配位は

Φpxq “ ´
?

´1ϕprqe´, (5.5.322a)

DΦ “ ´
?

´1dϕprqe´ ´
?

´1
g2
2
ϕprqpY prq `

?
´1W prqqp

?
´1dθ ` sin θdφqe´

?
´1φ,

(5.5.322b)

g1B˘ “ ´p˘1 ´ cos θqdφ, (5.5.322c)

g1Br2s “ ´Ω2, (5.5.322d)

g2C˘ “ g2r
`

Y prqXα ` W prqϵαβX
β
˘

τα ` g1B˘τ3, (5.5.322e)

g2G “ g2 tprY q1τα ` prW q1ϵαβτβu dr ^ Xα

`

"

g22r
2pY 2 ` W 2q ´

1

2

*

Ω2τ3 (5.5.322f)

となる．ここで，

Xα ´
?

´1X2 “
`?

´1dθ ` sin θdφ
˘

e´
?

´1φ (5.5.323)

である．
次に，N “ ´1の場合，

DjΦpx0q “ ´Xje´ ´ Yje`, (5.5.324)

X1 “ X2 “ 0, Y1 “ ´
?

´1Y2, Y3 “ 0 (5.5.325)

および

cαγ pτ1q
γ
β “ qδαβ ` pϵαβ ñ c1β ´

?
´1c2β “ pp ´

?
´1qqpδ1β `

?
´1δ2βq

(5.5.326)

より，

DjΦpx0q “ ´δ3j

ˆ

?
´1ϕ1 `

ϕ

2
pg1b ´ g2c

3q

˙

e´ ´ δ3j
g2
2
ϕpc13 ´

?
´1c23qe`

´
g2
2
ϕpp ´

?
´1qqpδ1j `

?
´1δ2j qe` (5.5.327)

を得る.．したがって，(5.5.276)より，

DjΦpxq “ ´nj

ˆ

?
´1ϕ1 `

ϕ

2
pg1b ´ g2c

3q

˙

e´ ´ nj
g2
2
ϕpc13 ´

?
´1c23qe`

´Lj
αpxq

g2
2
ϕpp ´

?
´1qqpδ1α `

?
´1δ2αqe` (5.5.328)
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これをΦpxqより得られる表式と比較して，

g1B ´ g2C
3 “ pg1b ´ g2c

3qdr „ 0, (5.5.329a)

C1 ´
?

´1C2 “ pc13 ´
?

´1c23qdr ` pp ´
?

´1qqdxjpLj
1 `

?
´1Lj

2q

(5.5.329b)

を得る．すなわち，N “ 1の場合の解において，C2 Ñ ´C2と置き換え
たものがN “ ´1の場合のゲージ場の配位となる．すなわち，

C “ cα3 prqdrτα ` rpY prqXα ` W prqpϵXqαqpτ3qαγτγ `
g1
g2
Bτ3 (5.5.330)

となる．N “ 1の場合と同様の議論により，Gpx0qに対する整合性条件よ
り cα3 “ 0となる．これを考慮してGを計算すると

G “ dr ^ tprY q1Xα ` prW q1pϵXqαu pτ3qαβτ
β

´rpY τα ` Wϵαβτβq
pτ3nqα

1 ` cos θ
p1 ´ eF0qΩ2

´
␣

g2r
2pY 2 ` W 2q ´ eF0{g2

(

Ω2τ3 (5.5.331)

この右辺のうち，第 2項以外は，Gpx0qから公式 (5.5.276)により得られ
る．これに対して，第 2項は x Ñ x0でゼロになる．したがって，Gが
(5.5.276)を満たすためには，

eF0 ´ 1 “ 0 (5.5.332)

が要求される．これは，S2prq上のHiggsバンドルHの第 1Chern類に対
して，

c1pHq “ 2eF0rΩ2s “ 2rΩ2s ñ eQm “ 4π (5.5.333)

となることを意味する．
以上より，N “ ´1に対応する球対称性をもつ場の配位は

Φpxq “ ´
?

´1ϕprqe´, (5.5.334a)

DΦ “ ´
?

´1dϕprqe´ ´
?

´1
g2
2
ϕprqpY prq ´

?
´1W prqqp´

?
´1dθ ` sin θdφqe

?
´1φ,

(5.5.334b)

g1B˘ “ p˘1 ´ cos θqdφ, (5.5.334c)

g1Br2s “ Ω2, (5.5.334d)

g2C˘ “ g2r pY prqXα ` W prqpϵXqαq pτ3qαβτβ ` g1B˘τ3, (5.5.334e)

g2G “ g2dr ^ tprY q1Xα ` prW q1pϵXqαu pτ3qαβτ
β

´

"

g22r
2pY 2 ` W 2q `

1

2

*

Ω2τ3 (5.5.334f)
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となる．

C. Cho-Maison dyon

(C.1) 位相的考察 自発的対称性の破れ

Φ Ñ

˜

0

´iv

¸

, (5.5.335a)

SUp2qL ˆ Up1qY Ñ Up1qem (5.5.335b)

の後に残るUp1qゲージ場 Âµが磁荷Qmのモノポールを表すとすると，局
所座標近傍

U˘ “ R3 ´ tp0, 0, zq | z ď 0u (5.5.336)

において，

Â “ Â˘ “
Qm

4π
p˘1 ´ cos θqdφ ñ δÂ “ Â´ ´ Â` “ ´

Qm

2π
dϕ (5.5.337)

とならなければいけない．このUp1qゲージ場は，SUp2q ˆ Up1qY のゲー
ジ場に

Âµ ÞÑ eÂµQ “ eÂµ
Y

2
` eÂµL3 “

g1
2
BµY ` g2C

a
µ

τa
2

;(5.5.338)

g1Bµ “ eÂµ, (5.5.339)

g2C
a
µ “ eÂµδ

a
3 . (5.5.340)

と埋め込まれる．このとき，特性類の一般論より，HiggsバンドルH2の
第１Chern類は

c1pH2q “
i

2π
TrG “

i

2π
TrpF̂Qq “

eQm

8π2
Ω2 “

n

4π
Ω2 ñ

eQm

2π
“ n P Z

(5.5.341)

となる．
なお，Up1q ˆ SUp2qを構造群とする S2上の 2次元複素ベクトル束とし
て，H2の同型類はこの第 1Chern類で完全に分類される．実際，S2 XU˘

はいずれも可縮なので，H2の同型類は S2 XU` XU´　 „ S1における遷
移関数 g´`のホモトピー類と 1対 1に対応する．ところが，このホモト
ピー類は π1pUp1q ˆ SUp2qq “ π1pUp1qq – Z，すなわち c1pH2qと 1対 1に
対応する．
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以上のゲージでは，対応するB場もC場も一個のチャートで正則に表
すことはできない．B場については，ゲージ変換により，この特異性を
回避することはできないが，C場については可能性がある．その方法は，
ベクトル型 Higgsの場合をまねることである．実際，そこでのゲージ場
は今のモデルでのC場と一致するので，ゲージ変換

Urpθq “ exp

ˆ

´i
θ

2
maτ

a

˙

“

˜

cos θ
2

´e´iφ sin θ
2

eiφ sin θ
2

cos θ
2

¸

,(5.5.342)

m “

¨

˚

˝

´ sinφ

cosφ

0

˛

‹

‚

(5.5.343)

を施すことである．このゲージ変換によりHiggs場は次のように変換する：

Φ0 ÞÑ Φ` “ ξ ” iv

˜

e´iφ sinpθ{2q

´ cospθ{2q

¸

, (5.5.344)

この配位は z軸の負の部分で特異となる．したがって，必要なHiggsバン
ドルを自明なC2バンドルに埋め込むことはできない．しかし，この配位
に eiϕを掛ける Up1qY 変換を施すと，

Φ` ÞÑ Φ´ “ iv

˜

sinpθ{2q

´eiφ cospθ{2q

¸

(5.5.345)

となり，南半球の近傍 U´で有界正則な配位を得る．
今，U˘におけるB場として

g1B˘ “ ´p˘1 ´ cos θqdφ (5.5.346)

を考えると，
g1
2

pB´ ´ B`q “ dφ (5.5.347)

より，ΦのUp1qY ゲージ変換と整合的となるので，この場は今注目して
いるHiggsバンドルH2上のUp1q接続を与える．これを用いると，この
配位が表す磁気単極子の磁荷を計算することができる．
まず，S2上の複素 2次元HiggsバンドルをH2と表すと，Φpxqが生成

する複素線束HΦはその部分束に，またそれに直交するHiggsベクトルは
電磁バンドルに対応する複素線束Hemを与える：

H2 “ HΦ ‘ Hem (5.5.348)
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ここで，UY p1qˆSUp2q – Up2qより，H2をUp2q束と見なすと，́ ipg1{2qB

場と´ipg2{2qC場はその接続となるので，Chern-Weil公式より，

c1pH2q “
i

2π
Tr

ˆ

´i
1

2
g1Br2s

˙

“
1

4π
Trp´Ω2q “ ´

1

2π
rΩ2s (5.5.349)

を得る．一方，HΦは明らかに非自明な切断Φpxqをもつので，自明なベ
クトル束となるので，c1pHΦq “ 0．よって，

c1pHemq “ c1pH2q “ ´
1

2π
rΩ2s ô eQm “ ´4π ô n “ ´2 (5.5.350)

を得る．
磁荷がこの値を取るとき，Â`に対応するB場はUrpθqにより変化しな
いが，C場は

g2C “ ´pn ^ dnqaτa “ ´
1

r2
ϵabcx

adxbτ c,

g2G “ ´naτaΩ2 (5.5.351a)

となり，原点を除いて至るところ正則となる．また，Up1qY 変換 eiφによ
り，B場は U´で正則な形に変換される：

B “ B` Ñ B´ (5.5.352)

正符号の磁荷をもつモノポール解も同様にして作られる．そのために
は，ゲージ変換を

U 1
rpθq “ Urpθqτ1 (5.5.353)

と選ぶとよい．このとき，変換後の場の配位は

Φ0 Ñ Φ` “ ´iv

˜

cospθ{2q

eiφ sinpθ{2q

¸

, (5.5.354a)

g1B Ñ p1 ´ cos θqdφ, (5.5.354b)

g2C Ñ ´pn ^ dnqaτa, (5.5.354c)

g2G Ñ naτaΩ2 (5.5.354d)

となる．今度は，Φが U´で正則なチャートに移るには，Up1qY 変換とし
て e´iφを用いないといけない．これは，Higgsバンドルの第１Chern類が

c1pH2q “ `
1

2π
rΩ2s (5.5.355)
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となることを意味するので，eQm “ 4πを得る．
以上はタイプ Iの解について見たが，タイプ IIの非可換モノポール解に
対しても類似の特異点除去が可能で，N “ 1(eQm “ ´4π)のとき，Urpθq

変換により，

Φ` Ñ iϕprq

˜

e´iφ sinpθ{2q

´ cospθ{2q

¸

, (5.5.356a)

g1B` Ñ ´p1 ´ cos θqdφ, (5.5.356b)

g2C
a
` Ñ rW prqdna ´ prZprq ` 1qpn ˆ dnqa, (5.5.356c)

g2G
a Ñ prW q1dr ^ dna ` prZq1dr ^ pdn ˆ nqa

`
␣

prZq2 ` prW q2 ´ 1
(

naΩ2 (5.5.356d)

を得る．同様に，N “ ´1(eQm “ `4π)のとき，

Φ` Ñ ´iϕprq

˜

cospθ{2q

´eiφ sinpθ{2q

¸

, (5.5.357a)

g1B` Ñ p1 ´ cos θqdφ, (5.5.357b)

g2C
a
` Ñ rW prqdna ´ prZprq ` 1qpn ˆ dnqa, (5.5.357c)

g2G
a Ñ prW q1dr ^ dna ` prZq1dr ^ pdn ˆ nqa

`
␣

prZq2 ` prW q2 ´ 1
(

naΩ2 (5.5.357d)

となる．これらの表式で Zprq “ W prq “ 0と置くと，n “ ¯2のタイプ I

磁気単極子解に対する表式が再現される．

(C.2) Dyon Ansatz eQm “ ´4π の磁気単極子解の表式より，その
dyonへの拡張として次の配位を仮定する：

Φ “ ρpr, rqξ, ξ “ i

˜

e´iφ sinpθ{2q

´ cospθ{2q

¸

, (5.5.358a)

g1B “ ´Bpt, rqdt ´ p1 ´ cos θqdφ, (5.5.358b)

g2C
a “ Cpt, rqdtka ` pfpt, rq ´ 1qpk ^ dkqa (5.5.358c)
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ここで

ka ” ξ:τaξ “ ´n, (5.5.359)

k ^ dk “ mdθ ´ l sin θdφ, (5.5.360)

n “

¨

˚

˝

sin θ cosφ

sin θ sinφ

cosθ

˛

‹

‚

. l “

¨

˚

˝

cos θ cosφ

cos θ sinφ

sin θ

˛

‹

‚

, m “

¨

˚

˝

´ sinφ

cosφ

0

˛

‹

‚

.(5.5.361)

なお，

n ¨ τ “

˜

cos θ e´iφ sin θ

eiφ sin θ ´ cos θ

¸

, (5.5.362a)

l ¨ τ “

˜

´ sin θ e´iφ cos θ

eiφ cos θ sin θ

¸

, (5.5.362b)

m ¨ τ “

˜

0 ´ie´iφ

´eiφ 0

¸

(5.5.362c)

(C.3) 場の方程式 このAnsatzのもとでは

DΦ “

"ˆ

9ρ ´
i

2
pC ´ Bqρ

˙

dt ` ρ1dr

*

ξ

`
1

2
fρ pidθ ` sin θdφq ξ1, (5.5.363a)

∇ ¨ DΦ “

"

´:ρ `
i

2
pC ´ Bq 9ρ `

i

2
p 9C ´ 9Bqρ ` ρ2 `

2

r
ρ1 ´

fρ

4r2

*

ξ

`
fρ

2r2
cot θξ1 ´ i

ρf

2r2 sin θ

˜

e´iφ cospθ{2q

0

¸

, (5.5.363b)

A ¨ DΦ “ ´

"

C ´ B

2

ˆ

9ρ ´
i

2
pC ´ Bqρ

˙

` i
ρfp2f ´ 3q

4r2

*

ξ

´
ρf

4r2 cospθ{2q

˜

0

1

¸

(5.5.363c)

より，

D ¨ DΦ “

!

´ :ρ ` ipC ´ Bq 9ρ `
i

2
p 9C ´ 9Bqρ

`ρ2 `
2

r
ρ1 ´

f 2

2r2
ρ `

1

4
pC ´ Bq2ρ

)

ξ. (5.5.364)
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ここで，

ξ1 “

˜

e´iφcospθq

sinpθq

¸

(5.5.365)

また，

g1dB “ B1dt ^ dr ´ sin θdθ ^ dφ, (5.5.366a)

g1∇ ¨ dB “ ´

ˆ

B2 `
2

r
B1

˙

dt ´ 9B1dr, (5.5.366b)

p1q

J “
g1ρ

2

2
pC ´ Bqdt (5.5.366c)

および

g2G “ dt ^

!

´C 1kdr ` pfCl ` 9fmqdθ ` pfCm ´ 9flq sin θdφ
)

`f 1dr ^ pmdθ ´ l sin θdφq ´ pf 2 ´ 1qk sin θdθ ^ dφ,(5.5.367a)

g2D ¨ G “

ˆ

C2 `
2

r
C 1 ´

2f 2

r2
C

˙

kdt ` 9C 1kdr

`

"ˆ

´ :f ` f2 ` fC2 ´
fpf 2 ´ 1q

r2

˙

m ´ 2pC 9f ` f 9Cql

*

dθ

`

"ˆ

:fC2 ´ f2 `
fpf 2 ´ 1q

r2

˙

l ´ p2C 9f ` f 9Cqm

*

sin θdφ

(5.5.367b)
p2q

J “ g2ρ
2

"

pC “ Bqkdt `
1

2
fpmdθ ´ l sin θdϕq

*

(5.5.367c)

が成り立つ．
これらの表式より，場の方程式は

9B1 “ 9C 1 “ 0, Btpρ
2pC ´ Bqq “ 0, (5.5.368a)

Btpf
2Cq “ 0, :f “ 0, (5.5.368b)

´:ρ ` ρ2 `
2

r
ρ1 ´

f 2

2r2
C `

pC ´ Bq2

4
ρ “ λpρ2 ´ v2qρ,(5.5.368c)

B2 `
2

r
B1 “

g21
2
ρ2pB ´ Cq, (5.5.368d)

C2 `
2

r
C ´

2f 2

r2
C “

g22
2
ρ2pC ´ Bq, (5.5.368e)

f2 ´
f 2 ´ 1

r2
f “

ˆ

g22
2
ρ2 ´ C2

˙

f. (5.5.368f)
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で与えられる．
特に，静的配位に対して，

ρ2 `
2

r
ρ1 ´

f 2

2r2
C `

pC ´ Bq2

4
ρ “ λpρ2 ´ v2qρ, (5.5.369a)

B2 `
2

r
B1 “

g21
2
ρ2pB ´ Cq, (5.5.369b)

C2 `
2

r
C ´

2f 2

r2
C “

g22
2
ρ2pC ´ Bq, (5.5.369c)

f2 ´
f 2 ´ 1

r2
f “

ˆ

g22
2
ρ2 ´ C2

˙

f. (5.5.369d)
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6 超重力理論
Last update: 2023 年 10 月 17 日

6.1 4次元N “ 1大域的超対称理論

記法

1. 基本スピノール場はすべてマヨラナで反可換：

χC ” B´1χ˚ “ χ ñ PRχ “ pPLχqC . (6.1.1)

TB “ B, BB˚ “ 1, (6.1.2a)

BγaB
´1 “ `γ˚

a , Bγ5B
´1 “ ´γ˚

5 . (6.1.2b)

2. 荷電共役変換：マヨラナスピノール χに対し，

C “ iBγ0 ñ χ̄ “ TχC “ χ:piγ0q. (6.1.3)

TC “ ´C, C˚ “ ´C´1, (6.1.4a)

CγaC
´1 “ ´ Tγa, Cγ5C

´1 “ ` Tγ5. (6.1.4b)

スピノール双一次式の対称性 α, βを４次元Majoranaスピノールとする
とき，

ᾱβ “ `β̄α, ᾱγaβ “ ´β̄γaα, ᾱγabβ “ ´β̄γabα, ᾱγabcβ “ β̄γabcα,(6.1.5a)

ᾱγ˚β “ `β̄γ˚α, ᾱγaγ˚β “ `β̄γaγ˚α, ᾱγabγ˚β “ ´β̄γabγ˚α,

ᾱγabcγ˚β “ ´β̄γabcγ˚α, (6.1.5b)

ᾱ˚PL{Rβ “ β̄PL{Rα; PL{R “
1

2
p1 ¯ γ˚q, (6.1.5c)

pᾱ γrnsβq: “ pᾱ γrnsβq, pᾱ γrnsγ˚βq: “ ´pᾱ γrnsγ˚βq pn “ 0, 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ q.(6.1.5d)

大域的超対称変換 （古典）交換関係

tQα, Q̄
βu “ ´

1

2
pγaqα

βpiP aq; iPa “ Ba, P
:
a “ Pa (6.1.6)

ô rϵ̄1Q, ϵ̄2Qs “ ´
1

2
pϵ̄1γaϵ2qpiP aq. (6.1.7)
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より，ϵをGrassmann-oddな定数スピノールとして，場の無限小超対称
変換を古典正準変換

δX̂ “ δpϵ̄QqX “ δϵpQqX “ tϵ̄Q, X̂uPB (6.1.8)

により定義すると，古典場に対して

rδ1, δ2sX “ ´
1

2
pϵ̄1γ

aϵ2qDaX. (6.1.9)

Fierz恒等式 次元Dが偶数のとき n “ D, 奇数のとき n “ pD ´ 1q{2，
N “ 2rD{2sとして，

pψ̄1ψ2qpψ̄3ψ4q “ ´
1

N

n
ÿ

I“0

p´1qIpI´1q{2

I!
pψ̄1ΓrIsψ4qpψ̄3Γ

rIsψ2q (6.1.10)

例えば，４次元では

ψ4pψ̄1ψ2q “ ´
1

4
ψ2pψ̄1ψ4q

´
1

4
γaψ2pψ̄1γ

aψ4q

`
1

8
γabψ2pψ̄1γ

abψ4q

`
1

4
γ5γaψ2pψ̄1γ5γ

aψ4q

´
1

4
γ5ψ2pψ̄2γ5ψ4q. (6.1.11)

特に，χ1, χ2, ϵがマヨラナスピノールの時，

2χp1pϵ̄PLχ2qq “ ´PLϵpχ̄1PLχ2q, (6.1.12)

χr1pϵ̄PLχ2sq “ ´
1

8
PLγabϵpχ̄1PLγ

abχ2q. (6.1.13)

318 目次へ



目次へ

6.1.1 Chiral multiplet

6.1.1.1 １成分系

超対称変換 １成分系のカイラル超組は２個の複素スカラ場Z, F および
１個のマヨラナスピール χの組 pZ, χ, F qで，その超対称変換は

δZ “
1

?
2
ϵ̄PLχ, (6.1.14a)

δPLχ “
1

?
2
PLp{BZ ` F qϵ, (6.1.14b)

δF “
1

?
2
ϵ̄PR{Bχ. (6.1.14c)

ここで，第１式はχの定義で，第２式と第３式の構造は，交換関係 (6.1.9)

より完全に決まる．
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作用積分の運動項 スカラ場Zとスピノール場の作用積分を標準的なもの

S0 “

ż

d4x

„

´BZ̄ ¨ BZ ´
1

2
χ̄{Bχ

ȷ

(6.1.15)

に取ると，その超対称変換は

δS0 “

ż

d4x
“

´FδF̄ ´ F̄ δF
‰

(6.1.16)

となる．よって，

SK,chiral “

ż

d4x
“

´BZ̄ ¨ BZ ´ χ̄PL{Bχ ` F̄F
‰

(6.1.17)

が超対称性をもつ作用積分となる．

複合カイラル超組とそのF項 ２組のカイラル超組 pZ1, χ1, F1q, pZ2, χ2, F2q

に対して，aZ1 ` bZ2(a, bは定数）および Z1Z2を最低次元のスカラ場と
するカイラル超組が一意的に存在し，それぞれ

Z “ aZ1 ` bZ2, χ “ aχ1 ` bχ2, F “ aF1 ` bF2, (6.1.18)

Z “ Z1Z2, χ “ Z2χ1 ` Z1χ2, F “ F1Z2 ` F2Z1 ´ χ̄1PLχ2(6.1.19)

で与えられる．これより，特に，任意の正則関数W pZqに対し，それを
最低次元のスカラ場とするカイラル超組が一意的に存在し，

ZpW q “ W pZq, χpW q “ W 1pZqχ, rW pZqsF ” F pW q “ W 1F´
1

2
W 2χ̄PLχ

(6.1.20)

で与えられる．一般に，F 項の超対称変換は全微分項となるので，その共
形次数が 4ならば，その 4次元積分は超対称な作用積分を与える．特に，
W pZqの共形次数が 3なら，rW pZqsF は超対称な相互作用項を与える．
【演習問題 6.1】 　 (6.1.19)および (6.1.20)を証明せよ． l
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相互作用項（F 項） 相互作用項として

LI,chiral “ ´V pZ, Z̄q ` Mχ̄PLχ ` M̄χ̄PRχ (6.1.21)

を仮定すると，超対称性が成り立つ条件は

BZV “ 2MF, BFV “ gpZq, BZg “ 2M (6.1.22)

となる．これより，M “ ´W 2pZq{2とおくと，

LI,chiral “ ´
1

2
W 2χ̄PLχ ` W 1F. (6.1.23)

が得られる．これは，ちょうど，W pZqから生成されるカイラル超組のF

項と一致する．
カイラル超組に対する超対称な全作用積分は

Schiral,0 “

ż

d4x

„

´BZ̄ ¨ BZ ´ χ̄{BPLχ ` F̄F `

ˆ

´
1

2
W 2χ̄PLχ ` W 1F ` h.c.

˙ȷ

(6.1.24)

で与えられる．F に対する変分方程式は

F “ ´W̄ 1, F̄ “ ´W 1 (6.1.25)

となるので，F を消去すると，

S 1
chiral,0 “

ż

d4x

„

´BZ̄ ¨ BZ ´ VF ´ χ̄{BPLχ ´
1

2

`

W 2χ̄PLχ ` W̄ 2χ̄PRχ
˘

ȷ

(6.1.26)

を得る．ここで，
VF “ |W 1pZq|2. (6.1.27)

321 目次へ



目次へ

6.1.1.2 多成分化

複数のカイラル超組が存在する系 pZj, χj, F jqに対して，運動項が標準
的で運動項での異なる組の間の混合がない場合には，超対称な作用積分
の運動項は単に各超組に対する運動項の和で与えられる．また，相互作
用は，超ポテンシャルW pZ1, ¨ ¨ ¨ , Znqに対するF 項より得られる．した
がって，この場合の作用積分は，

Schiral “

ż

d4x
“

δjk
`

´BZ̄j ¨ BZk ´ χ̄j{BPLχ
k ` F̄ jF k

˘

´
1

2
Wjkχ̄

jPLχ
k ` WjF

j ` h.c.

ȷ

(6.1.28)

で与えられる．ここで，Wj “ BW {BZj,Wjk “ B2W {BZjBZkである．
しかし，運動項の係数がスカラ場 Zに依存する一般の場合には，いく
つかの補正が必要となる
【定理 6.2 (一般的なカイラル超組系に対する超対称作用積分)】 　 時
空微分について高々２階の最も一般的なカイラル超組系 pZj, χj, F jqに対
する超対称ラグランジアンは，次式で与えられる：

Lchiral “ ´gjk̄BZj ¨ BZ̄k ´
1

2
gjk̄

`

χ̄k {DPLχ
j ` χ̄k {DPRχ

j
˘

`gjk̄

ˆ

F j ´
1

2
Γjlmχ̄

lPLχ
m

˙ˆ

F k ´
1

2
Γk̄l̄m̄χ̄

lPRχ
m

˙

`
1

4
Rjkl̄m̄pχ̄jPLχ

kqpχ̄lPRχ
mq

`F jWj ` F jWj ´
1

2
Wjkχ̄

jPLχ
k ´

1

2
Wjkχ̄

jPRχ
k.(6.1.29)

ここで，gjk̄ は Kähler計量，Γjlm,Γ
j̄

l̄m̄
は対応する Levi-Civita接続係数，

Rjkl̄m̄は曲率テンソル，Dχ
jは

DµPLχ
j “ PL

`

Bµχ
j ` BµZ

lΓjlkχ
k
˘

, DµPRχ
j “ PR

´

Bµχ
j ` BµZ̄

lΓj̄
l̄k̄
χk
¯

,

(6.1.30)

により定義される共変微分，W pZqは超ポテンシャル，Wj “ BW {BZj,Wjk “

B2W {BZjBZkである． l
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Proof.

L0 “ ´KjkBZj ¨ BZk ´ pKjkq˚BZ̄j ¨ BZ̄k ´ Kjk̄BZj ¨ BZ̄k

´
1

2
gjk̄χ̄

k {DPLχ
j ´

1

2
pgjk̄q˚χ̄k {DPRχ

j

`Ljk̄pF j ´ χ̄lBj
lmχ

mqpF̄ j ´ χ̄lpBj
lmq˚χmq

`χ4項 (6.1.31)

ここで，
DµPLχ

j “ PL
`

Bµχ
j ` BµZ

lΓjlkχ
k
˘

, (6.1.32)

ΓjlkpZ, Z̄qは，Z座標変換χj Ñ χ1j “ pBZ 1j{BZkqχkに対して，D1
µPLχ

1j “

pBZ 1j{BZkqDµPLχ
kが成り立つスカラ多様体上の適当な接続係数である．

Kjk̄pZ, Z̄qとLjk̄pZ, Z̄qはエルミート行列に値を取る関数．また，gjk̄pZ, Z̄q

はエルミート行列としてよい，実際，gjk̄を gjk̄ “ hjk̄ ` ajk̄とエルミート
部分 hjk̄と反エルミート部分 ajk̄の和として表すと，部分積分により，ajk̄
に比例した部分は

hlm̄pgnm̄Γnjk ` Bjakm̄q Ñ Γljk (6.1.33)

の置き換えにより，Γljkに吸収できる．以下，gjk̄はエルミート行列とする．
このラグランジアンの超対称変換のうち，（適当な部分積分により）

B2ZPLχおよび BZ2PLχに比例する項は

´
1

?
2

BlKjkBZj ¨ BZkpϵ̄PLχ
lq (6.1.34)

のみなので，BlKjk “ 0を得る．すなわち，Kjk “ KjkpZ̄qは反正則関数
でないといけない．したがって，理論が複素スカラ場が値を取る複素多
様体の正則座標変換 Zj Ñ Z 1j “ Z 1ipZqに対して共変的となることを要
求するとKjk “ 0となる．
次に B2ZPRχおよび BZ2PRχに比例する項は,

1

2
?

2

”

2
`

Kjk̄ ´ gjk̄
˘

B2Zj

`
`

´2Bl̄Kjk ` 2BjKkl̄ ´ gml̄Γ
m
jk ´ Bjgkl̄

˘

BZj ¨ BZk
ı

pϵ̄PRχ
lq

´
1

2
?

2
Bkgjl̄BµZ

jBνZ
kpϵ̄γµνPRχ

lq (6.1.35)

323 目次へ



目次へ

これより，

Kjk̄ “ gjk̄, (6.1.36a)

Bj̄glk̄ ´ Bk̄glj̄ “ 0, (6.1.36b)

0 “ 2Bl̄Kjk “ Bpjgkql̄ ´ gml̄Γ
m
pjkq. (6.1.36c)

この第２式はエルミート計量 gjk̄に対するKähler条件となっており，こ
れより gjk̄は実関数KpZ, Z̄qを用いて，

gjk̄ “ Kjk̄ “ BjBk̄K. (6.1.37)

すなわち，計量 gjk̄ は Kähler計量となる．さらに，第３式より，Γmjk “

Γmjkpgqとなる．
次に，F̄BPLχに比例した項を取り出すと，

1
?

2
pLjk̄ ´ gjk̄qϵ̄PRBχjF̄ k “ 0 ñ Ljk̄ “ gjk̄. (6.1.38)

F jF kに比例した部分より

1
?

2
F jF k

”

`

Blgjk̄χ̄
lPLϵ ´ 2gnk̄χ̄

lPLB
n
ljPLϵ

˘

`
`

Bl̄gjk̄χ̄
lPRϵ ´ 2gnk̄χ̄

lPLpBn
ljq

˚PRϵ
˘

ı

“ 0 (6.1.39)

よって，

Blgjk̄ “ 2gmk̄B
m
lj ô Bm

jk “
1

2
Γmjkpgq. (6.1.40)

最後に，Fχ3の係数より，χ4項の構造が決まる． Q.E.D.
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6.1.2 実超組とベクトル超組

D項 実超組 pC, ζ,H, Bµ, λ,Dqは３個の複素スカラ C,H, D，２個のマ
ヨラナスピノール ζ, λおよび実ベクトル場Bµからなり，超対称変換に対
して次のように変換する：

δC “
1

2
iϵ̄γ5ζ, (6.1.41a)

δPLζ “
1

2
PLpiH ´ {B ´ i{BCqϵ, (6.1.41b)

δH “ ´iϵ̄PRpλ ` {Bζq, (6.1.41c)

δBµ “ ´
1

2
ϵ̄pγµλ ` Bµζq, (6.1.41d)

δλ “
1

2
pγµνBµBν ` iγ5Dq ϵ, (6.1.41e)

δD “
1

2
iϵγ5γ

µBµλ. (6.1.41f)

C から出発して，第１式を ζ の定義とし，新たに登場するスピノール場
が１個のみであることを要求すると，超対称性代数より，この変換則が
一意的に導かれる．
１個以上の超組の成分から作られる複合スカラを C として用いると、

D 成分は超対称変換が全微分となるので，超対称なラグランジアンを
与える．例えば，KpZ, Z̄qを複素スカラ場の組 pZjqの実関数とすると，
rp1{2qKpZ, Z̄qsD ` rW pZqsF がちょうど定理 6.2 を与える:

Lchiral “
1

2
rKpZ, Z̄qsD ` rW pZqsF . (6.1.42)

325 目次へ



目次へ

ゲージ超組 つぎに，pZ, χ, F qをカイラル超組として，C “ ImZに対応
する実超組を構成すると

pC, ζ,H, Bµ, λ,Dq “

ˆ

ImZ,´
1

?
2
χ, iF, BµReZ, 0, 0

˙

(6.1.43)

となる．これより，任意の実超組 pC, ζ,H, Bµ, λ,Dqとカイラル超組 pZ, χ, F q

に対して，
ˆ

C ` ImZ, ζ ´
1

?
2
χ,H ` iF,Bµ ` BµReZ, λ,D

˙

(6.1.44)

は再び実超組として変換する．そこで、実超組 pC, ζ,H, Bµ, λ,Dqをゲー
ジ場を表す超組、カイラル超組 pZ, χ, F qから今構成した実超組を一般化
されたゲージパラメータと見なし、理論が拡張されたゲージ変換 (6.1.44)

となることを要求する。すると、明らかに、C, ζ,Hはラグランジアンに
現れない。残りの場Bµ, λ,Dのうち、Bµの超対称変換は閉じないが、余
分な項´p1{2qϵ̄Bµζ “ ´Bµpp1{2qϵ̄ζqは、Bµに対するゲージ変換と見なせ
る。したがって、次の超対称変換を受ける場の組 pAµ, λ,Dqをゲージ場を
表す超組と定義することができる：

δAµ “ ´
1

2
ϵ̄γµλ, δλ “

1

2
pγµνBµAν ` iγ5Dqϵ, δD “ ´

1

2
iϵ̄γ5{Bλ.

(6.1.45)

この超組は（Wess-Zuminoゲージでの）ゲージ超組と呼ばれる．ただし、
これらの場の超対称変換の代数は、標準的なものからゲージ変換分だけ
ずれる：

rδpϵ̄1Qq, δpϵ̄2QqsAAµ “ ´
1

2
ϵ̄1γ

νϵ2F
A
µν , (6.1.46a)

rδpϵ̄1Qq, δpϵ̄2QqsλA “ ´
1

2
ϵ̄1γ

νϵ2Dνλ
A, (6.1.46b)

rδpϵ̄1Qq, δpϵ̄2QqsDA “ ´
1

2
ϵ̄1γ

νϵ2DνD
A. (6.1.46c)

複数のゲージ超組 pAAµ , λ
A, DAqの直和は，可換ゲージ場を含むヘリシ

ティp1, 1{2qの超組を表現し，超対称ラグランジアンは

Lvector,0 “ ´
1

2
FA ¨ FA ´

1

2
λ̄A{BλA `

1

2
DADA (6.1.47)

で与えられることが容易に示される．
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非可換ゲージ超組 非可換ゲージ場に対応するゲージ超組 pAAµ , λ
A, DAq

に対して，超対称な理論を構成するには，まず，超対称変換をゲージ変
換と可換な形

δAAµ “ ´
1

2
ϵ̄γµλ

A, (6.1.48a)

δλA “
1

4
pγµνFA

µν ` 2iγ5D
Aqϵ, (6.1.48b)

δDA “ ´
1

2
iϵ̄γ5 {DλA. (6.1.48c)

に修正する必要がある．ここで，

DλA “ dλA ` fABCA
BλC , (6.1.49a)

FA
µν “ BµA

A ´ BνA
A ` fABCA

B
µA

C
ν (6.1.49b)

である．この変更のもとで，正則関数NABpZq “ NBApZqと λAから作ら
れる複合スカラ場NABλ̄

APLλ
Bが生成するカイラル超組を作ると次式を

得る：

ZpN q “ ´
1

4
NABλ̄

APLλ
B, (6.1.50a)

PLχpN q “
1

2
?

2
NAB

´

{F´A
´ iDA

¯

PLλ
B ´

1

4
NABjPLχ

jλ̄APLλ
B,(6.1.50b)

F pN q “
1

4
NAB

`

´2λ̄APL {DλB ´ 2F´A ¨ F´B ` DADB
˘

`
1

2
?

2
NABjχ̄

j
´

´ {F´A
` iDA

¯

PLλ
B ´

1

4
NABjF

jλ̄APLλ
B

`
1

8
NABjkχ̄

jPLχ
kλ̄APLλ

B. (6.1.50c)

ここで，F´
µν “ pFµν ` iF̃µνq{2, {F “ p1{2qγµνFµν , F

A ¨FB “ p1{2qFµνF
µν

である．これより，F 項

Lgauge “
“

NABλ̄
APLλ

B
‰

F
` hc (6.1.51)

が，ゲージ結合係数がカイラル場に依存する一般的の場合に対して，ゲー
ジ場の超対称ラグランジュ密度関数を与える．
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6.1.3 超場による記述

θαを定数のGrassmann Majoranaスピノールとするとき，E3,1上の関
数を係数として θから生成される代数の元

Φpx, θq “ ϕ0pxq ` θαχαpxq ` θαθβϕαβpxq ` ¨ ¨ ¨ ` θ1θ2θ3θ4ϕ4pxq (6.1.52)

は形式的に，xµと θαの関数と見なすことができる．Φpx, θqは超場 (su-

perfield)と呼ばれる．

超空間における並進変換としての超対称変換 4個の生成元をもつ実外積
代数を RB，その偶成分と奇成分への分解を RB “ RB0 ` RB1と表記す
るとき，

RS4,1 ” RB4,4 “ pRB0q
4 ˆ pRB1q4 (6.1.53)

を４次元におけるN “ 1の超空間と呼ぶ．xµは RB0に，θαは RB1に値
を取るとすると，超場は RS4,1から CBに 値を取る関数と見なすことが
できる．
いま，超空間におけるGrassmannスピノール ϵをパラメータとする無
限小変換 δpϵqを

xµ Ñ x1µ “ xµ `
1

4
ϵ̄γµθ, (6.1.54a)

θ Ñ θ1 “ θ ´ ϵ (6.1.54b)

により定義すると，対応する超場の変換は

δΦ “ ϵ̄QΦ, (6.1.55)

Qα “

Ñ

B

Bθ̄α
´

1

4
pγµθqα

B

Bxµ
(6.1.56)

と表される．ここで，
Ñ

B

Bθ̄α
“ pC´1qα

β

Ñ

B

Bθβ
(6.1.57)

Qαは，超対称変換と同じ交換関係

tQα,Qβu “
1

2
pγµC´1qαβ

B

Bxµ
. (6.1.58)

を満たす．したがって，この変換を超場の成分場で表せば，成分場の組
が作る超組への超対称変換の表現が得られる．

328 目次へ



目次へ

ベクトル超場 例えば，Φを任意の複素超場として，Lorentz不変性を考
慮して超場を θで展開し，スピノール２次形式の対称性とFierz恒等式か
ら得られる関係式

pθ̄γ˚θqθ̄ “ ´pθ̄θqθ̄γ˚, (6.1.59a)

pθ̄γ˚γµθqθ̄ “ ´pθ̄θqθ̄γ˚γµ (6.1.59b)

を考慮すると，一般に，

Φ “ Cpxq `
i

2
γ̄˚θζ ´

1

8
θ̄pPLHL ` PRHRqθ ´

i

8
θ̄γ˚γ

µθBµ

´
i

8
pθ̄θqθ̄γ˚

ˆ

λ `
1

2
{Bζ

˙

`
1

32
θ̄PLθθ̄PRθ

ˆ

D `
1

2
lC

˙

(6.1.60)

が得られる． こレにより定義され複素成分場 pC, ζ,HL,HR, Bµ, λ,Dqに
より上記の変換を表すと，

δC “
i

2
ϵ̄γ˚ζ, (6.1.61a)

δζ “
i

2
pHLPL ` HRPRqϵ ´

1

2
p {B ` iγ˚{BCqϵ, (6.1.61b)

δHL “ ´iϵ̄PRpλ ` {Bζq, (6.1.61c)

δHR “ iϵ̄PLpλ ` {Bζq, (6.1.61d)

δBµ “ ´
1

2
ϵ̄pγµλ ` Bµζq, (6.1.61e)

δλ “
1

2
piDγ˚ ` γµνBµBνq ϵ, (6.1.61f)

δD “
i

2
ϵ̄γ˚{Bλ. (6.1.61g)

これより，C が実場であることを要請すると，超対称変換との整合性よ
り，HR “ H˚

L, Bµ, Dが実場，ζと λがMajorana場であることが必要と
なり，実超組が得られる．
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カイラル超場 次に，超空間のベクトル場Dαを

Dα “

Ñ

B

Bθ̄α
`

1

4
pγµθqα

B

Bxµ
(6.1.62)

により定義すると，

tDα,Dβu “ ´
1

2
pγµC´1qαβ

B

Bxµ
. (6.1.63)

tDα,Qβu “ 0 (6.1.64)

が成り立つ．これより，超場に対するカイラリティ条件

PRDΦ “ 0 (6.1.65)

は，超対称変換で保存される．新しい偶座標系を

xµ` ” xµ `
1

8
θ̄γ˚γ

µθ (6.1.66)

により導入し，超場を xµ`と θを用いて

Φ “ Φ̃px`, θq (6.1.67)

と表すと，カイラリティ条件は

PR
BΦ̃

Bθ̄

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x`“const

“ 0 (6.1.68)

となる．この条件は，Φ̃を x`を固定して θで展開したとき，PLθのみが
現れることと同等である．したがって，Φ̃は

Φ̃px`, θq “ Zpx`q `
1

?
2
θ̄PLχpx`q `

1

4
θ̄PLθF px`q (6.1.69)

と，pZ, χ, F qにより表される．この表式を展開して，x, θで表すと，

C “ Z, ζ “ ´i
?

2PLχ, HL “ ´2F, HR “ 0, Bµ “ iBµZ, λ “ 0, D “ 0

(6.1.70)

が得られる．この対応により，pZ, χ, F qの超対称変換に対する変換則を求
めると，標準的なカイラル超組の変換則と一致することが確かめられる．
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ベクトル型カイラル超場とゲージ超組 ゲージ超組 pBµ, λ,Dqは，次の
ベクトル超場と対応する：

V “ ´
i

8
θ̄γ˚γ

µθBµpxq ´
i

8
pθ̄θqpθ̄γ˚λpxqq `

1

64
pθ̄θq2Dpxq

“ ´
i

8
θ̄γ˚γ

µθBµpx`q ´
i

8
pθ̄θqpθ̄γ˚λpx`qq `

1

64
pθ̄θq2pDpx`q ` iB ¨ Bpx`qq.

(6.1.71)

この超場より，新しい超場Wαを

Wα ” 4D̄PRDPLDαV (6.1.72)

により定義すると，Wαは自動的にカイラルな超場となる：

PRDWα “ 0. (6.1.73)

具体的に計算すると，

W “ ´iPLλpx`q `
1

2
pDpx`q ´ iγµνBµBνpx`qqPLθ ´

i

4
PL{Bλpx`qpθ̄PLθq.

(6.1.74)

この超場の超対称変換

δWα “ ϵ̄QWα “ ϵ̄β

˜ Ñ

B

Bθ̄β
´ 1

2
pPRγ

µθqβ
B

Bxµ`

¸

Wα (6.1.75)

を計算すると，ゲージ超場の正しい変換則が得られる．また，ゲージ超組
に対するLagrange密度は，カイラル超場NABW̄

AWBのF 項と一致する:

Lgauge “
“

NABW̄
AWB

‰

F
` hc. (6.1.76)
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6.1.4 ゲージ理論の一般論の復習

Check: 2020/10/7

Source: RM20201008 LTG

変換群と無限小変換 群 Gの多様体 X への左作用 Φg が与えられたと
する：

G Q g ÞÑ Φg P DiffpXq : Φg1g2pxq “ pΦg1˝Φg2qpxq “ Φg1pΦg2pxqq.

(6.1.77)

これより、Gの単位元 eにおける接空間 TepGqからX上のベクトル場の
集合 X́pXqへの線形写像が定まる．いま，TepGq Q Ae, Beに対し，Apeq “

Ae, Bpeq “ BeとなるG上の左不変ベクトル場A,Bの間の X́pXqの交換
子 rA,Bsを用いて，rAe, Bes “ rA,Bseにより交換子を定義すると，TepGq

は左不変ベクトル場の全体L pGqと同型な Lie代数となる．この同型対
応により両者を同一視すると，Gのリー代数L pGqから X́pXqへの線形
写像

L pGq Ñ X́pXq : A ÞÑ VA “ V pAq, VA “
d

dt
ΦexpptAqpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

” δAx.

(6.1.78)

に対して、次の関係式が成り立つ：

rA,Bs ÞÑ VrA,Bs “ ´rVA, VBs. (6.1.79)

つぎに、ϕ : X Ñ Lを内部自由度を表す線形空間 Lに値を取る関数 ϕ P

FpXq b L、ρをGの L上の表現として、Gの ϕへの作用 Tgを

Tgϕ “ ρpgq´1Φ˚
gϕ (6.1.80)

により定義すると，ϕの空間へのGの右作用が得られる．このとき、ϕの
無限小変換 δAϕ ” δpAqϕが

A P L pGq ÞÑ δAϕ “ pĹVA ´ pdρq˚pAqqϕ (6.1.81)

により定義される。さらに、これを用いて、ϕの汎関数 F pϕqの無限小変
換を

δAF pϕq “ pδAϕqi ¨
δF

δϕi
(6.1.82)

により定義すると、

rA,Bs ÞÑ δprA,Bsq “ rδpAq, δpBqs (6.1.83)

が成り立つ。
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内部対称性に対するゲージ場 系の内部対称性の作る代数をL とする；

L “ xTAy ; rTA, TBs “ TCf
C
AB. (6.1.84)

このとき、L に値を取るゲージ場

A “ Aµdx
µ “ TAA

A
µdx

µ (6.1.85)

のゲージ変換は、λ “ λATAを変換パラメータとして、

δpλqAµ “ Dµλ ” Bµλ ` rAµ, λs

ô δpλqAAµ “ Dµλ
A “ Bµλ

A ` fABCA
B
µ λ

C (6.1.86)

で与えられる。また、場 ϕの共変微分が

δpλqϕ “ ´dρpλqϕ ÞÑ Dµϕ “ pBµ ` dρpAµqqϕ (6.1.87)

により定義される。この共変微分はゲージ変換に対して、

δpλqDµϕ “ ´dρpλqDµϕ (6.1.88)

と変換する。また、

rDµ, Dνsϕ “ dρpRµνqϕ “ ´δpRµνqϕ (6.1.89)

が成り立つ。ここで、

R “
1

2
Rµνdx

µ ^ dxν , Rµν “ TARµν
A (6.1.90)

は曲率テンソルで、

R “ dA `
1

2
rA ,A s, (6.1.91a)

Rµν “ BµAν ´ BνAµ ` rAµ,Aνs, (6.1.91b)

Rµν
A “ BµA

A
ν ´ BνA

A
µ ` fABCA

B
µA

C
ν (6.1.91c)

により定義される。曲率テンソルは、ゲージ変換に対して次のように変
換する：

δpλqR “ ´rλ,Rs. (6.1.92)

また、次のBianchi恒等式を満たす：

DR ” dR ` rA ,Rs “ 0. (6.1.93)
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6.1.5 カイラル超対称理論のゲージ化

前節で求めたゲージ場に対する超対称理論では，カイラル超組は中性
でゲージ変換を受けない．この部分を修正して，ゲージ場のカイラルセ
クターへの結合を与える操作をゲージ化 (gauging)と呼ぶ．
ゲージ化を行うには，まず，ゲージ群をスカラ多様体 pM , gqの等長変
換群へ埋め込む必要がある．この埋込は，ゲージ群のリー代数の基底を
tAに対して，次の条件を満たす pM , gqのKillingベクトルを対応させる
ことにより指定される：

tA ÞÑ kA : rtA, tBs “ tCf
C
AB ÞÑ rkA, kBs “ kCf

C
AB. (6.1.94)

カイラル超組の運動項に現れる計量はKähler計量となるので，kAは正則
Killingベクトルでないといけない．この対応により，無限小ゲージ変換
θApxqtAに対して，スカラ場，スピノール場，ゲージ場は次のように変換
する：

δgZ
j “ θAkjApZq, (6.1.95a)

δgPLχ
j “ θABkk

j
ApZqPLχ

k, (6.1.95b)

δgλ
A “ ´θCfACBλ

B, (6.1.95c)

δgA
A
µ “ Bµθ

A ` fABCA
B
µ θ

C (6.1.95d)

これに対応して，共変微分を

DµZ
j “ BµZ

j ´ AAµk
j
A, (6.1.96a)

DµPLχ
j “ BµPLχ

j ` DµZ
lγjlkPLχ

k ´ AAµ Bkk
j
APLχ

k, (6.1.96b)

Dµλ
A “ Bµλ ` ACµ f

A
CBλ

B, (6.1.96c)

DµfAB “ BµfAB ´ 2ACµ f
D
CpAfBqD (6.1.96d)

により定義する．この定義の元で，ゲージ変換と可換なカイラル超組の
超対称変換は

δZj “
1

?
2
ϵ̄PLχ

j, (6.1.97a)

δPLχ
j “

1
?

2
p {DZj ` F jqϵ, (6.1.97b)

δF j “
1

?
2
ϵ̄
`

{DPLχ
j ` PRλ

AkjA
˘

(6.1.97c)

となる．ベクトル超組の変換は (6.1.48)のままで変更はない．
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この修正された超対称変換を用いてKpZ, Z̄q{2に対するD項，W pZq

および p´1{4qfABpZqλ̄APLλ
Bに対するF 項を計算することによりゲージ

化されたカイラル超組と（非可換）ゲージ超組の系に対するゲージ不変か
つ超対称なラグランジュ関数が，KpZ, Z̄q, fABpZq, W pZq, fABC , PpZ, Z̄q

により一意的に定まる：

L “ Lkin,chiral ` Lkin,gauge ` Lpot,chiral. (6.1.98)

ここで，

Lkin,chiral “ ´gjk̄DZ
j ¨ DZk ´

1

2
gjk̄

`

χ̄k {DPLχ
j ` χ̄k {DPRχ

j
˘

`gjk̄

ˆ

F j ´
1

2
Γjlmχ̄

lPLχ
m

˙ˆ

F k ´
1

2
Γk̄l̄m̄χ̄

lPRχ
m

˙

`
1

4
Rjkl̄m̄pχ̄jPLχ

kqpχ̄lPRχ
mq

´DAPA ´
?

2λ̄A
´

PLχ
jkAj ` PRχ

j̄kAj̄

¯

, (6.1.99a)

Lpot,chiral “ F jWj ` F jWj ´
1

2
Wjkχ̄

jPLχ
k ´

1

2
Wjkχ̄

jPRχ
k, (6.1.99b)

Lkin,gauge “ ´
1

2
pRe fABq

`

λ̄APL {DλB ` FA ¨ FB ´ DADB
˘

`
1

2
pIm fABqF ¨ F̃ `

i

4
pImDµfABqλ̄Aγ5γ

µλB

`

” 1

2
?

2
fABjχ̄

j
´

´ {F´A
` iDA

¯

PLλ
B ´

1

4
fABjF

jλ̄APLλ
B

`
1

8
fABjkχ̄

jPLχ
kλ̄APLλ

B ` h.c.
ı

. (6.1.99c)

正確には，KählerポテンシャルKpZ, Z̄qがキリングベクトル kAで不変
なときのみ，以上の方法で超対称なラグランジアンが得られる．この場合，
直接得られるD項では，PA Ñ ikjABjKとおいた表式が得られる．しか
し，上の表式は，ĹkAK “ rApZq` r̄ApZ̄qとして，P “ ipkjABjK´rApZqq

となっている．この修正により，rApzqがゼロでない一般の場合にも，ラグ
ランジアンが超対称変換で不変となることが直接計算で確かめられる．こ
の修正は，ĹkAK “ 0の場合にも，PA “ ikjABjK`pA(pAは実定数）より，
新たな付加項 pAD

Aを生み出す．ただし，整合性条件より pCf
C
AB “ 0が

要求される．この付加項はFI項 (Fayet-Illiopoulos term)と呼ばれる．
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6.2 純超重力理論

概要 超対称代数の構造より，一般共変性を保って超対称性を導入する
には，超対称性の局所化が必要となる．したがって，超対称な重力理論，
すなわち超重力理論には，重力を表す計量場（ないしフレーム場）に加え
て超対称変換に対応するゲージ場であるRarita-Schwinger場が含まれる．
4次元では，これらボーズ場とフェルミ場の力学自由度が一致することを
確かめ，さらに，フレーム場とRarita-Schwinger場に対する一般共変性
をもつ最も単純な作用積分が局所超対称変換で不変であることを示す．

6.2.1 準備的事項

• 線形接続とテンソルの共変微分

∇µV
ν “ BµV

ν ` ΓνµλV
λ, (6.2.1a)

∇µVν “ BµVν ´ ΓλµνVλ. (6.2.1b)

• Torsionと曲率トーションテンソル Tνλ
µを

∇XY ´ ∇YX ´ rX,Y s “ T pX,Y q ô Tνλ
µ “ 2Γµ

rνλs
(6.2.2)

により定義する。また、曲率テンソルRµ
νλσを

pr∇X ,∇Y s´∇rX,Y sqZ “ RpX,Y qZ ô Rλσ
µ
ν “ 2BrλΓµσsν`2Γµ

rλ|ρ|
Γρσsν

(6.2.3)

により定義する。

• 接続係数 一般フレーム場を eµa、双対フレーム場を θaµとする：

θapebq “ δab , ea ¨ eb “ gabpxq, θa ¨ θb “ gabpxq (6.2.4)

これに対する接続形式 ωab “ dxµωµ
a
bを

∇µea “ ebωµ
b
a, ∇µθ

a “ ´ωµ
a
bθ
b. (6.2.5)

により定義する。このとき、テンソルの共変微分は

∇XpV aeaq “ XµpDµV
aqea : DµV

a “ BµV
a ` ωµ

a
bV

b,(6.2.6a)

∇XpWaθ
aq “ XµpDµWaqθ

a : DµWa “ BµWa ´ Wbωµ
b
a(6.2.6b)
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と表される。また、トーションテンソル、曲率テンソルに対応する
トーション形式T a、曲率形式Ra

bが

T a ”
1

2
Tbc

aθb ^ θc “ Dθa ” dθa ` ωab ^ θb, (6.2.7a)

Ra
b ”

1

2
Rcd

a
bθ
c ^ θd “ dωab ` ωac ^ ωcb (6.2.7b)

と表される。これより、次のBianchi恒等式が得られる：

DT a “ Ra
b ^ θb ô BrλTµνs

a ` Trµν
bωλs

a
b “ θbrλRµνs

a
b,(6.2.8a)

DRa
b ” dRa

b ` ωac ^ Ra
b ´ Ra

c ^ ωcb “ 0. (6.2.8b)

• 計量接続ContorsionKνλ
µを

Γµνλ “ t
µ
ν λu ` Kν

µ
λ ô ωµ

a
b “ ωµ

a
bpeq ` Kµ

a
b (6.2.9)

により定義する。このとき、接続が計量を保つことを要求すると

∇µgνλ “ 0 ô Kµpλνq “ 0. (6.2.10)

が成り立ち、これより、torsionと contorsionは一対一に対応

Kνλµ “ ´
1

2
pTνλµ ` Tµνλ ` Tµλνq , (6.2.11a)

Tνλµ “ 2
`

´Kpµνqλ ` Kpµλqν

˘

(6.2.11b)

• 正規直交フレームバンドルの接続 正規直交フレーム場を eµa、双対
フレーム場を θaµとするとき、計量接続の接続係数は

ωab ` ωba “ ´dgab “ 0 (6.2.12)

を満たす。また、スピノールの共変微分が

Dµψ “ Bµψ `
1

4
ωµabγ

abψ (6.2.13)

により定義される。このとき、

Dµγ
a “ 0, Dµγν “ Γλµνγλ (6.2.14)

が成り立つ。

• Levi-Civita接続 ωabpeq “ ωµ
a
bpeqdx

µは、条件

ωabpeq ` ωbapeq “ ´dgab “ 0, (6.2.15a)

dθa ` ωabpeq ^ θb “ 0 (6.2.15b)

により一意的に定まる。

337 目次へ



目次へ

6.2.2 重力場

一般共変性 重力場が計量テンソルのみで決定され、重力場の方程式が
一般共変性をもつ計量の２階微分方程式とするとるとすると、４次元で
は、場の方程式あるいは作用積分は一意的に定まり、Einstein-Hilert作用
積分

SEH “
1

2κ2

ż

dDx
?

´gpRspgq ´ 2Λq. (6.2.16)

ただし、D ě 5では、一意性は破れ、より一般的な Lovelock理論で与え
られる:

SLovelock “

ż

dDx
?

´g

rpD´1q{2s
ÿ

m“0

cmLm; (6.2.17)

Lm “
1

23mπmm!
δλ1σ1¨¨¨λmσm
ρ1κ1¨¨¨ρmκmRλ1σ1

ρ1κ1 ¨ ¨ ¨Rλmσm
ρmκm (6.2.18)

具体的な表式は、

L0 “ 1, L1 “
1

4π
Rs, L2 “

1

32π2

`

R2
s ´ 4Rµ

νRν
µ ` RµνλσR

λσµν
˘

(6.2.19)

局所ローレンツ不変性 スピノール場は、接バンドルの構造群の SOpD´

1, 1q簡約、すなわち正規直交基底の選択に依存するので、重力場がスピ
ノール場と結合する場合には、正規直交基底 eaないしその双対基底 θaが
重力場を記述する基本場となる。また、このとき、接続ωabはトーション
を持ち得る。
これらフレーム場と接続係数の組Ω “ pθa, ωabqを基本変数とする記述
では、局所ローレンツ変換に対応する正規直交基底の変更に対して理論
は不変でないといけないので、新たなゲージ対称性が生じる。対応する
ゲージ変換は、無限小局所ローレンツ変換 λ “ pλabpxqq P sopD ´ 1, 1qに
対し、

δλθ
a “ λabθ

b, δωab “ ´Dλab “ ´dλab ´ rω, λsab (6.2.20)

で与えられる。1階形式でのEinstein-Hilbert作用積分に対応する作用積分

S2 “
1

2κ2

ż

dDx|θ|eµae
ν
bRµν

abpωq (6.2.21)
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は、局所ローレンツ変換で不変となる。公式

Bµ|θ| “ ´|θ|θaνBµe
ν
a “ |θ|Γλµλ, (6.2.22a)

Dµe
ν
a “ ´eλaΓνµλ, Dµθ

a
ν “ Γλµνθ

a
λ (6.2.22b)

より、この作用積分の ωabに対する変分は

2κ2δωS “

ż

dDx|θ|

ˆ

1

2
T abµ ` Tc

ra|c|ebsµ
˙

δωµab (6.2.23)

で与えられる。対応する変分方程式により、トーションは一意的に決ま
り、他の場が存在しない今の場合は、T a “ 0となる。
なお、Ωをポアンカレ群P “

␣

pa,Λq
ˇ

ˇ a P RD,Λ P SOpD ´ 1, 1q
(

に対
するゲージ場とみなすと、その曲率形式は

pT a,Ra
bq “ dΩ ` rΩ,Ωs (6.2.24)

となる。

力学自由度 変分方程式によりトーションは他の場により一意的に決ま
るので、重力場の力学自由度は、計量理論のものと一致する。計量を

ds2 “ ´N2dt2 ` qijpdx
i ` βidtqpdxj ` βjdtq (6.2.25)

と ppD´1q`1q分解すると、ラプス関数Npxqとシフトベクトルβjpxqは、
座標系の取り方を決定する非力学的自由度となります。また、Einstein-

Hilbert作用積分は

SEH “
1

2κ2
dDx

“

9qijp
ij ´ NHK ´ βjHj

‰

; (6.2.26)

pij “ ´

?
q

2κ2
pKij ´ Kqijq; Kij “ ´

1

2N
p 9qij ´ Diβj ´ Djβiq ,(6.2.27)

HK “
2κ2
?
q

ˆ

pjkp
k
j ´

1

2
p2
˙

´

?
q

2κ2
Rsrqs, (6.2.28)

Hj “ ´2Dkp
k
j (6.2.29)

と表される。これより、pqij, p
ijqに対する時間について１階の時間発展方

程式と、各時空点ごとに、初期値に対するD個の拘束条件

HK “ 0, Hj “ 0 (6.2.30)

が得られる。以上より、真空重力場の力学自由度は
1

2
DpD ` 1q ´ 2D “

1

2
DpD ´ 1q ´ D “

1

2
DpD ´ 3q (6.2.31)

となる。
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6.2.3 Rarita-Schwinger場

局所超対称性 スピノール場が存在するとき、正規直交フレーム場 pea, θ
aq

を導入し、その局所ローレンツ変換に対して不変となるよう理論を作る
必要がある。大域的なローレンツ変換 δλ(λ P sopD´ 1, 1q）と超対称変換
δϵ(ϵはD次元のMajoranaスピノール)の交換関係は

rδλ, δϵs “
1

2
δλ¨γϵ (6.2.32)

となるので、ローレンツ変換を λ Ñ λpxq局所化すると、ϵ1 “ λ ¨ γϵ Ñ

ϵ1pxq “ λpxq ¨ γϵより、 超対称変換も局所化する必要がある。すなわち、
一般共変性と整合的に超対称性を導入するには、必ず、そのゲージ化が
必要である。
逆に、超対称変換の交換関係

rδϵ1 , δϵ2s “ ´
1

2
Dϵ̄1γaϵ2 (6.2.33)

より、超対称性を局所化（ゲージ化）するためには、理論の変換群に一
般的な併進、すなわち一般座標変換を含めることが要求される。

ゲージ場 一般に、群で記述される理論の大域的対称性をゲージ対称性
に拡張するには、ゲージ変換に対して、δAµ “ Dµλと変換するゲージ場
Aµを導入する必要がある。同様に、大域的超対称性をゲージ化するには、
δψµ “ Dµϵと変換するベクトル－スピノール場が必要となる。実際、この
ゲージスピノール場を用いると、例えば、カイラル超組 pZ, χ, F qの「共
変微分」を

D̂µZ “ BµZ ´
1

?
2
ψ̄µPLχ, (6.2.34a)

D̂µPLχ “ BµPLχ ´
1

?
2
PLp {̂DZ ` F qψµ, (6.2.34b)

D̂µF “ BµF ´
1

?
2
ψ̄µ {̂Dχ (6.2.34c)

により導入すれば、これらの量の局所超対称変換は Bµϵを含まない形で与
えられる．

340 目次へ



目次へ

Rarita-Schwinger場 一般座標変換、局所ローレンツ変換、局所超対
称変換 δψµ “ Dµϵに対して不変で、ψµについて２次、微分に関して１階
の作用積分は

S3{2 “
1

2κ2

ż

dDx|θ|
`

´ψ̄µγ
µνλDνψλ

˘

(6.2.35)

という表式をもつ。ここで、Dµの取り方には自由度があるが、ここでは、
４次元の場合の純超重力理論と一致するよう、SOpD ´ 1, 1q接続に対応
する共変微分

Dµψν “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµabγ

ab

˙

ψν (6.2.36)

を採用する。ただし、この定義だと、rµ, νsについて反対称化しない限
り、座標の添え字に関してはテンソル性を持たないので注意を要する。
∇µψν “ Dµψν ´ Γλµνpeqψλを用いてこのテンソル性を回復することもでき
るが、ここでは採用しない。
ここで、S “ S2 ` S3{2に対する変分方程式から、ωabを決定すること
にする。このとき、

∇̂µV
a
ν “ ∇µV

a
ν ` ωµ

a
bV

b (6.2.37)

に対して、

∇̂µe
ν
a “ ∇̂µθ

a
ν “ 0, (6.2.38)

|θ|∇µV
µ “ Bµp|θ|V µq ` Tνµ

ν |θ|V µ; Tνλ
µ “ 2Γµ

rνλs
(6.2.39)

より、

2κ2δωS2 “

ż

dDx |θ|p´2qeµae
ν
bDνδωµ

ab “

ż

dDx |θ|

´

Tab
µ ` 2T ccrae

µ
bs

¯

δωµ
ab.

(6.2.40)

つぎに、

γmnlγab “ γmnlab ` 6δrl
a δ

n
b γ

ms ` 6δrl
a γ

mns
b,

γabγ
mnl “ γmnlab ` 6δrl

a δ
n
b γ

ms ´ 6δrl
a γ

mns
b, (6.2.41a)

より、

2κ2δωS3{2 “

ż

dDx|θ|

ˆ

´
1

4

˙

ψ̄µγ
µνλγabψλδωµab

“

ż

dDx|θ|
1

4
ψ̄ν

`

γµνλab ` 6erλ
a e

ν
bγ

µs
˘

ψλδωµ
ab (6.2.42)

341 目次へ



目次へ

よって、δωS “ 0より

Tab
µ “

1

2
ψ̄aγ

µψb `
1

4
ψ̄νγ

νµρ
abψρ. (6.2.43)

トーションとしてこの値を取る接続をもとの作用積分に代入し、その θaµ,

ψµに関する変分を取ると、δωab経由の項は自動的にゼロとなる。これよ
り、θaµ, ψµに対する場の方程式は、ωabを独立の場として θaµ, ψµに関する
変分を取り、得られた変分方程式でωabに上記のトーションに対応する表
式を代入すれば正しい方程式が得られる（1.5次形式）。
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場の方程式 この方法を用いると、ます、ψµに対する方程式は

|θ|´1Bν
`

|θ|ψ̄µγ
µνλδψλ

˘

“ Dνψµγ
µνλδψλ ` ψ̄µγ

µνλDνδψλ ´ 3Kν
rλ
aψ̄µγ

µνsaδψλ (6.2.44)

より、

γµνλDνψλ “ ´
3

2
Kν

rµ
aγ

λνsaψλ. (6.2.45)

この方程式は、次式と同等：

γµνλDpeqνψλ `
3

2
Kν

rλνγµsψλ `
1

4
Kνabγ

µνλabψλ “ 0. (6.2.46)

次に、作用積分の θaµに関する変分

2κ2δθS3{2 “

ż

dDx|θ|
`

eµaψ̄ργ
ρνλ ´ 3ψ̄ρe

rρ
a γ

νλsµ
˘

Dνψλδθ
a
µ,(6.2.47a)

2κ2δθS2 “

ż

dDx|θ|
`

Rspωqeµa ´ 2ebµeνaRνb

˘

δθaµ (6.2.47b)

より、Einstein方程式は

eνaRpωqνbe
bµ ´

1

2
Rspωqeµa

“
1

2
ψ̄ργ

ρνλDνψλ ´
3

2
ψ̄ρe

rρ
a γ

νλsµDνψλ. (6.2.48)

上記のRS場の方程式を代入すると、右辺はゼロとなることが示される。
よって、

Rpωqµa ” ebνRpωqµνab “ 0 (6.2.49)
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力学自由度 dspDqをD次元での既約実スピノール表現の次元とする：

D 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ds 4 4 8 8 16 16 16 16 32

タイプ M M SM SMW SM M M MW M

線形化された方程式
γµνλDνψλ “ 0 (6.2.50)

(Dµ “ D
peq
µ )は、次式と同値：

γνpDνψµ ´ Dµψνq “ 0. (6.2.51)

簡単のため、背景時空が平坦とすると、ゲージ変換 δϵψµ “ Bµϵにより、
ψ0 “ 0とできる。このとき、残留ゲージ自由度 δϵψj “ Bjϵpx

jqと、上記
方程式の µ “ 0成分より得られる方程式 B0γ ¨ ψ “ 0より、γ ¨ ψ “ 0と
ゲージ固定できる。このとき、このゲージ条件の整合性条件として、

{Bpγ ¨ ψq “ γabBaψb ` B ¨ ψ “ 0 ñ B ¨ ψ “ Bjψj “ 0 (6.2.52)

が得られる。以上より、ゲージ固定条件は

ψ0 “ 0, γjψj “ 0, Bjψj “ 0 (6.2.53)

となり、場の方程式は
{Bψj “ 0 (6.2.54)

と簡単化される。このゲージ固定条件は完全なので、初期値の自由度は
pD ´ 3qdspDqとなる。発展方程式は１階なので、通常の力学自由度はそ
の半分の

1

2
pD ´ 3qdspDq (6.2.55)

で与えられる。これと、重力場の力学自由度の差は

∆ “
1

2
pD ´ 3qdspDq ´

DpD ´ 3q

2
“
D ´ 3

2
pdspDq ´ Dq (6.2.56)

となる。これより、D “ 3およびD “ 4では両者の自由度がちょうど一
致する。一方、D ě 5では、重力場の自由度が不足する。したがって、こ
れらの次元で超重力理論を作るには、余分な場が必要となる。
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6.2.4 ４次元極小超重力理論

４次元では、以上で用いた作用積分

S “ S2 ` S3{2; (6.2.57)

S2 “
1

2κ2

ż

dDx|θ|eµae
ν
bRµν

abrωs, (6.2.58)

S3{2 “ ´
1

2κ2

ż

dDx|θ|ψ̄µγ
µνλDνrωsψλ, (6.2.59)

ωab : Tab
µ “

1

2
ψ̄aγ

µψb (6.2.60)

が局所超対称性をもつ。
まず、基本場 pθaµ, ψµqの局所超対称変換は

δϵθ
a
µ “

1

2
ϵ̄γaψµ, (6.2.61a)

δϵψµ “ Dµϵ ” Bµϵ `
1

4
ωµabγ

abϵ (6.2.61b)

となる。実際、交換関係は

rδϵ1 , δϵ2sθaµ “ pδξ ´ δλ̂ ´ δϵ̂qθ
a
µ, (6.2.62a)

rδϵ1 , δϵ2sψµ “ pδξ ´ δλ̂ ´ δϵ̂qψµ pmod EOMq (6.2.62b)

となり、微分同相変換、局所ローレンツ変換と合わせて閉じた超代数を
構成する。ここで、

ξa “ ´
1

2
ϵ̄1γ

aϵ2, λ̂ab “ ξρωρab, ϵ̂ “ ξρψρ. (6.2.63)

1.5次形式を用いると、この変換に対する作用積分の変化は

2κ2δS “

ż

d4x|θ|

”

peµaRsrωs ´ 2Ra
µrωsqδθaµ ` iϵµνλσψ̄µγ5γaDνψρδθ

a
µ

`
i

4
ϵµνρσ

`

ψ̄µγ5γσγ
abRνρabϵ ` 2Tνσ

aψ̄µγ5γaDρϵ
˘

ı

(6.2.64)

ここで、

i

4
ϵµνρσψ̄µγ5γσγ

abRνρabϵ “ pRse
µ
a ´ 2Ra

µqδθaµ `
i

2
ϵµνλρRνλρσψ̄µγ5γ

σϵ,

(6.2.65)

pϵ̄γaψrσqpψ̄µsγ5γaDνψρq “ Tνσ
bpϵ̄γ5γbDνψρq (6.2.66)
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を用いると、

2κ2δS “

ż

d4x|θ|
i

2
ϵµνρσpRνρσa ` DνT

a
ρσqpϵ̄γ5γ

aψµq. (6.2.67)

したがって、ビアンキ恒等式

DT a “ Ra
b ^ θb ô DrνT

a
ρσs “ ´Rrνρσs

a (6.2.68)

より、δS “ 0となる。
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6.3 4次元N “ 1超重力理論ー超共形アプローチ

6.3.1 一般座標変換

無限小座標変換 δxµ “ ξµに対する場の一般座標変換は

δgctpξqϕ “ Ĺξϕ. (6.3.1)

ただし，この変換は内部ゲージ変換と整合的でないので，共変的無限小
座標変換を

δcgctpξq “ δgctpξq ´ δpξµAAµTAq (6.3.2)

により定義する．この節では，ゲージ場，リー代数の基底の添え字A,B,C

は内部自由度のみを動くとし，並進の自由度を含める時は，A1, B1, C 1な
どを使う
具体的には

• 座標スカラ場 ϕ:

δcgctpξqϕ “ ξµDµϕ ” ξµpBµ ` AAµ tAqϕ. (6.3.3)

• 内部ゲージ場AAµ : ゲージ場の変換が，拡張した形

δpΛqAAµ “ BµΛA ` fABCA
B
µΛC ` ΛBMµB

A, (6.3.4)

をとるとき，
δcgctpξqAAµ “ ξνR̂A

νµ. (6.3.5)

ここで，

R̂A “ dAA ` fABCA
B ^ AC ´ AB ^ MB

A.. (6.3.6)

なお，このゲージ変換の一般化により，共変量のゲージ変換は以下
のように修正される：

δpΛqDaϕ “ ´λa
bDbϕ ´ θAtADaϕ, (6.3.7a)

δpΛqR̂ab
A “ fACBΛBR̂ab

C ` 2ΛBDraMbsB
A ´ 2ΛCMra|C|

BMbsB
A.

(6.3.7b)

また，共変微分の交換関係およBianchi恒等式は

rDa,Dbsϕ “ ´R̂ab
ATAϕ, (6.3.8)

DraR̂bcs
A “ 2R̂rab

BMcsB
A. (6.3.9)
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• フレーム場 θaµ:

δcgctpξqθaµ “ Bµξ
a ` faBcA

B
µ ξ

c ´ ξνRµνpP aq. (6.3.10)

以上の，共変的一般座標変換は，座標スカラ場，ゲージ場に対しては，
内部自由度に対応するゲージ変換と可換となる：

rδpΛq, δcgctpξqsϕ “ rδpΛq, δcgctpξqsAAµ “ 0. (6.3.11)

6.3.2 Einstein重力に対する共形的アプローチ

共形代数 D次元時空の共形群は SOpD, 2qで与えられ，そのリー代数は

L pSOpD, 2qq “ xPa, Mab, Ka, Dy (6.3.12)

交換関係は

rPa, Pbs “ 0, rMab,Mcds “ 4ηrarcMdsbs, (6.3.13a)

rMab, Pcs “ ´2ηcraPbs, rMab, Kbs “ ´2ηcraKbs, (6.3.13b)

rPa, Kbs “ 2pηabD ` Mabq, rD,Pas “ Pa, rD,Kas “ ´Ka.(6.3.13c)

平坦なミンコフスキー時空への作用は

ξa “ aa ` λabxb ` λDx
a ` px ¨ xλaK ´ 2xax ¨ λKq, (6.3.14)

より，

Pa “ Ba, Mab “ xbBa ´ xaBb, D “ xaBa, Ka “ x ¨ xBa ´ 2xax
bBb.

(6.3.15)

局所共形対称性と対応するゲージ場 共形代数の基底 TAと，無限小局所
変換のパラメータΛA, およびゲージ場AAを次のように表す：

ΛATAq “ ξapxqPa `
1

2
λabpxqMab ` λDpxqD ` λaKpxqKa(6.3.16a)

A “ AATA “ θaPa `
1

2
ωabMab ` bD ` faKa. (6.3.16b)
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ゲージ場の内部局所変換に対する変換は

δθa “ ´λabθ
b ´ λDθ

a, (6.3.17a)

δωab “ dλab ` 2ωc
raλbsc ´ 4λ

ra
Kθ

bs, (6.3.17b)

δfa “ dλaK ´ bλaK ` ωabλ
b
K ´ λabf

b ` λDf
a, (6.3.17c)

δb “ dλD ` 2λaKθa. (6.3.17d)

曲率テンソルは

RpP aq “ T a ` b ^ θa; T a “ dθa ` ωabθ
b, (6.3.18a)

RpMabq “ dωab ` ωac ^ ωcb ` 4θra ^ f bs, (6.3.18b)

RpKaq “ dfa ` ωabf
b, (6.3.18c)

RpDq “ db ` 2θa ^ fa. (6.3.18d)

これらの内部ゲージ変換は

δRpP aq “ ´λabRpP bq ´ λDRpP aq, (6.3.19a)

δRpMabq “ 2λra
cRpM bscq ´ 4λ

ra
KRpP bsq, (6.3.19b)

δRpKaq “ ´λabRpKbq ` λDRpKaq, (6.3.19c)

δRpDq “ 2λKaRpP aq. (6.3.19d)

拘束条件

(i) RµνpP aq “ 0: この条件は

T a ” dθa ` ωab ^ θb “ ´b ^ θa (6.3.20)

となる．これより，

ωµ
a
b “ ωµ

a
bpeq ` Kµ

a
b; (6.3.21)

Kµab “ 2θra
µ e

bsνbν (6.3.22)

(ii) eνbRµνpMabq “ 0: この条件は

eνbRµνpMabq “ Rµ
apωq ` θaµf

b
b ` faµ (6.3.23)

より，

faa “ ´
1

2pD ´ 1q
Rspωq, (6.3.24a)

pD2qfaµ “ ´Rµ
apωq `

Rspωq

2pD ´ 1q
θaµ. (6.3.24b)

これらの拘束条件は，局所共形変換と整合的である．
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共形不変な作用積分 スカラ場 ϕの共形ウエイトをwとする：

δpλDDqϕ “ λDwϕ. (6.3.25)

このとき，ϕの共変微分は

Daϕ “ pBa ´ wbaqϕ “ eµapBµ ´ wbµqϕ. (6.3.26)

また，そのゲージ変換は

δDaϕ “ ´λa
bDbϕ ´ 2wλKaϕ ` pw ` 1qλDDaϕ. (6.3.27)

よって，

lCϕ “ BaDaϕ `
␣

ωb
ba ´ pw ` 1qba

(

Daϕ ` 2wfaaϕ (6.3.28)

このゲージ変換は，

δlCϕ “ pw ` 2qλDlCϕ ` 2pD ´ 2w ´ 2qλaKDaϕ. (6.3.29)

よって，
δ|θ| “ eµaδ

a
µ|θ| “ ´DλD|θ| (6.3.30)

より，

w “
1

2
pD ´ 2q (6.3.31)

と取ると，

δp|θ|ϕlCϕq “ pw ` 2 ´ D ` wq|θ|ϕlCϕ “ 0. (6.3.32)

以上より，作用積分

S “

ż

dDx|θ|

ˆ

´
1

2

˙

ϕlCϕ (6.3.33)

は共形不変で，拘束条件RµνpP aq “ 0, eνbRµνpMabq “ 0に加えて，Ka変
換に対するゲージ条件

K-gauge : bµ “ 0 Ñ λaK “ ´
1

2
BaλD (6.3.34)

を課すと，作用積分は

S “

ż

dDx|θ|

ˆ

´
1

2
ϕlϕ `

D2

4pD ´ 1q
Rsϕ

2

˙

. (6.3.35)
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この作用積分は依然として局所共形不変で，このゲージ自由度を

ϕ2 “
2

κ2
D ´ 1

D ´ 2
(6.3.36)

により固定すると，最終的に Einstein-Hilbert作用積分が得られる：

S “

ż

dDx|θ|
1

2κ2
Rspeq. (6.3.37)
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6.3.3 4次元純超重力理論に対する超共形アプローチ

超共形代数 SUp2, 2|1q Poincaré共形代数 SUp2, 2qを含む最小の超代数
は，SUp2, 2|1qで与えられ，生成元は

L0 “ xPa,Mab, Ka, Dy ‘ xT y , L1 “ xQα, Sαy . (6.3.38)

SUp2, 2q – SOp4, 2q部分代数以外のゼロでない交換関係は，

rMab, Qs “ ´
1

2
γabQ, rMab, Ss “ ´

1

2
γabS, (6.3.39a)

rKa, Qs “ γaS, rPa, Ss “ γaQ, (6.3.39b)

rD,Qs “
1

2
Q, rD,Ss “ ´

1

2
S, (6.3.39c)

rT,Qs “ ´
3

2
iγ5Q, rT, Ss “

3

2
iγ5S, (6.3.39d)

tQα, Q
βu “ ´

1

2
pγaqα

βPa, tSα, S
βu “ ´

1

2
pγaqα

βKa,(6.3.39e)

tQα, S
βu “ ´

1

2
δβαD ´

1

4
pγabqα

βMab `
i

2
pγ5qα

βT, (6.3.39f)

tSα, Q
βu “ `

1

2
δβαD ´

1

4
pγabqα

βMab ´
i

2
pγ5qα

βT (6.3.39g)

,

超共形ゲージ場（Weyl超組） リー代数の各生成元に対応したゲージパ
ラメータおよびゲージ場を以下のように表記する：

TA : Pa Mab Ka D T Qα Sα
ΛA : ξa λab λaK λD λT ϵα ηα

AAµ : θaµ ωµ
ab faµ bµ Bµ ψµ ϕµ

(6.3.40)

ゲージ場に対する内部ゲージ変換 pΛA ‰ ξaq

A “ AAµdx
µTA : δA “ dΛ ` rA ,Λs (6.3.41)
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の具体的表式は

δθa “ ´λabθ
b ´ λDθ

a `
1

2
ϵ̄γaψ, (6.3.42a)

δωab “ dλab ` 2ωc
raλbsc ´ 4λ

ra
Kθ

bs `
1

2
η̄γabψ `

1

2
ϵ̄γabϕ,(6.3.42b)

δfa “ dλaK ´ bλaK ` ωabλ
b
K ´ λabf

b ` λDf
a `

1

2
η̄γaϕ,(6.3.42c)

δb “ dλD ` 2λKaθ
a ´

1

2
η̄ψ `

1

2
ϵ̄ϕ, (6.3.42d)

δB “ dλT `
i

2
η̄γ5ψ ´

i

2
ϵ̄γ5ϕ, (6.3.42e)

δψ “ dϵ `

ˆ

1

4
ωabγab `

1

2
b ´

3

2
iBγ5

˙

ϵ ´ θaγaη

`

ˆ

´
1

2
λD `

3

2
iλTγ5 ´

1

4
λabγab

˙

ψ, (6.3.42f)

δϕ “ dη `

ˆ

1

4
ωabγab ´

1

2
b `

3

2
iBγ5

˙

η ´ faγaϵ

`

ˆ

1

2
λD ´

3

2
iλTγ5 ´

1

4
λabγab

˙

ϕ ` λaKγaψ. (6.3.42g)

また，

δeµa “ ´λa
beµb ` λDe

µ
a ´

1

2
ϵ̄γµψa, (6.3.43)

δ|θ| “
`

´4λD ` 1
2
ϵ̄γµψµ

˘

|θ| (6.3.44)

カイラル超組への表現 カイラル超組 pZ, PLχ, F qへの超共形代数の表現
は，Zの共形ウエイトwを指定すると，次のように一意的に定まる：

δZ “ pwλD ` iwλT qZ `
1

?
2
ϵ̄PLχ, (6.3.45a)

δPLχ “

"ˆ

w `
1

2

˙

λD `

ˆ

w ´
3

2

˙

iλT

*

PLχ

`
1

?
2
PLp {DZ ` F qϵ `

?
2wZPLη, (6.3.45b)

δF “ tpw ` 1qλD ` pw ´ 3qiλT uF

`
1

?
2
ϵ̄ {DPLχ `

?
2p1 ´ wqη̄PLχ. (6.3.45c)
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これより，Zと PLχの共変微分がブートストラップ的に定まり

DZ “ dZ ´ pwb ` iwBqZ ´
1

?
2
ψ̄PLχ, (6.3.46a)

DPLχ “ PL

”

dχ `
␣1

4
ωabγab ´

`

w ` 1
2

˘

b ´
`

w ´ 3
2

˘

iB
(

χ

´
1

?
2

p {DZ ` F qψ ´
?

2wZϕ
ı

. (6.3.46b)

Proof. 1) Qの作用

δpϵ̄QqZ “
1

?
2
ϵ̄PLχ, δpϵ̄QqPLχ “

1
?

2
PLpp {DZ`F qϵ, δpϵ̄QqF “

1
?

2
ϵ̄ {D2PLχ.

(6.3.47)

ここで，共変微分DZ, Dχは，表現が確定すると，一般公式

Dϕ “ dϕ ´ δpA qϕ (6.3.48)

により定まる．

2) Dの作用：共形ウエイト ．rD,Qsより，

δpDqZ “ wZ, δpDqPLχ “ pw ` 1{2qPLχ, δpDqF “ pw ` 1qF.

(6.3.49)

3) T の作用：カイラルウエイト．rT,Qsより，

δpT qZ “ icZ, δpT qPLχ “ ipc ´ 3{2qPLχ, δpT qF “ ipc ´ 3qF.

(6.3.50)

4) Ka, Sの作用：ηの共形ウエイトが1/2で，すべての場およびその微分
の共形ウエイトはw以上となるのて，δpSqZ “ 0．これと rS, Ss9K

より，δpKaqZ “ 0．この結果に，Q変換を施すことにより，PLχ, F

に対する S変換が定まり，整合性より w “ cが得られる．さらに，
rS, Ss9Kを用いると，K変換も定まる．

Q.E.D.

修正 F 項 F の変換則より，w “ 3と取ると，|θ|F は

|θ|´1δp|θ|F q “
1

?
2
ϵ̄ {DPLχ `

1

2
F ϵ̄γµψµ ´ 2

?
2η̄PLχ (6.3.51)
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と変換するので，平坦な時空の場合と異なり，
ş

d4x|θ|F は超対称変換で
不変でない．この問題は，F の代わりに

F̃ “ F `
1

?
2
ψ̄µγ

µPLχ `
1

2
Zψ̄µγ

µνPRψν (6.3.52)

を用いることにより解消される．実際，次に述べる拘束条件のもとで

δp|θ|F̃ q “
1

?
2

Bµ p|θ|ϵ̄γµPLχq (6.3.53)

が成り立つ．

カイラル超組に対する超共形不変な作用積分 pZ, PLχ, F qを超共形変換
に対して (6.3.45)に従って変換するカイラル超組とする．このとき，次の
組がZ 1 “ F̄ を基本スカラ場とするカイラル超組となる：

pZ 1, PLχ
1, F 1q “ pF̄ , {DPRχ,l

CZ̄q (6.3.54)

ここで，

lCZ ” DµDµZ “ eaµ
`

BµDaZ ´ 2bµDaZ ` ωµabD
bZ ` 2fµaZ

´iBµDaZ ´
1

?
2
ψ̄µPLDaχ `

1
?

2
ϕ̄µγaPLχ

˘

. (6.3.55)

これらの 2つのカイラル超組の積で定義される新たなカイラル超組

Z2 “ ZF̄ , (6.3.56a)

PLχ
2 “ Z {DPRχ ` F̄PLχ, (6.3.56b)

F 2 “ FF̄ ` ZlCZ̄ ´ χ̄ {DPRχ (6.3.56c)

に対応する修正F 項 F̃ 2より，Zのカイラルウエイトが 1のとき，次の超
共形不変な作用積分が得られる：

SSG “

ż

d4x|θ|Re
”

FF̄ ` ZlCZ̄ ´ χ̄PL {Dχ

`
1

?
2
ψ̄µγ

µpZ {DPRχ ` F̄PLχq `
1

2
ZF̄ ψ̄µγ

µνPRψν

ı

.(6.3.57)
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拘束条件

C1 : RµνpP aq “ 0.

RpP aq “ T a ` b^ θa ´
1

4
ψ̄^ γaψ; T a ” dθa `ωab ^ θb (6.3.58)

より，この条件は

T a “ ´b ^ θa `
1

4
ψ̄ ^ γaψ (6.3.59)

これより，

ωab “ ωabpe, b, ψq “ ωabpe, bq `
1

2
ψ̄µγ

raψbs `
1

4
ψ̄aγµψ

b. (6.3.60)

ωabpe, b, ψqの変換則は，Q変換に関して，元の独立したゲージ場と
しての ωabと異なり，

δpϵ̄Qqωabpe, b, ψq “ δgaugeω
ab ` δMωab “

1

2
ϵ̄γabϕ ` ϵ̄M abpQq,(6.3.61)

Mµ
abpQq “ ´

1

2
γraRµ

bspQq ´
1

4
γµR

abpQq. (6.3.62)

となる．このゲージ変換則の変更により，RpMabqの定義は次のよ
うに変更される：

R̂µνpMabq “ R̂µν
ab ` 8f

ra
rµθ

bs
νs

; (6.3.63)

R̂µν
ab “ Rµν

abpωq ´ ψ̄rµγ
abϕνs ´ 2ψ̄rµMνs

abpQq. (6.3.64)

C2 : eνb R̂µνpMabq “ 0. この条件は，次式と同等：

faµ “ ´
1

4
R̂µ

a `
1

24
θaµR̂s (6.3.65)

C3 : γµRµνpQq “ 0. この条件は，

RµνpQq “ R 1
µνpQq ´ 2γrµϕνs, (6.3.66)

R 1pQq “ Dψ ”

ˆ

d `
1

2
b ^ ´

3

2
iB ^ γ5 `

1

4
ωab ^ γab

˙

ψ(6.3.67)

とおくと，次式と同等：

ϕµ “ ´
1

2
γνR 1

µνpQq `
1

2
γµγ

abR 1
abpQq. (6.3.68)
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以上のC1„C3の条件が満たされるとき，

fµµ “ ´
1

2
R̂S “ ´

1

12

`

Rspωq ´ ψ̄aγ
abϕb

˘

, (6.3.69a)

γµϕµ “ ´
1

6
γµνR 1

µνpQq, (6.3.69b)

γabϕb “ ´
1

4
γabR 1

bcpQq, (6.3.69c)

Mµ
abpQq “ ´

1

2
γµR

abpQq “ γµγ
raϕbs ´

1

2
γµR

1abpQq.(6.3.69d)

したがって，独立な場としては，ゲージ場 θa, B, ψµおよびF のみが残る．
【演習問題 6.3 (未確認事項)】 　 拘束条件を課すと、従属ゲージ場
ωab, fa, ϕの変換則が変化する。この変化した後の変換則でも、作用積分
(6.3.57)が不変であることを示せ。すなわち、

ż

d4x
δSSG

δAA
¨ δMAA “ 0 (6.3.70)

を示せ。 l

ゲージ固定 P a,Mab, Q以外の変換に対するゲージ自由度を取り除くた
め，次のゲージ条件を課す：

K-gauge : bµ “ 0, (6.3.71a)

D-gauge and T -gauge : Z “
?

3{κ, (6.3.71b)

S-gauge : χ “ 0 (6.3.71c)

このとき，

0 “ δZ “ pλD ` iλT qZ ñ λD “ λT “ 0, (6.3.72a)

0 “ δPLχ “
1

?
2
PLp´i {BZ ` F qϵ `

?
2ZPLη ñ η,(6.3.72b)

0 “ δb “ 2λaK ´
1

2
η̄ψ `

1

2
ϵ̄ϕ ñ λaK (6.3.72c)

より，D, T , Ka, Sに対するゲージ変換が固定される．
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超重力作用積分 ゲージ固定条件を (6.3.57)に代入すると，

DµZ “ ´iBµZ. (6.3.73a)

DµPLχ “ PL

„

1
?

2
pi {BZ ´ F qψµ ´

?
2Zϕµ

ȷ

, (6.3.73b)

lCZ̄ “ ´ieaµDpωqµBaZ̄ ` 2faa Z̄ ´ BaB
aZ̄ ´

1
?

2
ψ̄aDµPRχ(6.3.73c)

より，

SSG “

ż

d4x|θ|

”

FF̄ `|Z|2
␣

´BaB
a`2faa ´

i

4
ψ̄aγ

abcγ5ψbBc´
1

2
ψ̄aγ

abϕb
(

ı

.

(6.3.74)

さらに，拘束条件とゲージ固定条件より

faa “ ´
1

12
R̂S “ ´

1

12

`

Rspωq ´ ψ̄aγ
abψb

˘

, (6.3.75a)

γaϕa “ ´
1

6
γabR 1

abpQq, (6.3.75b)

γabψb “ ´
1

4
ψ̄aγ

abcR 1
bcpQq, (6.3.75c)

R 1
ab “ 2Dpωqraψbs ´ 3iBraγ5ψbs (6.3.75d)

となることを用いると，

SSG “

ż

d4x|θ|

„

1

2κ2
`

Rspωq ´ ψ̄aγ
abcDpωqbψc ` 6BaB

a
˘

´ |F |2
ȷ

(6.3.76)

を得る．ここで，ωabはトーションをもつ接続係数

ωµ
ab “ ωµ

abpeq `
1

2
ψ̄µγ

raψbs `
1

4
ψ̄aγµψ

b. (6.3.77)

である．
【注 6.4 (超対称変換の修正)】 　 もとの作用積分 (6.3.57)は，本来の超
対称変換 (6.3.42)に対して不変であるが，拘束条件C1を課すと，ωabの
変換則が変化するため，δpϵqに対する不変性が壊れる可能性がある．し
かし，ゲージ固定条件と拘束条件C3のもとで，

δpϵqSSG “

ż

d4xδMωµ
ab δSSG

δωµab
“

ż

d4x|θ|Mµ
abpQqeaµBb “ 0 (6.3.78)

より，不変性は破れない．
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この作用積分を不変にする超対称変換 δ̃pϵqは，ゲージ固定条件より得
られる関係式

PLη “
1

2
iPL {Bϵ ´

κ

2
?

3
FPLϵ (6.3.79)

を考慮すると，

δ̃ea “
1

2
ϵ̄γaψ, (6.3.80a)

δ̃PLψ “ PLD̂ϵ ” PL

ˆ

Dpωq ´
3

2
iB `

1

2
iγµdx

µ {B `
κ

2
?

3
γµdx

µF̄

˙

ϵ,

(6.3.80b)

δ̃Bµ “ ´
1

4
iϵ̄γ5

ˆ

´γνR̂µνpQq `
1

6
γµγ

abR̂abpQq

˙

, (6.3.80c)

δ̃F “

?
3

6κ
ϵ̄PRγ

µνR̂µνpQq. (6.3.80d)

ここで，
PLR̂µνpQq “ 2PLD̂rµψνs. (6.3.81)

l

【演習問題 6.5 (未確認)】 　 上の修正された変換則が閉じた代数をなす
ことをしめせ。また、この変換に対して、作用積分 (6.3.76)が不変である
ことを確かめよ。 l
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adS超対称代数
【演習問題 6.6 (共形不変ポテンシャル)】 　 超共形不変作用積分を用い
たアプローチにおいて，超ポテンシャルW “ cZ3に対応する修正F 項を
加えることができる．対応する作用積分 SSG ` Scにおいて，補助場B,F

を場の方程式を用いて消去すると，反 de Sitter超重力理論

SSG ` Sc “

ż

d4x|θ|
1

2κ2
“

Rspωq ´ 2Λ ´ ψ̄µγ
µνρDpωqνψρ ` m3{2ψ̄µγ

µνψν
‰

.

(6.3.82)

が得られることを示せ．ここで，

m3{2 “
1

L
“

33{2c

2κ
, Λ “ ´3m2

3{2. (6.3.83)

また，対応
Pa ÞÑ δcgct, Q ÞÑ δ̃pϵq (6.3.84)

のもとで，次の adS超対称代数が成り立つことを示せ（未確認）：

rPa, Pbs “
1

4L2
Mab, (6.3.85a)

rPa, Qs “
1

4L
γaQ, (6.3.85b)

rQα, Qβs “ ´
1

2
pγaqαβPa ´

1

8L
pγabqαβMab. (6.3.85c)

l
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6.3.4 物質セクターとの結合

超共形対称性およびゲージ対称性の表現 超共形変換と物質場のゲージ
対称性は可換であるとする．

Wyle超組（超共形ゲージ場） θa, ωab, fa, b, B; ψ, ϕ

カイラル超組 pXI ,ΩI , FKq

ゲージ超組 pAA, PRλ
A, DAq

実超組 pC,PLζ,H, Va, PRλ,Dq

Weyl超組 Weyl超組の共形およびカイラルウエイトは以下の通り：

θa PLψ b ωab B PLϕ fa

w ´1 ´1
2

0 0 0 1
2

1

c 0 3
2

0 0 0 ´3
2

0

超共形ゲージ超組 AAµ は実ベクトル場で，ゲージ変換とカイラル変換は
可換なので，AAµ のカイラルウエイトはゼロ．また，A

A
a “ eµaA

A
µ と eµa の

共形ウエイトが 1なので，AAµ の共形ウエイトはゼロ．これと，超共形変
換の構造より，ゲージ超組に属する場の共形ウエイトとカイラルウエイ
トは

AAµ PRλ
A DA

w 0 3{2 2

c 0 ´3{2 0

これと，超共形代数の構造より，Ka、Sのゲージ超組への作用は自明で，
Q変換の作用は次のように定まる：

δpϵ̄QqAAµ “ ´
1

2
ϵ̄γµλ

A, (6.3.86a)

δpϵ̄QqλA “

ˆ

1

4
γabF̂A

ab `
1

2
iγ5D

A

˙

ϵ, (6.3.86b)

δpϵ̄QqDA “
1

2
iϵ̄γ5γ

µDµλ
A. (6.3.86c)
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ここで，

F̂A “ dAA `
1

2
fABCA

B ^ AC `
1

2
ψ̄ ^ γνdx

νλA, (6.3.87a)

DλA “ dλA ´

ˆ

´
1

4
ωabγab `

3

2
b `

3

2
iγ5B

˙

λA

`λCABfABC ´

ˆ

1

4
γabF̂ab

A `
1

2
iγ5D

A

˙

ψ. (6.3.87b)

【演習問題 6.7 (未確認事項)】 　 上の変換が，rQ,Qsの交換関係と整合
的であることを確認せよ。 l

超共形実超組 実超組の基礎スカラ場Cは実場なのでカイラルウエイト
はゼロ．そのカイラルウエイトをwとすると，超共形変換則より，

C PLζ H Va PRλ D

w w w ` 1{2 w ` 1 w ` 1 w ` 3{2 w ` 2

c 0 ´3{2 ´3 0 ´3{2 0

また，δ “ δpλaKKa ` ϵ̄Q ` η̄Sqに対する変換則は

δC “
1

2
iϵ̄γ5ζ, (6.3.88a)

δPLζ “
1

2
PLpiH ´ {V ´ i {DCqϵ ´ iwCPLη, , (6.3.88b)

δH “ ´iϵ̄PRpλ ` {Dζq ` pw ´ 2qiη̄PLζ, (6.3.88c)

δVa “ ´
1

2
ϵ̄pγaλ ` Daζq `

1

2
p1 ` wqη̄γaζ, (6.3.88d)

δPRλ “ PR

ˆ

1

4
γabFab ´ i

D

2

˙

ϵ `
w

2
PR piH ´ {V ` i {DCq η

´w{λKPLζ, (6.3.88e)

δD “
i

2
ϵ̄γ5 {Dλ ` iwη̄

ˆ

λ `
1

2
{Dζ

˙

´ 2wλaKDaC. (6.3.88f)

ここで，
Fab ” 2DraVbs ` ϵabcdD

cDdC. (6.3.89)

【演習問題 6.8 (未確認)】 　 この変換則が超共形代数の交換関係と整合
的であることを確認せよ． l
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超共形カイラル超組 規準スカラ場XI のカイラルウエイトをw、c “ w

とすると，δ “ δpλaKKa ` ϵ̄Q ` η̄Sqに対する変換則は

δXI “
1

?
2
ϵ̄ΩI , (6.3.90a)

δΩI “
1

?
2
PL

`

{DXI ` F I
˘

ϵ `
?

2wXIPLη, (6.3.90b)

δF I “
1

?
2
ϵ̄ {DΩI ` ϵ̄PRλAkIApXq `

?
2p1 ´ wqη̄ΩI . (6.3.90c)

各成分場の共形ウエイトとカイラルウエイトは

XI ΩI F I

w w w ` 1
2

w ` 1

c w w ´ 3
2

w ´ 3

【演習問題 6.9 (未確認)】 　 この変換則が超共形代数の交換関係と整合
的であることを確認せよ． l
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修正D項による不変作用積分 pC, ζ,H, Va, λ,Dqを wpCq “ 2の超共形
実超組とすると，

Z “ ´H̄, PLχ “ ´
?

2iPLpλ ` {Dζq, F “ D ` DaDaC ` iDaVa
(6.3.91)

により定義される組 pZ, PLχ, F qがwpF q “ 4の超共形カイラル超組とし
て変換することが示される．したがって，対応する修正 F 項は，超共形
不変な作用積分を与える；

SD “

ż

d4x|θ|

„

D ` lCC `
1

2

ˆ

iψ̄ ¨ γPRpλ ` {Dζq ´
1

4
ψ̄µPLγ

µνψνH ` h.c

˙ȷ

.

(6.3.92)

ここで，

DaC “ BaC ´ 2baC ´
1

2
iψ̄aγ5ζ, (6.3.93a)

DaPLζ “

ˆ

Ba `
1

4
ωa

bcγbc ´
5

2
ba `

3

2
iBa

˙

ζ ´
1

2
PL piH ´ {V ´ i {DCqψa

`2iCPLϕa, (6.3.93b)

lCC “ DaDaC

“ BaDaC ´ 3baDaC ` ωa
abDbC ` 4Cfaa ´

1

2
iψ̄aγ5Daζ `

1

2
iϕ̄ ¨ γγ5ζ.

(6.3.93c)

拘束条件C1, C2, C3を課して，ωab, fa, ϕを他のゲージ場で表すと，こ
の作用積分は次の形で表される：

SD “

ż

d4x|θ|

”

D ´
1

2
iψ̄ ¨ γγ5λ ´

1

3
CRpωq `

1

6

`

Cψ̄µγ
µρσ ´ ´iζ̄γρσγ5

˘

R1
ρσpQq

`
1

4
ϵabcdψ̄aγbψc

ˆ

Bd ´
1

2
ψ̄dζ

˙

ı

. (6.3.94)
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6.3.5 カイラル超組およびゲージ超組と結合した超重力理論の導出

超共形的作用積分 pXI , χI , F Iq(I “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n)を n` 1個のカイラル超
組，pAA, λA, DAqをゲージ超組，pθa, ωab, fa, b, B;ψ, ϕqを超共形ゲージ場
とする．曲がった時空での最も一般的な超対称理論の超共形不変な拡張
は次式で与えられる：

L “ rNpX, X̄qsD̃ ` rW pXqsF̃ `
“

fABpXqλ̄APLλ
B
‰

F̃
. (6.3.95)

ここで，

1) NpX, X̄q：共形ウエイトw “ 2，カイラルウエイト c “ 0の実関数．

NpλX, λ̄X̄q “ λλ̄NpX, X̄q. (6.3.96)

2) W pXq: 共形ウエイトw “ 3の正則関数．

XIWI “ 3W pXq; WI ”
BW pXq

BXI
. (6.3.97)

3) fABpXq: 共形ウエイトw “ 0の正則関数．

XIfAB,I “ 0; fAB,I ”
BfABpXq

BXI
. (6.3.98)

ゲージ化 ゲージ群GのKähler多様体 M̃ “ pXI , NpX, X̄qqへの正則変
換群としての作用が与えられると，共変微分を

DµX
I “ pBµ ´ bµ ´ iBµqXI ´

1
?

2
ψ̄µΩI ´ AAµk

I
A, (6.3.99a)

DµΩI “

ˆ

Bµ ´
3

2
bµ `

1

4
ωµ

abγab ´
1

2
iBµ

˙

ΩI

´
1

?
2
PLp {DXI ` F Iqψµ ´

?
2XIPLϕµ ´ AAµΩJBJk

I
A(6.3.99b)

と変更することにより，カイラル超組がゲージ相互作用する超重力理論
が決まる．
ただし，理論の超共形不変性を保つために，対応するM̃上の正則Killing

ベクトル

kA “ pkIAq : δXI “ θAkIA, δΩI “ θABJk
I
AΩJ (6.3.100)
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は，XI と同じ共形ウエイトw “ 1を持つことが要求される：

XJBJk
I
A “ kIA, BJ̄k

I
A “ 0. (6.3.101)

また，W とNはこの無限小変換で不変であることが必要で，Nの同次性
のためにKähler変換の自由度は失われる：

WIk
I
A “ 0, NIk

I
A ` NĪk

Ī
A “ 0, (6.3.102a)

PA “
1

2
ipNIk

I
A ´ NĪk

Ī
Aq “ iNIk

I
A “ ´iNĪk

Ī
A. (6.3.102b)

ここで，PAは次式で定義されるモーメント写像：

BĪPA “ iNJĪk
J
A. (6.3.103)

作用積分の具体的表式 拘束条件C1, C2, C3の元で，

|θ|´1rN sD̃ “ NIJ̄

ˆ

´DµX
IDµX̄ J̄ ´

1

2
Ω̄I {DΩJ̄ ´

1

2
Ω̄J̄ {DΩI ` F IF̄ J̄

˙

1

2

”

NIJK̄

´

´Ω̄IΩJ F̄ K̄ ` Ω̄Ip {DXJqΩK̄
¯

` h.c.
ı

`
1

4
NIJK̄L̄Ω̄IΩJΩ̄K̄ΩL̄

´iNIK
I
AD

A ´
?

2λ̄ANIJ̄pΩIkJ̄A ` ΩJ̄kIAq

`

” 1

2
?

2
ψ̄ ¨ γ

ˆ

NIJ̄F
IΩJ̄ ´ NIJ̄ {DX̄ J̄ΩI ´

1

2
NIJK̄ΩK̄Ω̄IΩJ ` NIPRλ

AkIA

˙

`
1

8
iϵµνρσψ̄µγνψρ

ˆ

NIDσX
I `

1

2
NIJ̄Ω̄IγσΩJ̄ `

1
?

2
NIψ̄σΩI

˙

` h.c.
ı

`
1

6
N

ˆ

´Rpωq `
1

2
ψ̄µγ

µνρR1
νρpQq

˙

´
1

6
?

2

´

NIΩ̄
I ` NĪΩ̄

Ī
¯

γµνR1
µνpQq,

(6.3.104a)

|θ|´1rW sF̃ “ WIF
I ´

1

2
WIJΩ̄IΩJ ` WIψ̄ ¨ γΩI `

1

2
W ψ̄µPRγ

µνψν ` h.c.,

(6.3.104b)

|θ|´1rfABλ̄
APLλ

BsF̃ “ ´
1

4
fAB

”

2λ̄APL {DλB ` F̂´A
µν F̂

µν´B ´ DADB

`
1

4
ψ̄ ¨ γPL

ˆ

1

2
γµνF̂´A

µν ´ iDA

˙

λB ´
1

8
ψ̄µγ

µνPRψνλ̄
APLλ

B
ı

`
1

2
?

2
fAB,IΩ̄

I

ˆ

´
1

2
γµνF̂´A

µν ` iDA

˙

λB

`

„

´
1

4
fAB,I

ˆ

F I `
1

?
2
ψ̄ ¨ γΩI

˙

`
1

8
fAB,IJΩ̄IΩJ

ȷ

λ̄APLλ
B ` h.c.(6.3.104c)
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補助場の消去 運動項を持たない補助場 F I , F̄ Ī , DA, Bµに対する変分方
程式は

´F̄ J̄NIJ̄ “ WI ´
1

2
NIJ̄K̄Ω̄J̄ΩK̄ , (6.3.105a)

pRe fABqDB “ PA ` PF
A, (6.3.105b)

Bµ “ Bµ ` BF
µ . (6.3.105c)

ここで，

PF
A “

i

2
?

2

´

´fAB,IΩ̄
IλB ` f̄AB,ĪΩ̄

ĪλB
¯

, (6.3.106)

Bµ “
i

2N

´

NĪBµX̄
Ī ´ NIBµX

I
¯

`
1

N
AAµPA. (6.3.107)

BF
µ “

i

4N

„

?
2ψ̄µpNIΩ

I ´ NĪΩ
Īq ` NIJ̄Ω̄IγµΩJ̄ `

3

2
pRe fABqλ̄Aγµγ5λ

B

ȷ

.

(6.3.108)

これらを上で求めた超共形不変作用積分に代入し整理すると，次式を
得る：

|θ|´1L “
N

6

“

´Rpe, bq ` ψ̄µR
µ ` |θ|´1Bµp|θ|ψ̄ ¨ γψµq

‰

`L0 ` L1{2 ` L1 ´ V ` Lm ` Lmix ` Ld ` L4f .(6.3.109)
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ここで，

L0 “ ´GIJ̄DµX
IDµX J̄ , (6.3.110a)

L1{2 “ ´
1

2
GIJ̄

´

Ω̄I {̂Dp0qΩJ̄ ` Ω̄J̄ {̂Dp0qΩI
¯

, (6.3.110b)

L1 “ pRe fABq

ˆ

´
1

4
FA
µνF

µνB ´
1

2
λ̄A {Dp0qλB

˙

`
i

4

´

pIm fABqFA
µνF̃

µνB ` pDµIm fABqλ̄Aγ5γ
µλB

¯

,(6.3.110c)

V “ VF ` VD “ GIJ̄WIW̄J̄ `
1

2
pRe fq´1ABPAPB, (6.3.110d)

Lm “
1

2
W ψ̄µPRγ

µνψν ´
1

2
∇IWJΩ̄IΩJ `

1

4
W̄J̄fAB,I λ̄

APLλ
B

`
?

2i

„

´BIPA `
1

4
fAB,IpRe fq´1BCPC

ȷ

λ̄AΩI ` h.c.,(6.3.110e)

Lmix “ ψ̄ ¨ γPL

ˆ

i

2
PAλ

A `
1

?
2
WIΩ

I

˙

` h.c., (6.3.110f)

Ld “
1

8
pRe fABqψ̄µγ

abpFA
ab ` F̂A

abqγ
µλB `

1
?

2

!

GIJ̄ ψ̄µ {DX J̄γµΩI

´
1

4
fAB,IΩ̄

IγabF̂A
abλ

B ´
2

3
NIΩ̄

IγµνDµψν ` h.c.
)

, (6.3.110g)

L4f “ ´
N

6
LSG,torsion ` ¨ ¨ ¨ . (6.3.110h)

ただし，

DXI “ pd ´ b ´ iBqXI ´ AAkIA, (6.3.111)

D̂p0qΩI “

ˆ

d ´
3

2
b `

1

4
ωabpe, bqγab `

i

2
B
˙

ΩI

`ΓIJKΩKDµX
I ´ AABJk

I
AΩJ , (6.3.112)

Dp0qλA “

ˆ

d ´
3

2
b `

1

4
ωabpe, bqγab ´

3

2
iBγ5

˙

λA ´ ACλBfABC , (6.3.113)

Rµ “ γµρσ
ˆ

Bρ `
1

2
bρ `

1

4
ωρ

abpe, bqγab ´
3

2
iBργ5

˙

ψρ, (6.3.114)

Dµψν “

ˆ

Bµ `
1

2
bµ `

1

4
ωµ

abpe, b, ψqγab ´
3

2
iBµγ5

˙

ψν , (6.3.115)

LSG,torsion “ ´
1

16

“

pψ̄ργµψνqpψ̄ρ ` γµψν ` 2ψ̄ργνψµq ´ 4pψ̄µγ ¨ ψqpψ̄µγ ¨ ψq
‰

.(6.3.116)
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カイラルスカラーの運動項 同次座標XI の代わりに，

XI “ yZIpzq (6.3.117)

により，新たな複素座標 py, zαq(α “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)を導入する．ここで，ZIpzq

は，BZI{Bzαがランク nを持つような zの正則関数の組である．y座標に
は，fpzqを任意の正則関数として，

y Ñ y1 “ efpzq{ay, ZI Ñ ZI 1pzq “ e´fpzq{aZIpzq (6.3.118)

という変換の自由度が存在する．XIに対して，D-gauge条件N “ ´aを
課すと，|y|2は zの関数となる：

yȳ “ eKpz,z̄q{a ” ´
a

NpZI , Z̄ Īq
. (6.3.119)

このゲージ条件のもとで，変換 (6.3.118)を施すと，Kは次の変換を受ける：

K Ñ K1 “ K ` fpzq ` fpzq. (6.3.120)

最終的にKはカイラルスカラが値を取るKähler多様体のKählerポテン
シャルとなるので，これはKählerポテンシャルのKähler変換を与える．
このD-ゲージ条件を満たす超曲面上では，スカラー場の運動項は

L0 “ ´GIJ̄DX
I ¨ DX̄ J̄ “ ´Kαβ̄ B̂zα ¨ B̂z̄β̄; Kαβ̄ “ BαBβ̄K (6.3.121)

すなわち，Kはカイラルスカラの運動項に対応するKähler計量に対する
Kählerポテンシャルと一致する．

Proof. カイラルスカラーの共変微分を新たな座標系で表すと，

DXI “ tdy ´ pb ` iBqyuZI ` ydzαBαZ
I ´ AAkIA. (6.3.122)

ここで，キリングベクトル場 kAは共形ウエイト 0なので，

rkIABXI , XIBXI s “ 0 ô Byk
α
A “ 0, yByk

y
A “ kyA (6.3.123)

より，
kαA “ kαApzq, kyA “

y

a
rApzq. (6.3.124)

また，

δgaugeK “ θAĹkAK “ δ pa lnpyȳqq “ θA
´

rApzq ` rApzq

¯

(6.3.125)
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よって，

δXI “ δyZI ` yδzαBαZ
I “ θAy

"

kαA∇αZ
I `

i

a
PAZ

I

*

. (6.3.126)

ここで，∇αZ
I はKähler変換 (6.3.118)に関する共変微分で

∇αy “ Bαy ´
1

a
BαKy, (6.3.127a)

∇αZ
I “ BαZ

I `
1

a
BαKZI , ∇ᾱZ

I “ 0. (6.3.127b)

また，
PA ” ipkαABαK ´ rAq “ ´ipkᾱABᾱK ´ r̄Aq. (6.3.128)

以上より，Killingベクトルは

kIA “ y
`

kαA∇αZ
I ` ia´1PAZ

I
˘

(6.3.129)

と表される．これをDµX
I の表式に代入すると，

DµX
I “ YµX

I ` yB̂µz
α∇αZ

I . (6.3.130)

ただし，

Y ”
dy

y
´ ipB ` a´1PAA

Aq ´ a´1dzαBαK, (6.3.131)

B̂µz
α “ Bµz

α ´ kαAA
A
µ . (6.3.132)

この表式において，ZIと∇αZ
Jはエルミート内積GIJ̄に関して直交す

る．実際，D-gauge N “ ´aのもとで, NIJX
J “ 0より，

BαpX̄ ĪNĪq “ BαN “ 0

ô BαX̄
ĪNĪ ` X̄ ĪBαX

JNĪJ ` BαX
J̄NĪJ̄X̄

Ī “ 0

ô
Bαȳ

ȳ
N `

Bαy

y
N ` yGJĪX̄

ĪBαZ
J “ 0

ô eK{aGĪJ Z̄
Ī∇αZ

J “ 0. (6.3.133)

よって，カイラルスカラの運動項は

´GIJ̄DX
I ¨ DX̄ J̄ “ ´|y|2Y ¨ Y GIJ̄Z

IZ̄ J̄ ` Kαβ̄ B̂µz
αB̂µz̄β̄. (6.3.134)
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ここで，
Kαβ̄ “ |y|2GIJ̄∇αZ

I∇βZJ . (6.3.135)

Bµは

ImY “ ´B ´
1

a
PAA

A ´
i

2
d lnpy{ȳq `

i

2
pdzαBαK ´ dz̄ᾱBᾱKq (6.3.136)

にのみ含まれるので，Bµについての変分方程式は，ImY “ 0となる．ま
た，このとき，

ReY “
1

2
d lnpyȳq ´

1

2a
dK “ 0 (6.3.137)

すなわち，Y “ 0． さらに，

GIJ̄∇αZ
IZ̄ J̄ “ 0 ñ GIJ̄BαZ

IZ̄ J̄ “ ´
1

a
BαKGIJ̄Z

IZ̄ J̄ “
1

|y|2
BαK

(6.3.138)

より，

Kαβ̄ “ |y|2GIJ̄BαZ
IBβ̄Z̄

J̄ `
1

a
BαKBβ̄K. (6.3.139)

一方，NIJ̄K̄Z̄
J̄ “ 0より，

BαBβ̄K “ ´aBαBβ̄ ln
”

´a´1ZIGIJ̄ Z̄
J̄
ı

“ |y|2GIJ̄BαZ
IBβ̄Z̄

J̄ `
|y|2

a
pNIBαZ

IqpNJ̄Bβ̄Z̄
J̄q.(6.3.140)

ここで，

NIBαZ
I “

1

y
NIpBαX

I ´ BαyZ
Iq “

1

y
pBαN ´ NĪBαȳZ̄

Īq ´
Bαy

y2
N

“ ´
N

y
Bα lnpyȳq “

1

ay
BαK (6.3.141)

よって，
L0 “ ´Kαβ̄ B̂zα ¨ B̂z̄β̄; Kαβ̄ “ BαBβ̄K (6.3.142)

Q.E.D.

カイラルスピノール場の運動項 カイラルスピノール場ΩI から

ΩI “ yχ0ZI ` yχα∇αZ
I (6.3.143)
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により，pχ0, χαqを導入する：

χ0 “ ´a´1NIΩ
I , χα “ ȳKαβ̄ΩIGIJ̄∇̄β̄Z̄

J̄ . (6.3.144)

このとき，
S-gauge : χ0 “ 0. (6.3.145)

以下，この条件を課すと，スピノール場はχα(α “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqのみで表され
る．χαの共形ウエイトとカイラルウエイトはw “ 1{2, c “ ´3{2、Kähler

ウエイトは p0.0qである．
このゲージ条件のもとで，カイラルスピノール場の運動項は

L1{2 “ ´
1

2
GIJ̄

´

Ω̄I {̂Dp0qΩJ̄ ` Ω̄J̄ {̂Dp0qΩI
¯

“ ´
1

2
Kαβ̄

´

χ̄β̄ {Dp0qχα ` χ̄α {Dp0qχβ̄
¯

.

(6.3.146)

Proof. ΩI の運動項に含まれる共変微分

D̂p0q
µ ΩI “ Dp0q

µ py∇αZ
Iχαq ` ΓIJKDµX

Jy∇αZ
Kχα (6.3.147)

において，

DµX
J “ yYµZ

J ` yB̂µz
β∇βZ

J “ yB̂µz
β∇βZ

J , (6.3.148a)

Dp0q
µ ΩI “ Dpω,Bqµpy∇αZ

Iχαq ´ AAµ BJk
I
Ay∇αZ

Jχα.(6.3.148b)

ここで，

BJk
I
Ay∇αZ

J “ Bαk
I
A `

1

a
kIA

Bαȳ

ȳ
“ y∇α

ˆ

kIA
y

˙

“ y

„

∇αk
β
A∇βZ

I ` kβA∇α∇βZ
I `

i

a
pPA∇αZ

I ` BαPAZ
Iq

ȷ

.(6.3.149)

よって，

Dp0q
µ ΩI “ y∇αZ

IDp0q
µ χα ` yχα

´

B̂µz
β∇β∇αZ

I ` B̂µz̄
β̄∇β̄∇αZ

I
¯

´i
y

a
AAµ BαPAZ

Iχα. (6.3.150)

ここで，

∇β̄∇αZ
I “

1

a
Kαβ̄Z

I . (6.3.151)
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また，(6.3.135)の両辺に∇γを作用させると，

GIJ̄∇βZJ∇γ∇αZ
I ` y∇γZ

KNIJ̄K∇αZ
I∇̄β̄Z̄

J̄ “ 0. (6.3.152)

これを∇γ∇αZ
I について解くと，

∇β∇αZ
I “ ´yNKLJ̄G

IJ̄∇αZ
K∇βZ

L “ ´yΓIKL∇αZ
K∇βZ

L. (6.3.153)

以上より，

D̂p0q
µ ΩI “ y∇αZ

IDp0q
µ χα `

y

a

´

Kαβ̄ B̂µz̄
β̄ ´ iAAµ BαPA

¯

ZIχα. (6.3.154)

よって，カイラルスピノール場の運動項は

L1{2 “ ´
1

2
Kαβ̄

´

χ̄β̄ {Dp0qχα ` χ̄α {Dp0qχβ̄
¯

. (6.3.155)

Q.E.D.

ポテンシャル項 W pzqを

WpXq “ y3W pzq (6.3.156)

により導入すると，

GIJ̄WIW̄J̄ “ yȳ

ˆ

´
1

a
ZIZ̄ J̄ ` Kαβ̄∇αZ

I∇̄β̄Z̄
J̄

˙

WIW̄J̄ (6.3.157)

において，

ZIWI “ 2y2W pzq, (6.3.158a)

∇αZ
IWI “ y2∇αW. (6.3.158b)

ここで，N “ ´a “ ´3{κ2より，

∇αW ” BαW ` κ2BαKW. (6.3.159)

よって，

V “ VF ` VD;

VF “ eκ
2K

´

´3κ2WW̄ ` ∇αWKαβ̄∇βW
¯

, (6.3.160)

VD “
1

2
rpRe fq´1sABPAPB. (6.3.161)
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残留ゲージ対称性 最終的な 4次元超重力理論は，局所座標変換，局所
Lorentz変換Mab，局所超対称変換 Q，局所内部ゲージ変換 TA および
Kähler変換に対して不変となるが，これらの変換の一部は，元の理論に
おけるカイラル変換および S変換を伴う．
まず，T-gauge条件 y “ ȳより，

λT “
i

2a
θAprA ´ r̄Aq `

i

2a
?

2
ϵ̄ pχαBαK ´ χᾱBᾱKq `

i

2a
rfpzq ´ f̄pz̄qs.

(6.3.162)

つぎに，S-gauge条件NIΩ
I “ 0より，

2

κ2
PLη “ ´W̄PLϵ ` γaPRϵ

ˆ

1

4
NIJ̄Ω̄IγaΩJ̄ `

1

8
Re fABλ̄

Aγaγ5λ
B

˙

.

(6.3.163)
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6.3.6 最も一般的な 4次元超重力理論の最終形

基本場と自由データ

• Weyl超組: フレーム場 θaµ; グラヴィティーノ場 ψµ(Majorana)

• カイラル超組: 複素スカラー場 zα; スピノール場 χα (γ˚χ
α “ χα)。

スカラ場 zαは、Kähler-Hodge多様体 pMs, g, Jqに値を取る。この
Kähler-Hodge多様体の選択は、理論の自由データの一つ。特に、
Kähler計量 gαβ̄ は、gαβ̄ “ BαB̄β̄Kにより、Kählerポテンシャル K
を、Kähler変換K Ñ K ` fpzq ` f̄pz̄qの自由度を除いて決定。

• ゲージ超組: ゲージ場AAµ ; ゲージーノ場 λA(Majorana).

ゲージセクターの自由データは、ゲージ群GとMs上の正則関数
を要素とする対称行列であるゲージ結合関数 fABpzq。この関数は、
ゲージ変換に対して、随伴表現のもとで２階対称テンソルとして変
換することが必要。

• ゲージ結合: ゲージ場のカイラルセクターとの結合は，ゲージ群G

のKähler多様体 pM, g, Jqの正則等長変換群への埋込により定義さ
れる．対応する正則キリングベクトルの基底をkAとおくと，pzα, χαq

のゲージ変換は

δzα “ θAkαA, δχα “ θABβk
α
Aχ

β. (6.3.164)

各正則Killingベクトル場には，対応して，次の条件で特徴付けら
れるモーメント写像PAが一意的に存在する：

kAα “ iBαPA, kAᾱ “ ´iBᾱPA, (6.3.165a)

PA “ ipkαABαK ´ rAq “ ´ipkᾱABᾱK ´ r̄Aq. (6.3.165b)

一方，ゲージセクターとの結合はGの随伴表現により決まり，特に
ゲージーノ場は次のように変換する：

δλA “ ´θCfACBλ
B. (6.3.166)
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ラグランジアン

|θ|´1L “
1

2κ2
“

Rpeq ´ ψ̄µR
µ
‰

´Kαβ̄

ˆ

B̂µz
αB̂µz̄β̄ `

1

2
χ̄α {Dp0qχβ̄ `

1

2
χ̄β̄ {Dp0qχα

˙

´ V

`pRe fABq

„

´
1

4
FA
µνF

µνB ´
1

2
λ̄A {Dp0qλB

ȷ

`
1

4

”

pIm fABqFA
µνF̃

µνB ` pB̂µIm fABqλ̄Aγ5γ
µλB

ı

`
1

8
pRe fABqψ̄µγ

abpFA
ab ` pFA

abqγ
µλB `

1
?

2

”

Kαβ̄ψ̄µ{̂Bz̄β̄γµχα ` h.c.
ı

`
1

4
?

2

”

fAB,αλ̄
Aγab pFB

abχ
α ` h.c.

ı

` Lm ` Lmix ` L4f . (6.3.167)

ここで，

Rµ “ γµρσ
ˆ

Bρ `
1

4
ωρ

abpeqγab ´
3

2
iBργ5

˙

ψρ, (6.3.168a)

B̂µz
α “ Bµz

α ´ AAµk
α
A, (6.3.168b)

Dp0qχα “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpeqγab `
3

2
iBµ

˙

χα ´ AAµ Bβk
α
Apzqχβ ` Γαβγχ

γ B̂µz
β.

(6.3.168c)

Kähler接続係数 Γαβγとカイラル接続係数 Bµは，

Γαβγ “ Kαδ̄BβKγδ̄, (6.3.169a)

Bµ “
i

6
κ2 pBµz

αBαK ´ Bµz̄
ᾱBᾱKq ´

κ2

3
AAµPA. (6.3.169b)

ゲージーノの共変微分は

Dp0q
µ λA “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpeqγab ´
3

2
iBµγ5

˙

λA ´ ACµλ
BfABC . (6.3.170)

超共形ゲージ曲率 pFabは

pFA
ab “ eµae

ν
b

`

2BrµA
A
νs ` fABCA

B
µA

C
ν ` ψ̄rµγνsλ

A
˘

. (6.3.171)

次に，質量項は

Lm “
1

2
m3{2ψ̄µPRγ

µνψν

´
1

2
mαβχ̄

αχβ ´ mαAχ̄
αλA ´

1

2
mABλ̄

APLλ
B ` h.c..(6.3.172)
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ここで，

m3{2 “ κ2eκ
2K{2W, (6.3.173a)

mαβ “ eκ
2K{2∇α∇βW, (6.3.173b)

mαA “ i
?

2

„

BαPA ´
1

4
fAB,αrpRe fq´1sBCPC

ȷ

“ mAα,(6.3.173c)

mAB “ ´
1

2
eκ

2K{2fAB,αK
αβ̄∇βW. (6.3.173d)

グラヴィティーノとカイラルフェルミオンの混合項は

Lmix “ ψ̄ ¨ γ

„

i

2
PLλ

APA `
1

?
2
χαeκ

2K{2∇αW

ȷ

` h.c.. (6.3.174)

最後に，4体フェルミ項は

L4f “
1

2κ2
LSG,torsion

`

"

´
1

4
?

2
fAB,αψ̄ ¨ γχαλ̄APLλ

B `
1

8
p∇αfAB,βqχ̄αχβλ̄APLλ

B ` h.c.

*

`
i

16
ϵµνρσψ̄µγνψρ

ˆ

1

2
pRe fABqλ̄Aγ5γσλ

B ` Kαβ̄χ̄
β̄γσχ

α

˙

´
1

2
Kαβ̄ψ̄µχ

β̄ψ̄µχα

`
1

4

ˆ

Rαγ̄βδ̄ ´
1

2
κ2Kαγ̄Kβδ̄

˙

χ̄αχβχ̄γ̄χδ̄

`
3

64
κ2

“

pRe fABqλ̄Aγµγ5λ
B
‰2

´
1

16
fAB,αλ̄

APLλ
BKαβ̄ f̄CD,β̄λ̄

CPRλ
D

`
1

16
rpRe fq´1sAB

`

fAC,αχ̄
α ´ f̄AC,ᾱχ̄

ᾱ
˘

λC
´

fBD,βχ̄
β ´ f̄BD,β̄χ̄

β̄
¯

λD

´
1

4
κ2Kαβ̄pRe fABqχ̄αλAχ̄β̄λB. (6.3.175)

377 目次へ



目次へ

残留ゲージ変換 局所ローレンツ変換と一般座標変換を除く残留ゲージ
変換のうち，内部ゲージ変換と局所超対称変換に対する変換則は，

δθAµ “
1

2
ϵ̄γaψµ, (6.3.176a)

δPLψµ “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpeqγab ´
3

2
iBµ

˙

PLϵ `
κ2

2
γµe

κ2K{2WPRϵ

`
κ2

4
PLψµθ

Apr̄A ´ rAq ` cubic in fermions, (6.3.176b)

δzα “
1

?
2
ϵ̄χα ` θAkαA, (6.3.176c)

δχα “
1

?
2
PL

´

{̂Bzα ´ eκ
2K{2Kαβ̄∇βW

¯

ϵ

`θA
„

Bβk
α
Aχ

β `
1

4
κ2prA ´ r̄Aqχα

ȷ

` cubic in fermions,(6.3.176d)

δAAµ “ ´
1

2
ϵ̄γµλ

A ` Bµθ
A ` θCABµ f

A
BC , (6.3.176e)

δλA “

„

1

4
γµνFA

µν `
i

2
γ5rpRe fq´1sABPB

ȷ

ϵ

`θB
„

λCfACB `
κ2

4
γ5pr̄B ´ rBqλA

ȷ

` cubic in fermions.(6.3.176f)
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6.3.7 Diracの量子化条件

ゲージ場Aとスピノール場 ψの結合を

Dψ “ pd ´ iqAqψ. (6.3.177)

ゲージ変換を
ψ Ñ eiqθψ, A Ñ A ` dθ (6.3.178)

とする．
いま，2次元球面 S2上の赤道に対応する円をC, Cの北半球をHN , 南
半球をHS，それぞれにおけるゲージポテンシャルをAN , ASとするとき，
AN ´ AS “ dθで，eqθはC上の一価関数となることより，

exp

ˆ

iq

ż

S2

F

˙

“ exp

"

iq

ˆ
ż

HN

F `

ż

HS

F

˙*

“ exp

„

iq

ż

C

pAN ´ ASq

ȷ

“ exp

ˆ

iq

ż

C

dθ

˙

“ 1(6.3.179)

よって，フラックスに対する次の量子化条件が得られる：

q

ż

S2

F “ 2πn, n P Z. (6.3.180)

単体分割を利用することにより，この条件は，球面だけでなく任意の閉
曲面に対して成り立つことが示される：

q

ż

Σ2

F “ 2πn. (6.3.181)
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6.3.8 Kähler-Hodge条件

N “ 1, D “ 4の大域的超対称理論 では，スカラ多様体として任意の
Kähler多様体を用いることができる．しかし，超重力理論におけるスカ
ラ多様体は，以下の理由で，Kähler-Hodge多様体というKäher多様体の
部分クラスに限定される．
まず，超重力理論では，P a, Mab, Q以外の超共形ゲージ自由度をゲー
ジ固定すると，Kähler変換K Ñ K ` fpzq ` fpzqは，カイラルUp1qゲー
ジ変換を伴うようになる．このため，最終的な理論での基本場のうち，
ψ, χα, λAがケーラー変換に伴い次のように変換する：

δψ “ ´i
κ2

2
Im pfqγ˚ψ, (6.3.182a)

δχα “ i
κ2

2
Im pfqχα, (6.3.182b)

δλA “ i
κ2

2
Im pfqγ˚λ

A. (6.3.182c)

対応して，複合ゲージ場

A “
i

6
κ2 pdzαBαK ´ dz̄ᾱBᾱKq (6.3.183)

がこのゲージ変換を打ち消すためにこれらの場に次のように結合する：

Dψ “

ˆ

d ´
3

2
iAγ˚ ` ¨ ¨ ¨

˙

ψ ` ¨ ¨ ¨ . (6.3.184)

(他の場への作用も全く同じ）．よって，Aは次のDirac量子化条件の制
限を受ける：

3

2

ż

Σ2

dA “ ´
κ2

2

ż

Σ2

ω “ 2πn, n P Z, (6.3.185)

ここで，ωはKähler形式

ω “ igαβ̄dz
α ^ dz̄β̄ “ iBαBβ̄Kdzα ^ dz̄β̄ (6.3.186)

である．これより，pMs, pκ
2{p4πqqg, JqはKähler-Hodge多様体となる．
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6.4 ４次元N “ 1超重力理論ー超空間アプローチ

6.4.1 超場

N “ 1超代数
!

Qα, Q̄ 9β

)

“ 2σm
α 9β
Pm, tQα, Qβu “

!

Q̄ 9α, Q̄ 9β

)

“ 0 (6.4.1)

の場への表現を考える．
以下，次のWess-Berger記法に従う：

ϵ12 “ 1, ϵ12 “ ´1, (6.4.2a)

χα “ ϵαβχ
β, χα “ ϵαβχβ, (6.4.2b)

ψχ “ ψαχα, ψ̄χ̄ “ ψ̄ 9αχ̄
9α. (6.4.2c)

6.4.1.1 超空間の変換

超空間 z “ pxm, θα, θ̄ 9αqにおいて，

Bm “
B

Bxm
, δα “

B

Bθα
, δ̄ 9α “

B

Bθ̄ 9α
(6.4.3)

を用いて

Qα “ δα ´ iσmα 9αθ̄
9αBm, (6.4.4a)

Q̄ 9α “ ´δ̄ 9α ` iθασmα 9αBm, (6.4.4b)

とおくと，
!

Qα, Q̄ 9β

)

“ 2iσm
α 9β

Bm, tQα, Qβu “

!

Q̄ 9α, Q̄ 9β

)

“ 0. (6.4.5)

また，

Dα “ δα ` iσmα 9αθ̄
9αBm, (6.4.6a)

D̄ 9α “ ´δ̄ 9α ´ iθασmα 9αBm, (6.4.6b)

とおくと，
!

Dα, D̄ 9β

)

“ ´2iσm
α 9β

Bm, tDα, Dβu “

!

D̄ 9α, D̄ 9β

)

“ 0, (6.4.7)
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かつ

tDα, Qβu “

!

Dα, Q̄ 9β

)

“
␣

D̄ 9α, Qβ

(

“

!

D̄ 9α, Q̄ 9β

)

“ 0. (6.4.8)

ξQ ` ξ̄Q̄および ξD ` ξ̄D̄は，それぞれ超群

Gpx, θ, θ̄q “ exp
“

ip´xmPm ` θQ ` θ̄Q̄q
‰

(6.4.9)

における左変換と右変換にあたる．

6.4.1.2 超場の変換

超場

F px, θ, θ̄q “ fpxq ` θΦpxq ` θ̄χ̄pxq

`θθmpxq ` θ̄θ̄ npxq ` θσmθ̄ vmpxq

`pθθqθ̄λ̄pxq ` pθ̄θ̄qθψpxq ` pθ̄θ̄qpθθqdpxq (6.4.10)

に対して

δF “ pξQ ` ξ̄Q̄qΦ

“ δfpxq ` θδΦpxq ` θ̄δχ̄pxq

`θθ δmpxq ` θ̄θ̄ δnpxq ` θσmθ̄ δvmpxq

`pθθqθ̄δλ̄pxq ` pθ̄θ̄qθδψpxq ` pθ̄θ̄qpθθqδdpxq. (6.4.11)

6.4.1.3 Chiral超場

条件
D̄ 9αΦ “ 0 (6.4.12)

は

Φ “ Apyq `
?

2θψpyq ` θθF pyq; (6.4.13)

ym “ xm ` iθσmθ̄ (6.4.14)

と同等．このとき，
δF pxq “ i

?
2ξ̄σ̄mBmψ. (6.4.15)
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6.4.1.4 ベクトル超場

条件
V “ V : (6.4.16)

は，V が実場Cpxq,Mpxq, Npxq, Dpxq, vmpxq, χpxq, λpxqを用いて

V “ Cpxq ` iθχpxq ´ iθ̄χ̄pxq

`
i

2
θθ pMpxq ` iNpxqq ´

i

2
θ̄θ̄ pMpxq ´ iNpxqq ´ θσmθ̄ vmpxq

`ipθθqθ̄

ˆ

λ̄pxq `
i

2
σ̄mBmχpxq

˙

´ ipθ̄θ̄qθ

ˆ

λpxq `
i

2
σmBmχ̄pxq

˙

`
1

2
pθ̄θ̄qpθθq

ˆ

Dpxq `
1

2
lCpxq

˙

(6.4.17)

と表される．このとき，

δDpxq “ ξ̄σ̄mBmλ ´ ξσmBmλ̄. (6.4.18)

6.4.1.5 可換ゲージ超場

カイラル超場Φを用いて，ベクトル超場 V のゲージ変換を

V Ñ V ` Φ ` Φ: (6.4.19)

により定義すると，

C Ñ C ` A ` A˚, (6.4.20a)

χ Ñ χ ´ i
?

2ψ, (6.4.20b)

M ` iN Ñ M ` iN ´ 2iF, (6.4.20c)

vm Ñ vm ´ iBmpA ´ A˚q, (6.4.20d)

λ Ñ λ, (6.4.20e)

D Ñ D. (6.4.20f)

これより、ゲージ条件

C “ M “ N “ χ “ 0 (6.4.21)

を課すことは常に可能で、このゲージでは

V “ ´θσmθ̄vmpxq ` iθθθ̄λ̄pxq ´ iθ̄θ̄θλpxq `
1

2
θθθ̄θ̄Dpxq (6.4.22)
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一般に、

Wα :“ ´
1

4
D̄D̄DαV, W̄ 9α :“ ´

1

4
DDD̄ 9αV (6.4.23)

はゲージ不変なカイラル超場となり，次の関係式を満たす：

D̄ 9βWα “ 0, DβW̄ 9α “ 0, DαWα “ D̄ 9αW̄
9α. (6.4.24)

成分場で表すと、

Wα “ ´iλαpyq `

„

δβαDpyq ´
i

2
pσmσ̄nqα

βvmnpyq

ȷ

θβ

`θθσmα 9αBmλ̄
9αpyq, (6.4.25a)

W̄ 9α “ iλ̄ 9αpy`q `

„

δ 9α
9β
Dpy`q `

i

2
pσ̄mσnq 9α

9βvmnpy`q

ȷ

θ̄ 9β

´θ̄θ̄σ̄m 9ααBmλ̄αpy`q. (6.4.25b)

ここで、

y “ x ` iθσθ̄, y` “ x ´ iθσθ̄, (6.4.26)

vmnpxq “ Bmvnpxq ´ Bnvmpxq. (6.4.27)

6.4.1.6 非可換ゲージ超場

ゲージ群の Lie代数 g（基底 tTau）に値を取るベクトル超場を

V “ T aVa (6.4.28)

として，そのゲージ変換を，gに値をとるカイラル超場

Λ “ T aΛa (6.4.29)

を用いて，
V Ñ V 1; eV

1

“ e´iΛ:

eV eiΛ (6.4.30)

により定義する．このとき，gに値を取るカイラルな超場

Wα “ ´
1

4
D̄D̄e´VDαe

V (6.4.31)

はゲージ変換に対して，

Wα Ñ W 1
α “ e´iΛWαe

iΛ (6.4.32)

と変換し，場の強度を表す超場となる．
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6.4.2 超対称作用積分

6.4.2.1 Chiral超組

Chiralな超場の組Φiに対して、

L “ Φ:
iΦi

ˇ

ˇ

ˇ

D
` pW pΦq|F ` h.c.q . (6.4.33)

ここで、第１項は成分場で表すと

Φ:Φ|D “
1

4
pA˚lA ` lA˚Aq ´

1

2
BA˚ ¨ BA

´
i

2
ψ̄σ̄ ¨

Ø

Bψ ` F ˚F

– A˚lA ´ iψ̄σ̄ ¨ Bψ ` F ˚F. (6.4.34)

また、第２項は

W pΦq “
1

2
mijΦiΦj `

1

3
gijkΦiΦjΦk ` λiΦi (6.4.35)

に対して、

W pΦq|F “ mij

ˆ

AiFj ´
1

2
ψiψj

˙

`gijk pAiAjFk ´ ψiψjAkq ` λiFi. (6.4.36)

よって、Fiを消去すると、

BL

BFk
“ F ˚

k ` λk ` mikAi ` gijkAiAj “ 0 (6.4.37)

より、

L “ ´iψ̄iσ̄ ¨ Bψi ` A˚
i lAi ´

1

2

`

mijψiψj ` m˚
ijψ̄iψ̄j

˘

´gijkψiψjAk ´ g˚
ijkψ̄iψ̄jA

˚
k ´ V pA,A˚q. (6.4.38)

ただし，

V “ F ˚
k Fk; F ˚

k “
BW

BΦk

. (6.4.39)

ここで，ψiψj “ ϵαβψ
α
i ψ

β
j が i, j の入れ替えについて対称となることに

注意．
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6.4.2.2 一般カイラル相互作用

カイラル超場のみを含む最も一般的なLagrangianはKählerポテンシャ
ルKpΦ,Φ:qと超ポテンシャル P pΦqを用いて

L “

ż

d2θd2θ̄ KpΦ,Φ:q `

ż

d2θ P pΦq ` h.c.. (6.4.40)

と表される．Kに対応するKähler計量を

gij˚ “
B

BAi
B

BA˚j
K|0 (6.4.41)

とおくと，ラグランジアンは成分場を用いて次のように表される：

L “ ´gij˚BmA
iBmA˚j ´ igij˚χ̄jσ̄mDmχ

i `
1

4
Rij˚kl˚χ

iχkχ̄jχ̄l

´
1

2
DiDjPχ

iχj ´
1

2
Di˚Dj˚P ˚χ̄iχ̄j ´ gij

˚

DiPDj˚P ˚.(6.4.42)

6.4.2.3 ゲージ超組

ゲージ超場 V に対応する場の強度を表すカイラル超場をWαとして、

L “
1

16kg2
pWαWα|F ` h.c.q . (6.4.43)

ただし，ゲージ群の Lie代数の基底 tTauを

TrpTaTbq “ kδab ñ rT a, T bs “ itrabcsT c (6.4.44)

と規格化するものとする．このとき，rescale V Ñ 2gV により，成分場を
用いて

L – ´
1

4
vpaqmnvpaq

mn ´ iλ̄paqσ̄ ¨ Dλpaq. `
1

2
DpaqDpaq. (6.4.45)

ここで，

vpaq
mn “ Bmv

paq
n ´ Bnv

paq
m ´ gtabcvpbq

m vpcq
n , (6.4.46a)

Dmλ
paq “ Bmλ

paq ´ gtabcvpbq
m λpcq. (6.4.46b)
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6.4.2.4 ゲージ相互作用

ゲージ群Gに対応するゲージ超場を V，Gの線形表現空間に値を取る
カイラル超場をΦ，その超ポテンシャルをW pΦqとするとき，

L “
1

16kg2
pWαWα|F ` h.c.q ` Φ:eV Φ|D ` W pΦq|F ` h.c. (6.4.47)

ここで，W はG不変性

W pUΦq “ W pΦq @U P g (6.4.48)

を持つものとする．このとき，ΛをGの Lie代数に値を取る任意のカイ
ラル超場として，ゲージ変換

Φ1 “ e´iΛΦ, eV
1

“ e´iΛ:

eV eiΛ (6.4.49)

に対して，L は不変となる．
成分場で表し，F 項を消去すると，

L “ ´iλ̄paqσ̄ ¨ Dλpaq. ´
1

4
vpaqmnvpaq

mn `
1

2
DpaqDpaq

´iψ̄σ̄ ¨ Dψ ´ DA: ¨ DA ´ V pAq

`i
?

2g
`

A:T paqψλpaq ´ h.c.
˘

` gDpaqA:T paqA. (6.4.50)

ここで，

V “ F ˚
k Fk; F ˚

k “
BW

BΦk

. (6.4.51)

超対称変換は

δA “
?

2ξψ, (6.4.52a)

δψ “ i
?

2σmξ̄DmA `
?

2ξF, (6.4.52b)

δF “ i
?

2ξ̄σ̄mDmA ` 2igT paqAξ̄λ̄paq, (6.4.52c)

δvpaq
m “ ´iλ̄paqσ̄mξ ` iξ̄σ̄mλpaq, (6.4.52d)

δλ “ σmnξvmn ` iξD, (6.4.52e)

δDpaq “ ´ξσmDmλ̄
paq ´ Dmλ

paqσmξ̄. (6.4.52f)
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6.4.3 曲がった超空間

6.4.3.1 超空間

局所座標系
M Q pzMq “ pxm, θµ, θ̄ 9µq. (6.4.53)

ここで，

zMzN “ p´1qM̂N̂zNzM pm̂ “ 0, µ̂ “ 1q, (6.4.54a)

BMz
N “ δNM ` p´1qM̂N̂zNBM . (6.4.54b)

超ベクトル場
V “ V MBM P TzM . (6.4.55)

超微分形式 p次超微分形式ω P A ppM qおよびその外微分を次のように
定義する：

ω “
p´1qppp´1q{2

p!
dzMp ^ ¨ ¨ ¨ ^ dzM1 ωM1¨¨¨Mp , (6.4.56)

zMdzN “ p´1qM̂N̂dzNzM , dzM ^ dzN “ ´p´1qM̂N̂dzNdzM ,(6.4.57)

dω :“ dzM ^ BMω; pdωqM1¨¨¨Mp`1 “ pp ` 1qBrM1ωM2¨¨¨Mp`1s(̆6.4.58)

dpωp ^ χqq “ dωp ^ χq ` p´1qpωp ^ dχq. (6.4.59)

超フレーム場 超接空間T pM qおよび超余接空間T ˚pM qの基底場を

EA “ dzMEM
Apzq, EA “ EA

MpzqBM , (6.4.60)

EM
AEA

N “ δNM , EA
MEM

B “ δBA . (6.4.61)

により導入する．ただし，フレーム添え字A “ pa, α, 9αq, B “ pb, β, 9βq, ¨ ¨ ¨

の上げ下げは，a, b, ¨ ¨ ¨ は ηabで，α, β, ¨ ¨ ¨ ( 9α, 9β, ¨ ¨ ¨ )は ϵαβ, ϵαβ (ϵ 9α 9β, ϵ 9α 9β)

で左からの作用で行う：

ϵ12 “ ´1, ϵ12 “ 1, (6.4.62)

ϵαβϵ
βγ “ δγα. (6.4.63)
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6.4.3.2 アフィン接続

超接続形式 各超フレーム場EAに対して、超接続形式ϕA
Bを対応させる：

EA Ñ ϕA
B “ dzMϕMA

B; ϕAB “ ´p´1qÂB̂ϕBA. (6.4.64)

超フレーム場の局所回転

δLE
A “ EBLB

Apzq (6.4.65)

に対して，超接続形式は

δLϕM “ rϕM , Ls ` dL (6.4.66)

と変換する．ただし，LABは次の３種類の成分

La
b, Lα

β, L 9α
9β (6.4.67)

以外はゼロとする．さらに，これらは，slp2,Cqに属するLα
β(Lαβ “ Lβα)

により完全に決まる：

σα 9α
aσβ 9β

bLab “ ´2ϵαβL 9α 9β ` 2ϵ 9α 9βLαβ. (6.4.68)

対応して，ϕABも
ϕa

b, ϕα
β, ϕ 9α

9β (6.4.69)

以外の成分はゼロとなり，次の関係式が成り立つ：

σα 9α
aσβ 9β

bϕab “ ´2ϵαβϕ 9α 9β ` 2ϵ 9α 9βϕαβ. (6.4.70)

超共変微分 超１形式 ωに対して

DMω “ p´1qM̂ÂEADMωA; (6.4.71)

DMωA “ BMωA ` ϕMA
BωB (6.4.72)

と定義すると，超コフレーム場の共変微分は

DME
A “ p´1qM̂B̂EBϕMB

A (6.4.73)

となり，コフレームの無限小変換 δLに対して

δLpDME
Aq “ pDME

BqLB
A. (6.4.74)
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また，超ベクトル場 V “ V AEAに対して

DMV “ pDMV
AqEA; (6.4.75)

DMV
A “ BMV

A ´ p´1qM̂B̂V BϕMB
A. (6.4.76)

超フレーム場の共変微分は

DMEA “ ´ϕMA
BEB (6.4.77)

超共変外微分 超テンソルに値を取る p-形式X A¨¨¨の共変外微分DX A¨¨¨

（超テンソルに値を取る pp` 1q-形式が，任意の超テンソル ωA¨¨¨に対して

DωA¨¨¨ “ dzMDMωA¨¨¨, (6.4.78a)

dpωA¨¨¨X
A¨¨¨q “ pDωA¨¨¨q ^ X A¨¨¨ ` ωA¨¨¨DX A¨¨¨ (6.4.78b)

が成り立つという要請に一意的に定まり，

DX A “ dX A ` p´1qp`1X B ^ ϕB
A, (6.4.79a)

DY AB “ dY AB ` p´1qp`1
´

p´1qB̂pĈ`ÂqY CB ^ ϕC
A ` Y AC ^ ϕC

B
¯

.

(6.4.79b)

超捩れ形式と超曲率形式 超捩れ形式T Aと超曲率形式RA
Bを

T A “ DEA ” dEA ` EB ^ ϕB
A, (6.4.80a)

RA
B “ dϕA

B ` ϕA
C ^ ϕC

B (6.4.80b)

により定義する．成分で書くと，

TMN
A “ 2BrMENu

A ´ 2ϕrMNu
A, (6.4.81a)

RMNA
B “ 2BrMϕNuA

B ´ 2p´1qM̂pN̂`Â`ĈqϕrN |A|
CϕMuC

B.(6.4.81b)

また，次の関係式が成り立つ：

rDA,DBuΦ “ ´2TAB
CDCΦ, (6.4.82a)

2rDA,DBuVC “ RABC
DVD ´ TAB

DDDVC . (6.4.82b)

これらに対して次のBianchi恒等式が成り立つ：

DT A ” dT A ´ T B ^ ϕB
A “ ´EB ^ RB

A, (6.4.83a)

DRA
B “ 0. (6.4.83b)
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また，RMNA
Bの成分は関係式

RNMab “ ´RNMba, (6.4.84a)

RNMαβ “ RNMβα, (6.4.84b)

RNM 9α 9β “ RNM 9β 9α, (6.4.84c)

σα 9α
aσβ 9β

bRNMab “ ´2ϵαβRNM 9α 9β ` 2ϵ 9α 9βRNMαβ (6.4.84d)

を満たし，これ以外の成分はゼロとなる．

6.4.3.3 超Riemann接続

平坦な場合： 平坦な超空間では、Bmにより生成される通常の４次元的
並進対称性と超対称変換Qα, Q̄ 9αにより生成される奇次元への並進があり，
␣

Bm, Dα, D̄ 9α

(

がこれらの変換で不変な超ベクトル場の基底となる．した
がって，標準基底として最も自然なものは

Ea “ δma Bm, (6.4.85a)

Eα “ Dα “ Bα ` iσmα 9αθ̄
9αBm, (6.4.85b)

E 9α “ D̄ 9α “ ´B̄ 9α ´ iθασmα 9αBm. (6.4.85c)

対応する双対基底は

Ea “ dxa ´ idθασmα 9αθ̄
9α ` iθασmα 9αdθ̄

9α, (6.4.86a)

Eα “ dθα, E 9α “ dθ 9α. (6.4.86b)

これらが平行，したがって ϕAB “ 0とすると，

T a “ dEa “ 2iσaα 9αdθ
α ^ dθ̄ 9α, T α “ T 9α “ 0. (6.4.87)

よって，
T aα 9α “ 2iσaα 9α, 他の成分 “ 0. (6.4.88)

超捩れテンソルへの制限 超捩れテンソルに対して，次の成分以外はゼ
ロであることを要求する：

Tα 9β
c “ T 9βα

c “ 2iσα 9β
c, (6.4.89a)

Tab
γ{ 9γ, Taβ{ 9β

γ{ 9γ (6.4.89b)
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このとき，T AとRA
Bは条件

Wαβγ “ Wpαβγq, pWαβγq: “ W̄ 9α 9β 9γ, (6.4.90a)

pGα 9αq: “ Gα 9α, (6.4.90b)

D̄ 9αR “ 0, (6.4.90c)

D̄ 9αWβγδ “ 0, DαW̄ 9β 9γ 9δ “ 0, (6.4.90d)

DαGα 9β “ D̄ 9βR
:, D̄

9βGα 9β “ DαR, (6.4.90e)

D̄ 9αW̄ 9α 9β 9γ `
1

2
i
´

Dβ 9βG
β

9γ ` Dβ 9γG
β

9β

¯

“ 0, (6.4.90f)

DαWαβγ `
1

2
i
´

Dβ 9βGγ
9β ` Dγ 9βGβ

9β
¯

“ 0, (6.4.90g)

を満たす超場R, Gα 9α,Wαβγにより完全に決定される：

Torsion:

Tα 9β
c “ T 9βα

c “ 2iσα 9β
c, (6.4.91a)

Ta 9β
γ “ ´T 9βa

γ “ iσ̄a 9β
γR, (6.4.91b)

Taβ
9γ “ ´Tβa

9γ “ iσ̄a
9γ
βR

:, (6.4.91c)

Taβ
γ “ ´Tβa

γ “
i

8
σ̄a

9ϵϵ
`

´δγϵGβ 9ϵ ` 3δγβGϵ 9ϵ ´ 3ϵβϵG
γ

9ϵ

˘

, (6.4.91d)

Ta 9β
9γ “ ´T 9βa

9γ “
i

8
σ̄a

9ϵϵ
´

´δ 9γ
9ϵGϵ 9β ` 3δ 9γ

9β
Gϵ 9ϵ ´ 3ϵ 9β 9ϵGϵ

9γ
¯

, (6.4.91e)

Tab
γ “ ´Tba

γ “
1

8
σ̄a

α 9ασ̄b
β 9β

”

´4ϵ 9α 9βWαβ
γ ` ϵ 9α 9β

´

δγαD̄ 9δGβ
9δ ` δγβD̄ 9δGα

9δ
¯

`ϵαβ

´

D̄ 9αG
γ

9β ` D̄ 9βG
γ

9α

¯ı

, (6.4.91f)

Tab
9γ “ ´Tba

9γ “
1

8
σ̄a

α 9ασ̄b
β 9β

”

´4ϵαβW̄ 9α 9β
9γ ` ϵαβ

´

δ 9γ
9αDδG

δ
9β ` δ 9γ

9β
DδG

δ
dα

¯

`ϵ 9α 9β

`

DαGβ
9γ ` DβGα

9γ
˘

ı

. (6.4.91g)
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Curvature:

Rαβγδ “ ´8ϵαpγϵδqβR
:, R 9α 9β 9γ 9δ “ ´8ϵ 9αp 9γϵ 9δq 9βR, (6.4.92a)

R 9αβγδ “ ´2ϵβpγGδ 9α, Rα 9β 9γ 9δ “ ´2ϵ 9βpdγG 9δα, (6.4.92b)

Raβγδ “ ´
i

2
σ̄a

α 9α
“

´2ϵβpγϵδqαDϕG
ϕ

9α ` ϵβpαDβqGδ 9α

`ϵβpαDδqGγ 9α

‰

, (6.4.92c)

Ra 9β 9γ 9δ “ ´
i

2
σ̄a

α 9α
”

´2ϵ 9βp 9γϵ 9δq 9αD̄ϕGα
9ϕ ` ϵ 9βp 9αD̄ 9βqGα 9δ

`ϵ 9βp 9αD̄ 9δqGα 9γ

ı

, (6.4.92d)

Ra 9βγδ “
i

2
σ̄a

α 9α
”

4ϵ 9β 9αWαγδ ` ϵαpγD̄| 9β|Gδq 9α

ı

, (6.4.92e)

Raβ 9γ 9δ “
i

2
σ̄a

α 9α
”

4ϵβαW̄ 9α 9γ 9δ ` ϵ 9αp 9γD|β|G|α| 9δq

ı

, (6.4.92f)

Rabγδ “
1

2
σ̄a

α 9ασ̄b
β 9β

´

ϵ 9α 9βXαβγδ ´ ϵαβΨγδ 9α 9β

¯

, (6.4.92g)

Rab 9γ 9δ “
1

2
σ̄a

α 9ασ̄b
β 9β

´

´ϵαβX̄ 9α 9β 9γ 9δ ` ϵ 9α 9βΨαβ 9γ 9δ

¯

, (6.4.92h)

Xαβγδ “ ´DpαWβγδq ´ ϵαpγϵδqβ

"

´4RR: `
1

4
Gρ 9ρG

ρ 9ρ

`
1

8

`

D̄ 9ρD̄
9ρR: ` DρDρR

˘

*

, (6.4.92i)

Ψαβ 9γ 9δ “
1

2
Gαp 9δG|β| 9γq `

i

4

´

Dpα| 9γ|Gβq 9δ ` Dpα| 9δ|Gβq 9γ

¯

`
1

4

´

D̄ 9γDpαGβq 9δ ` D̄ 9δDpαGβq 9γ

¯

. (6.4.92j)

6.4.3.4 超場

超ゲージ変換 超ゲージ変換を超並進 ξA “ ξMEM
Aとそれから決まる無

限小局所超 Lorentz変換 LA
Bの組

δξ “ pξA “ ξMEM
A, LA

B “ ξMϕMA
Bq (6.4.93)

により定める．例えば，超スカラ場Φ，超ベクトル場 V Aに対する超ゲー
ジ変換は

δξΦ “ ´ξMBMΦ “ ´ξADAΦ, (6.4.94a)

δξV
A “ ´ξMDMV

A. (6.4.94b)
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このゲージ変換の交換関係は

rδξ, δηsV
A “ V DξCηBRBCD

A ´ ξCηBTBC
DDDV

A (6.4.95)

部分ゲージ固定 超ゲージ変換で双対フレーム場EAおよび接続形式ϕA
B

は次のように変換する：

δξEM
A “ ´DMξ

A ´ ξNTNM
A, (6.4.96a)

δξϕMA
B “ ´ξNRNM A

B. (6.4.96b)

この変換を用いると，超（双対）フレーム場の最低次成分は次の形に変
換できる：

EM
A|0 “

¨

˚

˝

em
apxq 1

2
ψm

αpxq 1
2
ψ̄m 9αpxq

0 δµ
α 0

0 0 δ 9µ
9α

˛

‹

‚

. (6.4.97a)

EA
M |0 “

¨

˚

˝

ea
mpxq ´1

2
ψa

µpxq 1
2
ψ̄a 9µpxq

0 δα
µ 0

0 0 δ 9α
9µ

˛

‹

‚

. (6.4.97b)

また，局所超Lorentz変換を用いると，接続形式の最低次成分は次の形に
変換できる：

ϕmA
B|0 “ ωmA

Bpxq, ϕµA
B|0 “ ϕ 9µ

A
B|0 “ 0. (6.4.98)

超重力場 この部分ゲージ固定のもとでは，すべての超幾何学量 (EA, ϕA
B,T A,RA

B)

が，EA,R, Ga “ ´p1{2qσa
α 9αGα 9αの最低次成分

em
apxq, ψm

αpxq, (6.4.99a)

Mpxq “ ´6R|0, ba “ ´3Ga|0 (6.4.99b)

のみで表される．

超重力変換 上記の部分ゲージ条件を保つ超ゲージ変換と局所超Lorentz

変換の組み合わせは，要請

ξa|0 “ 0, ξα|0 “ ζαpxq, ξ̄ 9α|0 “ ζ̄ 9αpxq, LAB|0 “ 0 (6.4.100)
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のもとで，ζαのみで一意的に定まり，

ξαpzq “ ζαpxq, ξ̄ 9αpzq “ ζ̄ 9αpxq, (6.4.101a)

ξapzq “ 2i
“

θσaζ̄pxq ´ ζpxqσaθ̄
‰

, (6.4.101b)

Lαβpzq “
1

3

“

θα
␣

2ζβpxqM˚pxq ´ bβ 9γpxqζ̄ 9γpxq
(

`θβ
␣

2ζαpxqM˚pxq ´ bα 9γpxqζ̄ 9γpxq
(‰

, (6.4.101c)

L 9α 9βpzq “
1

3

”

θ̄ 9α

!

2ζ̄ 9βpxqMpxq ´ ζγpxqbγ 9βpxq

)

`θ̄ 9β

␣

2ζ̄ 9αpxqMpxq ´ ζγpxqbγ 9αpxq
(

ı

, (6.4.101d)

Lab “
1

2
pσ̄aσbϵq

9α 9βL 9α 9β ´
1

2
pϵσaσ̄bq

αβLαβ. (6.4.101e)

この超重力変換に対して，超重力場は次のように変換する：

δem
a “ ipψmσ

aζ̄ ´ ζσaψ̄mq, (6.4.102a)

δψm
α “ ´2Dmζ

α `
i

3
em

c
`

Mpϵσcζ̄qα ` 3bcζ
α ` bdpζσdσ̄cq

a
˘

,(6.4.102b)

δM “ ´ζ
`

σaσ̄bψab ` ibaψa ´ iσaψ̄aM
˘

, (6.4.102c)

δbα 9α “ ζδ
„

3

4
ψ̄α

9γ
δ 9γ 9α `

1

4
ϵδαψ̄

γ 9γ
γ 9α 9γ ´

i

2
M˚ψα 9αδ

`
i

4

`

ψ̄α 9ρ
9ρbδ 9α ` ψ̄δ 9ρ

9ρbα 9α ´ ψ̄δ
9ρ

9αbα 9ρ

˘

ȷ

´ζ̄
9δ

„

3

4
ψγ 9δγ 9αα `

1

4
ϵ 9δ 9αψα

9γγ
dγγ `

i

2
Mψ̄α 9α 9δ

´
i

4

´

ψρ 9α
ρbα 9δ ` ψρ 9δ

ρbα 9α ´ ψρ 9δαbρ 9α

¯

ȷ

. (6.4.102d)

カイラル超場 条件
D̄ 9αΦ “ 0 (6.4.103)

を満たす超場をカイラル超場という．この超場の成分を

A “ Φ|0, χα “
1

?
2
DαΦ|0, F “ ´

1

4
DαDαΦ|0 (6.4.104)

により定義すると，Φの超重力変換

δζΦ “ ´ξADAΦ (6.4.105)
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は

δA “ ´
?

2ζαχα, (6.4.106a)

δχα “ ´
?

2ζαF ´ i
?

2σα 9β
aζ̄

9βD̂aA, (6.4.106b)

δF “ ´

?
2

3
M˚ζαχα ` ζ̄ 9α

ˆ

?
2

6
bα 9αχ

α ´ i
?

2D̂α 9αχ
α

˙

.(6.4.106c)

ここで，

D̂aA “ ea
m

ˆ

BmA ´
1

?
2
ψm

µχµ

˙

, (6.4.107a)

D̂aχα “ ea
m

ˆ

Dmχα ´
1

?
2
ψmαF ´

i
?

2
ψ̄m

βD̂α 9βA

˙

.(6.4.107b)

カイラル射影 任意の超場 F に対して，

2DpαDβqDγF “ Rαβγ
δDδF ´ Tαβ

ADAF (6.4.108)

より，

2DrαDβsDγF “ 2DαDβDγF ´ Rαβγ
δDδF ` Tαβ

ADAF. (6.4.109)

よって，

DrαDβsDγF ` DrβDγsDαF ` DrγDαsDβF ” 0 (6.4.110)

とBianchi恒等式より

2pDαDβDγ ` DβDγDα ` DγDαDβqF

“ ´Tαβ
ADADγF ´ Tβγ

ADADαF ´ Tγα
ADADβF(6.4.111)

したがって，

DβDγDαF “ DαDβDγF ´ Rαβγ
δDδF ` Tαβ

δDδDγF ´ 2DβpTγα
ADAF q

(6.4.112)

を考慮すると，

6DαDβDγF “ 2pRαβγ
δ ´ Rγαβ

δqDδF

´2Tαβ
δDδDγF ` 2Tγα

δDδDβF

´
`

Tαβ
ADADγF ` Tβγ

ADADαF ` Tγα
ADADβF

˘

`4DβpTγα
ADAF q ´ 4DαpTγβ

ADAF q. (6.4.113)
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特に，Tαβ
A “ 0のとき，

DαD
γDγF “

2

3
Rα

γ
γ
δDδF. (6.4.114)

よって，

DαpDγDγ ´ 8R:qF “ 0, (6.4.115a)

D̄ 9αpD̄ 9γD
9γ ´ 8RqF “ 0. (6.4.115b)

カイラル座標系 カイラル超場Φが

Φ “ Apxq `
?

2Θαχαpxq ` ΘαΘαF pxq (6.4.116)

と表示される座標系 pxm,Θα, Θ̄ 9αqを導入する．このとき，超重力変換は
つぎのように表される：

δΦ “ ´ηMpx,ΘqBMΦ, (6.4.117)

ここで，

ηm “ 2iΘσmζ̄ ` ΘΘψ̄nσ̄
mσnζ̄ , (6.4.118a)

ηα “ ζα ´ iΘσmζ̄ψm
α ` ΘΘ

"

1

3
M˚ζα `

1

6
bapϵσ

aζ̄qα

´iωm
αβpσmζ̄qβ ´

1

2
ψn

αpψ̄mσ̄
nσmζ̄q

*

.(6.4.118b)

カイラル密度 超重力変換に対して

δ∆ “ ´BM

”

p´1qM̂ηM∆
ı

(6.4.119)

と変換する超場∆をカイラル密度とよぶ．∆をカイラル密度，Φをカイ
ラル超場とすると

δp∆Φq “ ´BM

”

p´1qM̂ηM∆Φ
ı

(6.4.120)

が成り立つ．例えば，

E |0 “
1

2
det em

a (6.4.121)

となるカイラル密度 E は

2E “ e
␣

1 ` iΘσaψ̄a ´ ΘΘ
`

M˚ ` ψ̄aσ̄
abψ̄b

˘(

. (6.4.122)
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6.4.4 単純超重力理論

References

• Freedman DZ, van Nieuwenhuizen P: Phys. Rev. D13, 3214-8
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6.4.4.1 作用積分

S “
1

2κ2

ż

d4x
␣

eR ´ eϵµνλσ
`

ψ̄µσ̄νDλψσ ` Dλψ̄σσνψµ
˘(

. (6.4.123)

ここで，

R “ eµae
ν
bR

ab
µνpωq, (6.4.124)

Rab “
1

2
Rabµνdx

µ ^ dxν “ dωab ` ωac ^ ωcb, (6.4.125)

Dµψν “ Bµψν `
1

4
ωabµσ

abψν , (6.4.126)

Dµψ̄ν “ Bµψ̄ν `
1

4
ωabµσ̄

abψ̄ν . (6.4.127)

ただし，

σ̄a “ ´σa “ ´ϵ Tσaϵ, (6.4.128a)

σab “ ´σraσ̄bs, (6.4.128b)

σ̄ab “ ´σ̄raσbs. (6.4.128c)

いま，

Ω :“ d4xe, ψ :“ ψµdx
µ, σ̄ :“ σ̄µdx

µ, (6.4.129)

Σab :“ IbIaΩ “
1

2
ϵabceθ

c ^ θd (6.4.130)

とおくと，作用積分 S “ p1{2κ2q
ş

L は

L “
1

2

`

Σab ^ Rab ` ψ̄ ^ σ̄ ^ Dψ ´ pDψq: ^ σ̄ ^ ψ
˘

. (6.4.131)
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さらに，

D σ̄ “ dσ̄ ´
1

4
ωab

`

σab:σ̄ ` σ̄σab
˘

“ pdθa ` ωab ^ θbqσ̄a (6.4.132)

より
D σ̄ “ τaσ̄a. (6.4.133)

よって，

dpψ̄ ^ σ̄ ^ ψq “ Dψ̄ ^ σ̄ ^ ψ ´ ψ̄ ^ τaσ̄a ^ ψ ` ψ̄ ^ σ̄ ^ Dψ. (6.4.134)

6.4.4.2 場の方程式

δRab “ Dδωab, (6.4.135a)

δΣab “ ϵabcdθ
c ^ δθd “ IdIaIbΩ ^ δθd. (6.4.135b)

より

δpRab ^ Σabq “ Dδωab ^ Σab ` Rab ^ IdIaIbΩ ^ δθd. (6.4.136)

ここで，

Rab ^ IdIaIbΩ “ IdpR
ab ^ IaIbΩq ´ IdR

ab ^ IaIbΩ

“ Idp´IaR
ab ^ IbΩq ` IapIdR

ab ^ IbΩq ´ IaIdR
abIbΩ

“ Idp´IbIaR
abΩq ` IapIbIdR

abΩq ´ IaIdR
abIbΩ

“ p2Rda ´ RηdaqI
aΩ. (6.4.137)

ただし，
Raµ :“ eνbR

b
aνµ “ pIbR

b
aqpBµq. (6.4.138)

よって，

δpRab^Σabq “ ´ϵabcdτ
c^θd^δωab`p2Ra

b´RδbaqIbΩ^δθa`dpΣab^δω
abq.

(6.4.139)
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これらを用いると，

δL « ´δψ̄ ^ A ` A : ^ δψ ` Bab ^ δωab ` Ea
bIbΩ ^ δθa;(6.4.140)

A “ σ̄ ^ Dψ ´
1

2
τa ^ σ̄aψ, (6.4.141)

Bab “ ´
1

2

`

τ̂ cab ´ δcaτ̂
d
db ` δcb τ̂

d
da

˘

IcΩ, (6.4.142)

Ea
b “ Gb

a ´
1

2

`

ψ̄cσ̄ap˚Dψqbc ` pDψ̄qbcσ̄aψc
˘

. (6.4.143)

ただし，
τ̂ cab :“ τ cab ´ iψ̄raσ̄

cψbs. (6.4.144)

6.4.4.3 超対称性

恒等式

DA ” ´
i

2
Ea

bIbΩ ^ σ̄aψ `
1

2
τ̂a ^ σ̄aDψ. (6.4.145)

より，ζを任意のスピノールとして，

´2dpζ̄A ` A :ζq “ ´p2D ζ̄q ^ A ` A : ^ p2Dζq

´τ̂a ^ pζ̄ σ̄aDψ ` pDψq:σ̄aζq

`EabI
bΩ ^ p´iψ̄σ̄aζ ` iζ̄σ̄aψq. (6.4.146)

よって，超対称変換

δψ “ 2Dζ, (6.4.147a)

δθa “ ipζ̄ σ̄aψ ´ ψ̄σ̄aζq, (6.4.147b)

p ˚δωqab “
1

4
pXa;bc ´ Xc;ab ` Xb;caq θ

c, (6.4.147c)

Xa “
1

2
Xa;bcθ

b ^ θc “ ζ̄ σ̄aDψ ` pDψq:σ̄aζ. (6.4.147d)

に対して，作用積分は不変となる：

δζL « ´δψ̄ ^ A ` A : ^ δψ ` Bab ^ δωab ` EabI
bΩ ^ δθa

“ ´2dpζ̄A ` A :ζq « 0. (6.4.148)

ここで，δωabは次のようにも表される：

δωab “
1

2

`

2Bc;ab ` Bd
daδ

c
b ´ Bd

dbδ
c
a

˘

θc, (6.4.149)

Ba “
1

2

`

ζ̄ σ̄ap ˚Dψq ` p ˚Dψq:σ̄aζ
˘

. (6.4.150)
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6.4.5 一般カイラル場との結合

曲がった超空間上のカイラル場に対する超重力変換で不変な最も一般
的な作用積分は，KählerポテンシャルKpΦ,Φ:qと超ポテンシャルW pΦq

を用いて，次のように表される．

L “

ż

d2Θ 2E

„

3

8κ2
pD̄D̄ ´ 8Rqe´κ2KpΦ,Φ:q{3 ` W pΦq

ȷ

` h.c.. (6.4.151)

Rの成分場表示

´6R “ M ` Θrσaσ̄bψab ´ iσaψ̄aM ` iψab
as

`ΘΘ

„

1

2
R̂ ` iψ̄aσ̄bψab `

2

3
MM˚

`
1

3
baba ´ iea

mDmb
a `

1

2
ψ̄ψ̄M ´

1

2
ψaσ

aψ̄cb
c

`
1

8
ϵabcd

`

ψ̄aσ̄bψcd ` ψaσbψ̄cd
˘

ȷ

(6.4.152)

より，L は成分場で次のように表される：

e´1L “
1

2
R̂ ´ gij˚BAi ¨ BA˚j ´ VpAq

´igij˚χ̄iσ̄mDmχ
i `

1

2
ϵklmn

´

ψ̄kσ̄lD̃mψn ` D̃mψ̄nσlψk

¯

´

?
2

2
gij˚

`

BnA
˚jχiσmσ̄nψm ` BnA

iχ̄jσ̄mσnψ̄m
˘

`
1

4
gij˚

`

iϵklmnψkσlψ̄m ` ψmσ
nψ̄m

˘

χiσnχ̄
j

´
1

8
pgij˚gkl˚ ´ 2Rij˚kl˚qχiχkχ̄jχ̄l

´eK{2

„

W ˚ψaσ
abψb ` Wψ̄aσ̄

abψ̄b `
i

2

?
2DiWχiσaψ̄a

`
i

2

?
2Di˚W

˚χ̄iσ̄aψa `
1

2
DiDjWχiχj `

1

2
Di˚Dj˚W ˚χ̄iχ̄j

ȷ

.(6.4.153)
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ここで，

Dmχ
i “ Bmχ

i ` χiω̂m ` ΓijkBmA
jχk ´

1

4

`

KjBmA
j ´ Kj˚BmA

˚j
˘

χi,(6.4.154a)

D̃mψn “ Bmψn ` ψnω̂m `
1

4

`

KjBmA
j ´ Kj˚BmA

˚j
˘

ψn, (6.4.154b)

ψab “ D̂aψb ´ D̂bψa, (6.4.154c)

DiW “ Wi ` KiW, (6.4.154d)

DiDjW “ Wij ` KijW ` KiDjW ` KjDiW ´ KiKjW ´ ΓkijDkW,(6.4.154e)

V “ eK
“

gij ˚pDiW qpDjW q˚ ´ 3W ˚W
‰

. (6.4.154f)

また，ω̂m “ pωm
α
βqおよび Ricciスカラ R̂は，次の Rarita-Schwinger場

の２次式で表される捩れをもつスピン接続係数 ω̂ml;nに対応：

ω̂ml;n “ ωml;npeq `
i

2

␣

θlaψrmσ
aψ̄ns ` θmaψrnσ

aψ̄ls ´ θnaψrlσ
aψ̄ms

(

.

(6.4.155)

超重力変換は

δζem
a “ i

`

ζσaψ̄m ` ζ̄ σ̄aψm
˘

, (6.4.156a)

δζA
i “

?
2ζχi, (6.4.156b)

δζχ
i “ i

?
2σmζ̄D̂mA

i ´
?

2ζχiχk

`

?
2

4

`

Kjζχ
j ´ Kj˚ ζ̄χ̄j

˘

χi ´
?

2eK{2gij
˚

Dj˚W ˚ζ,(6.4.156c)

δζψm “ 2Dmζ ´

?
2

4

`

Kjζχ
j ´ Kj˚ ζ̄χ̄j

˘

ψm

´
i

2
σmnζgij˚χiσnχ̄j ` ieK{2Wσmζ̄ . (6.4.156d)

ここで，

Dmζ “ Bmζ ` ζω̂m `
1

4

`

KjBmA
j ´ Kj˚BmA

˚j
˘

ζ. (6.4.157)
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6.4.6 一般のカイラル場およびゲージ場との結合

6.4.6.1 構成要素

カイラル場セクター

• スカラ多様体: pzαq P M : Kähler多様体

• Kählerポテンシャル: Kpz, z̄q

• 超ポテンシャル: W pzq

これらのポテンシャルは，Kähler変換

K Ñ K 1 “ Kpz, z̄q ` fpzq ` fpzq, (6.4.158a)

W Ñ e´fpzqW (6.4.158b)

の任意性をもつ．

ゲージセクター

• ゲージ群: 構造定数 fAB
C Ñ G

• ゲージ結合関数: fABpzq (holomorphic)

• Gauging Killing ポテンシャル: PApz, z̄q

tAをGのKillingベクトル基底とするとき，

kαApzq “ ´igαβ̄Bβ̄PApz, z̄q; ∇αBβPApz, z̄q “ 0 (6.4.159)

と表される pM , Kqのholomorphic Killing vector kαAを用いて，gaug-

ing G Ă IsompM qが tA ÞÑ kαAにより定義される．群Gを生成する
条件は，

gαβ̄

´

kαAk
β̄
B ´ kαBk

β̄
A

¯

“ ifAB
CPC . (6.4.160)

理論のゲージ不変性を保つため，K, W , fABはゲージ変換

δAA “ DθA “ dθA ` ABθCfBC
A, (6.4.161a)

δzα “ θAkαApzq (6.4.161b)

に対して，次の変換性をもつことが要求される：

δK “ θArrApzq ` rApzqs; rA “ BkAK ` iPA,(6.4.162a)

δW “ ´θArAW, (6.4.162b)

δfAB “ θC
`

2fCrA
DfBqD ` iCAB,C

˘

. (6.4.162c)
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6.4.6.2 Lagrangian

e´1L “
1

2κ2
“

Rpeq ´ ψ̄µR
µ
‰

´gαβ̄

„

D̂µz
αD̂µz̄β̄ `

1

2
χ̄α {Dp0qχβ̄ `

1

2
χ̄β̄ {Dp0qχα

ȷ

´ V

´
1

2
Re pfABq

”

FA ¨ FB ` λ̄A {Dp0qλB
ı

`

„

1

2
Im pfABqFA ¨ F̃B `

i

4
D̂µpIm pfABqλ̄Aγ˚γ

µλB
ȷ

`
1

8
Re pfABqψ̄µγ

abpFA
ab ` F̂A

abqγ
µλB

`
1

?
2

”

gαβ̄ψ̄µ {̂Dz̄β̄γµχα ` h.c.
ı

`
1

4
?

2

”

fAB,αλ̄
AγabF̂B

abχ
α ` h.c.

ı

`Lm ` Lmix ` L4f . (6.4.163)

ここで，共変微分は

D̂µz
α “ Bµz

α ´ AAµk
α
A, (6.4.164)

Dp0q
µ χα “

ˆ

∇µ `
3

2
iAµ

˙

χα ´ AAµ Bβk
α
Aχ

β ` Γαβγχ
γD̂µz

β,(6.4.165)

∇µχ
α “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµabγ

ab

˙

χα. (6.4.166)

Γαβγ “ gαδ̄Bβgγδ̄, (6.4.167)

Aµ “
iκ2

6
pBµz

αBαK ´ Bµz̄
αBᾱKq ´

κ2

3
AAµPA. (6.4.168)

また，

Rµ “ γµρσ
ˆ

∇ρ ´
3

2
iA ργ˚

˙

ψσ, (6.4.169)

F̂A
ab “ FA

ab ` eµae
ν
b ψ̄rµγνsλ

A. (6.4.170)
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スカラポテンシャル

V “ V´ ` V`; (6.4.171)

V´ “ ´3κ2eκ
2K |W |2, (6.4.172)

V` “ eκ
2KpDαW qgαβ̄DβW `

1

2
pRe pfq´1qABPAPB.(6.4.173)

このポテンシャルは，

G “ κ2K ` logpκ6|W |2q (6.4.174)

を用いて，

V “ VF ` VD; (6.4.175)

VF “ eκ
2K

´

´3κ2|W |2 ` gαβ̄DαWDβW
¯

“ κ´4eG
´

G αβ̄BαBβ̄G ´ 3
¯

, (6.4.176)

VD “
1

2
pRe pfq´1qABPAPB (6.4.177)

と書くことができる．ここで，G αβ̄は Gαβ̄ “ κ2gαβ̄の逆転置行列．

フェルミオン質量項

Lm “
1

2
m3{2ψ̄µPRγ

µνψν

´
1

2
mαβχ̄

αχβ ´ mαAχ̄
αλA ´

1

2
mABλ̄

APLλ
B ` h.c.

(6.4.178)

ここで，

m3{2 “ κ2eκ
2K{2W, (6.4.179a)

mαβ “ eκ
2K{2DαDβW

” eκ
2K{2

“`

Bα ` κ2BαK
˘

DβW ´ γγαβDγW
‰

, (6.4.179b)

mαA “ mAα “ i
?

2

„

BαPA ´
1

4
fAB,αpRe pfq´1qBCPC

ȷ

,

(6.4.179c)

mAB “ ´
1

2
eκ

2K{2fAB,αg
αβ̄DβW. (6.4.179d)

また，グラヴィティーノとスピン 1/2フェルミオンとの混合項は

Lmix “ ψ̄ ¨ γ

„

1

2
iPLλ

APA `
1

?
2
χαeκ

2K{2DαW

ȷ

` h.c. (6.4.180)
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6.4.6.3 変換則

局所超対称変換+ゲージ変換

δeaµ “
1

2
ϵ̄γaψµ, (6.4.181a)

δPLψµ “

ˆ

∇µ ´
3

2
iAµ

˙

PLϵ `
1

2
κ2γµe

κ2K{2PRϵ

`
1

4
κ2PLψµθ

Apr̄A ´ rAq ` cubic in fermions, (6.4.181b)

δzα “
1

?
2
ϵ̄χα ` θAkαA, (6.4.181c)

δχα “
1

?
2
PL

´

{̂Dzα ´ eκ
2K{2gαβ̄DβW

¯

ϵ

`θA
„

Bβk
α
Aχ

β `
1

4
κ2prA ´ r̄Aqχα

ȷ

` cubic in fermions,(6.4.181d)

δAAµ “ ´
1

2
ϵ̄γµλ

A ` Bµθ
A ` θCABµ fBC

A, (6.4.181e)

δλA “ `

„

1

4
γµνFA

µν `
1

2
iγ˚pRepfq´1qABPB

ȷ

ϵ

`θB
„

λCfCB
A `

1

4
κ2γ˚pr̄B ´ rBqλA

ȷ

` cubic in fermions.(6.4.181f)
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6.5 4次元N “ 2超重力理論

6.5.1 大域的N “ 2超対称理論におけるゲージ超組

6次元時空 6次元のゲージ場Aµと Symplectic Majorana スピノール場
ψipi “ 1, 2qの物理自由度はいずれも４なので，６次元の on-shellでのゲー
ジ超組は pAIµ, ψ

iIpi “ 1, 2qq(Iはゲージ群の随伴表現のラベル）で与えられ
る．Off-shellでのゲージ超組は，これに３個のスカラ場Y ij I “ Y ji I(i, j “

1, 2)を加えた組 pAIµ, λ
i I , Y ij Iqで与えられる．この超組の超対称変換は

δAIµ “
1

2
ϵ̄iγµλ

I
i , (6.5.1a)

δλiI “ ´
1

4
γµνF I

µνϵ
i ´ Y ijIϵj, (6.5.1b)

δY ijI “ ´
1

2
ϵ̄pi {DλjqI . (6.5.1c)

ここで，symplectic Majoranaスピノールに対して，一般に，次の添え字
上げ下げルールを用いる：

λi “ λjϵji, λi “ ϵijλj. (6.5.2)

この変換に対して，次の交換関係が成り立つ：

rδpϵ1q, δpϵ2qs “ δcgctpξ
µq, ξµ “

1

2
ϵ̄i2γ

µϵ1i. (6.5.3)

超対称変換に対して不変な作用積分は，

S “

ż

d6xhIJ

„

´
1

4
F I
µνF

µνJ ´
1

2
λ̄iI {DλJi ` 2Y I ¨ Y J

ȷ

. (6.5.4)

ここで，

Y I “
1

2
iTrpσϵY Iq. (6.5.5)

また，hIJ は Lie代数の不変内積である．

5次元時空 ５次元のゲージ超組は，6次元からの次元低下により得られ，
6次元の超組にベクトルから得られるスカラ σIを加えた pAIµ, σ

I , λi I ,Y Iq
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で与えられる．超対称変換は，

δAIµ “
1

2
ϵ̄iγµλ

I
i , (6.5.6a)

δσI “
1

2
iϵ̄iλIi , (6.5.6b)

δλiI “ ´
1

4
γµνF I

µνϵ
i ´

1

2
i {DσIϵi ´ Y ijIϵj, (6.5.6c)

δY I “
1

4
pϵσqij ϵ̄

i
“

{DλjI ` if IJKσ
JλjK

‰

. (6.5.6d)

超対称変換の交換関係は

rδpϵ1q, δpϵ2qs “ δcgctpξ
µq ` δGpθIq, θI “ ´

1

2
iσI ϵ̄i2ϵ

j
1ϵji.. (6.5.7)

右辺の第２項は，中心電荷と似た役割を果たす．
この超対称変換で不変な作用積分は一意的でなく，６次元から次元低
下で得られるもの以外に次のようなものがある：

L5v “ CIJK

”

ˆ

´
1

4
F I
µνF

µν J ´
1

2
λ̄iI {DλJi ´

1

2
Dµσ

IDµσJ ` 2Y I ¨ Y J

˙

σK

´
1

24
ϵµνρστAIµ

"

F J
νρF

K
στ ` fJLMA

L
νA

M
ρ

ˆ

´
1

2
FK
στ `

1

10
fKNPA

N
σ A

P
τ

˙*

´
1

8
iλ̄iIγµνF J

µνλ
K
i ´

1

2
iλ̄iIλjJY K

ij `
1

4
σIσJ λ̄iLλi

MfKLM

ı

. (6.5.8)

ここで，CIJKは，次のゲージ不変性条件を満たす定数完全対称テンソル
である：

fMIpJCKLqM “ 0. (6.5.9)

このラグランジュ密度から得られる作用積分は，共形不変にもなっている．
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4次元時空 4次元時空におけるN “ 2ゲージ超組は、5次元時空におけ
るN “ 2超組にゲージ場起源のスカラ場を加え、2つのスカラ場を 1個
の複素スカラ場にXに組んだ場の組 pX,Ωi, Aµ,Y qIで与えられる。ただ
し、スピノール場としては、Majorana2個 Ωi(i “ 1, 2)を用いる。また、
AIµ, Y I は実数場である。超対称変換は

δXI “
1

2
ϵ̄iPLΩI

i , (6.5.10a)

PLδΩ
I
i “ PL

„

{DXIϵi ` Y I
ijϵ

j `
1

4
γµνF I

µνϵijϵ
j ` XIX̄Kf IJKϵijϵ

j

ȷ

,

(6.5.10b)

PRδΩ
I
i “ PR

„

{DX̄Iϵi ` Ȳ I
ijϵ

j `
1

4
γµνF I

µνϵijϵ
j ´ XIX̄Kf IJKϵijϵ

j

ȷ

,

(6.5.10c)

δY I “ ´
1

4
pσ2σqij ϵ̄iPR {DΩj ´

i

2
fUJKpσqij ϵ̄

jXJPRΩI
i ` h.c.,

(6.5.10d)

δAI “
1

2
ϵij ϵ̄iPRγµΩI

j ` h.c.. (6.5.10e)

ここで、Yijは
Y I
ij “ ´pY I ¨ σσ2qij (6.5.11)

で、トレースが実数、trace-free部分が純虚数となるので、

Ȳ I
ij “ ϵikϵjlY I

kl. (6.5.12)

超対称変換の交換関係は

rδpϵ1q, δpϵ2qs “ δcgctpξq ` δGpθq; (6.5.13a)

ξµ “
1

2
ϵ̄i2γ

µPRϵ
i
1 ` h.c., (6.5.13b)

θI “ XIϵij ϵ̄
iPRϵ

j ` h.c.. (6.5.13c)

【演習問題 6.10 (未確認)】 　 (6.5.10)がこの交換関係を満たすことを
確かめよ。 l
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一般的な超対称作用積分を構成するには、N “ 2の超場を用いるのが
便利である。まず、D “ 4,N “ 2の超空間の座標を pxµ, θiαqとして、超
空間における超対称変換を

xµ Ñ x1µ “ xµ `
1

4
ϵ̄iγ

µθi, θi Ñ θ1i “ θi ´ ϵi (6.5.14)

により定義する。ここで、ϵi pi “ 1, 2qは独立なMajoranaスピノールで
ある。対応する、超空間におけるベクトル場は

Qαi “

Ñ

B

Bθ̄iα
´

1

4
pγµθiqα

B

Bxµ
(6.5.15)

となる。交換関係は、

tQαi,Qβju “
1

2
δijpγ

µC´1qαβBµ. (6.5.16)

カイラルな超場を定義するため、Qαiと可換なベクトル場Dαiを

Dαi “

Ñ

B

Bθ̄iα
`

1

4
pγµθiqα

B

Bxµ
(6.5.17)

により導入し、カイラル超場 V を

PRDiV “ 0 ô PR

Ñ

BV

Bθ̄i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x`“const

“ 0 (6.5.18)

により定義する。ここで、

xµ` “ xµ `
1

8
θ̄iγ˚γ

µθi. (6.5.19)

これより、カイラル超場は一般に、

V “ Cpx`q `
1

2
θ̄iPLχjpx`q `

1

4
pθ̄jPLθ

kqZjkpx`q

`
1

16
θ̄jPLγ

µνθkϵjkVµνpx`q `
1

16
Ξ̄j {DPRχ̃jpx`q `

1

16
ΘlC̃px`q

(6.5.20)

と展開される。ここで、

Θ “ pθ̄1PLθ
1qpθ̄2PLθ

2q, (6.5.21a)

Ξ̄i “ ´4θ̄jPLpθ̄iPLθ
jq (6.5.21b)
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である。上でのべたゲージ超組は、このカイラル超場に

C “ X, χi “ Ωi, Zij “ Yij, Vµν “ Fµν , χ̃j “ Ωi, C̃ “ X̄

(6.5.22)

により埋め込むことができる。
カイラル超場の関数は再びカイラル超場となり、その最高次の成分 (F

項）の 4次元積分は、N “ 1のカイラル超場と同様に、超対称変換で不
変となる。これより、V I をゲージ超組 pXI ,ΩI

i , A
I
µ,Y

Iqに対応するカイ
ラル超場とするとき、Xの正則関数 F pXqに対して、

L4v “ irF pV qsF ` h.c (6.5.23)

の 4次元積分は、N “ 2超対称性をもつ作用積分を与える。具体的な表
式は

L4v “ iFIJDµX
IDµX̄J `

1

2
iFIJF

´I
µν F

´µνJ `
1

2
iFIJΩ̄I

i {DPRΩJ
i ´ iFIJY

I ¨ Y J

`
1

4
iFIJKY

I ¨ p´σ2σqijΩ̄J
i PLΩK

j ´
1

16
iFIJKϵ

ijΩ̄J
i γ

µνF´J
µν PLΩK

j

`
1

48
iFIJKLΩ̄I

iPLΩJ
l Ω̄K

j ΩL
k ϵ
ijϵkl

`
1

2
iFIf

I
JKΩ̄J

i PRΩK
j ϵ

ij ´
1

2
iFIJf

I
KLX̄

KΩ̄J
i PLΩL

j ϵ
ij

´iFIf
I
JKf

J
LMX̄

KX̄LXM ` h.c. (6.5.24)

このラグランジュ密度の運動項はKählerで、次のKählerポテンシャルに
より与えられる：

K “ iXIF̄IpX̄q ´ iX̄IFIpXq. (6.5.25)

これより、スカラ多様体Mvは rigid special Kähler多様体となる。
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6.5.2 大域的N “ 2超対称理論におけるハイパー超組

ハイパー超組の基本単位は、4個の実スカラー場 qXと 2個の (symplec-

tic) Majoranaスピノール ζAからなる。一般に、nH個のハイパー超組の系
は、pqX , ζAq(X “ 1, ¨ ¨ ¨ , 4nH ,A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2nH)により記述される。スカ
ラー場が値を取る 4nH次元の多様体をMHと表記するとき、ζAは、MH

上の複素 2nH 次元ベクトルバンドル ZpMHqの qにおけるファイバーと
スピノールとのテンソル積ZqpMHq b Sに値を取る。

6次元時空におけるハイパー超組 まず、ζAが symplectic Majoranaで
あることを表すために、Z˚

q pMHq b Z̄˚
q pMHqに値を取り、次の「実数性

条件」を満たすテンソル ρAB̄を与える：

ρAB̄ρ
B̄C “ ´δCA, ρĀB ” pρAB̄q˚. (6.5.26)

ϵi, ζA に対する symplectic Majorana条件は ϵij(i, j “ 1, 2)と ρAB̄ を用
いて、

pϵiqC ” B´1pϵiq˚ “ ϵi ” ϵjϵji, (6.5.27a)

pζAqC ” B´1pζAq˚ “ ζBρBĀ,　 ζA “ PRζ
A (6.5.27b)

と表される。
ハイパー超組の最も一般的な超対称変換は、

δqX “ ϵ̄iζAfXiA, (6.5.28a)

δζA “
1

2
f iAX {DqXϵi ´ ζBωXB

AδqX (6.5.28b)

で与えられる。ここで、ωXB
A は、ベクトルバンドル ZpMHqの線形接

続、fXiA, f iAX は、各 iに対して、バンドル T pMHq b Z˚pMHqおよび
T ˚pMHq b ZpMHqの局所断面で、

f iAXf
X
jB “ δijδ

A
B (6.5.29)

の関係を満たす。さらに、δqXが実数、δζAが symplectic Majoranaであ
ることより、fXiAは次の関係式を満たすことが要求される：

pf iAXq˚ “ f jBXϵjiρBĀ, pfXiAq˚ “ ϵijρĀBfXjB. (6.5.30)

412 目次へ



目次へ

この条件は、

2f iAXf
Y
jA “ δYXδ

j
i ` τ j

i ¨ JX
Y ; (6.5.31a)

JX
Y “ pJX

Y q˚ “ ´f iAXf
Y
jAτ i

j, (6.5.31b)

pA ¨ JX
ZqpB ¨ JZ

Y q “ ´δYXpA ¨Bq ` pAˆBq ¨ JX
Y(6.5.31c)

と同等である。ここで、τ ij “ iσi
j. 特に、JはMHに4元数構造 (quater-

nionic structure)を与える。さらに、超対称変換が qX に関して交換関係
(6.6.15)

rδ1, δ2sqX “
1

2
pϵ̄p1qiΓ

µϵip2qqDµq
X (6.5.32)

を満たすことより、

fY jBDY f
X
iA ´ fY iADY f

X
jB “ 0 (6.5.33)

が要求される。
最後に、超対称な Lagrange密度は、

L6 “ ´
1

2
gXY pqqBµq

XBµqY ` CABζ̄
A {∇ζB ` ¨ ¨ ¨ (6.5.34)

となる。ここで、gXY pqqはMHのRiemann計量、CABはZqpMHqに関
する 2階反対称テンソル、すなわち

Ź2 ZpMHqの局所断面で、L6のエ
ルミート条件より、

pCABq˚ “ ρĀCρB̄DCCD (6.5.35)

を満たす。
Lagrange密度のこの ζAについて 2次以下の部分が、そのオーダーで超

対称変換に対して不変となることより、次の条件が得られる：

fXiA ” gXY f
Y
iA “ f jBXϵjiCBA, (6.5.36)

∇Xf
Y
iA ” BXf

Y
iA ` ΓYXZf

Z
iA ´ ωXA

BpqqfY iB “ 0, (6.5.37)

∇XCAB ” BXCAB ` 2ωXrA
CCBsC “ 0. (6.5.38)

この第 1式は、次式と同等：

gXY “ f iAXϵijCABf
jB
Y “ pf iAq˚dĀBf

iB
Y , (6.5.39)

dĀB ” ´ρĀCCCB “ pdB̄Aq˚. (6.5.40)
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また、第 2式より、ωXA
Bが fXiAと gXY により一意的に定まる：

ωXA
B “

1

2
f iBY

`

BXf
Y
iA ` ΓYXZpqqfZiA

˘

. (6.5.41)

この接続係数より決まる ZpMHqの曲率テンソルRXY B
Aと pMH , gXY q

に対する曲率テンソルRXY
W
Z の関係は次式で与えられる：

RXY
W
Z “ fW iAf

iB
ZRXY B

A “
1

2
f iAXfi

B
Y f

kC
Zf

W
kDWABC

D,(6.5.42)

WABCD ” fXiAf
Y
iBRXY CD “

1

2
fXiAf

Y
iBf

Zk
Cf

W
kDRXY ZW .(6.5.43)

WABCDは対称テンソルで、MH はRicci平坦となる：

RXY rgs “ 0. (6.5.44)
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以上より、理論の自由データは

i) ZpMHqの symplectic構造と T pMHqとの対応 pρAB̄, f
X
iAq:

ρAB̄ρ
B̄C “ ´δCA, ρĀB ” pρAB̄q˚, (6.5.45a)

pfXiAq˚ “ ϵijρĀBfXjB. (6.5.45b)

ii) MH の計量とZpMHqの線形接続 pgXY pqq, ωXA
Bq:

∇XρAB̄ ” BXρAB̄ ´ ωXA
CρCB ´ ω̄XB̄

C̄ρAC̄ “ 0, (6.5.46a)

∇Xf
Y
iA ” BXf

Y
iA ` ΓYXZrgsfZiA ´ ωXA

BfY iB “ 0.(6.5.46b)

これらが与えられると、

JX
Y “ ´f iAXf

Y
jAτ i

j ñ ∇ZJX
Y “ 0. (6.5.47)

により、MH の 4元数構造が定まり、gXY は小畑計量接続を与える。さ
らに、(6.5.31b)と (6.5.39)より、この計量がJXY のどの成分についても
エルミートとなることが示される。したがって，pMH ,J , gqはハイパー
ケーラー多様体 (hyperkähler manifold)となる．さらに、

CAB “ gXY ϵ
ijfXiAf

Y
jB (6.5.48)

により、上記の実数条件を満たす ZqpMHqの反対称テンソル CAB が定
まる。
これらのデータを用いて、6次元時空でのN “ 2超対称性をもつハイ

パー超組に対する作用積分は次式で与えられる：

L6 “ ´
1

2
gXY pqqBµq

XBµqY ` CABζ̄
A {∇ζB ´

1

4
WABCDζ̄

AζBζ̄CζD. (6.5.49)

５次元時空におけるハイパー超組 ５次元時空におけるハイパー超組の
理論は、カイラリティの指定がないことを除いて、本質的に６次元時空
と同じである。まず、超対称変換は、ゲージ化された場合を含めて

δqX “ ´iϵ̄iζAfXiA, (6.5.50a)

δζA “
1

2
if iAX {DqXϵi ´ ζBωXB

AδqX `
1

2
σIkXI f

iA
Xϵi.(6.5.50b)

ここで、σIはゲージ超組のスカラ、kXI はMHのKillingベクトルである。
　ゲージ場と結合しない場合の超対称 Lagrangian密度L5は６次元の表
式 (6.5.49)と同じ。
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4次元時空におけるハイパー超組 ϵ1j, ϵ1
j “ ϵ1kεkj “ pϵ1jqC(i, j, k “ 1, 2)

を５次元における Symplectic Majoranaスピノールを４次元スピノール
と見なしたものとして、対応する 4次元の左巻きおよび右巻きWeylスピ
ノールの組 ϵi “ PLϵ

i, ϵi “ pϵiqC “ B´1pϵiq˚(i, j “ 1, 2)を

ϵ1i “ ϵi ` εijϵj, ϵ̄i “ ϵ̄i ´ εij ϵ̄j, (6.5.51a)

ϵ1
i “ ϵjεji ` ϵi, ϵ̄1

i “ ϵ̄jεji ´ ϵ̄i (6.5.51b)

により定義する。この対応において、５次元における荷電共役変換は

pϵ1iqC “ ´B´1γ˚pϵ1iq˚ (6.5.52)

と表される．また，５次元スピノール場 ζ 1A, ζ 1
A “ ζ 1BCBAと、４次元左

巻きWeylスピノール ζAおよび右巻きWeylスピノール ζĀ “ pζAqCの対
応は、

ζ 1A “ ζA ´ ζB̄ρ
B̄A, ζ̄ 1A “ ζ̄A ` ζ̄B̄ρ

B̄A, (6.5.53a)

ζ 1
A “ ζBCBA ` ζB̄d

B̄
A, ζ̄ 1

A “ ζ̄BCBA ´ ζ̄B̄d
B̄
A (6.5.53b)

で与えられる。
このとき、、超対称変換は、5Dからの次元低下より、

δqX “ ´iϵ̄iζAfXiA ` iεijρĀB ϵ̄iζĀf
X
jB, , (6.5.54a)

δζA “
1

2
if iAX {DqXϵi ´ ζBωXB

AδqX ` iX̄IkXI f
iA
Xεijϵ

j.(6.5.54b)

ここで、δζAの右辺第３項は、ゲージ化した場合のゲージ超組からの寄
与である。超対称な Lagrange密度は

L4 “ ´
1

2
gXY Bµq

XBµqY ´dĀB
`

ζ̄Ā {∇ζB ` ζ̄B {∇ζĀ
˘

`
1

2
WAB

EFdC̄Ed
D̄
F ζ̄C̄ζD̄ζ̄

AζB

(6.5.55)

ここで、
∇µζ

A “ Bµζ
A ` Bµq

XωXB
AζB. (6.5.56)
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ゲージ化 ゲージ化は、N “ 1, D “ 4の場合と同様、ゲージ群 Gをハ
イパー超組のスカラ多様体MH とその上のバンドル pZpMHq, ρAB̄qおよ
び対応テンソル fXiAの同型変換群への埋め込み、および、スピノール場
pζAqへの線形表現により与えられる。
対応するMH上のKillingベクトルを kXI と記すと、まず、４元数構造

JX
J の不変性より、

p∇Xk
Y
I qJY

Z “ JX
Y p∇Y k

Z
I q (6.5.57)

が成り立つ。これより、次の関係を満たすモーメント写像P Iが定まる：

BXP I “ JX
Y kIY , (6.5.58a)

kI
XJXY kJ

Y “ fKIJPK . (6.5.58b)

次に、スピノール場への表現は、

tIA
B “

1

2
fY iA∇Y k

X
I f

iB
X (6.5.59)

により与えられる。交換関係は

rtI , tJ sB
A “ fKIJtKB

A ´ kXI k
Y
J RXY B

A (6.5.60)

また、次の関係式を満たす：

tAB
I ” CACtIC

A “ tI
BA. (6.5.61a)

t̄I
Ā
B̄ ” ptIA

Bq˚ “ ´ρAD̄tID
CρCB̄. (6.5.61b)

以上の記号を用いると、ゲージ化されたハイパー超組のN “ 2超対称
性を持つ Lagrange密度は次式で与えられる：

L6 “ ´
1

2
gXY pqqDµq

XDµqY ` CABζ̄
A {̂DζB ´

1

4
WABCDζ̄

AζBζ̄CζD

´2kXI f
iA
X ζ̄Aλi

I ` 2P I ¨ Y I , (6.5.62a)

L5 “ ´
1

2
gXY pqqDµq

XDµqY ` CABζ̄
A {̂DζB ´

1

4
WABCDζ̄

AζBζ̄CζD

´2ikXI f
iA
X ζ̄Aλi

I ` iσItIB
Aζ̄Aζ

B ` 2P I ¨ Y I ´
1

2
σIσJkXI kJX , (6.5.62b)

L4 “ ´
1

2
gXYDµq

XDµqY ´ dĀB

´

ζ̄A {̂DζB ` ζ̄B {∇ζĀ
¯

`
1

2
WAB

EFdC̄Ed
D̄
F ζ̄C̄ζD̄ζ̄

AζB

`

´

2XItIABζ̄
AζB ` 2if iAXk

X
I ζ̄B̄ΩjIεijd

B̄
A ` h.c.

¯

`2P I ¨ Y I ´ 2X̄IXJkJ
XkJX . (6.5.62c)
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ここで、

Dµq
X “ Bµq

X ´ AIµk
X
I , (6.5.63a)

D̂µζ
A “ Bµζ

A ` Bµq
XωXB

AζB ´ AIµtIB
AζB. (6.5.63b)
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6.5.3 N “ 2 ４次元超重力理論

6.5.3.1 最終的な基本場

• Poincaré 超組: θaµ, ψ
i
µ, A

0
µ.

ψiµ “ PLψ
i. (6.5.64)

• ゲージ超組: Aαµ, z
α, χiα (α “ 1, ¨ ¨ ¨ , nV ).

χαi “ PLχ
α
i , χiᾱ “ PRχ

iᾱ. (6.5.65)

• ハイパー超組: qu, ζA (u “ 1, ¨ ¨ ¨ , 4nH ; , A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2nH).

ζA “ PLζ
A, ζA “ PRζA. (6.5.66)

6.5.3.2 スカラー多様体の構造

スカラー多様体MS は、4nH 次元の４元数型ケーラー多様体MH と
2nV 次元の射影特殊Kähler多様体MV の積となる：

MS “ MH ˆ MV Q pqu, zαq. (6.5.67)

(1) 射影特殊ケーラー多様体MV 2nV 次元の 射影特殊ケーラー多様体
は，閉相似キリングベクトルをもつ 2pnV ` 1q次元のアフィン特殊ケー
ラー多様体の商多様体として得られる．
まず，2pnV ` 1q次元のアフィン特殊ケーラー多様体M が，wI (I “

0, ¨ ¨ ¨ , nV )を複素座標系として，シンプレクティックベクトル

V “ TpXIpwq, FIpwqq; xBIV, BJV y “ 0 (6.5.68)

により定義される．ここで，シンプレクティック内積 x˚, ˚yは

xV, V 1y “ XIF 1
I ´ FIX

1I . (6.5.69)

ケーラーポテンシャル K̃は

K̃ “ i
@

V, V̄
D

“ ipXIF̄I ´ FIX̄
Iq (6.5.70)

により与えられる．BJX
Iが正則行列となる場合には，前ポテンシャルと

呼ばれる正則関数 F pXqが存在して，FI “ BF {BXI と表される．
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このアフィン特殊ケーラー多様体が閉相似キリングベクトル kDをもつ
とすると，

kIDBIV pwq “ V pwq. (6.5.71)

前ポテンシャルが存在するとき，kD “ XIB{BXIとなるので，この条件は

XIBXIF pXq “ 2F pXq (6.5.72)

と表される．
いま，新たな正則座標系 py, zαq(α “ 1, ¨ ¨ ¨ , nV )を

kIDBIz
α “ 0, kIDBIy “ y (6.5.73)

により導入すると，kD “ yByで，

V “ yvpzq; vpzq “ TpZIpzq, F̂Ipzqq (6.5.74)

M の正則閉相似ベクトル kDおよびそれに随伴するキリングベクトルの
軌道Oによる 2nV 次元の商多様体をMV とすると，zαはその複素座標
系となる．M の超曲面

@

V, V̄
D

“
i

κ2
ô yȳ “

i

κ2 xvpzq, v̄pzqy
” eκ

2Kpz,z̄q (6.5.75)

をΣ，π : M Ñ MV として，p P Σに対して，πppq P MV におけるベク
トル a, bの内積を，ã, b̃ P TppΣq，πpãq “ a, πpb̃q “ b, ã, b̃ K Oとなるベク
トルを用いて，gpa, bq “ g̃pã, b̃qにより定義する．このとき，

gαβ̄ “ g̃αβ̄ ´
g̃ȳαg̃yβ̄
g̃yȳ

“ iyȳ
@

∇αv, ∇̄β̄ v̄
D

“ BαBβ̄K (6.5.76)

が成り立つ．すなわち，MV は，Kをケーラーポテンシャルとするケー
ラー多様体となる．ここで，

∇αv “ pBα ` κ2BαKqv, ∇̄ᾱv “ 0, ∇αy “ ∇̄ᾱy “ 0. (6.5.77)

また，vpzqは次の条件を満たすMV 上の正則シンプレクティックベクト
ル場となり，vpzqを与えるとMV の射影特殊ケーラー構造が定まる：

xv,∇αvy “ x∇αv,∇βvy “ 0 (6.5.78)
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曲率テンソルは，

Rαᾱββ̄ “
2

a
gᾱpαgβqβ̄ ´ Cαβγg

γγ̄C̄ᾱβ̄γ̄, (6.5.79a)

Cαβγ “ i x∇α∇βV,∇γV y (6.5.79b)

gαβ̄ “ BαBβ̄Kがスカラー場 zαおよびスピノール場 χiαの運動項を決定
する．また，gαβ̄が正則なとき，行列 pZ̄Jpz̄q ∇αZ

Jpzqqは正則で，ゲージ
場の結合関数NIJ は，

N̄IJ “

´

¯̂
FIpz̄q ∇αF̂Ipzq

¯

`

Z̄Jpz̄q ∇αZ
Jpzq

˘´1
(6.5.80)

で与えられる．とくに，前ポテンシャルが存在するときには，

NIJ “ F̄IJ ` i
NIKX

KNILX
L

NMNXMXN
, NIJ “ 2ImFIJ . (6.5.81)

(2) 4元数型ケーラー多様体MH 4nH 次元の 4元数型ケーラー多様体
は，閉相似キリングベクトルをもつ 4pnH ` 1q次元のハイパーケーラー多
様体の商多様体として得られる．ρAB̄(A,B “ 1 ¨ ¨ ¨ , 2nH)をMH の 2nH
次元ベクトルバンドルZpMHqのテンソルで

ρAB̄ρ
B̄C “ ´δCA , ρĀB “ pρAB̄q˚ (6.5.82)

を満たすものとする．また，f iAu, fuiA(i “ 1, 2, A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2nH , u “

1, ¨ ¨ ¨ , 4nH)を次の性質を持つテンソル (T ˚pMHqbpZpMHq‘ZpcalMHqq

の断面）とする：

f iAvf
u
iA “ δuv , f iAuf

u
jB “ δijδ

A
B, (6.5.83a)

pf iAuq˚ “ f jBuϵjiρBĀ, pfuiAq˚ “ ϵijρĀBfujB. (6.5.83b)

さらに，huvを計量として，反対称形式CABを

huv “ f iAuϵijCABf
jB

v ô huvf
u
iAf

v
jB “ ϵijCAB (6.5.84)

により定義する．このとき，huvがスカラー場 quの運動項を，CABがス
ピノール場 ζAの運動項を決定する．
fuiAの実数性条件より，

2f iAuf
v
jA “ δvuδ

i
j `τ j

i ¨Ju
v ô Ju

v “ pJu
vq˚ “ ´f iAuf

v
jAτ i

j (6.5.85)
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により，J “ pJ1, J2, J3qを定義すると，pJ , hqはMHの 4元数型ケーラー
構造となり，

∇̃uJ ” ∇uJ ` 2ωu ˆ J “ 0 (6.5.86)

が成り立つ．ここで，接続係数ωu “ p´1{2qωuj
iτ i

j(τ i
j “ iσij)とバンド

ルZpMHqの接続係数 ωuB
Aは，条件

∇̃vf
iA
u ” Bvf

iA
u ` f iBuωvB

A ` f jAuωvj
i ´ Γwvurhsf iAw “ 0 (6.5.87)

より

ωuj
iδAB ` ωuB

Aδij “ ´f vjB
`

Bvf
iA
v ´ Γwfuvf

iA
w

˘

(6.5.88)

と定まる．ωujiは

∇uϵ
ij ” Buϵ

ij ` 2ϵkrjωuk
is “ 2ωu

rijs “ 0 (6.5.89)

より，ωu “ p´1{2qωuj
iτ i

jは SUp2q接続となる．また，

∇uρAB̄ ” BuρAB̄ ´ ωuA
CρCB̄ ´ ωuB̄

C̄ρAC̄ “ 0 (6.5.90)

より，ωuBAはUSpp2nHq接続となる．
これらの接続の曲率テンソルをそれぞれ，Ruv, RuvB

Aとおくと，計量
hのリーマン曲率テンソルは

Ruv
w
x “ fwiAf

iB
x RuvB

A ´ Jx
w ¨ Ruv (6.5.91)

と表される．さらに，4元数型ケーラー多様体はアインシュタイン空間と
なる：

Ruv “
1

4nH
huvR. (6.5.92)

また，SUp2q接続に対する曲率形式は 4元数型構造に比例する：

Ruv “
1

2
νJuv; ν ”

R

4nHpnH ` 2q
“ ´κ2. (6.5.93)

(3)ゲージ化 ゲージ変換に対応する 4元数型ケーラー多様体MH のキ
リングベクトルを kuI と表記すると，もとのハイパーケーラー多様体の対
応するキリングベクトルの対するモーメント写像P I との間に

p∇uk
v
I qJv

w ´ Ju
vp∇vk

w
I q “ νJu

w ˆ P I (6.5.94)
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の関係が成り立つ．これより

∇̃uP I ” BuP I ` 2ωu ˆ P I “ Juvk
v
I , (6.5.95a)

∇uk
v
I “ ´Ru

v ¨ P I ` f iBuf
v
iAtIB

A; tIA
B ”

1

2
f viA∇vk

u
I f

iB
u,(6.5.95b)

2nHνP I “ Ju
v∇vk

u
I . (6.5.95c)

なお，キリングベクトルは次の整合性条件を満たす必要がある：

kuIJuvk
v
J “ fKIJPK ` νP I ˆ P J . (6.5.96)

ゲージ変換のアフィン特殊ケーラー多様体に対する作用は線形で随伴
表現に従う．対応する前ポテンシャルの変換は

δGF ” FIθ
KXJf IJK “ ´θKCK,IJX

IXJ (6.5.97)

と変換する．ここで，CK,IJは実定数である．これより，射影特殊ケーラー
多様体のおける対応するキリングベクトル kαI は

δzα “ θJkαJ ; kαJ∇αZ
I “ ZKf IKJ ´ iκ2ZIP 0

J . (6.5.98)

ここで，

P 0
I “ ´iNIJf

J
KLX

KX̄L “ iNJLf
J
KIX

KX̄L “ ´iNJKf
J
LIX

KX̄L.

(6.5.99)
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6.5.3.3 超重力理論の最も一般的な作用積分

|θ|´1L “
1

κ2

ˆ

1

2
R ´ ψ̄iµγ

µνρDνψ
i
ρ

˙

´ gαβ̄ B̂µz
αB̂µz̄β̄ ´

1

2
huvB̂µq

uB̂µqv ´ V

`
2

3
CI,JK |θ|´1ϵµνρσAIµA

J
ν

ˆ

BρA
K
σ `

3

8
fKLMA

L
ρA

M
σ

˙

`

!

´
1

4
iNIJF

`I
µν F

`µνJ ` F`I
µν ImNIJQ

µν`J

´
1

4
gαβ̄χ̄

α
i {Dχiβ̄ ´ ζ̄A {̂DζA

`
1

2
gαβ̄ψ̄ia{̂Bz

αγaχiβ̄ ´ iψ̄ia{̂Bq
uγaζAfuiA ` h.c.

)

`Lm ´ ψ̄i ¨ γυi ` four-fermion terms. (6.5.100)

ここで、共変微分は

B̂µz
α “ Bµz

α ´ AIµk
α
I , B̂µq

u “ Bµq
u ´ AIµk

u
I , (6.5.101a)

Dµψνi “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpθqγab `
i

2
Bµ

˙

ψνi ` Vµijψνj, (6.5.101b)

Dµχ
α
i “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpθqγab `
i

2
Bµ

˙

χαi ` Vµijχαj ´ AIµχ
β
i Bβk

α
I ` Γαβγχ

γ
i Bµz

β,

(6.5.101c)

Dµζ
A “

ˆ

Bµ `
1

4
ωµ

abpθqγab `
i

2
Bµ

˙

ζA ´ AIµtIB
AζB ` Bµq

uωuB
AζB.(6.5.101d)

これらの式に現れる複合ゲージ場 Bµ,Vµij “ τ i
j ¨ Vµ の表式は、

Bµ “ ´κ2ωαBµz
α ´ κ2ωᾱBµz

ᾱ ´ κ2AIµP
0
I

“ ´κ2B̂µz
α `

i

2
Aµ

IrI ` h.c., (6.5.102a)

Vµ “ ´ωuBµq
u ´

1

2
κ2AIµP I “ ´ωuB̂µq

u `
1

2
AIµrI .(6.5.102b)

ただし、ωα “ p´i{2qBαK, rI “ ´2ωuk
u
I ´ κ2P I . また、ζAに対するゲー

ジ変換の表現行列 tIA
Bは

tIA
B “

1

2
f viA∇vk

u
I f

iB
u. (6.5.103)

また，CS項の係数CK,IJ は

CK,IJ “ C̄K,IJ “ ´fLKpIFJqL (6.5.104)
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Pauli項のQは

Qab´J ” ∇̄ᾱX̄
J
`

1
8
gβᾱCβγδχ̄

γ
i γabχ

δ
jϵ
ij ` χ̄ᾱiγaψbjϵij

˘

`XJ

ˆ

ψ̄ai ψ
b
jϵ
ij `

1

2
κ2ζ̄AγabζBCAB

˙

. (6.5.105)

スカラポテンシャル V はゲージ化により生じ，

V “
“

´1
2
ppImN q´1qIJ ´ 4κ2XIX̄J

‰

P I ¨P J`2X̄IXJkuI k
v
Jhuv`pN´1qIJP 0

I P
0
J

(6.5.106)

スピノール場の質量項Lmは、

Lm “
1

2
Sijψ̄

i
µγ

µνψjν ´
1

2
mij

αβχ̄
α
i χ

β
j ´ miᾱ

Aχ̄iᾱζA ´
1

2
mAB ζ̄

AζB ` h.c..

(6.5.107)

ここで、

Sij “ PIijX̄
J , (6.5.108a)

mij
αβ “

1

2
P ij
I Cαβγg

γδ̄∇̄δ̄X̄
I ` ϵij∇αX

Iki
γ̄gβγ̄, (6.5.108b)

mA
iᾱ “ 2ikuI ϵijf

jA
u∇̄ᾱX̄

I , (6.5.108c)

mAB “ ´4XItIAB. (6.5.108d)

最後に、υiは

υi “
1

2
W ij
α χ

α
j ` 2N i

Aζ
A; (6.5.109)

W ij
α ”

`

iϵijP 0
I ´ P ij

I

˘

∇αX
I “ ϵijgαβ̄kI

β̄XI ` P ij
I ∇αX

I ,(6.5.110)

N i
A ” if iBuk

u
IX

ICBA. (6.5.111)
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6.5.3.4 超対称変換

ボゾン場の超対称変換は

δθaµ “
1

2
ϵ̄iγaψµi ` h.c., (6.5.112a)

δzα “
1

2
ϵ̄iχαi , (6.5.112b)

δqu “ ´iϵiζAfuiA ` h.c., (6.5.112c)

δAIµ “
1

2
ϵij ϵ̄jγµγµχ

α
j∇αX

I ` ϵij ϵ̄iψµjX
I ` h.c.. (6.5.112d)

フェルミ場の超対称変換のボゾン部分は

δψiµ “
`

Bµ ` 1
4
ωµ

abγab ´ 1
2
iBµ

˘

ϵi ` Vµijϵj ´ 1
16
γabT´

abε
ijγµϵj ` 1

2
κ2γµS

ijϵj,

(6.5.113a)

δχαi “ {̂Bzαϵi ´ 1
2
G´α
ab γ

abϵijϵ
j ` gαβ̄W̄β̄jiϵ

j, (6.5.113b)

δζA “ 1
2
if iAu{̂Bquϵi ´ ζBωuB

Aδqu ` N̄A
i ϵ

i. (6.5.113c)

ここで，

W̄ᾱij “
`

´iϵijP
0
I ´ PIij

˘

∇̄ᾱX̄
I “ ϵijgβᾱk

β
I X̄

I ` PIij∇̄ᾱX̄
i,(6.5.114a)

N̄A
i ” ´iϵijf

jA
uk

u
I X̄

I , (6.5.114b)

T`
ab

ˇ

ˇ

bos
“ ´4κ2X̄IImNIJF

`J
ab “ 2iκ2

`

X̄IG`
Iab ´ F̄IF

`I
ab

˘

,(6.5.114c)

G´α
ab “ gαβ̄∇̄β̄X̄

IImNIJF
´J
ab . (6.5.114d)

なお，フェルミ場の超対称変換に対するゲージ化による付加項 (femion

shift)とスカラーポテンシャルの間には次の関係がある：

´3κ2SikSjk ` W ik
α g

αβ̄W̄β̄jk ` 4N i
AN̄

A
i “ δijV. (6.5.115)
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次元D 超共形代数 R対称性
6 OSpp8˚|2q USpp2q – SUp2q

5 F 2p4q USpp2q – SUp2q

4 SUp2, 2|2q SUp2q ˆ Up1q

表 10: D “ 4, 5, 6における極小超共形代数とR対称性

6.5.4 N “ 2４次元超重力理論の超共形アプローチによる導出

N “ 2超共形代数 生成元と対応するゲージパラメータおよびゲージ場は

PA Mab D Ka Ui
j T Qi Si

ξa λab λD λaK λj
i λT ϵi ηi

θaµ ωµ
ab bµ fµ

a Vµj
i Bµ ψiµ ϕiµ

標準Weyl超組と拘束条件 上記の超共形ゲージ場に、N “ 1の場合と
同様の拘束条件とゲージ固定条件を課して、物理的なゲージ場 θa, ψiのみ
を残すと、off-shellではボゾン場とフェルミオン場の数がバランスしない
ため、超対称変換が閉じない。この問題を解決するため、超共形ゲージ
場超組に pTab, D;χiqを加えて、超組を拡大し、変換則を修正する。
拘束条件としては、次のものを選ぶ：

RµνpP aq “ 0 ñ ωab,(6.5.116a)

R̂acpM
bcq ` iR̂a

bpT q `
1

4
T´
caT

`bc `
3

2
δbaD “ 0 ñ fa,(6.5.116b)

γbR̂bapQ
iq `

3

2
γaχ

i “ 0 ñ ϕi.(6.5.116c)

物質超組との結合 ゲージ超組 pXI ,ΩI
i , A

I
µ,Y

Iqとハイパー超組 pqX , λAq

の共形ウエイト wとカイラルウエイト cは、超共形代数の構造と超対称
変換に対する変換則より、次のようになる。

ゲージ超組（off-shell) ハイパー超組（on-shell)

成分場 XI AIµ Y I ΩI
i qX ζA

自由度 2 3 3 8 4 4

w 1 0 2 3{2 1 3{2

c 1 0 0 1{2 0 ´1{2

L/R L L
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これより、ゲージ超組 pXI ,ΩI
i , A

I
µ,Y

Iqの超共形変換に対する変換則は

δXI “
1

2
ϵ̄ΩI

i , (6.5.117a)

δΩI
i “ {DXIϵI `

1

4
γabFab

Iϵijϵ
j ` Y I

ijϵ
j ` XJX̄Kf IJKϵijϵ

j ` 2XIηi,(6.5.117b)

δAµ “
1

2
ϵij ϵ̄iγµΩj

I ` ϵij ϵ̄iψµjX
I ` h.c., (6.5.117c)

δY I “
1

4
τ ij ϵ̄i {DΩI

j ´
1

2
f IJKτ i

j ϵ̄jX
JΩiK ` h.c.. (6.5.117d)

ここで、

F I´
ab ” F̂ I´

ab ´
1

2
X̄IT´

ab, (6.5.118a)

F̂µν
I “ Fµν

I `
`

´ϵijψ̄
i
rµγνsΩ

Ij ´ ϵijψ̄
i
µψ

j
νX̄

I ` h.c.
˘

.(6.5.118b)

DΦ “ dΦ ´ δpAITIqΦより、共変微分は次のようになる：

DXI “ DXI ´
1

2
ψ̄iΩI

i ; (6.5.119a)

DXI “ pd ´ b ´ iBqXI ` AJXKf IJK , (6.5.119b)

DΩI
i “ DΩI

i ´ {DXIψi ´
1

4
γabF I´

ab ϵijψ
j

´Y I
ijψ

j ´ XJX̄Kf IJKϵijψ
j ´ 2XIϕi, (6.5.119c)

DΩI
i “

ˆ

d `
1

4
ωabγab ´

3

2
b ´

1

2
iB
˙

Ωi ` Vi
jΩI

j ` AJµΩK
i f

I
JK .(6.5.119d)

次に、ハイパー超組 pqX , λAqに対しては、MHの相似Killingベクトル
kXD を通して、dilation変換が作用するとする。また、kXD より

kX “
1

2
kYDJY

X (6.5.120)

により SUp2qKillingベクトルkXが定義される。UiJ変換は、このKilling

ベクトルを通してハイパー超組に作用するとする。したがって、pD,T, Ui
Jq

のハイパー超組への作用は

δqX “ λDkD
X ´ 2λ ¨ kX , (6.5.121a)

δζA “

ˆ

3

2
λD ´

3

2
iλT

˙

ζA ´ ζBωXB
AδqX (6.5.121b)
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となる。超共形ゲージ場に対する共変微分は

DqX “ DqX ` iψ̄iζAfXiA ´ iϵijρĀBψ̄iζĀf
X
iB, (6.5.122a)

DqX “ dqX ´ bkXD ` 2V ¨ kX ´ AIkXI , (6.5.122b)

D̂ζA “ D̂ζA ´
i

2
f iAX {DqXψi ´ iX̄IkXI f

iA
Xϵijψ

j ´ if iAXk
X
Dϕi,(6.5.122c)

D̂ζA “

ˆ

d `
1

4
ωabγab ´

3

2
b `

1

2
iB
˙

ζA ´ AItIB
AζB ` dqXωXB

AζB.(6.5.122d)

各成分場の超共形変換に対する変換則は、一般公式DΦ “ dΦ´δpAITIqΦ

より読み取ることができる。

超共形不変作用積分 大域的N “ 2超対称理論を超共形ゲージ変換に対
して共変化し、 相似Killingベクトルの作用で不変という要請を課すと、
超共形不変な作用積分が得られる。まず、ゲージ超組の部分の共形不変性
より、前ポテンシャルF pXqが共形ウエイト２を持つことが要求される：

XIBIF “ 2F (6.5.123)

このとき、

N ” NIJX
IX̄J ; NIJ ” 2ImFIJ “ ´ipFIJ ´ FIJq (6.5.124)

とおくと、N “ NpX, X̄qがゲージ超組のスカラ多様体Mvに対する共形
ウエイト２のKählerポテンシャルを与える。
つぎに、ハイパー超組のセクターが共形不変であるためには、スカラー
多様体MHの相似Killingベクトル kDとゲージ対称性に対応するKilling

ベクトル kI が可換となることが要求される：

rkD, kIs “ 0 (6.5.125)

これより、３つ組モーメント写像P I が次のように定まる：

P I “ kXk
X
I . (6.5.126)

以上の情報により、ゲージ超組とハイパー超組からなる系の超共形不
変な作用積分L “ Lg ` Lhが定まる（具体的表式は省略）。
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部分ゲージ固定 次の条件により、pKa, D, Siqに対応するゲージ自由度
を固定する：

K-gauge : bµ “ 0, (6.5.127a)

D-gauge : ´
1

6
N ´

1

12
k2D “

1

2
κ´2, (6.5.127b)

S-gauge : NIJX
JΩiI ` idĀBA

iBζĀ “ 0. (6.5.127c)

ここで、
AiA ” f iAXk

X
D . (6.5.128)

D-gauge条件と

|θ|´1L “

ˆ

´
1

6
N ´

1

12
k2D

˙

R `

ˆ

´N `
1

4
k2D

˙

D ` ¨ ¨ ¨ (6.5.129)

より得られる、補助場Dに関する場の方程式より

N “ ´κ´2, k2D “ ´4κ´2. (6.5.130)

また、S-gauge条件と場の方程式

NIJX
IΩiJ ´ 2i “ 0 (6.5.131)

より、
NIJX

IΩiJ “ 0, dĀBA
iBζĀ “ 0. (6.5.132)
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6.6 高次元超重力理論の一般的分類

6.6.1 次元と最大超対称性への制限

References

• 　 Porrati M: PRD78, 065016 (2008)

“Universal limits on massless high-spin particles”

• C. Aragone and S. Deser, Phys. Lett. 86B, 161 (1979).

“Consistency Problems of Hypergravity”

４次元時空において、一般の曲がった時空でのダイナミクスが整合的
となるためには、場のスピンは２以下に制限される。例えば，4次元時空
において，スピン 5/2を持つ場は添え字について対称なスピノールテン
ソル ψµν により記述され，自由場の作用積分は，正規直交基底に関する
成分表示のもとで，

S “

ż

d4x|θ|

”

´
1

2
ψ̄ab {Dψab ´ ψ̄abγ

b {Dγcψ
ca ` 2ψ̄abγ

bDcψ
ca

`
1

4
ψ̄aa {Dψbb ´ ψ̄aaDbγcψ

bc
ı

(6.6.1)

で与えられる．平坦な時空では，場は次のゲージ自由度をもつ：

δψµν “ Bµζν ` Bνζµ; γµζµ “ 0. (6.6.2)

しかし，曲がった時空に対応原理に従って移行し，作用積分において Bµ Ñ

∇µの置き換えを行うと，対応する共変化されたゲージ変換に対して，作
用積分は

δψab “ Daζb ` Dbζa ñ δS “ ´4

ż

d4x|θ|ζ̄aγbψcdR
acbd (6.6.3)

このため、４次元へのトーラスコンパクト化の整合性を考慮すると、高
次元においても、超対称変換生成元の最大数は 32となる。これより、各
次元での複素スピノール表現の最小次元を dimC

s,min, 実スピノール表現の
最初次元を dimR

s,minとおくと、独立な超対称変換生成元を表すスピノー
ルQiの数N は、N dimR

s,min ď 32となる。
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6.6.2 基本超対称代数

超対称変換の作る極小代数の交換関係は、ϵj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ ,N )を各次元で
のGrassmannスピノールパラメータ、∆ijをN 次の定数行列として、

rϵ̄p1qiQ
i, ϵ̄p2qjQ

js “
1

2
∆ij ϵ̄p1qiΓ

Mϵp2qjPM pPM “ BMq (6.6.4)

と表される。ただし、Cを荷電共役変換行列として、

ϵ̄ “ TϵC (6.6.5)

である。また，ユニタリ変換に対する無限小変換の生成元 ϵ̄ ¨Q ” ϵ̄iQ
iは

エルミートないし反エルミートでないといけないので，荷電共役変換行
列の位相をC “ iBΓ0となるように取るとき，ϵとQは次の条件を満たす
ことが要求される：

pϵ̄ ¨ Qq: ” ηBϵc ¨ Qc “ ˘ϵ̄ ¨ Q; BΓaB´1 “ ηBpΓaq˚. (6.6.6)

Majoranaスピノールが存在するD ” 4, 8, 9, 10, 11pmod 8qでは、ϵiお
よびQiをMajoranaスピノールに取ると条件 (6.6.6)が満たされる。この
とき、

ϵ̄1Γ
Mϵ2 “ ´ϵ̄2Γ

Mϵ1, (6.6.7)

pϵ̄1Γ
Mϵ2q

: “ ϵ̄1Γ
Mϵ2 (6.6.8)

が成り立つので、交換関係の左辺が ϵp1q Ø ϵp2qに対して反対称であるこ
とと P :

M “ ´PM を考慮すると、∆ij は実対称行列となる。したがって、
Qiの基底を適当に取り替えることにより、

∆ij “ ´δij pD “ 2, 3, 4 mod 8q, `δij pD “ 8, 9 mod 8q (6.6.9)

とできる。
一方、Majoranaスピノールが存在しないD ” 5, 6, 7pmod 8qでは、次

の条件により定義される symplectic Majoranaスピノールに取ると条件
(6.6.6)が満たされる：

ϵi “ pJ´1qijB
´1pϵjq

˚, Qj “ J jkB´1pQkq:. (6.6.10)

ここで、J “ pJ ijqは正則な定数行列である。D ” 5, 6, 7ではB˚B “ ´1

となるので、Symplectic Majorana条件の整合性は

J˚J “ ´1 (6.6.11)
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となる。
一般に、SMスピノールの基底の変更に対して、J は次のように変換
する：

ψ1
i “ Ti

jψj ñ J 1 “ T ˚JT´1 (6.6.12)

特に、J “ J˚を要請すると、J2 “ ´1となるので、適当なT P GLp2n,Rq

を用いて、
J “ TJ0T

´1; J0 “ ‘n p 0 1
´1 0 q (6.6.13)

と表される。以下、J “ J0とする。したがって、N は偶数となることが
要求される。

Majoranaスピノールおよび SMスピノールに対して、

pϵ̄iQ
iq: “ σϵ̄iQ

i; σ “

#

1 : D ” 4, 5, 10, 11pmod 8q,

´1 : D ” 6, 7, 8, 9pmod 8q
(6.6.14)

が成り立つ（ϵ,Qは、ともに、Grassmann代数の奇元であることに注意）。
ここで，σ “ `1の場合には，iϵ̄Qが無限小ユニタリ変換を与える．

SMスピノールで表される超対称変換生成元Qi(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 2n “ N)に
対する交換関係は、一般に

rϵ̄p1qiQ
i, ϵ̄p2qjQ

js “
1

2
∆ij ϵ̄p1qiΓ

Aϵp2qjPA

ô tQi, TQju “ ´
1

2
∆ijΓA TC´1PA (6.6.15)

で与えられる。D ” 5, 6, 7では、一般に

ϵ̄1Γ
Aϵ2 “ ϵ̄2Γ

Aϵ1 (6.6.16)

が成り立つので、∆ijは反対称行列でないといけない：

∆ij “ ´∆ji. (6.6.17)

さらに、
pϵ̄p1qiΓ

Aϵp2qjq
: “ J ikJ jlpϵ̄p1qiΓ

Aϵp2qjq (6.6.18)

より、
TJ∆˚J “ ∆ (6.6.19)

が要求される。これらの条件を満たす行列∆は，Jを保つ変換により，常
に，∆ “ J とできる。
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D C-spinor rep. Majorana Weyl Majorana-Weyl by R-rep.

2 1 ` 11 ⃝ self ⃝ p1R ` 11
Rq b C

3 2 ⃝ ´ ´ p2Rq b C
4 2 ` 2̄ ⃝ complex ´ p4R “ 2Cq b C
5 4 ´ ´ ´ 8R “ 4C

6 4 ` 41 ´ self ´ 8R ` 81
R

7 8 ´ ´ ´ 16R “ 8C

8 8 ` 8̄ ⃝ complex ´ p16R “ 8Cq b C
9 16 ⃝ ´ ´ 16R b C
10 16 ` 161 ⃝ self ⃝ p16R ` 161

Rq b C
11 32 ⃝ ´ ´ 32R b C
12 32 ` 32 ⃝ complex ´ 64R b C

表 11: Spinor representation of SOpD ´ 1, 1q

6.6.3 各次元の基本超対称代数の構造

• 11次元: Cℓ11 – Cp32q ‘ Cp32q,Cℓ˚
10 – Rp32q. スピノール Qは

Majoranaで、個数はN “ 1. 対応する超重力理論は、微分につい
て２階の範囲で一意的 [Cremmer E, Julia B, Scherk J 1978].

tQα, Qβu “ ´
1

2
pΓM TC´1qαβPM . (6.6.20)

• 10次元: Cℓ10 – Cp32q,Cℓ˚
9 – Rp16q ‘ Rp16q. スピノール Qj は

Majorana-Wyleで、N ď 2. N “ 2となるタイプ II型は、Qiのカ
イラリティが p1, 1qとなる

IIA型 : PLQ1 “ Q1, PRQ2 “ Q2, (6.6.21a)

tQ1
α, Q

2
βu “ 0, (6.6.21b)

tQ1
α, Q

1
βu “ ´

1

2
pPLΓM TC´1 TPLqαβPM ,(6.6.21c)

tQ2
α, Q

2
βu “ ´

1

2
pPRΓM TC´1 TPRqαβPM (6.6.21d)

と、p2, 0qないし p0, 2qとなる

IIB型 : PLQi “ Qi pi “ 1, 2q, (6.6.22a)

tQi
α, Q

j
βu “ ´δij

1

2
pPLΓM TC´1 TPLqαβPM(6.6.22b)

por PL Ñ PRq (6.6.22c)
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が存在。II型の理論は、微分について２階の範囲では一意的。

一方、N “ 1のタイプ I型理論の超対称代数の構造は一意的で、カ
イラリティは p1, 0qないし p0, 1q：

tQα, Qβu “ ´
1

2
pPLΓM TC´1 TPLqαβPM , por PL Ñ PRq. (6.6.23)

I型の理論は、任意の１０次元ゲージ超組と結合することができる。
この自由度を除く重力セクターは、微分について２階の範囲では一
意的。

• 9次元: Cℓ9 – Cp16q ‘ Cp16q,Cℓ˚
8 – Rp16qで、スピノール Qj は

Majorana。カイラリティがないので、タイプは、N “ 1の I型と
N “ 2の II型の２種類のみ:

tQi
α, Q

j
βu “ ´δij

1

2
pΓM TC´1qαβPM (6.6.24)

II型の理論は一意的だが、I型の理論には、９次元ベクトル超組を
結合させる自由度あり。

• 8次元: Cℓ8 – Cp16q,Cℓ˚
7 – Cp8q,Cℓ7 – CbCp8q – Cp8q `Cp8q˚で、

スピノールQjはMajorana. N ď 2だが、カイラルスピノールは複
素表現で、複素共役変換でカイラリティが入れ替わるので、N “ 1

の I型理論、N “ 2の II型理論のいずれも１種類のみ。超対称交換
関係は、D “ 9と同じで、カイラル射影を行うと、

tpPLQiqα, pPRQjqβu “ ´δij
1

2
pPLΓM TC´1 TPRqαβPM ,(6.6.25a)

tpPLQiqα, pPLQjqβu “ tpPRQiqα, pPRQjqβu “ 0. (6.6.25b)

II型の理論は一意的だが、I型の理論には、８次元ベクトル超組を
結合させる自由度あり。

• 7次元: Cℓ7 – Cp8q ‘ Cp8q,Cℓ˚
6 – Hp4q,Cℓ6 – Cp8qで、スピノール

Qjは Symplectic Majorana. N “ 2, 4(超対称生成元の数は 16, 32).

交換関係は

rQi
α, Q

j
βs “ ´

1

2
∆ijpΓM TC´1qαβPM pi, j “ 1, ¨ ¨ ¨ ,N q (6.6.26)

ここで、∆ “ J0.
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N “ 4の理論は一意的だが、N “ 2の理論には、７次元ベクトル
超組を結合させる自由度あり。

• 6次元: Cℓ6 – Cp8q,Cℓ˚
5 – Hp2q ` Hp2q,Cℓ5 – Cp4q ` Cp4qで、スピ

ノールQjは Symplectic Weyl. N “ 2, 4, 6, 8で、カイラリティで分
類すると、

– N “ 8: p2, 2q, p3, 1q, p4, 0q. p2, 2q 型の理論は、D ě 7 か
らの KK次元低下により得られるものと一致する。これに対
し、p3, 1q, p4, 0qの理論は、原理的には存在するが [Townsend

PK:PLB139, 283 (1984)]],重力が計量とは異なるテンソルによ
り記述され、これまで線形レベルでのみ具体的に構成されてい
る [Hull CM: NPB583, 237 (2000) arXiv:hep-th/0004195]]。

– N “ 6: p2, 1q, p3, 0q. p2, 1q型は重力が計量で記述されるが、
p3, 0q型の理論では重力が計量テンソルでは表されず、これま
でに相互作用する理論は発見されていない。

– N “ 4: p1, 1q, p2, 0q.

∗ p1, 1q: ベクトル超組を結合させる自由度あり。

∗ p2, 0q: テンソル超組を結合させる自由度あり。

– N “ 2: p1, 0q. ベクトル超組、テンソル超組、ハイパー超組を
結合する自由度あり。

• 5次元: Cℓ5 – Cp4q ‘ Cp4q,Cℓ˚
4 – Hp2q,Cℓ4 – Cp4q. スピノールQj

は Symplectic Majorana. N “ 2, 4, 6, 8. 交換関係は (6.6.26)と同
じ。理論の自由度は、

– N “ 6, 8：理論は一意的で、D ě 6から次元低下で得られるも
のと一致。

– N “ 4の理論には、５次元ベクトル超組を結合させる自由度
あり。

– N “ 2の理論には、ベクトル超組とハイパー超組を結合させ
る自由度と、前ポテンシャルと呼ばれるスカラ多様体上の正則
関数の自由度あり（？）。

• 4次元: Cℓ4 – Cp4q,Cℓ˚
3 – Cp2qq,Cℓ3 – Cp2q ` Cp2q˚. スピノール

Qj はMajoranaで、N “ 1.2, 3, 4, 5, 6, 8. 超対称変換の交換関係の
構造は、８次元と同じ。理論の自由度は

436 目次へ



目次へ

– N “ 5, 6, 8: 物質超組の自由度はなく、ベクトル場のゲージ化
の自由度を除いて理論は一意的。

– N “ 3, 4: ベクトル場のゲージ化の自由度に加え、４次元ベク
トル超組を結合させる自由度あり。

– N “ 2: ４次元ベクトル超組およびハイパー超組を結合させ
る自由度、ゲージ化の自由度、および前ポテンシャルの自由度
あり。

– N “ 1: ４次元ゲージ超組およびカイラル超組を結合させる自
由度、ゲージ化の自由度、カイラル超組に対するKählerポテ
ンシャル、超ポテンシャルおよびゲージ超組の結合関数の自由
度あり。

6.6.4 基本超重力理論の構造と一意性

超対称性の数による分類 以下、理論の含む微分は、スカラ場について
２階まで、スピノール場について１階までとする。また、実超電荷の数
を nsと表記する：

• ns ą 8: 超重力理論の運動項は、理論が含む超組のタイプと数を指
定すると、一意的に決まる。

– ns ą 16: 重力超組のみの理論なので、運動項は一意的。

– ns “ 16: 結合するベクトル超組（ないし、D “ 6, p2, 0q型に
対してはテンソル超組）の数を指定するすると、運動項は一
意的。

• ns “ 8: スカラ多様体はハイパー超組のスカラに対するquotanionic-

Kähler多様体とテンソル超組 (D “ 6)/ベクトル超組ないしテンソ
ル超組（D “ 5)/ベクトル超組 (D “ 4)のスカラに対する特殊多様
体の直積．これら特殊多様体の取り方は自由．

• ns “ 4: スカラ多様体はKähler-Hodge構造を持つ複素多様体で、カ
イラル超組の運動項の自由度は、Kähler計量Kpz, z̄q。ゲージ超組
の運動項にはスカラ多様体上の正則関数行列NABpzqの自由度あり。
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物理自由度 各タイプのテンソル場，スピノール場の物理自由度は次の
通り：

計量 ベクトル場 スカラ-場 p´形式場 RS場 スピノール場
DpD´3q

2
D ´ 2 1 pD´2q¨¨¨pD´p´1q

p!
dspDq

2
pD ´ 3q

dspDq

2

ここで，dspDqをD次元での既約実スピノール表現の次元で，以下の
通り：

D 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ds 4 4 8 8 16 16 16 16 32

タイプ M M SM SMW SM M M MW M

N 1 1 2 2 2 1 1 1 1

基本場

• D “ 8

– N “ 2:

Boson: gMN p20q, AIM p6ˆ6q, Φj p7ˆ1q, Cp
r2s

p3ˆ15q, Cr3s p20q

Fermion: ψ
piq
M p2 ˆ 40q, λI p6 ˆ 8q

– N “ 1:

Sugra: gMN p20q, BMN p15q, AIM p2 ˆ 6q, σp1q; ψM p40q, χ p8q

Vector: AM p6q, ϕi p2 ˆ 1q; λ p8q.

6.6.5 理論の変形とゲージ化された超重力理論

用語の定義

• Ungauged supersymmetry: すべての内部ゲージ場は可換で、
超ポアンカレ群はゲージ化されていない。

• Gauged supersymmetry: 物質超組のベクトル場は、一般に非可
換群に対するゲージ場となっていて、ゲージ場は他の超組にもゲー
ジ結合するが、超ポアンカレ群はゲージ化されていない。
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• Ungauged supergravity: 超ポアンカレ群はゲージ化されている
が、物質超組のベクトル場は可換で、他の場と結合しない。

• Gauged supergravity: 超重力セクターのベクトル場が非可換群
に対するゲージ場となっているか、物質セクターの場の非可換対称
性がゲージ化されている。

理論の変形 基本超重力理論に対して、次のような理論の改変操作を理
論の変形 (deformation)という：

• 非可換ゲージ群によりゲージ化する。

• R対称性をゲージ化する。例：SOp8q-gauged maximal supergravity

in 4D [de Wit B, Nicolai H (1982)]

• フェルミオンに質量項（湯川結合）を持たせ、宇宙項やスカラポテ
ンシャルを導入する。 例：adS超重力理論、massive IIA in 10D

[Romans LL (1986)]

6.6.6 中心電荷

基本超対称代数は，一般に中心電荷 (central charge)と呼ばれる他の変
換と可換な作用素による拡大を許す．

• D “ 4: Majorana表示では

tQi
α, Q

j
βu “ ´

1

2
δijpγµ TC´1qαβPµ ` pArijs ` iBrijsγ5qp TC´1qαβ.

(6.6.27)

Weyl表示では

tpPLQiqα, pPRQjqβu “ ´δij
1

2
pPLΓM TC´1 TPRqαβPM ,(6.6.28a)

tpPLQiqα, pPLQjqβu “ ZrijspPL TC´1qαβ, (6.6.28b)

tpPRQiqα, pPRQjqβu “ Z̄rijspPR TC´1qαβ. (6.6.28c)

ここで，Zrijs “ Arijs ` iBrijs.
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D 32 24 20

10 Op1, 1q
SUp1,1q

Up1q

9 SLp2q

SOp2q
b Op1, 1q

8 SLp3q

SUp2q
b

SLp2q

Up1q

7 SLp5q

USpp4q

6 Op5,5q

USpp4qˆUSpp4q

F4,4

USpp6qˆUSpp2q

E6,6

USpp8q

SU˚p4q

USpp4q

SU˚p6q

USpp6q

5 E6,6

USpp8q

SU˚p6q

USpp6q

4 E7,7

SUp8q

SO˚p12q

Up6q

SUp1,5q

Up5q

D 16 12 8

10 Op1, 1q?

9 Op1,nq

Opnq
b Op1, 1q

8 Op2,nq

Up1qˆOpnq
b Op1, 1q

7 Op3,nq

USpp2qˆOpnq
b Op1, 1q

6 Op4,nq

SOp4qˆOpnq
b Op1, 1q

Op5,nq

OpnqˆUSpp4q

Op1,nq

Opnq
ˆ QK

5 Op5,nq

USpp4qˆOpnq
b Op1, 1q VSR ˆ QK

4 SUp1,1q

Up1q
ˆ

SOp6,nq

SUp4qˆSOpnq

SUp3,nq

Up3qˆSUpnq
SK ˆ QK

表 12: 8個以上の超電荷をもつ超重力理論におけるスカラ多様体の等質
空間としての構造リスト. QK=quaternionic-Kähler多様体、VSR=very

special real多様体、SK=special Kähler多様体。
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次元 スピノールタイプ R-対称性
D “ 10 MW SOpNLq ˆ SOpNRq

D “ 9 M SOpN q

D “ 8, 4 M UpN q

D “ 7, 5 SM USppN q

D “ 6 SW USppNLq ˆ USppNRq

表 13: 各次元の超対称変換代数におけるR-対称性

6.7 高次元のSUGRA理論

6.7.1 Notation

時空の次元をDとする．

計量：

• 計量：pηMNq “ r´ ` ¨ ¨ ¨ `s

• Levi-Civita記号： ϵ0¨¨¨D´1 “ 1

• 体積要素：
?

´gdx0 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxD´1 “
?

´gdDx

微分形式：

• Hodge双対： p ˚ωqM1¨¨¨MD´p
“ 1

p!
ϵM1¨¨¨MD´pN1¨¨¨Npω

Np¨¨¨Np

• 微分形式の内積：pχq ¨ ωpqM1¨¨¨Mp´q “ 1
q!
χN1¨¨¨NqωN1¨¨¨NqM1¨¨¨Mp´q

• 微分形式の発散：p∇ ¨ ωqM1¨¨¨Mp´1 “ ∇NωNM1¨¨¨Mp´1

γ行列とスピノール:

• ΓAΓB ` ΓBΓA “ 2ηAB

• ΓM1¨¨¨Mp “ ΓrM1 ¨ ¨ ¨ ΓMps

• ∇M “ BM ` 1
4
ωABMΓAB

• ψ̄ “ ψ:Γ0
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6.7.2 共通の構造

Einstein方程式

RMN “
1

2
BMΦBNΦ `

ÿ

p

cpe
αpΦ

„

pIMFpq ¨ pINFpq ´
p ´ 1

D ´ 2
Fp ¨ FpgMN

ȷ

.

(6.7.1)

Dilaton方程式 Bianchi方程式と Einstein方程式より

0 “ ∇MΦ
´

lΦ ´
ÿ

p

cpαpe
αpΦFp ¨ Fp

¯

`2
ÿ

p

cp
“

IMFp ¨ ∇ ¨ peαpΦFpq ´ eαpΦF ¨ IMpdF q
‰

. (6.7.2)

このうち，第１項と第２項は一般に独立にゼロとなる．特に，

lΦ “
ÿ

p

cpαpe
αpΦFp ¨ Fp. (6.7.3)

442 目次へ



目次へ

6.8 11次元理論

Refereces

• Cremmer E, Julia B, Scherk J: PLB76, 409 (1978)

“Supergravity theory in 11 dimensions”

• Cremmer E, Julia B: PLB80, 48 (1978)

”N “ 8 Supergravity Theory I. The Lagrangian”

6.8.1 定式化

Notation change:2022/1/30 (C “ iBΓ0)

LastUpdate: 2022/1/30

基本場: 基本的な場は

フレーム場 : eA “ peMA q; gMN “ ηABeMA e
N
B , θApeBq “ δAB,

３形式場 : A3 “
1

3!
AMPQdx

M ^ dxP ^ dxQ,

Majorana 3/2場 : ΨM “ Ψc
M ” B´1Ψ˚

M ; Ψ̄ “ TΨC

ここで，Cはつぎの条件により定義される荷電共役変換行列：

C´1ΓAC “ ´ TΓA,
TC “ ´C, (6.8.1)

C “ iBΓ0 ñ C´1 TBC˚B “ ´1. (6.8.2)

Majorana表示では、

TΓA “ ΓA, pΓAq˚ “ ΓA, C “ iΓ0. (6.8.3)

作用積分 完全な作用積分は

2κ2S “

ż

d11x|θ|

„

eMA e
N
BRAB

MNpωq ´
1

2
|F4|2 ´

1

6
˚ pF4 ^ F4 ^ A3q

´Ψ̄MΓMNPDN

“

1
2
pω ` ω̃q

‰

ΨP

´
1

192

“

Ψ̄MΓMNWXY ZΨN ` 12Ψ̄WΓXY ΨZ
‰

pFWXY Z ` F̃WXY Zq

ȷ

.

(6.8.4)
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表 14: Cremmer-Julia-Scherk[93]/Cremmer-Julia[90]の記法との対応

CJS記法 CJ記法 このノートの記法
計量 ηab ηAB ´ηAB
Levi-Civita ϵa1¨¨¨a11 ϵA1¨¨¨A11 ´ϵA1¨¨¨A11

γ行列 γa(純虚Majorana表示） ΓA iΓA

係数
?

2K
?

2κ κ

場 V a
µ eAM θAM

Rpωq Rpωq ´Rpωq

2KAµνλ 2AMNP AMNP?
2Kψµ

?
2ψM ΨM?

2Kψ̄µ
?

2ψ̄M Ψ̄M

Local SUSY param
?

2ϵ
?

2ϵ ϵ

ここで，

ωABM “ ωABMpeq ` KMAB, (6.8.5a)

KMAB “
1

8

“

Ψ̄NΓMAB
NPΨP ` 4Ψ̄MΓrAΨBs ´ 2Ψ̄BΓMΨA

‰

,(6.8.5b)

TMN
A “ 2KrM

A
Ns

“ ´
1

4
Ψ̄QΓAMN

QPΨP `
1

2
Ψ̄MΓAΨN (6.8.5c)

ω̃ABM “ ωABM ´
1

8
Ψ̄NΓMAB

NPΨP , (6.8.5d)

DMpωq “ BM `
1

4
ωABMΓAB, (6.8.5e)

F “ dA, (6.8.5f)

F̃MNPQ “ FMNPQ ` 3Ψ̄rMΓNPΨQs. (6.8.5g)

基本場の次元は

rκs “ L9{2, reMA s “ L0, rAMNP s “ L0, rΨM s “ L´1{2. (6.8.6)
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場の方程式:

RMNpω̃q ´
1

2
gMNRpω̃q “

1

12
F̃MPQRF̃N

PQR ´
1

4
gMN |F4|

2,(6.8.7a)

ΓMNP D̃Npω̃qΨP “ 0, (6.8.7b)

d ˚F̃ `
1

2
F̃ ^ F̃ “ 0. (6.8.7c)

ここで，

D̃Mpω̃q “ DMpω̃q ` TM
PQRSF̃PQRS, (6.8.8)

TM
PQRS “

1

288

´

ΓM
PQRS ´ 8δ

rP
M ΓQRSs

¯

. (6.8.9)

対称性:

a) 一般共変性：

δθAM “ pĹξθ
AqM ” θANBMξ

N ` ξNBNθ
A
M , (6.8.10a)

δΨM “ ΨNBMξ
N ` ξNBNΨM , (6.8.10b)

δAMNP “ pĹξA3qMNP ” 3AQrMNξP sξ
Q ` ξQBQAMNP .(6.8.10c)

b) 局所 SOp10, 1q変換：

δθAM “ ´θBMαB
A, (6.8.11a)

δΨM “ 1
4
αABΓABΨM , (6.8.11b)

δAMNP “ 0. (6.8.11c)

c) N “ 1 SUSY:

δθAM “
1

2
ϵ̄ΓAΨM , (6.8.12a)

δΨM “ D̃Mpω̃qϵ, (6.8.12b)

δAMNP “ ´
3

2
ϵ̄ΓrMNΨP s. (6.8.12c)

d) A3のゲージ変換：

δθAM “ 0, (6.8.13a)

δΨM “ 0, (6.8.13b)

δA “ dΛ. (6.8.13c)

e) T {P 変換：空間ないし時間座標の奇数個の反転と

AMNP Ñ ´AMNP . (6.8.14)
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Bosonic part: ΨM “ 0とおくと，作用積分は

2κ2S “

ż

d11xp´gq1{2

ˆ

R ´
1

2
|F4|2

˙

´
1

6

ż

A3 ^ F4 ^ F4. (6.8.15)

場の方程式は
d ˚F4 ` 1

2
F4 ^ F4 “ 0. (6.8.16)

また，エネルギー運動量テンソルは

κ2TMN “
1

12
FMABCFN

ABC ´
1

4
|F4|

2gMN . (6.8.17)

よって，

RMN “
1

12
FMABCFN

ABC ´
1

6
|F4|2gMN . (6.8.18)
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6.8.2 物理自由度

計量場： 局所Lorentz変換の自由度を取り除くと，自明な背景場での重
力場は計量場の摂動 hMN で記述され，その方程式は

ψMN “ hMN ´
1

2
hηMN (6.8.19)

を用いて，

k2ψMN ` 2kpMk
PψNqP ´ kPkQψPQηMN “ 0 (6.8.20)

と表される．ゲージ自由度は

δψMN “ ip´kMξN ´ kNξM ` k ¨ ξηMNq. (6.8.21)

ゲージ条件
ψ0M “ 0 (6.8.22)

を課すと，残留ゲージ自由度は

ξ0 “ ´k2ξ, ξI “ k0k
Iξ. (6.8.23)

ゲージ条件と場の方程式の整合性より

kJψJI “ 0. (6.8.24)

したがって，

kMψMN “ 0, (6.8.25a)

k2ψMN “ 0. (6.8.25b)

ここで，残留ゲージ変換に対して

δψIJ “ ik0p´kIkJ ` k2δIJqξ. (6.8.26)

したがって，物理自由度は

1

2
DpD ´ 1q ´ pD ´ 1q ´ 1 “

1

2
DpD ´ 3q “ 44. (6.8.27)
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A3場： 自明な背景場に対して，A3場の方程式は

kMFMPQR “ 0; FMPQR “ 4ikrMAPQRs. (6.8.28)

ゲージ変換は

δAMNP “ i pkMχNP ` kNχPM ` kPχMNq . (6.8.29)

ゲージ条件
AIJ0 “ 0 (6.8.30)

を課すと，残留ゲージ自由度は

χIJ “
1

k0
pkIχJ0 ´ kJχI0q. (6.8.31)

このとき，
ikMFMPQR “ ´k2APQR ` 3krPAQRsIk

I (6.8.32)

より，
ikMFMPQ0 “ k0APQIk

I “ 0. (6.8.33)

よって，
AIJKk

K “ 0. (6.8.34)

この条件下で，元の場の方程式は

ikMFMIJK “ ´k2AIJK “ 0. (6.8.35)

よって，
k2 “ 0. (6.8.36)

また，AIJK は残留ゲージ変換で不変．よって，物理自由度は

pD ´ 1qpD ´ 2qpD ´ 3q

3!
´

pD ´ 2qpD ´ 3q

2
“

pD ´ 2qpD ´ 3qpD ´ 4q

3!
“ 84.

(6.8.37)

Rarita-Schwinger場: 平坦で自明な背景場のもとで，ΨM の方程式は

ΓMNPkNΨP “ 0. (6.8.38)

この式は，局所超対称性変換

δΨM “ ikMϵ (6.8.39)
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に対して不変．
まず，M “ 0成分より

ΓIJkIΨJ “ 0. (6.8.40)

これは次の式と同値：

pkIΓIqpΓJΨJq “ kIΨI ô ΓIΨI “
1

k2 pkJΓJqpkKΨKq. (6.8.41)

次に，M “ I成分より

Γ0ΓIJp´k0ΨJ ` kJΨ0q ` ΓIJKkJΨK “ 0. (6.8.42)

この式に ΓIJkJ をかけて Iについて和をとると，

ΓIJkJΓI
KkK “ ´pD ´ 2qk2, (6.8.43a)

ΓIJkJΓI
KΨK “ ´pD ´ 2qkIΨI ´ pD ´ 3qΓIJkIΨJ , (6.8.43b)

ΓIJkJΓIJKkJ “ pD ´ 3qp´k2ΓK ` kKΓIkIq (6.8.43c)

および (6.8.41)より

ψ0 “
k0

k2k
IΨI . (6.8.44)

これを上式に代入し，

ΓIJK “ ΓIΓJK ´ δIJΓK ` δIKΓJ , (6.8.45a)

ΓIJ “ ΓIΓJ ´ δIJ (6.8.45b)

および (6.8.41)より

ΓIJKkJΨK “ pkJΓJq

ˆ

ΨI ´
kI

k2k
KΨK

˙

, (6.8.46a)

ΓIJΨJ “ ΓIΓJΨJ ´ ΨI “
1

k2ΓIpkJΓJqpkKΨKq ´ ΨI ,(6.8.46b)

ΓIJkJ “ ΓIpkJΓJq ´ kI (6.8.46c)

が成り立つことを考慮すると，

pkMΓMq

ˆ

ΨI ´
kI

k2k
JΨJ

˙

“ 0 (6.8.47)

を得る．
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ここで，局所超対称変換の自由度を

Ψ0 “ 0 (6.8.48)

により固定すると，場の方程式は

pkMΓMqΨI “ 0, (6.8.49a)

ΓIΨI “ 0, (6.8.49b)

kIΨI “ 0 (6.8.49c)

となる．この第１式より
k ¨ k “ 0. (6.8.50)

また，第１式は第２および第３式と整合的．例えば，k0 “ k1, kI “ 0pI “

2 ¨ ¨ ¨ qと取ると，
Ψ1 “ 0, Ψ2 “ Γ2

ÿ

I“3,¨¨¨

ΓIΨI (6.8.51)

となり，ΨIpI “ 3, ¨ ¨ ¨ qが

p1 ` Γ0Γ1qΨI “ 0 (6.8.52)

を満たせば Ψ2 も同じ式を満たす．さらに，この式は各 I に対してスピ
ノール表現の次元/2個の解をもつ．よって，Rarita-Schwinger場の物理
的自由度は

32{2 ˆ pD ´ 3q “ 128. (6.8.53)
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6.8.3 理論の一意性

Creation: 2021/3/27

Last update: 2022/5/16

6.8.3.1 11次元 1粒子状態とトーラスコンパクト化による 4次元 1粒
子状態の対応

Creation: 2021/4/2

Resource: RM20201123

トーラスコンパクト化は超対称性を破らないので，11次元における整
合的な極大超重力理論は，トーラスコンパクト化により 4次元N “ 8極
大超重力理論に帰着する．
この対応において，4次元極大超重力理論のゼロ質量 1粒子状態は，ヘ
リシティλと重複度mを用いて次のように表される：

pλqm : p˘2q1, p˘3{2q8, p˘1q28, p˘1{2q56, p0q70. (6.8.54)

一方，平坦な背景時空での 11次元理論のゼロ質量 1粒子状態は，光的
運動量ベクトル kとそれを不変にする SOp10, 1qの等方群Gk – ISOp9q –

SOp9q ˙ R9の極大コンパクト部分群 SOp9qの既約表現 ρにより分類され
る．Dynkinウエイトを用いると，11次元のゼロ質量 1粒子状態と 4次元
のゼロ質量 1粒子状態は，次のように対応する：

`

kM , ra1 a2 a3 a4s
˘

ÐÝ pka, λq , (6.8.55a)

λ “ a1 ` a2 ` a3 ` a4{2. (6.8.55b)

これより，まず，4次元において最大ヘリシティが 2となる SOp9qの既
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約表現は，

44 r2000s Ñ p˘2q1 ` p˘1q7 ` p0q28 (6.8.56a)

495 r0200s Ñ p˘2q27 ` p˘1q112 ` p0q217 (6.8.56b)

1980 r0020s Ñ p˘2q168 ` p˘1q483 ` p0q678 (6.8.56c)

2772 r0004s Ñ p˘2q294 ` p˘1q672 ` p0q840 (6.8.56d)

231 r1100s Ñ p˘2q7 ` p˘1q49 ` p0q119 (6.8.56e)

594 r1010s Ñ p˘2q21 ` p˘1q147 ` p0q258 (6.8.56f)

1650 r0110s Ñ p˘2q105 ` p˘1q405 ` p0q630 (6.8.56g)

924 r1002s Ñ p˘2q35 ` p˘1q245 ` p0q364 (6.8.56h)

2772 r0102s Ñ p˘2q189 ` p˘1q707 ` p0q980 (6.8.56i)

4158 r0012s Ñ p˘2q378 ` p˘1q1029 ` p0q1344 (6.8.56j)

明らかに重力子にあたる λ “ 2の多重度が 1なのは 44 r2000sのみ．
つぎに，4次元における最大ヘリシティが`3{2となる SOp9qの表現を
探すと

128 r1001s Ñ p˘3{2q8 ` p˘1{2q56 (6.8.57a)

432 r0101s Ñ p˘3{2q48 ` p˘1{2q168 (6.8.57b)

768 r0011s Ñ p˘3{2q112 ` p˘1{2q272 (6.8.57c)

672 r0003s Ñ p˘3{2q112 ` p˘1{2q224 (6.8.57d)

よって，128 r1001sが一意的に選ばれる．
最後に，まが足りない λ “ ˘1,˘0の状態に対応する表現を見つけるた
め，4次元での既約分解が λmax “ 1となるものをリストアップすると

9 r1000s Ñ p˘1q1 ` p0q7 (6.8.58a)

36 r0100s Ñ p˘1q7 ` p0q22 (6.8.58b)

84 r0010s Ñ p˘1q21 ` p0q42 (6.8.58c)

126 r0002s Ñ p˘1q35 ` p0q56 (6.8.58d)

これより，ボゾンのヘリシティと多重度が 4次元極大超重力理論と一致
するのは，36 r0010s．
以上より，トーラスコンパクト化により 4次元極大超重力理論のゼロ
質量 1粒子状態を再現する SOp9qの表現 (11次元でのゼロ質量 1粒子状
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態）が次のように定まる：

Boson : 44 r2000s ` 84 r0010s, (6.8.59a)

Fermion : 128 r1001s (6.8.59b)

6.8.3.2 線型理論レベルでの 11次元場の決定

Creation: 2021/4/4

Resource: RM20201123

Update: 2021/5/2

11次元における 1粒子状態を表す場を決定するには，まず，SOp9qの
既約表現を，SOp10, 1qの既約表現に持ち上げないといけない．すなわち，
pkIq ÞÑ pk1, ¨ ¨ ¨ , k9, k10, k0q “ pkI , 0, 0qで決まる標準埋め込み SOp9q Ă

SOp10, 1qによる表現の既約分解が，1粒子状態を表す SOp9qの既約表現
ρ9を含むような SOp10, 1qの既約表現 ρ11を探すことが必要となる．
ただし，このような表現は無限にあるので，既約分解で得られる SOp9q

の既約表現のなかで，ρ9が最高レベルとなる ρ11に候補を限定する．これ
は，通常，ρ9が最高レベルとならない ρ11に対応するテンソル (-スピノー
ル）場を用いる場合，ρ9に対応する既約成分は，その発散・縮約により
得られるより階数の低いテンソル（-スピノール）場に含まれ，したがっ
て，実質的に ρ9が最高レベルとなる ρ11に対応するテンソル（-スピノー
ル）場に帰着されるためである．ただし，これを厳密に一般的に示すこ
とは難しいが，上で定めた 11次元極大超重力理論で現れる 1粒子状態に
対しては，これが成立することが確かめられる．

SOp10, 1qの表現のDynkinウエイトと標準埋め込みでの SOp9qの表現
のDynkinウエイトの対応は次のようになる：

SOp10, 1q SOp9q (6.8.60)

ra1 a2 a3 a4 a5s ÞÑ ra1 a2 a3 2a4 ` a5s (6.8.61)

上で述べたルールより，両者の最高ウエイトがこの対応を持つことを要
請すると，アップリフトが次のように定まる：

SOp10, 1q Ą SOp9q

Boson : 65 r2 0 0 0 0s ÝÑ 44 r2 0 0 0s

165 r0 0 1 0 0s ÝÑ 84 r0 0 1 0s

Fermion : 320 r1 0 0 0 1s ÝÑ 128 r1 0 0 1s

(6.8.62)
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この結果をさらに SLp12qの表現にアップリフトすると 1粒子状態に対
応するテンソル (-スピノール）場が得られる．

(A) 1粒子状態 44 r2 0 0 0s に対応するテンソル場 まず，標準的な埋め
込み SOp10, 1q Ă SLp11qに対して， 表現のDynkinウエイトの対応は

SLp11q SOp10, 1q (6.8.63)

ra1 ¨ ¨ ¨ a10s ÞÑ ra1 ` a10 a2 ` a9 a3 ` a8 a4 ` a7 2pa5 ` a6qs(6.8.64)

で与えられるので，65 r2 0 0 0 0sの SLp11qの既約表現へのアップリフト
としては，次の 3つの可能性がある：

SLp11q Ą SOp10, 1q

66 r2 0p9qs “ YTp2q “ 65 r2 0 0 0 0s ` 1,

120adj r1 0p8q 1s “ YTp2, 19q “ 65 r2 0 0 0 0s ` 55 r0 1 0 0 0s,

66˚ r0p9q, 2s “ YTp210q “ 65 r2 0 0 0 0s ` 1

(6.8.65)

ここで，YTpn1, n2, ¨ ¨ ¨ qは，対応するSLp11qの既約表現が，符号数 pn1, n2, ¨ ¨ ¨ q

のYoung図形と対応することを意味する．

(A-1) 既約表現 66 r2 0p9qs この SLp11qの既約表現は，YTp2qより，２
階の対称テンソル場 hMN で表され，そのトレースレス部分 ηMNhMN “

hMM “ 0が，SOp10, 1qに対する既約表現65を与える．次に，運動量表示の
もとで，光的運動量 kM に対し，VM “ hMNk

N および hMN : hMNk
N “ 0

は，SOp9qで不変で，65 “ 11 ` 54の分解を与える．
ここで，ゼロ質量粒子を記述するテンソル場は，一般に，ローレンツ

変換によりゲージ変換を受けるので，ゲージ不変自由度が物理自由度に
対応する．今の２階対称テンソルの場合，運動量表示で，ゲージ変換は，
ベクトル場 ξM を用いて，

δhMN “ kMξN ` kNξM (6.8.66)

と表される．δVM “ kMξNk
N となるので，VM “ 0を保つゲージ変換は，

ξMk
M “ 0となる．よって，54のゲージ不変自由度として54´p11´1q “ 44

が得られる：

44 r2 0 0 0s ô hMN : hMM “ 0, BNhNM “ 0 mod δhMN “ BMξN ` BNξM
(6.8.67)
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(A-2)　既約表現 120 r1 0p8q 1s この既約表現は，Y T p2, 19qより，11階
の任意テンソル ta1¨¨¨a11 P T 11を用いて，標準Young盤Bより決まる次の
ような 11階テンソル場 T で記述される：

T p2,19qpBq “ ĉBT 11 Q Ta1¨¨¨a11

Ta1¨¨¨a11 “
ř

σPKB
signpσqσ pta1¨¨¨a11 ` ta11¨¨¨a1q

“ 10!
`

tra1¨¨¨a10sa11 ´ ta11ra1¨¨¨a10s

˘

, B “

1 11

2

...

10

(6.8.68)

このYoung対称性をもつテンソルは，次のように p1, 1q型テンソル fa
bと

1対 1に対応する：

fa
b ”

1

10!
Tc1¨¨¨c10aϵ

c1¨¨¨c10b (6.8.69a)

ô Ta1¨¨¨a10a11 “ ´fa11
bϵa1¨¨¨a10b. (6.8.69b)

これより，fabの取り得る値は，方程式

pĉBtqa1¨¨¨a11 ” 10!
`

tra1¨¨¨a10sa11 ´ ta11ra1¨¨¨a10s

˘

“ ´fa11
bϵa1¨¨¨a10b. (6.8.70)

が ta1¨¨¨a11に関して解をもつという条件で決まる．特に，この式のa1, ¨ ¨ ¨ , a11
に関する完全反対称化より，拘束条件

fc
c “ 0 (6.8.71)

が得られる．
実は，この条件が十分条件であることも次のようにして示される．まず，

αa1¨¨¨a11 ” fa11
bϵa1¨¨¨a10b (6.8.72)

とおくと，

1

10!
fa1

bϵa2¨¨¨a11bϵ
a1¨¨¨a10c “

1

10

`

fa11
c ´ fb

bδca11
˘

ô
1

10

`

fa11
c ´ fb

bδca11
˘

ϵa1¨¨¨a10c “ ´fa11
bϵra1¨¨¨a10sa11b (6.8.73)

より，

pĉBαqa1¨¨¨a11 “
11!

10
αa1¨¨¨a11 ´ 9!fc

cϵa1¨¨¨a11 . (6.8.74)
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よって，fcc “ 0なら，tに対する上記の方程式は次の特殊解をもつ：

t “
10

11!
α (6.8.75)

次に，fabのゲージ変換則を求める．まず，ξaは kaξ
a “ 0を満たす任

意のベクトルとして，t P T 11のゲージ変換則は，運動量表示で，一般に

δta1¨¨¨a11 “ ka1tba2¨¨¨a11ξ
b ` ¨ ¨ ¨ ` ka11ta1a2¨¨¨a10bξ

b (6.8.76)

で与えられる．これより，T P T p2,19qのゲージ変換は，

δTa1¨¨¨a11 “ ´10kra1ϵa2¨¨¨a10sbcfa11
bξc ´ ka11ϵa1¨¨¨a10bfc

bξc. (6.8.77)

この変換則を fa
bに翻訳すると

δfa
b “ ´kcfa

cξb ` kafc
bξc (6.8.78)

となる．この変換は，拘束条件 fc
c “ 0を満たす．

特に，

δpkafa
bq “ ´pkafa

ckcqξ
b, δpfa

bkbq “ kapξ
cfc

bkbq (6.8.79)

より，

f P T 2
HH “

␣

fa
b
ˇ

ˇ kafa
b “ 0, ka

bkb “ 0
(

ñ δfa
b “ kaξ

cfc
b P T 2

HH

(6.8.80)

すなわち，T 2
HHはゲージ変換に対するT 2の不変部分空間．この不文空

間に含まれる極小の不変部分空間は，fabが δfa
bと同じ構造を持つことよ

り，fab “ kag
b (gbkb “ 0)：

f P VH “
␣

fa
b “ kag

b
ˇ

ˇ gbkb “ 0
(

ñ δfa
b “ 0. (6.8.81)

f P T 2
HHなら δf P VH なので，剰余空間T 2

HH{VHがT 2
HHに対応するゲー

ジ不変自由度を表し，SOp10, 1qの既約表現 120 r20000から誘導される右
正則表現のゲージ不変な分解を与える：

dim VH “ 10, dim T 2
HH “ 120´21 “ 99 ñ dimpT 2

HH,G – T 2
HH{VHq “ 99´10 “ 89.

(6.8.82)

しかし，VHは，fabの対称性/反対称性を保たないので，この記述では，
SOp9qの既約表現 44へのゲージ不変な分解

89 “ 44 r2000s ` p36 r0100s ` 9 r1000sq (6.8.83)
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は得られない．
この問題は，ゲージ自由度を拡張することにより解消される．まず，ゲー
ジ変換を

δfab “ kagb ` ωab; ωab “ ´ωba, k
bgb “ 0 (6.8.84)

と拡張する．すると，任意の f P T 2
tf はゲージ変換により対称テンソル

f P S2
tf に写される．そこで，f が対称テンソルとなるよう部分ゲージ固

定すると，残留ゲージ自由度は，

δfab “ kagb ` kbga (6.8.85)

となる．このゲージ変換はfabk
bの値を保つので，さらに，拘束条件fabk

b “

0　 ô f P S2
tf,Hを課すことができる．このとき，ゲージ不変な自由度は，

dimpS2
tf,Hq “ 12C2´1´11 “ 54 ñ dimpT 2

tf,H,,Gq “ 54´10 “ 44 (6.8.86)

となり，44表現が抽出される．1形式の基底 θaM をMinkowski時空から
の摂動として

θaM “ δaM ` fM
a (6.8.87)

と表すと，fMaは上記の拡張されたゲージ変換を受ける．したがって，既
約表現 120 r1 0p8q 1sに従うテンソル場による 1粒子状態 44 r2 0 0 0sの記
述は，1形式基底場 θaM による記述と同等であると見なされる．

(A-3) 既約表現 66˚ r0p9q 2s この既約表現は，Y T p210qより得られ，20

階の任意テンソル ta1¨¨¨a20 P T 20を用いて，標準Young盤Bより決まる次
のような 20階テンソル場 T で記述される：

T p210qpBq “ ĉBT 20 Q Ta1¨¨¨a20

Ta1¨¨¨a20 “ 　 pĉB tqa1¨¨¨a20

“
ř

σPKB

ř

τPHB
signpσqστptq

“ p10!q2paBtqra1¨¨¨a10sra11¨¨¨a20s.

, B “

1 11

2 12

...
...

10 20

(6.8.88)

台Bに対応する対称群S20の複素既約表現の次数Np29qは

Np210q “
p20q!∆p11, 10, ¨ ¨ ¨ , 2q

11!10! ¨ ¨ ¨ 2!
“

20!

10!11!
“ 22 ¨ 13 ¨ 17 ¨ 19 “ 16796.

(6.8.89)
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よって，一般論より，

ĉ2B “
210p10!q2

16796
ĉB (6.8.90)

射影 ĉBの構造より，T P T p210qは

Ta1¨¨¨a20 “ ϵa1¨¨¨a10bϵa11¨¨¨a20cS
bc; Sbc “ Scb (6.8.91)

と適当な S P S2を用いて表される．いま，

t “ T ñ p10!q2papB3qtqra1¨¨¨a10sra11¨¨¨a20s “ ϵa1¨¨¨a10bϵa11¨¨¨a20cS
1bc (6.8.92)

とおくと，S 1は

S 1bc “ ϵa1¨¨¨a10bϵa11¨¨¨a20c
10
ÿ

p“0

10Cpϵa1¨¨¨apap`11¨¨¨a20dϵa11¨¨¨ap`10ap`1¨¨¨a10eS
de

“ 10! p! p10 ´ pq!Sbc (6.8.93)

となるので，π : T p210q Ñ S2は全射である．一方，既約表現 T p210q の次
元は 66で，dimS2と一致するので，この対応は全単射である．
ゲージ変換は，

δTa1¨¨¨a20 “ ka1Tda2¨¨¨a20ξ
d ` ¨ ¨ ¨ ` ka20Ta1¨¨¨a19dξ

d; ξdk
d “ 0 (6.8.94)

Sbcで表すと，
δSbc “ ´i

`

ξbScdkd ` ξcSbdkd
˘

. (6.8.95)

Sを Sbckc “ 0 ” S P S2
Hに制限すると，δS

bc “ 0となる．これに加えて
さらにトレースレスを要請すると，SOp10, 1qの 66次元表現は，

66 “ p54 ` 1q ` 11 ñ dimpS2
tf,H,Gq “ 54 (6.8.96)

と分解する．しかし，この場合，共変的な制限で，次元を 44まで下げる
ことはできない．したがって，YTp210q型のテンソル場は，11次元のゼ
ロ質量 1粒子状態 44 r2000sを記述するのに適した場ではない．

(B) 1粒子状態 84 r0010sを記述するテンソル場 SOp10, 1qの既約表現
165 r00100sを SLp11qの表現にアップリフトする方法としては，次の 2つ
の可能性がある：

SLp11q Ą SOp10, 1q

165 r0 0 1 0p7qs “ YTp1, 1, 1q “ 165 r0 0 1 0 0s

165˚ r0p7q 1 0 0s “ YTp18q “ 165 r0 0 1 0 0s

(6.8.97)
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(B-1) 既約表現 165 r0 0 1 0p7qs この SLp11qの既約表現は，YTp1, 1, 1q

より，3階反対称テンソル場AMNL P A3により記述される．まず，A3は，
発散kLALMNがSOp10, 1qに関して２階のテンソル場A2

Hとして振る舞い，
kLALMN “ 0を満たすA3

Hの次元は，11C3´p 11C2´10q “ 165´45 “ 120．
ゲージ変換は，

δA “ dΛ, Λ P A2
H{dA1

H (6.8.98)

よって，ゲージ不変自由度は

dimA3
H,G “ 120 ´ p45 ´ 9q “ 84. (6.8.99)

したがって，A3
H,Gが一粒子状態 84 r0 0 1 0sを記述する．

(B-2) 既約表現 165˚ r0p7q 1 0 0s この SLp11qの既約表現は，YTp18qよ
り，SOp10, 1qテンソルとしては，A8ないし，そのHodge共役A3により
記述される：

TM1¨¨¨M8 “
1

3!
ϵM1¨¨¨M8a1¨¨¨a3B

a1a2a3 . (6.8.100)

B P A3による表示は，一見，(B-1)と同じに見えるが，ゲージ変換が異
なる．実際，ゲージ変換

δTM1¨¨¨M8 “ kM1TNM2¨¨¨M8ξ
N ` ¨ ¨ ¨ ` kM8TM1¨¨¨M7Nξ

N , kMξ
M “ 0

(6.8.101)

は，Bで表すと
δBa1a2a3 “ ´3ξra1Ba2a3sbkb (6.8.102)

となる．したがって，B P A3
Hを要求すると，Bはゲージ不変となる．こ

のため，dimA3
H “ 120まで分解できても，１粒子状態 r0 0 1 0sに対応す

る 84次元表現まで Lorentz共変的に分解することはできない．

(C) 1粒子状態 128 r1 0 0 1s まず，128 r1 0 0 1sのアップリフト320 r1 0 0 0 1s

は，次のように SOp10, 1qに関するベクトル表現とスピノール表現のテン
ソル積の既約分解から得られる：

11v r1 0 0 0 0s ˆ 32s r0 0 0 0 1s “ 320 r1 0 0 0 1s ` 32s r0 0 0 0 1s (6.8.103)

すなわち，320 r1 0 0 0 1sは，Rarita-Schwinger型場ΨM P T 1 b S によ
り記述される．
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今，E9とE1,1のガンマ行列を

γm : γ1, ¨ ¨ ¨ γ9; γp9q ” γ1γ2 ¨ ¨ ¨ γ9 “ 1, (6.8.104)

γ̂a : γ̂aγ̂b ` γ̂bγ̂a “ 2ηab, a, b “ 0, 1; γ̂p1,1q “ γ̂0γ̂1 (6.8.105)

として，E10,1のガンマ行列 ΓM pM “ 0, ¨ ¨ ¨ , 10qを

Γm “ γm b γ̂p1,1q pm “ 1, ¨ ¨ ¨ , 9q, Γ10 “ 1 b γ̂1, Γ0 “ 1 b γ̂0 (6.8.106)

とおく．このとき，まず，ΓMΨM は SOp10, 1qに関して 32次元表現に従
うので，拘束条件

ΓMΨM “ 0 ñ ΨM P T 1
Γ b S (6.8.107)

を課すことにより，11v ˆ 32sの 320成分を取り出すことができる．
つぎに，32sスピノール空間での作用素 P を

P ” ´Γ1¨¨¨9 “ ´Γ0Γ10 “ 1 b γ̂p1,1q (6.8.108)

により定義する．すると，この P は SOp9q変換で不変で P 2 “ 1なので，
320 r1 0 0 0 1sの固有空間P “ ˘1への分解T 1

Γ bpS ``S q “ 160``160´

は，SOp9q不変な分解を与える．さらに，各固有空間T 1
Γ bS ˘において，

kMΨM “ 0は 16個の拘束条件を与える．最後に，ΨM のゲージ変換は

δΨM “ kMpΨNξ
Nq; kNξ

N “ 0 (6.8.109)

で与えられ，ゲージ自由度は，各T 1
Γ b S ˘において dim S ˘ “ 16．以

上より，

11v ˆ 32s
ΓMΨM“0

ÝÝÝÝÝÝÑ 320
PΨM“ΨM

ÝÝÝÝÝÝÑ 160
kMΨM“0

ÝÝÝÝÝÝÑ 144
mod δΨM

ÝÝÝÝÝÝÑ 128
(6.8.110)

なお，PΨM “ ΨM ô ΓLBLΨM “ 0である．

(D) まとめ 以上まとめると，トーラスコンパクト化により４次元極大
超重力理論に帰着する 11次元理論 nの一粒子状態とそれを記述する基本
場は次のようになる：

i) 重力場: 44 r2 0 0 0s

hMN “ hNM : hNN “ 0, BNhNM “ 0, B ¨ BhMN “ 0(6.8.111a)

δhMN “ BMξN ` BNξM . (6.8.111b)
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または，

faM : faa “ 0, BMfaM “ 0, B ¨ BfaM “ 0, (6.8.112a)

δfaM “ BMλ
a ` ωaM ; , ωab “ ´ωba. (6.8.112b)

ii) ゲージ場: 84 r0 0 1 0s

AMNL “ ArMNLs : BLAMNL “ 0. B ¨ BAMNL “ 0,(6.8.113a)

δAr3s “ dΛr2s. (6.8.113b)

iii) Rarita-Schwinger場: 128 r1 0 0 1s

ΨM : ΓMΨM “ BMΨM “ ΓNBNΨM “ 0, (6.8.114a)

δΨM “ BMχ. (6.8.114b)

6.8.3.3 線型レベルでの 11次元作用積分の決定

Creation: 2021/4/11

Resource: RM20210411

Update:2021/6/6

6.8.3.2 で求めた基本場 hMN , f
A
M , CMNL,ΨM に対する線型理論レベル

での作用積分をゲージ不変性に基づいて決定する．

(1) hMN : この場は，次のような既約分解により，11次元の重力子を記
述する：

SO9 : 44 r2000s Ă SO10,1 : 65 r20000s Ă SL11 : 66 r2 0p9qs “ YTp2q

(6.8.115)

SL11のテンソルとしては，２階の対称テンソルで，ゲージ自由度

hMN “ hNM : δhMN “ BMξN ` BNξM . (6.8.116)

をもつ．
微分について２階で，hMN について２次式となる， Lorentz不変な最
も一般的な Lagrangianは

L „ ahMNB2hMN ` bhB2h ` chBMBNhMN ` dhMNBMBLhLN . (6.8.117)
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ここで，a, b, c, dは定数，h “ hMM で，„は全微分項を除いて等しいこと
を意味する．ゲージ変換に対する変化は，

δL „ ´
“

p4a ` 2dqB2BNhNM ` p4b ` 2cqBMB2h ` p2c ` 2dqBMBLBNhNL
‰

ξM

(6.8.118)

となるので，作用積分がゲージ不変である条件は

b “ ´a, c “ 2a, d “ ´2a. (6.8.119)

これは，a “ 1{p8κ2qと取ると，Einstein-Hilbert作用積分において，gMN “

ηMN ` hMN を代入し，hMN について２次まで取った式と一致する：

2κ2  L “
1

4
hMNB2hMN ´

1

4
hB2h `

1

2
hBMBNhMN ´

1

2
hMNBMBLhLN .

(6.8.120)

場の方程式は，

B2hMN ` BMBNh ´ 2BPBpMh
p
Nq

` ηMNpBPBQhPQ ´ B2hq “ 0. (6.8.121)

ゲージ条件 BNhMN “ 0を課すと，

B2hMN ` BMBNh ´ ηMNB2h “ 0 ñ B2h “ 0 (6.8.122)

で，残留ゲージ自由度は

B2ξM ` BMBP ξP “ 0 ñ B2pBP ξ
P q “ 0. (6.8.123)

ここで，
δh “ 2BP ξ

P (6.8.124)

なので，残留ゲージ自由度を用いて，さらなるゲージ固定条件 h “ 0を
追加できる．このとき，

• ゲージ条件： BNhMN “ 0, h “ 0.

• 場の方程式： B2hMN “ 0.

• 残留ゲージ自由度：δhMN “ BMξN ` BNξM : BMξ
M “ 0, B2ξM “

0

となる．これは，一粒子状態が 44 r2000sで与えられる条件と一致する．
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(2) fAM : この場は，次のような既約分解により，11次元の重力子を記
述する：

SO9 : 44 r2000s Ă SO10,1 : 65 r20000s Ă SL11 : 120 r1 0p8q 1s “ YTp2, 19q

(6.8.125)

SL11テンソルとしては，p1, 1q型混合２階テンソルであるが， 正しい１
粒子状態への分解を得るには，ゲージ変換を次のように拡張する必要が
ある：

δfAM “ BMξ
A ` ωAM ; ωAB “ ´ωBA. (6.8.126)

微分について２階で，fAM について２次式となる， Lorentz不変な最
も一般的な Lagrangianは

L „ afA
BB2fAB ` bfB2f ` cfABB2fBA ` dfBABBfAB

`efABBABCf
CB ` gfABBABCfBC ` hfABBBBCfAC .(6.8.127)

ここで，a, b, c, d, e, g, hは定数，f “ fAA．この Lagragianのゲージ変換
に対する変化は

δL „ ´
“

2pa ` hqB2BMf
AM ` p2b ` dqBAB2f ` p2c ` gqB2BCf

C
A

`pd ` 2e ` gqBABCBMfCM
‰

ξA

`
“

2pa ´ cqB2fAB ` p2e ´ gqBABCf
C
B ` pg ´ 2hqBMBAfBM

‰

ωAB.(6.8.128)

よって，ゲージ不変となる条件は

b “ ´2a, c “ a, d “ 4a, e “ ´a, g “ ´2a, h “ ´a. (6.8.129)

これは，フォーム場 θAM で表したEinstein-Hilbert作用積分において，θAM
を θAM “ δAM ` fAM とおき，fAM について展開したとき，fAM について
２次の項と一致する：

2κ2L „ f pABqB2fAB`2BAf
pACqBBfpBCq ´fB2f`2f pABqBABBf. (6.8.130)

(3) CMNL: このフォーム場は，次のような既約分解により，11次元の
ゲージ粒子を記述する：

SO9 : 84 r0010s Ă SO10,1 : 165 r00100s Ă SL11 : 165 r0 0 1 0p7qs “ YTp1, 1, 1q

(6.8.131)
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ゼロ質量粒子に対する場の一般論より，この３形式場はゲージ自由度

δCr3s “ dλr2s ô δCMNL “ 3BrMλNLs (6.8.132)

をもち，ゲージ不変な自由度が 84 r0010sと対応する．
微分について２階で，CMNLに２次となり，Lorentz不変な最も一般的
な Lagrangianは

L „ aCMNLB2CMNL ` bCMNLBPBMCPNL (6.8.133)

ゲージ変換に対するL の変化は

δL „ ´2p3a ` bqB2BLCLMNλ
MN . (6.8.134)

よって，作用積分がゲージ不変となる条件は

b “ ´3a. (6.8.135)

対応する Lagrangianは

2κ2L “ ´
1

2
G ¨ G ” ´

1

2 ¨ 4!
GPMNLG

PMNL, (6.8.136)

G “ dC ô GPMNL “ 4BrPCMNLs. (6.8.137)

対応する場の方程式は

d ˚G “ 0 ô BPGPMNL ” B2CMNL ´ 3BPBrMC
P
NLs “ 0 (6.8.138)

ゲージ条件 BPCPMN “ 0を課すと，場の方程式は

BPCPMN “ 0 ñ B2CMNL “ 0. (6.8.139)

残留ゲージ自由度は，

B2λMN ´ 2BPBrMλNsP “ 0; δλMN “ 2BrMξNs, δξM “ BMσ

ô B2λMN “ 0, BPλPM “ 0; B2ξM “ BMξ
M “ 0, B2σ “ 0.(6.8.140)

よって，残るゲージ不変な自由度は，既約成分 84 r0010sと一致する．
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(4) ΨM : この場は，次の既約分解により，11次元のスピノール粒子を
記述する：

SO9 : 128 r1001s Ă SO10,1 : 320 r10001s Ă SO10.,1 : 11v ˆ 32s (6.8.141)

ゲージ自由度は
δΨM “ BMχ. (6.8.142)

微分に関して１階，ΨM について 2次の最も一般的な Lorentz不変 La-

grangianは

L „ aΨ̄MΓMNLBNΨL ` bΨ̄MΓMBLΨL. (6.8.143)

ここで，a, bは定数で，Ψ̄M “ TΨMC. この Lagrangianのゲージ変換に
対する変化は

L „ bχ̄
`

B2ΓMΨM ´ {BBMΨM

˘

. (6.8.144)

よって，作用積分がゲージ不変となる条件は

b “ 0 (6.8.145)

で，対応する Lagrangianは

2κ2L “ ´iΨ̄MΓMNLBNΨL (6.8.146)

場の方程式は
ΓMNLBNΨM “ 0 (6.8.147)

となる．
いま，ゲージ固定条件

ΓMΨM “ 0 ñ {Bχ “ 0 (6.8.148)

を課すと，

0 “ ΓMΓMNLBNΨL “ ´BMΓLΨL ` {BΨM ñ {BΨM “ 0, (6.8.149)

ñ 0 “ ΓMNLBNΨL “ ΓMNBNΓLΨL ´ ΓMBNΨN ` {BΨM ñ BMΨM “ 0(6.8.150)

以上より，ゲージ不変自由度は

{BΨM “ 0, ΓMΨM “ BMΨM “ 0, (6.8.151a)

δΨM “ BMχ : {Bχ “ 0 (6.8.151b)

により与えられ，128 r1001sと一致する．
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(5) まとめ 以上まとめると，11次元での超重力理論の作用積分は，自
由場近似で

2κ2L “ f pABqB2fAB ` 2BAf
pACqBBfpBCq ´ fB2f ` 2f pABqBABBf

´
1

2
G ¨ G ´ Ψ̄MΓMNLBNΨL. (6.8.152)

ここで，

G ¨ G ”
1

4!
GPMNLG

PMNL. (6.8.153)

したがって，トーラスコンパクト化により４次元極大超重力理論に射
影される 11次元の共変的理論は，teA

Muを正規直交基底として，

2κ2|θ|´1L “ ´eA
MeB

NRMN
ABpωq ´

1

2
G ¨ G

´Ψ̄MΓMNLDpωqΨL ` |θ|´1Lho. (6.8.154)

ここで，

gMN “ ηABeA
MeB

N , (6.8.155a)

G ¨ G ”
1

4!
gM1N1 ¨ ¨ ¨ gM4N4GM1¨¨¨M4GN1¨¨¨N4 , (6.8.155b)

ΓM “ eA
MΓA (6.8.155c)

である．また，ω “ pωM
ABqは直交フレームバンドルにおける線型接続で，

DM “ BM `
1

4
ωMABΓAB (6.8.156)

である．この ωは作用積分の ωに関する変分方程式により定まる．
最後に，Lhoは平坦背景場からの摂動に関して３次以上ないし，３階
以上の微分を含む一般座標変換および局所 Loretnz変換に関して不変な
量である．

6.8.3.4 一般共変的かつゲージ不変な作用積分の一般形

Creation: 2021/5/30

Resource: RM20210521

Update:2021/9/11
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(1) 3形式ポテンシャル Cr3s Cr3sとその共変微分のスカラー多項式で，
ゲージ変換

δCr3s “ dΛr2s (6.8.157)

に対して不変，かつ，含む微分の総階数が２以下のものをすべて求める．
なお，以下，

ż

dDx |θ|L “

ż

dDx |θ|X ñ L „ X (6.8.158)

と表記する．

1-1) ∇aCX型: ∇aCX „ ˘C∇aXなので，Lagrangianが

L „ CIX
I ; CIX

I ” CMNLX
MNL (6.8.159)

の形を持つとして良い．このとき，

0 „ 3BMΛNLX
MNL „ ´3ΛNLBMX

MNL

ô d ˚X “ 0 ô X “ ´ ˚dY (6.8.160)

より，

S “

ż

Gr4s ^ Y ; Gr4s “ dC. (6.8.161)

1-2) ∇aC∇pCX型： 部分積分により

∇aC∇bCX „ p´1qaC∇a`bCX ` rterms 9CCp∇qX pp ă a ` bqs

(6.8.162)

となるので，

L „ CI1∇S1 ¨ ¨ ¨∇SpCI2X
I1I2;S ` lower-order terms (6.8.163)

ここで，Ii “ rMiNiLis．ゲージ不変性より

0 „ ´3ΛN1L1∇M1∇S1 ¨ ¨ ¨∇SpCI2
`

XI1I2;S ` p´1qpXI2I1;S
˘

. (6.8.164)

ここで，
XI1I2;S “ p´1qpXI2I1;S (6.8.165)

よって， Cの異なる階数の微係数は互いに線形独立なことより，

∇M1∇S1 ¨ ¨ ¨∇SpCI2X
I1I2;S “ 0, @Cr3s. (6.8.166)
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これが満たされるための条件は，XI1I2;S を pM1, S1, ¨ ¨ ¨ , Spqについて対
称化するとゼロとなること．このとき，XI1I2;Sは，rI1, I2sの置換に対す
る上記の変換則より，pM2, S1, ¨ ¨ ¨ , Spqについて対称化してもゼロとなる．
これより，特に，p ě 1となる．
まず，p “ 1のとき，(6.8.166)は，XI1I2;Sが rI2Ssに関して完全反対称
であることを意味するので，

L „ CI1GJ2Y
I1J2 ` lot’s (6.8.167)

となる．ここで，J2 “ rM2N2L2Ssである．このとき，ゲージ不変性は

0 „ ∇M1GJ2Y
I1J2 ` lot’s (6.8.168)

となる．これが任意の Cr3sについて成り立つのは，Y I1J2 が rM1J2sに完
全反対称，したがって rI1J2sについて完全反対称の時．したがって，

L „ CI1GJ2Y
rI1J2s ` CI1CI2Z

I1I2 . (6.8.169)

このゲージ不変性は

0 „ GJ2∇M1Y
rI1J2s ` 2∇M1pCI2Z

I1I2q (6.8.170)

これより，特に，ZI1I2は rM1I2sについて完全反対称，したがって，rI1I2sに
関して完全反対称となるが，これはZI1I2 “ ZI2I1と矛盾．よって，ZI1I2 “

0なので，ゲージ不変であるためには，

∇M1Y
rI1J2s “ 0 ô

#

Y I1J2 “ const ˆ ϵI1J2 : D “ 7

d ˚Y “ 0 ô ˚Y “ dW : D ě 8.
(6.8.171)

よって，p “ 1の場合のゲージ不変な作用積分は

D “ 7 : S “

ż

kC ^ G, (6.8.172)

D ě 8 : S “

ż

C ^ G ^ dW “

ż

G ^ G ^ W ñ L „ GJ1GJ2W
rJ1J2s.(6.8.173)

つぎに，p ě 2のとき，N1L1とI2を固定して，XI1I2;S1¨¨¨Sp ñ tM1S1 ¨ ¨ ¨Spu

と表記することにすると

tM1S1 ¨ ¨ ¨Spu “ apM1SiqtM1S1 ¨ ¨ ¨Spu`spM1SiqtM1S1 ¨ ¨ ¨Spu (6.8.174)
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となる．ここで，apM1Siqと spM1Siqは，それぞれ，rM1, Sisについて反
対称化および対称化する作用素である．この式を iについて 1から pまで
足すと

tM1S1 ¨ ¨ ¨Spu “ tpM1S1 ¨ ¨ ¨Spqu `
2

p ` 1

ÿ

i

apM1SiqtM1S1 ¨ ¨ ¨Spu

(6.8.175)

を得る．したがって，(6.8.166)より

L „
2p

p ` 1
CrM1|N1L1|∇S1s∇S2 ¨ ¨ ¨∇SpCI2X

I1I2S (6.8.176)

これは，XI1I2S が pM1, Siq(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , p)の置換に関して反対称として良
いことを意味する．したがって，rI1, Sisに関して完全反対称として良い．
I1と I2を入れ替えて同じ議論をくり返すと，rI2, Sisに関しても完全反対
称であるとが分かる．よって，

L „ GJ1∇S3 ¨ ¨ ¨∇SpGJ2Y
J1J2S3¨¨¨Sp . (6.8.177)

1-3) Ca∇pC∇qCX型 (p` q ď 2) 一般性を失うことなく p ď q ď 1と
してよい．
まず，p “ q “ 0のとき，

L „ CI1 ¨ ¨ ¨CIrX
I1¨¨¨Ir , (6.8.178)

δL „ ´3rΛN1L1∇M1

`

CI2 ¨ ¨ ¨CIrX
I1¨¨¨XIr

˘

„ ´3rpr ´ 1qΛN1L1CI2 ¨ ¨ ¨CIr´1∇M1CIrX
I1¨¨¨Ir ` (lot’s) „ 0(6.8.179)

となるが，これはXI1I2;S “ 0を要求する．したがって，この方のゲージ
不変作用積分は存在しない．
つぎに，p “ 0, q “ 1とする．このとき，

L „ CI1 ¨ ¨ ¨Clr´1∇SCIrX
I1¨¨¨Ir;S ` (lot’sq, pr ě 3q (6.8.180)

XI2¨¨¨IrI1;S “ ´
1

r ´ 1
XI1¨¨¨Ir;S, (6.8.181)

L のゲージ変換は

δL „ 3pr ´ 1qΛN1L1∇M1pCI2 ¨ ¨ ¨CIr´1∇SCIrqX
I2¨¨¨Ir´1rIr,I1s;S ` plot’sq

„ ´3rΛN1L1∇M1pCI2 ¨ ¨ ¨CIr´1∇SCIrqX
I1¨¨¨Ir;S ` plot’sq. (6.8.182)
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と表されるので，ゲージ不変となるためには，

XI1¨¨¨Ir;S|pM1Sq “ 0 ñ X rI1¨¨¨Ir;S|rI1Ss “ X rI1¨¨¨Ir;S (6.8.183)

よって，L 1を lower order termsとして，

L „ CI1 ¨ ¨ ¨CIr´1GJY
I1¨¨¨Ir´1J ` L 1 (6.8.184)

ここで，J “ rIrSs. このゲージ変換は

δL „ ´3ΛN1L1

“

CI2 ¨ ¨ ¨CIr´1∇M1GJ ` pr ´ 2qCI2 ¨ ¨ ¨CIr´2∇M1CIr´1GJ

‰

Y I1¨¨¨Ir´1J

´3ΛN1L1CI2 ¨ ¨ ¨CIr´1GJ∇M1Y
I1¨¨¨Ir´1J . (6.8.185)

よって，ゲージ不変であるためには，

Y I1¨¨¨Ir´1J |rM1Js “ Y I1¨¨¨Ir´1J ñ Y I1¨¨¨Ir´1J |rIiJs “ Y I1¨¨¨Ir´1J @i “ 1, ¨ ¨ ¨ , r´1

(6.8.186)

が必要．ところが，このとき，

Y |pM1M2q “ 0 ñ Y I1I2¨¨¨ “ ´Y I2I1¨¨¨ (6.8.187)

ところが，Y は I1, ¨ ¨ ¨ , Ir´1について対称なので，結局 Y “ 0. すなわち，
今考えている形のゲージ不変な作用積分は存在しない．
最後に，p “ q “ 1, r ě 3の場合を調べる：

L „ L0 ` plot’sq; L0 „ CI1 ¨ ¨ ¨CIr´2∇SCIr´1∇TCIrX
I1¨¨¨Ir;ST ,(6.8.188)

XI1¨¨¨Ir´2Ir´1Ir;ST “ XI1¨¨¨Ir´2IrIr´1;TS, (6.8.189)

XI1¨¨¨Ir;rST s “ ´pr ´ 2qXI1¨¨¨Ir´1Ir´2Ir;rST s. (6.8.190)

ゲージ変換は

δL0 „ 3ΛN1L1

“

2CI2 ¨ ¨ ¨CIr´1∇M1∇S∇TCIrX
I2¨¨¨Ir´1pI1Irq:pST q

`2pr ´ 2qCI2 ¨ ¨ ¨CIr´2∇M1CIr´1∇S∇TCIrA
I1...Ir;ST

`pr ´ 2qpr ´ 3qCI2 ¨ ¨ ¨CIr´3∇M1CIr´2∇SCIr´1∇TCIrB
I1...Ir;ST

`2CI2 ¨ ¨ ¨CIr´1∇S∇TCIr∇M1E
I1...Ir;ST

`pr ´ 2qCI2 . . . CIr´2∇SCIr´1∇TCIr∇M1F
I1...Ir;ST

`2CI2 ¨ ¨ ¨CIr´1∇TCIr∇M1∇SX
I2¨¨¨Ir´1I1Ir;ST

‰

(6.8.191)
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ここで、

AI1...Ir;ST “ p´XI2¨¨¨Ir´2rSN1L1sIr´1Ir;M1T ` XI2¨¨¨Ir´1I1Ir;pST q

`XI2¨¨¨Ir´1rSN1L1sIr;M1T ` XI2¨¨¨Ir´2IrrSN1L1sIr´1;TM1q|pST q,(6.8.192a)

BI1...Ir;ST “ ´XI1¨¨¨Ir;ST ` XI2¨¨¨Ir´1I1Ir;ST ` XI2¨¨¨Ir´2IrI1Ir´1;TS,(6.8.192b)

EI1...Ir;ST “ XI2¨¨¨Ir´1I1Ir;pST q ` XI2¨¨¨Ir´1IrrSN1L1s;TM1 |pST q, (6.8.192c)

F I1...Ir;ST “ ´XI1¨¨¨Ir;ST ` XI2¨¨¨Ir´1I1Ir;ST ` XI2¨¨¨Ir´2IrIr´1;TS

`XI2¨¨¨Ir´1IrrSN1L1s;TM1 ` XI2¨¨¨Ir´2IrIr´1;TS

“ BI1...Ir;ST ` XI2¨¨¨Ir´1IrrSN1L1s;TM1 ` XI2¨¨¨Ir´2IrIr´1;TS(6.8.192d)

これより、L がゲージ不変となるためには

XI1¨¨¨Ir´2rMr´1Nr´1Lr´1sIr:pST q|pMr´1ST q “ 0, (6.8.193a)

AI1...Ir;ST “ 0, (6.8.193b)

BI1...Ir;ST “ 0 pr ě 4q (6.8.193c)

が必要．特に，第３式より，r ě 4のときには，

XI2¨¨¨Ir´2I1Ir´1Ir;ST “ XI2¨¨¨Ir´2lr´1I1Ir;ST ` X l2¨¨¨lr´2IrI1Ir´1;TS (6.8.194)

いま，XI2¨¨¨Ir´2abc;pST q “ pabcqpa, b, c “ I1, Ir´1, Irqと略記すると，

pabcq “ pbcaq ` pcabq “ 2pabcq ` pbcaq ` pcabq “ 3pabcq ñ pabcq “ 0

(6.8.195)

同様に，XI2¨¨¨Ir´2abc;rST s “ rabcsと略記すると，rabcsは完全反対称なので，

rabcs “ rbacs ´ rcabs “ ´2rabcs ñ rabcs “ 0. (6.8.196)

これはX “ 0を意味する．よって，r “ 3.

r “ 3とすると，δL の leading-order項がゼロとなる条件は，

XI1I2I3;pST q|pM2ST q “ 0, XI1I2I3;pST q|pM3ST q “ 0,(6.8.197a)

XI1I2I3;pST q “ ´X rS,N1L1sI2I3;pM1T q, (6.8.197b)

X rI2I3sI1;pST q “ 3XI2I3srSN1L1s:rM1T s|pTSq. (6.8.197c)

このとき，lower-order項を打ち消すためにLagranginaに加えることので
きる項は

L1 „ CI1CI2∇SCI3Y
I1I2I3;S ` CI1CI2CI3Z

I1I2I3 (6.8.198)
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であるが，部分積分により，

Y I1I2I3;S “ Y I2I1I3;S “ ´2Y I1I3I2;S (6.8.199)

となるので，Y I1I2I3;S “ ´2Y I1I3I2;S “ 4Y I1I2I3;Sとなり，Y “ 0．よって，
L0 ` L1がゲージ不変となるためには，

∇M1E
I1I2I3;ST “ ∇M1F

I1I2I3;ST “ 0. (6.8.200)

ここで，

EI1I2I3;ST “ XI2I1I3;pST q ` XI2I3rSN1L1s;pM1T q|pST q

“
1

2
XI2I1I3;pST q `

3

2
XI2I3I1;pST q|pSTM1q “

1

2
XI2I1I3;pST q(6.8.201)

また，

F I1I2I3;ST “ ´XI1I2I3;ST ` 2XI2I1I3;ST |pSM1q ` 2XI3I1I2;TS|pTM1q

(6.8.202)

より，

F I1I2I3;pST q “ ´XI1I2I3;pST q ` 2XpI2|I1|I3q;ST |pSM1q ` 2XpI2|I1|I3q;TS|pTM1q

“ ´XI1I2I3;pST q ` XpI2I3qI1;pST q, (6.8.203)

F I1I2I3;rST s “ ´3XI1I2I3;rST s ` X r2I3srSN1L1s;TM1 ´ X rI2I3srTN1L1s;SM1

“ 2XI2I3rTN1L1s;rSM1s|rST s (6.8.204)

以上より，E, F に対する条件は，

∇M1X
I1I2I3;pST q “ ∇M2X

I1I2I3;pST q “ 0, (6.8.205a)

∇TX
I1I2I3;rST s|rM3Ss “ 0. (6.8.205b)

X に対する条件 (6.8.197)を書き換える．まず，一般に T abc “ T acbの
関係が成り立つテンソルに対して，

T abc “ T pabcq `
2

3

`

T rabsc ` T racsb
˘

(6.8.206)

となるので，(6.8.197)の第３式より，

XI1I2I3;pST q “ XpI1I2I3q;pST q`2
`

XI1I2rSN3L3s;rM3T s ` XI1I3rSN2L2s;rM2T s
˘

|rM,N,LspST q

(6.8.207)
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これに

3XI1I2rSN3L3s;rM3T s|rM3N3L3s ´ XI1I2I3;rST s “ ´4XI1I2I3;rST s|rI3Ss

(6.8.208)

を代入して，

XI1I2I3;pST q “ XpI1I2I3q;pST q ` Y I1I2I3;pST q, (6.8.209a)

Y I1I2I3;pST q “ ´
8

3

`

XI1I2I3;rST s
˘

|prI3Ss ´ rI2Ssq|pST q.(6.8.209b)

(6.8.197)の第１式と第２式をこの関係式に適用すると，

0 “ XpI1I2I3q;pST q ` XprSN1L1sI2I3q;pM1T q ` XprTN1L1sI2I3q;pM1Sq

`Y I3I2I1;pST q ` Y I3I2rSN1L1s;pM1T q ` Y I3I2rTN1L1s;pM1Sq,(6.8.210a)

0 “ XpI1I2I3q;pST q ` XprSN1L1sI2I3q;pM1T q ` 2Y I1I2I3;pST q|pM1Sq,(6.8.210b)

0 “ XpI1I2I3q;pST q ` XprTN1L1sI2I3q;pM1Sq ` 2Y I1I2I3;pST q|pM1T q(6.8.210c)

この第１式から第２式と第３式を引くと，

XpI1I2I3q;pST q “ ´2Y I1I2I3;pST q|pM1Sq ´ 2Y I1I2I3;pST q|pM1T q

`Y I3I2I1;pST q ` Y I3I2rSN1L1s;pM1T q ` Y I3I2rTN1L1s;pM1Sq(6.8.211)

を得る．よって，結局，XI1I2I3;pST qが Y I1I2I3;pST qのみを用いて

XI1I2I3;pST q “ Y I3I2I1;pST q ´ Y I1I2I3;pST q

`2Y I3I2rSN2L2s;pM1T q|pST q ´ 2Y rSN1L1sI2I3;pM1T q|pST q(6.8.212)

と表される．

6.8.3.5 超対称変換

Creation: 2021/10/3

Last update:2021/11/26

大域的な単純超対称代数

rϵ̄1Q, ϵ̄2Qs “ ξMPM ; ξM “ ´
1

2
pϵ̄1Γ

Mϵ2q (6.8.213)

473 目次へ



目次へ

に対応する局所超対称変換の基本場 pθAM ,ΨM , CMNLqへの作用を，交換関
係の整合性により決定する．なお，Cr3sに対するゲージ変換は線形理論
と同じ

δCr3s “ dΛr2s (6.8.214)

で与えられるとする．さらに，このゲージ変換に対して不変な量の超対
称変換は，再びゲージ不変となることを仮定する．
基本場のスケール次元は

rθAM s “ rCMNLs “ 0, rΨM s “ 1{2, rϵs “ ´1{2 (6.8.215)

となり、線形理論に対応する一般共変的、局所ローレンツ不変かつC-ゲー
ジ不変な Lagrangian密度

2κ2|θ|´1L0 “ eA
MeB

NRMN
ABpωq ´

1

2
G ¨ G ´ Ψ̄MΓMNLDNpωqΨL

(6.8.216)

の項はすべてスケール次元２をもつ。また、完全なLagrangian密度を得る
ためにこれに付け加わる非線形項はすべてスケール次元が 2以上となる。
一方、超対称変換の一般的な構造は次のようになる：

δϵθ
A
M “ ϵ̄OAN

M ΨN , δeMA “ ´OMN
A ΨN , (6.8.217a)

δϵΨM “ pDM ` OMqϵ, (6.8.217b)

δϵCMNL “ ϵ̄OP
MNLΨP (6.8.217c)

ここで、OAN
M , OM , OP

MNLはすべて基本場と Γ行列から作られるスケー
ル次元 0以上の（微分）多項式である。この変換式は、X を基本変数と
して、

δϵX “ T´1 ` T0 ` T1 ` ¨ ¨ ¨ (6.8.218)

という構造をもつ。ここで、Tnはスケール次元がXより nだけ大きい項
の和である。
一般に、完全な作用積分 Sを

S “ Sp2q ` Sp3q ` ¨ ¨ ¨ ` Spmq (6.8.219)

と表す。ここで、SpkqはLagrangian密度がスケール次元 kの部分である。
このとき、上記の δXの分解において、項 Tnは Spkqを Spk`nqに移す。し
たがって、Sが超対称変換で不変で、かつ T´1 “ 0なら、Sp2qが δX “ T0
に対して不変となり、上記L0の極小な極小超対称拡大を与える。
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そこで、T´1 “ 0となることを示そう。まず、T´1 は X “ ΨM に対
してのみ現れ、T´1 “ cΓMϵという構造をもつ。一方、Sp2q に対応する
Lagrangian密度L p2qは、一般に

2κ2

|θ|
L p2q “

2κ2

|θ|
L0 ´

k

3!p4!q2
ϵM1¨¨¨M11CM1M2M3GM4¨¨¨M7GM8¨¨¨M11

`Ψ̄PX
PQM1¨¨¨M4ΨQGM1¨¨¨M4

`Y pMαqpNβqpLγqpPδqΨMαΨNβΨLγΨPδ (6.8.220)

という構造をもつ。このとき、δX “ T´1の寄与は

2κ2

|θ|
δT´1L

p2q „ ´2cΓMϵΓ
MNLDNΨL ` cΨ̄pDNΓMNLqΓLϵ

´2cϵ̄ΓPX
PQM1¨¨¨M4ΨQGM1¨¨¨M4 ` cY pM1α1q¨¨¨pΓM1ϵqα1ΨM2α2 ¨ ¨ ¨

(6.8.221)

となる。これが、任意の配位、任意の ϵに対してゼロとなるのは c “ 0の
場合に限る。よって、T´1 “ 0.

以上より、まずL はスケール次元２の項のみからなり、δX “ T0とな
るとして、許される超対称変換を探す。このとき、

OM
AN “ c1Γ

AδNM ` c2Γ
NθAM ` c3ΓMe

AN ` c4ΓM
AN , (6.8.222)

OM “ OMpΨ2q ` GPQRSZ
PQRS, (6.8.223)

OP
MNL “ aΓrMNδ

P
Ls ` bΓMNL

P (6.8.224)

OMpΨ2qはΨについて 2次のスケール次元 1のテンソル，ZPQRSは Γ行
列と θAM , e

M
A から作られるスケール次元ゼロのテンソルである．また，θ

A
M

およびCMNLが実場であることより，c1, ¨ ¨ ¨ , c4と a, bは実定数となる．
これらの量を，交換関係が常に

rδϵ1 , δϵ2s “ Ĺξ ` δλ ` δΛ ` δϵ1 (6.8.225)

を満たすように決定する．

(1) 捩率テンソルの決定 まず，11次元超重力理論のLagrangian密度が，
一般論より，L0を線型理論の一般共変化に対応する部分

L “ L0 ` L1; (6.8.226)

2κ2

|θ|
L1 “ rGΨ2 ` rΨ4s ` rCG2s (6.8.227)
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と言う構造をもつことより，接続DM の捩率テンソルを決定する．
まず，ωMABを決める方程式は

δS

δωMAB
“

δS0

δωMAB
“ 0 (6.8.228)

より，

2
?

´g
BN

`?
´geMrAe

N
Bs

˘

` 4ωNrB
Ce

rM
As
e
Ns

C ˚ ω

´
1

4
Ψ̄NΓNMLΓABΨL “ 0

ô 2ωC
C

rAe
M
Bs ´ 2ωrB

M
As

“ ´
2

?
´g

BN
`?

´geMrAe
N
Bs

˘

`
1

4
Ψ̄NΓNMLΓABΨL.(6.8.229)

この方程式は，KM
ABを随伴捩率テンソル

ωM
AB “ ωM

ABpθq ` KM
AB (6.8.230)

として，次の 2式と同値となる：

ωC
C

rApθqδDBs ` ωrBAs
Dpθq “ ´

1
?

´g
BN

`?
´geMrAe

N
Bs

˘

θDM ,(6.8.231a)

2KC
C

rAδ
D
Bs ` 2KrBAs

D “
1

4
Ψ̄NΓNDLΓABΨL. (6.8.231b)

この第 2式をKM
ABについて解いて

TMN
A “ 2KrM

A
Ns “

1

2
Ψ̄MΓAΨN ´

1

4
Ψ̄QΓAQPMNΨP . (6.8.232)

(2) XA
M : θAM に対する交換関係は

XA
M ” rδϵ1 , δϵ2sθAM

“
c2
2

␣

´pϵ̄1Γ
NΨBqθAMpϵ̄2Γ

BΨNq ` pϵ̄1Γ
AΨMqpϵ̄2Γ

NΨNq
(

`
c3
2

␣

pϵ̄1Γ
BΨMqpϵ̄2ΓBΨAq ´ pϵ̄1Γ

NΨAqpϵ̄2ΓMΨNq
(

`
c4
2

␣

pϵ̄1Γ
BΨMqpϵ̄2ΓB

ANΨNq ´ pϵ̄1Γ
NΨCqpϵ̄2ΓM

ACΨNq
(

`ϵ̄2OAN
M pDNϵ1 ` ONϵ1q ´ pϵ1 Ø ϵ2q. (6.8.233)
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ここで，

ϵ̄2OAN
M DNϵ1 ´ pϵ1 Ø ϵ2q

“ ´DN

ˆ

ϵ̄1
r1s

OAN
M ϵ2

˙

` ϵ̄1pDN

r1s

OAN
M qϵ2 ` c4

`

DNϵ1ΓM
ANϵ2 ´ ϵ̄1ΓM

ANDNϵ2
˘

.(6.8.234)

また，(6.8.225)において，

Ĺξθ
A
M “ ξNBNθ

A
M ` θANBMξ

N

“ BMpθANξ
Nq ` ξNpBNθ

A
M ´ BMθ

A
Nq

“ BMξ
A ` ξNpdθAqNM

“ BMξ
A ` ξNpΘA ´ ωAB ^ θBqNM

“ DMξ
A ´ ωABpξqθBN ` ξNTNM

A (6.8.235)

この表式を上記のXA
M の表式と比べて，

c4 “ 0, c2 “ c3 “ 0, c1 “ 1{2 (6.8.236)

を得る．ここで c1の値は約束で，ϵのスケーリングにより任意のゼロで
ない値に変更できる．よって，θAM の超対称変換が確定した：

δϵθ
A
M “

1

2
ϵ̄ΓAΨM . (6.8.237)

このとき，XA
M は

XA
M “ DMξ

A `

"

ϵ̄2
1

2
ΓAOMϵ1 ´ pϵ1 Ø ϵ2q

*

“ Ĺξθ
A
M ` ωABpξqθBM ´

1

2
ξNΨ̄NΓAΨM

`
1

4
ξNΨ̄CΓANM

CDΨD `
1

2

`

ϵ̄2Γ
AOMϵ1 ´ ϵ̄1Γ

AOMϵ2
˘

(6.8.238)

ここでOM は、必要ならFierz変換を行うことにより、次の形の項の線形
結合となる：

OM XA
M

YM Ñ 2ξAYM , (6.8.239a)

YBMΓB Ñ σABYBM , (6.8.239b)

YBCMΓBC Ñ 4ξBY A
BM , (6.8.239c)

YBCDMΓBCD Ñ 3σCDY A
CDM , (6.8.239d)

YB1¨¨¨B4MΓB1¨¨¨B4 Ñ σAB1¨¨¨B4YB1¨¨¨B4M , (6.8.239e)

YB1¨¨¨B5MΓB1¨¨¨B5 Ñ σAB1¨¨¨B5YB1¨¨¨B5M . (6.8.239f)
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ここで，YB1¨¨¨BnM はΨについて 2次のテンソルで，

σAB¨¨¨ “ ϵ̄2Γ
AB¨¨¨ϵ1. (6.8.240)

これらの項のうち，XA
M が (6.8.225)に対応する構造をもつものは以下の

通り：

OMpΨ2q “ xpΨ̄PΓPQBCMΨQqΓBC

`
`

y1Ψ̄rBΓCΨDs ` y2Ψ̄EΓE rBCΨDs

˘

θDMΓBC

`
`

z1Ψ̄rMΓQRΨSs ` z2Ψ̄PΓP rQRSΨMs

`z3Ψ̄PΓQRSMΨP ` z4Ψ̄PΓPNQRSMΨN

˘

ΓQRS

`upΨ̄B1ΓB2ΨB3qΓB1B2B3
M ` vpΨ̄B1ΓB2B3ΨB4qΓB1¨¨¨B4

M .(6.8.241)

対応するXAM への寄与は

4xξBpΨ̄PΓPQABMΨQq

`4ξC
␣

y1
`

Ψ̄rAΓCΨBs

˘

` y2
`

Ψ̄EΓE rACΨBs

˘(

θBM

`3σRS
␣

z1
`

Ψ̄rBΓARΨSs

˘

` z2
`

ΨPΓP rARSΨBs

˘

`z3
`

Ψ̄PΓARSBΨP
˘

` z4
`

Ψ̄PΓPNARSBΨN

˘(

θBM

`uσA
B1B2B3

MpΨ̄B1ΓB2ΨB3q ` vσAB1¨¨¨B4
MpΨ̄B1ΓB2B3ΨB4q(6.8.242)

次に，OM においてGr4sに比例した項の候補は，

OpGq “ GB1¨¨¨B4

´

wδ
rB1

M ΓB2B3B4s ` sΓB1¨¨¨B4
M

¯

. (6.8.243)

対応するXA
M への寄与は

`

3wGA
BC1C2σ

C1C2 ` sGC1¨¨¨C4σ
AC1¨¨¨C4

B

˘

θBM (6.8.244)

より，θAM の局所 Lorentz変換となる．
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以上より，(6.8.225)において，

ξM “ ´
1

2
ϵ̄1Γ

Mϵ2, (6.8.245a)

ϵ1 “ ´ξNΨN , (6.8.245b)

λAB “ ωABpξq `

ˆ

4x `
1

4

˙

ξCpΨ̄PΓPQACBΨQq

`4ξC
␣

y1
`

Ψ̄rAΓCΨBs

˘

` y2
`

Ψ̄EΓE rACΨBs

˘(

`4ξC
`

y1Ψ̄rAΓCΨBs ` y2ΨDΓDrABΨCs

˘

`3σCD
␣

z1pΨ̄rBΓACΨDs ` z2pΨ̄EΓE rACDΨBsq

`z3pΨ̄EΓACDBΨEq ` z4pΨ̄FΓFEACDBΨEq
(

´uσAB
C1C2C3qΨ̄C1ΓC2ΨC3q ` vσAB

C1¨¨¨C4pΨ̄C1ΓC2C3ΨC4q

`3wσCDGABCD ` sσAB
C1¨¨¨C4GC1¨¨¨C4 . (6.8.245c)

(3) XMNL : CMNLに対する局所超対称変換の交換関係は

XMNL ” rδϵ1 , δϵ2sCMNL

“ aϵ̄2ΓrMNpDLsϵ1 ` OMϵ1q ` bϵ̄2ΓMNL
P pDP ϵ1 ` OP ϵ1q

`apϵ̄2ΓArNΨLqpϵ̄1Γ
AΨMsq

`
3b

2
pϵ̄2ΓANL

P qpϵ̄1Γ
AΨMq

´
b

2
pϵ̄2ΓMNL

AΨP qpϵ̄1Γ
MΨAq ´ pϵ1 Ø ϵ2q. (6.8.246)

ここで，

ϵ̄2ΓrMNDLsϵ1 ´ ϵ̄1ΓrMNDLsϵ2 “ ϵ̄2ΓrMNDLsϵ1 ` DrLϵ2ΓMNsϵ1

“ DrLpϵ̄2ΓMNsϵ1q ´ ϵ̄2DrLΓMNϵ1 “
1

3
pdσr2sqLMN ´ 2ΓPrLM ϵ̄2Γ|P |Nsϵ1

“
1

3
pdσr2sqLMN ` TrLM

PσNsP . (6.8.247)

一方，

ϵ̄2ΓMNL
PDP ϵ1 ´ ϵ̄1ΓMNL

PDP ϵ2 “ ϵ̄2ΓMNL
PDP ϵ1 ´ DP ϵ2ΓMNL

P ϵ1
(6.8.248)

これは交換関係に決して登場しない項なので，b “ 0.
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次に，上のXMNLの表式の第 3項に Fierz変換を施すと

pϵ̄2ΓP rNΨLqpϵ̄1Γ
PΨMsq ´ pϵ1 Ø ϵ2q “ ´pϵ̄2ΓP rNΨLqpΨ̄Msϵ1Γ

P ϵ1q ´ pϵ1 Ø ϵ2q

“
2

32
pϵ̄2ΓAϵ1qpΨ̄rMΓPΓAΓ|P |NΨLsq

´
2

32 ¨ 2
pϵ̄2ΓABϵ1qpΨ̄rMΓPΓABΓ|P |NΨLsq

`
2

32 ¨ 5!
pϵ̄2ΓA1¨¨¨A5ϵ1qpΨ̄rMΓPΓA1¨¨¨A5Γ|P |NΨLsq

“
1

8
ξApΨ̄rMΓPΓAΓ|P |NΨLsq ´

1

32
σABpΨ̄rMΓPΓABΓ|P |NΨLsq

`
1

16 ¨ 5!
σA1¨¨¨A5pΨ̄rMΓPΓA1¨¨¨A5Γ|P |NΨLsq

“ ´ξApΨ̄rMΓANΨLs ´
1

2
σArNpΨ̄MΓAΨLs{ (6.8.249)

次に，

ϵ̄2ΓrMNOLsϵ1 ´ pϵ1 Ø ϵ2q “ Q1 `Q2 `Q3 `Q4 `Q5 `Q6 `Q7. (6.8.250)
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ここで，

Q1 ” xpϵ̄2ΓrMNΓBCϵ1qpΨ̄AΓLsADBCΨDq ´ pϵ1 Ø ϵ2q

“ ´8xσrL
CpΨ̄|A|Γ

AB
MNsCΨBq, (6.8.251a)

Q2 ” pϵ̄2ΓrMNΓBCϵ1qθDLs

␣

y1pΨ̄rBΓCΨDsq ` y2pΨ̄EΓE rBCΨDs

(

´ pϵ1 Ø ϵ2q

“ ´8σrL
rCθDMθ

Bs

Ns

␣

y1pΨ̄BΓCΨDq ` y2pΨ̄EΓEBCΨBq
(

, (6.8.251b)

Q3 ” pϵ̄2ΓrMNΓBCDϵ1qθ
E
Ls

␣

z1pΨ̄rEΓBCΨDsq ` z2pΨ̄EΓE rBCΨDsq

`z3pΨ̄FΓBCDEΨF q ` z4pΨ̄GΓGFBCDEΨF q
(

“ 2
´

σrMN
BCD ` 12δ

rC
rMδ

B
Nξ

Ds
¯

θELs

␣

z1pΨ̄rEΓBCΨDs

`z2pΨ̄FΓF rBCDΨEsq ` z3pΨ̄FΓBCDEΨF q ` z4pΨ̄GΓGFBCDEΨF q
(

(6.8.251c)

Q4 ” upϵ̄2ΓrMNΓB1B2B3
Lsϵ1qpΨ̄B1ΓB2ΨB3q ´ pϵ1 Ø ϵ2q

“ 2u
´

σMN
B1B2B3

L ` 6σL
rB3δB1

M δ
B2s

N

¯

pΨ̄B1ΓB2ΨB3q, (6.8.251d)

Q5 ” upϵ̄2ΓrMNΓB1¨¨¨B4
Lsϵ1qpΨ̄B1ΓB2B3ΨB4q ´ pϵ1 Ø ϵ2q

“ 16vδ
rB1

rN σM
B2B3B4s

LspΨ̄B1ΓB2B3ΨB4q, (6.8.251e)

Q6 ” wpϵ̄2ΓrMNδ
B1

Ls
ΓB2B3B4ϵ1qGB1¨¨¨B4 ´ pϵ1 Ø ϵ2q

“ 2w
´

δB1

rL σMNs
B2B3B4 ´ 12δB1

L δB2
M δB3

N ΓB4

¯

GB1¨¨¨B4 , (6.8.251f)

Q7 ” spϵ̄2ΓrMNΓB1¨¨¨B4
Lsϵ1qGB1¨¨¨B4 ´ pϵ1 Ø ϵ2q

“ 16sδB1

rNσM
B2B3B4

LsGB1¨¨¨B4 . (6.8.251g)

よって，一般公式

ĹξC “ iξdC ` dpiξCq “ iξG ` dpiξCq (6.8.252)

を用いると，

XMNL “ pĹξCqMNL ` pdΛqMNL ` δϵ1CMNL ` X 1
MNL. (6.8.253)

ここで，

ΛMN “ ´piξCqMN ´
1

3
σMN (6.8.254)
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および

1

a
X 1
MNL “

"

2pw ` 8sqδB1

rL σMNs
B2B3B4 `

ˆ

1

a
´ 24w

˙

δB1
L δB2

M δB3
N ξB4

*

GB1¨¨¨B4

`2u
´

σMN
B1B2B3 ` 6σrB3

Lδ
B1
N δ

B2s

Ms

¯

pΨ̄B1ΓB2ΨB3q

`2
`

σMN
BCD ` 12δCMδ

B
Nξ

D
˘

θEL
␣

pz1 ´ 8vqpΨ̄rEΓBCΨDsq

`z2pΨ̄FΓF rBCDΨEsq ` z3pΨ̄FΓBCDEΨF q ` z4pΨ̄GΓGFBCDEΨF q
(

´σP rL

„ˆ

8x `
1

4

˙

pΨ̄AΓACM
P
Ns

`8
␣

y1pΨ̄rBΓCΨDsq ` 8y2pΨ̄|E|Γ
E
BCΨDsq

(

ηPCθDNθ
B
Ms

‰

´p24z1 ` 2qξP pΨ̄rLΓMNΨP s. (6.8.255)

X 1
MNLがゼロとならねばならないので，

x “ ´1{32, y1 “ y2 “ 0, (6.8.256a)

z1 “ ´1{12, z2 “ z3 “ z4 “ 0, (6.8.256b)

u “ 0, v “ ´1{96, (6.8.256c)

s “ ´
w

8
“ ´

1

192a
(6.8.256d)

を得る．

(4) 結果のまとめ 以上より，11D超重力理論の局所超対称変換は１個
のパラメーター aの自由度を除いて一意的に定まり，次式で与えられる：

δθAM “
1

2
ϵ̄ΓAΨM , δeMA “ ´

1

2
ϵ̄ΓMΨA, (6.8.257a)

δΨM “ DMϵ ` OMϵ, (6.8.257b)

δCMNL “ aϵ̄ΓrMNΨLs. (6.8.257c)

ここで，

OM “ OMpΨq ` OMpGq; (6.8.258)

OMpΨq “ ´
1

32

`

Ψ̄AΓADBCMΨD

˘

ΓBC ´
1

12

`

Ψ̄rEΓBCΨDs

˘

θEMΓBCD

´
1

96

`

Ψ̄B1ΓB2B3ΨB4

˘

ΓB1¨¨¨B4
M , (6.8.259)

OMpGq “ HB1¨¨¨B4
MGB1¨¨¨B4 (6.8.260)
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となる．ただし，

HB1¨¨¨B4
M “ ´

1

192a

`

ΓB1¨¨¨B4
M ´ 8δB1

M ΓB2B3B4
˘

GB1¨¨¨B4 (6.8.261)

である．
これらの局所変換の交換関係は

rδϵ1 , δϵ2s “ Ĺξ ` δλ ` δϵ1 ` δΛ. (6.8.262)

ここで、

ξM “
1

2
pϵ2Γ

Mϵ1q, (6.8.263a)

ϵ1 “ ´ξMΨM , (6.8.263b)

ΛMN “ ´piξCqMN ´
1

3
σMN , (6.8.263c)

λAB “ ωABpξq `
1

8
ξC

`

Ψ̄PΓPQACBΨQ

˘

`
1

4
σCD

`

Ψ̄rDΓACΨBs

˘

´
1

96
σAC1¨¨¨C4

`

Ψ̄C1ΓC2C3ΨC4

˘

`
1

8a
σCDGA

CDB

´
1

192a
σAC1¨¨¨C4

BGC1¨¨¨C4 , (6.8.263d)

σA1¨¨¨An “ pϵ2ΓA1¨¨¨Anϵ1q, (6.8.263e)

6.8.3.6 極小モデルの一意性

Creation: 2022/1/15

Resource: RM20211219

Last Update: 2022/1/16

6.8.3.5 で述べたように，４次元極大超重力理論との対応から決定され
る一般共変的 Lagrangian密度

2κ2

|θ|
L0 “ eA

MeB
NRMN

ABpωq ´
1

2
G ¨ G ´ Ψ̄MΓMNLDNpωqΨL (6.8.264)

と，場のMinkowski時空解からのずれについて２次の精度で一致する 11

次元のN “ 1超重力理論が存在するなら，Lagrangian密度のすべての項
がスケール次元２をもつ超重力理論（極小理論）が存在する．ここでは，
そのような極小理論の一意性を証明する．
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まず，pθAM ,ΨM , CMNLqを基本場とするスケール次元２の一般共変的か
つ局所ローレンツ不変かつCr3sゲージ場のゲージ変換

δΛθ
A
M “ 0, δΛΨM “ 0, δCMNL “ 3BrMΛNLs (6.8.265)

で不変な 11次元理論の Lagrangian密度は，一般に

2κ2

|θ|
L “

2κ2

|θ|
L0 ` pΨ̄PF

PQM1¨¨¨M4ΨQqGM1¨¨¨M4

`Y pM1α1q¨¨¨pM4α4qpΨM1qα1 ¨ ¨ ¨ pΨM4qα4

´k ˚ pC ^ G ^ Gq (6.8.266)

と表される．ここで，F PQM1¨¨¨M4は θAM とΓ行列の多項式で表されるテン
ソルで，定数 x2, x4, y4, x6を用いて

F PQM1¨¨¨M4 “ x6Γ
PQM1¨¨¨M4 ´

x4
2

␣

gP rM1ΓM2M3M4sQ ` pP Ø Qq
(

`y4g
PQΓM1¨¨¨M4 ` x2g

P rM1g|Q|M2ΓM3M4s (6.8.267)

と表される．
いま，条件を満たす極小理論が 2つあるとすると，L0は共通なので，
両者の Lagrangian密度の差は

2κ2

|θ|
∆L “ pΨ̄P∆F PQM1¨¨¨M4ΨQqGM1¨¨¨M4 ` ∆Y pM1α1q¨¨¨pM4α4qpΨM1qα1 ¨ ¨ ¨ pΨM4qα4

´∆k ˚ pC ^ G ^ Gq (6.8.268)

と表され，しかもそれ自体が local SUSY変換 (6.8.257)で不変となる．こ
の不変性より，∆L “ 0となることを示そう．

(1) ∆F “ 0の証明． δϵ∆L のうち，Gr4sについて 2次の項を取り出
すと，

Z “ ´
1

96a
Ψ̄P∆F PQM1¨¨¨M4

`

ΓB1¨¨¨B4
Q ´ 8δB1

Q ΓB2B3B4
˘

ϵ

ˆGB1¨¨¨B4GM1¨¨¨M4

´a
∆k

2p4!q2
ϵM1¨¨¨M11 ϵ̄ΓrM1M2ΨM3sGM4¨¨¨M7GM8¨¨¨M11

“ ´
1

96a
Ψ̄PZ

PB1¨¨¨B4M1¨¨¨M4ϵGB1¨¨¨B4GM1¨¨¨M4 . (6.8.269)
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ここで，

ZPB1¨¨¨B4M1¨¨¨M4 “ ∆F PQM1¨¨¨M4
`

ΓB1¨¨¨B4
Q ´ 8δB1

Q ΓB2B3B4
˘

´
48a2∆k

p4!q2
ϵPQRB1¨¨¨B4M1¨¨¨M4ΓQR. (6.8.270)

F ˚˚˚˚˚˚˚の表式を代入して，ZPB1¨¨¨B4M1¨¨¨M4を具体的に計算すると，

ZPB1¨¨¨B4M1¨¨¨M4

“
␣

192∆p3x6 ´ y4qΓ
M1gB1M2gB2M3gB3M4gB4P

`24∆p6x6 ` y4qΓ
PgB1M1 ¨ ¨ ¨ gB4M4

`24∆p2x2 ` 5x4 ` 4y4qΓB1gB2M1gB3M2gB4M3gPM4
(

´
48a2∆k

p4!q2
ϵPQRB1¨¨¨B4M1¨¨¨M4ΓQR

`
␣

´96∆p3x6 ` y4qΓ
B4M4PgB1M1gB2M2gB3M3

`144∆p3x6 ´ 2y4qΓ
B1M1M2gB2M3gB3M4gB4P

´36∆px2 ` 2x4 ` 4y4qΓB1B2M1gB3M2gB4M3gM4P
(

`p´6∆x6 ` y4qΓ
B1¨¨¨B4M1¨¨¨M4P

`
␣

∆p´x2 ´ 4x4 ` 4y4qΓ
B1¨¨¨B4M1M2M3gM4P ` 4∆p3x6 ` 2y4qΓB1B2B3M1¨¨¨M4gB4P

`16∆p´3x6 ` y4qΓ
B1B2B3M1M2M3PgB4M4

(

␣

`24∆x4Γ
B1B2B3M1M2gB4M3gM4P ` 24∆y4

`

3ΓB1B2M1M2PgB3M3gB4M4

´2ΓB1B2B3M1M2gB4M3gM4P ` 4ΓM1M2M3B1B2gM4B3gB4P
˘(

(6.8.271)

ここで，右辺は rB1 ¨ ¨ ¨B4sおよび rM1 ¨ ¨ ¨M4sのおのおのについて反対称
化するものとする．また，Zへは

ZP prB1¨¨¨B4srM1¨¨¨M4sq ”
1

2

`

ZPB1¨¨¨B4M1¨¨¨M4 ` ZPM1¨¨¨M4B1¨¨¨B4
˘
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の組み合わせで寄与することに注意する．具体的には

ZP prB1¨¨¨B4srM1¨¨¨M4sq

“ 24∆p6x6 ` y4qΓPgB1M1 ¨ ¨ ¨ gB4M4

`24∆

ˆ

12x6 ` x2 `
5

2
x4 ´ 2y4

˙

␣

ΓM1gB1M2gB2M3gB3M4gB4P ` pB Ø Mq
(

`

ˆ

´
a2∆k

12
´ 3∆x6 `

1

2
y4

˙

ϵPQRB1¨¨¨B4M1¨¨¨M4ΓQR

´18∆px2 ` 2x4 ´ 12x6 ` 8y4q
␣

ΓB1B2M3gB3M1gB4M2gM4P ` pB Ø Mq
(

`
1

2
∆p12x6 ´ x2 ´ 4x4 ` 12y4q

␣

ΓB1¨¨¨B4M1M2M3gM4P ` pM Ø Bq
(

`12∆px4 ` 2y4q
␣

ΓB1B2B3M1M2gB4M3gM4P ` pM Ø Bq
(

`72∆y4Γ
B1B2M1M2PgB3M3gB4M4 (6.8.272)

これより，

Z “ 0 ô x2 “ x4 “ y4 “ x6 “ ∆k “ 0 (6.8.273)

したがって，
∆F PQM1¨¨¨M4 “ 0, ∆k “ 0 (6.8.274)

が示された．

(2) ∆Y “ 0の証明． ∆F “ ∆k “ 0のとき，

δϵL „ 0 ô δϵp|θ|∆Y pΨq4q „ 0 (6.8.275)

ここで，Y は θAM のみに依存する代数式で，δϵθ
A
M , δϵΨM はΨM の導関数

を含まない．したがって，δϵL „ 0において，部分積分によりDϵを消去
した時，DΨM に比例する項は

4|θ|Y pΨq3δϵΨ Ą 4|θ|Y pΨq3Dϵ (6.8.276)

の部分積分のみから生じる．よって，

δϵL „ 0 ñ Y pΨq2DΨ “ 0 ñ Y “ 0 (6.8.277)

となる．以上より，
δϵ∆L „ 0 ñ ∆L “ 0 (6.8.278)

が示された．
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6.8.3.7 極小モデルの存在

極小モデルの一意性が示されたので，最後に，その存在を示す．その
ためには，極小モデルの一般形 (6.8.266)に含まれるCJS理論が任意の局
所超対称変換 (6.8.257)で不変であることを示せばよい．

(1) F と kの決定 まず，δϵL のうち pGq2に比例した項を計算すると，

2κ2

|θ|
pδϵq

2
G “ ´

1

96a

`

Ψ̄PZ
PB1¨¨¨B4C1¨¨¨C4ϵ

˘

GB1¨¨¨B4CC1¨¨¨C4 (6.8.279)

となる．ここで，

ZPB1¨¨¨B4C1¨¨¨C4 “
␣

x6Γ
PQC1¨¨¨C4 ` x4g

C1pPΓQqC2C3C4 ` y4g
PQΓC1¨¨¨C4

`x2g
PC1gQC2ΓC3C4

( `

ΓB1¨¨¨B4
Q ´ 8δB1

Q ΓB2B3B4
˘

´
48a2k

p4!q2
ϵPQRB1¨¨¨B4C1¨¨¨C4ΓQR

´
192a

8 ¨ 4!
gB1C1gB2C2gB3C3

`

´8gP pB4ΓC4q ` gB4C4ΓP
˘

.(6.8.280)

ここで，右辺の表式は，それぞれ rB1 ¨ ¨ ¨B4sおよび rC1 ¨ ¨ ¨C4sに関して
反対称化するものとする．
右辺のガンマ行列の積を反対称標準基底で展開すると

Z “ p144x6 ` 24y4 ´ aqΓPgB1C1 ¨ ¨ ¨ gB4C4

`4 p72x6 ` 6x2 ` 15x4 ´ 12y4 ´ aq
␣

ΓC1gB1C2gB2C3gB3C4gB4P ` pB Ø Cq
(

`
1

12

`

´a2k ´ 36x6 ` 6y4
˘

ϵPQRB1¨¨¨B4C1¨¨¨C4ΓQR

´18 px2 ` 2x4 ´ 12x6 ` 8y4q
␣

ΓB1B2C3gB31C1gB4C2gPC4 ` pB Ø Cq
(

`
1

2
p12x6 ´ x2 ´ 4x4 ` 12y4q

␣

ΓB1¨¨¨B4C1C2C3gPC4 ` pB Ø Cq
(

`12px4 ` 2y4q
␣

ΓB1B2B3C1C2gB4C3gPC4 ` pB Ø Cq
(

`72y4Γ
B1B2C1C2PgB3C3gB4C4 . (6.8.281)

ただし，再び，右辺の表式は，それぞれ rB1 ¨ ¨ ¨B4sおよび rC1 ¨ ¨ ¨C4sに
関して反対称化するものとする．よって，条件 pδϵL qG2 “ 0，すなわち
Z “ 0は次の条件と同等となる：

Z “ 0 ô x4 “ y4 “ 0, 12x6 “ x2, 144x6 “ a, 12x2 “ a, 36x6 ` a2k “ 0

ô x2 “
a

12
, x6 “

a

144
, x4 “ y4 “ 0, k “ ´

1

4a
. (6.8.282)

すなわち，F と kが aのみで完全に決まってしまう．
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(2) aの決定 次に，aを決定するために，δϵL のうち，DΨGに比例し
た項に着目する．このような項は，L の中の次の 2つの項より生じる：

´|θ|Ψ̄MΓMNLDNΨL Ñ ´2|θ|HC1¨¨¨C4
MϵΓ

MNLDNΨLGC1¨¨¨C4(6.8.283)

|θ|pΨ̄PF
PQC1¨¨¨C4ΨQqGC1¨¨¨C4 Ñ ´2|θ|pϵ̄F PQC1¨¨¨C4DPΨQqGC1¨¨¨C4(6.8.284)

これらの和がゼロとなる条件は

ΓMPQHC1¨¨¨C4
M “ F PQC1¨¨¨C4 (6.8.285)

となる．左辺を具体的に展開すると，9{p4a2qF PQC1¨¨¨C4となるので，aの
値は

9

4a2
“ 1 ô a “ ˘

3

2
(6.8.286)

と定まる．aの符号は，C場の符号を変えると変化するので，いずれを採
用しても理論としては変わらない．以下，CJS理論に従って，負の符号
を採用する．すると，結局，a, kおよび F,Hが次のように定ま：

a “ ´
3

2
, k “

1

6
, (6.8.287)

F PQM1¨¨¨M4 “ ´
1

96

`

ΓPQM1¨¨¨M4 ` 12gP rM1g|Q|M2ΓM3M4s
˘

,(6.8.288)

HC1¨¨¨C4
M “

1

288

´

ΓC1¨¨¨C4
M ´ 8δ

r1
MΓC2C3C4s

¯

. (6.8.289)

(3) Y pΨqの決定 次に，Ψについて 4次の項 Y pΨqをCJS理論の表式

Y “
1

64

`

Ψ̄MΓMNPΓABΨP

˘ `

Ψ̄LΓNAB
LQΨQ

˘

´
1

64

␣`

Ψ̄MΓMNWXY ZΨN

˘

` 12
`

Ψ̄WΓXY ΨZ
˘(

ˆ
`

Ψ̄rWΓXY ΨZs

˘

(6.8.290)
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に選ぶと，δϵL » 0となることを示そう．そのために，全ラグランジュ
密度L を次のように，6個の部分の和に分解する：

2κ2L “ L1 ` L2 ` L3 ` L4 ` L5 ` L6; (6.8.291)

L1 “ |θ|eMA e
N
BRMN

ABpωq, (6.8.292)

L2 “ ´|θ|Ψ̄MΓMNLDNpωqΨL, (6.8.293)

L3 “ ´
|θ|

48
gM1N1 ¨ ¨ ¨ gM4N4GM1¨¨¨M4GN1¨¨¨N4 , (6.8.294)

L4 “ ´
|θ|

36 ¨ p4!q2
ϵM1¨¨¨M11CM1M2M3GM4¨¨¨M7GM8¨¨¨M11(6.8.295)

L5 “ `|θ|
`

Ψ̄PF
PQM1¨¨¨M4ΨQ

˘

GM1¨¨¨M4 , (6.8.296)

L6 “ `|θ|Y pM1α1q¨¨¨pM4α4qpΨM1qα1 ¨ ¨ ¨ pΨM4qα4 . (6.8.297)

(3-1) δϵL1

|θ|´1δϵL1 “ VApΓMqRM
Apωq ´

1

2
VMpΓMqRpωq. (6.8.298)

ここで，VRは
VRpQq ”

`

Ψ̄RQϵ
˘

, (6.8.299)

により定義される．また，RM
ApωqとRpωqは，次式で定義される接続 ω

に対するRicci曲率テンソルおよびスカラー曲率である：

RM
Apωq ” RMN

ABpωqeNB , Rpωq ” RM
ApωqeMA (6.8.300)
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(3-2) δϵL2

δϵL2 “ |θ| pL2,1 ` L2,2 ` L2,3 ` L2,4 ` L2,5 ` L2,6 ` L2,7q ;(6.8.301)

L2,1 “

´

ϵ̄ΓMNLD̂MD̂NΨL

¯

, (6.8.302)

L2,2 “ ´

´

Ψ̄MΓMNLD̂ND̂Lϵ
¯

, (6.8.303)

L2,3 “ ϵ̄
´

D̂MΓMNL
¯

D̂NΨL, (6.8.304)

L2,4 “ ´
1

2

`

ϵ̄ΓSΨS

˘

´

Ψ̄MΓMNLD̂NΨL

¯

, (6.8.305)

L2,5 “
3

2

´

Ψ̄MΓArNLD̂NΨL

¯

`

ϵ̄ΓMsΨA

˘

, (6.8.306)

L2,6 “ 2
´

D̂NΨMΓMNLOLϵ
¯

, (6.8.307)

(6.8.308)

L2,7 “ Ψ̄M

´

D̂NΓMNL
¯

OLϵ. (6.8.309)

ここで，D̂M はDM にテンソル添え字に対する Levi-Civita接続を加えた
もので，例えば

D̂MΨN “ DMΨN ´ t L
MN u ΨL (6.8.310)

である．特に，正規直交基底 eMA , θAM に対しては

D̂Me
N
A “

`

´ΓNML ` t N
ML u

˘

eLA “ ´KM
N
Le

L
A “ ´KM

N
A,(6.8.311)

D̂Mθ
A
N “

`

ΓLMN ´ t L
MN u

˘

“ KM
L
Nθ

A
L “ KM

A
N , (6.8.312)

D̂M |θ| ” BM |θ| “ |θ| t N
MN u “ |θ|ΓNMNp‰ |θ|ΓNNMq (6.8.313)

まず，Levi-Civita接続については第 1Bianchi恒等式がRP
rMNLspθq “ 0

となるので

D̂rMD̂NΨLs “
1

8
ΓABRrMN

ABpωqΨLs (6.8.314)

が成り立つ．また，11次元ガンマ行列に対して，

ΓMNLΓAB “ ΓMNL
AB ´ 6ΓrMN

rAδ
Ls

Bs
´ 6ΓrMδNrAδ

Ls

Bs
(6.8.315)

が成り立つ．これより，

L2,1 “
1

8

`

ϵ̄ΓMNLΓABΨL

˘

RMN
AB

“ ´
1

8
VLpΓMNLP

BqRrMNP s
B ´

1

4
VLpΓMNP qRrMNP s

L

`
1

2
VLpΓMLNqRrMNs `

1

4
VLpΓLqR ´

1

2
VLpΓMqRM

L(6.8.316)
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を得る．
同様にして，

D̂rND̂Lsϵ “
1

8
ΓABRNL

ABϵ (6.8.317)

より

L2,2 “ ´
1

8

`

Ψ̄MΓMNLΓABϵ
˘

RNL
AB

“ ´
1

8
VLpΓMNLP

BqRrMNP s
B `

1

4
VLpΓMNP qRrMNP s

L

´
1

2
VLpΓMLNqRrMNs `

1

4
VLpΓLqR ´

1

2
VLpΓMqRM

L.(6.8.318)

よって，Bianchi恒等式

RrMNLs
A “ ´D̂rMTNLs

A (6.8.319)

を考慮すると

L2,1 ` L2,2 “
1

4
VLpΓMNLP

BqD̂rMTNP s
B ´ δL1{|θ| (6.8.320)

を得る．
つぎに，

D̂MΓMN1¨¨¨Np “ TMS
SΓMN1¨¨¨Np ´

p

2
TMS

rN1Γ|MS|N2¨¨¨Nps (6.8.321)

より，

L2,3 “ TNLpΓMNLqTMS
S ´ TNLpΓMSrLqTMS

Ns, (6.8.322)

L2,7 “ ´TNSSVRpΓNRMOMq ` TNS rRVRpΓMsNSOMq (6.8.323)

を得る．ここで，
TNLpΓM ¨¨¨q ” D̂NΨLΓM ¨¨¨ϵ (6.8.324)

である．
さらに，

XPQNLpA,Bq ”
`

Ψ̄PAϵ
˘

´

D̂NΨLBΨQ

¯

(6.8.325)

と定義すると，

L2,4 “
1

2
XPQNLpΓP ,ΓNLQq, (6.8.326)

L2,5 “ ´
3

2
XPQNLpΓrQ,ΓNLsP q, (6.8.327)

L2,6 “ ´2TNLpΓMNLOMq (6.8.328)
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を得る．
以上まとめると，

|θ|´1δϵpL1 ` L2q “
1

4
VRpΓMNRL

AqD̂rMTNLs
A

`TNLpΓMNLqTMS
S ´ TNLpΓMSrLqTMS

Ns

`
1

2
XPQNLpΓP ,ΓNLQq ´

3

2
XPQNLpΓrQ,ΓNLsP q

´2TNLpΓMNLOMq

´TNSSVRpΓNRMOMq ` TNS rRVRpΓMsNSOMq.(6.8.329)

ここで，

D̂rMTNLs
A “ ´

1

2

´

D̂rMΨ|P |Γ
A
NLs

PQΨQ

¯

`

´

D̂MΨNΓAΨL

¯

`
1

2
KrM

rP
|S|SPQpΓQsA

NLs
Sq `

1

4
TrMN

SSPQpΓALsS
PQq.(6.8.330)

(3-3) δϵL3, δϵL4

1

|θ|
δϵL3 “ ´

1

24
δGM1¨¨¨M4G

M1¨¨¨M4 ´
1

2

δ|θ|

|θ|
G ¨ G

´
1

12
δgM1N1gM2N2 ¨ ¨ ¨ gM4N4GM1¨¨¨M4GN1¨¨¨N4

“ ´
1

6
BM1pδCM2M3M4qGM1¨¨¨M4 ´

1

4
pϵ̄ΓSΨSqG ¨ G

`
1

12

`

ϵ̄ΓMΨN
˘

GML1L2L3GN
L1L2L3

»
1

4
VM1pΓM2M3qpD̂ ¨ GqM1M2M3

`
1

4
VRpΓRqG ¨ G ´

1

12
VRpΓSqGR

M1M2M3G
SM1M2M3 .(6.8.331)

同様にして，

1

|θ|
δϵL4 » ´

1

12 ¨ p4!q2
ϵM1¨¨¨M11δCM1M2M3GM4¨¨¨M7GM8¨¨¨M11

» ´
1

8 ¨ p4!q2
ϵM1¨¨¨M11VM1pΓM2M3qGM4¨¨¨M7GM8¨¨¨M11(6.8.332)
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(3-4) δϵL5

1

|θ|
δϵL5 “ 4SPQpF PQM1¨¨¨M4qD̂M1δCM2M3M4 ` GM1¨¨¨M4

ˆ

"

2
`

δΨPF
PQM1¨¨¨M4ΨQ

˘

`
1

|θ|
SPQ

`

δp|θ|F PQM1¨¨¨M4q
˘

*

“ 6D̂M1

␣

SPQpF PQM1¨¨¨M4q
(

pϵ̄ΓM2M3ΨM4q

`

"

2pD̂Nϵ ` ONϵqF
NLM1¨¨¨M4ΨL ´

1

2
VRpΓRqSPQpF PQM1¨¨¨M4q

`SPQpδF PQM1¨¨¨M4q
(

GM1¨¨¨M4

» 12XPQNLpΓM1M2 , F
NLM1M2PQq ´ 6VRpΓS1S2qSPQpD̂MF

MS1S2PQRq

`2VRpFNRM1¨¨¨M4qD̂NGM1¨¨¨M4

`

!

2TNLpFNLM1¨¨¨M4q ` 2VRpD̂NF
NRM1¨¨¨M4q ´ 2VRpFNRM1¨¨¨M4ONq

´
1

2
VRpΓRqSPQpF PQM1¨¨¨M4q ` SPQpδF PQM1¨¨¨M4q

*

GM1¨¨¨M4 .(6.8.333)

ここで，

D̂MΓN “ DMΓN ` t N
ML u ΓL “ ´KM

N
LΓL (6.8.334)

より

D̂MF
MNL1¨¨¨L4 “ ´

1

96
D̂MΓMNL1¨¨¨L4 ´

1

8
gMrL1g|N |L2D̂MΓL3L4s

“ ´
1

96
TMS

SΓMNL1¨¨¨L4 `
5

192
TMS

rNΓ|MS|L1¨¨¨L4s

´
1

4
gMrL1g|N |L2KM

L3
SΓL4sS. (6.8.335)

また，ゲージ場に対するBianchi恒等式

D̂rM1GM2¨¨¨M5s “
1

5
pdGqM1¨¨¨M5 “ 0 (6.8.336)

より

VRpFNRM1¨¨¨M4qD̂NGM1¨¨¨M4 “
1

8
VRpΓPQqpD̂ ¨ GqRPQ (6.8.337)
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よって，

1

|θ|
δϵL5 “ ´12XPQNLpΓS1S2 , F

LNPQS1S2q

`
1

16
TMS

SSPQrMS1S2RPQsVRrS1S2s

´
5

32
TMS2

rS1SPQpΓ|MS3|S2RPQsqVRrS1S2s

`
3

2
gMrS1gS2|R|KM

P
S3SPQpΓQsS3qVRrS1S2s

`

„

´
1

48
TLSSVRrLRM1 ¨ ¨ ¨M4s `

5

96
TS1S2

rRVRpΓ|S1S2|M1¨¨¨M4sq

`
1

2
gRrM1KM2M3

SVRpΓM4sSq ´ 2VRpFNRM1¨¨¨M4ONpΨqq

´
1

2
VRpΓRqSPQpF PQM1¨¨¨M4q ` 3VRpΓrP qSPQpF |R|QM1¨¨¨M4sq

ȷ

GM1¨¨¨M4

`2TNLpFNLM1¨¨¨M4qGM1¨¨¨M4

´
1

4
VRrM1M2spD̂ ¨ GqRM1M2

´2VRpF SRM1¨¨¨M4HN1¨¨¨N4
SqGM1¨¨¨M4GN1¨¨¨N4 (6.8.338)

(3-5) δϵpL1 ` ¨ ¨ ¨ ` L5q:

Creation: 2022/5/13

以上より，δϵpL1 ` ¨ ¨ ¨ ` L5qのうちG2に比例した項は

1

|θ|
δϵpL1 ` ¨ ¨ ¨ ` L5q|G2 “

1

4
VRpΓRqG ¨ G ´

1

12
VRpΓSqGR

M1M2M3G
SM1M2M3

´
1

8 ¨ p4!q2
ϵRM1¨¨¨M10VRpΓM1M2qGM3¨¨¨M6GM7¨¨¨M10

´2VRpFMRN1¨¨¨N4HL1¨¨¨L4
MqGN1¨¨¨N4GL1¨¨¨L4 . (6.8.339)

ここで，

VR
`

FMRN1¨¨¨N4HL1¨¨¨L4
M

˘

GN1¨¨¨N4GL1¨¨¨L4

“ ´
1

4608
VRrN1 ¨ ¨ ¨N4L1 ¨ ¨ ¨L4RsGN1¨¨¨N4GL1¨¨¨L4

´
1

24
VRrSsGRM1M2M3GS

M1M2M3 `
1

8
VRrRsG ¨ G(6.8.340)
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また，

ΓM1¨¨¨M8 “
1

2
ϵM1¨¨¨M9N1N2ΓN1N2 (6.8.341)

より
2

4608
VRrN1 ¨ ¨ ¨N4L1 ¨ ¨ ¨L4sGN1¨¨¨N4GL1¨¨¨L4

“
1

4608
ϵR1¨¨¨M10VRrM1M2sGM3¨¨¨M6GM7¨¨¨M10 (6.8.342)

よって，
δϵpL1 ` ¨ ¨ ¨ ` L5q|G2 (6.8.343)

また，ΓMPQHN1¨¨¨N4
M “ F PQN1¨¨¨N4より，

δϵpL1 ` ¨ ¨ ¨ ` L5q|dΨG`ΨD¨G “ 0. (6.8.344)

一方，Ψ3Gに比例した項は
1

|θ|
δϵpL1 ` ¨ ¨ ¨ ` L5q|G “ GC1¨¨¨C4 ˆ

"

´TNSSVRpFNRC1¨¨¨C4q´
1

48
TNSSVRrNRC1 ¨ ¨ ¨C4s

`TNS rRVRpΓMsNSHC1¨¨¨C4
Mq`

5

96
TNS rRVRpΓ|NS|C1¨¨¨C4sq

`
1

2
gRrC1KC2C3

SVRpΓC4sSq ´ 2VRpFMRC1¨¨¨C4OMpΨqq

´
7

2
VRpΓrRqSPQpF PQC1¨¨¨C4q

*

(6.8.345)

Ψ2DΨに比例した項は
1

|θ|
δϵpL1 ` ¨ ¨ ¨ ` L5q|Ψ2DΨ “

1

8
XPQNLpΓNPS1S2S3 ,ΓLQS1S2S3q

`
1

4
XPQNLpΓNLPQS,Γ

Sq `
1

2
XPQNLpΓP ,ΓNLQq

´
3

2
XPQNLpΓrQ,ΓNLsP q ´ 12XPQNLpΓS1S2 , F

LNPQS1S2q

`
1

2
TNLpΓNLrP qSPQpΓQsq ´

1

2
TNLpΓPQrLqSPQpΓNsq

`
1

4
TNLpΓS1S2rLqSPQpΓNsPQ

S1S2q `
1

16
TNLpΓS3NLΓS1S2qSPQpΓPQS1S2S3q

`
1

6
TNLpΓNLrPΓQS1S2sqSPQpΓS1S2q

´
1

48
TNLpΓMNLΓPQS1S2

MqSPQpΓS1S2q (6.8.346)
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ガンマー行列の積を展開すると，

1

|θ|
δϵpL1 ` ¨ ¨ ¨ ` L5q|Ψ2DΨ “

1

8
XPQNLpΓNPS1S2S3 ,ΓLQS1S2S3q

`
1

4
XPQNLpΓNLPQS,Γ

Sq ` 2XPQNLpΓrP ,ΓQNLsq

`
1

8
XPQNLpΓS1S2 ,Γ

LNPQS1S2q `
1

4
XPQNLpΓLQ,ΓNP q

`
1

2
XPQNLpΓQS,ΓrN

SqgP sL `
1

2
XPQNLpΓLS,ΓrP

SqgNsQ

`
1

4
gLrNgP sQXPQNLpΓS1S2 ,ΓS1S2q

´
1

16
TNLpΓLNS1S2S3qSPQpΓPQS1S2S3q `

1

8
TNLpΓSqSPQpΓLNPQSq

`
1

2
TNLpΓQLrNqSPQpΓP sq `

1

2
TNLpΓNP rQqSPQpΓLsq

´
1

16
TNLpΓLNPQS1S2qSPQpΓS1S2q ´

1

8
TNLpΓPQqSPQpΓLNq

`
1

2
SPQpΓSrLqgNsrPTNLpΓQs

Sq `
1

8
TNLpΓSqSPQpΓLNPQSq

`
1

8
gNrPgQsLTNLpΓS1,S2qSPQpΓS1S2q (6.8.347)

最後にΨ5に比例する項は

1

|θ|
δϵpL1 ` ¨ ¨ ¨ ` L5q|Ψ5 (6.8.348)

“ ´
1

8
KrM

rP
|S1|SPQpΓN

Qs
S2sS3

S1qVRpΓMNRS2S3q

`
1

16
TrMN

S1SPQpΓS2s
PQ

S1S3qVRpΓMNRS2S3q

´TNSSVRpΓNRMOMpΨqq ` TNS rRVRpΓMsNSOMpΨqq

`
1

16
TMS

SSPQpΓMS1S2RPQqVRpΓS1S2q

´
5

32
TMS3

rS1SPQpΓ|MS3|S2RPQsqVRpΓS1S2q

`
3

2
gMrS1gS2|R|KM

P
S3SPQpΓQsS3qVRpΓS1S2q (6.8.349)
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(3-6) δϵL6: L6 “ |θ|Y pΨqにおいて，CJS理論では

Y “ ´
1

64
SPQpΓPQS1S2S3qSLNpΓS1S2S3

LNq

`
1

32
SPQpΓS1qSLNpΓS1

PQLNq

´
1

64
SPQpΓS1S2qSLNpΓLNPQS1S2q

´
3

16
SPQpΓS1S1qSLNpΓrS1S2qgP |L|gQsN . (6.8.350)

局所超対称変換は

1

|θ|
δϵL6 “

4

64
SPQpΓPQS1S2S3q

´

Ψ̄NΓS1S2S3

LNpD̂L ` OLqϵ
¯

´
1

16
SPQpΓS1

LNPQq

´

Ψ̄NΓS1pD̂L ` OLqϵ
¯

´
1

16
SPQpΓS1q

´

Ψ̄NΓS1

PQLNpD̂L ` OLqϵ
¯

`
1

32
SPQpΓPQLNS1S2q

´

Ψ̄NΓS1S2pD̂L ` OLqϵ
¯

`
1

32
SPQpΓS1S2q

´

Ψ̄NΓLNPQS1S2pD̂L ` OLqϵ
¯

`
3

4
SPQpΓS1S2qgLrPgQ|N |

´

Ψ̄NΓS1S2spD̂L ` OLqϵ
¯

`
1

|θ|
δϵ

´

|θ|ePAe
Q
Be

L
Ce

N
D

¯

ˆ

!

´
1

64
SPQpΓABS1S2S3qSLNpΓCDS1S2S3q

`
1

32
SPQpΓS1qSLNpΓS1

ABCDq

´
1

64
SPQpΓS1S2qSLNpΓABCDS1S2q

´
1

32
SPQpΓCDqSLNpΓABq

)

´
1

32|θ|
δp|θ|gLrPgQsNqSPQpΓS1S2qSLNpΓS1S2q

´
1

8|θ|
δp|θ|e

rP
A g

QsrLe
Ns

B qSPQpΓS1

BqSLNpΓS1Aq (6.8.351)
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これより，ΨDΨに比例する項は

δY |Ψ2DΨ “
1

8
XpΓPNS1S2S3 ,ΓLQS1S2S3q ´

1

8
XpΓS1 ,ΓS1

LNQP q

´
1

8
XpΓS1

LNQP ,ΓS1q `
1

16
XpΓPQNLS1S2 ,ΓS1S2q

`
1

16
XpΓS1S2 ,Γ

PQNLS1S2q ´
3

2
XpΓS1S2 ,ΓS3S4qgNrLg|P |Qg|S1|S3gS4sS2

`
1

16
TNLrLNS1S2S3sSPQrPQS1S2S3s ´

1

16
TNLrS1sSPQrS1LNPQs

´
1

16
TNLrS1LNPQsSPQrS1s `

1

32
TNLrS1S2sSPQrLNPQS1S2s

`
1

32
TNLrLNPQS1S2sSPQrS1S2s

´
3

4
TNLrS1S2sSPQrS3S4sg

NrPgQ|L|g|S1|S3gS4sS2 (6.8.352)

G に比例する項はΨ3Gに比例していて，

δY |G “
1

16
SPQrPQS1S2S3sWRM rS1S2S3MRs ´

1

16
SPQrS1MRPQsWRM rS1s

´
1

16
SPQrS1sWRM rS1PQMRs `

1

32
SPQrPQMRS1S2sWRM rS1S2s

`
1

32
SPQrS1S2sWRM rRMPQS1S2s

`
3

4
SPQrS1S2sWRM rS3S4sg

MrPgQ|R|gS1|S3|gS2sS4 . (6.8.353)

ここで，

WRM rP ¨ ¨ ¨ s ”
`

Ψ̄RΓP ¨¨¨HC1¨¨¨C4
Mϵ

˘

GC1¨¨¨C4 (6.8.354)

最後に，

δϵL6|Ψ5 “ δϵL6 ´ δϵL6|Ψ2DΨpD Ñ D̂pω̃qq ´ δϵL6|Ψ3GpG Ñ pG ` G̃q{2q

(6.8.355)
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と置くと，
1

|θ|
δϵL6|Ψ5 “

1

8
K̃S4

rP
S5SPQpΓQsS1S2S3S5qVRrS1S2S3S4Rs

`
1

8
SPQrPQS1S2S3sK̃S4

rS4
S5VRpΓRs

S1S2S3

S4q

´
1

4
K̃S2

rS2
S3SPQpΓRPQs

S1

S3qVRrS1s

´
1

4
SPQrS1sK̃S2

rP
S3VRpΓQS2Rs

S1

S3q

`
1

8
K̃S3

rP
S4SPQp´ΓQS3RsS4S1S2qVRrS1S2s

`
1

8
SPQrS1S2sK̃S3

rP
S4VRp´ΓQRS3sS4S1S2q

´
1

2
K̃S2

rS2
S3SPQrS3S1sg

RsrQVRpΓP s
S1q

´
1

2
SPQp´ΓS1rS2qgRsrQK̃S2

P s
S3VRrS3S1s

`
1

4
K̃S1

rS1
S2SPQp´ΓRsS2qVRrPQs

`
1

4
SPQrS1RsK̃S1

rP
S2VRp´ΓQsS2q

`

ˆ

´
1

2
VRpΓRqδ

rP
S5
δ
Qs

S6
δ

rL
S7
δ
Ns

S8
` VRpΓrP qδ

Qs

S6
δRS5
δ

rL
S7
δ
Ns

S8

`VRpΓrLqδ
Ns

S6
δRS5
δ

rP
S7
δ
Qs

S8

¯

ˆ

"

´
1

64
SPQrS5S6S1S2S3sSLNpS7S8S1S2S3s `

1

32
SPQrS1sSLN rS1S5 ¨ ¨ ¨S8s

´
1

64
SPQrS1S2sSLN rS5 . . . S8S1S2s ´

1

32
SPQrS7S8sSLN rS5S6s

*

`

"

1

64
VRpΓRqgLPgQN ´

1

32
VRpΓpLqgP qRgQN

´
1

32
VRpΓpQqgNqRgLP

*

SPQrS1S2sSLN rS1S2s

"

1

16
VRpΓRqδPS1

gQLδNS2
´

1

16
VRpΓP qδRS1

gQLδNS2

´
1

8
δPS1
VRpΓpQqgLqRδNS2

´
1

16
δPS1
gQLVRpΓNqδRS2

*

ˆSPQrS3S2sSLN rS3S1s

`δϵY |G

ˆ

GM1¨¨¨M4 Ñ
3

2
Ψ̄rM1ΓM2M3ΨM4s

˙

(6.8.356)
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6.8.4 Killingスピノール

定義式

∇Mϵ `
1

288

`

ΓM
P1P2P3P4 ´ 8δP1

M ΓP2P3P4
˘

FP1P2P3P4ϵ “ 0,(6.8.357a)

∇M ϵ̄ `
1

288

`

ΓM
P1P2P3P4 ` 8δP1

M ΓP2P3P4
˘

FP1P2P3P4ϵ “ 0.(6.8.357b)

Majorana条件

ϵ̄ “ ϵ:Γ0 “ ϵTC, (6.8.358)

ϵ˚ “ Bϵ, (6.8.359)

C “ BΓ0, BT “ B. (6.8.360)

随伴形式

KM :“ ϵ̄ΓMϵ, (6.8.361a)

ΩMN :“ ϵ̄ΓMNϵ, (6.8.361b)

ΣM1¨¨¨M5 :“ ϵ̄ΓM1¨¨¨M5ϵ. (6.8.361c)

代数的関係式

K2 ď 0, (6.8.362a)

ΩM
PΩPN “ ´KMKN ` gMNK

2, (6.8.362b)

Ω2 “ ´5K2, (6.8.362c)

IKΩ “ 0. (6.8.362d)

IMΣ ¨ INΣ “ 14KMKN ´ 4gMNK
2, (6.8.363a)

Σ2 “ ´6K2, (6.8.363b)

IKΣ “
1

2
Ω ^ Ω. (6.8.363c)

pIK ˚ΣqM1¨¨¨M5 “ Ω̂rM1

PΣM2¨¨¨M5sP , (6.8.364a)

K2Ω ^ Σ “
1

2
K ^ Ω ^ Ω ^ Ω. (6.8.364b)
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微分関係式

∇MKN ` ∇NKM “ 0, (6.8.365a)

dK “
2

3
IΩF `

1

3
IΣ ˚F. (6.8.365b)

∇XΩ “
1

6
X ^ F ¨ Σ, F `

1

3
pIXF q ¨ Σ

´
1

6
rIXΣ, F s3 `

1

3
IXIKF, (6.8.366a)

dΩ “ IKF. (6.8.366b)

∇XΣ “
1

6
IXIK ˚F ´

1

3
IXF ^ Ω `

1

6
F ^ IXΩ

`
1

6
X ^ rΩ, F s1 `

1

3
rIXF, ˚Σs2

´
1

6
rF, IX ˚Σs2 `

1

6
X ^ rF, ˚Σs3, (6.8.367a)

dΣ “ IK ˚F ´ Ω ^ F. (6.8.367b)

ここで，p形式 α，q形式 βおよび正整数 k ď p, qに対して

rα, βsk “
1

pp ´ kq!pq ´ kq!k!
αP1¨¨¨PkM1¨¨¨Mp´k

βP1¨¨¨Pk
Mp´k`1¨¨¨Mp`q´2k

dxM1^¨ ¨ ¨^dxMp`q´2k .

(6.8.368)

特に，
ĹKΩ “ 0, ĹKΣ “ 0, ĹKF “ 0. (6.8.369)

6.8.5 Nullスピノール

光的基底

ds2 “ 2θ`θ´ `

9
ÿ

I“1

pθIq2, (6.8.370)

θ˘pe˘q “ 1, θ˘pe¯q “ θ˘peIq “ θIpe˘q “ 0, θIpeJq “ δIJ .(6.8.371)

向き付けは

ϵ`´12¨¨¨89 “ ´1, ϵ`´12¨¨¨89 “ 1, (6.8.372)

Vol “ θ´`12¨¨¨89, (6.8.373)

Γ`´1¨¨¨9 “ 1. (6.8.374)
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これは，通常の正規直交基底で表すと，

θ˘ “
1

?
2

`

θ10 ˘ θ0
˘

, (6.8.375a)

ϵ01¨¨¨9 7 “ 1 p7 “ 10q, (6.8.375b)

Vol “ θ01¨¨¨97, (6.8.375c)

Γp10q :“ ˚Γr10s “ Γ01¨¨¨97 “ ´1. (6.8.375d)

に対応する．

6.8.5.1 標準光的スピノール

定義 次の条件を満たす光的スピノール ϵ，

Majorana条件: ϵ˚ “ Bϵ pB “ Γ35¨¨¨9q, (6.8.376a)

Γ1234ϵ “ Γ3456ϵ “ Γ5678ϵ “ Γ1357ϵ “ ´ϵ, (6.8.376b)

Γ`ϵ “ 0 (6.8.376c)

が定数倍の自由度を除いて一意的に存在する．また，任意の光的スピノー
ルとこのスピノールは Lorentz変換で互いに移り合う．

（注） このとき，Γ`´1¨¨¨9 “ 1および Γ`´ϵ “ 1より

Γ9ϵ “ Γ1234Γ5678Γ`´ϵ “ ϵ. (6.8.377)

テンソル積表示で，(6.8.376b)と Γ˘ϵ “ 0を満たす ϵ(ϵ:ϵ “ 1)は位相の
自由度を除いて次式で与えられる：

ϵ “
1

4

”

puuuduq ´ puudddq ` puduuuq ´ puddudq

`i tpduuddq ` pdudduq ` pdduudq ` pddduuqu

˘ tpduuduq ´ pdudddq ` pdduuuq ´ pdddudqu

˘i tpuuuddq ` puudduq ` puduudq ` pudduuqu

ı

.(6.8.378)

対応する光的ベクトルは

K˚ “ ´
?

2θ˘, K “ ´
?

2e¯. (6.8.379)
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不変４形式 8D空間上の 4-形式 ϕを

´ϕ “ θ1234 ` θ1256 ` θ1278 ` θ1357 ´ θ1368 ´ θ1458 ´ θ1467

´θ2358 ´ θ2367 ´ θ2457 ` θ2468 ` θ3456 ` θ3478 ` θ5678(6.8.380)

により定義する．
ϕは次の関係式を満たす：

˚8ϕ “ ϕ, (6.8.381a)

ϕi1i2i3kϕj1j2j3k “ 6δi1i2i3j1j2j3
´ 9ϕri1i2

rj1j2δ
i3s

j3s
, (6.8.381b)

ϕi1i2k1k2ϕj1j2k1k2 “ 12δi1i2j1j2
´ 4ϕi1i2j1j2 , (6.8.381c)

ϕik1k2k3ϕjk1k2k3 “ 42δij. (6.8.381d)

ここで
δi1¨¨¨ik
j1¨¨¨jk

:“ δ
ri1
j1

¨ ¨ ¨ δ
iks

jk
. (6.8.382)

これらより，次の関係式を得る：

rϕ, ϕs1 “ 0, rϕ, ϕs2 “ ´12ϕ, rϕ, ϕs3 “ 0, (6.8.383a)

rϕi, ϕjs2 “ 3θi ^ θj ` 4ϕij, (6.8.383b)

rϕij, ϕs2 “ 3θi ^ θj ´ 2ϕij, (6.8.383c)

rϕi, ϕjs1 “ 6θpi ^ ϕjq ´ 6δijϕ, (6.8.383d)

rϕ, ϕis1 “ 6ϕ ^ θi, (6.8.383e)

ϕi ¨ ϕj “ 7δij “ ´rϕi, ϕs3;j. (6.8.383f)

標準光的スピノールの性質 (6.8.376b)を満たす ϵは

ϕ ¨ Γr4sϵ “ 14ϵ (6.8.384)

を満たす．これより

Γr1sϵ “ ´
1

7
ϕ ¨ Γr3sϵ, (6.8.385a)

Γr2sϵ “ ´
1

3
ϕ ¨ Γr2sϵ, (6.8.385b)

Γr3sϵ “ ϕ ¨ Γr1sϵ, (6.8.385c)

Γr4sϵ “ ϕϵ `
1

4
rϕ,Γr2ss1ϵ, (6.8.385d)

Γr5sϵ “ ϕ ^ Γr1sϵ, (6.8.385e)
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および

rϕ,Γr3ss1ϵ “ 6ϕ ^ Γr1sϵ, (6.8.386a)

rϕ,Γr3ss2ϵ “ 6rϕ,Γr1ss1ϵ, (6.8.386b)

rϕ,Γr4ss2ϵ “
8

3
ϕ ¨ Γr2sϵ, (6.8.386c)

ϕ ¨ Γr5sϵ “ ´ϕ ¨ Γr3sϵ (6.8.386d)

が得られる．

6.8.5.2 不変群

ϵを
Γ`ϵ “ 0, Γ9ϵ “ ϵ (6.8.387)

を満たす光的スピノールとする．このとき，無限小 Lorentz変換 ωab “

´ωbaに対して，ϵが不変となる条件

ωabΓ
abϵ “ 0 (6.8.388)

は，
`

ω`´ ´ ω9iΓ
i ` ω̂ ¨ Γr2s ` Γ´pω´9 ` ω´iΓ

iq
˘

ϵ “ 0. (6.8.389)

ここで，ω̂ “ pωijq,Γr2s “ pΓijq．これに Γ`をかけることにより，

pω´9 ` ω´iq ϵ “ 0, (6.8.390a)
`

ω`´ ´ ω9iΓ
i ` ω̂ ¨ Γr2

˘

ϵ “ 0. (6.8.390b)

さらに，Γ9をかけることにより，

ω´9 “ 0, (6.8.391a)

ω´iΓ
iϵ “ 0 ñ ω´i “ 0, (6.8.391b)

ω9i “ 0, (6.8.391c)

および
`

ω`´ ` ω̂ ¨ Γr2s

˘

ϵ “ 0 (6.8.392)

を得る．この最後の式より，
`

pω`´q2 ´ pω̂ ¨ Γr2sq
2
˘

ϵ “ 0. (6.8.393)
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ところが，pΓaq: “ Γaとなる表示で

0 ď ϵ:ω̂ ¨ Γ:

r2s
ω̂ ¨ Γr2sϵ “ ´ϵ:pω̂ ¨ Γr2sq

2ϵ. (6.8.394)

よって，

ω`´ “ 0, (6.8.395a)

ω̂ ¨ Γr2sϵ “ 0. (6.8.395b)

ここで，(6.8.385)より，

ω̂ ¨ Γr2sϵ “ ω̂7 ¨ Γr2sϵ (6.8.396)

また，

pω̂7 ¨ Γr2sq
2ϵ “ 4ω̂7 ¨ pω̂7 ¨ Γr4sqϵ

“ 4ω̂7 ¨ pω̂7 ¨ ϕqϵ ` ω̂7 ¨ pω̂7 ¨ rϕ,Γr2ss1qϵ. (6.8.397)

かつ，

ω̂7 ¨ pω̂7 ¨ ϕq “ ´3ω̂7 ¨ ω̂7, (6.8.398a)

ω̂7 ¨ pω̂7 ¨ rϕ,Γr2ss1qϵ “ 2ωj1j2pω̂7 ¨ ϕqkj1Γ
kj2 “ ´6ω̂7

j1j2
ω̂7
k
j1Γkj2 “ 0.(6.8.398b)

よって，ω̂7 “ 0．
以上より，標準光的スピノールを不変にする無限小 Lorentz変換は

ω`´ “ ω´9 “ ω´i “ ω9i “ ω̂7
ij “ 0. (6.8.399)

ω`9, ω`iは任意．

Spinp7q 次に、ω̂21 の生成する変換群 Gが Spinp7qとなることを示す．
まず，

ω̂7 “ 0 ô ϕ ¨ ω “ ω (6.8.400)

に注意すると，ω̂7 “ 0となる条件は，

ω18 “ ´ω27 ` ω36 ` ω45, (6.8.401a)

ω28 “ ω17 ` ω35 ´ ω46, (6.8.401b)

ω38 “ ´ω16 ´ ω25 ´ ω47, (6.8.401c)

ω48 “ ´ω15 ` ω26 ` ω37, (6.8.401d)

ω58 “ ω14 ` ω23 ´ ω67, (6.8.401e)

ω68 “ ω13 ´ ω24 ` ω57, (6.8.401f)

ω78 “ ´ω12 ´ ω34 ´ ω56. (6.8.401g)
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これより，

pEabqij “ δaiδbj, (6.8.402)

Mab “ Eab ´ Eba, (6.8.403)

hj “ ´iM2j´1 2j pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , 4q, (6.8.404)

Ejϵkη “
1

2
tϵM2j´1 2k´1 ´ ηM2j 2k ` i pM2j 2k´1 ` ϵηM2j´1 2kqu(6.8.405)

とおくと (ϵ, η “ ˘1)，Gの Lie代数は

h̃j “ hj ´ h4 pj “ 1, 2, 3q, (6.8.406a)

Aj˘ “ Ek˘,l¯ pϵjkl “ 1q, (6.8.406b)

Bj˘ “ ˘
?

2iEj˘4¯
, (6.8.406c)

Cj˘ “ Ek˘l˘ ¯ ipEk¯4˘
` Ek¯4¯

q (6.8.406d)

で生成される．
これらの交換関係より，

h1
1 “ h̃1 `

1

2
B1` `

1

4
B2` `

1

4
B3`, (6.8.407a)

h1
2 “ h̃2 `

1

4
B1` `

1

2
B2` `

1

4
B3`, (6.8.407b)

h1
3 “ h̃3 `

1

4
B1` `

1

4
B2` `

1

2
B3` (6.8.407c)

は可換で，Cartan部分代数H となることが分かる．また，対応するWeyl
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基底は

W p2, 1, 1q “ B1`, (6.8.408a)

W p1, 2, 1q “ B2`, (6.8.408b)

W p1, 1, 0q “ ´

?
2

2
B3´ ` C3`, (6.8.408c)

W p1, 0,´1q “ 4A2´ ` B1`, (6.8.408d)

W p1, 1, 2q “ B3`, (6.8.408e)

W p1, 0, 1q “ ´

?
2

2
B2´ ` C2`, (6.8.408f)

W p0, 1,´1q “ 4A1` ` B2`, (6.8.408g)

W p1,´1, 0q “ 4A3` ` B1`, (6.8.408h)

W p0, 1, 1q “ ´

?
2

2
B1´ ` C1`, (6.8.408i)

W p0,´1,´1q “ ´2B1` `

?
2

2
pB2´ ´ B3´q ` 2

?
2C1` ´ C2` ` C3`,(6.8.408j)

W p´1, 1, 0q “ 4A3´ ` B2`, (6.8.408k)

W p0,´1, 1q “ 4A1´ ` B3`, (6.8.408l)

W p´1, 0,´1q “ B1´ ` 2
?

2B2` ´ B3´ ´
?

2C1` ´ 4C2´ `
?

2C3`,(6.8.408m)

W p´1,´1,´2q “ ´4h1
3 ´ 4A1` ´ 4A2´ ` B3` ` 8B3´, (6.8.408n)

W p´1, 0, 1q “ 4A2` ` B3`, (6.8.408o)

W p´1,´1, 0q “ ´
1

4
pB1´ ´ B2´q ´

?
2

2
B3` `

?
2

4
p´C1` ` C2`q ` C3´,(6.8.408p)

W p´1,´2,´1q “ ´4h1
2 ´ 4A1´ ´ 4A3` ` B2` ` 8B2´, (6.8.408q)

W p´2,´1,´1q “ ´4h1
1 ´ 4A2` ´ 4A3´ ` B1` ` 8B1´. (6.8.408r)

さらに，

α1 “ W p0, 1,´1q, α2 “ W p1,´1, 0q, α3 “ W p0, 1, 1q (6.8.409)
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とおくと，

W p2, 1, 1q “ α1 ` 2α2 ` 2α3, (6.8.410a)

W p1, 2, 1q “ α1 ` α2 ` 2α3, (6.8.410b)

W p1, 1, 0q “ α1 ` α2 ` α3, (6.8.410c)

W p1, 0,´1q “ α1 ` α2, (6.8.410d)

W p1, 1, 2q “ α2 ` 2α3, (6.8.410e)

W p1, 0, 1q “ α2 ` α3, (6.8.410f)

W p0, 1,´1q “ α1, (6.8.410g)

W p1,´1, 0q “ α2, (6.8.410h)

W p0, 1, 1q “ α3 (6.8.410i)

より，α1, α2, α3がルートの基本系となる．
Cartan部分代数H のCartan計量は，x1h1

1 ` x2h
1
2 ` x3h

1
3に対して，

2px21 ` x22 ` x23 ` x1x2 ` x2x3 ` x3x1q (6.8.411)

に比例する．これより，

pα1, α1q “ pα2, α2q “ 2, pα3, α3q “ 1, (6.8.412a)

pα1, α2q “ pα2, α3q “ ´1, pα1, α3q “ 0. (6.8.412b)

よって，Gの Lie代数は sop7qに同型．
最後に，表現G Ă SOp8qのウェイト系は

p1, 1, 1q “
1

2
pα1 ` 2α2 ` 3α3q, (6.8.413)

p1, 0, 0q “
1

2
pα1 ` 2α2 ` α3q, (6.8.414)

p0, 1, 0q “
1

2
pα1 ` α3q, (6.8.415)

p0, 0, 1q “
1

2
p´α1 ` α3q (6.8.416)

およびこれらの´1倍となるので，G▷C8は Spinp7qのスピノール表現 8s
と一致する．
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6.8.5.3 双対関係式

11Dでの双対と 8Dでの双対に関して

˚pθ`´9 ^ ω̂pq “ p´1qp ˚8ω̂p, (6.8.417a)

˚pθ`´ ^ ω̂pq “ θ9 ^ ˚8ω̂p, (6.8.417b)

˚pθ`9 ^ ω̂pq “ ´θ` ^ ˚8ω̂p, (6.8.417c)

˚pθ´9 ^ ω̂pq “ θ´ ^ ˚8ω̂p, (6.8.417d)

˚pθ` ^ ω̂pq “ p´1qp θ`9 ^ ˚8ω̂p, (6.8.417e)

˚pθ´ ^ ω̂pq “ p´1qp`1 θ`9 ^ ˚8ω̂p, (6.8.417f)

˚pθ9 ^ ω̂pq “ p´1qp θ`´ ^ ˚8ω̂p. (6.8.417g)

8Dでの双対に関して，

rϕ, αps1 “ p´1qprϕ, ˚8αps5´p, ˚rϕ, αps1 “ rϕ, αpsp´1,(6.8.418a)

rϕ, αps2 “ rϕ, ˚8αps6´p. (6.8.418b)

6.8.5.4 Spinp7q分解

1形式 α1（8s）は既約で，

ϕ ¨ pϕ ¨ α1q “ ´7α1. (6.8.419)

２形式 α2は可約で

r8s,8ss “ 7 ` 21; (6.8.420a)

α7
2 “

1

4
pα2 ´ ϕ ¨ α2q , α21

2 “
3

4

ˆ

α2 `
1

3
ϕ ¨ α2

˙

,(6.8.420b)

α2 “ α21
2 ` α7

2 , ϕ ¨ α2 “ α21
2 ´ 3α7

2 . (6.8.420c)

特に，
ϕ ¨ pϕ ¨ α2q “ 3α2 ´ 2ϕ ¨ α2. (6.8.421)

これと関係式
rϕ, ϕ ¨ α2s1 “ ´3rϕ, α2s1 (6.8.422)

より，

rϕ, α21
2 s1 “ 0, (6.8.423a)

α7 “ ´
1

24
rϕ, rϕ, αs1s3. (6.8.423b)
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３形式 α3も可約で

r8s,8s,8ss “ 8 ` 48; (6.8.424a)

α8
3 “

1

7
pα3 ´ rϕ, α3s2q , α48

3 “
6

7

ˆ

α3 `
1

6
rϕ, α3s2

˙

,(6.8.424b)

α3 “ α48
3 ` α8

3 , rϕ, α3s2 “ α48
3 ´ 6α8

3 , (6.8.424c)

ϕ ¨ α3 “ ϕ ¨ α8
3 , ϕ ¨ pϕ ¨ α3q “ ´7α8

3 . (6.8.424d)

これらのうち，α8
3 は，

V “ ϕ ¨ α8
3 (6.8.425)

とおくとき，次の関係式を満たす：

α8
3 “ ´

1

7
V ¨ ϕ, (6.8.426a)

rϕi, α
8
3 s1 “

6

7

`

´θpi ^ ϕjq ` δijϕ
˘

V j, (6.8.426b)

rϕ, α8
3 s1 “ ´

6

7
ϕ ^ V, (6.8.426c)

rϕ, Iiα
8
3 s1 “

6

7
θri ^ ϕjsV

j. (6.8.426d)

４形式 α4も可約

r8s,8s,8s,8ss “ 1 ` 7 ` 27 ` 35; (6.8.427)

α4 “ α1
4 ` α7

4 ` α27
4 ` α35

4 , (6.8.428)

(6.8.429)

で

α1
4 “

1

14
pϕ ¨ α4qϕ, (6.8.430a)

α7
4 “ ´

1

32
rϕ, rϕ, α4s3s1

“ ´
1

8
p1 ` ˚8qα4 `

1

8
ϕpϕ ¨ α4q `

1

8
rϕ, α4s2 ´

1

16
rϕ, rϕ, α4s3s1,(6.8.430b)

α27
4 “

3

7
ϕpϕ ¨ α4q ´

3

32
rϕ, rϕ, α4s3s1 `

1

2
rϕ, α4s2

“
5

8
p1 ` ˚8qα4 ´

11

56
ϕpϕ ¨ α4q ´

1

8
rϕ, α4s2 `

1

16
rϕ, rϕ, α4s3s1,(6.8.430c)

α35
4 “

1

2
p1 ´ ˚8qα4. (6.8.430d)
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これらは次の関係式を満たす．

α1
4 ` α7

4 ` α27
4 “

1

2
p1 ` ˚8qα4, (6.8.431a)

p1 ` ˚8qα4 “ ϕpϕ ¨ α4q ` rϕ, α4s2 ´
1

4
rϕ, rϕ, α4s3s1.(6.8.431b)

射影作用素 ϕ ¨ α4 “ ϕ ¨ α1
4 ; ϕ ¨ α7 “ ϕ ¨ α27 “ ϕ ¨ α35 “ 0,(6.8.432a)

rϕ, α4s3 “ rϕ, α7
4 s3; rϕ, α1

4 s3 “ rϕ, α27
4 s3 “ rϕ, α35

4 s3 “ 0,(6.8.432b)

rϕ, α4s2 “ ´12α1
4 ´ 6α7

4 ` 2α27
4 , (6.8.432c)

rϕ, α4sk “ ˚8rϕ, α4s4´k, (6.8.432d)

ϕ ¨ rϕ, α4s3 “ ´3rϕ, α4s3, (6.8.432e)

rϕ, rϕ, α4s2s3 “ ´6rϕ, α4s3, (6.8.432f)

(6.8.432g)

2rϕi, α4sk “ p´1qkIirϕ, α4sk ´ θi ^ rϕ, α4sk`1 for ˚8α4 “ α4,(6.8.433a)

2rϕ, I iα4sk “ Iirϕ, α4sk ` p´1qkθi ^ rϕ, α4sk`1 for ˚8α4 “ α4,(6.8.433b)

ϕi ¨ p1 ` ˚8qα4 “ ´Iirϕ, α
7
4 s3 ´ pϕ ¨ α1

4qθi, (6.8.433c)

ϕ ¨ Iip1 ` ˚8qα4 “ Iirϕ, α
7
4 s3 ´ pϕ ¨ α1

4qθi, (6.8.433d)

ϕjpϕj ¨ Iiα4q “ ´Iiα4 ` rϕ, Iiα4s2, (6.8.433e)

ϕri ¨ pIjsα4q “ ϕri ¨ pIjsα
7
4q, (6.8.433f)

rϕi, ϕs2 “ ´6ϕi, (6.8.433g)

rϕi, α
7
4 s2 “ ´3Iiα

7
4 ´ 1

2
θi ^ rϕ, α7

4 s3, (6.8.433h)

rϕ, Iiα
7
4 s2 “ ´3Iiα

7
4 ` 1

2
θi ^ rϕ, α7

4 s3, (6.8.433i)

rϕi, α
27
4 s2 “ rϕ, Iiα

27
4 s2 “ Iiα

27
4 , (6.8.433j)

ϕi ¨ rϕ, Ijα4s2 “ ´6ϕi ¨ Ijα4, (6.8.433k)

rϕi, α4sk “ p´1qk ˚8rϕi, ˚8α4s3´k. (6.8.433l)
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6.8.6 超対称解の分類 II. 光的Killing(GGP形式)

Ref: Gauntlett JP, Gutowski JB, Pakis S(2003) JHEP0312:049

6.8.6.1 光的基底

ds2 “ 2θ`θ´ `

9
ÿ

I“1

pθIq2, (6.8.434)

θ˘pe˘q “ 1, θ˘pe¯q “ θ˘peIq “ θIpe˘q “ 0, θIpeJq “ δIJ ,(6.8.435)

e´ “ K˚, θ` “ K˚. (6.8.436)

向き付けは

ϵ`´12¨¨¨89 “ ´1, ϵ`´12¨¨¨89 “ 1, (6.8.437)

Vol “ θ´`12¨¨¨89. (6.8.438)

6.8.6.2 代数的関係式

K2 “ Ω2 “ 0, (6.8.439a)

ΩM
PΩPN “ ´KMKN , (6.8.439b)

IMΣ ¨ INΣ “ 14KMKN , (6.8.439c)

IKΩ “ 0, (6.8.439d)

IKΣ “
1

2
Ω ^ Ω, (6.8.439e)

pIK ˚ΣqM1¨¨¨M5 “ Ω̂rM1

PΣM2¨¨¨M5sP , (6.8.439f)

K ^ Ω ^ Ω ^ Ω “ 0. (6.8.439g)

IKΩ “ 0より
Ω “ θ` ^ α ` β. (6.8.440)

ここで，α, βは θI のみで書かれる１形式および２形式．このとき，

ΩM
PΩPN “ ´KMKNα

2 ` 2KpMpα ¨ βqNq ` βM
PβPN (6.8.441)
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となるので，上記の代数的関係式より，

α ¨ α “ 1, (6.8.442a)

α ¨ β “ 0, (6.8.442b)

βM
PβPN “ 0. (6.8.442c)

よって，β “ 0で，θI を適当に選べば，

Ω “ θ` ^ θ9. (6.8.443)

これより，
Ω ^ Ω “ 0. (6.8.444)

したがって，IKΣ “ 0となるので，Ωと同様にして，

Σ “ θ` ^ ϕ. (6.8.445)

6.8.6.3 接続係数と F の決定:

i) dK˚よりの情報： まず，(6.8.365b)

dθ` “
2

3
IΩF `

1

3
IΣ ˚F, (6.8.446)

において，(6.8.443)より

IΩF “ I9IKF “
1

2
F´9ijθ

ij ` F`´9iθ
`i. (6.8.447)

(6.8.445)より，

IΣ ˚F “ ˚pΣ ^ F q

“
1

2
F´9ij ˚pθ`´9ij ^ ϕq ´

1

3!
F´ijk ˚pθ`´ijk ^ ϕq

`
1

3!
F9ijk ˚pθ`9ijk ^ ϕq `

1

4!
Fijkl ˚pθ`ijkl ^ ϕq. (6.8.448)

ここで，

˚pθ`´9ij ^ ϕq “
1

2
p ˚8ϕqijklθ

kl “
1

2
ϕijklθ

kl, (6.8.449a)

˚pθ`´ijk ^ ϕq “ p ˚8ϕqijklθ
l9 “ ϕijklθ

l9, (6.8.449b)

˚pθ`9ijk ^ ϕq “ p ˚8ϕqijklθ
`l “ ϕijklθ

`l, (6.8.449c)

˚pθ`ijkl ^ ϕq “ p ˚8ϕqijklθ`9 “ ϕijklθ`9. (6.8.449d)
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よって，

IΣ ˚F “
1

4
F´9ijϕ

ij
klθ

kl ´
1

3!
F´ijkϕ

ijk
l θl9

`
1

3!
F9ijkϕ

ijk
l θ`l `

1

4!
Fijklϕ

ijklθ`9. (6.8.450)

以上より，

dθ` “ F 21
´9 `

1

3
F 7

´9 ´

ˆ

2

3
F 8

`´9 `
1

3
F 8
9 ¨ ϕ

˙

^ θ` ´
1

3
F 8

´ ¨ ϕ ^ θ9.(6.8.451)

ii) Killing方程式よりの情報： (6.8.365b)と

∇µθ
` “ ω`´µθ

` ´ ω´9µθ
9 ´ ω´iµθ

i (6.8.452)

より，
ω´pαβq “ 0. (6.8.453)

iii) dΩよりの情報： 次に，

IKF “ dΩ “ dθ` ^ θ9 ´ θ` ^ dθ9 (6.8.454)

より，

θ` ^ dθ9 “ ´
2

3
F 7

´9 ´ F´ `
1

3

`

F 8
`´9 ´ F 8

9 ¨ ϕ
˘

^ θ`9 ` F`´ ^ θ`

“ `ω9
´θ

`´ ` ω9
iθ

`i. (6.8.455)

これより，
F´ “ 0, F 7

´9 “ 0. (6.8.456)

および

ω9´9 “ 0, ω9´i “ ω9i´ “ 0,

ω9i9 “
1

3

`

F`´i9 ` pF 8
9 ¨ ϕqi

˘

, (6.8.457)

ω9rijs “
1

2
F`´ij (6.8.458)

を得る．
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これらと，(6.8.451)，(6.8.453)より，

ω`´´ “ ω´i´ “ ω´9´ “ ω´i9 “ 0, (6.8.459a)

ω`´9 “ ω´9` “ ´
1

3!
F 1 ¨ ϕ, (6.8.459b)

ω`´i “ ω´i` “
1

3

ˆ

F`´i9 ´
1

2
pF 8

9 ¨ ϕqi

˙

, (6.8.459c)

ω´ij “
1

2
F 21

´9ij. (6.8.459d)

iv) ∇Ωよりの情報 (6.8.366a)

∇XΩ “
1

6
X ^ F ¨ Σ `

1

3
pIXF q ¨ Σ

´
1

6
rIXΣ, F s3 `

1

3
IXIKF, (6.8.460)

において，

F ¨ Σ “ pϕ ¨ F 1qθ` ` F 1
´ ¨ ϕ, (6.8.461a)

pIXF q ¨ Σ “ ´θ` ^ ppIXF q ¨ ϕq ` pIKIXF q ¨ ϕ, (6.8.461b)

rIXΣ, F s3 “ X`rϕ, F s3 ` θ` ^ pIXϕ ¨ F q ´ rIXϕ, IKF s2.(6.8.461c)

よって，

∇`Ω “ ´
1

6
pϕ ¨ F 1qθ`´ ´

1

2
θ` ^ pF 8

` ¨ ϕq `
1

3
F 8

`´9 ^ θ9 `
1

6
pF 8 ¨ ϕq ^ θ9

´
4

3
F 7

`´ ´
1

6
rϕ, F̂ s3, (6.8.462a)

∇´Ω “ 0, (6.8.462b)

∇9Ω “ “ ´
1

6
pϕ ¨ F 1qθ`9 `

1

3
θ` ^ pF 8

`´9 ´ F 8
9 ¨ ϕq, (6.8.462c)

∇iΩ “

ˆ

1

6
pϕ ¨ F 8

9 qi ´
1

3
F 8

`´9i

˙

θ`9 `

ˆ

1

6
pF´9 ¨ ϕqij `

1

3
F´9ij

˙

θj9 ´
1

6
pF 1 ¨ ϕqθ`i

`

ˆ

1

3
pIiF ¨ Ijϕq `

1

6
pIjF ¨ Iiϕq `

1

6
pϕ ¨ F`´qij `

1

3
F`´ij

˙

θ`j. (6.8.462d)

これと

∇Ω “ ∇θ` ^ θ9 ` θ` ^ ∇θ9

“ ω´9θ
`´ ` ω`´θ

`9 ´ ω9iθ
`i ´ ω´iθ

i9 (6.8.463)
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を比較して，新たな情報として制限

F 7
`´ “ ´

1

8
rϕ, F̂ s3, (6.8.464)

および

ω´i` “
1

3
F`´i9 `

1

6
pF 8

9 ¨ ϕqi, (6.8.465a)

ω9ij “
1

6
ϕ ¨ F 1δij ´

1

2
IpiFIjqϕ `

1

2
F`´ij (6.8.465b)

を得る．

v) ∇Σよりの情報 ˚Σが

˚Σ “ θ` ^ θ9 ^ ϕ (6.8.466)

で与えられる．また，∇Σは接続形式を用いて

∇XΣ “ θ`´ ^ ω´ipXqϕi ` θ`9 ^ ω9ipXqϕi

`θ` ^
`

ω`´pXqϕ ` ωijpXqθi ^ ϕj
˘

`θ9 ^ ω9´pXqϕ ´ ω´iθ
i ^ ϕ (6.8.467)

と表される．
まず，

∇´Σ “
1

6
θ` ^ rϕ, F̂´9s1 (6.8.468)

および
rϕ, F̂´9s1 “ rϕ, F̂ 7

´9s1 “ 0 (6.8.469)

より，
ω̂7

´ “ 0. (6.8.470)
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次に，

∇`Σ “ θ`´9 ^

ˆ

4

3
F̂ 7

`´ `
1

6
rϕ, F̂ 7s3

˙

`θ`´ ^

ˆ

´
1

3
ϕ ¨ F̂`´9 `

7

6
F̂ 8
9

˙

´
7

2
θ`9 ^ F̂ 8

`

`
1

2
θ` ^ rϕ, F̂ 7

`9s1

`θ9 ^

ˆ

´
1

3
rϕ, F̂ 7

`´s1 `
1

6
p1 ` ˚8qF̂ ´

1

6
rϕ, F̂ s2

˙

`
1

3
ϕ ^ F̂`´9 ´

1

6
˚8F̂9 ´

1

6
rϕ, F̂9s1 (6.8.471)

より，

ω̂7
` “

1

2
F̂ 7

`9 (6.8.472)

が得られる．
次に，

∇9Σ “ ´θ`9 ^

ˆ

7

3
F̂ 8
9 `

1

3
ϕ ¨ F̂`´9

˙

`
1

3
θ9 ^ rϕ, F̂ 7

´9s1

`
1

6
θ` ^

´

´rϕ, F̂ 7
`´s1 ´ p1 ` ˚8qF̂ ` rϕ, F̂ s2

¯

(6.8.473)

より，

ω̂7
9 “ ´

1

6
F̂ 7

`´ `
1

24
rϕ, F̂ 7s3 (6.8.474)

が得られる．
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最後に，

∇iΣ “ θ`´ ^

ˆ

2

3
θi ^ F̂ 7

´9 ´
1

3
rϕ, F̂´9is1 ´

1

6
rϕi, F̂´9s1

˙

`θ`9 ^

ˆ

`
1

6
θi ^ F̂`´ ´

1

3
ϕjF̂`´ij ´

1

6
rϕi, F̂`´s1 ´

1

6
θi ^ ϕ ¨ F̂`´

´
1

3
F̂i ´

1

6
˚8pθ

i ^ F̂ q `
1

3
rϕ, F̂is2 ´

1

6
rϕi, F̂ s2 ´

1

6
θi ^ rϕ, F̂ s3

˙

`θ` ^

ˆ

´
1

3
F`´9iϕ `

1

6
ϕi ^ F̂`´9 `

1

6
θi ^ ϕ ¨ F̂`´9

`
1

6
p1 ` ˚8qθ

i ^ F̂9 ´
1

6
θi ^ rϕ, F̂9s2 ´

1

3
rϕ, F̂9is1 ´

1

6
rϕi, F̂9s1

˙

´
1

6
˚8pθ

i ^ F̂´9q `
1

3
F̂´9i ^ ϕ ´

1

6
ϕi ^ F̂´9 ´

1

6
θi ^ rϕ, F̂´9s1(6.8.475)

より，

ω̂7
i “ p1 ´ ϕ¨q

ˆ

1

24
θi ^ F̂`´9 `

1

84
θi ^ ϕ ¨ F̂ 8

9 ´
1

8
F̂ 48
9i

˙

(6.8.476)

が得られる．これはGGPの結果

ω̂7
i “ p1 ´ ϕ¨q

1

24
θi ^ F̂`´9 ´

1

24

´

θi ^ ϕ ¨ F̂9 ´ rϕi, F̂9s2

¯

´
1

12
p1 ´ ϕ¨qF9i

(6.8.477)

と一致することを示すことができる．また，

ω̂7 :“
1

3
ω7
i ^ θi “

1

24
ϕ ¨ F̂`´9 ´

1

12
F̂9 (6.8.478)

が成り立つ．

まとめ 以上の結果は次のようにまとめられる：

I) F への制限

F̂´ “ 0, F̂ 7
´9 “ 0, F̂ 7

`´ “ ´
1

8
rϕ, F̂ 7s3. (6.8.479)
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II) ωと F の関係

ω`´ “ ´
1

6
ϕ ¨ F̂ 1θ9 ´

1

3
F̂`´9 ´

1

6
ϕ ¨ F̂ 8

9 , (6.8.480a)

ω´9 “ ´
1

6
ϕ ¨ F̂ 1θ`, (6.8.480b)

ω´i “

ˆ

´
1

3
F`´9i `

1

6
ϕi ¨ F̂ 8

9

˙

θ` `
1

2
F̂ 21

´9i, (6.8.480c)

ω9i “ ´
1

2
ϕi ¨ F̂ 8

`θ
` ´

1

3

´

ϕi ¨ F̂ 8
9 ` F`´9i

¯

θ9

`
1

6
ϕ ¨ F̂ 1θi ´

1

2
F̂ 1`35

pi ¨ ϕjqθ
j `

1

2
F̂ 7`21

`´i , (6.8.480d)

ω̂7
´ “ 0, (6.8.480e)

ω̂7
` “

1

2
F̂ 7

`9, (6.8.480f)

ω̂7
9 “ ´

1

6
F̂ 7

`´ `
1

24
rϕ, F̂ 7s3 “ ´

1

2
F̂ 7

`´, (6.8.480g)

ω̂7
i “ p1 ´ ϕ¨q

ˆ

1

24
θi ^ F̂`´9 `

1

84
θi ^ ϕ ¨ F̂ 8

9 ´
1

8
F̂ 48
9i

˙

.(6.8.480h)

これより，ωabcは次の関係式を満たす：

ω´ab “ ´ω´ba, (6.8.481a)

ω7
´rijs “ 0, (6.8.481b)

ω´9i “ 0, (6.8.481c)

ω9i´ “ 0, (6.8.481d)

ω̂7
´ “ 0, (6.8.481e)

ω´9` “
1

4
ω9i

i, (6.8.481f)

ω7
ij9 “ ´ω7

9rijs, (6.8.481g)

ω9i9 ` 6ω`´i “ ´8ϕi ¨ ω̂7. (6.8.481h)

したがって，接続係数のうち

ω`9a, ω`ia, ω̂21
a (6.8.482)

は制限を受けない．
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また，F は ωabを用いて次のように表される：

F`´9i “ ´2ω`´i ´ ω9i9, (6.8.483a)

F`´ij “ 2ω9rijs, (6.8.483b)

F 7
`9ij “ 2ω7

ij`, (6.8.483c)

F 7
´9ij “ 0, (6.8.483d)

F 21
´9ij “ 2ω21

´ij, (6.8.483e)

F̂ 8
` “ ´

2

7
ϕ ¨ ω`9, (6.8.483f)

F̂´ “ 0, (6.8.483g)

F̂ 8
9 “ ´

2

7
ϕj pω9j9 ´ ω`´jq , (6.8.483h)

F 48
9ijk “ ´12

`

ω7
rijks

˘48
, (6.8.483i)

F̂ 1 “ ´
3

7
ω´9`ϕ, (6.8.483j)

F̂ 7 “
1

2
rϕ, ω̂7

9 s1, (6.8.483k)

F̂ 35 “
1

2
rϕ, ω̂35

9 s1. (6.8.483l)

F のうち
F̂ 21

`9 , F̂ 48
` , F̂ 27 (6.8.484)

は任意．

Killingスピノールの存在 (6.8.385)を用いると，(6.8.376b)を満たす ϵ

に対して，(6.8.479)および (6.8.480)が成り立てば，(6.8.357)は

dϵ “ 0 (6.8.485)

となる．

6.8.6.4 局所 pSpinp7q ˙ R8q ˆ R変換

一般に，光的基底の局所 Lorentz変換

e1
a “ ebΛ

b
a, θa “ Λa

bθ
1b (6.8.486)

に対して，接続形式は

ω1
ab “ ωcdΛ

c
aΛ

d
b ` pΛ´1dΛqab (6.8.487)
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と変換する．また，４形式フラックスは

F 1
abcd “ FefghΛ

e
aΛ

f
bΛ

g
cΛ

h
d. (6.8.488)

特に，標準光的スピノールの不変群G “ pSpinp7q ˙ R8q ˆ R Q pQ, p, αq

の作用は

e1
´ “ e´, (6.8.489a)

e1
` “ e` ´

1

2
pα2 ` p2qe´ ´ αe9 ´ piei, (6.8.489b)

e1
9 “ e9 ` αe´, (6.8.489c)

e1
i “ Qi

jpej ` pje´q. (6.8.489d)

対応する行列Λは，基底 pe´, e`, e9, eiqに関して（順序に注意）

Λ “

¨

˚

˚

˚

˝

1 ´
α2`p2

2
α pTQT

0 1 0 0

0 ´α 1 0

0 ´p 0 QT

˛

‹

‹

‹

‚

, (6.8.490a)

Λ´1 “

¨

˚

˚

˚

˝

1 ´
α2`p2

2
´α pT

0 1 0 0

0 α 1 0

0 Qp 0 Q

˛

‹

‹

‹

‚

, (6.8.490b)

ΛT “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

´
α2`p2

2
1 ´α ´pT

α 0 1 0

Qp 0 0 Q

˛

‹

‹

‹

‚

. (6.8.490c)

対応する群の積演算は

pQ1, p1, α1qpQ2, p2, α2q “ pQ2Q1, p1 ` QT
1 p2, α1 ` α2q. (6.8.491)
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これより，

Λ´1dΛ “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 dα pdpT qQT

0 0 0 0

0 ´dα 0 0

0 ´Qdp 0 QdQT

˛

‹

‹

‹

‚

, (6.8.492a)

ppΛ´1dΛqabq “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0

0 0 dα pdpT qQT

0 ´dα 0 0

0 ´Qdp 0 QdQT

˛

‹

‹

‹

‚

. (6.8.492b)

よって，

ω1
`´ “ ω`´ ` αω´9 ` pjω´j, (6.8.493a)

ω1
´9 “ ω´9, (6.8.493b)

ω1
´i “ Qi

jω´j, (6.8.493c)

ω1
9i “ Qi

j pω9i ` αω´j ´ pjω´9q , (6.8.493d)

ω17
ij “ Qi

kQj
l
`

ωkl ´ 2prkωls´
˘7
, (6.8.493e)

ω121
ij “ Qi

kQj
l
`

ωkl ´ 2prkωls´
˘21

` pQdQT q21ij , (6.8.493f)

ω1
`9 “ ω`9 ` αω`´ `

α2 ´ p2

2
ω´9 ` pjpαω´j ` ω9jq ` dα,(6.8.493g)

ω1
`i “ Qi

j
`

ω`j ´ αω9j ` ωjkp
k
˘

`

ˆ

pQpqip
j ´

α2 ` p2

2

˙

ω´j

`pQpqipω`´ ` αω´9q ` ppdpT qQT qi. (6.8.493h)
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ω`´, ω´9, ω9i, ω̂
7の成分の変換則は

ω1
`´9 “ ω1

´9` “ ω`´9 “ ω´9`, (6.8.494a)

ω1
`´i “ ω1

´i` “ Qi
j
`

ω`´j ´ ω´jkp
k
˘

, (6.8.494b)

ω1
´ij “ Qi

kQj
lω´kl, (6.8.494c)

ω1
9i` “ Qi

jrω9j` ` α´j` ´ αω9j9

´pω9jk ` αω´jkqpk ´ pjω´9`s, (6.8.494d)

ω1
9i9 “ Qi

jω9j9, (6.8.494e)

ω1
9ij “ Qi

kQj
lpω9kl ` αω´klq, (6.8.494f)

ω17
ij` “ Qi

kQj
lrωkl` ´ αωkl9 ´ 2prkωls´`

´pωklm ´ 2prkωls´mqpms7, (6.8.494g)

ω17
ij9 “ Qi

kQj
lω7
kl9, (6.8.494h)

ω17
ijk “ Qi

lQj
mQk

n
`

ωlmn ´ 2prlωms´n

˘7
. (6.8.494i)

6.8.6.5 ゲージ固定

Killingゲージ 最初に，G “ pSpinp7q ˙ R8q ˆ Rによる局所 Lorentz変
換により re´, eas “ 0となるゲージに常に移れることを示す．
まず，

re´, e`s “ pω´9` ´ ω`9´qe9 ` pω´i` ´ ω`i´qei (6.8.495)

において，

ω1
`9´ “ ω`9´ ` B´α, (6.8.496a)

ω1
`i´ “ Qi

j
␣

ω`j´ ` ω21
jk´p

k ` B´pj
(

(6.8.496b)

より，

ω1
`9´ ´ ω1

´9` “ ω`9´ ´ ω´9` ` B´α, (6.8.497a)

ω1
`i´ ´ ω1

´i` “ Qi
j
␣

ω`i´ ´ ω´i` ` pω21
jk´ ` ω21

´jkqpk ` B´pj
(

.(6.8.497b)

よって，常に
ω`9´ ´ ω´9` “ ω`i´ ´ ω´i` “ 0 (6.8.498)

となるゲージが取れ，そのとき re´, e`s “ 0．
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次に，
re´, e9s “ pω`9´ ´ ω`´9qe´ (6.8.499)

において，ω`´9 “ ω´9`より，上記のゲージ条件では右辺はゼロとなる
ので，re´, e9s “ 0．
最後に，同じゲージ条件のもとで

re´, eis “ ejpω
21
ji´ ` ω21

´jiq. (6.8.500)

ここで，

ω121
ji´ ` ω121

´ji “ Qi
kQj

l
“

ω21
kl´ ` ω21

´kl ´ pQTdQq21kl
‰

(6.8.501)

より，Qを適当に取ると，

ω21
ij´ ` ω21

´ij “ 0 (6.8.502)

とでき，このとき re´, eis “ 0．また，以上のゲージ条件下で残るゲージ
自由度は

B´α “ B´pi “ B´Q “ 0. (6.8.503)

以下，K “ e´ “ Bvとなる座標系を取る．このとき，

Bve` “ Bve9 “ Bvei “ 0. (6.8.504)

GGPゲージ 次に，残留ゲージ自由度を適当に選べば te9, e`, e´uが包
合系となることを示す．まず，上記のゲージ条件下で

re`, e9s “ 2ω´9`e` ` ω`99e9 ` ω`9`e´ ` pω`i9 ´ ω9i`qei. (6.8.505)

ここで

ω1
`i9´ω1

9i` “ Qi
j
“

ω`i9´ω9i``pω9jk`ωjk9qpk`2ω`´9pj`B9pj
‰

. (6.8.506)

よって，残留ゲージ自由度を用いて，ある v “ const面上で re`, e9s ¨ei “ 0

とできる．このとき，K “ e´がKillingベクトルであることとゲージ条
件より，ĹKpre`, e9s ¨ eiq “ 0となるので，至る所 re`, e9s ¨ ei “ 0となる．
このとき，

B´x
I “ B`x

I “ B9x
I “ 0 (6.8.507)
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を満たす独立な関数 x1, ¨ ¨ ¨ , x8が局所的に存在する．さらに，te`, e´uも
包合系なので，これらの独立な関数 zで

B´z “ B`z “ 0 (6.8.508)

となるものが存在する．さらに，これに加えて

B´u “ 0, B´v “ 1 (6.8.509)

となる独立な関数 u, vを取ることができる．このとき，

e´ “ Bv, (6.8.510a)

e` “ α1Bv ` α2Bu, (6.8.510b)

e9 “ β1Bv ` β2Bu ` β3Bz, (6.8.510c)

ei “ γi1Bv ` γi2Bu ` γi3Bz ` eIi BI (6.8.510d)

となる．これより，これらの双対基底は

θ´ “ dv `
1

2
Fdu ` Bdz ` νIdx

I , (6.8.511a)

θ` “ L´1pdu ` Adz ` λIdx
Iq, (6.8.511b)

θ9 “ Cpdz ` σIdx
Iq, (6.8.511c)

θi “ θiIdx
I (6.8.511d)

となる．ここで，F , B, νI , L, A, λI , C, σI , θ
i
Iは vに依存しない関数．残る

座標変換の自由度は

x1I “ x1Ipxq, (6.8.512a)

z1 “ z1pz, xq, (6.8.512b)

u1 “ u1pu, z, xq, (6.8.512c)

v1 “ v ` fpu, z, xq. (6.8.512d)
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6.9 10次元 IIB型理論

Refereces

• Schwarz JH, West PC: PLB126, 301 (1983)

“Symmetries and transformation rules of chiral N “ 2, d “ 10

supergravity”

• Schwarz JH: NPB226, 269 (1983)

“Covariant field equations of chiral N “ 2, d “ 10 supergravity”

• Howe P, West PC: NPB238, 181 (1984)

“The complete N “ 2, d “ 10 supergravity”

6.9.1 基本公式

Γ行列:

ΓMΓN ` ΓNΓM “ 2ηMN , (6.9.1a)

Γ11 “ ˚Γr10s “ Γ0¨¨¨9; pΓ11q
2 “ 1, Γ11Γ

M “ ´ΓMΓ11,(6.9.1b)

˚Γr10´ks “ p´1qkpk`1q{2Γ11Γrks “ p´1qkpk´1q{2ΓrksΓ11. (6.9.1c)

6.9.2 Schwarz-Westの定式化

記号法についての注：

• Schwarzの論文（NPB226:269(1983))で用いられている記法では，計
量の符号と Levi-Civita記号の符号が我々のものと異なる．対応し
て，iΓM が ΓM として用いられている．

• Polchinskiの記法では，計量の符号は同じだがLevi-Civita記号の符
号（ないし体積要素の符号）が我々のものと異なる．

基本場:

• ボゾン
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– 計量: gMN

– スカラ場： V α
` “ pV α

´ q˚ (α “ 1, 2); ϵαβV
α

´V
β

` “ 1

– 複素 2-形式ゲージ場: Aα2 (α “ 1, 2); A2
2 “ pA1

2q˚

– 実 4-形式ゲージ場: A4

• フェルミオン

– 複素Weylスピノール: λ; Γ11λ “ ¯λ

– 複素Weylスピノールベクトル: ψM ; Γ11ψM “ ˘ψM

スカラ場 V α
˘ より作られる２次の行列は SUp1, 1qに属する：

V “
`

V α
´ V α

`

˘

P SUp1, 1q. (6.9.2)

誘導場：

QM “ ´iϵαβV
α

´ BMV
β

` , (6.9.3)

PM “ ´ϵαβV
α

` BMV
β

` , (6.9.4)

Fα
3 “ dAα2 , (6.9.5)

G3 “ ´ϵαβV
α

`F
β
3 , (6.9.6)

F̃5 “ dA4 `
iκ

16
ϵαβA

α
2 ^ F β

3 . (6.9.7)

SUp1, 1q ˆ Up1qlocal変換: V α
˘ に対する局所Up1q変換を

V α
˘ Ñ e˘iΣV α

˘ (6.9.8)

とすると，他の場は

QM Ñ QM ` BMΣ, PM Ñ e2iΣPM ,

F3 Ñ F3, G3 Ñ eiΣG3, F̃5 Ñ F̃5,

λ Ñ e3iΣ{2λ, ψM Ñ eiΣ{2ψM (6.9.9)

と変換する．これに対応して，Up1q電荷 qを持つ場に対する共変微分を

DM “ ∇M ´ iqQM (6.9.10)

により定義する．場の SUp1, 1qおよび Up1q変換は次の通り：

V α
˘ QM PM Fα

3 G3 F̃5 λ ψM
SUp1, 1q（次元） 2 1 1 2 1 1 1 1

Up1q電荷 q ˘1 0 2 0 1 0 3{2 1{2

527 目次へ



目次へ

場の方程式:

D ¨ P “ ´
κ2

4
G3 ¨ G3 ` O

`

ψ2
˘

, (6.9.11a)

D ¨ G3 “ P ¨ G˚
3 ´ 4iκG3 ¨ F̃5 ` O

`

ψ2
˘

, (6.9.11b)

˚F̃5 “ ˘F̃5, (6.9.11c)

ΓMDMλ “
iκ

240
{̃F 5λ ` O

`

ψ3
˘

, (6.9.11d)

ΓMNPDNψP “ ´
1

2
{P ΓMλ˚ `

κ

48
{G˚

3 ΓMλ ` O
`

ψ3
˘

, (6.9.11e)

RMN ´
1

2
gMNR “ PMP

˚
N ` P ˚

MPN ´ gMNP ¨ P ˚ `
κ2

6
F̃MP1¨¨¨P4F̃N

P1¨¨¨P4

`
κ2

8

´

GM
PQG˚

NPQ ` G˚PQ
M GNPQ

¯

´
κ2

4
gMNG3 ¨ G˚

3 ` O
`

ψ2
˘

.(6.9.11f)

ここで，
{ωp “ ΓM1¨¨¨MpωM1¨¨¨Mp . (6.9.12)

ゲージ変換：

δAα2 “ dΛα
1 , (6.9.13a)

δA4 “ dΛ3 ´
iκ

16
ϵαβΛα

1 ^ F β
3 . (6.9.13b)

Fα
3 および F̃5はこのゲージ変換で不変．

超対称変換: ボーズ場の変換は

δeAM “ 2κIm pϵ̄ΓAψMq, (6.9.14a)

δV α
` “ ´iκV α

´ ϵ̄
˚λ, δV α

´ “ iκV α
` ϵ̄λ

˚, (6.9.14b)

δAαMN “ iV α
` ϵ̄

˚ΓMNλ
˚ ´ iV α

´ ϵ̄ΓMNλ

`4iV α
` ϵ̄ΓrMψ

˚
Ns ´ 4iV α

´ ϵ̄
˚ΓrMψNs, (6.9.14c)

δAMNPQ “ ´2Re
`

ϵ̄ΓrMNPψQs

˘

´
3iκ

8
ϵαβA

α
rMNδA

β
PQs

.(6.9.14d)
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フェルミ場の変換は

δλ “ ´
1

κ
ΓMϵ˚P̂M ´

1

24
ΓMNP ϵĜMNP , (6.9.15a)

δψM “
1

κ
DMϵ `

i

480
ΓP1¨¨¨P5ΓMϵF̂P1¨¨¨P5 ´

1

96

´

ΓM
NPQĜNPQ ´ 9ΓPQĜMPQ

¯

ϵ˚

´
7iκ

16

ˆ

ΓNλψ̄MΓNϵ˚ ´
1

1680
ΓP1¨¨¨P5λψ̄MΓP1¨¨¨P5ϵ˚

˙

`
iκ

32

„ˆ

9

4
ΓMΓP ` 3ΓPΓM

˙

ϵλ̄ΓPλ ´

ˆ

1

24
ΓMΓP1P2P3 `

1

6
ΓP1P2P3ΓM

˙

ϵλ̄ΓP1P2P3λ

`
1

960
ΓMΓP1¨¨¨P5ϵλ̄ΓP1¨¨¨P5λ

ȷ

. (6.9.15b)

ここで，

ĜMNP “ GMNP ` 3iκψ̄rMΓNP sλ ` 6iκψ̄˚
rMΓNψP s, (6.9.16a)

F̂MNPQR “ F̃MNPQR ` 5κψ̄rMΓNPQψRs ´
κ

16
λ̄ΓMNPQRλ.(6.9.16b)

ゼロフェルミ場： λ “ 0, ψM “ 0となる背景では，ゲージ条件

V “
1

a

1 ´ |w|2

˜

1 w

w˚ 1

¸

(6.9.17)

のもとで，場の方程式は

D ¨ P “ ´
κ2

4
G3 ¨ G3, (6.9.18a)

D ¨ G3 “ P ¨ G˚
3 ´ 4iκG3 ¨ F̃5, (6.9.18b)

RMN “ PMP
˚
N ` P ˚

MPN `
κ2

6
F̃MP1¨¨¨P4FN

P1¨¨¨P4

`
κ2

8

´

GM
PQG˚

NPQ ` G˚PQ
M GNPQ ´ gMNG3 ¨ G˚

3

¯

,(6.9.18c)

˚F̃5 “ ˘F̃5. (6.9.18d)
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ここで，

PM “
1

1 ´ |w|2
BMw, (6.9.19a)

QM “
1

1 ´ |w|2
Im pwBMw

˚q , (6.9.19b)

G3 “
1

a

1 ´ |w|2

´

F̃3 ´ wF̃ ˚
3

¯

; F 1
3 “ F̃3 “ dÃ2, (6.9.19c)

F̃5 “ dA4 ´
κ

8
Im

´

Ã2 ^ F̃ ˚
3

¯

. (6.9.19d)

また，超対称変換は，

δλ “ ´
1

κ
{P ϵ˚ ´

1

24
{G3 ϵ, (6.9.20a)

δψM “
1

κ
DMϵ `

i

480
{̃F 5 ΓMϵ ´

1

96

`

ΓM
NPQGNPQ ´ 9ΓPQGMPQ

˘

ϵ˚.(6.9.20b)

6.9.3 Polchinski記号法での表式

Schwarz-West記号法との対応 モジュライ変数 τ を

τ “
w ` i

1 ` iw
ô w “

τ ´ i

1 ´ iτ
(6.9.21)

により導入すると，

1 ´ |w|2 “
4τ2

|1 ´ iτ |2
(6.9.22)

より，
|w|2 ă 1 ô τ2 ą 0. (6.9.23)
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この τ を用いると，

V “
1

2τ2

˜

1 ` iτ˚ τ ´ i

τ˚ ` i 1 ´ iτ

¸˜

e´ipθ´5π{4q 0

0 eipθ´5π{4q

¸

,(6.9.24a)

PM “ e2iθ
´i

2τ2
Bµτ, (6.9.24b)

QM “ BMθ ´
1

2τ2
BMτ1, (6.9.24c)

κG3 Ñ
eiθ

?
τ2

pτH3 ´ F3q , (6.9.24d)

κF̃3 “
1

?
2

rp1 ´ iqH3 ` p1 ` iqF3s , (6.9.24e)

4κF̃5 Ñ F̃5, (6.9.24f)

κλ Ñ e3iθ{2λ, (6.9.24g)

κψM Ñ eiθ{2ψM , (6.9.24h)

ϵ Ñ eiθ{2ϵ. (6.9.24i)

ここで，

eiθ “ ´
1 ` i
?

2

|1 ´ iτ |

1 ´ iτ
. (6.9.25)

場の方程式: G3を

G3 :“ τH3 ´ F3, G̃3 “ τ
´1{2
2 G3. (6.9.26)

531 目次へ



目次へ

により定義すると，

lτ ` i
p∇τq2

τ2
“ ´

i

2
G3 ¨ G3, (6.9.27a)

∇ ¨ G3 “ ´
i∇τ
2τ2

pG3 ` G˚
3q ´ iF̃5 ¨ G3, (6.9.27b)

dG3 “ ´
i

2τ2
dτ ^ pG3 ´ G˚

3q, (6.9.27c)

dF̃5 “
i

2τ2
G3 ^ G˚

3 , (6.9.27d)

˚F̃5 “ ˘F̃5, (6.9.27e)

RMN “
1

4τ 22
p∇Mτ∇Nτ

˚ ` ∇Mτ
˚∇Nτq

`
1

8τ2

”

GMPQG
˚PQ
N ` G˚

MPQGN
PQ

ı

´
1

8τ2
G3 ¨ G˚

3 gMN

`
1

96
F̃MP1¨¨¨P4F̃N

P1¨¨¨P4 . (6.9.27f)

H3, F3および
τ “ C0 ` ie´Φ (6.9.28)

により定義されるC0,Φを用いると，

lΦ ´ e2Φp∇C0q2 ´
1

2
eΦ

“

pC0H3 ´ F3q
2 ´ e´2ΦH2

3

‰

“ 0, (6.9.29a)

∇pe2Φ∇C0q ´ eΦH3 ¨ pC0H3 ´ F3q “ 0, (6.9.29b)

∇ ¨ T

˜

H3

F3

¸

“ F̃5 ¨

˜

H3

F3

¸

; T “
1

τ2

˜

τ1 ´1

|τ |2 ´τ1

¸

, (6.9.29c)

F3 “ dC2, H3 “ dB2, (6.9.29d)

F̃5 “ dC4 ´
1

2
C2 ^ H3 `

1

2
B2 ^ F3, (6.9.29e)

˚F̃5 “ ˘F̃5, (6.9.29f)

RMN “
1

2
∇MΦ∇NΦ `

1

2
e2Φ∇MC0∇NC0

`
1

4

“

eΦpC0H ´ F qMPQpC0H ´ F qN
PQ ` e´ΦHMPQHN

PQ
‰

´
1

8

“

eΦpC0H3 ´ F3q ¨ pC0H3 ´ F3q ` e´ΦH3 ¨ H3

‰

gMN

`
1

96
F̃MP1¨¨¨P4F̃N

P1¨¨¨P4 . (6.9.29g)
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これらの方程式は SLp2,Rq変換

τ Ñ Λ ˝ τ “
aτ ` b

cτ ` d
, (6.9.30a)

˜

B2

´C2

¸

Ñ TΛ´1

˜

B2

´C2

¸

“

˜

d ´c

´b a

¸˜

B2

´C2

¸

, (6.9.30b)

C4 Ñ C4, (6.9.30c)

Λ “

˜

a b

c d

¸

P SLp2,Rq (6.9.30d)

に対して不変．
特に，B2 “ C2 “ 0のとき，場の方程式は次の方程式系に帰着される：

lΦ ´ e2Φp∇C0q
2 “ 0, (6.9.31a)

∇pe2Φ∇C0q “ 0, (6.9.31b)

˚F5 “ ˘F5, dF5 “ 0, (6.9.31c)

RMN “
1

2
e2Φ∇MC0∇NC0 `

1

2
∇MΦ∇NΦ `

1

96
F̃MP1¨¨¨P4F̃N

P1¨¨¨P4 .(6.9.31d)

ここで，F̃5は自己双対な奇数次の微分形式なので，常に

F̃5 ¨ F̃5 “ ˚F̃5 ¨ F̃5 “ 0. (6.9.32)

作用積分 (Einstein frame): Einsteinフレームでの Bosonic partの作
用積分は

2κ2SIIB “

ż

d10x p´gq1{2

„

R ´
∇τ̄ ¨ ∇τ
2pIm τq2

´
1

2
MijF

i
3 ¨ F j

3 ´
1

4
F̃5 ¨ F̃5

ȷ

˘
1

4

ż

C4 ^ F i
3 ^ F j

3 ϵij. (6.9.33)

ここで，

τ “ C0 ` ie´Φ, (6.9.34a)

F i
3 “ pH3, F3q “ pdB2, dC2q, (6.9.34b)

F̃5 “ F5 ´
1

2
C2 ^ H3 `

1

2
B2 ^ F3; F5 “ dC4 (6.9.34c)

pMijq “
1

Im τ

˜

|τ |2 ´Re τ

´Re τ 1

¸

. (6.9.34d)
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10次元体積要素を Ωとおくと，この作用積分は次のように書き直さ
れる：

2κ2SIIB “

ż

Ω

„

R ´
1

2
p∇Φq2 ´

1

2
e2Φp∇C0q

2

ȷ

´
1

2
eΦpC0 ˚H3 ´ ˚F3q ^ pC0H3 ´ F3q ´

1

2
e´Φ ˚H3 ^ H3

´
1

4
˚F̃5 ^ F̃5 ˘

1

2
C4 ^ H3 ^ F3

“

ż

Ω

„

R ´
∇τ ¨ ∇τ̄
2pIm τq2

ȷ

´
1

2Im τ
˚G3 ^ Ḡ3

´
1

4
˚F̃5 ^ F̃5 ˘

i

4Im τ
C4 ^ G3 ^ Ḡ3. (6.9.35)

作用積分 (String frame): Einstein frameでの計量 gMNと string frame

での計量 g̃MN とは
g̃MN “ eΦ{2gMN (6.9.36)

により結ばれる．この string frameでの計量を用いると，作用積分は次の
ように表される：

SIIB “ SNS ` SR ` SCS; (6.9.37a)

SNS “
1

2κ2

ż

dx10p´g̃q1{2e´2Φ

ˆ

R̃ ` 4p∇̃Φq2 ´
1

2
H3 ¨ H3

˙

,(6.9.37b)

SR “ ´
1

4κ2

ż

dx10p´g̃q1{2

ˆ

F1 ¨ F1 ` F̃3 ¨ F̃3 `
1

2
F̃5 ¨ F̃5

˙

,(6.9.37c)

SCS “ ˘
1

4κ2

ż

C4 ^ H3 ^ F3. (6.9.37d)

ここで，
F1 :“ dC0, F̃3 :“ F3 ´ C0 ^ H3. (6.9.38)

6.9.4 超対称性

超対称変換: Polchinski記号法のもとで，

˚F̃5 “ ˘F̃5, (6.9.39a)

Γ11λ “ ¯λ, (6.9.39b)

Γ11ψM “ ˘ψM (6.9.39c)
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に対して，

δλ “
i

2τ2
ΓMBMτ ϵ

˚ ´
1

24
{̃G3 ϵ, (6.9.40a)

δψM “ DMϵ `
i

16 ¨ 5!
{̃F 5 ΓMϵ ´

1

96

´

ΓM
NPQG̃NPQ ´ 9ΓPQG̃MPQ

¯

ϵ˚.(6.9.40b)

ここで，

DM “ ∇M ` i
1

4τ2
BMτ1, (6.9.41a)

∇M “ BM `
1

4
ωABMΓAB. (6.9.41b)

整合性条件： C2 “ B2 “ C0 “ Φ “ 0のとき，超対称変換は

δλ “ 0, (6.9.42a)

δψM “ ∇̃Mϵ. (6.9.42b)

ここで，

∇̃M “ ∇M `
i

16 ¨ 5!
{F 5 ΓM . (6.9.43)

この整合性条件は
r∇̃M , ∇̃N sϵ “ 0. (6.9.44)

ここで，

∇MΓN “ 0, (6.9.45)

r∇M ,∇N s “
1

4
RMNABΓAB (6.9.46)

より，

r∇̃M , ∇̃N s “
1

4
RMNABΓAB`

2i

16 ¨ 5!
∇rM {F 5 ΓNs ´

1

p16 ¨ 5!q2
r {F 5 ΓM , {F 5 ΓN s.

(6.9.47)

ここで，F5の自己双対性を考慮すると，右辺の第２項は

2i

16 ¨ 5!
∇rM {F 5 ΓNs “ ´

i

96
∇P1FP2P3P4MNΓP1¨¨¨P4p1 ˘ Γ11q. (6.9.48)

また，

r {F 5 ΓM , {F 5 ΓN s “ 2400FQ1¨¨¨Q4
PFQ1¨¨¨Q4rMΓPNsp1 ˘ Γ11q. (6.9.49)
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よって，

r∇̃M , ∇̃N s “
1

4
RMNABΓAB ´

i

96
∇P1FP2P3P4MNΓP1¨¨¨P4p1 ˘ Γ11q

´
1

64 ¨ 4!
FQ1¨¨¨Q4

PFQ1¨¨¨Q4rMΓPNsp1 ˘ Γ11q. (6.9.50)

6.9.5 厳密解

6.9.5.1 SOp4q ˆ SOp4q対称 1{2 BPS解

仮定

1. 時空と場が空間的 SOp4q ˆ SOp4q対称性をもつ．

2. C0 ` ieϕ “ i, Gr3s “ 0.

3. 1{2超対称性（正確には，Killingスピノールが後述する特別の形を
持つことを仮定）．

これらの仮定より，時空計量と Fr5sは

ds2 “ ds2pX4q ` eH`Gds2pS3q ` eH´Gds2pS̃3q， (6.9.51a)

Fr5s “ F ^ ΩpS3q ` F̃ ^ ΩpS̃3q. (6.9.51b)

ここで，H,GはX4上の関数，また，F と F̃ はX4上の互いに双対な閉
２形式：

F “ e3G ˚4F̃ , F̃ “ ´e´3G ˚4F, (6.9.52a)

F “ dB, F̃ “ dB̃. (6.9.52b)

Γ行列とスピノールの分解 10次元スピノールΓMを，４次元γ行列 γµ，
S3および S̃3上のγ行列である２組のPauli行列 σa, σ̃a，およびそれらの
独立な Pauli行列 σ̂aを用いて，

Γµ “ γµb1b1b1, Γa “ γ5bσab1bσ̂1, Γã “ γ5b1bσ̃abσ̂2 (6.9.53)

と表現する．ここで，
γ5 :“ ´iγ0γ1γ2γ3. (6.9.54)

このとき，
Γ11 “ γ5σ̂3 (6.9.55)

より，Killingスピノール ζに対するカイラリティ条件 Γ11ζ “ ˘ζは

γ5σ̂3ζ “ ˘ζ. (6.9.56)
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解の一般形
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6.10 10次元 IIA型理論

Refereces

• Campbell C, West PC: NPB243, 112 (1984)

“N “ 2 D “ 10 nonchiral supergravity and its spontaneous com-

pactification”

• Giani F, Pernici M: PRD 30, 325 (1984)

“N “ 2 supergravity in ten dimensions”

6.10.1 基本場

• ボーズ場

– NS場：gMN , Φ, Br2s

– R場： Cr1s, Cr3s

• フェルミ場

– Chiralityの異なるMajorana 1/2 場：λ, λ1

– Chiralityの異なるMajorana 3/2 場：ψM , ψ1
M

6.10.2 作用積分

Massive IIA理論 [338]のストリングフレームでのBosonic partの作用
積分は

SIIA,B “ SNS ` SR ` SCS; (6.10.1)

SNS “
1

2κ210

ż

d10xp´g̃q1{2e´2Φ

ˆ

R̃ ` 4p∇̃Φq2 ´
1

2
H3 ¨ H3

˙

,(6.10.2)

SR “ ´
1

4κ210

ż

d10xp´g̃q1{2
´

F̃2 ¨ F̃2 ` F̃4 ¨ F̃4 ` m2
0

¯

, (6.10.3)

SCS “ ´
1

4κ210

ż
ˆ

B2 ^ dC3 ^ dC3 ´
m0

3
B3

2 ^ dC3 `
m2

0

20
B5

2

˙

.(6.10.4)
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ここで，

H3 “ dB2, F̃2 “ dC1 ` m0B2, F̃4 “ dC3 ´ C1 ^ H3 ´
m0

2
B2 ^ B2.

(6.10.5)

Einsteinフレーム gMN へ移ると

g̃MN “ eΦ{2gMN (6.10.6)

より，

SNS “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2

ˆ

R ´
1

2
pBΦq2 ´

1

2
e´ΦH3 ¨ H3

˙

,(6.10.7a)

SR “ ´
1

4κ210

ż

d10xp´gq1{2

ˆ

´

e3Φ{2F̃2 ¨ F̃2 ` eΦ{2F̃4 ¨ F̃4 ` e5Φ{2m2
0

¯

. (6.10.7b)

6.10.3 場の方程式

Einsteinフレームでのディラトンおよびゲージ場の方程式は

lΦ `
1

2
e´Φ|H3|

2 ´
3

4
e3Φ{2|F̃2|2 ´

1

4
eΦ{2|F̃4|

2 ´
5m2

0

4
e5Φ{2 “ 0,

(6.10.8a)

dH3 “ 0, (6.10.8b)

dpe´Φ ˚H3q ´ eΦ{2F̃2 ^ ˚F̃4 `
1

2
F̃4 ^ F̃4 ` m0e

3Φ{2 ˚F̃2 “ 0,

(6.10.8c)

dF̃2 “ m0H3, (6.10.8d)

dpe3Φ{2 ˚F̃2q ´ eΦ{2H3 ^ ˚F̃4 “ 0, (6.10.8e)

dF̃4 ` H3 ^ F̃2 “ 0, (6.10.8f)

dpeΦ{2 ˚F̃4q ` H3 ^ F̃4 “ 0. (6.10.8g)
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また，

κ210TMN “
1

2
BMΦBNΦ ´

1

4
p∇Φq2gMN

`
1

4
e´Φ

`

HMPQHN
PQ ´ |H3|2gMN

˘

`e3Φ{2

ˆ

1

2
F̃MP F̃N

P ´
1

4
|F̃2|2gMN

˙

`eΦ{2

ˆ

1

12
F̃MPQRF̃N

PQR ´
1

4
|F̃4|2gMN

˙

´
m2

0

4
e5Φ{2gMN . (6.10.9)

よって，Einstein方程式は

RMN “
1

2
BMΦBNΦ

`e´Φ

ˆ

1

4
HMPQHN

PQ ´
1

8
|H3|2gMN

˙

`e3Φ{2

ˆ

1

2
F̃MP F̃N

P ´
1

16
|F̃2|2gMN

˙

`eΦ{2

ˆ

1

12
F̃MPQRF̃N

PQR ´
3

16
|F̃4|2gMN

˙

`
m2

0

16
e5Φ{2gMN . (6.10.10)

6.10.4 厳密解

6.10.4.1 超対称AdSコンパクト化

文献

• Lüst D, Tsimpis D 2005: JHEP0502:027

仮定 解が SOp3, 2q不変で，かつN=1 SUSY (i.e., 4kis)を仮定．この仮
定より，

• NS場

ds2 “ h´1{2pyqds2padS4q ` ds2pY6q, (6.10.11a)

Φ “ ϕpyq, (6.10.11b)

Br2s “
1

2
Bmnpyqdym ^ dyn. (6.10.11c)
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• RR場

Cr1s “ Ampyqdym, (6.10.12a)

F̃r4s “ fpyqΩpadS4q `
1

4!
Fmnpqpyqdym ^ dyn ^ dyp ^ dyq.(6.10.12b)

• Killingスピノール

ϵ “ pαθ`pxq b η`pyq ´ ᾱθ´pxq b η´pyqq`
`

βθ`pxq b η´pyq ´ β̄θ´pxq b η`pyq
˘

(6.10.13)

ここで，

∇µpadS4qθ` “ Wγµθ´, (6.10.14)

θ´ “ θ̄` (6.10.15)

また，
η´ “ η̄`, η:

`η` “ η:
´η´ “ 1. (6.10.16)

一般解 |α| ‰ |β|のとき，X4 “ E3,1 となるので，定義の修正により
α “ β．

• 自由データ

– SUp3q構造 Y6は SUp3q構造 pJ,Ωqをもつ：

Jm
pJp

n “ ´δnm, (6.10.17a)

iJm
nΩnpq “ Ωmpq, (6.10.17b)

Ω ^ J “ 0, (6.10.17c)

Ω ^ Ω̄ “
4i

3
J3. (6.10.17d)

これらは解の自由データで，Killingスピノール解を用いて

Jmn “ iη:
´γmnη´ “ ´iη:

`γmnη`, (6.10.18a)

Ωmnp “ η:
´γmnpη`, Ω̄mnp “ ´η:

`γmnpη´.(6.10.18b)

Ωは ISDである．

– パラメーター β “ α, ϕ, f, hは定数．
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– ２形式場 次の条件を満たす J に関する p1, 1q形式Gr2s：

JmnGmn “ 0, (6.10.19a)

dGr2s “
2e´ϕ{4

27

ˆ

27

5
m2

0e
2ϕ ´ f 2

˙

Re pΩq.(6.10.19b)

• 計量

ΛpadS4q “ ´6|W |2, (6.10.20)

W “ h´1{4

ˆ

α

|α|

˙´2ˆ

´
m0

2f
e5ϕ{4 `

i

6
feϕ{4

˙

. (6.10.21)

• フォーム場

Hr3s “
2m0

f
e7ϕ{4Re pΩq, (6.10.22a)

F̃r2s “
f

9
e´ϕ{2J ` Gr2s, (6.10.22b)

F̃r4s “ fΩpadS4q `
3m0

10
eϕJ ^ J. (6.10.22c)

• Torsion class

dJ “ ´
3

2
Im pW1Ω̄q ` W4 ^ J ` W3, (6.10.23a)

dΩ “ W1J
2 ` W2 ^ J ` W̄5 ^ Ω (6.10.23b)

とおくとき，

W1 “ ´
4i

9
feϕ{4, (6.10.24a)

W2 “ ´ie3ϕ{4F̃r2s, (6.10.24b)

W3 “ W4 “ W5 “ 0. (6.10.24c)

特徴

• J が（Weyl変換により）Y6の複素構造となる（可積分となる）こ
とはない．
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6.11 10次元 II型理論のDemocratic formulation

Reference

• Bergshoeff E, Kallosh R, Ortin T, Roest D, van Proeyen A: CQG17,

3359-82 ( 2001)[39]

New Formulations of D “ 10 Supersymmetry and D8-O8 Domain

Walls

• Grana M: PLC 433, 91-158 (2006) [209]

“Flux compactifications in string theory: A comprehensive review”

6.11.1 基本場

IIA :
!

gMN , Br2s, ϕ, C
p1q

M , C
p3q

MNP , C
p5q

M ¨¨¨P , C
p7q

M ¨¨¨P , C
p9q

M ¨¨¨P , ψM , λ
)

,

(6.11.1a)

IIB :
!

gMN , Br2s, ϕ, C
p0q

M , C
p2q

MNP , C
p4q

M ¨¨¨P , C
p6q

M ¨¨¨P , C
p8q

M ¨¨¨P , ψM , λ
)

(6.11.1b)

ここで，IIAに対しては ψM , λは右と左カイラリティの doublets，IIBに
対しては条件

Γ11ψM “ ψM , Γ11λ “ ´λ (6.11.2)

を満たす同じカイラリティの doublets.
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6.11.2 擬作用積分

S “
1

2κ210

ż

d10x
?

´g
”

e´2ϕ
´

Rpωpeqq ` 4dϕ ¨ dϕ ` 2dϕ ¨ χp1q

´
1

2
H ¨ H ´ H ¨ χp3q

´2ψ̄MΓMNP∇NψP ` 2λ̄ΓM∇Mλ ´ 4λ̄ΓMN∇MψN

¯

´
ÿ

nPS

ˆ

1

4
Gpnq ¨ Gpnq `

1

2
Gpnq ¨ Ψpnq

˙

ff

`quartic fermionic terms. (6.11.3)

ここで，

S “

#

p0, 2, ¨ ¨ ¨ , 10q; IIA

p1, 3, ¨ ¨ ¨ , 9q; IIB
(6.11.4)

また，

G “
ÿ

nPS

1

ℓn´1
s

Gpnq, C “
ÿ

nPS

1

ℓn´1
s

Cpn´1q (6.11.5)

として，

H “ dB, G “ dC ´
1

ℓ2s
dB ^C ` ℓsG

p0qeB{ℓ2s . (6.11.6)

(この定義は，IIBの標準的なものに対応．IIAの標準的なものとはBの符
号が異なる．) 各場の次元は，微分形式は成分でなく dx˚を含むとして，

rκ10 “ L4, rgMN s “ L0, rϕs “ L0,

rHr3ss “ L2, rBr2ss “ L2, rGrnss “ Ln´1, rCrnss “ Ln,(6.11.7)

rλs “ rΨM s “ L´1{2. (6.11.8)

さらに，

χ
p1q

M “ ´2ψ̄NΓNψM ´ 2λ̄ΓNΓMψN , (6.11.9a)

χ
p3q

MNP “
1

2
ψ̄QΓrQΓMNPΓRsPψR ` λ̄ΓMNP

QPψQ ´
1

2
λ̄PΓMNPλ,

(6.11.9b)

Ψ
pnq

M1¨¨¨Mn
“

1

2
e´ϕψ̄PΓrPΓM1¨¨¨MnΓQsPnψQ `

1

2
e´ϕλ̄ΓM1¨¨¨MnΓQPnψQ

´
1

4
e´ϕλ̄ΓrM1¨¨¨Mn´1PnΓMnsλ. (6.11.9c)
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ここで，

P :“ Γ11 pIIAq, ´σ3 pIIBq, (6.11.10a)

Pn :“ pΓ11qn pIIAq,

#

σ1 pn ` 1q{2 : even

σ2 pn ` 1q{2 : odd
pIIBq.(6.11.10b)

Ψpnqは次の関係式を満たす；

Ψpnq “ p´1qrn{2s`1 ˚Ψp10´nq. (6.11.11)

6.11.3 場の方程式

Bianchi恒等式
dH “ 0, dG´ H ^G “ 0. (6.11.12)

付加拘束条件
Gpnq ` Ψpnq “ p´1qrn{2s ˚Gp10´nq. (6.11.13)

変分方程式 (string frame, bosonic part only)

d ˚Gpnq ` H ^ ˚Gpn`2q “ 0, (6.11.14a)

dpe´2ϕ ˚Hq `
1

2

ÿ

n

˚Gpnq ^ Gpn´2q “ 0, (6.11.14b)

lϕ ´ p∇ϕq2 `
1

4
Rs ´

1

8
H2 “ 0, (6.11.14c)

RMN “ ´2∇M∇Nϕ `
1

4

`

´lϕ ` 2p∇ϕq2
˘

gMN

`
1

2
H

p2q

M ¨ H
p2q

N ´
1

8
Hp3q ¨ Hp3qgMN

`e2ϕ
ÿ

n

1

4

ˆ

G
pn´1q

M ¨ G
pn´1q

N ´
n ´ 1

8
Gpnq ¨ GpnqgMN

˙

. (6.11.14d)

これより，

Rs “ ´
9

2
lϕ ` 5p∇ϕq2 `

1

4
H2 ´

ÿ

n

n ´ 5

16
e2ϕpGpnqq2. (6.11.15)

545 目次へ



目次へ

（注）Gpnqの内積とその双対Gp10´nqの間には，Lorentz時空では

pGpnqq2 “ ´pGp10´nqq2, (6.11.16a)

pGpnqqM ¨ pGpnqqN “ pGp10´nqqM ¨ pGp10´nqqN ´ pGp10´nqq2gMN

(6.11.16b)

の関係があるので，RMN の右辺で，互いに双対なGの寄与は同じ値を与
える．

場の方程式（Einstein frame, bosonic part only) 計量を gMN Ñ

eϕ{2gMN と変換すると，

dpep5´nqϕ{2 ˚Gpnqq ` ep3´nqϕ{2H ^ ˚Gpn`2q “ 0, (6.11.17a)

Gpnq “ p´1qrnsepn´5qϕ{2 ˚Gp10´nq, (6.11.17b)

dpe´ϕ ˚Hq `
1

2

ÿ

n

ep5´nqϕ{2 ˚Gpnq ^ Gpn´2q “ 0, (6.11.17c)

lϕ ` p∇ϕq2 ´ 2Rs ` e´ϕH2 “ 0, (6.11.17d)

RMN “
1

2
∇Mϕ∇Nϕ `

e´ϕ

2

ˆ

H
p2q

M ¨ H
p2q

N ´
1

4
Hp3q ¨ Hp3qgMN

˙

`
ÿ

n

1

4
e´pn´5qϕ{2

ˆ

G
pn´1q

M ¨ G
pn´1q

N ´
n ´ 1

8
Gpnq ¨ GpnqgMN

˙

(6.11.17e)

特に，

Rs “
1

2
p∇ϕq2 `

1

4
pHp3qq2 `

ÿ

n

5 ´ n

16
e´pn´5qϕ{2pGpnqq2 (6.11.18)

これを用いると，dilatonの方程式は次のように書き換えられる：

lϕ “ ´
1

2
e´ϕpHp3qq2 `

ÿ

n

5 ´ n

8
e´pn´5qϕ{2pGpnqq2 (6.11.19)

（注）Gpnqの内積とその双対Gp10´nqの間には，Lorentz時空では

e´pn´5qϕ{2pGpnqq2 “ ´epn´5qϕ{2pGp10´nqq2 (6.11.20)

の関係がある．
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6.11.4 対称性

ゲージ対称性

δΛB “ dΛ, δΛC “ pdΛ ´ Gp0qΛq ^ eB, (6.11.21)

ここで，
Λ “

ÿ

nPS

Λpnq. (6.11.22)

局所超対称性

δeAM “ ϵ̄ΓAψM , (6.11.23a)

δϕ “
1

2
ϵ̄λ, (6.11.23b)

δBMN “ ´2ϵ̄ΓrMPψNs, (6.11.23c)

δC
pn´1q

M1¨¨¨Mn´1
“ ´e´ϕϵ̄ΓrM1¨¨¨Mn´2Pn

"

pn ´ 1qψMn´1s ´
1

2
ΓMn´1sλ

*

`
1

2
pn ´ 2qpn ´ 1qC

pn´3q

rM1¨¨¨Mn´3
δBMn´2Mn´1s, (6.11.23d)

δλ “

ˆ

ΓMBMϕ `
1

2
{H P

˙

ϵ `
eϕ

8

ÿ

nPS

p´1qnp5 ´ nq {GnPnϵ,

(6.11.23e)

δψM “ ∇Mϵ `
1

4
P {HMϵ `

eϕ

16

ÿ

nPS

{GpnqΓMPnϵ. (6.11.23f)

ここで，

{H “
1

3!
HMNPΓMNP , {HM “

1

2
HMNPΓNP , (6.11.24a)

{Gpnq
“

1

n!
G

pnq

M1¨¨¨Mn
ΓM1¨¨¨Mn (6.11.24b)

また，P,Pnは

IIA : P “ Γ˚, Pn “ Γn{2
˚ σ1, (6.11.25a)

IIB : P “ ´σ3, Pn “

#

σ1 : n “ 3, 7,

iσ2 : n “ 1, 5, 9
(6.11.25b)
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6.12 10次元 I型理論

References

• Chapline GF, Manton NS: PLB120, 105 (1983)

“Unification of Yang-Mills theory and supergravity in ten dimen-

sions”

6.12.1 基本場

• 重力セクター

– ボーズ場

∗ 計量/フレーム場： gMN (eAM)

∗ 2形式場： C2 ñ F̃3

∗ ディラトン： Φ

– フェルミ場

∗ スピン 3{2場: ψM

∗ ディラティーノ： λ

• ゲージセクター

– ゲージ場： A1 P AdpGq

– ゲージーノ： χ P AdpGq

6.12.2 作用積分

ストリングフレームでのBosonic partの作用積分は

SI,B “ Sc ` So; (6.12.1)

2κ210Sc “

ż

d10xp´gq1{2

„

e´2Φ
`

R ` 4pBΦq2
˘

´
1

2
|F̃3|

2

ȷ

,(6.12.2)

2g210So “ ´

ż

d10xp´gq1{2e´ΦTrv
`

|F2|
2
˘

. (6.12.3)

ここで，
κ210
g210

“
α1

4
(6.12.4)

548 目次へ



目次へ

とおくと，

F̃3 “ dC2 ´
α1

4
ω3; (6.12.5)

ω3 “ Trv

ˆ

A1 ^ dA1 ´
2i

3
A1 ^ A1 ^ A1

˙

, (6.12.6)

F2 “ dA1 ´ iA1 ^ A1. (6.12.7)

特に，

dF̃3 “ ´
α1

4
TrvpF2 ^ F2q (6.12.8)

Einsteinフレームでの作用積分は

gMN Ñ eΦ{2gMN (6.12.9)

とおいて，

2κ210Sc “

ż

d10xp´gq1{2

ˆ

R ´
1

2
pBΦq2 ´

1

2
eΦ|F̃3|

2

˙

,(6.12.10a)

2g210So “ ´

ż

d10xp´gq1{2eΦ{2Trv
`

|F2|
2
˘

. (6.12.10b)

6.12.3 場の方程式

ディラトンおよびゲージ場の方程式は

lΦ ´
1

2
eΦF̃3 ¨ F̃3 ´

α1

8
eΦ{2TrF2 ¨ F2 “ 0, (6.12.11a)

dF̃3 “ ´
α1

4
TrF2 ^ F2, (6.12.11b)

dpeΦ ˚F̃3q “ 0, (6.12.11c)

DF2 :“ dF2 ´ iA1 ^ F2 ` iF2 ^ A1 “ 0, (6.12.11d)

dpeΦ{2 ˚F2q ` eΦF2 ^ ˚F̃3 “ 0. (6.12.11e)

また，

κ210TMN “
1

2
BMΦBNΦ ´

1

4
p∇Φq2gMN

`
1

4
eΦ

´

F̃MPQF̃N
PQ ´ |F̃3|2gMN

¯

`
α1

4
eΦ{2

ˆ

TrvpFMPFN
P q ´

1

2
Trvp|F2|

2qgMN

˙

(6.12.12)
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より，Einstein方程式は

RMN “
1

2
BMΦBNΦ

`eΦ
ˆ

1

4
F̃MPQF̃N

PQ ´
1

8
|F̃3|2gMN

˙

`
α1

4
eΦ{2

ˆ

TrvpFMPFN
P q ´

1

8
Trvp|F2|

2qgMN

˙

.(6.12.13)
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6.13 10次元ヘテロ型理論

6.13.1 基本場

• 重力セクター

– ボーズ場

∗ フレーム場 eAM ñ gMN

∗ 2形式場 B2 ñ H̃3

∗ ディラトン Φ

– フェルミ場

∗ スピン 3{2場 ψM : 左巻き Γp10qψM “ ˘ψM

∗ ディラティーノ λ :: 右巻き Γp10qλ “ ˘λ

• ゲージセクター

– ゲージ場： A1 P AdpGq

– ゲージーノ： χ P AdpGq

Gravitational sector Gauge sector

Boson metric gMN gauge field A1 P AdpGq

2-form B2

dilaton Φ

Fermion gravitino ΨMp56q gaugino χp8q P AdpGq

dilatino λp8q

6.13.2 作用積分

ストリングフレームでのBosonic partの作用積分は

SHet,B “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2e´2Φ

„

R ` 4pBΦq2 ´
1

2
|H̃3|

2 ´
α1

4
Trv

`

|F2|
2
˘

ȷ

.

(6.13.1)

ここで，

H̃3 “ dB2 ´
α1

4
ω3, (6.13.2)

ω3 “ Trv

ˆ

A1 ^ dA1 ´
2i

3
A1 ^ A1 ^ A1

˙

, (6.13.3)

F2 “ dA1 ´ iA1 ^ A1. (6.13.4)
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I型とヘテロ型の変数の対応は

pgMNqI “ e´ΦhpgMNqh, ΦI “ ´Φh, (6.13.5)

F̃3 “ H̃3, pA1qI “ pA1qh. (6.13.6)

特に，Einsteinフレームでの作用積分は，I型で

C2 Ñ B2 (6.13.7)

と置き換えたものと一致．

6.13.3 場の方程式

String frame

RMN ` 2∇M∇NΦ ´
1

4
H̃MPQH̃N

PQ ´
α1

4
trpFMPFN

P q “ 0,(6.13.8a)

R ´ 4p∇Φq2 ` 4lΦ ´
1

2
|H̃3|

2 ´
α1

4
trp|F2|

2q “ 0, (6.13.8b)

∇P pe´2ΦH̃P
MNq “ 0, (6.13.8c)

DNpe´2ΦFN
Mq `

1

2
e´2ΦH̃MNPF

NP “ 0. (6.13.8d)

最後の２つの式は

dpe´2Φ ˚H̃3q “ 0, (6.13.9a)

Dpe´2Φ ˚F2q `
1

2
e´2Φ ˚H̃3 ^ F2 “ 0 (6.13.9b)

と同等．

6.13.4 超対称変換

String frameで

δψM “

ˆ

∇Mpeq `
1

4
HMPQΓPQ

˙

ϵ, (6.13.10a)

δλ “

ˆ

ΓMBMΦ ´
1

12
HMPQΓMPQ

˙

ϵ, (6.13.10b)

δχ “ FMNΓMNϵ. (6.13.10c)
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6.14 6次元理論

6.14.1 Conventions

γ行列：
␣

γa, γb
(

“ 2ηab, (6.14.1)

pγaq: “ γa “ ´γ0γapγ0q´1, (6.14.2)

Γ “ γ7 “ ´γ0γ1γ2γ3γ4γ5. (6.14.3)

荷電共役行列Cは

CγaC
´1 “ ´ Tpγaq, (6.14.4)

TC “ C, C:C “ C˚C “ 1. (6.14.5)

スピノール表現: 8C “ 4C ` 41
C (no Majorana,).

シンプレクティックMajorana-Weylスピノール: 次の条件を満たす 8

成分複素スピノールの組 pχAq “ pχ1, χ2q:

ΓχA “ ´χA, (6.14.6a)

χ̄A “ TpχAqC. (6.14.6b)

ここで，

χ̄A “ ϵABχ̄B, (6.14.7a)

χ̄A “ pχAq:γ0. (6.14.7b)

具体的には，

pχ1q:γ0 “ ´ Tpχ2qC ô pχ2q:γ0 “ Tpχ1qC. (6.14.8)

一般に，χ1 “ χおよび
γrks :“ γa1¨¨¨ak (6.14.9)

とおくと，

χ̄1γrksχ
1 “ TχCγrnsχ, (6.14.10a)

χ̄2γrksχ
1 “ ´χ̄γrksχ, (6.14.10b)

χ̄1γrksχ
2 “ ´p´1qrpk`1q{2sχ̄γrksχ, (6.14.10c)

χ̄2γrksχ
2 “ p TχCγrksχq˚. (6.14.10d)
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6.14.2 場の物理自由度

ヘリシティ ´2 ´3{2 ´1 ´1{2 0 1{2 1 3{2 2

物理自由度 5 8 3 4 1 4 3 8 5

N “ 1 Scalar multiplet 0 0 0 1 8 1 0 0 0

N “ 1 Vector multiplet 0 0 1˚ 1˚ 1˚ ` 1 1 1 0 0

N “ 1 Tensor multiplet 1˚ 1˚ 1˚ 0 0 0 1 1 1

この表で，すべての場は実で自由度をカウント．

6.14.3 双線形形式

Symplectic Majorana spinor ϵAに対して，

ΩAB
rks :“ p´1qrk{2sϵ̄Aγrksϵ

B (6.14.11)

とおくと，

i) ΩAB
r2ls “ 0:

ϵ̄Aγrksϵ
B “ ´ϵ̄Aγrksγ7ϵ

B “ p´1qk`1ϵ̄Aγ7γrksϵ
B “ p´1qk`1ϵ̄Aγrksϵ

B

(6.14.12)

ii) ˚ΩAB
r6´ks “ p´1qrk{2s`k`1ΩAB

ks :

˚γr6´ks “ ´p´1qrk{2sγrksγ7 (6.14.13)

iii) ΩBA
rks “ p´1qrpk`1q{2sΩAB

rks :

TpϵAq Tγrks
Tpϵ̄Bq “ ϵ̄AC´1 Tγrks

TCϵB, TC “ C, CγaC
´1 “ ´ Tγa

(6.14.14)

iv) pΩAB
rks q˚ “ ϵACϵBDΩCD

rks :

pϵBq:γ:

rks
γ0ϵ

ACϵC “ p´1qkpk`1q{2ϵBDϵAC ϵ̄Dγrksϵ
C (6.14.15)

これらより，ΩAB
r1s とΩAB

r3s のみが独立で，

ΩAB
r1s “ V ϵAB; V ˚ “ V, (6.14.16a)

Ω11
r3s “ X1 ` iX2, Ω22

r3s “ X1 ´ iX2, Ω12
r3s “ Ω21

r3s “ iX3;

pXIq˚ “ XI , ˚XI “ ´XI (6.14.16b)

と表される．
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6.14.4 Fierz恒等式

6次元スピノールに対する Fierz恒等式は

pϵ̄AM1ϵ
Bqpϵ̄CM2ϵ

Dq “ ´
1

4
ϵAD

`

ϵ̄CM2V ¨ γM1ϵ
B
˘

´
1

8
ΩAD

r3s ¨
`

ϵ̄CM2γr3sM1ϵ
B
˘

(6.14.17)

6.14.4.1 M1 “ γa,M2 “ γb

´VaVbϵ
ABϵCD “ ´

1

4
ϵADϵCBp2VaVb ´ ηabV ¨ V q `

1

4
ϵADpV ¨ ΩCBqab ´

1

4
ϵCBpV ¨ ΩADqab

´
1

8
ηabΩ

AD ¨ ΩCB `
1

8

`

ΩAD
a ¨ ΩCB

b ` ΩAD
b ¨ ΩCB

a

˘

(6.14.18)

これは，次の 3式と同等：

A1) V ¨ V “ 0

A2) pV ¨ ΩABqab “ 0

A3) ΩAD
a ¨ ΩCB

b ` ΩAD
b ¨ ΩCB

a “ 4VaVb
`

2δADδCB ´ δABδDC ´ δACδBD
˘

6.14.4.2 M1 “ γa,M2 “ γbcd

ϵABVaΩ
CD
bcd “

1

2
ϵADVaΩ

CB
bcd `

1

4
ϵCBVaΩ

AD
bcd

`
3

4
ϵCBΩAD

arcdVbs ´
3

4
ΩCB
ard ¨ ΩAD

bcs (6.14.19)

これは，次式と同等：

A4q ΩBC
arb ¨ ΩAD

cds “ ´
1

3
Va

`

ϵABΩCD
bcd ` ϵACΩBD

bcd ` ϵDBΩCA
bcd ` ϵDCΩAB

bcd

˘
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6.15 5次元理論

6.15.1 Conventions

γ行列：
␣

γa, γb
(

“ 2ηab, (6.15.1)

pγaq: “ γa “ ´γ0γapγ0q´1, (6.15.2)

Γ :“ ´iγ0γ1γ2γ3γ4 “ 1. (6.15.3)

成分表示は

γ0 “ ´iσ2 b σ3 “

˜

0 ´σ3
σ3 0

¸

, (6.15.4a)

γ1 “ ´σ1 b σ3 “

˜

0 ´σ3
´σ3 0

¸

, (6.15.4b)

γ2 “ 1 b σ1 “

˜

0 12

12 0

¸

, (6.15.4c)

γ3 “ 1 b σ2 “

˜

0 ´i

i 0

¸

, (6.15.4d)

γ4 “ σ3 b σ3 “

˜

σ3 0

0 σ3

¸

. (6.15.4e)

荷電共役行列Cは

C TγaC
´1 “ γa, (6.15.5)

TC “ ´C, CC: “ 1, (6.15.6)

C “ iγ3γ0 “ iσ2 b σ1 “

˜

0 σ1
´σ1 0

¸

, (6.15.7)

C2 “ ´1, C˚ “ C. (6.15.8)

スピノール表現: 4C “ 8R (no Majorana, no Weyl).

シンプレクティックMajoranaスピノール: 次の条件を満たす４成分複
素スピノールの組 pϵ1, ϵ2q:

ϵ̃a “ TϵaC. (6.15.9)
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ここで，

ϵ̃a :“ iϵ:
aγ

0, (6.15.10a)

ϵa :“ ϵabϵ
b. (6.15.10b)

具体的には，
ϵ2 “ iCγ0pϵ1q˚ ô ϵ1 “ ´iCγ0pϵ2q˚. (6.15.11)

一般に，ϵ1 “ ϵおよび

Γn :“ γa1¨¨¨an , Γ̃n “ γan¨¨¨a1 (6.15.12)

とおくと，

ϵ̃1Γnϵ
1 “ TϵCΓnϵ, (6.15.13a)

ϵ̃2Γnϵ
1 “ ´iϵ̄Γnϵ, (6.15.13b)

ϵ̃1Γnϵ
2 “ iϵ̄Γ̃nϵ, (6.15.13c)

ϵ̃2Γnϵ
2 “ p´1qnp TϵCΓ̃nϵq

˚. (6.15.13d)

場の物理自由度:

ヘリシティ ´2 ´3{2 ´1 ´1{2 0 1{2 1 3{2 2

物理自由度 5 8 3 4 1 4 3 8 5

N “ 1 Scalar multiplet 0 0 0 1 8 1 0 0 0

N “ 1 Vector multiplet 0 0 1˚ 1˚ 1˚ ` 1 1 1 0 0

N “ 1 Tensor multiplet 1˚ 1˚ 1˚ 0 0 0 1 1 1

この表で，すべての場は実で自由度をカウント．

6.15.2 極小モデル

6.15.2.1 定式化

基本場: gµν , Aµ, ψµ.

ボーズ場の作用積分：

S “
1

2κ2

ż
ˆ

R ˚1 ´
3

2
˚F ^ F ´ F ^ F ^ A

˙

. (6.15.14)
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場の方程式:

Rµν “
3

2
FµαFν

α ´
1

2
F ¨ Fgµν , (6.15.15a)

d ˚F ` F ^ F “ 0. (6.15.15b)

超対称変換：
!

Qa, Q̃b
)

“ iϵabγµP
µ. (6.15.16)

これは，Q1 “ Qとおくと

␣

Q, Q̄
(

“ ´γµP
µ (6.15.17)

と同等．ψµの変換は

δψaµ “ ∇µϵ
a `

i

8

`

γµ
αβ ´ 4δαµγ

β
˘

Fαβϵ
a. (6.15.18)

M理論との関係 5次元極小超重力理論はＭ理論の T 6コンパクト化によ
り得られる．

6.15.2.2 Killingスピノール

Killingスピノールから定義される微分形式： Killingスピノール ϵから
スカラ f，１形式 V および２形式Φpabqを次のように定義する：

f “ iϵ̄ϵ, (6.15.19a)

Vµ “ ´ϵ̄γµϵ, (6.15.19b)

Φp11q “ pΦp22qq˚ “ J p1q ` iJ p2q “ ´ TϵCγµνϵ, (6.15.19c)

Φp12q “ Φp21q “ ´iJ p3q “ iϵ̄γµνϵ. (6.15.19d)

このとき，
V ¨ V “ ´f 2, V 0 “ ϵ:ϵ (6.15.20)

が成り立つので，V は時間的ないし光的ベクトルとなる．

注 V が空間的となることがないことは，次のようにしても示される．
まず，

S P Spinp4, 1q ÞÑ ΛpSq P SO`p4, 1q : S´1γaS “ ΛpSqabγ
b (6.15.21)
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は２重被覆表現となっている．これより，写像 ϵ Ñ V : S4,1 Ñ E4,1は，
スピノール空間S4,1 – R8における Spinp4, 1qの各軌道空間から，対応す
るE4,1のSO`p4, 1qの軌道空間の上への写像を与える．したがって，もし，
空間的V がこの写像の像に含まれるなら，V の任意の SO`p4, 1qによる変
換，特に，V 0 “ 0となるベクトルも像に含まれる．ところが，V 0 “ ϵ:ϵ

より，ϵ ‰ 0なら V 0 ą 0．よって，V は空間的となることはない．

代数的関係式：

iV J
piq “ 0, (6.15.22a)

iV ˚J piq “ ´fJ piq, (6.15.22b)

J piq
µαJ

pjq
ν

α “ δij
`

f 2gµν ` VµVν
˘

´ ϵijkfJ
pkq
µν , (6.15.22c)

J piq ^ J pjq “ ´2δijf ˚V, (6.15.22d)

Vµγ
µϵ “ ifϵ, (6.15.22e)

Φpabq
µν γ

µνϵc “ ´8fϵcpaϵbq, (6.15.22f)

(6.15.22g)

微分関係式：

df “ ´iV F, (6.15.23a)

∇µVν “ ´fFµν ´
1

4
ϵµναβγF

αβV γ, (6.15.23b)

∇µJ
piq
νλ “ Fµ

αp ˚J piqqανλ ` Fα
rνp ˚J piqqλsµα

`
1

2
gµrνF

αβp ˚J piqqλsαβ. (6.15.23c)

(6.15.23d)

これらのうち，(6.15.23b)は

∇µVν ` ∇νVµ “ 0, (6.15.24a)

dV “ ´2fF ´ ˚pF ^ V q, (6.15.24b)

と同等．特に，V はKillingベクトルとなる．また，(6.15.23a)より，

dJ piq “ 0, (6.15.25a)

d ˚J piq “ ´F ^ J piq. (6.15.25b)
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この式と (6.15.23a)，(6.15.22a)および dF “ 0より，

ĹV f “ 0, ĹV F “ 0, ĹV J
piq “ 0 (6.15.26)

を得る．

6.15.2.3 V が時間的な場合の一般解

(Gauntlett JP, Gutowski JB, Hull CM, Pakis S & Reall HS (2002)[178])

A. f ą 0の場合： このとき，まず，V が時間的Killingより，

ds2 “ ´f 2pdt ` ωq2 ` f´1hmndx
mdxn, (6.15.27)

V ˚ “ Bt, V˚ “ ´f 2pdt ` ωq (6.15.28)

と書ける．ここで，f, hmn, ω “ ωmdx
mは xmのみに依存．

次に，(6.15.24b)より

iV ˚dV “ ´2fiV ˚F ´ df ^ V ´ f 2F (6.15.29)

となるので，

F “
1

3f 2
df ^ V ´

2

3f
dV `

1

3f 2
iV ˚dV, (6.15.30a)

iV ˚F “ ´
2

3f
df ^ V `

1

3
dV ´

2

3f
iV ˚dV (6.15.30b)

を得る．fdωを pX4, hq上で双対成分と反双対成分に分解する：

fdω “ G` ` G´; ˚hG
˘ “ ˘G˘. (6.15.31)

すると，
V˚ “ ´f 2pdt ` ωq (6.15.32)

より
1

f
dV “

2

f 2
df ^ V ´ G` ´ G´ (6.15.33)

を得る．これと，一般にX4上の p-形式 χpに対して，

˚χp “ ´f 2p´5V˚ ^ ˚hχp, (6.15.34a)

iV ˚χp “ f 2p´3 ˚hχp (6.15.34b)
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が成り立つので，
1

f 2
iV ˚dV “ ´G` ` G´. (6.15.35)

よって，

F “ ´
1

f 2
df ^ V `

1

3
G` ` G´. (6.15.36)

さらに，

θ0 “ fpdt ` ωq “ ´
1

f
V˚ (6.15.37)

とおくと，

dθ0 “ ´
1

f
dV `

1

f 2
df ^ V “ ´

1

f 2
df ^ V ` G` ` G´. (6.15.38)

よって，

F “ dθ0 ´
2

3
G`. (6.15.39)

これと dF “ 0より
dG` “ 0 (6.15.40)

さらに，(6.15.15b)より，

△hf
´1 “

4

9
G` ¨ G`. (6.15.41)

次に，(6.15.22a)と (6.15.26)より，J piqはX4上の tに依存しない２形
式と見なされる．このとき，Ĵ piqm

n “ hmlJ
piq
ln とおくと，(6.15.22c)は

Ĵ piq2 “ ´1, (6.15.42a)

Ĵ piqĴ pjq “ ϵijkĴ
pkq pi ‰ jq (6.15.42b)

と書き換えられる．また，(6.15.22b)は

˚hJ
piq “ ´J piq (6.15.43)

となる．さらに，(6.15.23c)は

˚J “ ´f´1V˚ ^ ˚hJ, (6.15.44)

Fµ
γp ˚Jqαβγ “ ´

2

f
Vrαp ˚hJqβsγFµ

γ `
1

f
∇µfp ˚hJqαβ,(6.15.45)

F βγp ˚Jqαβγ “ ´
2

f
Vαp ˚hJq ¨ F `

2

f
∇βfp ˚hJqαβ (6.15.46)
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より，

p∇mJnlq
K “

1

f
Dmfp ˚hJqnl `

1

f
Drlfp ˚hJqnsm

`
1

f
hmrnp ˚hJqlspD

pf. (6.15.47)

Dmを計量 hに関するX4上のRiemann接続とすると，この式は

DmĴ
piq “ 0 (6.15.48)

と同等．以上より，pX4, hqは複素構造の組 pĴ p1q, Ĵ p2q, Ĵ p3qqが反自己双対
な超Kähler多様体となる．
以上の条件が満たされるとき，基底

θ0 “ fpdt ` ωq “ ´f´1V˚, θI “ f´1{2θ̂I , (6.15.49)

（θ̂I は hmnの正規直交基底）に関する接続形式は

ω0I “
DIf

f 1{2
θ0 `

f

2
pdωqIJθ

J , (6.15.50a)

ωIJ “ ω̂IJ `
1

2f 1{2

´

DIf θ̂J ´ DJf θ̂I

¯

`
f

2
pdωqIJθ

0.(6.15.50b)

ここで，DI “ êmI Dm．
これより，

V µ∇µϵ “ Btϵ `
f 1{2

2
Dmfγ̂

mγ0 `
f 3

8
pdωqmnγ̂

mn (6.15.51)

ここで，γ̂m “ êmI γ
I．また，

V µδψµ “ V µ∇µϵ ´
1

8

␣

if 2γ0γ̂mnFmn ` 4if 1{2γ̂mDmf
(

ϵ. (6.15.52)

さらに，E4のγ行列に対して，

˚γ̂r2s “ ´p ˚γ̂r4sqγ̂r2s (6.15.53)

および γ1234 “ iγ0より，

p1 ` q̊γ̂r2s “ p1 ´ ˚γ̂r4sqγ̂r2s “ p1 ´ iγ0qγ̂r2s (6.15.54)
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よって，

V µδψµ “ Btϵ `

"

f 2

48

`

4G`
mn ` G´

mn

˘

γ̂mn `
i

2
f 1{2Dmfγ̂

m

*

p1 ´ iγ0qϵ.

(6.15.55)

次に，

δψm “ ∇mϵ `
i

4f

`

γ̂m
lDlf ´ 2Dmf

˘

γ0

`f 1{2
`

γ̂m
nlFnl ´ 4γ̂lFml

˘

(6.15.56)

および

∇mϵ “ Dmϵ `
f 1{2

4
Gmnγ

mγ0 ´
1

4f
γ̂m

lDlf (6.15.57)

γ̂mnlF
nl “ ´2 ˚γ̂r4sγ̂

pp ˚F qpm (6.15.58)

より，

δψm “ Dmϵ ´
1

2f
Dmfϵ `

1

4f

`

´γ̂m
lDlf ` 2Dmf

˘

p1 ´ iγ̂0qϵ

`i
f 1{2

2
Fpmγ̂

pp1 ´ iγ̂0qϵ. (6.15.59)

以上より，
ϵpt, xq “ f 1{2η; γ1234ηp“ iγ0ηq “ η. (6.15.60)

とおくと，ϵに対する方程式は，

Btη “ 0, Dmη “ 0 (6.15.61)

となる．複素構造が反自己双対な超Kähler多様体ではこの方程式を満た
す解が固定点での任意の初期値に対し常に存在．
さらに，Killing方程式の整合性条件より，

0 “ Eµνγ
νϵ´

i

2
r ˚pd ˚F ` F ^ F qs

ν
p2gνµ´γµνqϵ´

i

12
dF˚˚˚pγµ

˚˚˚´6δ˚
µγ

˚˚qϵ.

(6.15.62)

したがって，上記の解に対して，

Eµνγ
νϵ “ 0 (6.15.63)
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これより，

EµνV
ν “ 0, EµνE

ν
µ “ 0 pno sum on µq (6.15.64)

を得る．これらの式は，V が時間的な場合，Eµν “ 0と同値となる．
以上より，反自己双対的Kähler多様体 pX4, hqとその上の自己双対形式

dG` “ 0, ˚hG
` “ G` (6.15.65)

が与えられると，

△hf
´1 “

4

9
G` ¨ G`, (6.15.66a)

fdω “ G` ` G´; ˚hG
´ “ ´G´ (6.15.66b)

より，f, ωが決まり，時空計量と F は

ds2 “ ´f 2pdt ` ωq2 ` f´1hmndx
mdxn, (6.15.67a)

F “ df ^ pdt ` ωq `
1

3
G` ` G´ “ d rfpdt ` ωqs ´

2

3
G`.(6.15.67b)

で与えられる．また，Killingスピノールは

ϵpt, xq “ f 1{2ηpxq; (6.15.68a)

Dmη “ 0, (6.15.68b)

γ1234η “ η. (6.15.68c)

B. f ă 0の場合

ds2 “ ´f 2pdt ` ωq2 ` |f |´1hmndx
mdxn, (6.15.69a)

|f |dω “ G` ` G´; ˚hG
˘ “ ˘G˘, (6.15.69b)

F “ pdt ` ωq ^ d|f | ´
1

3
G´ ´ G`, (6.15.69c)

dG´ “ 0, (6.15.69d)

△h|f |´1 “
4

9
G´ ¨ G´, (6.15.69e)

Ĵ piqĴ pjq “ ´δij1 ` ϵijkĴ pkq, (6.15.69f)

˚hJ
piq “ J piq, (6.15.69g)

DmĴ
piq “ 0. (6.15.69h)
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この解に対して，Killingスピノールは

ϵpt, xq “ |f |1{2ηpxq; (6.15.70a)

Dmη “ 0, (6.15.70b)

γ1234η “ ´η. (6.15.70c)

6.15.2.4 Static solution

Killingベクトルが超曲面に直交する条件はG` “ 0と同値で，このと
き，一般解は

ds2 “ ´f 2dt2 ` f´1hmndx
mdxn, (6.15.71a)

△hf
´1 “ 0, (6.15.71b)

F “ df ^ dt. (6.15.71c)

6.15.2.5 X4が平坦な例

E4は次の複素構造に関して，反自己双対的超Kählerとなる：

J p1q “ dx1 ^ dx4 ` dx3 ^ dx2 “ p1 ´ q̊dx14, (6.15.72a)

J p2q “ dx4 ^ dx2 ` dx3 ^ dx1 “ p1 ´ q̊dx42, (6.15.72b)

J p3q “ dx4 ^ dx3 ` dx1 ^ dx2 “ p1 ´ q̊dx43 (6.15.72c)

いま，R4 “ C2に Euler角を

x1 ` ix2 “ r cos
θ

2
eipψ`ϕq{2, x3 ` ix4 “ r sin

θ

2
eipψ´ϕq{2 (6.15.73)

により導入する．このとき，U P SUp2qは

U “ D

ˆ

ϕ

2

˙

R

ˆ

θ

2

˙

D

ˆ

ψ

2

˙

“

˜

cos θ
2
ei
ψ`ϕ
2 ´ sin θ

2
e´iψ´ϕ

2

sin θ
2
ei
ψ´ϕ
2 cos θ

2
e´iψ`ϕ

2

¸

(6.15.74)

と表される．ここで，

Dpαq :“

˜

eiα 0

0 e´iα

¸

, Rpθq :“

˜

cos θ ´ sin θ

sin θ cos θ

¸

(6.15.75)
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この座標系では，iσI{2に対応する SUp2qの左不変基底 χILは

χ1
L “ sinψdθ ´ cosψ sin θdϕ, (6.15.76a)

χ2
L “ ´ cosψdθ ´ sinψ sin θdϕ, (6.15.76b)

χ3
L “ dψ ` cos θdϕ (6.15.76c)

と表され，次のMauer-Cartan方程式を満たす：

dχIL “
1

2
ϵIJKχ

J
L ^ χKL . (6.15.77)

対応する右不変基底 χIRは

χ1
R “ ´ sinϕdθ ` cosϕ sin θdψ, (6.15.78a)

χ2
R “ ´ cosϕdθ ´ sinϕ sin θdψ, (6.15.78b)

χ3
R “ dϕ ` cos θdψ (6.15.78c)

と表され，次のMauer-Cartan方程式を満たす：

dχIR “ ´
1

2
ϵIJKχ

J
R ^ χKR . (6.15.79)

E4の計量は

ds2pE4q “ dr2 `
r2

4

␣

pχ1q2 ` pχ2q2 ` pχ3q2
(

(6.15.80)

と表される．また，体積要素は

ΩpE4q “ dx1 ^ dx2 ^ dx3 ^ dx4

“
r3

8
dr ^ χ1 ^ χ2 ^ χ3

“
r3

8
sin θdr ^ dϕ ^ dθ ^ dψ (6.15.81)

超Kähler計量を与える pJ p1q, J p2q, J p3qqは

J pIq “
1

4
dpr2χIRq (6.15.82)

と表される．また，χILは自己双対的超Kähler構造を与える：

J̄ p1q :“ p1 ` q̊dx14 “
1

4
dpr2χ1

Lq (6.15.83a)

J̄ p2q :“ p1 ` q̊dx24 “
1

4
dpr2χ2

Lq (6.15.83b)

J̄ p3q :“ p1 ` q̊dx34 “
1

4
dpr2χ3

Lq (6.15.83c)
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BMPV解 ωと f が

f “ fprq, ω “ Ψprqχ3
L (6.15.84)

の形を持つとすると，

fdω “ f

ˆ

Ψ1 `
2

r
Ψ˚

˙

dr ^ χ3
L (6.15.85)

より，

G` “
f

2

ˆ

Ψ1 `
2

r
Ψ

˙

p1 ` q̊dr ^ χ3
L “

f

r3
pr2Ψq1J̄3 (6.15.86)

よって，条件 dG` “ 0と f の方程式は

G` “ χJ̄3, (6.15.87a)

f

r3
pr2Ψq1 “ χ, (6.15.87b)

△f´1 “
1

r3
`

r3pf´1q1
˘1

“
8χ2

9
. (6.15.87c)

この一般解は，

f´1 “ λ `
µ

r2
`
χ2

9
r2, (6.15.88a)

Ψ “
j

2r
` χ

ˆ

µ

2
`
λ

4
r2 `

χ2

54
r4
˙

. (6.15.88b)

λ “ 0のときには，スケーリングで λ “ 1とできる．このとき，さらに
χ “ 0なら，

f´1 “ 1 `
µ

r2
, ω “

j

2r2
χ3
L (6.15.89)

となり，BMPV解が得られる [52]. この解の質量と各運動量は，

M “
3πµ

4G
, J “ ´

πj

2G
. (6.15.90)

また，|j| ď µ3{2のとき，CTCはホライズン内に限られる．
一方，χ “ 0のときは漸近的に平坦でなく，一般にホライズンの外にも

CTCが存在する．
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5次元Gödel解: ωと f が

f “ fprq, ω “ Ψprqχ3
R (6.15.91)

の形を持つとすると

fdω “ f

ˆ

Ψ1 ´
2

r
Ψ˚

˙

dr ^ χ3
R (6.15.92)

より，

G` “
f

2

ˆ

Ψ1 ´
2

r
Ψ

˙

p1 ` q̊dr ^ χ3
R “ ´r5f

ˆ

Ψ

r2

˙1
1

4
d

ˆ

χ3
R

r2

˙

. (6.15.93)

よって，条件 dG` “ 0と f の方程式は

G` “ ´
χ

4
d

ˆ

χ3
R

r2

˙

, (6.15.94a)

r5f

ˆ

Ψ

r2

˙1

“ χ, (6.15.94b)

△f´1 “
1

r3
`

r3pf´1q1
˘1

“
8χ2

9r8
. (6.15.94c)

この一般解は，

f´1 “ λ `
µ

r2
`

χ2

27r6
, (6.15.95a)

Ψ “ γr2 ´ χ

ˆ

λ

4r2
`

µ

6r4
`

χ2

270r8

˙

. (6.15.95b)

λ “ 0( ñ λ “ 1)のとき，この解は漸近的に平坦で正則．特に，µ “

χ “ 0, γ “ 0のとき，解は

ds2 “ ´pdt ` γr2χ3
Rq2 ` dr2 `

r2

4

␣

pχ1
Rq2 ` pχ2

Rq2 ` pχ3
Rq2

(

,(6.15.96a)

F “ γdpr2χ3
Rq (6.15.96b)

となり，明らかにSULp2qˆURp1q対称性をもつ．この解はさらに，V “ Bt

以外に次のKillingベクトルをもち，一様であることもわかる：

B1 “ B1 ´
x2

2
Bt, B2 “ B2 `

x1

2
Bt,

B3 “ B3 `
x4

2
Bt, B2 “ B4 ´

x3

2
Bt. (6.15.97)

この解はまた，任意の点を通るCTCをもち，４次元Gödel解の５次元版
と見なされる．この解はこの次元での極大 SUSY（8kis)をもつ．
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超対称ブラックリング解: ４次元 Euclid空間 E4 に対する次の座標系
py, ψ, x, ϕq:

ds2pE4q “
R2

px ´ yq2

„

dy2

y2 ´ 1
` py2 ´ 1qdψ2 `

dx2

1 ´ x2
` p1 ´ x2qdϕ2

ȷ

;(6.15.98)

´1 ď x ď 1, ´8 ă y ď ´1 (6.15.99)

を用いて，

G` “
3q

4
pdx ^ dϕ ` dy ^ dψq (6.15.100)

とおくと，解は

f´1 “ 1 `
Q ´ q2

2R2
px ´ yq ´

q2

4R2
px2 ´ y2q, (6.15.101a)

ω “ ωψdψ ` ωϕdϕ; (6.15.101b)

ωϕ “ ´
q

8R2
p1 ´ x2q

“

3Q2 ´ q2p3 ` x ` yq
‰

, (6.15.101c)

ωψ “
3

2
qp1 ` yq `

q

8R2
p1 ´ y2q

“

3Q2 ´ q2p3 ` x ` yq
‰

.(6.15.101d)

また，ゲージ場のポテンシャルは

A “ fpdt ` ωq ´
q

2
tp1 ` xqdϕ ` p1 ` yqdψu . (6.15.102)

座標変換

ρ sin Θ “
R
a

y2 ´ 1

x ´ y
, ρ cos Θ “

R
?

1 ´ x2

x ´ y
(6.15.103)

により，

dx2pE4q “ dρ2 ` ρ2
`

dΘ2 ` sin2 Θdψ2 ` cos2 Θdϕ2
˘

, (6.15.104a)

f´1 “ 1 `
Q ´ q2

Σ
`
q2ρ2

Σ2
, (6.15.104b)

ωϕ “ ´
qρ2 cos2 Θ

2Σ2

„

3Q ´ q2
ˆ

3 ´
2ρ2

Σ

˙ȷ

, (6.15.104c)

ωψ “ ´
6qR2ρ2 sin2 Θ

Σpρ2 ` R2 ` Σq
´
qρ2 sin2 Θ

2Σ2

„

3Q ´ q2
ˆ

3 ´
2ρ2

Σ

˙ȷ

(6.15.104d)

ここで，
Σ2 “ pρ2 ´ R2q2 ` 4R2ρ2 cos2 Θ. (6.15.105)
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これより，質量と角運動量は

M “
3π

4G
Q, (6.15.106a)

Jϕ “
π

8G
qp3Q ´ q2q, Jψ “

π

8G
qp6R2 ` 3Q ´ q2q.(6.15.106b)

また，R Ñ 0極限で，BMPV解に帰着する．
CTCが存在しない条件は，

gψψ “ 4

„

pQ ´ q2q2

4q2
´ R2

ȷ

`
q2

4
p1 ´ x2q ` O

`

y´1
˘

(6.15.107)

等より，

L2 :“ 3

„

pQ ´ q2q2

4q2
´ R2

ȷ

ą 0. (6.15.108)

ホライズンは，y Ñ ´8で，座標系

r “ ´R{y, (6.15.109a)

dt “ dv ´ Bprqdr, dϕ “ dϕ1 ´ Cprqdr, dψ “ dψ1 ´ Cprqdr,(6.15.109b)

Bprq “
q2L

4Rr2
`
B1

r
` B0, Cprq “ ´

q

2Lr
` C0, (6.15.109c)

B1 “
Q ` 2q2

4L
`

pQ ´ q2qL

3R2
, (6.15.109d)

B0 “
q2L

8R3
`

2L

3R
´

R

2L
`

3R3

2L3
`

3pQ ´ q2q3

16q2RL3
, (6.15.109e)

C0 “ ´
pQ ´ q2q3

8q3RL3
(6.15.109f)

を用いると，計量は r “ 0で正則で，ホライズンの計量は

ds2H “ L2dψ12 `
q2

4
pdθ2 ` sin2 θdχ2q. (6.15.110)

ここで，x “ cos θ, χ “ ϕ ´ ψ．
最後に，電荷と双極子電荷は

Q “
4

3
M, (6.15.111a)

D “
1

16πG

ż

S2

F “
q

8G
. (6.15.111b)

ここで，S2は t, ψ, y “ const．
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6.15.2.6 光的一般解

V が光的Killingベクトルのとき，f “ 0より，(6.15.23a)と (6.15.24b)は

iV F “ 0, dV “ ´ ˚pF ^ V q. (6.15.112)

これより，

V ^ dV “ ´ ˚piV pF ^ V qq “ ˚pFfq “ 0, (6.15.113a)

∇V V “ iV dV “ ˚pV ^ F ^ V q “ 0. (6.15.113b)

よって，適当な関数 u,Hが存在して，

V “ H´1du. (6.15.114)

したがって，V のアフィンパラメータを vとして，

ds2 “ ´H´1dupFdu ` 2dvq ` H2γmnpdym ` amduqpdyn ` anduq.

(6.15.115)

ここで，H “ Hpu, yq,F “ F pu, yq, γmn “ γmnpu, yq．
次に，(6.15.22a)と (6.15.22b),

iV J
piq “ 0, V ^ J piq “ 0 (6.15.116)

より，
J piq “ J piq

m du ^ dym. (6.15.117)

したがって，(6.15.25a), dJ piq “ 0, より

BrmJ
piq
ns

“ 0 ñ J piq
m “ Bmx

i. (6.15.118)

これより，
J piq “ du ^ dxi (6.15.119)

で，yiを xiに座標変換すれば，(6.15.22c)は

γij “ δij (6.15.120)

を与える．よって，

ds2 “ ´H´1dupFdu ` 2dvq ` H2pdx` aduq2. (6.15.121)
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次に，

θ` “ V˚ “ H´1du, θ´ “ ´pdv `
1

2
Fduq, θi “ Hpdxi ` aiduq

(6.15.122)

とおくと，iV F “ 0より

F “ F`iθ
` ^ θi ` F 1; F 1 “

1

2
Fijθ

i ^ θj. (6.15.123)

ここで，

F ^ V “ ˚dV, (6.15.124)

˚pdu ^ ωpq “ p´1qpH3´2pdu ^ ˚Xωp (6.15.125)

より，
F 1 “ ´H´2 ˚XdH. (6.15.126)

また，(6.15.23c)より

F`i “ ´
1

3
Hp ˚daqi (6.15.127)

よって，

F “ ´
1

3H2
ϵijkBjpH

2akqdu ^ dxi ´
1

2
ϵijkBkHdx

i ^ dxj. (6.15.128)

これを dF に代入して

△XH “ 0, (6.15.129a)

Bu∇H “
1

3
∇ ˆ

`

H´2∇ ˆ pH3aq
˘

. (6.15.129b)

最後に，(6.15.22d)より，
γ`ϵ “ 0 (6.15.130)

となり，この条件の下でKillingスピノールに対する方程式は

Bµϵ “ 0 (6.15.131)

に帰着する．
Killingスピノール方程式の解があるとき，整合性条件よりE´µ “ E`i “

Eij “ 0が得られるので，Einstein方程式のうちE`` “ 0のみが必要．こ
の方程式は

△XF “ 2H2DuWii ` 2HWpijqWpijq `
2

3
HWrijsWrijs (6.15.132)
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となる．ここで，

Du “ Bu ´ aiBi, (6.15.133a)

Wij “ DuHδij ´ HBjai. (6.15.133b)

以上より，まずX3 “ E3上の調和関数Hが与えられると，

Bu∇H “
1

3
∇ ˆ

`

H´2∇ ˆ pH3aq
˘

. (6.15.134)

により，aが調和関数K の自由度を除いて決まる．さらに，Einstein方
程式R`` “ 0より，F が調和関数F0の自由度を除いて決まる．したがっ
て，一般解は，３コの (uに依存した）調和関数H,K ,F0により記述さ
れる．

6.15.2.7 pp-wave

一般に，適当な関数 uが存在して，k “ duが光的，測地的で発散，シ
アー，回転がゼロとなるとき，すなわち

∇µkν “ bµkν ` kµcν , pk ¨ c “ 0q (6.15.135)

が成り立つとき，時空は平面波 (plane-fronted wave）を表すという．さら
に，∇µkν “ 0となるとき pp-wave(plane-fronted wave with parallel rays)

という．上で求めた解は，

∇µVν ` ∇νVµ “ 0, dV “ ´ ˚pF ^ V q “ H´3V ^ dH (6.15.136)

より，常に plane-fronted waveである．
また，pp-waveとなる条件はH “ Hpuqで，このとき，座標変換でH “ 1

とでき，aの方程式は
∇ ˆ a “ ∇ϕ (6.15.137)

となる．この解は，適当な座標変換

x “ Opuqx1 ` vpuq (6.15.138)

により，次の形に変換できる．

ds2 “ ´Fdu2 ´ 2dudv ` dx2, (6.15.139a)

F “
2

3
du ^ ω1puq, (6.15.139b)

△XF “
4

3
ω2
1. (6.15.139c)
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6.15.2.8 極大超対称解

ブラックストリング解： F “ a “ 0, H “ Hpxq（△XH “ 0）は解とな
る．特に，

ds2 “ ´2H´1dudv ` H2dx2, (6.15.140a)

F “ ´
1

2
BkHdx

i ^ dxj, (6.15.140b)

H “ 1 `
R

2r
(6.15.140c)

はブラックストリング解 [193]を与える．

AdS3 ˆ S2 : ブラックストリング解の近ホライズン極限 (r Ñ 0)は，次
のAdS3 ˆ S2解を与える：

ds2 “ R2

„

´ cosh2 ρdt2 ` dρ2 ` sinh2 ρdψ2 `
1

4
dΩ2

2

ȷ

,(6.15.141a)

F “
R

2
cos θdθ ^ dϕ, (6.15.141b)

極大対称pp波: AdS3ˆS
2において，座標変換 pt, ρ, ψ, θ, ϕq Ñ pu, v, ψ, r, zq,

u “ t `
ϕ

2
, v “

R2

2

ˆ

t ´
ϕ

2

˙

, ρ “
r

R
, θ “ ´

2z

R
(6.15.142)

を施し，R Ñ 8極限（Penrose極限）を取ると，極大超対称 pp波解が得
られる：

ds2 “ ´2dudv ´

ˆ

z2 `
r2

4

˙

du2 ` dr2 ` r2dψ2 ` dz2,(6.15.143a)

F “ du ^ dz. (6.15.143b)

極小 5D Sugraでの光的な極大超対称解は，この pp波解とAdS3 ˆ S2

で尽くされる．

6.15.3 ベクトル超組との結合

５次元極小 SUGRA`Up1qN´1ゲージ場系の超対称解の分類
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Reference

• Gauntlett et al (2002)[178]

• Gauntlett JP, Gutowski JB (2004,2005)[175, 176]

Killingスピノール ñ 微分形式 :

f “ iϵ̄ϵ, Vµ “ ´ϵ̄γµϵ, J p1q ` iJ p2q “ ´ TϵCγµνϵ, J p3q “ ´ϵ̄γµνϵ.

(6.15.144)

• V ¨ V “ ´f 2: Vµは常に，時間的ないし光的Killingベクトル．

例えば，時間的な場合

ds2 “ ´f 2pdt ` ωq2 ` |f |´1ds2pX4q. (6.15.145)

• J piqは ds2pX4q “ hmndx
mdxnの (反)自己双対 hyper-Kähler構造を

与える.

J piq
m

pJ pjq
p

n “ ´δijδnm ` ϵijkJ
pkq
m

n, (6.15.146)
h∇J piq “ 0, ˚hJ

piq “ ¯J piq. (6.15.147)

作用積分:

S “
1

2κ2

ż

R ˚1 ´GIJdX
I ^ dXJ ´GIJF

I ^ dF J ´
1

6
CIJKF

I ^F J ^AK .

(6.15.148)

ここで，

CIJK “ CpIJKq : CIJKCJ 1pLMCPQqK1δJJ
1

δKK
1

“
4

3
δIpLCMPQq,(6.15.149)

CIJKX
IXJXK “ 1, (6.15.150)

2GIJ “ 9XIXJ ´ CIJKX
K ; 6XI “ CIJKX

JXK . (6.15.151)
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解の一般形:

fdω “ G` ` G´; ˚hG
˘ “ ˘G˘, (6.15.152)

F I “ dpfXIpdt ` ωqq ` ΘI ; ˚hΘ
I “ ˘ΘI , (6.15.153)

G˘ “ ´
2

3
XIΘ

I . (6.15.154)

dΘI “ 0, △hpf´1XIq “
1

6
CIJKΘJ ¨ ΘK , (6.15.155)

(6.15.156)

これまでに構成された解

‚ BMPV解: S3ホライズンをもつ 4パラメータ族（3電荷+Jψ “ Jϕ)

[Beckenridge, Myers, Peet & Vafa (1997)].

‚ 正則な超対称5Dブラックリング解，IIB D1-D5-Pスーパーチュー
ブ解:

(X4 “ E4）S2 ˆ S1ホライズンをもち、回転が Jϕ “ Jψとなる 7パ
ラメーター族（３電荷+３磁気双極子モーメント＋リング径）．５
個の保存量以外に自由なパラメータを２個含む（連続的な一意性の
破れ）
[Elvang, Emparan, Mateos & Reall (hep-th/0408120)].

‚ 多重ブラックリング解、ブラックホール・ブラックリング系:

空間的にUp1q不変性しか持たない解（Cf. Reall予想 [Reall(2003)]）
[Gauntlett & Gutowski (hep-th/0408010,0408122)].

ds2pX4q “ H´1pdx4 ` χq2 ` Hds2pE3q (Gibbons-Hawking base)(6.15.157)

ñ independen harmonic functions:H,KI , LI ,M. (6.15.158)
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6.16 ４次元理論
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6.16.1 N “ 2極小超重力理論

6.16.1.1 解の分類

Reference

• Tod K P 1983 Phys. Lett. B 121 241

概要

• Timelike Killing

Israel-Wilson-Perjes solutions of Einstein-Maxwell theory. Free data:

harmonic functions on R3.

• Null Killing

pp-wave solutions. Free data: harmonic functions on R2.
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6.17 Tadpole条件

6.17.1 II型理論

Democratic formulationにおいて，フォーム場

Gn :“ dCn´1 ´ H3 ^ Cn´3 ` G0pe
Bqn, (6.17.1)

Gn “ p´1qrn{2s ˚G10´n (6.17.2)

に対するBianchi恒等式は，ブレーンの寄与を含めると

dGn ´ H3 ^ Gn´2 “ p2π
?
α1qn´1ρloc8´n (6.17.3)

となる．これを，部分多様体で積分して

N pDp X Σ9´pq ´ 2p´5N pOp X Σ9´pq `
1

p2π
?
α1q7´p

ż

Σ9´p

H3 ^ G6´p “ 0.

(6.17.4)

IIB 内部空間がCYに共形的なら，H1pCY q “ H5pCY q “ 0より，自明
でない条件は

ND3pΣ6q ´ 4NO3pΣ6q `
1

p2πq4pα1q2

ż

Σ6

H3 ^ G3 “ 0,(6.17.5a)

ND5pΣ4q ´ NO5pΣ4q `
1

p2πq2α1

ż

Σ4

H3 ^ G1 “ 0, (6.17.5b)

ND7pΣ2q ´
1

4
NO7pΣ2q “ 0, (6.17.5c)

NNS7pΣ2q “ 0, (6.17.5d)

NNS5pΣ4q “ 0. (6.17.5e)
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D Duality Group Max. compact subG Moduli F seed Q

4 Ep7q : 133 SUp8q : 63 70 28 ` 28 5

5 E6p6q :?? USpp8q :?? ?? 27 3

6 SOp5, 5q : 45 SOp5q ˆ SOp5q : 20 25 16 2

7 SLp5,Rq : 24 SOp5q : 10 14 10 2

8 SLp3,Rq ˆ SLp2,Rq : 11 SOp3q ˆ Up1q : 4 7 6 2

9 SLp2,Rq ˆ R` : 4 Up1q : 1 3 3 2

表 15: II型超弦理論のトーラスコンパクト化で得られる各次元での極大
超重力理論

7 極大超重力理論
Last update: 2012/9/30

7.1 トーラスコンパクト化で得られる極大超重力理論
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7.2 D “ 4, N “ 8理論

7.2.1 E7p7qの 56次元表現と対称空間E7p7q{SUp8q

7.2.1.1 Sp表示

E7p7qの 56次元表現は．Sp表示 ρ56SppE7p7qq Ă Spp56,Rqのもとで

ρSppgq “ exp

˜

Λ ^ 1 ‹Σ

Σ ´ TΛ ^ 1

¸

“ exp

˜

Λrm
rpδ

ns

qs
p‹Σqmnpq

Σmnpq ´Λrp
rmδ

qs

ns

¸

;

Λ P slp8,Rq, Σ P

4
ľ

R8 (7.1)

と表示される．ここで，

ρSppgqΩ TρSppgq “ Ω, (7.2a)

Ω “ pΩMNq “

˜

ΩΛΣ ΩΛ
K

ΩΞ
Σ ΩΞK

¸

“ ΩSp :“

˜

0 I28
´I28 0

¸

．(7.2b)

この表示のもとで，極大コンパクト群 SUp8qは，

ρSppgq “ exp

˜

A ^ 1 V

´V A ^ 1

¸

;

A “ ´ TA P sop8,Rq, V “ ´ ‹ V P

4
ľ

R8. (7.3)

と表される．また，E7p7q{SUp8qに対応する reductiveな部分空間は

Lpϕq “ exp

˜

S ^ 1 U

U ´S ^ 1

¸

;

S “ TS P slp8,Rq, U “ ‹U P

4
ľ

R8. (7.4)

7.2.1.2 Usp(CJ)表示

E7p7qの 56次元表現は，Usp表示 ρ56USppE7p7qq Ă Uspp56qでは．

ρUsppgq “ exp

˜

Λ ^ 1 Σ

Σ̄ Λ̄ ^ 1

¸

“

˜

UAB
CD V ABCD

V̄ABCD ŪAB
CD

¸

;

Λ “ pΛA
Bq P sup8q,Σ “ pΣABCDq “ η ‹ Σ̄. (7.5)
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と表される．ここで，

ρUsppgq Ω ρUsppgq: “ Ω, (7.6a)

Ω “ ΩUsp :“ ´i

˜

I28 0

0 ´I28

¸

, (7.6b)

（注）正確には，ρ56Usppgq P Spp56,Cq X Up28, 28qである．これに対して，
通常の用語では，USpp56q “ Spp56,Cq X Up56q “ Spp28q．
ρSpとの関係は

ρUsp “ T ρSpT
´1, (7.7)

ΩUsp “ T ΩSpT
´1, (7.8)

T “ TUsp :“
1

?
2

˜

TABmn iTABpq

TCDmn ´iTCD
pq

¸

. (7.9)

TABmn “
i

4
ΓABmn . (7.10)

ただし，A,B, ¨ ¨ ¨ “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 8, m,n, ¨ ¨ ¨ “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 8．E8のガンマ行列

ΓABmn “ pΓmnqAB “: pΓABqmn (7.11)

はすべて実かつ rABs, rmnsについて反対称で，次の関係式を満たす：

pΓabqABpΓabqCD “ 16
`

δArCδDsB

˘

, (7.12a)

pΓABqabpΓABqcd “ 16
`

δarcδdsb

˘

, (7.12b)

rΓab,ΓcdsAB “ ´8δ
rc
rbpΓABq

ds

as
, (7.12c)

rΓAB,ΓCDsab “ ´8δ
rC
rBpΓabq

Ds

As
, (7.12d)

tΓAB,ΓCDuab “ 2ΓrAB
ac Γ

CDs

cb ` 4δabδ
ArDδCsB, (7.12e)

これより，特に，
TUsp P Up8q (7.13)

となる．
この表示の元で，極大コンパクト部分群 SUp8qは，

ρUsppgq “ exp

˜

Λ ^ 1 0

0 Λ̄ ^ 1

¸

, Λ “ pΛA
Bq P sup8q, (7.14)
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対称空間E7p7q{SUp8qに対応する部分空間は

Lpϕq “ exp

˜

0 ϕABCD

ϕ̄ABCD 0

¸

;

ϕ “ pϕABCDq “ η ‹ ϕ̄ (7.15)

と表される．

7.2.1.3 Usp(DN)表示

E7p7qの 56次元表現に対するもう一つのUsp表示Lpϕq P ρ56UsppE7p7qq Ă

Uspp56qは，

ρDNpgq “ exp

˜

A ^ 1 ` iV S ^ 1 ` iU

S ^ 1 ´ iU A ^ 1 ´ iV

¸

“

˜

Tu ´v:

´ Tv u:

¸

“

˜

uabij ´v̄cd;ij
´vab;kl ūcd

kl

¸

ρDNpgq´1 “

˜

ū v̄

v u

¸

“

˜

ūijab v̄cd;ij
vab;kl ucdkl

¸

;

TA “ ´A, TS “ S P slp8,Rq,

‹U “ U, ‹V “ ´V P ^4R8. (7.16)

ここで，

ρDNpgqΩρDNpgq: “ Ω, (7.17a)

Ω “ ΩUsp, (7.17b)

ρSpとの関係は

ρDN “ T ρSpT
´1, (7.18)

T “ TDN :“
1

?
2

˜

i ´1

i 1

¸

. (7.19)

この表示では，極大コンパクト部分群 SUp8qは，

ρDNpgq “ exp

˜

A ^ 1 ` iV 0

0 A ^ 1 ´ iV

¸

. (7.20)
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また，対称空間E7p7q{SUp8qに対応する部分空間は，

Lpϕq “ exp

˜

0 S ^ 1 ` iU

S ^ 1 ´ iU 0

¸

. (7.21)
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7.2.2 Cremmer-Julia理論 (ungauged)

7.2.2.1 基本場

• スカラ場　 70次元：ϕ P E7p7q{SUp8q

• ベクトル場　 28次元： F P R28 b A 2

• スピン 1{2場 56個：λABC (A,B,C “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)

• スピン 3{2場 8個：ψAµ (A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)

• 重力場: θAµ ñ gµν

7.2.2.2 対称性

global E7p7qˆ local SUp8q

7.2.2.3 スカラ場のコセット表現

ϕを
ϕ P E7p7q{SUp8q ÞÑ Lpϕq P GLp56,Cq (7.22)

とコセット表現するとき，E7p7qはLpϕqに左から作用，また，SUp8qは右
から作用．

• Sp表示：Lpϕq P ρ56SppE7p7qq Ă Spp56,Rqとなる表示

Lpϕq “ exp

˜

S ^ 1 U

U ´ TS ^ 1

¸

;

S “ TS P slp8,Rq, U “ ‹U P

4
ľ

R8. (7.23)

• Usp(CJ)表示：Lpϕq P ρ56USppE7p7qq Ă Uspp56qとなる表示

Lpϕq “ exp

˜

0 ϕABCD

ϕ̄ABCD 0

¸

;

ϕ “ pϕABCDq “ η ‹ ϕ̄. (7.24)
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• Usp(DN)表示：Lpϕq P ρ56UsppE7p7qq Ă Uspp56qとなる表示の一つ．

Lpϕq “ exp

˜

0 2S ^ 1 ` iU

2S ^ 1 ´ iU 0

¸

;

S “ TS P slp8,Rq, U “ ‹U P ^4R8. (7.25)

7.2.2.4 スピノール場

Majoranaスピノールによる表示では，

ψaµ, λabc P R4 pa, b, c “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8q (7.26)

Lpϕqに右から作用する E7p7q Ą SLp8qの部分群 SOp8qに対し，それぞれ
基本表現，３階反対称表現に従って変換．

Weylスピノール表示では，

ψaµ ÞÑ

˜

ψAµ
σ2ψµA

¸

, λabc ÞÑ

˜

λABC

σ2λABC

¸

(7.27)

ただし，
ψµA “ pψµAq˚, λABC “ pλABCq˚ (7.28)

ψAµ およびλABCは，Lpϕqに右作用する SUp8qに対し，それぞれ基本表現，
３階反対称表現に従って変換．

7.2.2.5 局所 SUp8q対称性

局所 SUp8q変換は，スカラ場とスピノール場のみに作用.

U P SUp8q ñ Lpϕq Ñ Lpϕqρ56pU´1q, F Ñ F ,

ψAµ Ñ UA
Bψ

B
µ , λABC Ñ 3U rA

Dλ
BCsD. (7.29)

いま，

Lpϕq´1BµLpϕq “ Qµpϕq ` Pµpϕq, Qµ P sup8q, Pµ K Qµ P E7p7q

(7.30)

とおくと，無限小 SUp8q変換 δU “ Λに対し，

δQµ “ ´rρpΛq,Qµs ` ρpBµΛq, (7.31a)

δPµ “ ´rρpΛq,Pµs (7.31b)
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と変換する．Usp(CJ)表示では，Qµ, Pµは

Qµ “

˜

2Qµ ^ 1 0

0 2Q̄µ ^ 1

¸

, Pµ “

˜

0 Pµ
P̄µ 0

¸

(7.32)

と表示される．これらを用いて，スカラおよびWeylスピノールに対する
共変微分が次のように定義される：

Lpϕq´1DµLpϕq “ Lpϕq´1BµLpϕq ´ Qµpϕq “ Pµpϕq, (7.33a)

Dµψ
A
ν “ Bµψ

A
ν ` pQµqABψ

B
ν , (7.33b)

Dµλ
ABC “ Bνλ

ABC ` 3pQµqrA
Dλ

BCsD (7.33c)

Majoranaスピノールに対しては，

Dµpψaνq “ Bµpψaνq `

˜

Qµ 0

0 Q̄µ

¸

pψaµq, (7.34a)

Dµpλabcq “

˜

Dµλ
ABC

σ2pDµλ
ABCq˚

¸

(7.34b)

7.2.2.6 スカラ場の運動項

2κ2Ls “ ´
e

12
TrppL´1DµLq:pL´1DµLqq

“ ´
e

6
PµABCDP

µABCD pUsp(CJ)表示 q

“ ´
e

6
PµabcdP

µabcd pUsp(DN)表示 q. (7.35)

7.2.2.7 スピノール場の運動項

2κ2Lf “ ´2ϵµνρσψ̄µaγσγ5Dνpω,Qqψaρ ´
i

3
λ̄abcγ

µDµpω,Qqλabc

´i

?
2

3
eψ̄aµγ

νγµ
´

Pν abcd ` P̂ν abcd

¯

λbcd

(7.36)
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7.2.2.8 ベクトル場の運動項

F P R28 b A 2 ÞÑ F “

˜

F

G

¸

P C56 b A 2

とおくと，F は次の双対性条件を満たす：

Lpϕq´1 ˚F “ ΩLpϕq´1F ô ˚F “ Ω̃F . (7.37)

ここで，
Ω̃pϕq “ LpϕqΩLpϕq´1 (7.38)

これと，方程式
dF “ 0 (7.39)

の組が，スピノール場を無視した場合のベクトル場の方程式となり，E7p7q

のF に対する左作用：ρ56pE7p7qq ▷ C56で不変となる．

• Sp表示：実E7-ベクトル表示

F “

˜

Fmn

Gmn

¸

P R56, m, n “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8, (7.40a)

˚Gmn “ ´Nmn;pqF
pq. (7.40b)

ここで，

N “ Ω̃´1
12 ´ Ω̃´1

12 Ω̃11 ˚. (7.41a)

この表示では，ベクトル場の運動項は

2κ2Lv “
e

2
Fmn
µν ˚Gmuν

mn “ ´
e

2
Fmn
µν Nmn;pqF

µν pq. (7.42)

• Usp(DN)表示：複素E7カイラルベクトル表示

F ` “

˜

F`
1

F`
2

¸

“
1 ` i˚

2
TDNFSp. (7.43a)

ベクトル場の運動項は

2κ2Lv “ ´
e

2
F`
µν
jkp2Sjklm ´ 1qF`µν,lm ` h.c.. (7.44)
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Usp(DN)表示での Lpϕqを用いると

S´1 ´ 1 “ u´1v ô pu ` vqS “ u. (7.45)

N との関係は Sp表示で

S “
1

2
pN p˚Ñ ´iq ` 1q “

1

2
Ω̃´1

12

´

Ω̃12 ` 1 ` iΩ̃11

¯

. (7.46)

• Usp(CJ)表示：E7不変表示

F̂ 1
AB “

1

4
?

2

`

ΓabAB iγ5Γ
ab
AB

˘

Lpϕq´1Fµνγ
µν “ F̂ 1

ABµνγ
µν (7.47)

7.2.2.9 Lagrangian

2κ2L total “ eRpω, eq ´
e

6
P̄µabcdP

µabcd `
e

2
Fmn
µν pBq ˚GF µν

mnpB, ϕ, ψ, λq

´2ϵµνρσψ̄µaγσγ5Dνpω,Qqψaρ ´
i

3
λ̄abcγµDµpω,Qqλabc

´i

?
2

3
eψ̄µaγ

νγµ
´

P abcd
ν ` P̂ abcd

ν

¯

λbcd

`e
!

F̂ `
abpB, ϕ, ψ, λqµνO`ab

µν pψ, λq ` hc
)

`some quartic terms of spinors. (7.48)

ここで，

GF “ N ˚F ´ pN ` 1q ˚O, (7.49)
˜

F̂ `

Ô`

¸

“
1

?
2
T0L

´1

˜

F`

GF`

¸

, (7.50)

T0 “
1

?
2

˜

1 i

1 ´i

¸

. (7.51)

V を

V :“ T0L
´1T ´1

0 “

˜

ū ´v̄

´v u

¸

(7.52)

590 目次へ



目次へ

により定義すると，

F̂ ` “ Tpu´1qSF` ´ pū ` v̄qSO`, (7.53a)

Ô` “ uO`. (7.53b)

ただし，

Oab
µν “ ´

i

2
?

2
ψ̄aλγ

rλγµνγ
σsψbσ

`
i

4
ψ̄cλγµνγ

λλabc `
i

4
?

2
η ‹ pλ̄ ^ γµνλqab. (7.54)

また，

P̂µ “ Pµ ` i

?
2

3
ψ̄pLq
µ ^ λpRq ` i

η

4
‹ pψ̄pRq

µ ^ λpLqq. (7.55)

7.2.2.10 超対称変換

ϵA P R4 (A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)を局所超対称変換を生成するMajoranaスピノー
ルの組として，

δSe
α
µ “ iϵ̄Aγ

αψAµ , (7.56a)

Lpϕq´1δSLpϕq “ ´2
?

2

˜

0 PABCD
P̄ABCD 0

¸

;

P “
i

4

␣

ϵ̄pLq ^ λpRq ` η ‹ pϵ̄pRqq ^ λpLq
(

, (7.56b)

δS

˜

Bm1n1

µ ` iCµm1n1

Bm1n1

µ ´ iCµm1n1

¸

“ ´2
?

2Lpϕq

˜

XµAB

X̄AB
µ

¸

;

XµAB “ iϵ̄
pLq

rA ψ
pRq

µBs
`

i

2
?

2
ϵ̄pRqCγµλ

pLq

ABC , (7.56c)

δSψ
pRq

µA “ Dµpω,Qqϵ
pRq

A ´
1

4
?

2
F̂ 1
ABγµϵ

pLqB

`
i

4
pλ̄

pLq

ABCγ
αλDBCpLq qγαγµϵ

pRq

D ´
i

?
2

pψ̄pRqB
µ γαλ

pRq

ABCqγαϵ
pLqC ,

(7.56d)

δSλ
pRq

ABC “
?

2P̂µABCDγ
µϵpLqD `

3

4
F̂ 1

rABϵ
pRq

Cs
. (7.56e)
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7.2.3 deWit-Nicolai理論 (SOp8qgauging)

7.2.3.1 基本変数

• スカラ場 V pϕq “ TDNL
´1 P E7p7q：ρ56UsppSUp8qq ▷ V ◁ ρ56SppSOp8qq:

V “

˜

ū v̄

v u

¸

, V ´1 “

˜

Tu ´v:

´ Tv u:

¸

,

u “ puABabq, ū “ puAB
abq, (7.57)

v “ pvAB abq, v̄ “ pvAB abq. (7.58)

ゲージ変換は

δuABab “ ´2ΛrA
Cu

BsC
ab ´ 2gΞra

cuABbsc. (7.59)

• スピノール場 ψAµ , λABC : SUp8q ▷ ψµ, λ

ψaµ “

˜

ψAµ
σ2ψAµ

¸

, ψAµ “ pψAµ q˚, (7.60a)

λabc “

˜

λABC

σ2λABC

¸

, ψABC “ pψABCq˚, (7.60b)

(7.60c)

ゲージ変換は，pΛA
Bq P SUp8q, pΞa

bq P SOp8qに対して，

δψAµ “ ΛA
Bψ

B
µ , δλABCµ “ 3ΛrA

Dλ
BCsD. (7.61)

• ベクトル場 (SOp8qゲージ場）：Aabµ “ ´Abaµ ñ F ab
µν

F ab “ dAab ´ gAac ^ Acb. (7.62)

ゲージ変換は，

δA “ dΞ ` grΞ, As, δF “ grΞ, F s. (7.63)
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7.2.3.2 共変微分

スカラ場 V とゲージ場Aより

BµV V ´1 ` V AµV
´1 “ ´Qµ ´ Pµ; (7.64)

Aµ “

˜

2Aµ ^ 1 0

0 2Aµ ^ 1

¸

, (7.65)

Qµ “

˜

2Qµ ^ 1 0

0 2Q̄µ ^ 1

¸

; Qµ “ pQµ
A
Bq (7.66)

Pµ “

˜

0 Pµ
P̄µ 0

¸

; Pµ “ pPµABCDq (7.67)

とおく，特に，Qµ “ Qµpϕ,Aq, Pµ “ Pµpϕ,AqはAにも依存．ゲージ変換
に対して，

δQµ “ ´BµΛ ` rΛ, Qµs, δPABCD
µ “ ´4ΛrA

EP
BCDsE
µ . (7.68)

これらを用いて，

DµV “ BµV ` QµV ` V Aµ “ ´PµV , (7.69a)

Dµψ
A
ν “ ∇µψ

A
ν ` Qµ

A
Bψ

B
ν , (7.69b)

Dµλ
ABC “ ∇µλ

ABC ` 3Qµ
rA
Dλ

BCsD, (7.69c)

DµF
ab “ ∇µF ´ grAµ, F s. (7.69d)

7.2.3.3 Lagrangian

全 Lagrangianは

L total “ L0 ` Lg ` Lg2 : (7.70)

2κ2L0 “ eRpω, eq ´
e

6
PµABCDP

µABCD

´2ϵµνρσψ̄µAγσDνpω,QqψAρ ´
i

3
λ̄ABCγ

µDµpω,QqλABC

´i

?
2

6
e
´

ψ̄µAγ
νγµ

´

PABCD
ν ` P̂ABCD

ν

¯

λBCD ` h.c.
¯

´
e

2

“

F`
µν ¨ p2S ´ 1qF`µν ´ 4F`

µν ¨ Su´1O`µν ` h.c.
‰

`
e

2

␣

O`
µν ¨ Tpu´1qpS ` Tuv̄qu´1O`µν ` h.c.

(

`2κ2Lf4 ; (7.71)

593 目次へ



目次へ

2κ2Lf4 “ eψ̄rA
µ ψ

Bs
ν ψ̄

µ
Aψ

ν
B ´

?
2

4
e
“

ψ̄Aλ γ
µνγλλABCψ̄

B
µ ψ̄

C
ν ` h.c.

‰

´e

„

η

4
‹ pλ̄ ^ γµνλ ^ ψ̄µψνq `

1

8
ψ̄aλγµνγ

λλACDψ̄µBγνλ
BCD ` h.c.

ȷ

´

?
2

12
eη

“

‹pλ̄ ^ γµνλ ^ pψ̄ ¨ γνλqq ` h.c.
‰

´
e

16
pλ̄ACDγµλBCDqpλ̄BEFγνλAEF q `

e

48
pλ̄ABCγµλABCq2. (7.72)

ここで，

S “ pu ` vq´1u, (7.73a)

O`AB
µν “ ´

i

2
?

2
ψ̄Aλ γ

rλγµνγ
σsψBσ

`
i

4
ψ̄λCγµνγ

λλABC `
i

4
?

2
η ‹ pλ̄ ^ γµνλqAB, (7.73b)

P̂ABCD
µ “ PABCD

µ ´

?
2

4
i
`

p1 ` η‹qpψ̄µ ^ λq
˘ABCD

. (7.73c)

Gaugingによる付加項は

Lg “ ige

?
2

2
A1ABψ̄

A
µ γ

µνψBν `
i

6
geA2A

BCDψ̄Aµ γ
µλBCD

`ige

?
2

144
ηϵABCDEFGHA2

K
DEF λ̄ABCλGHK ` h.c., (7.74a)

Lg2 “ g2e

"

3

4
|AAB1 |2 ´

1

24
|A2

A
BCD|2

*

. (7.74b)

ここで，

AAB1 “ ´
4

21
TC

ABC , A2D
ABC “ ´

4

3
TD

rABCs, (7.75)

TC
DAB “ puABab ` vABabqpuCE

bduDEca ´ vCEbdv
DEdaq. (7.76)
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7.2.3.4 局所超対称変換

ϵ “ pϵAq(A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)を無限小局所超対称変換のパラメータとなる
p`qchiralityのスピノール場として，

δV V ´1 “ ´

?
2

2

˜

0 pϵ̄ ^ λ ` η ‹ pϵ̄ ^ λqqABCD

pϵ̄ ^ λ ` η ‹ pϵ̄ ^ λqqABCD

¸

,

(7.77a)

δλ “ ´2
?

2γµϵ ¨ P̂µ `
i

2
ˆ̄F ´
µνγ

µνϵ ´ i

?
2

2
η ‹ pλ̄ ^ λ ¨ ϵq

`δgλ, (7.77b)

δAµ “ ´ipu: ` v:qpϵ̄ ¨ γµλ `
?

2ϵ̄ ^ ψµq ` h.c., (7.77c)

δψAµ “ 2Dµϵ
A `

?
2

4
i ˆ̄F ´AB

ρσ γρσγµϵB

`
i

16
ηγµγλσϵB ‹ pλ̄ ^ γλσλqBA `

i

4
pλ̄ACDγνλBCDqγνγµϵ

B

`

?
2

4
ipψ̄µCγ

νλABCqγνϵB ` δgψ
A
µ , (7.77d)

δemµ “ iϵ̄ ¨ γmψµ ` h.c.. (7.77e)

ここで，

ˆ̄F `
µνAB “ F̄ `

µνAB `
i

4
ψ̄Cλ γ

λγµνλABC ´

?
2

8
iψ̄ρAtγµν , γ

ρσuψσB,

(7.78)

F̄ ` “ Tpu´1qSF` ´ pū ` v̄qSO`, F̄ ´ “ pF̄ `q:. (7.79)

また，

δgλ̄
ABC “ ´2igϵ̄DA2D

ABC , (7.80a)

δgψ̄
A
µ “ ´

?
2igϵ̄BγµA

BA
1 . (7.80b)
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7.2.4 一般の gauging

Reference

• de Wit B, Samtleben H, Trigiante M: JHEP0706:049 (2007)

“The maximal D “ 4 supergravities”.

Notation

Ours dWBT

ηab ηab
ϵ012¨¨¨ ϵ012¨¨¨

ωabpXq ´ωabpXq

Ra
b ´Ra

b

R ´R

γa γa

ψ̄ ´iψ̄

ψi ψi

χijk χijk

添え字ルール 添え字を

• Sp添え字:

pXMq “

˜

XΛ

XΣ

¸

,

pM “ 1, ¨ ¨ ¨ , 56. Λ,Σ “ 1, ¨ ¨ ¨ , 28q. (7.81)

• Usp添え字:

pY Nq “ pY ij Yijq,

pN “ 1, ¨ ¨ ¨ , 56, i, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8q. (7.82)

と表す．SUp8q変換と Spp56q変換は次の様に作用：

• pU i
jq P SUp8q: Ui

j “ pU i
jq

˚として，

yi ÞÑ U i
jy
j, yi ÞÑ Ui

jyj. (7.83)
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• L “ pLM
Nq P Spp56,Rq: pLMNq “ TpL´1q “ ´ΩLΩとして，

XM ÞÑ LMNX
N , XM ÞÑ LM

NXM . (7.84)

ここで，

Ω “ pΩMNq “

˜

ΩΛΣ ΩΛ
Ω

ΩK
Σ ΩKΩ

¸

“

˜

0 δΛΩ
´δΣK 0

¸

, (7.85a)

ΩUSP “ pΩM
Nq “

˜

´i 1 ^ 1 0

0 i 1 ^ 1

¸

, (7.85b)

(7.85c)

7.2.4.1 スカラ場

スカラ場をE7p7qの 56次元表現に対する Sp-Usp混合表示

V “ LT ´1 “ T ´1V ´1
CJ P GLp56,Cq

pVCJ P E7p7q Ă Uspp56qq : (7.86)

ρ56SppE7p7qq ▷ V ◁ ρ56UsppSUp8qq (7.87)

で表す．成分は，

V “ pVM
Nq “ pV ij

M VMijq “

˜

VΛ
ij VΛ kl

V Σ ij V Σ
kl

¸

(7.88)

ここで，

T “ TCJ “ pSN
Mq “

˜

Tij
Λ TijΣ

T klΛ T kl
Σ

¸

“

˜

1
4
ΓijΛ 0

0 1
4
ΓklΣ

¸

ˆ
1

?
2

˜

i ´1

i 1

¸

.

(7.89)

V は次の関係式を満たす：

V ΩUspV
: “ ΩSp “ Ω, ô V ij

M VN ij ´ VM klV
kl
N “ iΩMN , (7.90)

V :ΩV “ ΩUsp, ô

#

ΩMNVMijVN kl “ iδ
ri
rkδ

js

ls ,

ΩMNVMijV kl
N “ 0

. (7.91)

これより，

pV ´1qM
N “ iΩNP

˜

´VPij
VP kl

¸

“

˜

´iV Λ
ij iVΣ ij

iV Λ kl ´iVΣ
kl

¸

. (7.92)
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7.2.4.2 スピノール場

スピノール場は，Dirac表示での chiral spinor ψiµ, χijkで与えられる:

SUp8q ▷ ψµ, λ, (7.93)

γ5ψ
i
µ “ ψiµ, γ5χ

ijk “ χijk. (7.94)

これより，chiral表示で

ψiµ “

˜

ξiµ
0

¸

, χijk “

˜

ηijk

0

¸

. (7.95)

以下，次の記号法を採用：

ψiµ “ pψiµqc “

˜

0

σ2pξ
i
µq˚

¸

, (7.96a)

ψ̄iµ “ pψiµq “ pi Tξiµσ2, 0q, (7.96b)

ψ̄iµ “ pψiµq “ p0, ipξiµq:q, (7.96c)

χijk “ pχijkqc “

˜

0

σ2pηijkq˚

¸

, (7.96d)

χ̄ijk “ pχijkq “ pi Tpηiklqσ2, 0q, (7.96e)

χ̄ijk “ pχijkq “ p0, ipηijkq:q. (7.96f)

7.2.4.3 ベクトル場と gauging

ゲージ場は 56個のベクトル場

AM “ AMµ dx
µ (7.97)

で与えられる．このベクトル場を，埋め込み定数テンソルΘα
M を用いて

E7p7qの Lie代数（基底 tα P Spp56,Rq)に埋め込む：

pAMq ÞÑ A “ AMΘM
αtα P e7p7q Ă spp56,Rq.q (7.98)

このとき，Xテンソルを

XMN
L “ pXMqN

L “ ΘM
αptαqN

L (7.99)
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により定義すると，
rXM , XN s “ ´XMN

PXP (7.100)

が成り立つ．これより，AM のゲージ変換は

δAMµ “ DµΛM ´ gZM,αΞµα, (7.101)

DµΛM “ BµΛM ` gXPQ
MAµ

PΛQ. (7.102)

ここで，ΛM および Ξµαはゲージパラメタ－（任意関数）で，

ZM,α “
1

2
ΩMNΘN

α. (7.103)

整合性条件より

ΩMNΘM
αΘN

β “ 0 ñ XMZ
M,α “ 0. (7.104)

このXテンソルを用いて，

FM “ dAM `
1

2
gXrNP s

MAN ^ AP (7.105)

によりフラックスを定義すると，ゲージ共変的でない．そこで，新たな
ゲージ場Bµν αを用いて，

Hµν
M “ Fµν

M ` gZM.αBµν α, (7.106a)

G `
µν

Λ “ H `
µν

Λ, (7.106b)

G `
µνΛ “ NΛΣH `

µν
Σ ` 2iO`

µνΛ, (7.106c)

pGM
µν q “

˜

H Λ
µν

Gµν Σ

¸

(7.106d)

と定義し,Bµν αのゲージ変換を

ZM,αδBµν α “ 2ZM,αpDrµΞνsα ` tαN
LΩLPArµ

NδAνs
P q ´ 2XpNP q

MΛPGµν
N

(7.107)

とおくと，GM
µν は, mod. 場の方程式で，ゲージ共変となる：

δGM “ ´gΛPXPN
MG N modpXΛ

M
NpG p`q ´ H p`qqΛ “ 0q (7.108)
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7.2.4.4 共変微分

スカラ場 V とゲージ場Aより

V ´1BµV ´ V ´1AµV “ Qµ ` Pµ; (7.109)

Aµ “ AMµ XM , (7.110)

Qµ “

˜

2Qµ ^ 1 0

0 2Q̄µ ^ 1

¸

; Qµ “ pQµ
i
jq (7.111)

Pµ “

˜

0 Pµ
P̄µ 0

¸

; Pµ “ pPµijklq (7.112)

とおく，特に，Qµ “ Qµpϕ,Aq, Pµ “ Pµpϕ,AqはAにも依存．SUp8qゲー
ジ変換に対して，

δQµ “ ´BµΛ ` rΛ, Qµs, δP ijkl
µ “ ´4Λri

mP
jkls,m
µ . (7.113)

これらを用いて，共変微分を

DµV “ BµV ´ V Qµ ´ gAµV “ V Pµ, (7.114a)

Dµψ
i
ν “ ∇µψ

i
ν ` Qµ

i
jψ

j
ν , (7.114b)

Dµλ
ijk “ ∇µλ

ijk ` 3Qµ
ri
lλ
jksl. (7.114c)

により定義する．ここで，

RM “

˜

QMij
kl PMijkl

PM
ijkl QM

ij
kl

¸

“ pV ´1qL
LXML

NVN
N “ iVM

MTML
N ,

(7.115)

すなわち，

QMij
kl “ QMri

rkδ
ls
js

“ iΩNPVNijXMP
QVQ

kl, (7.116a)

PMijkl “ p‹PMqijkl “ iΩNPVNijXMP
QVQkl. (7.116b)

とおくと，Qµi
jと Pµijklは次の様に表される：

Qµi
j “

2

3
i
`

VΛikBµV
Λjk ´ V Λ

ikBµVΛ
jk
˘

´ gAµ
MQMi

j,

(7.117a)

Pµijkl “ iΩMNVMijDµVNkl “ i
`

VΛijDµV
Λ
kl ´ V Λ

ijDµVΛkl

˘

“ i
`

VΛijBµV
Λ
kl ´ V Λ

ijBµVΛkl

˘

´ gAµ
MPM ijkl.

(7.117b)
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特に，ある点 V p0qの近傍で

V “ V p0q exp

˜

0 ϕ

ϕ̄ 0

¸

(7.118)

となる剰余類表現を取ると，

Qµ i
j “ ´gAµ

MQM i
j, (7.119a)

Pµ ijkl “ Bµϕijkl ´ gAµ
MPMijkl (7.119b)

となる．

7.2.4.5 Lagrangian

全 Lagrangianは

L total “ L0 ` LCS ` Lg ´ eP pV q : (7.120)

2κ2L0 “ eRpω, eq ´
e

6
PµijklP

µijkl

`2ϵµνρσψ̄µ iγσDνpω,Qqψiρ ´
i

3
χ̄ijkγ

µDµpω,Qqχijk

´i

?
2

6
e
´

ψ̄µiγ
νγµ

´

P ijkl
ν ` P̂ ijkl

ν

¯

χjkl ` h.c.
¯

´
e

2

“

iNΛΣH `
µν

ΛH `µνΣ ´ 4H `
µν

ΛO`µν
Λ ` h.c.

‰

´2eV Λ
ijV

Σij
␣

O`
µνΛO`µν

Σ ` h.c.
(

`2κ2Lf4 ; (7.121)

2κ2Lf4 “ eψ̄ri
µψ

js
ν ψ̄

µ
i ψ

ν
j `

?
2

4
e
“

ψ̄iχγ
µνγλχijkψ̄

j
µψ̄

k
ν ` h.c.

‰

´e

„

´
η

4
‹ pχ̄ ^ γµνχ ^ ψ̄µ ^ ψνq `

1

8
ψ̄iλγµνγ

λχiklψ̄µjγνχ
jkl ` h.c.

ȷ

`

?
2

12
eη

“

‹pχ̄ ^ γµνχ ^ pψ̄ ¨ γνχqq ` h.c.
‰

´
e

16
pχ̄iklγµχjklqpχ̄jmnγνχimnq `

e

48
pχ̄ijkγµχijkq2. (7.122)

ここで，NAΣは
NΛΣV Σij “ ´VΛ

ij (7.123)
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の解で
´irpN ´ ¯N q´1sΛΣ “ V Λ

ijV
Σij ě 0 (7.124)

を満たす．また

O`ij
µν “ ´

i

2
?

2
ψ̄iλγ

rλγµνγ
σsψjσ

´i
1

4
ψ̄λkγµνγ

λχijk `
i

4
?

2
η ‹ pχ̄ ^ γµνχqij, (7.125a)

P̂ ijkl
µ “ P ijkl

µ ´ i

?
2

4

`

p1 ´ η‹qpψ̄µ ^ χq
˘ijkl

. (7.125b)

Gaugingによる付加項は

Lg “ ige

?
2

2
A1ijψ̄

i
µγ

µνψjν ´
1

6
geA2i

jklψ̄iµγ
µχjkl

´ige

?
2

144
ηϵijkpqrlmA2

n
pqrχ̄ijkχlmn ` h.c., (7.126a)

P pV q “ g2
"

´
3

4
|Aij1 |2 `

1

24
|A2

i
jkl|

2

*

“
g2

336
MMN

␣

8PM
ijklPNijkl ` 9QMi

jQNj
i
(

“
g2

672

␣

XMN
RXPQ

SMMPMNQMRS ` 7XMN
QXPQ

NMMP
(

(7.126b)

LCS “
i

2
gΘΛαBα

´

dAΛ ` gXMNΛA
M ^ AN ´

g

2
ΘΛβBβ

¯

`
i

6
gXMNΛA

M ^ AN ^

´

dAΛ `
g

2
XPQ

ΛAP ^ AQ
¯

`
i

12
gXMN

ΛAM ^ AN ^

´

dAΛ `
g

2
XPQΛA

P ^ AQ
¯

.(7.126c)

ここで，A1, A2は

A1
jk “ ´

i

7
ΩMNQMl

jVN
kl, (7.127a)

A2i
jkl “ ´iΩMNQMi

rjVN
kls. (7.127b)

で定義されるSUp8qテンソル，MMNはスカラ場のみに依存したSpp56,Rq

テンソル

MMN “ pV V :qMN “ VM
ijVNij ` VMijVN

ij, (7.128a)

MMN “ pMMNq´1 “ ΩMPΩNQMPQ. (7.128b)
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7.2.4.6 可能なGauging

埋め込みテンソルΘM
αに対する条件は，

1) Lie代数条件：埋め込まれた無限小変換XM “ Θα
M tαが閉じたLie代

数Gを作り，さらに，その adjoint表現 adpXMqpFNXNqから誘導
されるゲージ場 FM の変換は，E7p7qの 56次元表現から誘導される
ものと一致しなければならない．この後半の条件は

adpXMqpFNXNq “ rXM , XN sFN “ ρ56pXMqLNXLF
N (7.129)

と表され，これより，

rXM , XN s “ ´XMN
LXL (7.130)

を得る．この条件が満たされれば，明らかに，XM は閉じた Lie代
数を作る．

2) 超対称性条件：理論がN “ 8の局所超対称性を持つための条件．

tαM
NΘN

α “ 0, ptβt
αqM

NΘN
β “ ´

1

2
ΘM

α. (7.131)

これらは，

XNM
N “ 0, pXN t

αqM
N tα “ ´

1

2
XM (7.132)

と同等．

超対称条件は，E7p7qの表現の分解

56 ˆ 133 “ 56 ` 912 ` 6480 (7.133)

において，
pΘM

αq P 912E7p7q
(7.134)

を意味する．また，
pCMN

αq P p56 ˆ 912qE7p7q
(7.135)

が導かれる．したがって，

p912 ˆ 912qs “ 133 ` 8645 ` 1463 ` 152152 ` 253935,(7.136a)

56 ˆ 912 “ 133 ` 8645 ` 1539 ` 40755, (7.136b)

p133 ˆ 133qa “ 133 ` 8645 (7.136c)
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より，超対称条件のもとで Lie代数条件は，次の条件と同等になる：

ΘM
αΘN

βΩMN “ 0 ô ΘΛrαΘΛ
βs “ 0. (7.137)

この条件は，適当な Spp56,Rq変換により，常にΘα “ pΘM
αqを electric，

すなわちΘΛα “ 0とできることを意味する．

7.2.4.7 T テンソル

埋め込みテンソルΘM
αとスカラ場行列 V を用いて，T テンソルを

TMN
P rΘ, ϕs “

1

2
pV ´1qM

MpV ´1qN
NVP

PXMN
P . (7.138)

このとき，XM P E7p7qより，

TMN
P “

`

TijN
P , T ijN

P
˘

(7.139)

と分解すると，

Tij “ pTijN
P q “

¨

˝

´2
3
1 ^ T

p1q

T ij ‹
p2q

T ij

p2q

T ij
2
3
1 ^

p1q

T ij

˛

‚: (7.140)

T ij “ pT ijNP q “

¨

˝

2
3
1 ^

p1q

T ij
p2q

T ij

‹
p2q

T ij ´2
3
1 ^ T

p1q

T ij

˛

‚: (7.141)

ここで

p
p1q

T ijqk
l “ Tk

lij “
3

4
iΩMNQMk

lVN
ij, (7.142a)

p
p1q

T ijq
k
l “ p

p1q

T ijqk
l˚. (7.142b)

p
p2q

T ijqklmn “ Tklmn
ij “

i

2
PMklmnVN

ij, (7.142c)

p
p2q

T ijq
klmn “ p

p2q

T ijqklmn
˚. (7.142d)

Susy条件は、TMN
P がE7p7qの 920次元表現に属することを要求する．

これを SUp8qの表現に分解すると 920 “ 36 ` 36c ` 420 ` 420cとなる
が，δrk

ri Tjs
lmnsとT klmnijはいずれも1512`420`28と既約分解され，420
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次元表現しか含まないので，両者は比例しないといけない．したがって，
Susy条件は次の条件と同等となる：

T klmnij “ ´
4

3
δ

rk
ri Tjs

lmns, (7.143a)

Ti
jkl “ ´

3

4
A2i

jkl ´
3

2
A1

jrkδ
ls
i (7.143b)

ここで，
A1

rijs “ 0, A2i
jkl “ A2i

rjkls, A2i
jki “ 0. (7.144)

7.2.4.8 ゲージ対称性の自発的破れ

スカラのモジュライ空間 Sのある点Oの近傍で，次の様な剰余類表現
を取る：

V “ V pOq exp

˜

0 ϕ

ϕ̄ 0

¸

: ϕ “ pϕijklq, ϕ̄ “ ‹ϕ “ pϕijklq. (7.145)

このとき，Oで

BµV “ V pOq

˜

0 Bµϕ

Bµϕ̄ 0

¸

. (7.146)

また，

ΩMNpVM
P q˚BµVN

Q “ ΩMNpV pOqM
P q˚V pOqN

Q

˜

0 Bµϕ

Bµϕ̄ 0

¸

“ ´ΩUsp

˜

0 Bµϕ

Bµϕ̄ 0

¸

(7.147)

より，

Qµi
j “ ´gAµ

MQMi
j, (7.148a)

Pµijkl “ Bµϕ ´ gAµ
MPMijkl. (7.148b)

次に，埋め込みテンソルがXMP
Qのとき，V のゲージ変換は

δV “ ´gΛMXMV “ ´gΛM
`

VN
NpV ´1qPNXMP

LVL
L
˘

“ ´gΛMV RM . (7.149)
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一方，基準点Oにおいて

δV “ V pOq

˜

0 δϕ

δϕ̄ 0

¸

. (7.150)

よって，
δϕijkl “ ´gΛMPMijkl. (7.151)

これより，点Oが極点のとき，

ΛMPMijkl ‰ 0 (7.152)

に対応するゲージ対称性が破れる．したがって，Pµijklの構造より，ちょ
うど δϕに対応するスカラの成分がHiggs機構によりゲージ対称性の破れ
たゲージ場に質量を与える．また，δϕ “ 0に対応するゲージ場成分は，
最低次で，スカラ場と decoupleする．

7.2.4.9 局所超対称変換

ϵ “ pϵiq(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)を無限小局所超対称変換のパラメータとなる
p`qchiralityのスピノール場として，

V ´δV “

?
2

2

˜

0 pϵ̄ ^ χ ` η ‹ pϵ̄ ^ χqqijkl

pϵ̄ ^ χ ` η ‹ pϵ̄ ^ χqqijkl

¸

,

(7.153a)

δAMµ “ ΩMNVN
jkpϵ̄lγµχ

ljk `
?

2pϵ̄ ^ ψµqjkq ` h.c., (7.153b)

δBµνα “
2

3

?
2ptαqM

PΩMQ
´

iVPijVQklϵ̄
riγµνχ

jkls ` i2
?

2VPjkVQ
ik ϵ̄iγrµψ

j
νs

` h.c.
¯

´2ptαqM
PΩPNArµ

NδAνs
Q, (7.153c)

δemµ “ iϵ̄ ¨ γmψµ ` h.c., (7.153d)

δψiµ “ 2Dµϵ
i `

?
2

4
Ĥ ´ij

ρσ γ
ρσγµϵj

`
i

16
ηγµγλσϵj ‹ pχ̄ ^ γλσχqji `

i

4
pχ̄iklγνχjklqγνγµϵ

j

`i

?
2

2
ψ̄µkγ

νχijkγνϵj ` δgψ
i
µ, (7.153e)

δχijk “ 2
?

2γµϵlP̂
lijk
µ `

3

2
ˆ̄H ´rij
µν γµνϵks ´ i

?
2

2
η ‹ pχ̄ ^ χ ¨ ϵqijk

`δgχ
ijk. (7.153f)
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ここで，

ˆ̄H `
µνij “ H̄ `

µνij ` i
1

4
ψ̄kλγ

λγµνχijk ´

?
2

8
iψ̄ρitγµν , γ

ρσuψσj,

(7.154)

H̄ `
µνij “ pVΛij ` V Σ

ijNΣΛqH `Σ
µν ` 2iV Λ

ijO
`
µνΛ, (7.155)

H̄ ´ “ pH̄ `q:. (7.156)

また，

δgχ
ijk “ ´2gA2l

ijkϵl, (7.157a)

δgψ
i
µ “

?
2gAij1 γµϵj. (7.157b)

7.2.5 Vacuum探査

Sp-Usp混合表示の元で，スカラ場行列は，勝手な点Pを基準とすると

V “ pVM
Nq “

˜

VΛ
ij VΛkl

V Σij V Σ
kl

¸

“ V pP qS , (7.158a)

S “ exp

˜

2A ^ 1 ϕ

ϕ̄ 2Ā ^ 1

¸

(7.158b)

と表される．ここで，

ϕ “ pϕijklq, ϕ̄ “ ‹ϕ “ pϕijklq, (7.159a)

pA ^ 1qkl
ij “ Ark

riδls
js. (7.159b)

このとき，ϕは点P近傍での剰余類空間の局所座標系を与える．一般に，
56次元Usp表示でのE7p7qの Lie代数の基底を t̃αとして，

S “ exppxαt̃αq (7.160)

とおくと，E7p7qの局所座標系 pxαqはE7p7q{SUp8qの局所座標系（過剰系）
を与える．この座標系を用いると，

BρV “ V t̃ρ (7.161)

となる．また，TUspを用いて，Sp表示に移ると，

BρV TUsp “ Ltρ; (7.162a)

L “ V TUsp, (7.162b)

tρ “ T :
Uspt̃ρTUsp (7.162c)
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となる．
一般に，ポテンシャルは,

XMN
R “ ΘM

αptαqN
R, (7.163)

M “ pMMNq, M ´1 “ pMMNq (7.164)

を用いて，

P pV q “
g2

672

␣

XMN
RXPQ

SMMPMNQMRS ` 7XMN
QXPQ

NMMP
(

(7.165)

となる．ここで，M は Sp-Usp混合表示では

M “ V V :, (7.166)

Sp-Sp表示 L “ V TUspでは

M “ L TL (7.167)

今点 Pを固定して，Pの近傍で上記の座標系を用いる．このとき，

V pP q “ LV pOq, V “ V pP qS (7.168)

より，
Θ1

M
αtα “ pL´1qM

NΘN
αL´1tαL, (7.169)

すなわち

Θ1
M
α “ pL´1qM

NΘN
βAβ

αpLq; L´1tαL “ Aα
βpLqtβ (7.170)

とおくと，Pでのポテンシャルの値は，

V pP q “
g2

672
Θ1

M
αΘ̃1

M
β pδαβ ` 7ηαβq . (7.171)

ここで，
Trptαt

:
βq “ δαβ, Trptαtβq “ ηαβ. (7.172)

次に，
BρM “ V pt̃ρ ` t̃:ρqV

: ñ Lptρ ` Ttρq
TL (7.173)
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より，

BρV pP q “
g2

336

“

ptρqM
NΘ1

M
αΘ1

N
βpδαβ ` 7ηαβq ` Θ1

M
αΘ1

M
βfρα

γδβγ
‰

“
g2

336

“

ptρqM
NTr

`

TX 1
MX

1
N ` 7X 1

MX
1
N

˘

` Tr
`

tρrX
1
M ,

TX 1
M s

˘‰

,

(7.174)

ここで，
X 1
M “ pL´1qM

NL´1XNL. (7.175)

さらに，

BχBρM “ V pt̃pχt̃ρq ` t̃χt̃
:
ρ ` t̃ρt̃

:
χ ` t̃:

pρt̃
:

χq
qV :

ñ Lptpχtρq ` tρ
Ttχ ` tχ

Ttρ ` Ttpρ
Ttχqq

TL (7.176)

および

BχBρM
´1 “ ´M ´1BχρM

´1 ` 2M ´1BpρMM ´1BχqMM ´1

ñ Lptpχtρq ` Ttρtχ ` Ttχtρ ` Ttpρ
Ttχqq

TL (7.177)

より，

BρBχV pP q “
g2

336

”

`

tpρtχq ` Ttpρtχq

˘

M
NΘ1

M
αΘ1

N
βpδαβ ` 7ηαβq

`2
`

tρM
Nfχα

γ ` tχM
Nfρα

γ
˘

δβγΘ
1
M

pαΘ1
N
βq

´Θ1
M
αΘ1

M
β
`

δαδfγpρ
δfχqβ

γ ` δγδfαpρ
γfχqβ

δ
˘

ı

(7.178)

以上より，点PがN “ 8gauged Sugra理論のポテンシャルの極点とな
る条件は，

Θ1
M
α P 912 Ă 56 ˆ 133 : E7p7q, (7.179a)

ΩMNΘ1
M
αΘ1

N
β “ 0, (7.179b)

ptρqM
NΘ1

M
αΘ1

N
βpδαβ ` 7ηαβq ` Θ1

M
αΘ1

M
βfρα

γδβγ “ 0,

(7.179c)

極点でのモジュライの質量行列は

pM2qρχ “
g2

168

”

`

spρsχq

˘

M
NTr

`

X 1
M

TX 1
N ` 7X 1

MX
1
N

˘

`2pspρqM
NTr

`

sχqrX
1
pM ,

TX 1
Nqs

˘

´Tr
`

rspχ, X
1
M srsρq,

TX 1
M s

˘

ı

. (7.180)
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ここで，

sα :“
1

2
ptα ` Ttαq. (7.181)

実際，

BρBχV “ pM2qρχ `
1

2
r Ttpρ, tχqs

γBγV. (7.182)

注)基点の変更について 基点をOから Pに変更するとき，

V pP q “ LV pOq, V “ V pOqS ñ V “ V pP qS 1 “ LV pOqS 1

(7.183)

より，
M “ LM 1 TL, M 1 “ V pOqS 12V pOq:. (7.184)

よって，
X 1
MN

L “ pL´1qM
P pL´1qN

QXPQ
RLR

L (7.185)

と定義すると，V は pS , XMq Ñ pS 1, X 1
Mqの置き換えで不変となる．し

たがって，基点の変更は，このXM の変換と同等となる．

7.2.6 Electric SL8 type

7.2.6.1 Embedding tensorに対する条件

一般に，

• 超対称条件
ΘM

α P 912 Ă 56 ˆ 133pE7p7qq (7.186)

• Lie代数条件
ΩMNΘM

αΘN
β “ 0. (7.187)

部分群 SLp8,Rq Ă E7p7qに対し，

E7p7q Ą SLp8,Rq

56 “ 28 ` 281, (7.188a)

133 “ 63 ` 70, (7.188b)

912 “ 36 ` 361 ` 420 ` 4201 (7.188c)

および
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28 281

63 36 ` 420 361 ` 4201

70 4201 420

が成り立つ．よって，

ΘM
αtα P G Ă SLp8,Rq ñ ΘM

α P 36 ` 361pSLp8,Rqq (7.189)

とくに，
ΘM

α P 361pSLp8,Rqq (7.190)

の時，

ΘM
α P 281 ˆ 63 ñ XΛ P SLp8,Rq, XΣ “ 0 (7.191)

となり，Lie代数条件も満たされる．
このとき，

XMN
P : Xrabsrcds

ref s “ Θab
re

rcδ
f s

ds
, Xrabs

rcds
ef “ ´Θab

rc
reδ

ds

f s
(7.192)

となるが，Θabc
dはさらに，対称行列 θabを用いて

Θab
c
d “ δcraθbsd (7.193)

と表される．

7.2.6.2 ゲージ群

ゲージ群Gの構造定数はXMN
P により決まる．その標準化に対しては

任意の正則変換ΛA
Bを用いても良い：

XMN
P ÞÑ X 1

M 1N 1
P 1

“ ΛM 1
MΛN 1

NXMN
PΛP

P 1

(7.194)

特に，Λrabs
rcds “ Λra

rcΛbs
dsに対し，

θab ÞÑ Λa
cΛb

dθcd (7.195)

これより，ゲージ群Gは実対称行列 pθabqの固有値の正のもの，負のもの，
ゼロの数の組 rp, q, rs(p ` q ` r “ 8)のみで決まる．

θ » 1p ‘ p´1qq ‘ 0r ñ G “ CSOpp, q, rq. (7.196)
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7.2.6.3 極点条件

点 Pが極点となる条件は，Λを slp8,Rqの任意の行列として，

2TrpΛθ2q ´ TrpθqTrpΛθq “ 0. (7.197)

対応する極値は

V “
g2

64

`

2Trpθ2q ´ Trpθq2
˘

. (7.198)

[注：規格化の違いで，この値はDall’Aggataらのものの 1/8倍]

極点条件は，
2θ2 ´ Trpθqθ “ 2vI8 (7.199)

と同等．θの直交変換

θ ÞÑ UθUT ; U P SOp8q (7.200)

でポテンシャルは不変なので，ポテンシャルの値を保って θを対角化で
きる．対応する固有値 λはすべて同じ方程式

λ2 ´ aλ ´ v “ 0, a “ Trpθq (7.201)

を満たすので，

θ “ λ1In ‘ λ2I8´n, (7.202a)

pn ´ 2qλ1 ` p6 ´ nqλ2 “ 0, (7.202b)

V “
g2

4
v; v “ ´λ1λ2. (7.202c)

7.2.6.4 極点の分類

極点は、表 16 の様に分類される．

7.2.6.5 接続

XMN
P が

Xrabsrcds
ref s “ δra

reθbsrcδ
f s

ds
, Xrabs

rcds
ref s “ ´δra

rcθbsreδ
ds

f s
,(7.203a)

X rabs
N
P “ 0 (7.203b)
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ゲージ群 タイプ 対称性 V θ

SOp4, 4q dS SOp4q2 g2{4 r1p4q,´1p4qs

SOp5, 3q dS SOp5q ˆ SOp3q 3g2{16 r1p5q,´3p3qs

CSOp2, 0, 6q Mink SOp2q ˆ SOp6q 0 r1p2q, 0p6qs

SOp8q adS SOp7q ´5g2{4 r1p7q, 5p1qss

adS SOp8q ´3g2{4 r1p8qs

表 16: Vacua for electric SL8 gauging

で与えられるとき，PMijklは

Prabsijkl :“ iΩNPVNijXrabsP
QVQkl

“ ´i
`

Vrf rasijV
rfcs

klθbsc ` prijs Ø rklsq
˘

. (7.204)

特に，原点において

Vraf sijV
rcf s

kl “ T :

raf sijT
:rcf s

kl “
i

32
pΓijΓklqac

より，

PrabsijklpOq “
1

16

`

pΓijklqcraθbsc
˘

. (7.205)

ここで，
pΓijklqab “ Γrij

acΓ
kls
cb . (7.206)

同様に，QMi
jは原点で，

Qrabsij
kl :“ iΩNPVNijXrabsP

QVQ
kl

“ ´iθcrb
`

Vrasf sijV
rcf skl ` Vraf s

klV rcf s
ij

˘

“ ´
1

4
pΓacqri

rkδ
ls
js
θbc (7.207)

より，

Qrabsi
jpOq “ ´

1

4
θcrbpΓascq

ij. (7.208)

一般点では，
V “ T :S (7.209)

とおくと，

RM “

˜

QM PM

P̄M Q̄M

¸

“ S ´1RMpOqS . (7.210)
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Spinor接続Qµは原点で，

Qµi
j ”

2

3
pS ´1BµS qik

jk ´ gAMµ QMi
j

“
g

4

ÿ

a,b

θaA
ab
µ pΓabqij. (7.211)

また，Pµは原点で

Pµijkl ” pS ´1BµS qijkl ´ gAMµ PMijkl

“ Bµϕijkl ´
g

16
pλ1 ´ λ2q

ÿ

aPS1,bPS2

Aabµ pΓijklqab. (7.212)

ただし，S1, S2は固有値 λ1, λ2に対応する添え字．また，

S “ exp

˜

0 ϕ

ϕ̄ 0

¸

. (7.213)

7.2.6.6 モジュライ場の質量

sαは

psαqrabs
rcds “ ´psαqrcds

rabs “ 2pSαqra
rcδ

ds

bs , (7.214a)

psαqrabsrcds “ psαqrabsrcds “ pUαqabcd (7.214b)

で与えられる．ここで，行列 Sと 4階テンソル U は条件

TS “ S, TrpSq “ 0, S˚ “ S, (7.215a)

Uabcd “ Urabcds, ‹U “ U, U˚ “ U (7.215b)

を満たし，それぞれ自由度３５．
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これらの量で質量行列 pM2qρχの各項を表すと，

ps2qM
NTrpXM

TXN ` 7XMXNq

“ ´21TrpθqTrpS2θq ´ 21pTrpSθqq2 `
3

2
Trpθ2qTrpS2q

`27TrpS2θ2q ` 21TrpSθSθq

`3pU2qa;bpθ
2qab ´ 21U2

racs;rbdsθabθcd, (7.216a)

2sM
NTrpsrXpM ,

TXNqsq

“ ´3Trpθ2qTrpS2q ` 6TrpS2θ2q ` 18TrpSθSθq, (7.216b)

´Trprs,XM srs, TXM sq

“
3

2
Trpθ2qTrpS2q ` 9TrpS2θ2q ` 3TrpSθSθq

`
1

2
U ¨ UTrpθ2q. (7.216c)

ここで，

pU2qa;b “ UpqraUpqrb, pU2qrabs;rcds “ UpqabUpqcd, U ¨ U “ UabcdUabcd.

(7.217)

また，U の自己双対性より，

pU2qa;b “
1

8
pU ¨ Uqδab. (7.218)

よって，

pM2qρχ “
g2

8

␣

pM2
p1qqρχ ` pM2

p2qqρχ
(

; (7.219)

M2
p1qpS, Sq “ ´TrpθqTrpS2θq ´ pTrpθSqq2

`2TrpS2θ2q ` 2TrpSθSθq, (7.220)

M2
p2qpU,Uq “ ´U2

rabs;rcdsθacθbd `
1

24
pU ¨ UqTrpθ2q. (7.221)

Goldstoneボゾンに対応する方向で質量がゼロとなることを確認する．
まず，Usp表示で自発的に対称性が破れる方向は，

δU “

˜

0 δϕijkl
δϕ˚

ijkl 0

¸

, (7.222)

δϕijkl “ ´gΛMPMijkl “
g

16
ΛrabspΓijklqcraθbsc. (7.223)
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これに対応する Sp表示での行列は

s “

˜

2S ^ 1 U

U ´2S ^ 1

¸

9 T :δUT , (7.224)

T “
i

?
2

˜

1 i

1 ´i

¸˜

1
4
Γijab 0

0 1
4
Γklcd

¸

(7.225)

より，

p2S ^ 1 ` iUqabcd “
1

16
ΓijabΓ

kl
cdδϕijkl9

1

16
ΓijabΓ

kl
cdpΓ

ijklqpreθf spΛ
ref s. (7.226)

ここで，

ΓijabΓ
kl
cdΓ

ijkl
pq “

128

3

`

δpraδbsrcδdsq ` δqraδbsrcδdsp

˘

´
2

3
TrpΓabΓrqΓcdΓprq

“ 128
`

δpraδbsrcδdsq ` δqraδbsrcδdsp

˘

` 32δarcδdsbδpq (7.227)

より

1

16
ΓijabΓ

kl
cdpΓ

ijklqpreθf spΛ
ref s “ ´9pΛθ ´ θΛqrd

raδ
cs
bs . (7.228)

よって， TΛ “ ´Λとして, Goldstoneボゾンに対応する方向は

S9Λθ ´ θΛ, U “ 0. (7.229)

この方向に対し，θ “ λ11p ‘ λ21qのとき，

pM2
p1qqΛ,Λ “ ´pλ1 ´ λ2q2pλ1 ` λ2qppp ´ 2qλ1 ` pq ´ 2qλ2qTrpΛ12

TΛ12q.

(7.230)

ここで，

Λ “

˜

Λ11 Λ12

´ TΛ12 Λ22

¸

, Λ11 P Mppq, Λ22 P Mpqq (7.231)

とおいた．この質量行列が，表?? のすべての場合についてゼロとなるこ
とは容易に確かめられる．
次に，質量固有値を求める．まず，対称なSL行列Sを p`q分解すると

S “

˜

A B
TB D

¸

, θ “

˜

λ1Ip 0

0 λ2Iq

¸

. (7.232)
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さらに，pq ą 0のとき，対称行列 AとDを単位行列に比例した部分と
trace-free部分に分離する：

A “
1

p
TrpAqIp ` Â, D “ ´

1

q
TrpAqIq ` D̂. (7.233)

このとき，質量 2次式M2
p1qは

M2
p1q “

8

g2

„

8

pq
m2

0TrpAq2 ` m2
1TrpÂ2q ` m2

2TrpD̂2q ` 2m2
3TrpB TBq

ȷ

,

(7.234)

と対角化される．対応する固有値と重複度は

1 : m2
0 “

g2

64

␣

2qp2 ´ pqλ21 ` 2pp2 ´ qqλ22 ´ pp ´ qq2λ1λ2
(

,

(7.235a)

pp´1qpp`2q

2
: m2

1 “
g2

8
λ1 tp4 ´ pqλ1 ´ qλ2u , (7.235b)

pq´1qpq`2q

2
: m2

2 “
g2

8
λ2 tp4 ´ qqλ2 ´ pλ1u , (7.235c)

pq : m2
3 “

g2

16
pλ1 ` λ2q tp2 ´ pqλ1 ` p2 ´ qqλ2u . (7.235d)

ただし，最初の固有値は pq ą 0の時のみ，また，第 2，第 3の固有値は
それぞれ p ě 2、q ě 2の時のみ存在．ここで，場の規格化は，

p2S ^ 1 ` iUqabcd “
1

16
ΓijabΓ

kl
cdδϕijkl (7.236)

より

1

12κ2
PµijklP

µijkl “
1

12κ2
pBµϕijkl ` ¨ ¨ ¨ q2 ñ

1

2κ2
TrpS2q `

1

12κ2
U ¨ U

(7.237)

次にM2
p2qの固有値を求めるために，8個の添え字 1, ¨ ¨ ¨ , 8をそれぞれ

p個，q個の 2つのグループに分ける：

S1 “ t1, ¨ ¨ ¨ , pu, S2 “ tp ` 1, ¨ ¨ ¨ , p ` q “ 8u. (7.238)

このとき，lを
0 ď l ď p, 0 ď 4 ´ l ď q (7.239)

を満たす非負整数とすると，4階反対称テンソルの独立な基底は，S1に属
する異なる l個の添え字の組 I1とS2に属する異なる l1 “ 4 ´ l個の添え字

617 目次へ



目次へ

の組 I2によりラベル付けされる．また，組 pI1, I2qに対応する基底ZpI1,I2q

の双対は pS1 ´ I1, S2 ´ I2qに対応する基底と（符号を除いて）一致する．
このとき，

θrraθ
s
bZcdsrs “

1

12

␣

lpl ´ 1qλ21 ` 2lp4 ´ lqλ1λ2 ` p4 ´ lqp3 ´ lqλ22
(

Zabcd

(7.240)

となるので，結局，M2
p2qの固有ベクトルは，条件

p ď 2l ď minp2p, 8q (7.241)

を満たす非負整数 lによりラベル付けられる：

1

2
p1 ` ‹qθrraθ

s
bUcdsrs “ µlUabcd, (7.242a)

µl “
1

24

␣

lpl ´ 1qλ21 ` 2lp4 ´ lqλ1λ2 ` p4 ´ lqp3 ´ lqλ22
(

`
1

24

␣

pp ´ lqpp ´ l ´ 1qλ21 ` 2pp ´ lqp4 ´ p ` lqλ1λ2

`p4 ´ p ` lqp3 ´ p ` lqλ22
(

(7.242b)

重複度は，

2l ą p : pCl ˆ 8´pC4´l, (7.243a)

2l “ p :
1

2
pCp{2 ˆ 8´pC4´p{2. (7.243b)

また，M2
p2qに対応する質量固有値は，U の運動項の規格化を考慮すると

m2
p2ql “

g2

32

”

tp ´ lpl ´ 1q ´ pp ´ lqpp ´ l ´ 1quλ21

´2 tlp4 ´ lq ` pp ´ lqp4 ` l ´ pquλ1λ2

` tq ´ p4 ´ lqp3 ´ lq ´ p4 ` l ´ pqp3 ` l ´ pquλ22

ı

.

(7.244)

7.2.6.7 ゲージ運動項

まず，FM
µν は

F ab “ dAab `
g

2
Xab

rcdsref sA
cd ^ Aef

“ dAab `
g

2
θcdA

cra ^ Absd (7.245)
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ゲージ群 V 対称性 モジュライ質量
even

odd

SOp4, 4q 1 SOp4q ˆ SOp4q ´2p1q, 2p9s,1q, 2p1,9sq, 0p4v ,4vq

´2p1q, 2p6a,6aq` , 1p4v ,4vq

SOp5, 3q 3{4 SOp5q ˆ SOp3q ´2p1q, 4{3p14s,1q, 4p1,5sq, 0p5v ,3vq

´2{3p5v ,1q, 2p10a,3vq

CSOp2, 0, 6q 0 SOp2q ˆ SOp6q 0p1q, 2p2s,1q, 0p1,20sq, 0p2v ,6vq

0p1,15aq, 1{2p2v ,20q`

SOp8q ´5{4 SOp7q 2p1q,´4{5p27sq, 0p7vq

´2{5p35q

´3{4 SOp8q ´2{3p35sq

´2{3p35q

表 17: Moduli masses for vacua for electric SL8 gauging

ゲージ運動項の係数Nrabsrcdsは

NΛΣV Σij “ ´VΛ
ij, (7.246)

V “ T ´1S (7.247)

より，

ΓklabpSkl
ij ´ S klijqNrcdsrabs “ ´iΓklcdpSkl

ij ` S klijq (7.248)

の解として決まる．特に，原点では

Nrabsrcds “ ´iδ
ra
rc δ

bs
ds
. (7.249)

一般点では、

S “ exp

˜

0 ϕ

ϕ̄ 0

¸

“

˜

coshp
a

ϕϕ̄q ϕ jhp
a

ϕ̄ϕq

ϕ̄ jhp
a

ϕϕ̄q coshp
a

ϕ̄ϕq

¸

(7.250)

より、

Skl
ij “ pcoshp

b

ϕϕ̄qqkl
ij, (7.251a)

S klij “ ϕklhmpjhp

b

ϕϕ̄qqhm
ij. (7.251b)
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ここで，

jhpzq “
sinhpzq

z
. (7.252)

よって、N の方程式は、

NrcdsrabsΓ
kl
abpcoshp

b

ϕϕ̄q´ϕ̄jhp

b

ϕϕ̄qqkl
ij “ ´iΓklcdpcoshp

b

ϕϕ̄`ϕ̄jhp

b

ϕϕ̄qqkl
ij.

(7.253)

これを解くと、

iNrabsrcds “
1

16
Γijab

„

p1 ` ϕ̄tjhp

b

ϕϕ̄qqp1 ´ ϕ̄tjhp

b

ϕϕ̄qq´1

ȷ

ijkl

Γklcd. (7.254)

ここで、

tjhpzq “
tanhpzq

z
. (7.255)

また、ϕϕ̄は正値エルミート行列，ϕ̄pϕϕ̄q´1{2はユニタリー行列なので，

ˇ

ˇpϕ̄pϕϕ̄q´1{2qijkl
ˇ

ˇ ă 1,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ptanhp

b

ϕϕ̄qqijkl
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1. (7.256)

また，

detp1 ` ϕ̄tjhp

b

ϕϕ̄qq “ 0 (7.257)

となるとすると，

ϕ̄tjhp

b

ϕϕ̄qv “ ´v (7.258)

となる固有ベクトル v “ pvrijsqが存在．このとき，

v:v “ v: tanh2p

b

ϕϕ̄qv ă v:v (7.259)

となり矛盾．よって，iNrabsrcdsは至る所有界．ただし，一様有界ではな
い．|ϕϕ̄| Ñ 8のとき，発散する可能性がある．

7.2.6.8 超対称性

原点で H̄ ´ij
µν は

H̄ ´ij
µν “ pVrabsij ` V rcds

ijNrcdsrabsq
˚F´ab

µν “ ´
1

2
?

2
Γabij F

´ab
µν (7.260)
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また、原点で

A1
jk “ ´

i

7
ΩMNQMl

jVN
kl “ ´i

?
2

32
Trpθqδjk, (7.261a)

A2l
ijk “ ´iΩMNQMl

riVN
jks “ ´i

1

16
?

2
θabpΓ

lijkqab. (7.261b)

よって、スピノ－ル場の背景値をゼロとして、原点で

δψiµ “ 2∇µϵ
i `

g

4

ÿ

a,b

pθa ` θbqA
ab
µ pΓabq

ijϵj

´

ˆ

1

32
F´ab
ρσ Γijabγ

ρσ ` i
g

16
Trpθqδij

˙

γµϵj, (7.262a)

δχijk “ 2
?

2γµϵlPµ
lijk ´

3

4
?

2
F´ab
µν Γ

rij
ab γ

µνϵks

´i

?
2

16
gθabpΓ

rlijksqabϵ
l. (7.262b)

これより、Pµijkl “ 0, Aabµ “ 0とすると、超対称条件は、

∇µϵ
i “ i

g

32
Trpθqγµϵ

i, (7.263a)

θabpΓ
rlijksqabϵ

l “ 0. (7.263b)

第 1の条件より

r∇µ,∇νsϵi “
1

4
γαβR

αβ
µνϵ

i

“ ´
g2

512
pTrθq2γµνϵ

i. (7.264)

この条件は、

Rαβ
µν “

2Λ

3
δαrµδ

β
νs

(7.265)

より、

Λ “ ´
3

256
g2pTrθq2. (7.266)

この条件は、P pV qの表式より、

A2i
jkl “ 0 ô θabpΓ

lijkqab “ 0. (7.267)
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7.2.7 SOp4, 4q-gauging

7.2.7.1 Axion型有効理論

極点は按点型 dSで，モジュライの質量行列M 2は 2つのm2 ă 0方向
を持つ：

δS ô
1

16
ΓϕΓ “ xS ^ 1 ` iyU (7.268)

ここで，

S “ r1p4q,´1p4qs, U “
1

2
pe1 ^ e2 ^ e3 ^ e4 ` e5 ^ e6 ^ e7 ^ e8q. (7.269)

ϕを

R8 ^ R8 – L1 ‘ L12 ‘ L2; (7.270a)

L1 “ R4 ^ R4 – R6 Q X rijs : i, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , 4, (7.270b)

L2 “ R4 ^ R4 – R6 Q X rijs : i, j “ 5, ¨ ¨ ¨ , 8, (7.270c)

L12 “ R4 b R4 – R16 Q X rijs : i “ 1, ¨ ¨ ¨ , 4, j “ 5, ¨ ¨ ¨ , 8(7.270d)

から自分自身への線形写像とみるとき，

S ^ 1 – id ‘ p´idq ‘ 0 P EndpL1 ‘ L2 ‘ L12q, (7.271a)

U – ϵ ‘ ϵ ‘ 0 P EndpL1 ‘ L2 ‘ L12q (7.271b)

ここで，

pϵXqrijs “
1

2
ϵijklXkl. (7.272)

したがって，ϕは EndpR4 ^ R4qに属する２つの線形写像に帰着される．
このとき，

pS ^ 1qpS ^ 1q – id ‘ id ‘ 0, (7.273a)

UU – id ‘ id ‘ 0 (7.273b)

より，対応

xS ^ 1 ` iyU ÞÑ px ` iyϵq16 ‘ p´x ` iyϵq16 ‘ 016 (7.274)

により，ϕの任意関数を具体的に計算することができる．
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ゲージ場運動項 例えば，ゲージ場運動項

2κ2LF “ ´Re piNΛΣqFΛ ¨ FΣ ` Im piNΛΣqFΛ ¨ F̃Σ, (7.275a)

iNrabsrcds “
1

16
Tr

ˆ

pΓabp1 ` ϕ̄tjh

b

ϕϕ̄qp1 ´ ϕ̄tjh

b

ϕϕ̄q´1Γcd

˙

(7.275b)

において，z “ x ` iyとおくと，

ϕ – px ` iyϵq ‘ p´x ` iyϵq ‘ 0, (7.276a)

ϕϕ̄ – |z|2p1 ‘ 1 ‘ 0q, (7.276b)

1 ˘ ϕ̄tjh

b

ϕϕ̄ “ t1 ˘ px ´ iyϵqtjhp|z|qu ‘ t1 ¯ px ` iyϵqtjhp|z|qu ‘ 1(7.276c)

よって，残留ゲージ群 SOp4q ˆ SOp4qを

SOp4q ˆ SOp4q –loc SUp2q1` ˆ SUp2q1´ ˆ SUp2q2` ˆ SUp2q2´ (7.277)

とカイラル分解すると，ゲージ場の運動項は，

LF “ ´
e

2κ2
TrpF12 ¨ F12q

´
e

2κ2

„

1

f1pzq
TrpF 2

1` ` F 2
1´q `

1

f2pzq
TrpF 2

2` ` F 2
2´q

ȷ

`
e

2κ2
y

|z|
sinhp2|z|q

” 1

f1pzq
TrpF1` ¨ F̃1` ´ F1´ ¨ F̃1´q

`
1

f2pzq
TrpF2` ¨ F̃2` ´ F2´ ¨ F̃2´q

ı

. (7.278)

(7.279)

ここで
f1{2pzq “ coshp2|z|q ¯

x

|z|
sinhp2|z|q. (7.280)

モジュライ運動項 同様にして，

S “ S1 ‘ S2 ‘ 1, (7.281)

S1 “

˜

coshp|z|q ´px ` iyϵqjhp|z|q

´px ´ iyϵqjhp|z|q coshp|z|q

¸

, (7.282)

S2 “ S1px Ñ ´xq (7.283)

より，

pS ´1
1 BS1qabcd “ ´Bẑ jhp2|z|q ´

ẑ

|z|
B|z| p1 ´ jhp2|z|qq . (7.284)
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ここで，

pẑqabcd “ xp1 ^ 1qabcd ` iy
1

2
ϵabcd ñ ˆ̄z ¨ ẑ “ 6|z|2. (7.285)

よって，アクシオン型モジュライの運動項は

Lϕ “ ´
e

12κ2
P 2, (7.286)

P 2 “ 6
␣

1 ` jh2p2|z|q
(

|Bz|2

`
6p1 ´ jh2p2|z|qq

2|z|2

␣

z̄2pBzq2 ` z2pBz̄q2
(

. (7.287)

モジュライポテンシャル ポテンシャルの一般式において，

M “ pMMNq “ T ´1S T – M1 ‘ M2 ‘ 1, (7.288a)

M ´1 “ pMMNq “ T ´1S ´2T – M´1
1 ‘ M´1

2 ‘ 1, (7.288b)

M1 “

˜

coshp2|z|q ´ 2xjhp2|z|q ´2yjhp2|z|qϵ

´2yjhp2|z|qϵ coshp2|z|q ` 2xjhp2|z|q

¸

,(7.288c)

M2 “ M1px Ñ ´xq (7.288d)

また，

V “
g2

672
pV1 ` 7V2q; (7.289)

V1 “ pM ´1qrabsrcdsθbeθdppY
ep
ac ´ Zeq

acq, (7.290)

V2 “ 3θadθbcpM ´1qrabsrcds. (7.291)

ここで，

Y ab
cd “ pM ´1qrapsrbqsMrcpsrdqs ` pM Ø M ´1q, (7.292a)

Zab
cd “ pM ´1qraps

rdqsMrcps
rbqs ` pM Ø M ´1q. (7.292b)
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今の場合，Y とZのゼロでない成分は，

Y a1b1
c1d1 “

`

2 ` cosh2p2|z|q ´ 4x2jh2p2|z|q
˘

δa1b1δc1d1

`
1

2

␣

cosh2p2|z|q ´ 4x2jhp2|z|q
(

δa1c1δb1d1 ,(7.293a)

Y a2b2
c2d2 “

`

2 ` cosh2p2|z|q ´ 4x2jh2p2|z|q
˘

δa2b2δc2d2

`
1

2

␣

cosh2p2|z|q ´ 4x2jhp2|z|q
(

δa2c2δb2d2 ,(7.293b)

Y a1b1
c2d2 “ 3 pcoshp2|z|q ´ 2xjhp2|z|qq δa1b1δc2d2 , (7.293c)

Y a2b2
c1d1 “ 3 pcoshp2|z|q ` 2xjhp2|z|qq δa2b2δc1d1 , (7.293d)

Y a1b2
c1d2 “

1

2
δa1c1δb2d2 , (7.293e)

Y a2b1
c2d1 “

1

2
δa2c2δb1d1 , (7.293f)

Za1b1
c1d1 “ ´8y2δa1rc1δb1sd1jh2p2|z|q, (7.293g)

Za2b2
c2d2 “ ´8y2δa2rc2δb2sd2jh2p2|z|q. (7.293h)

これより，

V1 “ 84 coshp2|z|q, V2 “ ´36 coshp2|z|q ` 48. (7.294)

よって，

V “
g2

4
p2 ´ coshp2|z|qq . (7.295)

有効ラグランジアン SUp2qゲージ場を１成分のみ残すと，z “ r exppiθq

とおくとき，

κ2L “ ´ ˚dr ^ dr ´
1

4
sinh2p2rq ˚dθ ^ dθ ´ V prq ˚1

´
1

4fprq
Trp ˚F ^ F q `

sinhp2rq sin θ

4fprq
TrpF ^ F q, (7.296)

fprq “ coshp2rq ˘ sinhp2rq cos θ, (7.297)

V prq “
1

4
p2 ´ coshp2rqq. (7.298)
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7.2.8 SL8 Mixuture type

Embeding tensorが 361 ` 36に属するとき，

XΣN
R : Xrabsrcds

ref s “ δ
re
raθbsrcδ

f s

ds
, (7.299a)

Xrabs
rcds

ref s “ ´δ
rc
raθasreδ

ds

f s
, (7.299b)

XΛ
N
R : X rabs

rcds
ref s “ ´δ

ra
rc ξ

bsreδ
f s

ds
, (7.299c)

X rabsrcds
ref s “ δ

ra
reξ

bsrcδ
ds

f s
. (7.299d)

このとき，超対称条件は
θξ “ cI8. (7.300)

7.2.8.1 非退化型

c ‰ 0のとき cの値は，スケーリング θ ñ ˘|c|1{2θ, ξ ñ ˘|c|1{2ξによ
り，gの値に吸収できるので，以下 c “ 1とする．また，原点での極値条
件は

2pθ2 ´ ξ2q ´ pTrpθqθ ´ Trpξqξq “ 2vI8. (7.301)

対応する極値は，

V “
g2

64

“

2Trpθ2q ´ pTrθq2 ` 2Trpξ2q ´ pTrξq2
‰

(7.302)

ここで，原点の取り替えに対応するE7p7qの作用は，．．．
θが正則となる解は，ξ “ θ´1として，次のように分類される：

dS真空

• r5, 3s型 (G “ SOp5, 3q ñ SOp5q ˆ SOp3q)

θ – pλ15q ‘

´

´
s

λ
13

¯

; λ “

c

sp3 ` s2q

1 ` 3s2
, (7.303a)

V “ g2
3p1 ` s2q3

4sp1 ` 3s2qp3 ` s2q
(7.303b)

det θ “ ˘1となるのは，s “ 1のみなので，sは理論の変形パラ
メータ．
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• r4, 4s型 (G “ SOp4, 4q ñ SOp4q ˆ SOp4q)

θ – ps14q ‘ p´s14q , (7.304a)

V “
g2

4

ˆ

s2 `
1

s2

˙

. (7.304b)

これも，det θ “ ˘1となるのは，s “ 1のみで，sはやはり理論の
変形パラメーター．

Minkowski真空

• r2, 2, 2, 2s型 (G “ SOp6, 2q ñ SOp2q4)

θ – pr12q ‘ ps12q ‘ pt12q ‘

ˆ

´
1

rst
12

˙

, (7.305a)

V “ 0. (7.305b)

常に det θ “ 1で，3つの連続パラメーター（flat direction)をもち，
理論変形パラメータはない．

• この型が退化したもの．

adS真空

• r8s型 (G “ SOp8q)

θ – s18 ps ą 0q, (7.306a)

V “ ´
3g2

4

1 ` s4

s2
. (7.306b)

det θ “ ˘1となるのは，s “ 1の時のみなので，sは理論の変形パ
ラメーター．

• r7, 1s型 (G “ SOp8q, SOp7, 1q)

θ “ pλ17q ‘

´ s

λ
11

¯

; λ “

c

sps2 ´ 5q

5s2 ´ 1
, (7.307a)

det θ “
s4ps2 ´ 5q3

p5s2 ´ 1q3
, (7.307b)

V “ ´g2
5p1 ` s2q3

4sp5s2 ´ 1qps2 ´ 5q
. (7.307c)
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θの固有値が同符号となるのは，

0 ă s ă 1{
?

5,
?

5 ă s (7.308)

のときで，このとき，G “ SOp8q ñ SOp7q．特に，det θ “ 1とな
るのは

s “
?

5 ˘ 2 ñ λ “

d

?
5 ¯ 1

2
,

s

λ
“

d

13
?

5 ˘ 29

2

V “ ´
25

?
5

32
g2. (7.309)

sは理論の変形パラメータで，常に 2個の異なる sが同じ det θを与
える．

θの固有値の符号が r`p7q,´p1qsとなるのは

´
?

5 ă s ă ´1{
?

5 (7.310)

のときで，このとき，G “ SOp7, 1q ñ SOp7q．特に，det θ “ ´1

となるのは，

s “ ´1 ñ λ “ 1,
s

λ
“ ´1, V “ ´

5

2
. (7.311)

このときも，sは理論の変形パラメータで，det θ は sの単調減少
関数．

• r6, 1, 1s型 G “ SOp8q, SOp7, 1q

θ – pλ116q ‘ pλ211q ‘ pλ311q ; (7.312a)

λ1 “

d

2sps `
?

2qp´s ` 2
?

2q

p4s `
?

2qp´2s `
?

2q
, λ2 “

s

λ1
, λ3 “

?
2s ´ 1

sps `
?

2q
λ1,

(7.312b)

det θ “ ´
s3ps `

?
2q2p´s ` 2

?
2q3

p2
?

2s ` 1q3p´
?

2s ` 1q2
, (7.312c)

V “ ´g2
3p1 ` s2q3

2sps `
?

2qp´s ` 2
?

2qp4s `
?

2qp´2s `
?

2q

(7.312d)
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変数を

t “ ´
s `

?
2

?
2s ´ 1

(7.313)

と変換すると，

λ1 “

c

tpt2 ´ 2q

2t2 ´ 1
, λ2, λ3 “ ´

3t

p2t2 ´ 1qλ1
˘

?
2pt2 ` 1q

tpt2 ´ 2qp2t2 ´ 1q
,(7.314a)

det θ “ ´
t2pt2 ´ 2q3

p2t2 ´ 1q3
, (7.314b)

V “ ´
g2pt2 ` 1q3

4tpt2 ´ 2qp2t2 ´ 1q
. (7.314c)

det θ ą 0となるのは
s ą 2

?
2 (7.315)

のときで，このとき，λ1, λ2, λ3 ą 0．よって，ゲージ群と残留対称
性は SOp8q ñ SOp6q. det θは sの単調関数で理論の変形パラメー
タ．例えば，det θ “ 1となるのは s “ 3 ` 2

?
2のときで，対応する

固有値は

λ1 “ 1, λ2 “ 3 ` 2
?

2, λ3 “ 3 ´ 2
?

2, (7.316a)

V “ ´2g2. (7.316b)

一方、det θ ă 0となる sは 2個で、0 ă s2 ă
?

2{2と ´
?

2 ă

s3 ă ´
?

2{4にある。s “ s2に対して、λ1, λ2 ą 0, λ3 ă 0。また、
s “ s3に対しては、λ1, λ3 ą 0, λ2 ă 0。いずれの場合も、対称性は
SOp7, 1q ñ SOp6q。

いずれの場合も，sは理論の変形パラメータ．

• r5, 1, 1, 1s (G “ SOp7, 1q ñ SOp5q)

θ – pλ15q ‘

´ s

λ

¯

‘ pσ`q ‘ pσ´q , (7.317a)

λ “

c

sps2 ´ 3q

3s2 ´ 1
, (7.317b)

σ˘ “ ¯

?
3ps2 ` 1q ˘ 4s

sp3s2 ´ 1qps2 ´ 3q
(7.317c)

V “ ´
3

2

ps2 ` 1q3

sp3s2 ´ 1qps2 ´ 3q
(7.317d)
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ゲージ群 タイプ 対称性 V θ det θ

SOp4, 4q dS SOp4q2 1
4
g2ps2 ` s´2q rsp4q, p´sqp4qs s8

SOp5, 3q dS SOp5q ˆ SOp3q g2f3`psq rλp5q, p´s{λqp3qs
s4p3`s2q3

p1`3s2q3

SOp6, 2q Mink SOp6q ˆ SOp2q 0 rsp6q, p´1{s3qp2qs 1

Mink SOp4q ˆ SOp2q2 0 rsp4q, tp2q, p´1{ps2tqqp2qs 1

Mink SOp2q4 0 rsp2q, tp2q, up2q,
`

´1
stu

˘

p2q
s 1

SOp7, 1q adS SOp7q ´g2f5´psq rλp7q,´s{λs ´
s4ps2´5q3

p5s2´1q3

adS SOp6q ´
g2

2
f2´psq rλp6q, σ`, σ´s ´

s2ps2´2q3

p2s2´1q3

adS SOp5q ´2g2fs´psq rλp5q, s{λ, σ`, σ´s ´
sps2´3q

p3s2´1q3

SOp8q adS SOp8q ´3
4
g2ps2 ` s´2q rsp8qs s8

adS SOp7q ´g2f5´ rλp7q,´s{λs ´
s4ps2´5q3

p5s2´1q3

adS SOp6q ´
g2

2
f2´psq rλp6q, σ`, σ´s ´

s2ps2´2q3

p2s2´1q3

表 18: Summary table: θξ “ 1の場合.

fn`psq “
np1`s2q3

4sp1`ns2qpn`s2q
, fn´psq “

np1`s2q3

4spns2´1qps2´nq
.

det θ ă 0で。det θ “ ´1となるのは s “ ´1, 2 ˘
?

3。対応する θは
順序を入れ替えれば一致し、

r1,´1, 2 ´
?

3, 2 `
?

3s, V “ ´3. (7.318)

sは理論の変形パラメータ．

7.2.8.2 退化型

θξ “ 0のとき，

θ “ rθ1, ¨ ¨ ¨ , θk, 0, ¨ ¨ ¨ , 0s “ rθ̃, 0s, (7.319a)

ξ “ r0, ¨ ¨ ¨ , 0, ξ9´l, ¨ ¨ ¨ , ξ8s “ r0, ξ̃s (7.319b)

という形に同時対角化でき (k ` 1 ď 8)，極値条件は

2θ̃2 ´ pTrθ̃qθ̃ “ 2vIk, (7.320a)

2ξ̃2 ´ pTrξ̃qξ̃ “ ´2vIl (7.320b)

となる．これより，λ1, λ2, µ1, µ2を

λ1 ` λ2 “ Trpθq{2, λ1λ2 “ ´v, (7.321a)

µ1 ` µ2 “ Trpξq{2, µ1µ2 “ v (7.321b)
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により決まる実数として，

θ “ λ11n1 ‘ λ21n2 ‘ 08´n1´n2 , (7.322a)

ξ “ 08´m1´m2 ‘ µ11m1 ‘ µ21m2 (7.322b)

となる．よって，λi, µi, ni,miの満たすべき条件は

pn1 ´ 2qλ1 ` pn2 ´ 2qλ2 “ 0, (7.323a)

pm1 ´ 2qµ1 ` pm2 ´ 2qµ2 “ 0, (7.323b)

λ1λ2 ` µ1µ2 “ 0, (7.323c)

n1 ` n2 ` m1 ` m2 ď 8, n1, n2,m1,m2 ě 0 (7.323d)

となる．対応するポテンシャルの値は，

V “
g2

32
pm1 ` m2 ´ n1 ´ n2qλ1λ2. (7.324)

ξ “ 0ないし θ “ 0となる場合は，Electric SL8型ですでに調べたので，
以下では θ ‰ 0, ξ ‰ 0とする．

Minkowski真空 n1 ` n2 “ m1 ` m2 “ 4のとき，解は

pn1, n2;m1,m2q “ p2, 2; 2, 2q, (7.325)

λ1λ2 “ ´µ1µ2 (7.326)

と

pn1, n2;m1,m2q “ p4, 0; 2, 2q, p3, 1; 2, 2q, (7.327)

λ1 “ λ2 “ λ, µ1µ2 “ ´λ2 (7.328)

およびこれらでθとξを入れ替えたもの．後者は前者と同値．また，pn1, n2;m1,m2q “

p4, 0; 2, 2qは pn1, n2;m1,m2q “ p2, 2; 2, 2qの特別の場合．これ以外の時は，
v “ 0で λ2 “ µ2 “ 0．このとき解は n1 “ m1 “ 2.

よって，θ, ξの同時スケーリングの自由度を考慮すると，解は次のいず
れかと同値 (s, t ą 0)：

• θ “ rsp2q, p1{sqp2q, 0p4qs, ξ “ r0p4q, tp2q, p´1{tqp2qs
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このとき，s ‰ 1の時の対称性は

G “ SOp4q ˆ SOp2, 2q ˙ R16 ñ SOp2q ˆ SOp2q ˆ SOp2q ˆ SOp2q.

(7.329)

s “ 1の時は，

G “ SOp4q ˆ SOp2, 2q ˙ R16 ñ SOp4q ˆ SOp2q ˆ SOp2q. (7.330)

• θ “ r1p2q, 0p6qs, ξ “ r0p6q, sp2qs.

このとき，対称性は

G “ SOp2q ˆ SOp2q ˙ R20pˆR6q ñ SOp2q ˆ SOp2qpˆR6q. (7.331)

adS真空 V ‰ 0とすると，θと ξの入れ替えの対称性を考慮して，n1 `

n2 ď 3,m1 `m2 ě 5としてよい．このとき，λ1λ2 `µ1µ2 “ 0が実数で満
たされるのは

pn1, n2;m1,m2q “ p1, 1; 6, 0q; λ2 “ ´λ1, µ2 “ 2µ1, 2µ
2
1 “ λ21,

pn1, n2;m1,m2q “ p1, 1; 5, 1q; λ2 “ ´λ1, µ2 “ 3µ1, 3µ
2
1 “ λ21,

pn1, n2;m1,m2q “ p1, 0; 7, 0q; 2λ2 “ ´λ1, 2µ2 “ 5µ1, 5µ
2
1 “ λ21,

pn1, n2;m1,m2q “ p1, 0; 6, 1q; 2λ2 “ ´λ1, µ2 “ 4µ1, 8µ
2
1 “ λ21.

これらはいずれも adS真空．
よって，

• θ “ r1p1q, p´1qp1q, 0p6qs, ξ “ r0p2q, p1{
?

2qp6qs.

ポテンシャルの値と対称性は

G “ SOp1, 1q ˆ SOp6q ˙ R12 ñ SOp6q, (7.332a)

V “ ´
g2

8
. (7.332b)

• θ “ r1p1q, p´1qp1q, 0p6qs, ξ “ r0p2q, p1{
?

3qp5q,
?

3
p1q

s.

対称性は

G “ SOp1, 1q ˆ SOp6q ˙ R12 ñ SOp5q (7.333a)
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ゲージ群 タイプ 対称性 V θ, ξ

SOp4q ˆ SOp2, 2q ˙ R16 Mink SOp2q4 0 θ “ rsp2q, 1{sp2q, 0p4qs

ξ “ r0p4q, tp2q, 1{tp2qs

Mink SOp4q ˆ SOp2q2 0 s “ 1

SOp2q2 ˙ R20 Mink SOp2q2 0 θ “ r1p2q, 0p6qs

ξ “ r0p6q, sp2qs

SOp6q ˆ SOp1, 1q ˙ R12 adS SOp6q ´
g2

4¨21{8 θ “ r2´1{8
p6q, 0p2qs

ξ “ r0p6q, 2
3{8,´23{8s

adS SOp5q ´
g2

?
3

8
θ “ r3´1{4

p5q, 3
3{4, 0p2qs

ξ “ r0p6q, 3
1{4,´31{4s

SOp7q ˙ R7 adS SOp7q ´57{8

16
g2 θ “ r5´1{16

p7q, 0s

ξ “ r0p7q, 5
7{16s

adS SOp6q ´3¨21{16

16
g2 θ “ r2´7{16

p6q, 2
25{16, 0s

ξ “ r0p7q, 2
17{16s

表 19: Summary table:退化型

• θ “ r1p1q, 0p7qs, ξ “ r0p1q, p1{
?

5qp7qs.

対称性とポテンシャルは

G “ SOp7q ˙ R7 ñ SOp7q, (7.334a)

V “ ´
2

32
g2. (7.334b)

• θ “ r1p1q, 0p7qs, ξ “ r0p1q, p
?

2qp1q, 1
2

?
2

p6q
s.

対称性は

G “ SOp7q ˙ R12 ñ SOp6q, (7.335a)

V “ ´
3

32
g2. (7.335b)
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7.2.8.3 モジュライ質量

pM2qρχ “
g2

8

␣

pM2
p1qqρχ ` pM2

p2qqρχ
(

; (7.336)

M2
p1qpS, Sq “ ´TrpθqTrpS2θq ´ pTrpθSqq2

`2TrpS2θ2q ` 2TrpSθSθq

´TrpξqTrpS2ξq ´ pTrpξSqq2

`2TrpS2ξ2q ` 2TrpSξSξq, (7.337)

M2
p2qpU,Uq “ ´U2

rabs;rcdspθacθbd ` ξacξbdq

`
1

24
pU ¨ UqTrpθ2 ` ξ2q. (7.338)

まず，M2
p1qを対角化する．θと ξが対角化により

θ “ ‘m
I“1λI1pI pm ď 4q (7.339a)

ξ “ ‘m
I“1µI1pI pm ď 4q (7.339b)

と表されるとする．この固有空間分解に対応して，Sを

S “ pAIJq : I “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m, AIJ P MppI , pJq (7.340)

と部分ブロックに分解する．このとき，

AII “ aI1pI ` ÂI ;
TÂI “ AI , TrpÂIq “ 0, (7.341a)

TAIJ “ AJI ; I ‰ J. (7.341b)

ただし，aI は
ÿ

I

pIaI “ 0 (7.342)

を満たし，pI “ 1のとき ÂI “ 0.

この分解のもとで，

pM2qp1qpS, Sq “
ÿ

I,J

νIJaIaJ `
ÿ

I

m2
ITrpÂI

2q `
ÿ

IăJ

m2
IJTrpAIJ

TAIJq.

(7.343)
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ここで，

νIJ “
␣

4pλ2I ` µ2
IqpI ´ TrpθqλIpI ´ TrpξqµIpI

(

δIJ

´pIpJpλIλJ ` µIµJq, (7.344a)

m2
I “ 4λ2I ` 4µ2

I ´ λITrpθq ´ µITrpξq, (7.344b)

m2
IJ “ pλI ` λJqp2λI ` 2λJ ´ Trpθqq ` pµI ` µJqp2µI ` 2µJ ´ Trpξqq.

(7.344c)

次に，M2
p2qの対角化を行う．まず，自己双対 4形式Uijklの基底を pθ, ξq

の固有値 pλ1, µ1q, ¨ ¨ ¨ , pλm, µmq(m ď 4)の重複度で分類する：

n :“ rn1, ¨ ¨ ¨ , nms ď rp1, ¨ ¨ ¨ , pms; n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nm “ 4. (7.345)

同じ nに分類される基底の数は，

p1Cn1 ˆ ¨ ¨ ¨ pmCnm : n1 ą p1{2 or n1 “ p1{2, n2 ą p2{2 or ¨ ¨ ¨

or n1 “ p1{2, ¨ ¨ ¨ , nm´1 “ pm´1{2, nm ą pm{2,

(7.346a)
1

2
p1Cp1{2 ˆ ¨ ¨ ¨ pmCpm{2 : n1 “ p1{2, ¨ ¨ ¨ , nm “ pm{2. (7.346b)

対応する質量固有値は

m2
n “

1

24

”

2
m
ÿ

l“1

plpλ
2
l ` µ2

l q ´

˜

m
ÿ

l“1

nlλl

¸2

´

˜

m
ÿ

l“1

ppl ´ nlqλl

¸2

´

˜

m
ÿ

l“1

nlξl

¸2

´

˜

m
ÿ

l“1

ppl ´ nlqξl

¸2
ı

(7.347)

モジュライ場の運動項は

1

12κ2
PµijklP

µijkl ñ
1

2κ2

#

ÿ

I

´

pIa
2
I ` TrpÂ2

Iq

¯

`
ÿ

IąJ

2TrpAIJ
TAIJq `

1

6
U ¨ U

+

.

(7.348)

7.2.8.4 dS真空

dS真空：SOp4, 4q ñ SOp4q ˆ SOp4q θと ξは

θ “ rsp4q,´sp4qs, ξ “ 1{θ, det θ “ s8 ps ą 0q. (7.349)
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ポテンシャルの値は

V “ g2
s4 ` 1

4s2
. (7.350)

モジュライの質量は，V を単位として (i.e. m2{V ñ m2),

• パリティ偶成分

m2
d “ ´2 : p1,1q, (7.351a)

m2
0 “ 2 : p9,1q, 2 : p1,9q, (7.351b)

m2
1 “ 0 : p4,4q, (7.351c)

(7.351d)

• パリティ奇成分 m2
n:

´2 : p1,1q “ r4, 0s`,

1 : p4,4q “ r3, 1s`,

2 : p6,6q` “ r2, 2s`. (7.352)

dS真空：SOp5, 3q ñ SOp5q ˆ SOp3q θと ξは

θ “ r

c

sp3 ` s2q

1 ` 3s2

p5q

,´

c

sp1 ` 3s2q

3 ` s2

p3q

s, ξ “ 1{θ, det θ “ ´
s4p3 ` s2q

1 ` 3s2
ps ą 0q.

(7.353)

ポテンシャルの値は

V “ g2
3ps2 ` 1q3

4sp1 ` 3s2qp3 ` s2q
. (7.354)

モジュライの質量は，V を単位として (i.e. m2{V ñ m2),

• パリティ偶成分

m2
d “ ´2 : p1,1q, (7.355a)

m2
0 “

4

3
: p14,1q, 4 : p1,5q, (7.355b)

m2
1 “ 0 : p5,3q, (7.355c)

(7.355d)

• パリティ奇成分 m2
n:

´
2

3
: p5,1q “ r4, 0s`,

2 : p10,3q “ r3, 1s`. (7.356)
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7.2.8.5 Minkowski真空

Minkowski真空：SOp6, 2q ñ SOp6q ˆ SOp2q θと ξは

θ “ rsp6q,´
1

s3

p2q

s, ξ “ 1{θ, det θ “ 1ps ‰ 0q. (7.357)

ポテンシャルの値は
V “ 0. (7.358)

モジュライの質量は，

4g2
ˆ

s2 `
1

s2

˙3

(7.359)

を単位として，

• パリティ偶成分

m2
d “ 0 : p1,1q, (7.360a)

m2
0 “ 0 : p20,1q, 4 : p1,2q, (7.360b)

m2
1 “ 0 : p6,2q, (7.360c)

(7.360d)

• パリティ奇成分 m2
n:

0 : p15,1q “ r4, 0s`,

1 : p20,2q` “ r3, 1s`. (7.361)

Minkowski真空：SOp6, 2q ñ SOp4q ˆ SOp2q ˆ SOp2q θと ξは

θ “ rsp4q, rp2q,´
1

rs2

p2q

s, ξ “ 1{θ, det θ “ 1psr ‰ 0q. (7.362)

ポテンシャルの値は
V “ 0. (7.363)

モジュライの質量は，

g2
1 ` r2s2

16r2s2
(7.364)

を単位として，
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• パリティ偶成分

m2
d “ 0 : p1,1,1qp2q, (7.365a)

m2
0 “ 0 : p9,1,1q,

4pr ´ sq2 : p1,2,1q,

4p1 ` rs3q2

s2
: p1,1,2q, (7.365b)

m2
1 “ 0 : p4,2,1q ` p4,1,2q ` p1,2,2q, (7.365c)

• パリティ奇成分 m2
n:

0 : p1,1,1q “ r4, 0, 0s`,

0 : p6,1,1q “ r2, 2, 0s`,

pr ´ sq2 : p4,1,2q “ r3, 0, 1s`,

p1 ` rs3q2

s2
: p4,2,1q “ r3, 1, 0s`,

p1 ` s4qp1 ` r2s2q

s2
: p6,2,2q` “ r2, 1, 1s`. (7.366)

Minkowski真空：SOp6, 2q ñ SOp2q ˆ SOp2q ˆ SOp2q ˆ SOp2q θ

と ξは

θ “ rsp2q, rp2q, tp2q,´
1

rst

p2q

s, ξ “ 1{θ, det θ “ 1psrt ‰ 0q. (7.367)

ポテンシャルの値は
V “ 0. (7.368)

モジュライの質量は，

g2

16s2r2t2
(7.369)

を単位として，
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• パリティ偶成分

m2
d “ 0 : p1,1,1qp3q, (7.370a)

m2
0 “ 4rtps ´ tqps ´ rqps2rt ` 1q : p2,1,1,1q,

´4stpr ´ tqps ´ rqpsr2t ` 1q : p1,2,1,1q,

4srps ´ tqpr ´ tqpsrt2 ` 1q : p1,1,2,1q,

4ps2rt ` 1qpsr2t ` 1qpsrt2 ` 1q : p1,1,1,2q,

(7.370b)

m2
1 “ 0p24q : p2,2,1,1q ` ¨ ¨ ¨ , (7.370c)

• パリティ奇成分 m2
n:

0 : p1,1,1qp3q “ r2, 2, 0, 0s`, r2, 0, 2, 0s`, r2, 0, 0, 2s`,

t2pr ´ sq2p1 ` r2s2q : p2,2,1,1q “ r1, 1, 2, 0s`,

r2ps ´ tq2p1 ` s2t2q : p2,1,2,1q “ r1, 2, 1, 0s`,

s2pr ´ tq2p1 ` r2t2q : p1,2,2,1q “ r2, 1, 1, 0s`,

p1 ` r2t2qp1 ` s2rtq2 : p2,1,1,2q “ r1, 2, 0, 1s`,

p1 ` s2r2qp1 ` srt2q2 : p1,1,2,2q “ r2, 0, 1, 1s`,

p1 ` s2t2qp1 ` sr2tq2 : p1,2,1,2q “ r2, 1, 0, 1s`,

p1 ` s2t2qp`r2s2qp1 ` t2r2q : p2,2,2,2q` “ r1, 1, 1, 1s`. (7.371)

Minkowski真空：SOp4q ˆ SOp2, 2q ˙ R16 ñ SOp2q ˆ SOp2q ˆ SOp2q ˆ SOp2q

θと ξは

θ “ rsp2q, p1{sqp2q, 0p4qs, ξ “ r0p4q, tp2q, p´1{tqp2qs (7.372)

(t, s ą 0)モジュライの質量は，

g2

16s2t2
(7.373)

を単位として，
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• パリティ偶成分

m2
d “ 0p3q : p1,1,1,1qp3q, (7.374a)

m2
0 “ 4s2t2ps2 ´ 1qp2q : p2,1,1,1q, (7.374b)

4t2p1 ´ s2qp2q : p1,2,1,1q, (7.374c)

4s2t2pt2 ` 1qp2q : p1,1,2,1q, (7.374d)

4s2pt2 ` 1qp2q : p1,1,1,2q, (7.374e)

m2
1 “ 0p24q : p4,2,1q ` p4,1,2q ` p1,2,2q (7.374f)

• パリティ奇成分 m2
n:

0p3q : p1,1,1,1qp3q “ r2, 0, 0, 2s`, r2, 0, 2, 0s`, r2, 2, 0, 0s`,

(7.375a)

t2ps2 ´ 1q2p4q : p2,2,1,1q “ r1, 1, 2, 0s`, (7.375b)

s2p1 ` s2t2qp4q : p2,1,1,2q “ r1, 2, 0, 1s`, (7.375c)

s2t2ps2 ` t2qp4q : p2,1,2,1q “ r1, 2, 1, 0s`, (7.375d)

s2pt2 ` 1q2p4q : p1,1,2,2q “ r2, 0, 1, 1s`, (7.375e)

ps2 ` t2qp4q : p1,2,1,2q “ r2, 1, 0, 1s`, (7.375f)

t2ps2t2 ` 1qp4q : p1,2,2,1q` “ r2, 1, 1, 0s`, (7.375g)

ps2 ` t2qp1 ` s2t2qp8q : p2,2,2,2q` “ r1, 1, 1, 1s`. (7.375h)

Minkowski真空：SOp2q ˆ SOp2q ˙ R20 ñ SOp2q ˆ SOp2q θと ξは

θ “ r1p2q, 0p6qs, ξ “ r0p6q, sp2qs (7.376)

モジュライの質量は，

• パリティ偶成分

m2
d “ r0s

p2q : p1,1qp2q, (7.377a)

m2
0 “

“

1
4

‰p2q
: p2,1q, (7.377b)

”

s2

4

ıp2q

: p1,2q, (7.377c)

r0s
p9q : p1,1q, (7.377d)

m2
1 “ r0s

p20q : p2,1qp4q ` p1,2qp4q ` p2,2q (7.377e)
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• パリティ奇成分 m2
n:

r0s
p6q : p1,1qp6q “ r2, 0, 2s`, (7.378a)

“

1
16

‰p8q
: p2,1qp4q “ r1, 2, 1s`, (7.378b)

”

s2

16

ıp8q

: p1,2qp4q “ r2, 1, 1s`, (7.378c)

r0s
p1q : p1,1q “ r2, 2, 0s`, (7.378d)

”

s2`1
16

ıp12q

: p2,2q`p6q “ r1, 1, 2s`. (7.378e)

7.2.8.6 adS真空

adS真空：SOp8q ñ SOp8q θと ξは

θ “ rsp8qs, ξ “ 1{θ, det θ “ s8ps ą 0q. (7.379)

ポテンシャルの値は

V “ ´
3g2

4

ˆ

s2 `
1

s2

˙

. (7.380)

モジュライの質量は，V を単位として，

• パリティ偶成分
m2

0 “ ´2{3 : 35. (7.381)

• パリティ奇成分 m2
n:

´2{3 : 35 “ r4s` (7.382)

adS真空：SOp8q, SOp7, 1q ñ SOp7q θと ξは

θ “ r

c

sps2 ´ 5q

5s2 ´ 1

p7q

,
5s2 ´ 1

s2 ´ 5

c

sps2 ´ 5q

5s2 ´ 1

p1q

s, ξ “ 1{θ, det θ “
s4ps2 ´ 5q3

p5s2 ´ 1q3
.

(7.383)

det θ ą 0のときは，ゲージ群は SOp8q,

SOp8q : 0 ă s ă 1{
?

5,
?

5 ă s, (7.384)

det θ ă 0のときは，ゲージ群は SOp7, 1qとなる：

SOp7, 1q : ´
?

5 ă s ă ´1{
?

5. (7.385)
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ポテンシャルの値は

V “ ´g2
5ps2 ` 1q3

4sp5s2 ´ 1qps2 ´ 5q
. (7.386)

モジュライの質量は，V を単位として，

• パリティ偶成分

m2
d “ 2 : 1, (7.387a)

m2
0 “ ´4{5 : 27, (7.387b)

m2
1 “ 0 : 7. (7.387c)

• パリティ奇成分 m2
n:

´2{5 : 35 “ r4, 0s` (7.388)

adS真空：SOp8q, SOp7, 1q ñ SOp6q θと ξは

θ “ rλ1,
s

λ1
,

2s ´
?

2

sps `
?

2q
λ1s, ξ “ 1{θ, (7.389a)

λ1 “

d

sps `
?

2qp´s ` 2
?

2q

p2
?

2s ` 1qp´
?

2s ` 1q
, (7.389b)

det θ “ ´
s3ps `

?
2q2p´s ` 2

?
2q3

p´
?

2s ` 1q2p2
?

2s ` 1q3
. (7.389c)

sの値に応じて，ゲージ群は

SOp8q : 2
?

2 ă s, (7.390a)

SOp7, 1q : 0 ă s ă
?

2{2 pλ3 ă 0q, ´
?

2 ă s ă ´
?

2{4 pλ2 ă 0q.

(7.390b)

ポテンシャルの値は

V “ ´g2
3p1 ` s2q3

2sps `
?

2qp´s ` 2
?

2qp´2s `
?

2qp4s `
?

2q
(7.391)

モジュライの質量は，V を単位として，
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• パリティ偶成分

m2
d “ 2 : 1p2q (7.392a)

m2
0 “ ´1 : 20, (7.392b)

m2
1 “ 0 : 6p2q ` 1. (7.392c)

• パリティ奇成分 m2
n:

´1{4 : 20 “ r3, 1, 0s`, (7.393a)

0 : 15 “ r4, 0, 0s`. (7.393b)

adS真空：SOp7, 1q ñ SOp5q θと ξは

θ “ rλ1,
s

λ1
,

ps ´
?

3

p
?

3s ` 1qλ1
,

´ps `
?

3

p
?

3s ´ 1qλ1
s, ξ “ 1{θ, (7.394a)

λ1 “

c

sps2 ´ 3q

3s2 ´ 1
, (7.394b)

det θ “ ´
s2ps2 ´ 3q2

p3s2 ´ 1q2
. (7.394c)

負の固有値は常に 1個で，ゲージ群は SOp7, 1qであるが，どの固有値が
負となるかは sに依存する：

λ3 ă 0 : 0 ă s ă 1{
?

3, (7.395a)

λ4 ă 0 :
?

3 ă s, (7.395b)

λ2 ă 0 : ´
?

3 ă s ă ´1{
?

3. (7.395c)

正の固有値の値が一致することはない．
ポテンシャルの値は

V “ ´g2
3p1 ` s2q3

8sps2 ´ 3qp3s2 ´ 1q
. (7.396)

モジュライの質量は，V を単位として，

• パリティ偶成分

m2
d “ 2 : 1p3q (7.397a)

m2
0 “ ´4{3 : 14, (7.397b)

m2
1 “ 0 : 5p3q ` 1p3q. (7.397c)
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• パリティ奇成分 m2
n:

0 : 10p3q “ r3, 1, 0, 0s` ` r3, 0, 1, 0s` ` r3, 0, 0, 1s`,(7.398a)

2{3 : 5 “ r4, 0, 0, 0s`. (7.398b)

adS真空：SOp1, 1q ˆ SOp6q ˙ R12 ñ SOp6q θと ξは

θ “ r1p1q,´1p1q, 0p6qs, ξ “ r0p2q, p1{
?

2qp6qs. (7.399a)

ポテンシャルの値は

V “ ´
g2

8
(7.400)

モジュライの質量は，V を単位として，

• パリティ偶成分

m2
d “ 2p2q : 1p2q (7.401a)

m2
0 “ ´1p20q : 20, (7.401b)

m2
1 “ 0p13q : 1 ` 6p2q. (7.401c)

• パリティ奇成分 m2
n:

0p15q : 15 “ r1, 1, 2s`, (7.402a)

p´1{4qp20q : 20 “ r1, 0, 3s`. (7.402b)

adS真空：SOp1, 1q ˆ SOp6q ˙ R12 ñ SOp5q θと ξは

θ “ r1p1q,´1p1q, 0p6qs, ξ “ r0p2q, p1{
?

3qp5q,
?

3
p1q

s. (7.403a)

ポテンシャルの値は

V “ ´
g2

8
(7.404)

モジュライの質量は，V を単位として，

• パリティ偶成分

m2
d “ 2p3q : 1p3q (7.405a)

m2
0 “ p´4{3qp14q : 14, (7.405b)

m2
1 “ 0p18q : 1p3q ` 5p3q. (7.405c)
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• パリティ奇成分 m2
n:

0p10q : 10 “ r1, 0, 2, 1s`, (7.406a)

0p10q : 10 “ r1, 0, 3, 0s`, (7.406b)

0p10q : 10 “ r1, 1, 2, 0s`, (7.406c)

p2{3qp5q : 5 “ r1, 1, 1, 1s`. (7.406d)

adS真空：SOp7q ˙ R7 ñ SOp7q θと ξは

θ “ r1p1q, 0p7qs, ξ “ r0p1q, p1{
?

5qp7qs. (7.407a)

ポテンシャルの値は

V “ ´
3g2

32
(7.408)

モジュライの質量は，V を単位として，

• パリティ偶成分

m2
d “ 2p1q : 1p1q (7.409a)

m2
0 “ p´4{5qp27q : 27, (7.409b)

m2
1 “ 0p7q : 7. (7.409c)

• パリティ奇成分 m2
n:

p´2{5qp35q : 35 “ r1, 3s`. (7.410a)

adS真空：SOp7q ˙ R7 ñ SOp6q θと ξは

θ “ r1p1q, 0p7qs, ξ “ r0p1q,
?

2
p1q
, p1{2

?
2qp6qs. (7.411a)

ポテンシャルの値は

V “ ´
3g2

32
(7.412)

モジュライの質量は，V を単位として，

• パリティ偶成分

m2
d “ 2p2q : 1p2q (7.413a)

m2
0 “ p´1qp20q : 20, (7.413b)

m2
1 “ 0p13q : 1 ` 6p2q. (7.413c)
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• パリティ奇成分 m2
n:

p´1{4qp20q : 20 “ r1, 0, 3s`, (7.414a)

0p15q : 15 “ r1, 1, 2s`. (7.414b)

7.2.8.7 モジュライ質量：まとめ

adS真空

対称性 ゲージ群 P モジュライの質量 パラメータ
SOp8q SOp8q ` ´2{3p35sq p1, 0q

´ ´2{3p354aq

SOp7q SOp8q, SOp7, 1q ` 2p1q,´4{5p27sqr, 0p7vqs p1, 0q

SOp7q ˙ R7 ´ ´2{5p353aq

SOp6q SOp8q, SOp7, 1q ` 2p1p2qq,´1p20sqr, 0p6v
p2q ` 1qs p1, 0q

SOp7q ˙ R7 ´ ´1{4p203a`q, 0p152aq p0, 0q

SOp6q ˆ SOp1, 1q ˙ R12 p0, 0q

SOp5q SOp7, 1q ` 2p1p3qq,´4{3p14sqr, 0p5v
p3q ` 1qs p1, 0q

SOp6q ˆ SOp1, 1q ˙ R12 ´ 2{3p5vq, 0p102a
p3qq p0, 0q

Minkowski真空

対称性 ゲージ群 P モジュライの質量 パラメータ
SOp6q ˆ SOp2q CSOp2, 0, 6q ` 0pp1, 1q ` p20s, 1qq, 4p1, 2vqr, 0p6, 2qs p0, 0q

SOp6, 2q ´ 0p152a, 1q, 1p203a, 2vq
` p0, 1q

SOp4q ˆ SOp2q2 SOp6, 2q ` 0p1p2q ` p9, 1qq,m2
p1,2,1q,m

2
p1,1,2qr, 0p20qs p0, 2q

´ 0p1 ` p6, 1, 1qq,m2
p4,1,2q,m

2
p4,2,1q,m

2
p6,2,2q`

SOp2q4 SOp6, 2q ` 0p1p3qq,m2
p2,1,1,1q,m

2
p1,2,1,1q, p0, 3q

m2
p1,1,2,1q,m

2
p1,1,1,2qr, 0p24qs どれか一つ負

SOp4q ˆ SOp2, 2q ´ 0p1p3qq,m2
p2,2,1,1q,m

2
p2,1,2,1q,m

2
p1,2,2,1q, p0, 2q

˙R16 m2
p2,1,1,2q,m

2
p1,1,2,2q,m

2
p1,2,1,2q,m

2
p2,2,2,2q`

SOp2q2 SOp2q2 ˙ R20 ` 0p1p11qq, 1{4p2, 1q, s2{4p1, 2qr, 0p20qs p0, 1q

´ 0p1p7qq, 1
16

pp2, 1qp4qq, s
2

16
pp1, 2qp4qq,

s2`1
16

pp2, 2q`p6qq

dS真空

646 目次へ



目次へ

対称性 ゲージ群 P モジュライの質量 パラメータ
SOp4q ˆ SOp4q SOp4, 4q ` ´2p1q, 2pp9s, 1q ` p1, 9sqqr, 0p4v, 4vqs p1, 0q

´ ´2p1q, 2p62a, 62aq
`, 1p4v, 4vq

SOp5q ˆ SOp3q SOp5, 3q ` ´2p1q, 4{3p14s, 1q, 4p5v, 1qr, 0p5, 3qs p1, 0q

´ ´2{3p5v, 1q, 2p102a, 3vq

7.2.9 Dyonic gauging: Off-center behavior

7.2.9.1 Potential

Embedding tensorが SL8-dyonicのとき，一般点 V でのポテンシャル
の値は

V “
g2

672

”

pM ´1qrabsrcds pθbpθdqW
pq
ac ´ 21θacθbdq

`pM ´1qrabsrcds

`

ξbpξdqW ac
pq ´ 21ξacξbd

˘

´pM ´1qrabs
rcds

`

θbpξ
dqW pc

aq ` 21pθξqa
cδdb

˘

´pM ´1qrcds
rabs

`

θbpξ
dqW cp

qa ` 21pθξqa
cδdb

˘

ı

(7.415)

ここで，

W pq
ac “ Y pq

ac ´ Zpq
ac ; (7.416a)

Y pq
ac “ pM ´1qrpf srqhsMraf srchs ` pM Ø M ´1q, (7.416b)

Zpq
ac “ pM ´1qrpf s

rchsMraf s
rqhs ` pM Ø M ´1q, (7.416c)

MMN “ pV V :qMN . (7.416d)

後述のM の性質を用いると，

W bd
ac “ 2M rbf srdhsMraf srchs ` 2M rbf s

rchsMraf s
rdhs. (7.417)

特に，原点では

Mrabsrcds “ M rabsrcds “ δra
c δ

bs
d , Mrabs

rcds “ M rabs
rcds “ 0 (7.418)

に対して，

Y pq
ac “ 3δpqδ

c
a `

1

2
δpaδ

c
q, Zpq

ac “ 0 (7.419)

より，

V “
g2

64

“

2Trpθ2 ` ξ2q ´ Trpθq2 ´ Trpξq2
‰

. (7.420)
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7.2.9.2 Mapping convention

V – Rnに対して，

x, y P V ÞÑ x ^ y “ x b y ´ y b x P V ^ V, (7.421a)

f, g P EndpV q ÞÑ f ^ g P EndpV ^ V q : pf ^ gqpx ^ yq “
1

2
pfpxq ^ gpyq ´ fpyq ^ gpxqq

(7.421b)

と定義する．このとき，eapa “ 1, ¨ ¨ ¨ , nqを V の基底とするとき，

fpeaq “ ebA
b
a, gpeaq “ ebB

b
a, X “

1

2
Xabea ^ eb

ñ f ^ g : Xab ÞÑ Ara
rcB

bs
dsX

cd. (7.422)

また，a, b, c, d P V に対して，

pa˝bq ^ pc˝dq “
1

4
pa ^ cq˝pb ^ dq, (7.423)

p, q, r, s P EndpV qに対して，

pp ^ qq˝pr ^ sq “
1

2
ppp˝rq ^ pq˝sq ` pp˝sq ^ pq˝rqq . (7.424)

7.2.9.3 モジュライ行列

Oを勝手な基準点として，モジュライ空間の一般点を

V “ V pOqS : S P ρUsppE7p7qq Ă Uspp56q (7.425)

と表すとき，

S “ exp

˜

0 ϕ

ϕ̄ 0

¸

“

˜

coshp
a

ϕϕ̄q ϕ jhp
a

ϕ̄ϕq

ϕ̄ jhp
a

ϕϕ̄q coshp
a

ϕ̄ϕq

¸

“ S : (7.426)

より、

Skl
ij “ pcoshp

b

ϕϕ̄qqkl
ij, (7.427a)

S klij “ ϕklhmpjhp

b

ϕϕ̄qqhm
ij. (7.427b)

ここで，

jhpzq “
sinhpzq

z
. (7.428)
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Usp表現として，

T ´1
0 S T0 P ρSppEp7p7qq Ă Spp56,Rq, (7.429)

T0 “
1

?
2

˜

i ´1

i 1

¸

(7.430)

となるものをとると，

ϕ “ S ^ 1 ` iU : S P slp8,Rqsym, ‹U “ U (7.431)

モジュライ行列M は

M “ T ´1
0 S 2T0 “

˜

M˚˚ M˚
˚

M ˚
˚ M ˚˚

¸

(7.432)

より，

Mrabsrcds “
1

2

␣

pS 2qrabsrcds ` pS 2qrabsrcds ` pS 2qrabs
rcds ` pS 2qrabs

rcds

(

,(7.433a)

M rabsrcds “
1

2

␣

pS 2qrabsrcds ` pS 2qrabsrcds ´ pS 2qrabs
rcds ´ pS 2qrabs

rcds

(

,(7.433b)

M rabs
rcds “

i

2

␣

´pS 2qrabsrcds ` pS 2qrabsrcds ´ pS 2qrabs
rcds ` pS 2qrabs

rcds

(

,(7.433c)

Mrabs
rcds “

i

2

␣

pS 2qrabsrcds ´ pS 2qrabsrcds ´ pS 2qrabs
rcds ` pS 2qrabs

rcds

(

.(7.433d)

また，

M ´1 “

˜

pM ´1q˚˚ pM ´1q˚
˚

pM ´1q˚
˚ pM ´1q˚˚

¸

(7.434)

は

pM ´1qrabsrcds “ M rabsrcds, (7.435a)

pM ´1qrabsrcds “ Mrabsrcds, (7.435b)

pM ´1qrabs
rcds “ ´M rabs

rcds, (7.435c)

pM ´1qrabs
rcds “ ´Mrabs

rcds. (7.435d)

一般に、Λを対角型固有値行列，U をユニタリ行列として

S “ exp

˜

0 Φ

Φ̄ 0

¸

“

˜

S11 S12

S21 S22

¸

, (7.436)

Φ “ UΛ TU ; U P Upnq, Λ : diagonal, (7.437)

S11 “ U cosh ΛU :, S12 “ U sinh Λ TU,

S21 “ Ū sinh Λ TŪ , S22 “ Ū cosh Λ TU (7.438)
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これより、

MDD “ 1
4

␣

pU ` Ūqe2Λ TpU ` Ūq ´ pU ´ Ūqe´2Λ TpU ´ Ūq
(

,(7.439a)

MUU “ 1
4

␣

pU ` Ūqe´2Λ TpU ` Ūq ´ pU ´ Ūqe2Λ TpU ´ Ūq
(

,(7.439b)

MDU “ i
4

␣

pU ´ Ūqe´2Λ TpU ` Ūq ´ pU ` Ūqe2Λ TpU ´ Ūq
(

,(7.439c)

MUD “ i
4

␣

pU ` Ūqe´2Λ TpU ´ Ūq ´ pU ´ Ūqe2Λ TpU ` Ūq
(

.(7.439d)

（注） 一般点でΦ “ UΛ TUとかけることは，次のようにして示される．
まず，行列の極分解Φ “ V H pV P Up28q, H P Hp29qqより

Φ “ U1Λ
TU2, U1, U2 P Up28q (7.440)

と対角化できる（Λは実対角行列）．このとき，

Φ:Φ “ Φ̄Φ “ Ū2Λ
2 TU2, (7.441a)

ΦΦ: “ ΦΦ̄ “ U1Λ
2U1:. (7.441b)

2式は複素共役なので，

U2Λ
2U :

2 “ U1Λ
2U :

1 ô pU´1
1 U2qΛ

2 “ Λ2pU´1
1 U2q (7.442)

これより，Λ2の対角成分がすべて異なるなら，U´1
1 U2は対角行列．この

行列はユニタリなので exppiΘq “ reiθ1 , ¨ ¨ ¨ sの形．よって，

U1 “ Ue´iΘ{2U, U2 “ UeiΘ{2; U P Up28q (7.443)

と置くことができ，
Φ “ UΛ TU. (7.444)

7.2.9.4 ModuliへのE7p7q作用

E7p7qの Lie代数を

L pE7p7qq “ K ` N : K – sup8q (7.445)

と直和分化する．このとき，

rK ,K s Ă K , rK ,N s Ă N , rN ,N s Ă K . (7.446)
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この節では，Usp表現を用いる．
モジュライ空間は exppN qに対応し，SUp8qの作用は、X P N として，

S “ exppXq ÞÑ g exppXq “ exp padpgqXq g ñ S 1 “ exp padpgqXq .

(7.447)

つぎに，Y P N に対して，

S “ eX ÞÑ eϵY eX “ eX
1pϵqW pϵq, W P SUp8q, X 1 P N (7.448)

において，ϵの 1次で

YS “ δS ` S δW . (7.449)

よって，δW : “ ´δW より，

pS ´1YS q` “ pS ´1δS q`. (7.450)

ここで，Q` “ pQ ` Q:q{2.

S “ U ΓpΛqU :を代入すると，

pΓ´1U :YU Γq` “ pΓ´1U :δS U q`. (7.451)

右辺は

2pΓ´1U :δS U q` “ Γ´1U :δU Γ ´ ΓU :δUΓ´1 ` 2Γ´1δΓ. (7.452)

ここで，

U “

˜

U 0

0 Ū

¸

, Γ “

˜

coshpΛq sinhpΛq

sinhpΛq coshpΛq

¸

(7.453)

を用いると，Y “

˜

0 ϕ

ϕ̄ 0

¸

に対し，

δΛ ` cosh Λp TUδŪq sinh Λ ´ sinh ΛpU :δUq cosh Λ

“ cosh Λp TUϕ̄Uq cosh Λ ´ sinh ΛpU :ϕŪq sinh Λ (7.454)

を得る．
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7.2.9.5 Kinetic terms

Lagrangianにおけるモジュライ場の運動項は，一般に

Lϕ “ ´
e

12κ2
PµijklP

µijkl; (7.455)

Pµijkl “
`

V ´1pBµ ´ AµqV
˘

ij;kl
, (7.456)

Aµ “ AMµ XM P Mp56,Rq. (7.457)

ここで，

V “ T :
0 S , (7.458)

S “

˜

U 0

0 Ū

¸

ΓpΛq

˜

U : 0

0 TU

¸

, (7.459)

ΓpΛq “

˜

coshpΛq sinhpΛq

sinhpΛq coshpΛq

¸

, (7.460)

XM “

˜

XM 0

0 ´ TXM

¸

. (7.461)

P の具体的表式は，

Pµijkl “ ´
1

16
ΓijpqΓ

kl
rspUKµ

TUqpq;rs, (7.462)

pKµq “ BΛ ´ sinh Λ TUAsU sinh Λ ` cosh ΛU :AsŪ cosh Λ

´ cosh ΛU :pAa ´ BUU :qU sinh Λ

` sinh Λ TUpAa ´ BŪ TUqŪ cosh Λ. (7.463)

こここで

pAsqµ “
1

2
AMµ pXM ` TXMq, pAaqµ “

1

2
AMµ pXM ´ TXMq. (7.464)

7.2.9.6 ゲージ結合関数

ゲージ結合関数N “ pNΛΣqは，Moduli行列 V を用いて

N “ ´V11V
´1
21 (7.465)

と表される．ここで

V “ V pOqS “
1

?
2

˜

´i ´i

´1 1

¸

S (7.466)
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より，

V21 “
1

?
2

r´S11 ` S21s , (7.467a)

V11 “ ´
i

?
2

rS11 ` S21s . (7.467b)

これにS の表式を代入すると，

V21 “ ´
1

?
2

`

U1e
´Λ ` iU2e

Λ
˘

U :, (7.468a)

V11 “
1

?
2

`

U2e
´Λ ´ iU1e

Λ
˘

U :. (7.468b)

よって，
N “ rU2e

´Λ ´ iU1e
ΛsrU1e

´Λ ` iU2e
Λs´1. (7.469)

7.2.10 Electric frame

7.2.10.1 変換行列

Dyonic gaugingでの embeddingテンソルは，L P Spp56,Rqによる大域
的左変換により，electric frameに変換することができる．行列系X 1

M(P

ρ56pE7p7qqを
X 1
M “ LM

NXN (7.470)

Lを決める条件はにより定義する（モジュライ空間への作用が定義され
ている通常の E7p7q変換と異なり，XM “ pXMP

QqにおいてM のみを変
換し，P,Qについては変換しない）．このとき，electric frameへの変換
となる条件は，

X 1rabs “ LrabsNXN “ 0 (7.471)

この条件は，SLp8q型の gauging

A ¨ X “

˜

´pθAe ` Amξq ^ 1 0

0 ´pAeθ ` ξAmq ^ 1

¸

(7.472)

に対しては，

LrabsrcdsXrcds ` Lrabs
rcdsX

rcds “ 0

ô Lrabsrdrgsθdreδ
hs

f s
´ Lrabs

dreξ
drgδ

hs

f s
“ 0 (7.473)
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θξ “ cp‰ 0qのとき，この特殊解は（おそらく一般には一意的）

L22 “ ´
1

c
L21˝pθ ^ θq. (7.474)

一方，L P Spp56,Rqとなる条件は，

L12
TL11 “ L11

TL12. (7.475a)

L22
TL21 “ L21

TL22, (7.475b)

L11
TL22 ´ L12

TL21 “ 1. (7.475c)

よって，ω P GLp28,Rq : R8 ^ R8 Ñ R8 ^ R8として，

L “

˜

S˝ω ´1
c

␣

p Tωq´1 ` S˝ω˝pθ ^ θq
(

cω ´ω˝pθ ^ θq

¸

. (7.476)

ここで，S P Sp28,Rqは 28次の任意の行列．この逆行列は，

L´1 “ ´J TLJ

“

˜

´pθ ^ θq˝
Tω 1

c

␣

pωq´1 ` pθ ^ θq˝
Tω˝S

(

´c Tω Tω˝S

¸

. (7.477)

Electric frameでの embedding tensor X 1
rabsは

A1 ¨ X 1 “ A1rabsX 1
rabs “

˜

rpA1
e
Tω´1qθ´1s ^ 1 0

0 rθ´1pω´1A1
eqs ^ 1

¸

.

(7.478)

とくに，
S “ ´ Tω´1

˝pθ ^ θq´1
˝ω´1 (7.479)

と取ると，

L “

˜

´ Tω´1
˝pθ ^ θq´1 0

cω ´ω˝pθ ^ θq

¸

, (7.480a)

L´1 “

˜

´pθ ^ θq˝
Tω 0

´c Tω ´pθ ^ θq´1
˝ω´1

¸

(7.480b)
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7.2.10.2 Lagrangian in the electric frame

L P Spp56,Rqとして，ω “ ´pθ ^ θq´1に対応するものを取る：

L “

˜

1 ^ 1 0

´cpθ ^ θq´1 1 ^ 1

¸

, (7.481a)

L´1 “

˜

1 ^ 1 0

cpθ ^ θq´1 1 ^ 1

¸

. (7.481b)

このとき，Electric frameでｎゲージ場は

A 1 “ A1rabsX 1
rabs “

˜

´θA1
e ^ 1 0

0 ´A1
eθ ^ 1

¸

. (7.482)

もとのゲージポテンシャルをA1
e, A

1
mで表すと

A M “ A 1NLN
M (7.483)

より，

Arabs “ A1rabs ´ cA1
rabspθ ^ θq´1, Arabs “ A1

rabs, (7.484a)

A MXM “

˜

´pθA1
eq ^ 1 0

0 ´pA1
eθq ^ 1

¸

. (7.484b)

よって，moduliの運動項は

Lϕ “ ´
e

12κ2
K ¨ K, (7.485)

において，

As “
1

2
pA1

eθ ´ θA1
eq ^ 1, (7.486a)

Aa “ ´
1

2
pA1

eθ ` θA1
eq ^ 1. (7.486b)

つぎに，ゲージ場の結合関数行列N は

N 1 “ rp TL´1q22N ` p TL´1q21srp
TL´1q11 ` p TL´1q12N s´1

“ N r1 ` cpθ ^ θq´1N s´1. (7.487)
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7.2.10.3 ゲージ粒子の質量

Lagrangianに含まれるゲージ場の 2次の項は

L p2q

1 “ ´
1

2

`

iN 1
ΛΣF 1Λ` ¨ F 1Σ` ` h.c.

˘

´ Pµ ¨ P µ. (7.488)

ここで，V “ T ´1L̃ “ LT ´1(L̃ P ρUsppCJqpE7p7qq, L P ρSppE7p7qq)とする
とき，Pµ “ pPµijklqは

Pµijkl “ i
`

VΛijBµV
Λ
kl ´ V Λ

ijBµVΛkl

˘

´ igΩNPVNuhA
M
µ XMP

QVQkl

“ ΩPQL̃PijBµL̃Qkl ` gA1
e
abXab;ijkl. (7.489)

ここで，

Xab;ijkl ”
1

16

´

Γefij Γghkl ` Γefkl Γ
gh
ij

¯

ˆθbcpLad
ef ` iLadef qpLcdgh ´ iLcdghq. (7.490)

特に，原点 L “ I58 “ L̃では，

Pµijkl “ Bµϕijkl ´
g

8
A1
e
abpΓijklqacθcb. (7.491)

対応するゲージ粒子の質量項は

L1,mass “ ´
g2

2
Tr ppAµθqspA

µθqsq . (7.492)

ここで，Msは行列Mの対称部分．よって，ゲージ場の2次のLagrangianは

L p2q

1 “
1

2
Im pN 1

ΛΣq˚FΛ ^FΣ ´
1

2
Re pN 1

ΛΣqFΛ ^FΣ ´
g2

2
Tr ppAµθqspA

µθqsq

(7.493)

7.2.11 フェルミ粒子の質量

7.2.11.1 T行列

スピノールUsp表示 (CJ表示）で

V “ T ´1L̃; L̃ P ρUsppE7p7qq, (7.494)

T “ ΓT0, Γ “
1

4

˜

Γijab 0

0 Γcdkl

¸

, T0 “
1

?
2

˜

i ´1

i 1

¸

(7.495)
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とおくとき，スカラ多様体の一般点でのT行列 Tq
klijは

δ
rk
rpTqs

lsij “ T usmnp0qpL̃´1qrijsrmns
´

L̃rtss
rpqsL̃rtus

rkls ` L̃rtusrpqsL̃
rtssrkls

¯

´Tu
smnp0qpL̃´1qrijs

rmns

´

L̃rtssrpqsL̃
rtusrkls ` L̃rtus

rpqsL̃rtss
rkls

¯

´Tn
rstup0qpL̃´1q|rijs|rsn

´

L̃rrssrpqsL̃rtus
rkls ´ ‹pL̃˚˚

rpqsL̃
˚˚rklsqrstu

¯

`T nrstup0qpL̃´1qrijs
rsn

´

L̃rrss
rpqsL̃

rtusrkls ´ ‹pL̃˚˚rpqsL̃˚˚
rklsqrstu

¯

(7.496)

ここで，Tusmnp0qは原点での T 行列で，

ζ “ θ ` iξ (7.497)

を用いて，

Ti
jklp0q “ ´i

3
?

2

128

”

pΓklj iq
ab ` 2δ

rk
i δ

lsjδab
ı

ζ̄ab (7.498)

と表される．対応するA1とA2は

Ajk1 p0q “ ´i

?
2

32
δjkTrpζ̄q, (7.499a)

A2i
jklp0q “ ´i

?
2

32
pΓi

jklqabζ̄ab. (7.499b)

7.2.11.2 運動方程式

スピノール場

ψiµ “ γ5ψ
i
µ, ψiµ “ Bpψiµq˚, ψ̄iµ “ pψiµq, ψ̄iµ “ pψiµq, (7.500a)

χijk “ γ5χ
ijk, χijk “ Bpχijkq˚, χ̄ijk “ pχijkq, χ̄ijk “ pχijkq(7.500b)

に対する運動方程式は，ゲージ場がゼロの時

ϵµνρσγσ∇ρψ
i
ν ´ ig

?
2Aij1 γ

µνψjν ´
g

6
A2

i
jklγ

µχjkl “ 0, (7.501a)

γµ∇µχ
ijk ´ igA2l

ijkγµψlµ ` g

?
2

12
ηϵijkpqrlmA2

n
pqrχlmn “ 0.(7.501b)

7.2.12 SOp8q-gauging

Embedding tensorのパラメータ行列 θ, ξは

θ “ sI8, ξ “ θ´1. (7.502)
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原点でのポテンシャルは

V0 “ Λ “ ´
3

4
g2

ˆ

s2 `
1

s2

˙

. (7.503)

7.2.12.1 SOp8q不変真空（原点）

(i)スカラ場の質量
V “ T ´1 “ T ´1

0 Γ (7.504)

より，|V0|単位で

m2
0 “

#

0` : ´2{3 p35q,

0´ : ´2{3 p35q
. (7.505)

(ii)ベクトル場の質量 ベクトル場の質量項は

´
g2

2
Tr ppAµθqspA

µθqsq “ 0 (7.506)

なので，ベクトル場のすべての成分は質量ゼロ:

m2
1 “ 0 p28q. (7.507)

また，ゲージ結合関数は

N “ ´i1^1 ñ N 1 “ N r1`s´21^1N s´1 “
´s4i ` s2

s4 ` 1
1^1 (7.508)

となるので，ゲージ場の 2次の Lagrangianは

L p2q

1 “ ´
s4

2ps4 ` 1q
˚F rabs ^ Frabs ´

s2

2ps4 ` 1q
F rabs ^ Frabs. (7.509)

(iii) スピノール場の質量 原点でのTテンソルは

A1
jkp0q “ ´i

?
2

32
δjkTrpζ̄q “ ´i

?
2

4

ˆ

s ´
i

s

˙

δjk, (7.510a)

A2i
jklp0q “ ´i

?
2

32
pΓi

jklqabδab

ˆ

s ´
i

s

˙

“ 0. (7.510b)

よって，場の方程式は

ϵµνρσγσ∇ρψ
i
ν ´ µγµνψiν “ 0, (7.511a)

γµ∇µχ
ijk “ 0. (7.511b)
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ここで，

µ ”
1

2

ˆ

s ´
i

s

˙

. (7.512)

よって，質量は

m2
3{2 “ |µ|2{|V0| “

1

3
, (7.513a)

m2
1{2 “ 0. (7.513b)

【公式 7.1 (グラヴィティーノ質量)】 　 スピン 3/2場が方程式

ϵµνρσγσBρψν “ µγµνpψµqcp“ µγµνBψµ˚q (7.514)

(Bは複素共役行列）に従うとき，その質量mは

m2 “ |µ|2. (7.515)

l

Proof. モード分解
ψµ “ αµe

ip¨x ` βµe
´ip¨x (7.516)

を代入すると，

iϵµνρσγσpραν “ µγµνBβ˚
ν , (7.517a)

iϵµνρσγσpρβν “ ´µγµνBα˚
ν (7.517b)

これらと pµの縮約により，

pµγ
µνBβ˚

ν “ 0, pµγ
µνBα˚

ν “ 0. (7.518)

また，γµと縮約すると，

iϵµνρσγµσpραν “ 3µγνBβ˚
ν , (7.519a)

iϵµνρσγµσpρβν “ ´3µγνBα˚
ν . (7.519b)

これらの式の左辺は，
˚γr2s “ ´iγ5γr2s (7.520)

を考慮すると，ゼロとなるので，

γµαµ “ γµβµ “ 0 ñ pµαµ “ pµβµ “ 0. (7.521)
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よって，最初の方程式系は

iϵµνρσγσpραν “ ´µBpβµq˚, (7.522a)

iϵµνρσγσpρβν “ µBpαµq˚. (7.522b)

第 1式を βµについてとき，

µ̄βµ “ iϵµνρσpργσBα
˚
ν (7.523)

第 2式に代入すると，
pp2 ` |µ|2qαµ “ 0. (7.524)

Q.E.D.

7.2.13 SOp4, 4q-gauging

Embedding tensorのパラメータ行列 θ, ξを

θ “ srI4,´I4s, ξ “ θ´1 (7.525)

と取る．

（注） 変換
g Ñ g{s (7.526)

により，
θ “ rI4,´I4s, ξ “ cθ´1; c “ 1{s2 (7.527)

と変換される．

7.2.13.1 Hull-Warner dS臨界点

SOp4q ˆ SOp4q対称性をもつ dS臨界点（HW dS臨界点）は，埋め込
みテンソルが上記のように表される表示のもとで，スカラ多様体の原点
V “ T ´1pL “ 1qに対応する．対応するポテンシャルの値は

V0 “
g2

4

ˆ

s2 `
1

s2

˙

“
1

4
pgsq2

ˆ

1 `
1

s4

˙

. (7.528)
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(1) スカラ場の質量

m2
0` “

$

’

&

’

%

´2 : p1, 1q,

2 : p9, 1q ` p1, 9q,

0 : p4, 4q NGS boson.

(7.529a)

m2
0´ “

$

’

&

’

%

´2 : p1, 1q,

2 : p6, 6q`,

1 : p4, 4q.

(7.529b)

(2) ベクトル場の質量 原点に対応するので，dyonic gaugingではN “

´iI28. Electric frameに移ると

N 1 “ ´ir1 ´ is´2I4,4 ^ I4,4s
´1. (7.530)

ここで，
pR4 ‘ R4q ^ pR4 ‘ R4q – R6 ‘ R6 ‘ R16 (7.531)

における endmorphismとして，

I4,4 ^ I4,4 – I6 ‘ I6 ‘ p´I16q. (7.532)

よって，電気的フレームでのゲージ結合関数は

N 1 –
´is4 ` s2

1 ` s4
pI6 ‘ I6q ‘

´is4 ´ s2

1 ` s4
I16. (7.533)

次に，α, β, ¨ ¨ ¨ P r1, 2, 3, 4s, α1, β1, ¨ ¨ ¨ P r5, 6, 7, 8sとするとき，

pA θqs “ s

˜

0 ´A αβ1

A α1β 0

¸

(7.534)

より，

Tr tpAµθqspA
µθqsu “ 2s2

ÿ

1ďαď4

ÿ

5ďβ1ď8

Arαβ1s
µ Aµrαβ1s. (7.535)

以上より，ゲージ場の２次までの Lagrangianは

L p2q

1 “ ´
1

2

s4

1 ` s4

8
ÿ

a,b“1

˚F rabs ^ F rabs ´
1

2

s2

1 ` s4

˜

4
ÿ

a,b“1

`

8
ÿ

a,b“5

¸

F rabs ^ F rabs

`
s2

1 ` s4

4
ÿ

a“1

8
ÿ

b“5

F rabsF rabs ´ g2s2 ˚1
4
ÿ

a“1

8
ÿ

b“5

Arabs
µ Aµrabs. (7.536)
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これより，Arabs
µ p1 ď a ď 4, 5 ď b ď 8qがNGSボゾンを吸って質量を獲

得．場の方程式は
s4

1 ` s4
∇νF

ν
µ ´ g2s2Aµ “ 0 (7.537)

となるので，質量は

m2
1 “

1 ` s4

s2
g2 ñ

m2
1

V0
“ 4. (7.538)

スピノール場の質量 原点におけるT行列は

Ajk1 p0q “ ´i

?
2

32
δjkTrpζ̄q “ 0, (7.539a)

A2i
jklp0q “ ´

?
2

32
pΓi

jklqabζ̄ab “ ´

?
2

32

ˆ

s ´
i

s

˙

Âijkl. (7.539b)

ここで，θ̂ “ I4 ‘ p´I4qとして，

Âijkl ” TrpΓijklθ̂q. (7.540)

Γr4sの (anti-)self-duallity

‹Γr4s “ ηΓr4s (7.541)

を用いると，
ϵijklmpqrΓnpqrχlmn “ 18ηΓlmrjkχislm (7.542)

となるので，場の方程式は

ϵµνρσγσ∇ρψ
i
ν ´

g

6
A2

i
jklγ

µχjkl “ 0, (7.543a)

γµ∇µχ
ijk “ igA2l

ijkγµψlµ `
3g
?

2
Al2mrjkχislm. (7.543b)

モード関数

ψiµ “ αiµe
ip¨x ` α̃iµe

´ip¨x, (7.544a)

χijkµ “ βijkµ eip¨x ` β̃ijkµ e´ip¨x (7.544b)

が解とすると，

iIγIp ˚α ´ gγPpβq “ 0, (7.545a)

´iIγIp ˚α̃ ´ gγPpβ̃q “ 0, (7.545b)

i{pβ ´ ig TPpγ ¨ αq ` gQpBβ̃˚q “ 0, (7.545c)

´i{pβ̃ ´ ig TPpγ ¨ α̃q ` gQpBβ˚q “ 0. (7.545d)
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ここで，Bは複素共役変換行列．また，

Ppχr3sqi ”
1

6
Ai2jklχ

jkl “ ´

?
2

6 ˆ 32

ˆ

s ´
i

s

˙

Âijklχ
jkl, (7.546a)

TPpψr1sqijk ” A2l
ijkψl “ ´

?
2

32

ˆ

s `
i

s

˙

Âlijkψ
l, (7.546b)

Qpχr3sq
ijk ”

3
?

2
Al2mrjkχislm “ ´

3

32

ˆ

s ´
i

s

˙

Âlmrjkχislm.(7.546c)

これらの作用素は次の性質をもつ：

P˝Q “ 0, (7.547a)

P˝
TP “

1

8

ˆ

s2 `
1

s2

˙

I8 (7.547b)

第１式は次のようにして，示される．まず，

P˝Qpχr3sqi “ ´

?
2

211

ˆ

s ´
i

s

˙2

ÂklirjÂmnsklχjmn (7.548)

において，

ÂijklÂmnkl “ pΓijq
appΓklq

pbθ̂abpΓmnqcqpΓklq
qdθ̂cd

“ pΓijq
apθ̂abpΓmnqcqθ̂cd ˆ 16δqrpδbsd

“ ´8TrpΓijΓmnq ´ 8TrpΓij θ̂Γmnθ̂q

“ 64δirmδnsj ´ 8TrpΓij θ̂Γmnθ̂q. (7.549)

ところが，Mapleによる計算で

TrpΓkrj θ̂Γmnsθ̂q “ 0 (7.550)

が示されるので，P˝Q “ 0となる．つぎに，上記の Â2の式より

ÂiklmÂjklm “ 82 ˆ 7δij ´ 8TrpΓilθ̂Γjlθ̂q “ 6 ˆ 82δij (7.551)

となるので，P˝
TPの式が導かれる．

さて，(7.545)の最初の２式に Ipを施すと，

{pPpβq “ 0, {pPpβ̃q “ 0. (7.552)
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よって，残り２式にPを施すと，

P˝
TPpγ ¨ αq “ 0. P˝

TPpγ ¨ α̃q “ 0 (7.553)

より，
γ ¨ α “ γ ¨ α̃ “ 0. (7.554)

これは，β, β̃の固有値問題が α, α̃と独立になることを意味する：

i{pβ ` gQpBβ̃˚q “ 0, (7.555a)

´i{pβ̃ ` gQpBβ˚q “ 0. (7.555b)

つぎに，Iγを (7.545)の最初の２式に施すと

i ˚γr2s “ γ5γ
r2s (7.556)

より，

gPpβq “ ´
1

2
pµγ

µνγ5αν “
1

2
γ5p ¨ α, (7.557a)

gPpβ̃q “ ´
1

2
γ5p ¨ α̃ (7.557b)

を得る．さらに，
i ˚γr1s “ ´γ5γ

r3s (7.558)

を用いて，(7.545)の最初の２式を書き換えると，

{pαµ “
1

2
γµp ¨ α, {pα̃µ “

1

2
γµp ¨ α̃, (7.559)

を得る．
p2 “ 0となるゼロ質量モードに対して，

p ¨ α “ p ¨ α̃ “ 0 ñ Ppβq “ 0, Ppβ̃q “ 0.

よって，振幅 α, α̃は，代数方程式系

{pαµ “ p ¨ α “ γ ¨ α “ 0, (7.560a)

{pα̃µ “ p ¨ α̃ “ γ ¨ α̃ “ 0 (7.560b)

の任意の解．一方，β は (7.555)の p2 “ 0に対応する固有解のなかで，
Ppβq “ Ppβ̃q “ 0を満たすものとなる．
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次に p2 ‰ 0とすると，(7.559)より，

p2αµ ´ pµpp ¨ αq “ 0, p2α̃µ ´ pµpp ¨ α̃q “ 0 (7.561)

を得るので，
αµ “ pµξ, α̃µ “ pµξ̃ (7.562)

と表される．これを (7.559)に代入すると

pµ{pξ “
1

2
γµp2ξ ñ p2{pξ “ 0 ñ ξ “ 0 ñ α “ 0 (7.563)

を得る．同様にして，α̃ “ 0．これは，gravitinoがmassiveモードを持た
ないことを意味する．さらに，これより，χの固有関数に対して，ゼロ質
量モードと同じく

Ppβq “ 0, Ppβ̃q “ 0 (7.564)

の制限が得られるが，これはβの固有値方程式の解に対しては，P˝Q “ 0

より，自動的に満たされる．
以上より，質量スペクトルを求める問題は，β, β̃に対する固有値方程

式 (7.555)を解くことに帰着される．この方程式から β̃を消去すると，

`

p2 ` g2Q˝Q˚
˘

β “ 0 (7.565)

となるので，m2
1{2は g2Q˝Q˚の固有値と一致する：

Q˝Q˚pχr3sq
ijk “

1

322

ˆ

s2 `
1

s2

˙

ÂlmrjkÂ
qr

rlmχissqr. (7.566)

作用素 Q̂を
Q̂pχr3sqijk “ Âlmrjkχislm (7.567)

により定義すると，基底

erp, q, rsijk “ δri
p δ

j
qδ
k
r (7.568)

に関する行列表示のもとで，Q̂は実対称行列となり，固有値は

Q̂ –

„

16

3
I24,´

16

3
I24, O8

ȷ

. (7.569)
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ゼロ固有値に対応する固有空間上ではPは１対１写像となることが確か
められるので，条件Ppβq “より，このゼロモードは排除される．よっ
て，有質量成分は 48個で，質量は

m2
1{2 “

g2

4

ˆ

s2 `
1

s2

˙

ñ
m2

1{2

V0
“ 1. (7.570)

一方，スピン 3{2場はゼロ質量で，各成分αiµの解の（複素）自由度は１：

m3{2 “ 0 p8q. (7.571)

7.2.13.2 SOp4q ˆ SOp4q不変方向

ϕを

ϕ “ xθ ^ 1 ` iyU0; (7.572a)

U0 “
1

2
pe1 ^ e2 ^ e3 ^ e4 ` e5 ^ e6 ^ e7 ^ e8q (7.572b)

と取る．このとき，

R8 ^ R8 – pR4 ^ R4q ‘ pR4 ^ R4q ‘ pR4 ˆ R4q, (7.573)

S 2 – S 2
1 ‘ S 2

2 ‘ I16; (7.574)

S 2
1 “

˜

coshp2rq 2z jhp2rqϵ

2z̄ jhp2rqϵ coshp2rq

¸

, (7.575)

S 2
2 “ M1px Ñ ´xq, (7.576)

M – M1 ‘ M2 ‘ I16; (7.577)

M1 “

˜

coshp2rq ` 2x jhp2rq 2y jhp2rqϵ

2y jhp2rqϵ coshp2rq ´ 2x jhp2rq

¸

, (7.578)

M2 “ M1px Ñ ´xq. (7.579)

これよりモジュライの運動項とポテンシャルは，

κ2Ls “ ´pBrq2 ´
1

4
sinh2p2rqpBθq2, (7.580)

V “
1 ` s4

4s2
p2 ´ coshp2rqq . (7.581)
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m2 SOp4q ˆ SOp4q SOp3q ˆ SOp3q Singlet

´2 p1, 1q p1, 1q E1

`2 p9, 1q p1, 1q ` p3, 1q ` p5, 1q E3

p1, 9q p1, 1q ` p1, 3q ` p1, 5q E4

0 p4, 4q p1, 1q ` p1, 3q ` p3, 1q ` p3, 3q E5

´2 p1, 1q “ r4, 0s` p1, 1q E2

`2 p3`, 3`q ` p3´, 3´q “ r2, 2s` p3, 3q ` p3, 3q

`1 p4, 4q “ r3, 1s` p1, 1q ` p1, 3q ` p3, 1q ` p3, 3q E6

表 20: SOp4q ˆ SOp4q表現の SOp3q ˆ SOp3q表現への分解

7.2.13.3 SOp3q ˆ SOp3q不変かつ Z2不変な方向

SOp3q ˆ SOp3q不変方向

E1 “ S1 ^ 1 : S1 “

4
ÿ

i“1

ei˝ei ´

8
ÿ

j“5

ej˝ej, (7.582a)

E2 “
1

2
pe1234 ` e5678q , (7.582b)

E3 “ S3 ^ 1 : S3 “

3
ÿ

i“1

ei˝ei ´ 3e4˝e4, (7.582c)

E4 “ S4 ^ 1 : S4 “

7
ÿ

i“5

ei˝ei ´ 3e8˝e8, (7.582d)

E5 “ S5 ^ 1 : S5 “ e4˝e8 ` e8˝e4, (7.582e)

E6 “
1

2
pe1238 ` e4567q . (7.582f)

Z2作用 ϕ1を
˜

1 2 3 4 5 6 7 8

5 6 7 ´8 1 2 3 ´4

¸

(7.583)

に対応する SOp9q行列とすると、この行列による共役変換で θと ξは

θ Ñ ´θ, ξ Ñ ´ξ (7.584)

と変換するので理論の自己同型となっている。この変換で、上記のLie代
数の元は次のように変換する：

E1 ÞÑ ´E1, E2 ÞÑ ´E2, E3 ÞÑ E4, E4 ÞÑ E3, E5 ÞÑ E5, E6 ÞÑ E6.

(7.585)
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よって、不変な元は
E3 ` E4, E5, E6 (7.586)

また
˜

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 ´4 ´5 ´6 ´7 8

¸

(7.587)

に対応する SOp9q行列による共役変換では、θと ξは不変で、Eiは

E1 ÞÑ E1, E2 ÞÑ ´E2, E3 ÞÑ E3, E4 ÞÑ E4, E5 ÞÑ ´E5, E6 ÞÑ E6.

(7.588)

と変換し、不変な元は

E1, E3, E4, E6 (7.589)

よって、両者で不変な元は

E3 ` E4, E6 (7.590)

モジュライポテンシャル ϕを

ϕ “ xS1 ^ 1 ` iyU1; (7.591)

S1 “ I8 ´ 4pe4˝e4 ` e8˝e8q, (7.592)

U1 “
1

2
pe1238 ` e4567q , (7.593)

eab¨¨¨c “ ea ^ eb ^ ¨ ¨ ¨ ^ ec, (7.594)

と取る．このとき，

pa˝bq ^ pc˝dq “
1

4
pa ^ cq˝pb ^ dq (7.595)

より，

S1 ^ 1 “ 1 ^ 1 ´
ÿ

i‰4,8

pe4i˝e4i ` e8i˝e8iq ´ 2e48˝e48. (7.596)

よって，R8および R8 ^ R8を

R8 – V123 ‘ V4 ‘ V567 ‘ V8, (7.597)

R8 ^ R8 – rpV123 ^ V123q ‘ pV123 ^ V8qs ‘ rpV567 ^ V567q ‘ pV567 ^ V4qs

‘rpV123 ^ V567q ‘ pV123 ^ V4q ‘ pV567 ^ V8q ‘ pV4 ^ V8qs(7.598)
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と分解すると，

S1 ^ 1 – I3 b σ3 ‘ I3 b σ3 ‘ rI9 ‘ p´I3q ‘ p´I3q ‘ p´3qs(7.599a)

U1 – I3 b σ1 ‘ p´I3q b σ1 ‘ 016. (7.599b)

よって，

ϕ – pxσ3 ` iyσ1q ‘ pxσ3 ´ iyσ1q ‘ rxI9,´xI6,´3xs. (7.600)

S を
S – S1 ‘ S2 ‘ S3 (7.601)

と分解する．このとき，r2 “ x2 ` y2として，

pxσ3 ` iyσ1qpxσ3 ´ iyσ1q “ r2 ` 2xyσ2, (7.602a)

pxσ3 ´ iyσ1qpxσ3 ` iyσ1q “ r2 ´ 2xyσ2, (7.602b)

(7.602c)

より，

ϕϕ̄ – pr2 ` 2xyσ2q ‘ pr2 ´ 2xyσ2q ‘ rx2I15, 9x
2s. (7.603)

ここで，

r2 ` 2xyσ2 “ P rpx ` yq2, px ´ yq2sP´1, (7.604)

P :“
i

?
2

˜

1 1

i ´i

¸

. (7.605)

よって，

S1 “ P

˜

chpxq chpyq ` σ3 shpxq shpyq σ1 shpxq chpyq ` iσ2 chpxq shpyq

σ1 shpxq chpyq ´ iσ2 chpxq shpyq chpxq chpyq ´ σ3 shpxq shpyq

¸

P´1.

(7.606)

ここで，

Pσ1P
´1 “ σ3, Pσ2P

´1 “ σ1, Pσ3P
´1 “ σ2 (7.607)

を用いると，

S 2
1 “

˜

chp2xq chp2yq ` σ2 shp2xq shp2yq σ3 shp2xq chp2yq ` iσ1 chp2xq shp2yq

σ3 shp2xq chp2yq ´ iσ1 chp2xq shp2yq chp2xq chp2yq ´ σ2 shp2xq shp2yq

¸

,

(7.608)

S 2
2 “ S 2

1 py Ñ ´yq, (7.609)

S 2
3 “ Γp2xqI9 ‘ Γp´2xqI6 ‘ Γp´6xq. (7.610)
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ここで，

Γpxq :“

˜

coshpxq sinhpxq

sinhpxq coshpxq

¸

. (7.611)

よって，

M – M1 ‘ M2 ‘ M3, (7.612)

M1 “

˜

chp2yqp chp2xq ` σ3 shp2xqq shp2yqpiσ2 shp2xq ´ σ1 chp2xqq

shp2yqp´iσ2 shp2xq ´ σ1 chp2xqq chp2yqp chp2xq ´ σ3 shp2xqq

¸

,

(7.613)

M2 “ M1py Ñ ´yq, (7.614)

M3 “

˜

e2x 0

0 e´2x

¸

I9 ‘

˜

e´2x 0

0 e2x

¸

I6 ‘

˜

e´6x 0

0 e6x

¸

. (7.615)

以上より，運動項は

1

12
pBϕ:q ¨ pBϕq “ 3pBxq2 ` pByq2. (7.616)

モジュライポテンシャルは

X “ e´2x, Y “ e2y (7.617)

を用いて，

V “
g2

64s2X3Y

”

ps4 ` X6qp1 ` Y q2

`3X2
␣

2p1 ´ Y q2ps4 ` X2q ´ p1 ` s4X2qp1 ´ 6Y ` Y 2q
(

ı

.(7.618)

臨界点 ポテンシャルの微係数は

BXV “
3g2

64s2
p1 ` X2q2pX2 ´ s4q

ˆ

Y `
1

Y
´ GpX2q

˙

, (7.619a)

BY V “
g2

64X3Y 2
pY 2 ´ 1qF pX2q, (7.619b)

(7.619c)

ここで，

F ptq “ t3 ` 3p2 ´ s4qt2 ` 3p2s4 ´ 1qt ` s4, (7.620a)

Gptq “ ´2
t2 ` 3ps4 ´ 1qt ´ s4

pt ` 1qpt ´ s4q
. (7.620b)
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まず，s2 “ 1のとき，

BXV “
3pY ` 1q2p1 ` X2q2pX2 ´ 1q

64X4Y
, (7.621a)

BY V “
pY 2 ´ 1qpX2 ` 1q3

64X3Y 2
. (7.621b)

よって，本来の極点 pX,Y q “ p1, 1qのみ．
次に，s2 ‰ 1のとき，

BXV |X“s2 “
3ps4 ´ 1qps4 ` 1q2pY ` 1q2

64s8Y
‰ 0 (7.622)

より，

BXV “ 0 ô Y `
1

Y
“ GpX2q. (7.623)

これが解をもつ必要十分条件は，

GpX2q ě 2 ô 1 ď X ă s2, or s2 ă X ď 1. (7.624)

この条件が満たされるとき，BY V “ 0が 0 ă Y ‰ 1となる解をもつ条
件は，

s ă p
?

2 ´ 1q1{2, or s ą p
?

2 ` 1q1{2. (7.625)

このとき，
F p1qF ps2q ă 0 (7.626)

より，X “ Y “ 1以外の V の極点は 2個で，次の条件を満たすX˚, Y˚を
用いて pX˚, Y˚qおよび pX˚, 1{Y˚qと表される：

F pX2
˚q “ 0, Y˚ `

1

Y˚

“ GpX2
˚q. (7.627)

η行列 以下，s ą
a

1 `
?

2を仮定する．s ă
a

1 `
?

2の場合の結果は，
変換 s Ñ 1{s,X Ñ 1{Xにより得られる．
臨界点 pX˚, Y˚qの s依存性は，sをX˚の関数と見なすと容易に調べら
れる：

s4 “
X2

˚pX4
˚ ` 6X2

˚ ´ 3q

3X4
˚ ´ 6X2

˚ ´ 1
“
X2

˚pX2
˚ ` 3 ` 2

?
3qpX2

˚ ` 3 ´ 2
?

3q

p3X2
˚ ` 2

?
3 ´ 3qpX2

˚ ´ 1 ´ 2
?

3{3q
,(7.628a)

Y˚ “
p2

?
2 ` 3qpX2

˚ ´ p
?

2 ´ 1q2q

p1 `
?

2q2 ´ X2
˚

, (7.628b)

V˚ “
3pX2

˚ ´ 1qpX2
˚ ` 1q3

8s2X˚p3X4
˚ ´ 6X2

˚ ´ 1q
. (7.628c)
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図 10: Potential Contour: SOp4, 4q-gauging, SOp3q2 and Z2 invariant 2D

sector: s “ 2

これより，
´

1 ` 2
?

3{3
¯1{2

ă X˚ ă 1 `
?

2. (7.629)

この左の端点は，s Ñ 8に対応する．この極限で

s Ñ 8 : px˚, y˚q Ñ p´0.1919129382 ¨ ¨ ¨ , 0.5731079175 ¨ ¨ ¨ q. (7.630)

x, yの運動項を正規化する行列を

T “

˜?
6 0

0
?

2

¸

(7.631)

として，η行列を

η “ T´1

˜

B2
xV {V BxByV {V

ByBxV {V B2
yV {V

¸

T´1 (7.632)

により定義すると，その極点における値は

η˚ “

¨

˝

2p3X4
˚´2X2

˚`3q

3pX4
˚´6X2

˚`1q
2
b

2
3

2
b

2
3

0

˛

‚. (7.633)
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固有値は，

η˘
˚ “

´3X4
˚ ` 2X2

˚ ´ 3 ˘
a

KpX˚q

3pX4
˚ ´ 6X2

˚ ` 1q
, (7.634)

KpXq “ 33X8
˚ ´ 300X6

˚ ` 934X4
˚ ´ 300X2

˚ ` 33. (7.635)

X˚ Ñ 1 `
?

2 (s Ñ
a?

2 ` 1)での振る舞いは，

η´
˚ “ 2p2 ´

?
2qdX ` O

`

dX2
˘

, (7.636a)

η`
˚ “ ´

4 ` 2
?

2

dX
´ 1 ´

?
2

3
` OpdXq . (7.636b)

ここで
dX “ X˚ ´ p1 `

?
2q ă 0. (7.637)

η`
˚ は常に正，η

´
˚ は常に負である．s Ñ 8の極限では，

pX˚, Y˚q Ñ

ˆ

b

1 ` 2{
?

3,
?

2 `
?

3

˙

, (7.638a)

px˚, y˚q Ñ p´0.1919129382 ¨ ¨ ¨ , 0.5731079175 ¨ ¨ ¨ q, (7.638b)

pη´
˚ , η

`
˚ q Ñ p´2{

?
3, 4{

?
3q. (7.638c)
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7.2.13.4 SOp3q ˆ SOp3q不変方向：一般

不変方向Lie基底の行列表示 SOp3q ˆ SOp3q不変方向に対応する無限小
変換Eipi “ 1, ¨ ¨ ¨ , 6qは，R8 ^ R8 – R28の変換としては

E1 “
1

2

ÿ

1ďiăjď4

eij˝eij ´
1

2

ÿ

5ďiăjď8

eij˝eij, (7.639a)

E2 “
1

2

ÿ

1ďi,j,kď3

ϵijk teij˝ek4 ` ek4˝eiju `
1

2

ÿ

5ďi,j,kď7

ϵijk teij˝ek8 ` ek8˝eiju ,

(7.639b)

E3 ` E4 “ 1 ^ 1 ´
ÿ

i‰4,8

ei4˝ei4 ´ 2e48˝e48 ´
ÿ

i‰4,8

ei8˝ei8, (7.639c)

E3 ´ E4 “ E1 ´
ÿ

i‰4,8

ei4˝ei4 `
ÿ

i‰4,8

ei8˝ei8, (7.639d)

E5 “
1

4

ÿ

i‰4,8

pe4i˝e8i ` e8i˝e4iq , (7.639e)

E6 “
1

2

ÿ

1ďi,j,kď3

ϵijk teij˝ek8 ` ek8˝eiju `
1

2

ÿ

5ďi,j,kď7

ϵijk teij˝e4k ` e4k˝eiju .

(7.639f)

ここで，
eij :“ ei ^ ej “ ei b ej ´ ej b ei. (7.640)

行列表示するため，R8 ^ R8 – R28を次のように直和分解する：

L :“ R8 ^ R8 “ L1 ‘ L2 ‘ L3; (7.641)

L1 “ ‘i“1,2,3L
i
1 – R3 b R3; (7.642)

L i
1 “ Λij ‘ Λk4 ‘ Λk8, pri, j, ks – r1, 2, 3sq, (7.643)

L2 “ ‘i“5,6,7L
i
2 – R3 b R3; (7.644)

L i
2 “ Λij ‘ Λk8 ‘ Λ4k, pri, j, ks – r5, 6, 7sq, (7.645)

L3 “ Λ48 ‘ V123 ^ V567 – R ‘ R9. (7.646)

ここで，

Λij “ Vi ^ Vj “ Reij – R, Vijk “ Vi ‘ Vj ‘ Vk – R3. (7.647)
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このとき，Eiは次のように行列表示される．

E1 –

˜

I2 0

0 0

¸

b I3 ‘

˜

´I2 0

0 0

¸

b I3 ‘ r0p10qs, (7.648a)

E2 –

˜

σ1 0

0 0

¸

b I3 ‘

˜

σ1 0

0 0

¸

b I3 ‘ r0p10qs, (7.648b)

E3 ` E4 –

˜

1 0

0 ´I2

¸

b I3 ‘

˜

1 0

0 ´I2

¸

b I3 ‘ r´3, I9s,(7.648c)

E3 ´ E4 –

˜

σ3 0

0 2

¸

b I3 ‘

˜

´σ3 0

0 ´2

¸

b I3 ‘ r0p10qs, (7.648d)

E5 –

˜

0 0

0 1
2
σ1

¸

b I3 ‘

˜

0 0

0 ´1
2
σ1

¸

b I3 ‘ r0p10qs,(7.648e)

E6 –

¨

˚

˝

0 0 1

0 0 0

1 0 0

˛

‹

‚

b I3 ‘

¨

˚

˝

0 0 1

0 0 0

1 0 0

˛

‹

‚

b I3 ‘ r0p10qs. (7.648f)

S 行列 無限小変換 ϕは以上の行列表示で

ϕ “ x1E1 ` iy1E2 ` x2pE3 ` E4q ` iy2E6 ` w1pE3 ´ E4q ` 2w2E5

“ Φ1 b I3 ‘ Φ2 b I3 ‘ r´3x2s ‘ px2I9q, (7.649)

Φ1 “

¨

˚

˝

x1 ` x2 ` w1 iy1 iy2

iy1 x1 ´ x2 ´ w1 w2

iy2 w2 ´x2 ` 2w1

˛

‹

‚

, (7.650)

Φ2 “

¨

˚

˝

´x1 ` x2 ´ w1 iy1 iy2

iy1 ´x1 ´ x2 ` w1 ´w2

iy2 ´w2 ´x2 ´ 2w1

˛

‹

‚

. (7.651)

対角化 一般に，

Φ “

¨

˚

˝

a iy 0

iy b w

0 w c

˛

‹

‚

, a, b, c, w, y P R (7.652)

となる場合を考える．Φは対称行列なので，

Φ “ U∆ TU, U P Up3q (7.653)
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と対角化できる．この対角化は，次の固有値問題に帰着される：

Φu “ λū, λ P R. (7.654)

複素ベクトル uを
u “ X ` iY (7.655)

と実部と虚部に分解すると，
¨

˚

˝

a ´ λ 0 0

0 b ´ λ w

0 w c ´ λ

˛

‹

‚

X “

¨

˚

˝

0 y 0

y 0 0

0 0 0

˛

‹

‚

Y, (7.656a)

¨

˚

˝

a ` λ 0 0

0 b ` λ w

0 w c ` λ

˛

‹

‚

Y “ ´

¨

˚

˝

0 y 0

y 0 0

0 0 0

˛

‹

‚

X. (7.656b)

これらの第 3成分より，

wX2 ` pc ´ λqX3 “ 0, wY2 ` pc ` λqY3 “ 0. (7.657)

よって，適当なX4, Y4を用いて，

X2 “ pc ´ λqX4, X3 “ ´wX4, (7.658a)

Y2 “ pc ` λqY4, Y3 “ ´wY4. (7.658b)

固有値方程式をX1, X4, Y1, Y4で書くと，
˜

a ´ λ 0

0 pb ´ λqpc ´ λq ´ w2

¸˜

X1

X4

¸

“

˜

0 ypc ` λq

y 0

¸˜

Y1
Y4

¸

,(7.659a)

˜

a ` λ 0

0 pb ` λqpc ` λq ´ w2

¸˜

Y1
Y4

¸

“ ´

˜

0 ypc ´ λq

y 0

¸˜

X1

X4

¸

.(7.659b)

λ “ ˘cの場合，（一般的には）解が無いことが容易に確かめられる．そこ
で，第 1式を Y について解き，

˜

Y1
Y4

¸

“

˜

0 pb´λqpc´λq´w2

y
a´λ
ypc`λq

¸˜

X1

X4

¸

(7.660)

これを第 2式に代入すると，

P pλqX1 “ 0, P p´λqX4 “ 0 (7.661)
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を得る．ここで，

P pλq :“ λ3 `pb`c´aqλ2 ´
␣

y2 ` apb ` cq ` w2 ´ bc
(

λ`apw2 ´bcq´cy2.

(7.662)

固有値 λはΦ:Φの固有値（正）のルートになっている．実際，

detpΦ:Φ ´ λ2q9P pλqP p´λq. (7.663)

また，その符号の選択は最終的にM 行列に影響しない．これより，モ
ジュライの一般点では P pλq “ 0の 3個の解を採用することができる:

∆ “ rλ1, λ2, λ3s, P pλjq “ 0 pj “ 1, 2, 3q. (7.664)

このとき，ユニタリ行列 U は

U “

´

C1ū1 C2ū2 C3ū3

¯

, (7.665)

ūj “

¨

˚

˝

ypc ` λjq

´ipa ´ λjqpc ` λjq

iwpa ´ λjq

˛

‹

‚

, (7.666)

C´2
j “

␣

pc ` λjq
2 ` w2

( ␣

pa ´ λjq
2 ` y2

(

´ y2w2. (7.667)

ujが互いに直交すること，すなわち u:
juk “ 0 (j ‰ k)は，P pλq “ 0より

確かめられる．
これに 2 ´ 3成分間での回転変換を施すと，
¨

˚

˝

a iy1 iy2
iy1 b w

iy2 w c

˛

‹

‚

“ U 1∆ TU 1, (7.668a)

U 1 “ pC 1
1u

1
1 C 1

2u
1
2 C 1

3u
1
3q, (7.668b)

u1
j “

¨

˚

˝

pc ` λjqy
2
1 ` pb ` λjqy

2
2 ´ 2wy1y2

ipa ´ λjq t´pλj ` cqy1 ` wy2u

ipa ´ λjq t´pλj ` bqy2 ` wy1u

˛

‹

‚

, (7.668c)

C 1
j

´2 “ pλjy
2 ` cy21 ` by22 ´ 2wy1y2q

2 ` pa ´ λjq
2
␣

tpλj ` cq2 ` w2uy21

`tpλj ` bq2 ` w2uy22 ´ 2p2λj ` b ` cqwy1y2
(

. (7.668d)

ここで，y2 “ y21 ` y22．また，b ` c, w2 ´ bcは回転で不変なので，P pλq

の表式次の様に変わる：

P pλq :“ λ3`pb`c´aqλ2´
␣

y21 ` y22 ` apb ` cq ` w2 ´ bc
(

λ`apw2´bcq´cy21´by22`2wy1y2.

(7.669)
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この対角化をΦ1とΦ2に適用すると，Φ1に対する固有値方程式は

λ “ x2 ` µ; (7.670)

P1pµ ` x2q “ Qpµq :“ µ3 ´ px21 ` y2 ` 3w2
1 ` w2

2qµ

`2w3
1 ` w1p´2x21 ´ 2y21 ` y22 ` w2

2q ` x1pw
2
2 ´ y22q ` 2w2y1y2(7.671)

ところが，Φ2はΦ1で x1 Ñ ´x1, w1 Ñ ´w1, w2 Ñ ´w2とおくことによ
り得られるので，Φ2に対する固有値方程式は

λ “ x2 ´ µ; (7.672)

P2p´µ ` x2q “ ´Qpµq “ p´µq3 ´ px21 ` y2 ` 3w2
1 ` w2

2qp´µq

´2w3
1 ´ w1p´2x21 ´ 2y21 ` y22 ` w2

2q ´ x1pw
2
2 ´ y22q ´ 2w2y1y2(7.673)

となる．すなわち，いずれの固有値も，Qpµq “ 0の根のみで表される．
また，U 行列の規格化因子Cjも

C´2 “
␣

µy2 ` px1 ´ w1qy22 ` 2w1y
2
1 ´ 2w2y1y2

(2

`px1 ` w1 ´ µq2
”

pµ ` 2w1q
2y21 ` pµ ` x1 ´ w1q

2y22

´2p2µ ` x1 ` w1qw2y1y2 ` w2
2y

2
ı

(7.674)

とあわされるので，変換 x1 Ñ ´x1, w1 Ñ ´w1, w2 Ñ ´w2, µ Ñ ´µで不
変となる．したがって，Φ1とΦ2で U 行列の規格化因子は一致する．

Euler角表示 行列Φ1は

Φ1 “ x2I1,2 ` Uµ TU, (7.675a)

U “ U1 ` iU2, U1, U2 P Mp3,Rq (7.675b)

と表される．ここで，µは対角型固有値行列 rµ1, µ2, µ3sである．

TU1U2 “ U1
TU2 “ 0, U P Up3q (7.676)

より，

O :“ U1 ` U2 “ pv1 v2 v3q ; (7.677a)

O1j “
1

Nj

“

p2w1 ` µjqy
2
1 ` px1 ´ w1 ` µjqy

2
2 ´ 2w2y1y2

‰

,(7.677b)

O2j “
1

Nj

rpx1 ` w1 ´ µjq t´pµj ` 2w1qy1 ` w2y2us , (7.677c)

O3j “
1

Nj

rpx1 ` w1 ´ µjq t´pµj ` x1 ´ w1qy2 ` w2y1us(7.677d)
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とおくと，U の任意性 U Ñ U r˘1,˘1,˘1sを用いて，

O P SOp3q (7.678)

とできる．したがって，Euler角 α, β, γを用いて，

O “ R1pβqR3pαqR1pγq

“

¨

˚

˝

cpαq ´spαqcpγq spαqspγq

spαqcpβq cpαqcpβqcpγq ´ spβqspγq ´cpαqcpβqspγq ´ spβqcpγq

spαqspβq cpαqspβqcpγq ` cpβqspγq ´cpαqspβqspγq ` cpβqcpγq

˛

‹

‚

(7.679)

と表される．ここで，c “ cos, s “ sin.

ただし，detOを x1, y1, y2, w1, w2, µjおよびNjで表すと

detO “
pµ1 ´ µ2qpµ2 ´ µ3qpµ3 ´ µ1q

N1N2N3

R1R2, (7.680)

R1 “ px1 ` 3w1qy
2
1 ` 2x1y

2
2 ´ 2w2y1y2; (7.681)

R2 “ w2py21 ´ y22q ` p3w1 ´ x1qy1y2 (7.682)

より，
R1 “ 0 or R2 “ 0 (7.683)

のとき，NCj に 1つ以上がゼロとなる．これらの超曲面上での Euler角
を決めるには，少しずれた点での値の極限を取る必要がある．また，

27
␣

pw1 ` x1qp2w2
1 ´ 2w1x1 ` w2

2 ` y21 ` y22q ´ R1

(2
“ 4px21`y21`y22`3w2

1`w2
2q3

(7.684)

のとき，Qpµqが重解をもち，NCj ‰ 0でも列ベクトルが一次従属となる
ため，Oは正則でなくなる．このような点では，実はNj もゼロとなる．
実際，この重解条件は，変数の同時式なので，

x21 ` y21 ` y22 ` 3w2
1 ` w2

2 “ 1 (7.685)

と規格化すると，

h2 “
4

27
; (7.686)

h :“ 2pp´p2 ` r2q ´ 2w1y
2
1 ` pw1 ´ x1qy22 ` w2y1y2, (7.687)

p :“
x1 ` w1

2
, q “

3w1 ´ x1
2

, γ “ pq2 ` w2
2q1{2. (7.688)
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y1, y2を動かしたときの hの変動範囲は

|h ´ 2pp´p2 ` r2q| ď p´α ˘ γqp1 ´ 3α2 ´ γ2q (7.689)

すなわち，

pp ` rq
␣

pp ` rq2 ´ 1
(

ď h ď pp ´ rq
␣

pp ´ rq2 ´ 1
(

; 3p2 ` r2 ď 1

(7.690)

これより，hの最大値と最小値は˘2{p3
?

3qで，

h “ ˘
2

3
?

3
ô pp, rq “

ˆ

˘

?
3

6
,

?
3

2

˙

. (7.691)

元の変数で表すと

x1 “ ˘
1

4

ˆ

?
3 ´ ϵ

b

3 ´ 4w2
2

˙

, (7.692a)

w1 “ ˘
1

4

ˆ

?
3

3
` ϵ

b

3 ´ 4w2
2

˙

, (7.692b)

y1 “ y2 “ 0 (7.692c)

（複合同順）．ここで，ϵ “ ˘1.明らかに，これらの点でR1 “ R2 “ 0と
なる．

座標変換則 もとのGauss座標系 px1, y1, y2, w1, w2qと極座標 pµ, θqの関
係は次式で与えられる：

x1 “

"

´
1

2
c21p1 ` c22qp1 ` c23q ´

1

2
` c23 `

1

2
c22p1 ` s23q ` c1s2c2s3c3

*

µ2

`

"

´
1

2
c21p1 ` c22qp1 ` s23q ´

1

2
` s23 `

1

2
c22p1 ` c23q ´ c1s2c2s3c3

*

µ3,(7.693a)

y1 “ s1
“␣

´c1c2p1 ` c23q ` s2s3c3
(

µ2 `
␣

´c1c2p1 ` s23q ´ s2s3c3
(

µ3

‰

,(7.693b)

y2 “ s1
“

´
␣

c1s2p1 ` c23q ` c2s3c3
(

µ2 ´
␣

c1s2p1 ` s23q ´ c2s3c3
(

µ3

‰

,(7.693c)

w1 “

"

´
1

2
c21s

2
2pc

2
3 ` 1q `

1

2
´ c22 `

1

2
c22c

2
3 ´ s2s3c1c2c3

*

µ2

`

"

´
1

2
c21s

2
2ps

2
3 ` 1q `

1

2
´ c22 `

1

2
c22s

2
3 ` s2s3c1c2c3

*

µ3, (7.693d)

w2 “
␣

s2c2p´c21pc
2
3 ` 1q ` s23 ´ 1q ´ c1s3c3p2c

2
2 ´ 1q

(

µ2

`
␣

s2c2p´c21ps
2
3 ` 1q ` c23 ` 1q ` c1c3s3p2c

2
2 ´ 1q

(

µ3. (7.693e)
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ここで

c1 “ cospαq, s1 “ sinpαq, (7.694a)

c2 “ cospβq, s2 “ sinpβq, (7.694b)

c3 “ cospγq, s3 “ sinpγq. (7.694c)

上記の (7.693)は，つぎの 6つの変換で不変となる．

T1 : γ Ñ γ ` π, (7.695a)

T2 : α Ñ α ` π, γ Ñ ´γ, (7.695b)

T3 : α Ñ ´α, β Ñ β ` π, (7.695c)

T4 : pµ2, µ3q Ñ pµ3, µ2q, γ Ñ γ `
π

2
(7.696a)

T5 : µ2 Ñ ´pµ2 ` µ3q,

ps1, c1q Ñ p˘

b

1 ´ s21c
2
3,´s1c3q,

ps2, c2q Ñ N1pc1s2c3 ` s2s3, c1c2c3 ´ s2s3q,

ps3, c3q Ñ N2ps1s3, c1q, (7.696b)

T6 : µ3 Ñ ´pµ2 ` µ3q,

ps1, c1q Ñ p˘

b

1 ´ s21s
2
3, s1s3q,

ps2, c2q Ñ N1p´c1s2s3 ` c2c3,´pc1c2s3 ` s2c3qq,

ps3, c3q Ñ N2p´c1, s1c3q (7.696c)

これらのうち，T1, T2, T3により，Euler角の範囲を

0 ď α ă π, 0 ď β ă π, 0 ď γ ă π (7.697)

に制限して良い．さらに，T4, T5, T6より，µ2, µ3の範囲を

pµ2, µ3q “ pp1, 1q ` qp2,´1q “ pp ` 2q, p ´ qq, p, q ě 0 (7.698)

としてよい．さらに，T3, T4, T5により µ1 “ µ2, µ2 “ µ3, µ1 “ µ3は互い
に移り変わるので，これらは一本の軸（３次元面）に対応し，pµ2, µ3q面
では，上記の領域の境界線で表される．
いま，

µ2 “ z ` r, µ3 “ z ´ r (7.699)
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とおくと，

p “ z ´
r

3
, q “

2

3
r (7.700)

となるので，領域条件は

r ě 0, z ě
r

3
(7.701)

となる．さらに，

u “ r cosp2θ3q, v “ r sinp2θ3q (7.702)

により，座標系x3 “ pu, v, z, θ1, θ2qを導入すると，x1 “ px1, y1, y2, w1, w2q

との間に次の関係が成り立つ：

w1 ` x1 “ s21u ` p1 ´ 3c21qz, (7.703a)

w1 ´ x1 “
␣

´2c1c2s2v ` pc21c
2
2 ´ s22qu

(

` p1 ´ 3s21c
2
2qz, (7.703b)

w2 “ c1p1 ´ 2c22qv ´ p1 ` c21qc2s2u ` 3s21c2s2z, (7.703c)

y1 “ s1 ps2v ´ c1c2pu ` 3zqq , (7.703d)

y2 “ s1 p´c2v ´ c1s2pu ` 3zqq . (7.703e)

この変換の Jacobi行列式は
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Dx1

Dx3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sinpαqp9z2 ´ r2q. (7.704)

Lagrangianの運動項 以上より，

ϕ “ Φ` b I3 ‘ Φ´ b I3 ‘ r´3x2s ‘ px2I9q, (7.705)

Φ˘ “ Upx2I3 ˘ µq TU. (7.706)

ゲージ場がゼロの時，これをモジュライの対する運動項の一般式

´κ2Ls “
1

12
TrpBΛq2q ´

ÿ

σ“˘

Trpcosh2pΛσqΘ sinh2pΛσqΘq

`
1

4

ÿ

σ“˘

Trpsinhp2ΛσqΘ sinhp2ΛσqΘq, (7.707)

Θ “ TOdO (7.708)
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に代入すると次式を得る：

´κ2Ls “ 3dx22 `
1

2

ÿ

i

dµ2
i

` sinh2pµ2 ´ µ3qpdγ ` cosαdβq2 ` sinh2pµ1 ´ µ2qpdα2 ` sin2 αdβ2q

`
␣

sinh2pµ1 ´ µ3q ´ sinh2pµ1 ´ µ2q
(

psin γdα ´ sinα cos γdβq2

“ 3dx22 `
1

2

ÿ

i

dµ2
i

` sinh2pµ2 ´ µ3qχ
2
1 ` sinh2pµ1 ´ µ3qχ2

2 ` sinh2pµ1 ´ µ2qχ
2
3. (7.709)

ここで，χiは S3の不変基底：

χ1 “ dγ`cosαdβ, χ2 “ ´ sin γdα`cos γ sinαdβ, χ3 “ cos γdα`sin γ sinαdβ.

(7.710)

次に，ゲージ場がゼロでない場合を考える．一般のゲージ場が存在す
ると，今考えている 6次元セクターH “ xE1, ¨ ¨ ¨ , E6yではダイナミクス
が閉じなくなる．そこで，まず，ダイナミクスがH で閉じる条件を求め
る．一般に，E7p7qの変換

eΛ P E7p7q ñ Λ̃ “ T0ΛT :
0 P ρUsppE7p7qq (7.711)

に対して，

V “ T :
0 S ÞÑ eΛT0:S “ T :

0 e
Λ̃S “ T :

0 S 1U . (7.712)

ここで，U P SUp8q, S ,S 1 P Hp64q X Uspp56q．いま，

S “ eX “ 1 ` X `
1

2
X2 ` ¨ ¨ ¨ ; X P L pHp64q X Uspp56qq (7.713)

とおくと，

peΛ̃S q` “ 1 ` X ` Λ̃` `
1

2
rΛ̃´, Xs `

1

2

´

X ` Λ̃`

¯2

` ¨ ¨ ¨ (7.714)

より，Xの無限小変換は

δX “ Λ̃` `
1

2
rΛ̃´, Xs; (7.715)

Λ̃˘ “
1

2

´

Λ̃ ˘ Λ̃:
¯

. (7.716)
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特に，eΛ P SLp8qのとき，

Λ̃ “

˜

A ^ 1 S ^ 1

S ^ 1 A ^ 1

¸

P Mp56q; A “ ´ TA, S “ TS P Mp8,Rq,

Λ̃` “

˜

0 S ^ 1

S ^ 1 0

¸

, Λ̃´ “

˜

A ^ 1 0

0 A ^ 1

¸

. (7.717)

また，

Λ P sop4, 4q ñ A “

˜

A1 0

0 A2

¸

, S “

˜

0 B
TB 0

¸

. (7.718)

まず，X “ 0の場合の変換より，eΛがH を不変にするためには，Λ̃` P

H が必要．したがって，Λ̃`9E5. 次に，H はモジュライ空間の原点で
の接ベクトルの中で，SOp3q ˆ SOp3q不変なものを尽くしており，Λ̃´の
属する SOp4q ˆ SOp4qの真部分群で SOp3q ˆ SOp3qより大きいものは存
在しない．したがって，Λ̃´の全体は sop3q ‘ sop3qと一致する．よって，
H への trancationで残るのは，２つの SOp3qゲージ場とE5に対応する
ゲージ場Ar4,8sのみ．これらのうち，SOp3qゲージ場は SOp3q ˆ SOp3q不
変セクターH とは直接結合しない．
また，E5がH を不変にすることは次のようにして確かめられる．ま

ず，euE5T :
0 S “ T :

0 e
uẼ5S において，

euẼ5S “ S 1U : U P SUp8q, S 1 P Hp56q X Uspp56q. (7.719)

この式の左辺は，S P eH のときSOp3qˆSOp3q不変なので，h P SOp3qˆ

SOp3qに対し，
S 1U “ phS 1h´1qphU h´1q (7.720)

よって，岩沢分解の一意性より，

hS 1h´1 “ S 1, hU h´1 “ U (7.721)

を得る．第 1式は，S 1がモジュライ空間の SOp3q ˆ SOp3q不動点である
ことを意味するが，eH は SOp3q ˆ SOp3q不動点の全体なので，S 1 P eH

が得られる．
ゲージ場Ar48sとモジュライ場の結合に対する具体的な表式は，

Aa “ 0, As “ AE5 (7.722)
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を (7.463)に代入することにより次のように与えられる：

´κ2Ls “ 3dx22 `
1

2
pdµ1 ´ gQ11Aq

2
`

1

2
pdµ2 ´ gQ22Aq

2
`

1

2
pdµ3 ´ gQ33Aq

2

` psinhpµ2 ´ µ3qχ1 ´ gQ23 coshpµ2 ´ µ3qAq
2

` psinhpµ1 ´ µ3qχ2 ´ gQ13 coshpµ1 ´ µ3qAq
2

` psinhpµ1 ´ µ2qχ3 ´ gQ12 coshpµ1 ´ µ2qAq
2 . (7.723)

ここで，Qは 3次対称行列

Q “
1

2

“

coshpλqp TOσ̂1Oq coshpλq ´ sinhpλqp TOσ̂1Oq sinhpλq
‰

,(7.724)

λ “ rx2 ` µ1, x2 ` µ2, x2 ` µ3s, (7.725)

σ̂1 “

¨

˚

˝

0 0 0

0 0 1

0 1 0

˛

‹

‚

(7.726)

で，具体的な成分は，

Q11 “
1

2
sin2 α sinp2βq, (7.727a)

Q22 “
1

2

␣

sinp2βqp´ sin2 γ ` cos2 γ cos2 αq ` cosα sinp2γq cosp2βq
(

,(7.727b)

Q33 “
1

2

␣

sinp2βqp´ cos2 γ ` sin2 γ cos2 αq ´ cosα sinp2γq cosp2βq
(

,(7.727c)

Q23 “ ´
1

4
sinp2βq sinp2γqp1 ` cos2 αq `

1

2
cosp2βq cosp2γq cosα,(7.727d)

Q13 “
1

2
sinα p´ cosα sinp2βq sin γ ` cosp2βq cos γq , (7.727e)

Q12 “
1

2
sinα pcosα sinp2βq cos γ ` cosp2βq sin γq (7.727f)

一方，ϕ “ wE5に対応宇するゲージ変換は，(7.454)より

δµris “ wQii pi “ 1, 2, 3q, (7.728a)

pδγ ` cosαδβq sinhpµ2 ´ µ3q “ wQ23 coshpµ2 ´ µ3q, (7.728b)

p´ sin γδα ` cos γ sinαδβq sinhpµ1 ´ µ3q “ wQ13 coshpµ1 ´ µ3q,(7.728c)

pcos γδα ` sin γ sinαδβq sinhpµ1 ´ µ2q “ wQ12 coshpµ1 ´ µ2q(7.728d)

で与えられる．
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ポテンシャルの表式 ポテンシャル V は，Euler角 α, β, γと

X “ e´2x2 , Y “ e2µ2 , Z “ e2µ3 (7.729)

を用いて次のように表される．

V “ g2
ˆ

X3

s2
`

s2

X3

˙

”

C321

ˆ

Y 2Z `
1

Y 2Z

˙

` C312

ˆ

Y Z2 `
1

Y Z2

˙

`C31´1

ˆ

Y

Z
`
Z

Y

˙

` C300

ı

`

ˆ

s2X `
1

s2X

˙

”

C111

ˆ

Y Z `
1

Y Z

˙

` C110

ˆ

Y `
1

Y

˙

` C101

ˆ

Z `
1

Z

˙

` C100

ı

`

ˆ

X

s2
`
s2

X

˙

”

C 1
111

ˆ

Y Z `
1

Y Z

˙

`C 1
110

ˆ

Y `
1

Y

˙

` C 1
101

ˆ

Z `
1

Z

˙

ı

. (7.730)

ポテンシャルは次の不変性をもつ：

V pX Ñ X´1, s Ñ s´1q “ V, (7.731a)

V pY Ñ Y ´1, Z Ñ Z´1q “ V, (7.731b)

V pY Ø Z, γ Ñ γ ´ π{2q “ V. (7.731c)
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係数Cijkは次の Euler角の関数である (p “ cosα, q “ sinα):

C321 “
1

512

!

2q4 cosp4βq ´ 2q4 cosp2γq ´ q2pp ´ 1q2 cosp´2γ ` 4βq

´q2pp ` 1q2 cosp2γ ` 4βq ` 2q2pp2 ` 1q

)

, (7.732a)

C312 “ C321p2γ Ñ 2γ ` πq, (7.732b)

C31´1 “
1

2048

!

´ 2q4 cosp4βq ´ 2q4 cosp4γq ` pp ´ 1q4 cosp´4γ ` 4βq

`pp ` 1q4 cosp4γ ` 4βq ` 12p2 ` 2p4 ` 2
)

(7.732c)

C300 “
1

1024

!

´ 14q4 cosp4βq ` 2q4 cosp4γq ´ pp ´ 1q4 cosp´4γ ` 4βq

´pp ` 1q4 cosp4γ ` 4βq ` 14p4 ´ 12p2 ` 46
)

, (7.732d)

C111 “ ´
3p2

64
, (7.732e)

C 1
111 “ ´

3q2

32
cosp2βq, (7.732f)

C110 “ ´
3q2

64
cos2 γ, (7.732g)

C 1
110 “

1

128

!

6q2 cosp2βq ´ 3pp ´ 1q2 cosp2β ´ 2γq ´ 3pp ` 1q2 cosp2β ` 2γq

)

,(7.732h)

C101 “ ´
3q2

64
sin2 γ, (7.732i)

C 1
101 “ C 1

110p2γ Ñ 2γ ` πq, (7.732j)

C100 “
9

32
. (7.732k)

原点でのチェック 原点でのポテンシャルの値は，

V0 “
s4 ` 1

4s2
g2. (7.733)

次に，原点 pX,Y, Zq “ p1, 1, 1qで

BV

BX
“ 0,

BV

BY
“ 0,

BV

BZ
“ 0 (7.734)

となることと，U が変数 px1, y1, y2, w1, w2qの 0次の同次式あることより，
原点で dV “ 0.

次に，2階微分係数，すなわち質量固有値をチェックする．まず，運動
項は，原点近傍で 2次まで取ると，

κ2e´1LK “ ´pBx1q
2´pBy1q

2´3pBx2q
2´pBy2q

2´3pBw1q
2´pBw2q2. (7.735)
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SOp4qˆSOp4q不変セクターに対応する pE1, E2q方向 px1, y1q “ pr cospϕq, r sinpϕqq

では，

x2 “ 0, y2 “ 0, w1 “ 0, w2 “ 0 ñ µ “ 0, r,´r. (7.736)

このセクターでは，N1 “ 0となるので，w1 “ w2 “ 0で y2 ‰ 0ととり，
y2{rについての leading termを残すと

µ1 “ ´
y22
r

cospϕq ñ rOpj, 1qs “ r0, 0,´1s, (7.737a)

µ2 “ r ñ rOpj, 2qs “ rcospϕ{2q, sinpϕ{2q, 0s, (7.737b)

µ3 “ ´r ñ rOpj, 3qs “ r´ sinpϕ{2q, cospϕ{2q, 0s.(7.737c)

よって，

α “
π

2
, β “

3π

2
, γ “ ´

ϕ

2
. (7.738)

ポテンシャルは，

V {V0 “ 2 ´ coshp2rq “ ´2r2 ` ¨ ¨ ¨ . (7.739)

質量はm2 “ ´2V0.

次に，Z2不変セクターに対応する pE3 ` E4, E6q方向 px2, y2qでは

x1 “ 0, y1 “ 0, w1 “ 0, w2 “ 0 ñ µ “ 0, y2,´y2. (7.740)

やはり，N1 “ 0となるので，w1 “ x1 “ 0, w2, y1 ‰ 0とおくと，w2{y2, y1{y2
について leading orderで

µ1 “
2w2y1
y2

ñ rOpj, 1qs “ r0, 1, 0s, (7.741a)

µ2 “ y2 ñ rOpj, 2qs “ r1{
?

2, 0, 1{
?

2s, (7.741b)

µ3 “ ´y2 ñ rOpj, 3qs “ r1{
?

2, 0,´1{
?

2s. (7.741c)

よって，

α “
π

2
, β “ 0, γ “

3π

4
. (7.742)

ポテンシャルは

V {V0 “
g2

64s2X3Y

”

ps4 ` X6qp1 ` Y q2 ` 3X2t2p1 ´ Y q2ps4 ` X2q

´p1 ` s4X2qp1 ´ 6Y ` Y 2qu

ı

. (7.743)
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ここで，
X “ e2x2 , Y “ e2y2 , Z “ 1{Y. (7.744)

これはDall’Agataらの表式と一致し，

V {V0 “ 6x22 ` y22 ` ¨ ¨ ¨ . (7.745)

次に，pE3 ´ E4q方向 pw1qに対して，

x1 “ 0, y1 “ 0, y2 “ 0, w2 “ 0 ñ µ “ ´2w1, w1, w1. (7.746)

となり，重解となる．N2 “ N3 “ 0となるので，x1 “ 0, w2 “ 0, y1, y2 ‰ 0

とおくと，y1{w1, y2{w1について leading orderで

µ1 “ ´2w1 ñ rOpj, 1qs “ r0, 0, 1s, (7.747a)

µ2 “ w1 ` y1 ñ rOpj, 2qs “ r1{
?

2, 1{
?

2, 0s, (7.747b)

µ3 “ w1 ´ y1 ñ rOpj, 3qs “ r´1{
?

2, 1{
?

2, 0s. (7.747c)

よって，

α “
π

2
, β “

π

2
, γ “

5π

4
. (7.748)

ポテンシャルは
V {V0 “ 6w2

1 ` ¨ ¨ ¨ . (7.749)

よって，質量はm2 “ 2.

最後に，pE5q方向 pw2qに対して，

x1 “ 0, y1 “ 0, y2 “ 0, w1 “ 0 ñ µ “ 0, w2,´w2. (7.750)

となり，N1 “ 0 となるので，x1 “ 0, w1 “ 0, y1, y2 ‰ 0 とおくと，
y1{w2, y2{w2について leading orderで

µ1 “
2y1y2
w2

ñ rOpj, 1qs “ r1, 0, 0s, (7.751a)

µ2 “ w2 ñ rOpj, 2qs “ r0, 1{
?

2,´1{
?

2s, (7.751b)

µ3 “ ´w2 ñ rOpj, 3qs “ r0, 1{
?

2, 1{
?

2s. (7.751c)

よって，

α “ 0, β “
π

2
, β “

5π

4
. (7.752)

ポテンシャルは
V {V0 “ O

`

w3
2

˘

. (7.753)

よって，質量はm2 “ 0.
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7.2.13.5 Electric frame

まず，dyonic frameでのゲージ結合関数は

N “ N` b I3 ‘ N´ b I3 ‘ r´ie´6x2s ‘ p´ie2x2I9q. (7.754)

また，Elecric frameでのゲージ結合関数は

θ ^ θ – r1, 1,´1s b pI3 ‘ I3q ‘ r´1s ‘ p´I9q (7.755)

より，

N 1 “ N 1
` b I3 ‘ N 1

´ b I3 ‘ rfp´3x2qs ‘ pfpx2qI9q. (7.756)

ここで，

fpλq “
´i

e´2λ ` i
. (7.757)

N˘，N 1
˘の表式は複雑であるが，px2, y2qセクターでは次の様になる．ま

ず，N˘は

N˘ “

¨

˚

˝

´i e2x2
coshp2y2q

0 ¯ tanhp2y2q

0 ´ie´2x2 0

¯ tanhp2y2q 0 ´i e´2x2

coshp2y2q

˛

‹

‚

. (7.758)

つぎに，N 1
`は

X “ e2x2 , Y “ e2y2 (7.759)

とおくと，

Im N 1
`11 “ ´2XY pc2 ` X2qp1 ` Y 2qF´1, (7.760a)

Im N 1
`33 “ ´2XY p1 ` c2X2qp1 ` Y 2qF´1, (7.760b)

Im N 1
`13 “ ´2cXY pX2 ´ 1qpY 2 ´ 1qF´1, (7.760c)

Im N 1
`21 “ Im N 1

`23 “ 0, (7.760d)

Im N 1
`22 “ ´

X

c2 ` X2
, (7.760e)

および

Re N 1
`11 “ cX2

␣

pc2 ` 1qp1 ` Y 4q ` 2pc2 ´ 1qY 2 ` 4X2Y 2
(

F´1,(7.761a)

Re N 1
`33 “ ´

␣

cpc2 ` 1qX2p1 ` Y 4q ´ 4cY 2 ´ 2pc2 ´ 1qX4Y 4
(

F´1,(7.761b)

Re N 1
`13 “ ´pc2 ` 1qX2pY 4 ´ 1qF´1, (7.761c)

Re N 1
`21 “ Re N 1

`23 “ 0, (7.761d)

Re N 1
`22 “

c

c2 ` X2
. (7.761e)
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ここで，

F “ p1 ` c2q2X2p1 ` Y 4q ` 4c2Y 2p1 ` X4q ` 2pc2 ´ 1q2X2Y 2. (7.762)

また，
N 1

´ab “ N 1
`abpY Ñ 1{Y q. (7.763)

7.2.13.6 SOp3q2不変セクターへの裁断

一般に SL8型 gaugingの場合，

A ¨ X ÞÑ ´pθAe ` Amξq P slp8q (7.764)

より，残すゲージ場は，

SOp3q ˆ 1 : Ap`qI “
1

2
ϵIJKA

rJKs pI, J,K “ 1, 2, 3q, (7.765a)

1 ˆ SOp3q : Ap´qI “
1

2
ϵIJKA

rpJ`4qpK`4qs pI, J,K “ 1, 2, 3q,(7.765b)

E5 : Ap0q “ Ar48s. (7.765c)

対応するゲージ場の強度は，他のゲージ場成分=0とおいて，

F p˘qI “ dAp˘qI ˘
1

2
gϵIJKAp˘qJ ^ Ap˘qK , (7.766a)

F p0q “ dAp0q. (7.766b)

これらのうち Ap˘qはモジュライと結合せず，Ap0qは (7.723)に従ってモ
ジュライと結合．
ゲージ場の運動項は，

4κ2LF {e “
ÿ

ϵ“0,˘

Im pNϵqF
pϵq ¨ F pϵq ´ Re pNϵqF

pϵq ¨ F̃ pϵq. (7.767)

ここで，

N` “ N r12sr12s “ N 1
`11, (7.768a)

N´ “ N r56sr56s “ N 1
´11, (7.768b)

N0 “ N r48sr48s “
´i

e6x2 ` i
. (7.768c)
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N`のモジュライ

X “ e´2x2 , Y “ e2µ2 , Z “ e2µ3 (7.769)

への依存性は，

Im pN`q “
B

A
, Re pN`q “

C

A
(7.770)

と置くとき，

A “ s4X6Y 2Z2 ` X4pa442Y
4Z2 ` a433Y

3Z3 ` a424Y
2Z4 ` a421Y

2Z

`a412Y Z
2 ` a400q ` X2pa244Y

4Z4 ` a232Y
3Z2 ` a223Y

2Z3

`a220Y
2 ` a211Y Z ` a202Z

2q ` s8Y 2Z2, (7.771a)

B “ ´s4X
”

X4pb423Y
2Z3 ` b432Y

3Z2 ` b411Y Zq

`X2pb243Y
4Z3 ` b234Y

3Z4 ` b231Y
3Z ` b222Y

2Z2

`b213Y Z
3 ` b210Y ` b201Zq

`b033Y
3Z3 ` b012Y Z

2 ` b021Y
2Z

ı

, (7.771b)

C “ s2
”

X4pc442Y
4Z2 ` c433Y

3Z3 ` c424Y
2Z4

`c421Y
2Z ` c412Y Z

2 ` c400

`X2pc244Y
4Z4 ` c232Y

3Z2 ` c223Y
2Z3

`c220Y
2 ` c211Y Z ` c202Z

2q ` s8Y 2Z2
ı

. (7.771c)

ただし，aijk, bijk, cijk は角度変数 pα, β, γqのみの関数．また，N´はN`

から Y Ñ 1{Y, Z Ñ 1{Zの変換で得られる．
係数関数 aijk, bijk, cijkの具体的な表式は，

c1 “ cospαq, s1 “ sinpαq, (7.772a)

c2 “ cospβq, s2 “ sinpβq, (7.772b)

c3 “ cospγq, s3 “ sinpγq (7.772c)

を用いて，以下のように表される．
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a442 “ tp´4c41s
4
2 ` 4c41s

2
2 ´ 24c21s

4
2 ´ c41 ` 24c21s

2
2 ´ 4s42 ´ 2c21 ` 4s22 ´ 1qc43

`8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc33

`p24c21s
4
2 ´ 24c21s

2
2 ` 8s42 ` 2c21 ´ 8s22 ` 2qc23

´8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qc3 ´ p2s22 ´ 1q2us8

`t´2p2s22 ´ 1qs21pc
2
1 ` 1qc43 ´ 8c1s

2
1s2c2s3c

3
3 ` 2c23p2s

2
2 ´ 1qs21us

4

´c43s
4
1 (7.773a)

a433 “ tp8c41s
4
2 ´ 8c41s

2
2 ` 48c21s

4
2 ` 2c41 ´ 48c21s

2
2 ` 8s42 ` 4c21 ´ 8s22 ` 2qc43

´16c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc33

`p´8c41s
4
2 ` 8c41s

2
2 ´ 48c21s

4
2 ´ 2c41 ` 48c21s

2
2 ´ 8s42 ´ 4c21 ` 8s22 ´ 2qc23

`8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc3 ´ 8c21s
2
2c

2
2us

8

`t4p2s22 ´ 1qs21pc21 ` 1qc43 ` 16c1s
2
1s2c2s3c

3
3

`p´4s21p2s
2
2 ´ 1qqpc21 ` 1qc23 ´ 8c1s

2
1s2c2s3c3us

4

`2c43s
4
1 ´ 2s41c

2
3 (7.773b)

a424 “ tp´4c41s
4
2 ` 4c41s

2
2 ´ 24c21s

4
2 ´ c41 ` 24c21s

2
2 ´ 4s42 ´ 2c21 ` 4s22 ´ 1qc43

`8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc33

`2c21p4c21s
4
2 ´ 4c21s

2
2 ` 12s42 ` c21 ´ 12s22 ` 1qc23

´8s2c2c
3
1s3p2c22 ´ 1qc3 ´ c41p2s22 ´ 1q2us8

`t´2p2s22 ´ 1qs21pc
2
1 ` 1qc43 ´ 8s21c1s2c2s3c

3
3

`2p2s22 ´ 1qs21p2c
2
1 ` 1qc23 ` 8c1s

2
1s2c2s3c3 ´ 2c21s

2
1p2s

2
2 ´ 1qus4

´s41s
4
3 (7.773c)

a421 “ s21tp´8c21s
4
2 ` 8c21s

2
2 ´ 8s42 ´ 2c21 ` 8s22qc

2
3

`8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qc3 ´ 8s22c
2
2us

8

`s21t4c21p2s
2
2 ´ 1qc23 ` 8s2c2c3c1s3us4

´2s21c
2
1c

2
3,

(7.773d)

a412 “ s21tp8c21s
4
2 ´ 8c21s

2
2 ` 8s42 ` 2c21 ´ 8s22qc

2
3

´8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qc3 ´ 2c21p2s22 ´ 1q2us8

`s21t´4c21p2s
2
2 ´ 1qc23 ´ 8s2c2c3c1s3 ` 4c21p2s

2
2 ´ 1qus4

´2c21s
2
1s

2
3, (7.773e)
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a400 “ ´p2s22 ´ 1q2s41s
8 ´ 2s21c

2
1p2s22 ´ 1qs4 ´ c41, (7.773f)

a244 “ ´c41s
12 ´ 2s21c

2
1p2s22 ´ 1qs8 ´ p2s22 ´ 1q2s41s

4, (7.773g)

a232 “ ´2s21c
2
1s

2
3s

12 ` s21t´8s2c2c3c1s3 ` 4c21s
2
3p2s

2
2 ´ 1qus8

`s21tp´8c21s
4
2 ` 8c21s

2
2 ´ 8s42 ´ 2c21 ` 8s22qs

2
3

´8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qc3 ´ 8s22c
2
2us

4, (7.773h)

a223 “ ´2s21c
2
1c

2
3s

12

`s21t´4c21s
2
3p2s

2
2 ´ 1q ` 8s2c2c3c1s3 ` 4c21p2s22 ´ 1qus8

`s21tp8c21s
4
2 ´ 8c21s

2
2 ` 8s42 ` 2c21 ´ 8s22qs

2
3

`8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qc3 ´ 2c21p2s22 ´ 1q2us4,

(7.773i)

a220 “ ´s41s
4
3s

12

´s21tp2p2s22 ´ 1qqpc21 ` 1qs43 ´ p2p2s22 ´ 1qqs23 ` 8s21c1c3s2s
3
3c2us

8

`tp´4c41s
4
2 ` 4c41s

2
2 ´ 24c21s

4
2 ´ c41 ` 24c21s

2
2 ´ 4s42 ´ 2c21 ` 4s22 ´ 1qs43

`p24c21s
4
2 ´ 24c21s

2
2 ` 8s42 ` 2c21 ´ 8s22 ` 2qs23

`8s2c2c3c1p2c
2
2 ´ 1qpc21c

2
3 ´ c21 ` c23qs3 ´ p2s22 ´ 1q2us4, (7.773j)

a211 “ ´2s41c
2
3s

2
3qs

12

`s21t´4p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc43 ` 16c1s2c2s3c
3
3

`4p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc23 ´ 8c1s2c2s3c3us
8

`tp8c41c
4
2 ´ 8c41c

2
2 ` 48c21c

4
2 ` 2c41 ´ 48c21c

2
2 ` 8c42 ` 4c21 ´ 8c22 ` 2qc43

´16c1c2s2s3p2c
2
2 ´ 1qpc21 ` 1qc33

`p´8c41c
4
2 ` 8c41c

2
2 ´ 48c21c

4
2 ´ 2c41 ` 48c21c

2
2 ´ 8c42 ´ 4c21 ` 8c22 ´ 2qc23

`8c1c2s2s3p2c
2
2 ´ 1qpc21 ` 1qc3 ´ 8c22c

2
1s

2
2us4, (7.773k)

a202 “ ´s41c
4
3s

12

`s21t´2p2s22 ´ 1qpc21 ` 1qc43 ´ 8c1s2c2s3c
3
3 ` 2c23p2s

2
2 ´ 1qus8

`tp´4c41s
4
2 ` 4c41s

2
2 ´ 24c21s

4
2 ´ c41 ` 24c21s

2
2 ´ 4s42 ´ 2c21 ` 4s22 ´ 1qc43

`8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc33 ` p24c21s
4
2 ´ 24c21s

2
2 ` 8s42 ` 2c21 ´ 8s22 ` 2qc23

´8c1c2s2s3p2c
2
2 ´ 1qc3 ´ p2s22 ´ 1q2us4. (7.773l)
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b423 “ ´s21s
2
3, (7.774a)

b432 “ ´s21c
2
3, (7.774b)

b411 “ ´c21, (7.774c)

b243 “ s21tp´4c21s
2
2c

2
2 ´ 4s22c

2
2 ` 1qc23 ´ 4c1c2s2s3p2c

2
2 ´ 1qc3 ´ p2s22 ´ 1q2us4.

(7.774d)

b234 “ s21tp`4c21s
2
2c

2
2 ` 4s22c

2
2 ´ 1qc23 ` 4c1c2s2s3p2c

2
2 ´ 1qc3 ´ 4c21s

2
2c

2
2us

4,

(7.774e)

b231 “ tp4c41s
4
2 ´ 4c41s

2
2 ` 24c21s

4
2 ´ 24c21s

2
2 ` 4s42 ` 4c21 ´ 4s22qc

2
3s

2
3

´4c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc3p1 ´ 2c23q ´ c21p2s
2
2 ´ 1q2us4, (7.774f)

b222 “ tp´8c41c
4
2 ` 8c41c

2
2 ´ 48c21c

4
2 ` 48c21c

2
2 ´ 8c42 ´ 8c21 ` 8c22qc23s

2
3

`8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc3p1 ´ 2c23q

`8c22pc2 ´ 1qpc2 ` 1qpc41 ´ c21 ` 1qus4, (7.774g)

b213 “ tp4c41s
4
2 ´ 4c41s

2
2 ` 24c21s

4
2 ´ 24c21s

2
2 ` 4s42 ` 4c21 ´ 4s22qc

2
3s

2
3

´4c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc3p1 ´ 2c23q ´ c21p2s
2
2 ´ 1q2us4. (7.774h)

b210 “ s21tp4c21c
2
2s

2
2 ` 4c22s

2
2 ´ 1qc23 ` 4c1c2s2s3p2c

2
2 ´ 1qc3 ´ 4c22c

2
1s

2
2us4,(7.774i)

b201 “ s21tp´4c21c
2
2s

2
2 ´ 4c22s

2
2 ` 1qc23 ´ 4c1c2s2s3p2c

2
2 ´ 1qc3 ´ p2c22 ´ 1q2us4,

(7.774j)

b033 “ ´c21s
8, (7.774k)

b012 “ ´s21c
2
3s

8, (7.774l)

b021 “ ´s21s
2
3s

8. (7.774m)
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c442 “ s21tp2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc43 ´ 4c1c2s2s3c
3
3 ` p´2c22 ` 1qc23us

4 ´ s41c
4
3, (7.775a)

c433 “ s21t8c1c2s2s3c
3
3 ` p2p2c22 ´ 1qqpc21 ` 1qc23s

2
3 ´ 4s2c2c3c1s3us

4

´2c23s
2
3s

4
1, (7.775b)

c424 “ s21t´4c1c2s2s3c
3
3 ´ p2c22 ´ 1qp2c21 ` 1qc23s

2
3 ` 4s2c2c3c1s3 ` c21p2c

2
2 ´ 1qus4

´s41s
4
3, (7.775c)

c421 “ s21t´2c21p2c22 ´ 1qc23 ` 4s2c2c3c1s3us
4 ´ 2s21c

2
1c

2
3, (7.775d)

c412 “ s21t´4s2c2c3c1s3 ` 2c21s
2
3p2s

2
2 ´ 1qus4 ´ 2s21c

2
1s

2
3, (7.775e)

c400 “ ´s21c
2
1p2s

2
2 ´ 1qs4 ´ c41, (7.775f)

c244 “ ´s21c
2
1p2s

2
2 ´ 1qs8 ´ s41p2s

2
2 ´ 1q2s4, (7.775g)

c232 “ s21t´4s2c2c3c1s3 ` 2c21p2s
2
2 ´ 1qs23qus8

`s21tp8c21s
4
2 ´ 8c21s

2
2 ` 8s42 ` 2c21 ´ 8s22qc

2
3

´8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qc3 ´ 2c21p2s22 ´ 1q2us4, (7.775h)

c223 “ s21t2c21p2s
2
2 ´ 1qc23 ` 4s2c2c3c1s3us

8

`s21tp´8c21s
4
2 ` 8c21s

2
2 ´ 8s42 ´ 2c21 ` 8s22qc

2
3

`8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qc3 ` 8s22ps2 ´ 1qps2 ` 1qus4, (7.775i)

c220 “ s21tp2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc43 ´ 4c1s2c2s3c
3
3

´p2c22 ´ 1qp2c21 ` 1qc23 ` 4c1s2c2s3c3 ` c21p2c22 ´ 1qus8

`tp´4c41c
4
2 ` 4c41c

2
2 ´ 24c21c

4
2 ´ c41 ` 24c21c

2
2 ´ 4c42 ´ 2c21 ` 4c22 ´ 1qc43

`8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc33 ` 2c21p4c
2
1c

4
2 ´ 4c21c

2
2 ` 12c42 ` c21 ´ 12c22 ` 1qc23

´8s2c2c
3
1s3p2c

2
2 ´ 1qc3 ´ c41p2c

2
2 ´ 1q2us4, (7.775j)

c211 “ s21t8c1c2s2s3c
3
3 ´ 2p2s22 ´ 1qpc21 ` 1qc23s

2
3 ´ 4s2c2c3c1s3us

8

`t´16c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc33

`p´8c41s
4
2 ` 8c41s

2
2 ´ 48c21s

4
2 ´ 2c41 ` 48c21s

2
2 ´ 8s42 ´ 4c21 ` 8s22 ´ 2qc23s

2
3

`8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc3 ´ 8c21s
2
2c

2
2us

4, (7.775k)

c202 “ s21t´p2s22 ´ 1qpc21 ` 1qc43 ´ 4c1c2s2s3c
3
3 ` p2s22 ´ 1qc23us

8

`tp´4c41s
4
2 ` 4c41s

2
2 ´ 24c21s

4
2 ´ c41 ` 24c21s

2
2 ´ 4s42 ´ 2c21 ` 4s22 ´ 1qc43

`8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qpc21 ` 1qc33 ` p24c21s
4
2 ´ 24c21s

2
2 ` 8s42 ` 2c21 ´ 8s22 ` 2qc23

´8c1c2s2s3p2c22 ´ 1qc3 ´ p2s22 ´ 1q2us4. (7.775l)
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7.2.13.7 軸上で正則な座標系表示

軸 µ2 “ µ3のうち，原点の除く部分の近傍で正則な座標系

x3 : u “ r cosp2θ3q, v “ r sinp2θ3q, z “
µ2 ` µ3

2
, θ1, θ2,(7.776)

r “
µ2 ´ µ3

2
ě 0; r ă 3z. (7.777)

において，6次元モジュライH6の運動項は

´κ2LK “ dx22 ` du2 ` dv2 ` 3dz2

`
jhp2rq2 ´ 1

r2
pudv ´ vduq2

`4jhp2rq2pudv ´ vdu ` r2cospθ1qdθ2qcospθ1qdθ2

`
1

2
pcoshp6zq coshp2rq ´ 1q pdθ21 ` sin2 θ1dθ

2
2q

`jhp2rq sinhp6zq
␣

updθ21 ´ sin2 θ1dθ
2
2q ´ 2v sin θ1dθ1dθ2

(

.(7.778)

モジュライポテンシャルは，

g´2V “

ˆ

X3

s2
`

s2

X3

˙

”

D31 coshp6zq coshp2rq ` sinhp6zqjhp2rqpD32u ` D33vq

`jhp2rq2pD34u
2 ` D35uv ` D36v

2q ` D37

ı

`
3

32

ˆ

s2X `
1

s2X

˙

”

´ c21 coshp4zq ´ s21 coshp2zq coshp2rq

´s21jhp2rq sinhp2zqu ` 6
ı

`

ˆ

X

s2
`
s2

X

˙

” 3

16
p´ coshp4zq ` coshp2zq coshp2rqq s21 cosp2θ2q

`
3

8
jhp2rq sinhp2zq

␣

´p1 ` c21q cosp2θ2qu ` 2c1 sinp2θ2qv
(

ı

. (7.779)
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ここで

D31 “
s21
64

␣

s21 cosp4θ2q ´ 1 ´ c21
(

, (7.780a)

D32 “ ´
s21
16

␣

1 ` p1 ` c21q sin2p2θ2q
(

, (7.780b)

D33 “
s21c1
16

sinp4θ2q, (7.780c)

D34 “
1

256
tcosp4θ1q ` 28 cosp2θ1q ` 35q cos2p2θ2q

´ cosp4θ1q ` 4 cosp2θ1q ´ 3u, (7.780d)

D35 “ ´
1

32
p7 cospθ1q ` cosp3θ1qq sinp4θ2q, (7.780e)

D36 “
1

256

␣

pcosp4θ1q ` 28 cosp2θ1q ` 35q sin2p2θ2q
(

, (7.780f)

D37 “
1

512
p´ cosp4θ1q ` 4 cosp2θ1q ´ 3q cosp4θ2q

`
1

512
pcosp4θ1q ` 4 cosp2θ1q ` 27q . (7.780g)

7.2.14 SOp5, 3q-gauging

Embedding tensorのパラメータ行列 θ, ξを

θ “ rλ1I5, λ2I3s, ξ “ θ´1, (7.781)

λ1 “

c

sp3 ` s2q

1 ` 3s2
, λ2 “ ´

c

sp1 ` 3s2q

3 ` s2
(7.782)

と取る．

7.2.14.1 SOp3q ˆ SOp3q-invariant directions

原点での各質量固有値に対応する SOp5q ˆ SOp3qの表現は，SOp2q ˆ

SOp3q ˆ SOp3qに関して，次のように分解される：
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m2 SOp5q ˆ SOp3q SOp2q ˆ SOp3q ˆ SOp3q generators

´2 p1, 1q p1, 1, 1q E1

4 p1, 5q p1, 1, 5q ´

4{3 p14, 1q p1, 1, 1q E2

`p2, 1, 1q E3, E4

`p1, 5, 1q ` p2, 3, 1q ´

0 p5, 3q p1, 3, 3q ` p2, 1, 3q ´

´2{3 p5, 1q “ r4, 0s` p2, 1, 1q E5, E6

`p1, 3, 1q ´

2 p10, 3q “ r3, 1s` p1, 1, 3q ` p2, 3, 3q ` p1, 3, 3q ´

表 21: SOp5q ˆ SOp3q表現の SOp3q ˆ SOp3q表現への分解と singlets

• Even parity

p1, 1qrm2 “ ´2s ñ p1, 1, 1q ñ E1 (7.783a)

p1, 5qrm2 “ 4s ñ p1, 1, 5q ñ ˆ (7.783b)

p14, 1qrm2 “ 4{3s ñ p1, 5, 1q ` p2, 3, 1q ` p2, 1, 1q ` p1, 1, 1q

ñ E2, E3, E4 (7.783c)

p5, 3qrm2 “ 0s ñ p1, 3, 3q ` p2, 1, 3q ñ ˆ (7.783d)

(7.783e)

• Odd parity

p5, 1q “ r4, 0s`rm2 “ ´2{3s ñ p1, 3, 1q ` p2, 1, 1q ñ E5, E6(7.784a)

p10, 3q “ r3, 1s`rm2 “ 2s ñ p1, 1, 3q ` p2, 3, 3q ` p1, 3, 3q ñ ˆ(7.784b)
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ここで，

E1 “ S1 ^ 1; S1 “ 3
5
ÿ

a“1

ea˝ea ´ 5
8
ÿ

b“6

eb˝eb, (7.785a)

E2 “ S2 ^ 1; S2 “ 2
3
ÿ

a“1

ea˝ea ´ 3
5
ÿ

b“4

eb˝eb, (7.785b)

E3 “ S3 ^ 1; S3 “ e4˝e4 ´ e5˝e5, (7.785c)

E4 “ S4 ^ 1; S4 “ e4˝e5 ` e5˝e4, (7.785d)

E5 “
i

2
pe1234 ` e5678q , (7.785e)

E6 “
i

2
pe1235 ´ e4678q . (7.785f)

R8 ^ R8 – R28を次のように分解する：

R8 ^ R8 “ L1 ‘ L2 ‘ L3, (7.786)

L1 “ V123 ^ V123 ‘ V123 ^ V4 ‘ V123 ^ V5 – R3 b R3, (7.787)

L2 “ V678 ^ V678 ‘ V5 ^ V678 ‘ V678 ^ V4 – R3 b R3, (7.788)

L3 “ V4 ^ V5 ‘ V123 ^ V678 – R10. (7.789)

対応して，基底に対応する添え字セットを以下のように定義する：

IST1 “ rr1, 2s, r3, 4s, r3, 5ss,

rr2, 3s, r1, 4s, r1, 5ss,

rr3, 1s, r2, 4s, r2, 5ss, (7.790a)

IST2 “ rr6, 7s, r5, 8s, r8, 4ss,

rr7, 8s, r5, 6s, r6, 4ss,

rr8, 6s, r5, 7s, r7, 4ss, (7.790b)

IST3 “ rr4, 5s, r1, 6s, r2, 6s, r3, 6s, r1, 7s, ¨ ¨ ¨ , r3, 8ss. (7.790c)
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この分解の元で，E1 „ E6は次のように行列表示される：

E1 “

¨

˚

˝

3 0 0

0 3 0

0 0 3

˛

‹

‚

b I3 ‘

¨

˚

˝

´5 0 0

0 ´1 0

0 0 ´1

˛

‹

‚

b I3 ‘ r3,´I9s, (7.791a)

E2 “

¨

˚

˝

2 0 0

0 ´1{2 0

0 0 ´1{2

˛

‹

‚

b I3 ‘

¨

˚

˝

0 0 0

0 ´3{2 0

0 0 ´3{2

˛

‹

‚

b I3 ‘ r´3, I9s,(7.791b)

E3 “

¨

˚

˝

0 0 0

0 1{2 0

0 0 ´1{2

˛

‹

‚

b I3 ‘

¨

˚

˝

0 0 0

0 1{2 0

0 0 ´1{2

˛

‹

‚

b I3 ‘ r010s, (7.791c)

E4 “

¨

˚

˝

0 0 0

0 0 1{2

0 1{2 0

˛

‹

‚

b I3 ‘

¨

˚

˝

0 0 0

0 0 1{2

0 1{2 0

˛

‹

‚

b I3 ‘ r010s, (7.791d)

E5 “

¨

˚

˝

0 i 0

i 0 0

0 0 0

˛

‹

‚

b I3 ‘

¨

˚

˝

0 i 0

i 0 0

0 0 0

˛

‹

‚

b I3 ‘ r010s, (7.791e)

E6 “

¨

˚

˝

0 0 i

0 0 0

i 0 0

˛

‹

‚

b I3 ‘

¨

˚

˝

0 0 i

0 0 0

i 0 0

˛

‹

‚

b I3 ‘ r010s, (7.791f)

(7.791g)

よって，

ϕ “

4
ÿ

i“1

xiEi `

2
ÿ

j“1

yjE4`j

“ Φ1 b I3 ‘ Φ2 b I3 ‘ Φ3, (7.792)

Φ1 “

¨

˚

˝

3x1 ` 2x2 iy1 iy2
iy1 3x1 ´ 1

2
x2 ` 1

2
x3

1
2
x4

iy2
1
2
x4 3x1 ´ 1

2
x2 ´ 1

2
x3

˛

‹

‚

,(7.793)

Φ2 “

¨

˚

˝

´5x1 iy1 iy2
iy1 ´x1 ´ 3

2
x2 ´ 1

2
x3 ´1

2
x4

iy2 ´1
2
x4 ´x1 ´ 3

2
x2 ` 1

2
x3

˛

‹

‚

, (7.794)

Φ3 “ px1 ´ x2q ˆ r3,´I9s. (7.795)
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これらのうち，Φ1とΦ2は，

Φ1 “ p´x1 ` x2qI1,2 ` Φ0, (7.796a)

Φ2 “ p´x1 ` x2qI1,2 ´ Φ˚
0 (7.796b)

と表される．ここで，

I1,2 “

¨

˚

˝

1 0 0

0 ´1 0

0 0 ´1

˛

‹

‚

, (7.797)

Φ0 “

¨

˚

˝

4x1 ` x2 iy1 iy2
iy1 2x1 ` 1

2
x2 ` 1

2
x3

1
2
x4

iy2
1
2
x4 2x1 ` 1

2
x2 ´ 1

2
x3

˛

‹

‚

.(7.798)

一般に，Φ0は次の様に対角化できる：

Φ0 “ U∆ TU, (7.799)

U “ U1 ` iU2 P Up3q, U1, U2 P Mp3,Rq, (7.800)

U1 “

¨

˚

˝

u11 u12 u13
0 0 0

0 0 0

˛

‹

‚

, (7.801)

U2 “

¨

˚

˝

0 0 0

u21 u22 u23
u31 u32 u33

˛

‹

‚

, (7.802)

O “ U1 ` U2 P SOp3q, U1
TU2 “ TU1U2 “ 0. (7.803)

ここで，
∆ “ rµ1, µ2, µ3s. (7.804)

特に，
U TU “ I1,2, (7.805)

より，
Φ0 ´ µI1,2 “ Up∆ ´ µI3q

TU. (7.806)
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したがって，一般に，

Qpµq “ ´ det

¨

˚

˝

a ´ µ iy1 iy2
iy1 b ` µ w

iy2 w c ` µ

˛

‹

‚

“ µ3 ` pb ` c ´ aqµ2 ´ pab ´ bc ` ca ` y21 ` y22 ` w2qµ

´abc ´ by22 ´ cy21 ` aw2 ` 2wy1y2 (7.807)

より，µ1, µ2, µ3は次の方程式の解：

0 “ Qpµq :“ µ3 ´

"

3

4
x2 ` y21 ` y22 ` w2 `

x23
4

*

µ

`xw2 ` 2wy1y2 ´
1

2
xpy21 ` y22q ´

x3

4
`
x3
2

py21 ´ y22q `
1

4
xx23.

(7.808)

ここで，x “ 4x1 ` x2.

7.2.14.2 ポテンシャル

行列Φ0の対角化

Φ0 “ U rµ1, µ2, µ3s
TU, µ1 ` µ2 ` µ3 “ 0 (7.809)

より，
X “ e2px1´x2q, Y “ e´2µ2 , Z “ e´2µ3 (7.810)

とおき，O “ U1 ` U2を

O “ R1pβqR3pαqR1pγq (7.811)
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と Euler角を用いて表すと，ポテンシャルは次式で与えられる：

1

g2
V “

ˆ

1 ` 3s2

sp3 ` s2q
X3 `

sp3 ` s2q

1 ` 3s2
1

X3

˙

ˆ

„

C321

ˆ

Y 2Z `
1

Y 2Z

˙

` C312

ˆ

Y Z2 `
1

Y Z2

˙

` C31´1

ˆ

Y

Z
`
Z

Y

˙

` C300

ȷ

`C111XY Z ` C 1
111

1

XY Z
` C1´1´1

X

Y Z
` C 1

1´1´1

Y Z

X

`C110XY ` C 1
110

1

XY
` C1´10

X

Y
` C 1

1´10

Y

X

C101XZ ` C 1
101

1

XZ
` C10´1

X

Z
` C 1

10´1

Z

X

`
9

32

ˆ

sX `
1

sX

˙

. (7.812)

ここで

C321 “
1

64
sin2 α sin2 γ, C312 “

1

64
sin2 α cos2 γ, (7.813a)

C31´1 “
1

64
cos2 α, C300 “ ´

1

32
, (7.813b)

C111 “ ´
3sp1 ` 3s2q

64p3 ` s2q
cos2 α `

3

32s
sin2 α, (7.813c)

C1´1´1 “ ´
3sp3 ` s2q

64p1 ` 3s2q
cos2 α ´

3p1 ` 3s2q

32sp3 ` s2q
sin2 α, (7.813d)

C110 “ ´
3p1 ` 3s2q

32sp3 ` s2q

`

cos2 α ` sin2 α sin2 γ
˘

´
3sp3 ` s2q

64p1 ` 3s2q
sin2 α cos2 γ,

(7.813e)

C101 “ ´
3p1 ` 3s2q

32sp3 ` s2q

`

cos2 α ` sin2 α cos2 γ
˘

´
3sp3 ` s2q

64p1 ` 3s2q
sin2 α sin2 γ,

(7.813f)

C1´10 “
3

32s

`

cos2 α ` sin2 α sin2 γ
˘

´
3sp1 ` 3s2q

64p3 ` s2q
sin2 α cos2 γ, (7.813g)

C10´1 “
3

32s

`

cos2 α ` sin2 α cos2 γ
˘

´
3sp1 ` 3s2q

64p3 ` s2q
sin2 α sin2 γ. (7.813h)

また，
C 1

1mn “ C1mnps Ñ 1{sq. (7.814)

このポテンシャルは次の対称性をもつ：

V pX Ñ 1{X,Y Ñ 1{Y, Z Ñ 1{Z, s Ñ 1{sq “ V. (7.815)
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7.2.14.3 Z2不変部分空間

SOp8q X AutpSOp5, 3qqの変換

J “ rI3, 1,´1,´I3s (7.816)

により，

Ei Ñ Ei pi “ 1, 2, 3q, E5 Ñ E5, (7.817a)

E4 Ñ ´E4, E6 Ñ ´E6. (7.817b)

よって，x4 “ y2 “ 0は Z2不変で，その上の部分空間内での極点は，モ
ジュライ空間全体での極点．
このセクターでは，Φ0は

Φ0 “

¨

˚

˝

a iy 0

iy b 0

0 0 c

˛

‹

‚

, (7.818)

a “ b ` c “ 4x1 ` x2, (7.819)

b “ 2x1 `
1

2
px2 ` x3q, (7.820)

c “ 2x1 `
1

2
px2 ´ x3q, (7.821)

y “ y1. (7.822)

より，固有値 µに対する方程式は

Qpµq “ µ3 ´ pab ` c2 ` y2qµ ´ cpab ` y2q. (7.823)

よって，

µ1 “ c{2 ` v, µ2 “ c{2 ´ v, µ3 “ c, (7.824)

v2 “ ab ` c2{4 ` y2. (7.825)

これより，

z1 “ x2´x1, z2 “ x1`
1

4
px2´x3q, z3 “ 3x1`

1

4
p3x2`x3q, v “

b

z23 ` y21

(7.826)

とおくと，

X “ e2z1 , L1 “ e2pz2`vq, L2 “ e2pz2´vq, L3 “ e´4z2 . (7.827)
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X,Y, Zで表すと，

X “ e2z1 , Y “ e2pz2´vq, Z “ e´4z2 . (7.828)

また，Euler角は

ve2iα “ z3 ` iy1, β “ γ “ 0. (7.829)

変数X,Y, Z, αでポテンシャルを表すと，

V pZ Ñ 1{Z, α Ñ α ` π{2q “ V (7.830)

の不変性をもつ．

7.2.15 SOp2q ˆ SOp2q ¸ R20-gauging

Embedding tensorのパラメータ行列 θ, ξは

θ “ rI2, 06s, ξ “ r02, sI2, 04s (7.831)

この節では，添え字集合を次のように定義する：

S1 “ t1, 2u , S2 “ t3, 4u , S3 “ t5, 6, 7, 8u . (7.832)

7.2.15.1 Generators

原点はMinkowski真空で、残留ゲージ対称性として SOp2q ˆ SOp2qを、
大域的対称性として SOp2q ˆ SOp2q ˆ SOp4qをもつ。この大域的対称性
に関する表現で分類すると、モジュライ質量の固有方向となるモジュラ
イ空間の接ベクトルは、Sp表示で以下の通り：

• Even directions

m2 “ 0 : p1, 1, 1q

s1 “ S1 ^ 1 : S1 “ 2
ÿ

iPS1

ei˝ei ´
ÿ

jPS3

ej˝ej,(7.833a)

s2 “ S2 ^ 1 : S2 “ 2
ÿ

iPS2

ei˝ei ´
ÿ

jPS3

ej˝ej,(7.833b)

s3„11 “ S ^ 1 : S “
ÿ

i,jPS3

tijei˝ej. (7.833c)

ここで、ptijqは対称な slp4q行列.
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m2 “ 0 : p2, 1, 4q ` p1, 2, 4q ` p2, 2, 1q: (Goldstone directions)

s12„27 “ S ^ 1 : S “
ÿ

iPS1YS2,jPS3

tijpei˝ej ` ej˝eiq,(7.834a)

s28„31 “ S ^ 1 : S “
ÿ

iPS1jPS2

tijpei˝ej ` ej˝eiq.(7.834b)

m2 “ 1{4 : p2, 1, 1q

s32 “ S32 ^ 1 : S32 “ e1˝e1 ´ e2˝e2, (7.835a)

s33 “ S33 ^ 1 : S33 “ e1˝e2 ` e2˝e1. (7.835b)

m2 “ s2{4 : p1, 2, 1q

s34 “ S34 ^ 1 : S34 “ e3˝e3 ´ e4˝e4, (7.836a)

s35 “ S35 ^ 1 : S35 “ e3˝e4 ` e4˝e3. (7.836b)

• Odd directions

m2 “ 0 : p1, 1, 6q “ r2, 0, 2s`, p1, 1, 1q “ r2, 2, 0s`

u1„6 “ 1
2

pe12ij ` e34klq ; ri, j, k, ls – r5, 6, 7, 8s,(7.837a)

u7 “ 1
2

pe1234 ` e5678q . (7.837b)

m2 “ 1{16 : p2, 1, 4q “ r1, 2, 1s`

u8„15 “ 1
2

ÿ

iPS1,jPS3

aijp1 ` ‹qei34j. (7.838)

m2 “ s2{16 : p1, 2, 4q “ r2, 1, 1s`

u16„23 “ 1
2

ÿ

iPS2,jPS3

aijp1 ` ‹qe12ij. (7.839)

m2 “ p1 ` s2q{16 : p2, 2, 6q` “ r1, 1, 2s`

u24„35 “ 1
2

ÿ

iPS2,j,kPS3

ai;jkp1 ` ‹qe1ijk. (7.840)
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7.2.15.2 ϕの行列表示

R8 ^ R8 – R28を次のように分解する：

R8 ^ R8 “ L1 ‘ L2 ‘ L3 ‘ L4 ‘ L5 ‘ L6; (7.841)

L1 “ V12 ^ V12 – R, (7.842)

L2 “ V34 ^ V34 – R, (7.843)

L3 “ V5678 ^ V5678 – R6, (7.844)

L4 “ V12 ^ V34 – R4, (7.845)

L5 “ V12 ^ V5678 – R8, (7.846)

L6 “ V34 ^ V5678 – R8. (7.847)

このとき、Goldstone方向以外のmassless方向に対応する generatorは

ϕ “

2
ÿ

a“1

xasa `

13
ÿ

a“5

tass ` i
6
ÿ

b“1

ybub ` izu7. (7.848)

行列表示でこれは
ϕ “ rΦ123,Φ4,Φ5,Φ6s. (7.849)

ここで、

Φ123 “

¨

˚

˝

2x1 iz iy

iz 2x2 i ‹ y

iy i ‹ y ´px1 ` x2qI6 ` Ψ

˛

‹

‚

: R8 Ñ R8, (7.850)

y1 “ yr5,6s, y2 “ yr5,7s, y3 “ yr5,8s, y4 “ yr7,8s, y6 “ yr8,6s, y6 “ yr6,7s,(7.851)

‹y1 “ y4, ‹y2 “ y5, ‹y3 “ y6, ‹ ‹ ya “ ya, (7.852)

Ψ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

t55 ` t66 t67 t68 iz t58 ´t57
t67 t55 ` t77 t78 ´t58 iz t56
t68 t78 t55 ` t88 t57 ´t56 iz

iz ´t58 t57 t77 ` t88 ´t67 ´t68
t58 iz ´t56 ´t67 t66 ` t88 ´t78

´t57 t56 iz ´t68 ´t78 t66 ` t77

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,(7.853)

Φ4 “ px1 ` x2qI4 ´ izϵ b ϵ : R4 Ñ R4, (7.854)

Φ5 “ 1
2
px1 ´ x2qI8 ` 1

2
I2 b ptq ´ iϵ b pyq : R8 Ñ R8, (7.855)

Φ6 “ ´1
2
px1 ´ x2qI8 ` 1

2
I2 b ptq ´ iϵ b pyq : R8 Ñ R8. (7.856)
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7.2.15.3 対角化

Φ4

Φ4 “ px1 ` x2qI4 ´ izϵ b ϵ

“ U4Λ4
TU4. (7.857)

ここで、

U4 “
1

?
2

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 ´1

0 ´1 1 0

0 1 1 0

1 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

, (7.858a)

Λ4 “ rx1 ` x2 ´ iz, x1 ` x2 ´ iz, x1 ` x2 ` iz, x1 ` x2 ` izs.(7.858b)

Φ5, Φ6

Φ5 “
`

1
2
x1 ´ x2

˘

I8 ` 1
2
I2 b ptq ´ 2iϵ b pyq, (7.859a)

Φ6 “
`

1
2
x2 ´ x1

˘

I8 ` 1
2
I2 b ptq ´ 2iϵ b pyq (7.859b)

これらは行列表示で

Φ “

˜

S ´iA

iA S

¸

“ ´
1

2
T ´1

˜

0 X
TX 0

¸

TT ´1; S “ TS,A “ ´ TA,X “ S´A P Mp4q

(7.860)

という構造をもつので、一般実行列の岩沢分解

X “ O1∆X
TO2; O1, O2 P SOp4q, ∆X : diagonal (7.861)

により、

Φ “ UΛ TU ; (7.862)

Λ “

˜

∆X 0

0 ∆X

¸

, (7.863)

U “ T ´1

˜

O1 0

0 O2

¸

T “
1

2

˜

pO1 ` O2q ipO1 ´ O2q

´ipO1 ´ O2q O1 ` O2

¸

P SUp4q(7.864)

を得る。
Φ5,Φ6に対応する pU,Λqは次の対角化で決まる：

pU5,Λ5q :
`

1
2
x1 ´ x2

˘

I4 ` 1
2
ptijq ´ 2pyijq “ O1∆

TO2, (7.865a)

pU6,Λ6q :
`

1
2
x2 ´ x1

˘

I4 ` 1
2
ptijq ´ 2pyijq “ O1∆

TO2. (7.865b)
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7.2.15.4 M 行列

U4は実行列なので、(7.439)より，

Mp4qDD “ U4e
´2Λ4 TU4 “ e´2px1`x2q rcosp2zqI4 ` i sinp2zqϵ b ϵs ,(7.866a)

Mp4qUU “ U4e
2Λ4 TU4 “ e2px1`x2q rcosp2zqI4 ´ i sinp2zqϵ b ϵs ,(7.866b)

Mp4qUD “ Mp4qDU “ 0. (7.866c)

また Φ5, Φ6 に対応するMp5q “ Mraisrbjspa, b P S1, i, j P S3q, Mp6q “

Mraisrbjspa, b P S2, i, j P S3qは, α “ 5, 6として，

• MpαqDD, MpαqUU : diagonal wrt. a, b

• MpαqUD, MpαqDU : off-diagonal wrt. a, b

具体的な構造は、

Mpαqraisrbjs “ δab pMpαqDDqij, (7.867a)

Mpαq
raisrbjs “ δab pMpαqUUqij. (7.867b)

Mpαqrais
rbjs “ ´ϵabpMpαqDUqi

j, (7.867c)

Mpαq
rais

rbjs “ ϵabpMpαqUDqij. (7.867d)

ここで，

MDD “ O`e
2∆ TO` ` O´e

´2∆ TO´, (7.868a)

MUU “ O`e
´2∆ TO` ` O´e

2∆ TO´, (7.868b)

MDU “ O´e
´2∆ TO` ` O`e

2∆ TO´, (7.868c)

MUD “ TMDU . (7.868d)

また，
O˘ “ 1

2
pO1 ˘ O2q. (7.869)

以下，Mp123qの部分行列を以下の様に表記する：

Mp123qr12sr12s “ K11,Mp123q
r12sr12s “ K11,

Mp123qr12s
r12s “ K1

1,Mp123q
r12s

r12s “ K1
1, (7.870a)

Mp123qr34sr34s “ K22,Mp123q
r34sr34s “ K22,

Mp123qr34s
r34s “ K2

2,Mp123q
r34s

r34s “ K2
2, (7.870b)

Mp123qrabs
r12s “ pK3

1qab, Mp123q
r12s

rabs “ pK1
3qab, pa, b P S3q, (7.870c)

Mp123q
rabs

r34s “ pK3
2q
ab, Mp123q34s

rabs “ pK2
3qab, pa, b P S3q, (7.870d)

Mp123qrabsrcds “ pK33qrabsrcds, Mp123q
rabsrcds “ pK33qrabsrcds, a, b, c, d P S3.(7.870e)
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7.2.15.5 ポテンシャル

ポテンシャル V は次の構造をもつ：

V “
g2

672

`

V22 ` s2V11 ` sV21 ` sV12
˘

. (7.871)

ここで，

V22 “ M rabsrcds pθbpθdqW
pq
ac ´ 21θacθbdq

“ K11
`

´42 ` W 22
11 ` W 11

22 ´ W 21
12 ´ W 12

21

˘

`e2px1`x2q

«

cosp2zq
ÿ

iPS1,jPS2

W ii
jj ´ i sinp2zq

ÿ

i,jPS1,k,lPS2

ϵijϵklW
ij
kl

ff

`
ÿ

a,cPS3

pMUU
p5q qacpW 11

ac ` W 22
ac q, (7.872a)

V11 “ s´2Mrabsrcds

`

ξbpξdqW ac
pq ´ 21ξacξbd

˘

“ K22
`

´42 ` W 33
44 ` W 44

33 ´ W 34
43 ´ W 43

34

˘

`e´2px1`x2q

«

cosp2zq
ÿ

iPS1,jPS2

W ii
jj ` i sinp2zq

ÿ

i,jPS1,k,lPS2

ϵijϵklW
ij
kl

ff

`
ÿ

a,cPS3

pMDD
p6q qacpW

ac
33 ` W ac

44 q, (7.872b)

V21 “ s´1M rabs
rcdspθbpξ

dqW pc
aq ` 21pθξqa

cδdb q

“ K1
2

`

W 23
14 ´ W 13

24 ´ W 24
13 ` W 14

23

˘

, (7.872c)

V12 “ s´1Mrabs
rcdspθbpξ

dqW cp
qa ` 21pθξqa

cδdb q

“ K2
1
`

W 32
41 ´ W 31

42 ´ W 42
31 ` W 41

32

˘

. (7.872d)
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まず，

W 11
22 ´ W 12

21 “ W 22
11 ´ W 21

12

“ 4 ` 2TrpMp5qUUMp5qDD ` M2
p5qUDq “ 12, (7.873)

W 11
33 “ W 22

33 “ W 11
44 “ W 22

44

“ 2 cosp2zq
`

K11e´2px1`x2q ` K22e
2px1`x2q

˘

` 2Tr TMp5qUUMp6qDD,(7.874)

W 12
34 “ W 21

43 “ ´W 12
43 “ ´W 21

34

“ 2i sinp2zq
`

K11e´2px1`x2q ´ K22e
2px1`x2q

˘

, (7.875)

W 11
ac “ W 22

ac pa, c P S3q

“ 2K11pMp5qDDqac ` 4e2px1`x2q cosp2zqpMp6qDDqac

´2pK1
3qrcf spMp5qDUqa

f ´ 2pK3
1qraf spMp5qUDqf c

`2
ÿ

b,dPS3

pK33qrabsrcdspMp5qUUqrbds (7.876)

より，

V22 “ K11
␣

´10 ` TrpMp5qUU
TMp5qDDq

(

` 8 cosp4zqe4px1`x2qK22

`16 cosp2zqe2px1`x2qTrp TMp5qUUMp6qDDq

´4
ÿ

a,bPS3

␣

pK1
3qabp

TMp5qUUMp5qDUqab ` pK3
1qabpMp5qUU

TMp5qUDqab
(

`4
ÿ

a,b,c,dPS3

pK33qrabsrcdspMp5qUUqacpMp5qUUqbd. (7.877)

次に，

W 33
44 ´ W 34

43 “ W 44
33 ´ W 43

34

“ 4 ` 2TrpMp6qUUMp6qDD ` M2
p6qUDq “ 12, (7.878)

W ac
33 “ W ac

44 pa, c P S3q

“ 2K22pMp6qUUqac ` 4e´2px1`x2q cosp2zqpMp5qUUqac

`2pK3
2q

raf spMp6qDUqf
c ` 2pK2

3qrcf spMp6qUDqaf

`2
ÿ

b,dPS3

pK33qrabsrcdspMp6qDDqrbds (7.879)
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V11 “ K22

␣

´10 ` TrpMp6qDD
TMp6qUUq

(

` 8 cosp4zqe´4px1`x2qK11

`16 cosp2zqe´2px1`x2qTrpMp5qUU
TMp6qDDq

`4
ÿ

a,bPS3

␣

pK3
3q
abpMp6qDD

TMp6qDUqab ` pK2
3qabp TMp6qUDMp6qDDqab

(

`4
ÿ

a,b,c,dPS3

pK33qrabsrcdspMp6qDDqacpMp6qDDqbd. (7.880)

また，容易に
V12 “ V21 “ 0 (7.881)

となることが確かめられる．
以上より，

V22 ` s2V11 ` sV12 ` sV21

“ 6K11 ` 6s2K22 ` 8 cosp4zq
`

K22e
4px1`x2q ` s2K11e´4px1`x2q

˘

`32 cosp2zq
`

e2px1`x2q ` s2e´2px1`x2q
˘

Trp TMp5qUUMp6qDDq

`V5 ` s2V6. (7.882)

ここで，

V5 “ 4K11
␣

´4 ` TrpMp5qUU
TMp5qDDq

(

`4Tr
“

K3
1Mp5qUU

TMp5qUD ` K1
3
TMp5qUUMp5qDU

‰

`4
ÿ

a,b,c,dPS3

pK33qrabsrcdspMp5qUUqacpMp5qUUqbd, (7.883a)

V6 “ 4K22

␣

´4 ` TrpMp6qDD
TMp6qUUq

(

´4Tr
“

K3
2Mp6qDD

TMp6qDU ` K2
3 TMp6qDDMp6qUD

‰

`4
ÿ

a,b,c,dPS3

pK33qrabsrcdspMp6qDDqacpMp6qDDqbd. (7.883b)
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8 弦理論
Last update: 2017/11/13

8.1 Framework

String Model ñ Qn. Theory ñ Outputs

1. String model:

• Target space & background fields: X : pΣ, gq Ñ pM,Φq

• Action: S “ Smpg,X; Φq

• Field Equation: F rXs “ 0, Tab “ 0.

• Boundary Conditions: X|BΣ

• Invariances:

– WS diffeomorphism invariance

– WS Weyl invariance

– WS supersymmetry

– TS symmetries

2. Qn. Theory

• Gauge fixing ñ CFTs

• Regularization

• Free physical statesとVertex operatorsの構成 ñ Vα

• Construction of S-matrix

3. Outputs

• Particle spectrum

• S-matrix

• Low energy effective field theory
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8.2 S行列: Non-SUSY

S行列は経路積分と vertex作用素を用いて形式的に

Sc1¨¨¨cno1¨¨¨om “
ÿ

WStopologies

1

VdiffˆWeyl

ż

rdXdgse´SmrX,g:Φs´λχpΣq

ˆ

n
ź

i“1

ż

Σ

d2σigpσiq
1{2Vcipσiq

m
ź

j“1

ż

BΣ

dsjVojpsjq(8.2.1)

と書かれる．
この式の右辺に正確な意味を与えるには，ゲージ固定が必要である．ま
ず，WSΣの共形構造のモジュライ自由度を pt1, ¨ ¨ ¨ , tµqとして，各モジュ
ライ tに対応する計量の代表元を ĝabptq固定する．さらに，ĝabptqを不変
に保つ diff ˆ Weylの自由度，すなわちCKF（共形Killingベクトル）の
自由度を κとして，この自由度（の一部）を vertex作用素の κ個の位置
座標を σai “ σ̂ai ppi, aq P fcq, sj “ ŝjpj P foq と固定することにより取り除
く．このとき，Fadeev-Popov行列式∆FP pg, σ, sqを

1 “ ∆FP pg, σ, sq

ż

F

dµt

ż

diffˆWeyl

rdζsδpg ´ ĝptqζq

ź

pa,iqPfc

δpσai ´ σ̂ζi
aq
ź

jPfo

δpsj ´ ŝζjq (8.2.2)

により定義すると，

Sc1¨¨¨cno1¨¨¨om “
ÿ

WStopologies

ż

F

dµt∆FP pĝptq, σ̂, ŝq

ż

rdXs

ż

ź

pa,iqRfc

dσai

ż

ź

jRfo

dsj

ˆe´SmrX,ĝ:Φs´λχpΣq

n
ź

i“1

“

gpσiq
1{2Vcipσiq

‰

m
ź

j“1

Vojpsjq. (8.2.3)

CKVおよび正則２次微分に対応するGrassmann変数 ca, babを導入す
るとこの表式は

Sc1¨¨¨cno1¨¨¨om “
ÿ

WStopologies

e´λχpΣq

ż

F

dµt

nR

ż

ź

pa,iqRfc

dσai

ż

ź

jRfo

dsj

ˆ

C

µ
ź

k“1

1

4π
pb, Bkĝq

ź

pa,iqPfc

capσ̂iq
ź

jPfo

tapsjqc
apsjq

G

b,c

ˆ

C

n
ź

i“1

“

gpσiq
1{2Vcipσiq

‰

m
ź

j“1

Vojpsjq

G

X

(8.2.4)

715 目次へ



目次へ

と書き換えられる．ここで，

xO1yX “

ż

rdXsO1rXse´Sm , (8.2.5)

xO2yb,c “

ż

rdb dcsO2rb, cse
´Sg , (8.2.6)

Sg “
1

2π

ż

Σ

d2σ ĝ1{2 babDacb. (8.2.7)

WS Σの共形構造およびモジュライパラメータ tを，Σの複素チャート
の集合 tzmuおよびそれらの間の変換則 zm “ zmpzn, tqと見なし，各vertex

作用素にその位置を原点とする平坦複素チャートを対応させると，vertex

作用素の位置をモジュライパラメータに含めることができる．このとき，
S-行列はコンパクトに

Sp1; ¨ ¨ ¨ ;nq “
ÿ

WStopologies

e´λχ

ż

F

dmt

nR

C

m
ź

k“1

Bk

n
ź

i“1

V̂i

G

(8.2.8)

と表される．ここで，

V̂ “ c̃cVm pclosedq, tac
aVm popenq, (8.2.9a)

Bk “
1

2πi

ÿ

pmnq

ˆ

dzm
Bzm
Btk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zn

bzmzm ´ dz̄m
Bz̄m
Btk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z̄n

bz̄mz̄m

˙

(8.2.9b)

である．

注： 通常の場の理論における S行列と弦理論での S行列との関係は，（４
元運動量を含む）量子数に基づく物理１粒子状態の対応および各１粒子
状態の規格化の対応により決まる．

8.3 CFT

Riemann面Σ上のCFTは，基本変数Xに対する共形不変な作用積分S

に基づいて，各複素座標系 zごとに，Xから構成された局所作用素F pXq

に以下の要請を満たす期待値 xF pXqyzを対応させるルールである：

1. 任意の F pXqに対して
B

δF pXq

δXpσq
´

δS

δXpσq
F pXq

F

z

“ 0. (8.3.1)

716 目次へ



目次へ

2. 共形変換の生成作用素T pzq, T̃ pz̄qが与えられ，次のOPEを満たす：

T pzqT p0q „
c

2z4
`

2

z2
T p0q `

1

z
BT p0q, (8.3.2a)

T̃ pz̄qT̃ p0q „
c̃

2z̄4
`

2

z̄2
T̃ p0q `

1

z̄
B̄T̃ p0q. (8.3.2b)

3. ２つの複素座標系 zと z1が無限小共形変換

δz :“ z1 ´ z “ vpzq (8.3.3)

で結ばれるとき，

δ xF yz :“ xF yz1 ´ xF yz “ xδF yz . (8.3.4)

ここで，一般に，A pz, z̄qに対して，

δA pz0, z̄0q “ ´ReszÑz0vpzqT pzqA pz0, z̄0q´Resz̄Ñz̄0vpzqT̃ pz̄qA pz0, z̄0q.

(8.3.5)

以下，作用素AがXの位置 σ1, . . . , σnでの値およびその微係数にのみ
依存するとき，supppAqを集合 tσ1, ¨ ¨ ¨ , σnuにより定義する．また，

A “ 0 ô xAF y “ 0 @F s.t. supppAq X supppF q “ H (8.3.6)

と定義する．

8.3.1 Ward Identity

カレントの定義: 変換 X 1pσq “ Xpσq ` δϵXpσqに対して

rdX 1s expp´SrX 1sq “ rdXs expp´SrXsq (8.3.7)

が成り立つとする．このとき，局所場 japσqが存在して，任意の関数 ρpσq

を用いて
X 1pσq “ Xpσq ` ρpσqδϵXpσq (8.3.8)

で定義される変換に対して

rdX 1s expp´SrX 1sq “ rdXs expp´SrXsq

„

1 `
iϵ

2π

ż

d2σg1{2japσqBaρ ` O
`

ϵ2
˘

ȷ

(8.3.9)

が成り立つ．
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Ward恒等式および保存則: ρpσqが σ “ σ0近傍でのみゼロでないとし
て，このカレントの定義式に F pX 1pσ1qq “ F pXpσ1qq(σ1 ‰ σ0)を掛け経
路積分を実行すると

B

F pσ1q

ż

d2σg1{2Daj
apσqρpσq

F

“ 0 (8.3.10)

を得る．よって，CFTの意味での保存則

Daj
a “ 0 (8.3.11)

が得られる．また，Apσqの変換を δϵAとすると，Ward恒等式

δϵApσ0q `
ϵ

2πi

ż

R

d2σg1{2Daj
apσqApσ0q “ 0 (8.3.12)

が成り立つ．ここで，Rは σ0を含む任意の領域である．局所複素座標系
において

jadσ
a “ jdz ` j̃dz̄ (8.3.13)

とおくと，この恒等式は次のように書き換えられる：

1
iϵ
δϵApz0, z̄0q “

1

2πi

ż

BR

pjdz ´ j̃dz̄qApz0, z̄0q

“ ReszÑz0jpzqApz0, z̄0q ` Resz̄Ñz̄0 j̃pz̄qApz0, z̄0q.(8.3.14)

ただし，２番目の等式は j “ jpzq，j̃ “ j̃pz̄qとなる場合にのみ成立．

8.3.2 共形変換

8.3.2.1 共形ウエイト

複素座標の変換
z1 “ ζz (8.3.15)

に対して局所作用素Apz, z̄qが

A1pz1, z̄1q “ ζ´hζ̄´h̃Apz, z̄q (8.3.16)

と変換するとき，ph, h̃qをAの共形ウエイトという．共形ウエイト ph, h̃q

をもつ作用素と pT pzq, T̃ pz̄qqの間のOPEは次の構造をもつ：

T pzqAp0, 0q “ ¨ ¨ ¨ `
h

z2
Ap0, 0q `

1

z
BAp0, 0q ` ¨ ¨ ¨ , (8.3.17a)

T̃ pz̄qAp0, 0q “ ¨ ¨ ¨ `
h̃

z̄2
Ap0, 0q `

1

z̄
B̄Ap0, 0q ` ¨ ¨ ¨ . (8.3.17b)
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8.3.2.2 共形変換

一般に，無限小共形変換

z1 “ z ` ϵvpzq (8.3.18)

に対する保存カレントは

j “ ivpzqT pzq, j̃ “ ivpzqT̃ pz̄q (8.3.19)

で与えられる．具体的には，Apz, z̄qと T pzq, T̃ pz̄qとのOPEが

T pzqApz0, z̄0q „

8
ÿ

n“0

1

pz ´ z0qn`1
Apnqpz0, z̄0q, (8.3.20a)

T̃ pz̄qApz0, z̄0q „

8
ÿ

n“0

1

pz̄ ´ z̄0qn`1
Ãpnqpz0, z̄0q (8.3.20b)

で与えられるとき，Aの共形変換は

δApz, z̄q “ ´ϵ
8
ÿ

n“0

1

n!

”

BnvpzqApnqpz, z̄q ` B̄nvpzqÃpnqpz, z̄q

ı

(8.3.21)

と表される．

8.3.2.3 Virasoro代数

C上のCFTにおいて，T pzqはOPE

T pzqT p0q „
c

2z4
`

2

z2
T p0q `

1

z
BT p0q (8.3.22)

に従い，無限小共形変換 δz “ ϵvpzqに対して，

ϵ´1δT pzq “ ´
c

12
B3vpzq ´ 2BvpzqT pzq ´ vpzqBT pzq (8.3.23)

と変換する．ここで，cはCFTの中心電荷である．T̃ pz̄qも同様である．
T pzq, T̃ pz̄qを z “ 0で Laurent展開すると，

T pzq “

8
ÿ

m“´8

Lm
zm`2

, T̃ pz̄q “

8
ÿ

m“´8

L̃m
z̄m`2

. (8.3.24)

CFTの中心電荷を pc, c̃qとすると，Ln, L̃nに対応する作用素は次の交換
関係を満たす：

rLm, Lns “ pm ´ nqLm`n `
c

12
pm3 ´ mqδm,´n, (8.3.25a)

rL̃m, L̃ns “ pm ´ nqL̃m`n `
c̃

12
pm3 ´ mqδm,´n. (8.3.25b)
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零点エネルギーについて エネルギースペクトルが

ω “ n ´ ν, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ (8.3.26)

で与えられる自由粒子に対し，正則化された１成分当たりの零点エネル
ギーは

E “ ˘
1

2

ÿ

ω “ ˘
1

2

"

1

24
´

p2ν ´ 1q2

8

*

(8.3.27)

ただし，符号は bosonに対して`，fermionに対して´．これより，L0の
零点は、central chargeを cとして，

L0 “: L0 : `a0; a0 “ E0 `
c

24
. (8.3.28)

8.3.3 状態-作用素対応

円筒Σ « R ˆS1上のXを基本変数とし，作用積分が SrXsで与えられ
るCFTを考える．適当な複素座標系 zのもとで，Σは複素平面から原点
z “ 0を除いた領域 C˚ “ C ´ t0uと同一視される．今，C上で定義され
た同じ作用積分 SrXsをもつCFTを考え，z “ 0での局所作用素Ap0, 0q

に対して

ΨArX0;Rs “

ż

XpRq“X0

rdXse´SrXsAp0, 0q (8.3.29)

がwell-definedであるとする．このとき，

ΨArX0;Rs “

ż

dX1xX0|pR{rq´Ĥ |X1yΨArX1; rs (8.3.30)

より，ΨArX;Rsは，r “ |z|を (Euclide的）時間と見なした時の Σ上の
CFTに対するSchrödinger表示での状態ベクトルを与える．逆に，Schrödinger

表示での状態ベクトルΨrX;Rsが与えられたとき，

ΨrX0;Rs “

ż

dX1xX0|pR{rq´ĤpR{rqĤ |X1yΨrX1;Rs

“

ż

dX1

ż

XpRq“X0,Xprq“X1

rdXse´SrXsxX1|pR{rqĤ |ΨpRqy

(8.3.31)

において，適当な局所作用素Ap0, 0qが存在して，．．？．．，Ψ “ ΨAとなる．
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次に，

Σ “ Σ0 Y
ÿ

i

Σi; (8.3.32)

Σi « R` ˆ S1, (8.3.33)

BΣ0 “ YiBΣi (8.3.34)

と表される散乱振幅を ApΣqとする．ここで，Σiの部分が漸近的な自由
粒子状態に対応するとすると，

A pΣq “
ź

i

ż

BΣi

rdXisΨirXis

ż

Σ0,X|BΣi“Xi

rdXse´SrXs, (8.3.35)

ΨirXis “

ż

Σ1
i

e´SrXsAi. (8.3.36)

ここで，Σ1
iはΣiY8と共形的な複素平面の円盤．よって，Σ1をΣ0Y

ř

i Σ
1
i

と同相なΣの共形的コンパクトRiemann面とすると，

A pΣq “

ż

Σ1

rdXse´SrXs
ź

i

Ai. (8.3.37)

8.3.4 CFTの例

8.3.4.1 X CFT (commuting)

作用積分:

SX “ ˘
1

2πα1

ż

d2zBX B̄X (8.3.38)

場の方程式：
BB̄X “ 0. (8.3.39)

Normal ordering:

Xpz1, z̄1qXpz2, z̄2q “ : Xpz1, z̄1qXpz2, z̄2q : ¯
α1

2
ln |z12|

2 (8.3.40)

T pzqと T̃ pz̄q:

T pzq “ ¯
1

α1
: pBXpzqq2 :, T̃ pz̄q “ ¯

1

α1
: pB̄Xpxqq2 : . (8.3.41)

721 目次へ



目次へ

共形ウエイトと中心電荷：

phX , h̃Xq “ p0, 0q, (8.3.42a)

cX “ 1, c̃X “ 1. (8.3.42b)

作用素のFock表現: C˚上で

Xpz, z̄q “ x ´ i
α1

2
p ln |z|2 ` i

ˆ

α1

2

˙1{2
ÿ

m“0

1

m

ˆ

αm
zm

`
α̃m
z̄m

˙

. (8.3.43)

と展開すると，作用素形式で

rαm, αns “ rα̃m, α̃ns “ ˘mδm,´n, (8.3.44a)

rx, ps “ ˘i. (8.3.44b)

対応する Fock状態は

p|0, ky “ k|0, ky, αn|0, ky “ 0 pn ą 0q, (8.3.45a)

|N ; ky “

«

8
ź

n“1

αNn´n

pnNnNn!q1{2

ff

|0; ky. (8.3.45b)

Virasoro作用素:

Lm “ ˘
1

2

ÿ

nPZ

: αm´nαn : `aXδm,0, (8.3.46)

aX “ 0. (8.3.47)

頂点作用素：

1 ÞÑ |0; 0y, (8.3.48a)

: eikXp0,0q : ÞÑ |0; ky, (8.3.48b)

: Xp0, 0qA : ÞÑ x|Ay, (8.3.48c)

: i

ˆ

2

α1

˙1{2
1

pm ´ 1q!
BmXp0qA : ÞÑ α´m|Ay, (8.3.48d)

: i

ˆ

2

α1

˙1{2
1

pm ´ 1q!
B̄mXp0qA : ÞÑ α̃´m|Ay, (8.3.48e)

(8.3.48f)
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8.3.4.2 bc CFT (anticommuting)

作用積分：

S “
1

2π

ż

d2zbB̄c. (8.3.49)

場の方程式：

B̄c “ 0, B̄b “ 0, (8.3.50)

B̄bpzqcp0q “ 2πδ2pz, z̄q. (8.3.51)

Normal ordering:

bpz1qcpz2q “ ; bpz1qcpz2q : `
1

z12
. (8.3.52)

T pzqと T̃ pz̄q:

T pzq “: pBbqc : ´λBp: bc :q, (8.3.53a)

T̃ pz̄q “ 0. (8.3.53b)

共形ウエイトと中心電荷：

phb, h̃bq “ pλ, 0q, phc, h̃cq “ p1 ´ λ, 0q, (8.3.54a)

c “ ´3p2λ ´ 1q2 ` 1, c̃ “ 0. (8.3.54b)

（注：ボーズ的弦に対する ghost場は λ “ 2に対応．）

ゴースト数: 変換
δb “ ´iϵb, δc “ iϵc (8.3.55)

に対するカレントは
j “ ´ : bc :, (8.3.56)

OPE

T pzqjp0q „
1 ´ 2λ

z3
`

1

z2
jp0q `

1

z
Bjp0q (8.3.57)

より，jの無限小共形変換は

ϵ´1δj “ ´vBj ´ jBv `
2λ ´ 1

2
B2v, (8.3.58)
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有限変換は

pBzz
1qjz1pz1q “ jzpzq `

2λ ´ 1

2

B2
zz

1

Bzz1
(8.3.59)

で与えられる．

Fock表現: C˚上で

bpzq “

8
ÿ

m“´8

bm
zm`λ

, cpzq “

8
ÿ

m“´8

cm
zm`1´λ

(8.3.60)

と展開すると，作用素形式で

tbm, cnu “ δm,´n. (8.3.61)

対応する Fock状態は

b0| Óy “ 0, c0| Óy “ | Òy, ñ b0| Òy “ | Óy, c0| Òy “ 0,(8.3.62a)

bn| Óy “ bn| Òy “ cn| Óy “ cn| Òy “ 0, pn ą 0q (8.3.62b)

|Nb, Nc; Óy “

8
ź

n“1

bNbn´n

8
ź

m“1

cNcm´m | Óy, pNbn, Ncm “ 0, 1q (8.3.62c)

|Nb, Nc; Òy “

8
ź

n“1

bNbn´n

8
ź

m“1

cNcm´m | Òy, pNbn, Ncm “ 0, 1q.(8.3.62d)

Virasoro作用素:

Lm “
ÿ

nPZ

pmλ ´ nq : bncm´n : `agδm,0, (8.3.63)

ag “
1

2
λp1 ´ λq. (8.3.64)

頂点作用素:

1 ÞÑ b´1| Óy, (8.3.65a)
1

m!
Bmbp0qA ÞÑ b´m´2|Ay pm ě 0q, (8.3.65b)

1

m!
Bmcp0qA ÞÑ c´m`1|Ay pm ě 0q. (8.3.65c)
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8.3.4.3 ψ CFT (anticommuting)

作用積分：

S “ ˘
1

4π

ż

d2zψB̄ψ. (8.3.66)

場の方程式：

B̄ψ “ 0, (8.3.67)

B̄ψpzqψp0q “ ˘2πδ2pz, z̄q. (8.3.68)

Normal ordering:

ψpz1qψpz2q “ : ψpz1qψpz2q : ˘
1

z12
. (8.3.69)

T pzqと T̃ pz̄q:

T pzq “ ¯
1

2
: ψBψ : (8.3.70a)

T̃ pz̄q “ 0. (8.3.70b)

共形ウエイトと中心電荷：

phψ, h̃ψq “ p1{2, 0q, (8.3.71a)

c “ 1{2, c̃ “ 0. (8.3.71b)

境界条件： C˚上で

ψpe2πizq “ eπp1´2νqiψpzq. (8.3.72)

ここで，

Ramond field : ν “ 0,

Neveu-Schwarz field : ν “ 1{2.

自由場に対する生成消滅演算子: C˚上で

ψpzq “
ÿ

rPZ`ν

ψr
zr`1{2

(8.3.73)

とおくと，作用素表示で

tψr, ψsu “ ˘δr,´s. (8.3.74)
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Virasoro演算子:

Lm “ ˘
1

4

ÿ

rPZ`ν

p2r ´ mq : ψm´rψr : `aψδm,0, (8.3.75)

aR “
1

16
, aNS “ 0. (8.3.76)

8.3.4.4 βγ CFT (commuting)

作用積分：

S “
1

2π

ż

d2zβB̄γ. (8.3.77)

場の方程式：

B̄γ “ 0, B̄β “ 0, (8.3.78)

B̄βpzqγp0q “ 2πδ2pz, z̄q. (8.3.79)

Normal ordering:

βpz1qγpz2q “ : βpz1qγpz2q : ´
1

z12
, (8.3.80a)

γpz1qβpz2q “ : γpz1qβpz2q : `
1

z12
. (8.3.80b)

T pzqと T̃ pz̄q:

T pzq “: pBβqγ : ´λBp: βγ :q, (8.3.81a)

T̃ pz̄q “ 0. (8.3.81b)

共形ウエイトと中心電荷：

phβ, h̃βq “ pλ, 0q, phγ, h̃γq “ p1 ´ λ, 0q, (8.3.82a)

c “ 3p2λ ´ 1q2 ´ 1, c̃ “ 0. (8.3.82b)

（注：superstringの superghostは λ “ 3{2に対応．）
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8.4 SCFT

8.4.1 Superconformal代数

中心電荷 cの SCFTに対して

TBpzqTBp0q „
c

2z4
`

2

z2
TBp0q `

1

z
BTBp0q, (8.4.1a)

TBpzqTFp0q „
3

2z2
TFp0q `

1

z
BTFp0q, (8.4.1b)

TFpzqTFp0q „
2c

3z3
`

2

z
TBp0q. (8.4.1c)

8.4.2 SCFTの例

8.4.2.1 Xψ SCFT （pN, Ñq “ p1, 1q型）

作用積分:

S “
1

4π

ż

d2z

ˆ

2

α1
BXµB̄Xµ ` ψµB̄ψµ ` ψ̃µBψ̃µ

˙

. (8.4.2)

ここで，共形ウエイトは

hX “ h̃X “ 0, (8.4.3a)

hψ “ 1
2
, h̃ψ “ 0, (8.4.3b)

hψ̃ “ 0, h̃ψ̃ “ 1
2
. (8.4.3c)

OPE:

Xµpz, z̄qXνp0, 0q „ ´
α1

2
ηµν ln |z|2, (8.4.4a)

ψµpzqψνp0q „
ηµν

z
, (8.4.4b)

ψ̃µpz̄qψ̃νp0q „
ηµν

z̄
. (8.4.4c)

Superconformal current:

TBpzq “ ´
1

α1
: BXµpzqBXµpzq :, (8.4.5a)

TF pzq “ ip2{α1q1{2 : ψµpzqBXµpzq, (8.4.5b)

T̃Bpz̄q “ ´
1

α1
: B̄Xµpz̄qB̄Xµpz̄q :, (8.4.5c)

T̃F pz̄q “ ip2{α1q1{2 : ψ̃µpz̄qB̄Xµpz̄q. (8.4.5d)
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中心電荷は

c “ c̃ “
3

2
D. (8.4.6)

Superconformal transformation Current

jηpzq “ ηpzqTF pzq, j̃ηpz̄q “ η̄pz̄qtTF pz̄q (8.4.7)

の生成する無限小超共形変換は

ϵ´1p2{α1q1{2δXµpz, z̄q “ ´ηpzqψµpzq ´ ηpzq˚ψ̃µpz̄q. (8.4.8a)

ϵ´1p2{α1q1{2δψµpzq “ ηpzqBXµpzq, (8.4.8b)

ϵ´1p2{α1q1{2δψ̃µpz̄q “ ηpzq˚B̄Xµpz̄q (8.4.8c)

Fock表現: C˚での展開

BXµpzq “ ´i

ˆ

α1

2

˙1{2
ÿ

mPZ

αµm
zm`1

, (8.4.9a)

B̄Xµpz̄q “ ´i

ˆ

α1

2

˙1{2
ÿ

mPZ

α̃µm
z̄m`1

, (8.4.9b)

ψµ “
ÿ

rPZ`ν

ψµr
zr`1{2

, ψ̃µ “
ÿ

rPZ`ν̃

ψ̃µr
z̄r`1{2

(8.4.9c)

に対して，

rαµm, α
ν
ns “ rα̃µm, α̃

ν
ns “ mηµνδm,´n, (8.4.10a)

tψµr , ψ
ν
s u “ tψ̃µr , ψ̃

ν
s u “ ηµνδr,´s. (8.4.10b)

左NS場に対する真空は

ψµr |0yNS “ 0, r ą 0. (8.4.11)

右NS場についても同様．一方，R場についてはゼロモードがED´1,1上
のClifford代数

tψµ0 , ψ
ν
0u “ tψ̃µ0 , ψ̃

ν
0u “ ηµν (8.4.12)

を与えるので，左R場および右R場に対する真空はそれぞれ，SOpD´1, 1q

のスピノール表現に従う縮退をもつ．例えば，D “ 10のときこの表現は
３２次元で，左R場に対して

ψµr |s0, ¨ ¨ ¨ , s4yR “ 0, r ą 0 (8.4.13a)

ψµ0 |syR “ 2´1{2|s1yRΓµs1s. (8.4.13b)
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右R場も同様．

Super-Virasoro演算子： 左モードに対して

Lm “
1

2

ÿ

nPZ

: αµm´nαµn : `
1

4

ÿ

rPZ`ν

p2r ´ mq : ψµm´rψµr : `amδm,0,(8.4.14a)

Gr “
ÿ

nPZ

αµnψµ r´n pr P Z ` νq. (8.4.14b)

ここで，amは

R (ν “ 0):am “
D

16
, NS (ν “ 1{2):am “ 0. (8.4.15)

右モードに対しても同様．特に，

L0 “
1

2
α0 ¨ α0 `

8
ÿ

n“1

α´n ¨ αn `
ÿ

rPN´ν

rψ´r ¨ ψr ` am. (8.4.16)

ただし，

αµ0 “ pα1{2q1{2pµ p閉弦 q, p2α1q1{2pµ p開弦 q. (8.4.17)

WSフェルミオン数: D “ 10のとき

Sa “ iδa,0Σ2a,2a`1; Σµν “ ´
i

2

ÿ

rPZ`ν

rψµr , ψ
ν
´rs (8.4.18)

を用いて，

exppπiF q; F :“
4
ÿ

a“0

Sa (8.4.19)

によりWSフェルミオン数を定義すると，

teπiF , ψµpzqu “ 0. (8.4.20)

8.4.2.2 bcβγ SCFT （pN, Ñq “ p1, 0q型）

作用積分:

S “
1

2π

ż

d2z
`

bB̄c ` βB̄γ
˘

(8.4.21)

ここで，共形ウエイトは

hb “ λ, hc “ 1 ´ λ, (8.4.22a)

hβ “ λ ´ 1
2
, hγ “ 3

2
´ λ. (8.4.22b)
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OPE:

bpzqcp0q „
1

z
, (8.4.23a)

βpzqγp0q „ ´
1

z
. (8.4.23b)

Superconformal current:

TBpzq “: pBbqc : ´λBp: bc :q` : pBβqγ : ´
2λ ´ 1

2
Bp: βγ :q,(8.4.24a)

TF pzq “ ´
1

2
: Bβc : `

2λ ´ 1

2
Bp: βc :q ´ 2 : bγ : . (8.4.24b)

中心電荷は

c “
“

´3p2λ ´ 1q2 ` 1
‰

`
“

3p2λ ´ 2q2 ´ 1
‰

“ 9 ´ 12λ. (8.4.25)

Fock表現: λ “ 2の場合，C˚で左モードを

bpzq “

8
ÿ

m“´8

bm
zm`2

, cpzq “

8
ÿ

m“´8

cm
zm´1

, (8.4.26a)

βpzq “
ÿ

rPZ`ν

βr
zr`3{2

, γpzq “
ÿ

rPZ`ν

γr
zr´1{2

(8.4.26b)

と展開すると，交換関係は

tbm, cnu “ δn,´m, rγr, βss “ δr,´s. (8.4.27)

これより，NS場に対する真空は

bm|0yNS “ 0 pm ě 0q, cm|0yNS “ 0 pm ě 1q, (8.4.28a)

βr|0yNS “ 0 pr ě 1{2q, γr|0yNS “ 0 pr ě 1{2q, (8.4.28b)

R場に対する真空は

bm|0yR “ 0 pm ě 0q, cm|0yR “ 0 pm ě 1q, (8.4.29a)

βr|0yR “ 0 pr ě 0q, γr|0yR “ 0 pr ě 0q. (8.4.29b)
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Super-Virasoro演算子： 左モードに対して

Lg
m “

ÿ

nPZ

pm ` nq : bm´ncn : `
ÿ

rPZ`ν

1
2
pm ` 2rq : βm´rγr : `agδm,0,

(8.4.30a)

Gg
r “ ´

ÿ

nPZ

„

1

2
p2r ` nqβr´ncn ` 2bnγr´n

ȷ

. (8.4.30b)

ここで，

ag “ ´
5

8
pRq, ´

1

2
pNSq. (8.4.31)

右モードも同様．

8.5 自由弦の量子化

古典論：

運動方程式（＋境界条件）： BB̄X “ 0.

拘束条件： Ln “ 0 (n P Z)

Poisson bracket: tx, pu “ 1, tαn, αmu “ ´inδn,´m, ¨ ¨ ¨

8.5.1 Old Covariant Quantization

定式化:

量子拘束条件：Lm
n を ghost以外の場に対するVirasoro作用素として

Hphys :“ tψ | pLm
n ` Aδn,0qψ “ 0, n ě 0u . (8.5.1)

Null部分空間：

Hnull :“ tψ P Hphys | xψ|χy @ χ P Hphysu . (8.5.2)

物理的Hilbert空間：

HOCQ :“ Hphys{Hnull. (8.5.3)
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整合性： ED´1,1をターゲット時空とするボゾン弦理論について，

Hphysが負ノルム状態を含まない ñ A ě ´1.

スペクトルが光円錐量子化と一致 ñ A “ ´1, D “ 26.

8.5.2 BRST量子化

定式化： GhostおよびGauge固定項を含む作用積分のBRST不変性か
ら決まるBRST電荷をQB，ghost b場のゼロモードを b0，Ln “ Lm

n `Lg
n

として，

Reduced Hilbert空間：

Ĥ :“ tψ | b0ψ “ 0, L0ψ “ 0u . (8.5.4)

拘束条件：
HBRST :“

!

ψ P Ĥ
ˇ

ˇ

ˇ
QBψ “ 0

)

. (8.5.5)

Null状態：
Hnull :“

!

ψ “ QBχ
ˇ

ˇ

ˇ
χ P Ĥ

)

. (8.5.6)

物理状態：
Hphys :“ HBRST{Hnull. (8.5.7)

整合性：
Q2

B “ 0. (8.5.8)

• Bosonic string (中心電荷=pc, 0q):

QB “

8
ÿ

n“´8

cnL
pmq
´n `

8
ÿ

m,n“´8

m ´ n

2
: cmcnb´m´n : `aBc0,(8.5.9)

Q2
B “

8
ÿ

n“1

„

pc ´ 26q
n3 ´ n

12
´ 2paB ` 1qn

ȷ

c´ncn. (8.5.10)
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8.6 自由粒子のスペクトルと場

8.6.1 Bosonic string

8.6.1.1 E25,1

ターゲットスペースがM “ E25,1 (D “ 26)として，pLm0 ` Aq|Ψy “ 0

においてA “ ´1と取る．このとき，質量公式は

m2 “ m2
0

˜

ÿ

nPN

nNn ´ 1

¸

; (8.6.1)

m2
0 “ 1{α1popenq, 4{α1pclosedq. (8.6.2)

Type m2 states polarization fields

Open ´ 1
α1 |0; ky Tachyon

0 |a; ky “ aµα
µ
´1|0; ky aµ – aµ ` ckµ Aµ

a ¨ k “ 0

Closed ´ 4
α1 0; ky Tachyon

0 |e; ky “ eµνα
µ
´1α̃

ν
´1|0; ky kµeµν “ kνeµν “ 0 Gµν

eµν – eµν ` aµkν ` kµbν Bµν

a ¨ k “ b ¨ k “ 0 Φ

8.6.2 Superstring

8.6.2.1 E9,1

M “ ED´1,1における pXµ, ψµq系に対し，開弦および閉弦の左ないし
右モードに対する質量公式とWSフェルミ粒子数 F は

NSセクター : m2 “ m2
0

¨

˝

ÿ

nPN

nNX
n `

ÿ

rPN´1{2

rNψ
r ´

1

2

˛

‚,

eiπF “ ´ exp

˜

iπ
ÿ

r

Nψ
r

¸

, (8.6.3)

Rセクター : m2 “ m2
0

˜

ÿ

nPN

nNX
n `

ÿ

rPN

rNψ
r `

D ´ 10

16

¸

,

eiπF “ Γ exp

˜

ÿ

rPN

Nψ
r

¸

pD “ 10q. (8.6.4)
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ここで，
m2

0 “ 1{α1popenq, 4{α1pclosedq. (8.6.5)

開弦 D “ 10の時の開弦（および閉弦の左モードないし右モードのみ）
のm2 ď 0状態は次のようになる：

sector m2 eiπF SOp8qスピン 場
NS` 0 `1 8v Aµ
NS´ ´1{p2α1q ´1 1 T

R` 0 `1 8 χ

R´ 0 ´1 81 χ1

閉弦 D “ 10の時の閉弦のm2 “ 0状態は次のようになる：

sector SOp8qスピン tensors dimensions

(NS`,NS`) 8v ˆ 8v “ r0s ` r2s ` p2q “ 1 ` 28 ` 35

(R`,R`) 8 ˆ 8 “ r0s ` r2s ` r4s` “ 1 ` 28 ` 35`

(R`,R´) 8 ˆ 81 “ r1s ` r3s “ 8v ` 56t
(R´,R´) 81 ˆ 81 “ r0s ` r2s ` r4s´ “ 1 ` 28 ` 35´

(NS`,R`) 8v ˆ 8 “ 81 ` 56

(NS`,R´) 8v ˆ 81 “ 8 ` 561

II型の整合性 要請:

1) ２つの頂点作用素の積が一価となる．

2) 頂点作用素の間のOPEが閉じる．

3) 1-ループ振幅がモジュラー不変性をもつ．

これらの要請を満たすものは

• IIA型： pNS`, NS`q pR`, NS`q pNS`, R´q pR`, R´q

• IIA’型： pNS`, NS`q pR´, NS`q pNS`, R`q pR´, R`q

• IIB型： pNS`, NS`q pR`, NS`q pNS`, R`q pR`, R`q

• IIB’型： pNS`, NS`q pR´, NS`q pNS`, R´q pR´, R´q
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または，

• 0A: pNS`, NS`q pNS´, NS´q pR`, R´q, pR´, R`q

• 0B: pNS`, NS`q pNS´, NS´q pR`, R`q, pR´, R´q

IIA型 D “ 10のとき、IIA型理論のゼロ質量状態は pNS ` ‘R`q ˆ

pNS ` ‘R´qで与えられる：

sector dimensions fields

Boson (NS`,NS`) r0s ` r2s ` p2q Φ, Bµν , Gµν

(R`,R´) r1s ` r3s C1, C3

Ferimon (NS`,R´) 8 ` 561 χ, ψ̃µ,

(R`,NS`) 81 ` 56 χ̃, ψµ,

対応する SUGRA作用のボゾン部分は

SIIA,B “ SNS ` SR ` SCS; (8.6.6)

2κ210SNS “

ż

d10xp´Gq1{2e´2Φ

ˆ

R ` 4pBΦq2 ´
1

2
|H3|

2

˙

, (8.6.7)

2κ210SR “ ´
1

2

ż

d10xp´Gq1{2
´

|F2|
2 ` |F̃4|

2
¯

, (8.6.8)

2κ210SCS “ ´
1

2

ż

B2 ^ F4 ^ F4. (8.6.9)

ここで，

H3 “ dB2, (8.6.10)

Fp “ dCp, (8.6.11)

F̃4 “ F4 ´ A1 ^ F3. (8.6.12)

また，

|Fp|
2 “

1

p!
Fµ1¨¨¨µpF

µ1¨¨¨µp . (8.6.13)

κ10は閉弦との結合定数 gcにより次のように表される：

κ “ κ10e
Φ “ 2πgc. (8.6.14)
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IIB型 D “ 10のとき、IIB型理論のゼロ質量状態は pNS ` ‘R`q ˆ

pNS ` ‘R`qで与えられる：

sector dimensions fields

Boson (NS`,NS`) r0s ` r2s ` p2q Φ, Bµν , Gµν

(R`,R`) r0s ` r2s ` r4s` C0, C2, C4

Ferimon (NS`,R`) 81 ` 56 χp1q, ψ
p1q
µ ,

(R`,NS`) 81 ` 56 χp2q, ψ
p2q
µ ,

対応する SUGRA作用のボゾン部分は

SIIB ,B “ SNS ` SR ` SCS; (8.6.15)

2κ210SNS “

ż

d10xp´Gq1{2e´2Φ

ˆ

R ` 4pBΦq2 ´
1

2
|H3|

2

˙

,(8.6.16)

2κ210SR “ ´
1

2

ż

d10xp´Gq1{2

ˆ

|F1|
2 ` |F̃3|

2 `
1

2
|F̃5|

2

˙

, (8.6.17)

2κ210SCS “ ´
1

2

ż

C4 ^ H3 ^ F3. (8.6.18)

ここで，

F̃3 “ F3 ´ C0 ^ H3, (8.6.19)

F̃5 “ F5 ´
1

2
C2 ^ H3 `

1

2
B2 ^ F3. (8.6.20)

I型 要請

1) 散乱振幅 (open+open Ñ closed) においてOPEが閉じる ñ I型
ないし II型閉弦と結合する開弦セクターはGSO射影を受ける：

I: NS+, R+

Ĩ: NS-, R-

2) 超対称性の整合性 ñ unoriented closed stringとのみ結合 ñ open

stringも unoriented ñ Chan-Paton因子によるゲージ群は SOpnq

または Sppkq.

3) one-loopの発散および超対称共形アノーマリーがない ñ open

stringと結合しないunoriented closed stringおよびゲージ群がSOp32q

以外の unoriented open+closed理論は不可
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4) ゲージアノーマリーおよび Lorentz不変性に対するアノーマリーが
ない ñ unoriented open+closed stringのゲージ群は SOp32q

以上より，D “ 10のとき、I型理論のゼロ質量状態は、開弦モード
NS ` ‘R`と向きのない閉弦モード rpNS ` ‘R`q ˆ pNS ` ‘R`qsΩ“1で
与えられる：

sector dimensions fields

Open boson NS` 8vˆ Adj(SOpnq or Sppkq) Aµ
fermion R` 8ˆ Adj(SOpnq or Sppkq) λ

Closed boson pNS`,NS`qΩ“1 r0s ` p2q Φ, Gµν

pR`,R`qΩ“1 r2s C2

ferimon pNS`,R`qΩ“1 81 ` 56 χ, ψµ

対応する SUGRA作用のボゾン部分は

SI,B “ Sc ` So; (8.6.21)

2κ210Sc “

ż

d10xp´Gq1{2

„

e´2Φ
`

R ` 4pBΦq2
˘

´
1

2
|F̃3|

2

ȷ

,(8.6.22)

2g210So “ ´

ż

d10xp´Gq1{2e´ΦTrv
`

|F2|2
˘

. (8.6.23)

ここで，

F̃3 “ dC2 ´
κ210
g210

ω3; (8.6.24)

ω3 “ Trv

ˆ

A1 ^ dA1 ´
2i

3
A1 ^ A1 ^ A1

˙

. (8.6.25)

また，g10と開弦結合定数 goとの間には次の関係がある：

gYM “ g10e
Φ{2 “ gop2α

1q´1{2. (8.6.26)
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Hetero型 つぎに，D “ 10の pXµ, λA, ψ̃µq系 (A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 32)におい
て，左モード pBXµ, λAqに対する質量公式は，pλAqの境界条件に応じて，

NS32 : m2 “
4

α1

¨

˝

ÿ

nPN

nNX
n `

ÿ

rPN´1{2

rNλ
r ´ 1

˛

‚, (8.6.27)

R32 : m2 “
4

α1

˜

ÿ

nPN

nNX
n `

ÿ

rPN

rNλ
r ` 1

¸

, (8.6.28)

pNS16,NS16q : m2 “
4

α1

”

ÿ

nPN

nNX
n `

ÿ

r1PN´1{2

r1N
λ1,NS
r1

`
ÿ

r2PN´1{2

r2N
λ2,NS
r2

´ 1
ı

, (8.6.29)

pR16,NS16q : m2 “
4

α1

¨

˝

ÿ

nPN

nNX
n `

ÿ

rPN

rNλ,R
r `

ÿ

rPN´1{2

rNλ,NS
r

˛

‚,(8.6.30)

pR16,R16q : m2 “
4

α1

˜

ÿ

nPN

nNX
n `

ÿ

r1PN

r1N
λ1,R
r1

`
ÿ

r2PN

r2N
λ2,R
r2

` 1

¸

(8.6.31)

よって，low mass状態は
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sector m2 SOp8qspin ˆ pSOp32q or SOp16q ˆ SOp16qq

NS32` ´4{α1 1

0 p8v,1q ` p1,496adq

NS32´ ´2{α1 p1,32vq

2{α1 p8v,32vq ` p1, r1s ` r3sq

R32` 4{α1 p1,215q

R32´ 8{α1 p8v,2
15q ` p1,32v ˆ 215q

pNS16`,NS16`q ´4{α1 1

0 p8v,1,1q ` p1,120ad,1q ` p1,1,120adq

pNS16`,NS16´q ´2{α1 p1,1,16vq

2{α1 p8v,1,16vq ` ¨ ¨ ¨

pNS16´,NS16´q 0 p1,16v,16vq

pR16`,R16`q 4{α1 p1,27,27q

pR16`,R16´q 8{α1 p1,27,32v ˆ 27q

pR16´,R16´q 12{α1 p1,32v ˆ 27,32v ˆ 27q

pR16`,NS16`q 0 p1,27,1q

pR16`,NS16´q 2{α1 p1,27,16vq

pR16´,NS16`q 4{α1 p1,16v ˆ 27,1q

pR16´,NS16´q 6{α1 p1,16v ˆ 27,16vq

Hetero SOp32q pNS32`,NS10 ` ‘R10`qセクターより，Hetero SOp32q

が得られる：

sector SOp8qspin ˆ SOp32q fields

Boson pNS32`,NS10`q pr0s ` r2s ` p2q,1q Φ, Bµν , Gµν

p8v,496adq Aµ
Fermion pNS32`,R10`q p81 ` 56,1q χ, ψµ

p8,496adq λ

Hetero E8ˆE8 ppNS16`,NS16`q‘pNS16`,R16`q‘pR16`,NS16`q,NS10`

‘R10`qセクターより，Hetero E8 ˆ E8が得られる：
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sector SOp8qspin ˆ SOp16q ˆ SOp16q fields

Boson pNS16`,NS16`,NS10`q pr0s ` r2s ` p2q,1q Φ, Bµν , Gµν

p8v,120ad,1q ` p8v,1,120adq Aµ
pR16`,NS16`,NS10`q p8v,2

7,1q

pNS16`,R16`,NS10`q p8v,1,2
7q

Fermion pNS16`,NS16`,R10`q p81 ` 56,1q χ, ψµ
p8,120ad,1q ` p8,1,120adq λ

pR16`,NS16`,NSR`q p8,27,1q

pNS16`,R16`,NSR`q p8,1,27q

ここで，
p120ad ` 27qrSOp16qs “ 248adrE8s (8.6.32)

が成り立つ．
SUGRAの bosonic部分は

SHet,B “
1

2κ210

ż

d10xp´Gq1{2e´2Φ

„

R ` 4pBΦq2 ´
1

2
|H̃3|2 ´

κ210
g210

Trv
`

|F2|
2
˘

ȷ

.

(8.6.33)

ここで，

H̃3 “ dB2 ´
κ210
g210

ω3. (8.6.34)

また，κ11, g11と gcの関係は

gc “
κ

2π
“
α11{2gYM

4π
; κ “ κ10e

Φ, gYM “ g10e
Φ. (8.6.35)
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8.7 背景場中の弦理論

8.7.1 基礎方程式

作用積分のボーズ部分は, Lorentzianで

S “
1

4πα1

ż

Σ

d2σp´gq1{2
“`

gabGMNpXq ´ ϵabBMNpXq
˘

BaX
MBbX

N
‰

`
1

4π

ż

Σ

d2σp´gq1{2RΦpXq `

ż

BΣ

dσaBaX
MAMpXq. (8.7.1)

ただし，ϵ01 “ ´1{
?

´g. 運動方程式は

2GMN

`

DaDaX
M ` ΓMLKpXqDaXLDaX

K
˘

´ϵabHLMNDaX
MDbX

L´α1RBNΦ “ 0.

(8.7.2)

BΣでの境界条件（D-brane上）は，

• D-braneに垂直な座標成分： B{{X
M “ 0.

• D-braneに平行な座標成分：gNMBKX
N`pBNM`2α1FNMqB{{X

N “ 0.

ここで，naを BΣの外向きの単位法ベクトル，taを pna, taqが正の向きと
なる BΣの接ベクトルとして，

BK “ naBa, B{{ “ taBa. (8.7.3)

Euclidean Actionは，iS “ ´SE，it Ñ τ として，

SE “
1

4πα1

ż

d2σpgq1{2
“`

gabGMNpXq ` iϵabBMNpXq
˘

BaX
MBbX

N
‰

`
1

4π

ż

Σ

d2σpgq1{2RΦpXq ´ i

ż

BΣ

dσaBaX
MAMpXq. (8.7.4)

8.7.2 Weylアノーマリー

背景場 pGMN , BMN ,Φqでの弦理論に対するアノーマリーは

T aa “ ´
1

2α1
βGMNg

abBaX
MBbX

N ´
i

2α1
βBMNϵ

abBaX
MBbX

N ´
1

2
βΦR. (8.7.5)
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ここで，

βGMN “ α1

ˆ

RMN ` 2∇M∇NΦ ´
1

4
HMPQHN

PQ

˙

` O
`

α12
˘

, (8.7.6a)

βBMN “ α1

ˆ

´
1

2
∇PHPMN ` ∇PΦHPMN

˙

` O
`

α12
˘

, (8.7.6b)

βΦ “
D ´ 26

6
` α1

ˆ

´
1

2
∇2Φ ` p∇Φq2 ´

1

4
Hr3s ¨ Hr3s

˙

` O
`

α12
˘

.(8.7.6c)

8.7.3 作用積分

Weylアノーマリーがない条件 βGMN “ βBMN “ βΦ “ 0を再現する弦フ
レームでの作用積分は，α1の最低次で

S “
1

2κ20

ż

dDx p´Gq1{2e´2Φ

„

´
2pD ´ 26q

3α1

`R ´
1

2
H2

r3s ` 4p∇Φq2 ` O
`

α12
˘

ȷ

. (8.7.7)

変換

κ “ κ0e
Φ0 , (8.7.8)

Φ̃ “ Φ ´ Φ0, pxΦ̃y “ 0q (8.7.9)

G̃MN “ exp

ˆ

´
4

D ´ 2
Φ̃

˙

GMN (8.7.10)

により Einsteinフレームに移ると

S “
1

2κ2

ż

dDx p´G̃q1{2

„

´
2pD ´ 26q

3α1
e4Φ̃{pD´2q

`R̃ ´
1

2
e´8Φ̃{pD´2qH̃2

r3s ´
4

D ´ 2
p∇̃Φ̃q2 ` O

`

α12
˘

ȷ

.(8.7.11)
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8.8 S行列

8.8.1 ボーズ弦理論

8.8.1.1 Treeレベル

一般式: WSのEuler数を，モジュライ自由度を µ，独立なCKVの数を
κとすると，Riemann-Rochの定理より，

µ ´ κ “ 3χ (8.8.1)

が成り立つ．TreeレベルでWSの位相はS2, D2,RP 2に限られるが，この
公式よりいずれもモジュライ自由度を持たない：

• S2: µ “ 0, CKG“ PSLp2,Cq.

• D2: µ “ 0, CKG“ PSLp2,Rq.

• RP 2: µ “ 0, CKG“ SOp3q.

S行列への寄与は，WS Σのみに依存する定数CΣの自由度を除いて決ま
り，次式で与えられる：

SΣpc1, ¨ ¨ ¨ , cp; o1, ¨ ¨ ¨ , oqq “ CΣ ¨ ip2πqDδDp
ř

kq

ˆgpcg
q
oAΣpc1, ¨ ¨ ¨ , cp; o1, ¨ ¨ ¨ , oqq (8.8.2)

ただし，結合定数 go, gcは粒子の種類により異なる．

開弦散乱振幅 : 開弦理論において，Σ “ D2の場合の開弦タキオン pm2 “

´1{α1q散乱振幅は，Chan-Paton波動関数をλa “ pλaijq P Mpnqで表すと，
３タキオン振幅が

SD2pk1, a1; k2, a2; k3, a3q “ ig3oCD2p2πq26δ26p
ř

kq

ˆTrpλa1λa2λa3 ` λa1λa3λa2q (8.8.3)

４タキオン振幅（Veneziano振幅）が

SD2pk1, a1; k2, a2; k3, a3; k4, a4q “ ig4oCD2p2πq26δ26p
ř

kq

ˆ rTrpλa1λa2λa4λa3 ` λa1λa3λa4λa2qBp´α0psq,´α0ptqq

`Trpλa1λa3λa2λa4 ` λa1λa2λa3λa4qBp´α0psq,´α0puqq

`Trpλa1λa2λa3λa4 ` λa1λa4λa3λa2qBp´α0ptq,´α0puqqs

(8.8.4)
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ここで，

α0pxq “ α1x ` 1, (8.8.5)

s “ ´pk1 ` k2q2, t “ ´pk1 ` k3q
2, u “ ´pk1 ` k4q

2, (8.8.6)

s ` t ` u “ ´
4

α1
. (8.8.7)

ユニタリ性

SD2pk1, k2, k3, k4q “ ´i

ż

d26k

p2πq26
SD2pk1, k2, kqSD2pk3, k4,´kq

k2 ´ 1{α1 ´ iϵ

`terms analytic at k2 “ 1{α1. (8.8.8)

より，CD2は次のように決定される：

CD2 “
1

α1g2o
. (8.8.9)

次に，２つのタキオンと１つのゲージ粒子 pm2 “ 0qとの散乱振幅は

SD2pk1, a1, e1; k2, a2; k3, a3q

“ ´ig1
og

2
oα

1CD2e1 ¨ k23p2πq26δ26p
ř

kqTr pλa1rλa2λa3sq(8.8.10)

したがって，４タキオン振幅の表式とユニタリー性より

g1
o “ p2α1q´1{2go . (8.8.11)

また，３ゲージ粒子振幅は

SD2pk1, a1, e1; k2, a2, e2; k3, a3, e3q

“ ´ipg1
oq

3pα1q2CD2p2πq26δ26p
ř

kqTr pλa1rλa2λa3sq

ˆ
`

ϵijkei ¨ kjkej ¨ ek ` α1e1 ¨ k23e2 ¨ k31e3 ¨ k12
˘

(8.8.12)

以上の開弦タキオンおよびゲージ粒子の相互作用は，低エネルギー極
限で次の場の理論で記述される：

S “
1

g12
o

ż

d26xTr

„

´
1

4
FMNF

MN ´
1

2
Dϕ ¨ Dϕ `

1

2α1
ϕ2 `

21{2

3α11{2
ϕ3

ȷ

.

(8.8.13)

よって

gYM “ g1
o “

go
?

2α1
(8.8.14)
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閉弦散乱振幅 ：閉弦理論において，Σ “ S2の場合の３タキオン振幅は

SS2pk1; k2; k3q “ ig3cCS2p2πq26δ26p
ř

kq. (8.8.15)

４タキオン振幅（Virasoro-Shaprio振幅）は

SS2pk1; k2; k3; k4q “ ig4cCS2p2πq26δ26p
ř

kqCp´αcptq,´αcpuqq. (8.8.16)

ここで，

αcpxq “ 1 `
α1x

4
, (8.8.17)

Cpa, bq “

ż

C
d2z|z|2a´2|1 ´ z|2b´2

“
2πΓpaqΓpbqΓpcq

Γpa ` bqΓpb ` cqΓpc ` aq
, a ` b ` c “ 1. (8.8.18)

したがって，ユニタリ性より

CS2 “
8π

α1g2c
. (8.8.19)

また，２タキオン１重力子振幅は

SS2pk1, e1; k2; k3q “ ´
i

16
pα1q2g2cg

1
cCS2e1µνk

µ
23k

ν
23p2πq26δ26p

ř

kq (8.8.20)

よって，Virasoro-Shapiro振幅とユニタリ性より

g1
c “

2

α1
gc . (8.8.21)

この２タキオン１重力子振幅と同じ構造の散乱振幅を与えるタキオン場
T に対する共変的作用積分は

ST “ ´
1

2

ż

d26x p´Gq1{2e´2Φ̃

ˆ

GMNBMTBNT ´
4

α1
T 2

˙

. (8.8.22)

（e´2Φ̃の部分は決まらない．）一方，(8.7.11)の作用 Sと ST の和が低エネ
ルギー有効理論を与えるとすると，(8.8.20)の規格化に対応する重力子の
波動関数は

G̃MN “ ηMN ` 2κeMNe
ik¨x, eLL “ 0, kLeML “ 0. (8.8.23)

これを ST に代入し，(8.8.20)と比較すると，

κ “ πα1g1
c “ 2πgc (8.8.24)

を得る．
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8.9 Brane

8.9.1 分類

D次元時空におけるp-braneは，Cp`1ポテンシャルと電気的に，CD´p´3

ポテンシャルと磁気的に結合する．すなわち，dCD´p´3 “ ˚dCp`1として，

Electric : µp

ż

Dp

Cp`1, (8.9.1a)

Magnetic : µ1
p

ż

Dp

C̃p`1. (8.9.1b)

フォーム場 FD´p´2の磁荷ないし Fp`2の電荷を持ちうる：

Electric charge :

ż

SD´p´2

˚Fp`2 “ 2κ210µp, (8.9.2a)

Magnetic charge :

ż

SD´p´2

FD´p´2 “ 2κ210µ
1
p. (8.9.2b)

IIA

Potential Flux electric magnetic

Φ dΦ — NS7(?)

B2 H3 F1 NS5

C1 F2 D0 D6

C3 F4 D2 D4

(C5) (F6) D4 D2

(C7) (F8) D6 D0

C9 F10 D8 —

C10(?) 0 D9(?) —

IIB

Potential Flux electric magnetic

Φ dΦ — NS7(?)

B2 H3 F1 NS5

C0 F1 D-1 D7

C2 F3 D1 D5

pC4q` pF5q` D3 D3

(C6) (F7) D5 D1

(C8) (F9) D7 D-1

C10 0 D9 —
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8.9.2 電荷の量子化

DpD ´ p ´ 4qブレーンを囲む多様体 Σp`2上を Dpが，Σp`1に沿って
DpD ´ p ´ 4qの周りを一周する．Σp`2が Σp`1により分割されてでいる
2つの領域のうち，北極を含むものをNp`2，南極を含むものを Sp`2，フ
ラックスFp`2のそれぞれの領域でゲージポテンシャルをCN

p`1，C
S
p`1とす

ると，Dpの波動関数のこの軌道に沿った運動による変化は，ポテンシャ
ルの取り方によらないので

exp

˜

iµp

ż

Σp`1

CN
p`1

¸

“ exp

˜

iµp

ż

Σp`1

CS
p`1

¸

(8.9.3)

が成り立たつ．これより，

1 “ exp

˜

iµp

ż

Σp`1

pCN
p`1 ´ CS

p`1q

¸

“ exp

«

iµp

˜

iµp

ż

Np`2

Fp`2 `

ż

Sp`2

Fp`2

¸ff

“ exp

˜

iµp

ż

Σp`2

Fp`2

¸

(8.9.4)

したがって，次のDirac型量子化条件を得る：

2κ210µpµ
1
D´4´p “ 2nπ, n P Z. (8.9.5)

8.9.3 Dブレーンの作用積分

References

• Anomaly cancelation, inflaw and brane action
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defect anomalies and their cancellation”
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inflow and anomalous couplings on D-branes”

– Cheung YK, Yin Z: NPB 517:67 (1998)“ Anomalies, branes,

and currents”
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– Minasian R, Moore GW: JHEP9711:002 (1997)“K-theory and

Ramond-Ramond charge

• Extension to the non-Abelian case (N Dp-branes with N ą 1)

– Myers RC: jhep9912, 022 (1999)

”Dielectric-branes”

8.9.3.1 Abelian case

DBI作用積分 1枚のDpブレーンに対するDBI作用積分は，F をその
上のUp1qゲージ場フラックスとして，[160]

SDBI,Dp “ ´µp

ż

Bp`1

dp`1ξ e´ΦpXq
a

´ detpgabpXq ` 2πα1FabpXqq.

(8.9.6)

ここで，

2πα1F “ 2πα1F ` B, (8.9.7)

µp “
2π

p2πℓsqp`1
ˆ

#

1 for type II
1?
2

for type I
, α1 “ ℓ2s (8.9.8)

Chern-Simons作用積分 C “
ř

q Cq{ℓ
q
sとして，Dpブレーン Bp`1と

RR場との結合は

SCS “ 2π

ż

Bp`1

C ^ Tre
B

ℓ2s
` F

2π

b

ÂpTBq
b

ÂpNBq

(8.9.9)

ここで ÂpTBqと ÂpNBqは，それぞれブレーンの接バンドル，法バンド
ルの Â-特性類．ただし，ゲージ場はエルミートな行列に値を取るものを
取る．
また，Op面に対するDBI作用積分は

SCS “ ´2p´42π

ż

Bp`1

C ^

a

LpRT {4q
a

LpRN{4q
(8.9.10)

ここで，LはHirzebruch特性類，RT , RNはOp面の接バンドルおよび法
バンドルの曲率形式 (ℓsのべきで無次元化されたもの．
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8.9.3.2 Non-abelian case

N枚重なったブレーン上には,SUpNqゲージ場AMとそのadjoint表現で
変換するN次エルミート行列に値をもつ非可換スカラ場Φi(i “ 1, . . . , 9´

p)が現れる．以下

λ “ 2πℓ2s “ 2πα1, Tp “ µp “
2π

gsp2πℓsqp`1
. (8.9.11)

DBI作用積分

SDBI “ ´Tp

ż

dp`1σTr
´

e´ϕ
a

´pdetP ` λF q detQ
¯

. (8.9.12)

ここで

EMN “ gMN ` BMN , (8.9.13a)

Pab “ Eab ` EaipQ
´1 ´ δqijEjb, (8.9.13b)

Qi
j “ δij ` iλrΦi,ΦjsEk,j (8.9.13c)

λが小さいとき

a

detQ “ 1 ´
λ2

4
rΦi,ΦjsrΦi,Φjs ` ¨ ¨ ¨ . (8.9.14)

CS作用積分

SCS “ µp

ż

Tr
´

P
”

eiλIΦIΦCeB{ℓ2s

ı

eλF
¯

. (8.9.15)

ここで，

IΦIΦB “ BijΦ
iΦj “

1

2
BijrΦ

i,Φjs. (8.9.16)

ヒグス場Φがゼロのとき，重力場との結合も含めたうえで，場について
展開すると，

SCS “ µp

«

ż

Bp`1

Cp`1 ` p2πα1q

ż

Bp`1

Cp´1 ^ trF

`
p2πα1q2

2

ż

Bp`1

Cp´3 ^ trF 2 ´
1

24p8π2q

ż

Bp`1

Cp´3 ^ trR2 ` ¨ ¨ ¨

ff

(8.9.17)
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8.9.4 Dブレーン間の力*

8.9.5 DブレーンスタックによるUpnqゲージ場*

8.9.5.1 Up1qゲージアノマリー*

8.9.5.2 一般化されたGreen-Schwarz機構*

8.9.6 Dインスタントン*

8.9.7 交差Dブレーン

References

• Berkooz M，Douglas MR，Leigh RG: NPB 480: 265 (1996)“Branes

intersecting at angles”

• Blumenhagena R, Korsb B, Lusta D, Stieberger S: PLC445:1-193

(2007) ”Four-dimensional string compactifications with

• D-branes orientifolds and fluxes”

• Cvetic M, Halverson J: arXiv:1101.2907,“ TASI Lectures: Parti-

cle Physics from Perturbative and Non-perturbative Effects in D-

braneworlds”

8.9.7.1 ２次元での交差

p` 2次元時空に含まれる２枚のDpブレーンD1, D2が p次元線形空間
L で交わるとし，その直交補空間を px1, x2qとする．この補空間内での
D1ブレーンの配位を x2 “ 0とし，D2は原点でD1と角度 ϕで交わると
する．このとき，D1とD2を結ぶ開弦の配位を複素座標

Zpσ, tq “ X1pσ, tq ` iX2pσ, tq, (8.9.18a)

Ψpσ, tq “ ψ1pσ, tq ` iψ2pσ, tq, Ψ̃pσ, tq “ ψ̃1pσ, tq ` iψ̃2pσ, tq(8.9.18b)

で表すと，開弦の境界条件は

σ “ 0 : Re BσZ “ 0, ImZ “ 0, Ψ̃ “ Ψ, (8.9.19a)

σ “ π : Re e´iϕπBσZ “ 0, Im e´iϕπZ “ 0, Ψ̃ “ e´2ipϕ`νqπ(8.9.19b)

で与えられる．(ν “ 0(R), ν “ 1{2(NS))
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この節では α1 “ 2とおくと，開弦の作用積分は

S “ ´
1

2π

ż

dt

ż π

0

dσ
´

BuZBũZ̄ ` iΨBũΨ̄ ´ i ¯̃ΨBuΨ̃
¯

. (8.9.20)

ただし，
u “ σ ´ t, ũ “ σ ` t (8.9.21)

運動方程式は

BuBũZ “ 0, (8.9.22a)

BũΨ “ 0, BuΨ̃ “ 0. (8.9.22b)

(1) 開弦のZに対する一般解 一般解は形式的に

Z “
ÿ

r

1

r

`

xre
iru ` x̃re

´irũ
˘

(8.9.23)

σ “ 0で

BσZ “ i
ÿ

r

pxr ´ x̃rq e
´irt, (8.9.24a)

BtZ “ ´i
ÿ

r

pxr ` x̃rq e
´irt, (8.9.24b)

より，境界条件 (8.9.19a)は
ÿ

r

px´r ´ x̃´r ´ x˚
r ` x̃˚

r q eirt “ 0, (8.9.25a)

ÿ

r

px´r ` x̃´r ` x˚
r ` x̃˚

r q eirt “ 0, (8.9.25b)

すなわち，
x̃r “ ´x˚

´r. (8.9.26)

次に，σ “ πで

BσZ “ i
ÿ

r

`

xre
irπ ´ x̃re

´irπ
˘

e´irt, (8.9.27a)

BtZ “ ´i
ÿ

r

`

xre
irπ ` x̃re

´irπ
˘

e´irt, (8.9.27b)
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より，境界条件 (8.9.19b)は

xre
iπpr´ϕq ` x̃˚

´re
´iπpr´ϕq ` x̃re

´iπpr`ϕq ` x˚
´re

iπpr`ϕq “ 0,(8.9.28a)

xre
iπpr´ϕq ` x̃˚

´re
´iπpr´ϕq ´ x̃re

´iπpr`ϕq ´ x˚
´re

iπpr`ϕq “ 0.(8.9.28b)

すなわち，

xr : e2iπpr´ϕq “ 1, (8.9.29a)

x̃r : e2iπpr`ϕq “ 1. (8.9.29b)

よって，
αr “ ´ixr (8.9.30)

とおくとき，

Z “
ÿ

r“ϕ`Z

i

r

`

αre
iru ´ α˚

re
irũ
˘

. (8.9.31)

Zの uおよび ũに関する導関数は

BuZ “ ´
ÿ

r

αre
iru, BũZ̄ “

ÿ

r

αre
´irũ (8.9.32)

となるので，

αr “ ´
1

2π

ż π

0

dσ
`

BuZe
´iru ´ BũZ̄e

irũ
˘

. (8.9.33)

(2)正準量子化 作用積分より，

δS

δBtZ
“

1

8π
BtZ̄,

δS

δBtZ̄
“

1

8π
BtZ, (8.9.34)

なので，正準交換関係は

rZpσ1q, BtZ̄pσ2qs “ 8πiδpσ1 ´ σ2q, rZ,Zs “ rZ, Z̄s “ 0. (8.9.35)

これより，

rBuZ1, BũZ
:
2s “ 0, (8.9.36a)

rBuZ1, BuZ
:
2s “ ´4πiδ1pσ1 ´ σ2q, (8.9.36b)

rBũZ1, BũZ
:
2s “ 4πiδ1pσ1 ´ σ2q. (8.9.36c)

よって，
rαr, αss “ 0, rαr, α

:
ss “ 2rδr,s (8.9.37)
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(3) Virasoro代数 Tabは

Tab “ ´
1

4

“

BaZBbZ̄ ` BbZBaZ̄ ´ pBZ ¨ BZ̄qgab
‰

(8.9.38)

なので，

Tuu “ ´
1

2
BuZBuZ̄, Tũũ “ ´

1

2
BũZBũZ̄. (8.9.39)

これより，共形変換
δu “ vpuq, δũ “ ṽpũq (8.9.40)

の生成作用素は

Qrv, ṽs “
1

4π

ż π

0

`

vBuZBuZ̄ ´ ṽBũZBũZ̄
˘

. (8.9.41)

特に，
v “ e´imσ, ṽ “ ´eimσ ñ Lm (8.9.42)

したがって，

BuZBuZ
: “

ÿ

r,s

αrα
:
se
ipr´squ, (8.9.43a)

BũZBũZ
: “

ÿ

r,s

α:
rαse

ipr´sqũ (8.9.43b)

より，

Lm “
1

2

ÿ

r

αrα
:
r´m, pm ‰ 0q (8.9.44a)

L0 “
1

2

˜

ÿ

rą0

α:
rαr `

ÿ

ră0

αrα
:
r

¸

` a0. (8.9.44b)

交換関係を計算すると, |ϕ| ď 1{2として，

rLm, Lns “ pm ´ nqLm`n, n ` m ‰ 0, (8.9.45a)

rLm, L´ms “ 2mpL0 ´ a0q `
m

6
pm2 ´ 1q ´ m|ϕ|p|ϕ| ´ 1q.(8.9.45b)

よって，

a0 “
1

2
|ϕ|p1 ´ |ϕ|q, c “ 2. (8.9.46)
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(4)WSスピノール WSスピノールΨに対しても同様で，一般解は

Ψ “
ÿ

r“ν`ϕ`Z

ψre
iru, Ψ̃ “

ÿ

r“ν`ϕ`Z

ψre
´irũ. (8.9.47)

ただし，Rセクターで ν “ 0，NSセクターで ν “ 1{2. 交換関係は，

tψr, ψ
:
su “ 2δr,s, tψr, ψsu “ 0. (8.9.48)

Energy-momentumテンソルは

Tuu “
i

4

`

ΨBuΨ
: ´ BuΨΨ:

˘

, (8.9.49a)

Tũũ “
i

4

´

Ψ̃BũΨ̃
: ´ BũΨ̃Ψ̃:

¯

. (8.9.49b)

これより，Virasoro生成子は

Lm “
1

4

ÿ

r

p2r ´ mq : ψ:
r´mψr : `amδm,0, (8.9.50)

am “
1

8
p2|ϕ| ` 2ν ´ 1q2. (8.9.51)

全系に対する aの値は

NS : a “

ˆ

12

24
´

8

24
´

8

48

˙

`

ˆ

1

2
|ϕ|p1 ´ |ϕ|q `

ϕ2

2

˙

´
1

2
“

|ϕ| ´ 1

2
,

(8.9.52a)

R : a “

ˆ

12

24
´

8

24
L

8

24

˙

`

ˆ

1

2
|ϕ|p1 ´ |ϕ|q `

p2|ϕ| ´ 1q2

8

˙

´
5

8
“ 0.

(8.9.52b)

ここで，それぞれ，最初の部分は 8次元分の寄与，第 2の部分は交差して
いる 2次元部分の寄与，最後は ghostの寄与である．
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8.10 双対性

8.10.1 HeteroØIIA

Hetero Hetro型理論の T 4コンパクト化により得られる６次元理論. 作
用積分はストリングフレームで

Sh “
1

2κ2

ż

M6

e´2ϕh

„ˆ

Rpghq ` 4ghpdϕh, dϕhq ´
1

2
ghpHh, Hhq

˙

˚h1

´
α1

4
˚hF ^ F

ȷ

(8.10.1)

ここで，

Hh “ dBh ´
α1

4
A ^ dF, (8.10.2a)

F “ dA (8.10.2b)

F およびHhに対する方程式は

dF “ 0, (8.10.3a)

dpe´2ϕh ˚hF q ` e´2ϕh ˚hHh ^ F “ 0, (8.10.3b)

dHh “ ´
α1

4
F ^ F, (8.10.3c)

d
`

e´2ϕh ˚hHh

˘

“ 0. (8.10.3d)

変換 この作用積分は，Hhの定義に相当する条件をLagrange multiplier

2-from Bを用いて作用積分に加えたもの

S 1 “
1

2κ2

ż

M6

„

e´2ϕh

ˆ

Rpghq ` 4ghpdϕh, dϕhq ´
1

2
ghpH,Hq

˙

˚h1

´e´2ϕh
α1

4
˚hF ^ F ´ B ^

ˆ

dH `
α1

4
F ^ F

˙ȷ

(8.10.4)

と同等．実際，この方程式をAおよびHに関して変分すると

e´2ϕh ˚hH “ dB, (8.10.5a)

dpe´2ϕh ˚hF q ` dpB ^ F q “ 0 (8.10.5b)

を得る．
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S2 “
1

2κ2

ż

M6

„

e´2ϕh

ˆ

Rpghq ` 4ghpdϕh, dϕhq ´ e4ϕh
1

2
ghpHII, HIIq

˙

˚h1

´
α1

4
˚hF ^ F ´

α1

4
B ^ F ^ F

ȷ

(8.10.6)

ここで，
HII “ dB. (8.10.7)

さらに，
gII “ e´2ϕhgh, ϕII “ ´ϕh, BII “ B (8.10.8)

とおくと，IIA型理論のコンパクト化による６次元理論が得られる：

SIIA “
1

2κ2

ż

M6

„

e´2ϕII

ˆ

RpgIIq ` 4gIIpdϕII, dϕIIq ´
1

2
gIIpHII, HIIq

˙

˚II1

´
α1

4
˚IIF ^ F ´

α1

4
BII ^ F ^ F

ȷ

(8.10.9)
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9 M理論
Last update: 2023 年 10 月 17 日

9.1 Notation

全時空MD 低次元時空Xm 余剰次元 Y n

座標系の添え字 M,N, ¨ ¨ ¨ µ, ν, ¨ ¨ ¨ m,n, ¨ ¨ ¨

内部添え字 A,B, ¨ ¨ ¨ α, β, ¨ ¨ ¨ a, b, ¨ ¨ ¨

計量 g̃MN gµν ĝmn
ベクトル基底 ẽA eα êa

1形式基底 θ̃A θα θ̂a

共変微分 ∇̃ ∇ ∇̂
曲率テンソル R̃M

NLP Rµ
νλρ R̂m

nlp

スカラ曲率 R̃s Rs “ RspXq R̂s “ RspY q

Γ行列 ΓA γα γ̂a

ΓM “ ΓAẽMA γµ “ γαeµα γ̂m “ γ̂aêma

9.2 Formulation

T3¿作用積分

作用積分 完全な作用積分は

2κ2S “

ż

d11x|θ|

„

eMA e
N
BRAB

MNpωq ´
1

2
|F4|2 `

1

6
˚ pF4 ^ F4 ^ A3q

´iΨ̄MΓMNPDN

“

1
2
pω ` ω̃q

‰

ΨP

`
i

192

“

Ψ̄MΓMNWXY ZΨN ` 12Ψ̄WΓXY ΨZ
‰

pFWXY Z ` F̃WXY Zq

ȷ

.

(9.2.1)
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ここで，

ωABM “ ωABMpeq ` KMAB, (9.2.2a)

KMAB “
i

8

“

Ψ̄NΓMAB
NPΨP ` 4Ψ̄MΓrAΨBs ´ 2Ψ̄BΓMΨA

‰

,

(9.2.2b)

ω̃ABM “ ωABM ´
i

8
Ψ̄NΓMAB

NPΨP , (9.2.2c)

DMpωq “ BM `
1

4
ωABMΓAB, (9.2.2d)

F “ dA, (9.2.2e)

F̃MNPQ “ FMNPQ `
3i

2
Ψ̄rMΓNPΨQs. (9.2.2f)

基本場の次元は

rκs “ L9{2, reMA s “ L0, rAMNP s “ L0, rΨM s “ L´1{2. (9.2.3)

場の方程式:

RMNpω̃q ´
1

2
gMNRpω̃q “

1

12
F̃MPQRF̃N

PQR ´
1

4
gMN |F4|

2,(9.2.4a)

ΓMNP D̃Npω̃qΨP “ 0, (9.2.4b)

d ˚F̃ `
1

2
F̃ ^ F̃ “ 0. (9.2.4c)

ここで，

D̃Mpω̃q “ DMpω̃q ` TM
PQRSF̃PQRS, (9.2.5)

TM
PQRS “

1

288

´

ΓM
PQRS ´ 8δ

rP
M ΓQRSs

¯

. (9.2.6)

対称性:

a) 一般共変性：

δθAM “ pĹξθ
AqM ” θANBMξ

N ` ξNBNθ
A
M , (9.2.7a)

δΨM “ ΨNBMξ
N ` ξNBNΨM , (9.2.7b)

δAMNP “ pĹξA3qMNP ” 3AQrMNξP sξ
Q ` ξQBQAMNP .(9.2.7c)
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b) 局所 SOp10, 1q変換：

δθAM “ ´θBMαB
A, (9.2.8a)

δΨM “ 1
4
αABΓABΨM , (9.2.8b)

δAMNP “ 0. (9.2.8c)

c) N “ 1 SUSY:

δθAM “
i

2
ϵ̄ΓAΨM , (9.2.9a)

δΨM “ D̃Mpω̃qϵ, (9.2.9b)

δAMNP “ ´
3i

2
ϵ̄ΓrMNΨP s. (9.2.9c)

d) A3のゲージ変換：

δθAM “ 0, (9.2.10a)

δΨM “ 0, (9.2.10b)

δA “ dΛ. (9.2.10c)

e) T {P 変換：空間ないし時間座標の奇数個の反転と

AMNP Ñ ´AMNP . (9.2.11)

Bosonic part: ΨM “ 0とおくと，作用積分は

2κ2S “

ż

d11xp´gq1{2

ˆ

R ´
1

2
|F4|2

˙

´
1

6

ż

A3 ^ F4 ^ F4. (9.2.12)

場の方程式は
d ˚F4 ` 1

2
F4 ^ F4 “ 0. (9.2.13)

また，エネルギー運動量テンソルは

κ2TMN “
1

12
FMABCFN

ABC ´
1

4
|F4|

2gMN . (9.2.14)

よって，

RMN “
1

12
FMABCFN

ABC ´
1

6
|F4|2gMN . (9.2.15)
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9.3 Torsion and connection

ωABに関する変分 作用積分のスカラ曲率の項は

Ω11e
M
A e

N
BR

AB
MN “ ˚pθA ^ θBq ^ RAB

“ ´dp ˚pθA ^ θBq ^ ωAB ` pd ˚pθA ^ θBqq ^ ωAB

` ˚pθA ^ θBq ^ ωAC ^ ωCB. (9.3.1)

ここで，

˚pθC ^ θBq ^ ωCA “ ´ΩC
ADθ

D ^ ˚pθC ^ θBq

“ ωCAD ˚pIeDpθC ^ θBqq

“ ωCAC ˚θB ´ ωCAB ˚θC . (9.3.2)

より，

2κ2δωS “

ż

”

d ˚pθA ^ θBq ` 2ωCAC ˚θB ´ 2ωC
AB ˚θC

`
i

4
pΨ̄NΓNMCΓABΨMq ˚θC

ı

^ δωAB. (9.3.3)

関係式

ΓC1C2C3ΓAB “ ΓC1C2C3
AB ` 6δ

rC1

rA ΓC2C3s
Bs ´ 6δ

rC1

A δC2
B ΓC3s (9.3.4)

および

Ψ̄MΓr1sΨN “ ´Ψ̄NΓr1sΨM , (9.3.5a)

Ψ̄MΓr3sΨN “ Ψ̄NΓr3sΨM , (9.3.5b)

Ψ̄MΓr5sΨN “ ´Ψ̄NΓr5sΨM (9.3.5c)

より，

2κ2δωS “

ż

␣

d ˚pθA ^ θBq ` 2 ˚ pθC ^ θBq ^ pωC
A ´ KC

Aq
(

^ δωAB.

(9.3.6)

ここで，

KAB “ KABMdx
M ;

KABM “
i

8

“

Ψ̄NΓMAB
NPΨP ` 4Ψ̄MΓrAΨBs ´ 2Ψ̄BΓMΨA

‰

.(9.3.7)
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また，

˚pθA ^ θBq “
1

9!
ϵABC1¨¨¨C9θ

C1 ^ ¨ ¨ ¨ θC9 (9.3.8)

より，

d ˚pθA ^ θBq “ DθC ^ ˚pθA ^ θB ^ θCq ´ 2 ˚pθC ^ θBq ^ ωC
A. (9.3.9)

よって，DθA “ 0 ô ω “ ωpeqより，

2κ2δωS “

ż

2 ˚pθC ^ θBq ^ pωC
A ´ ωC

Apeq ´ KC
Aq ^ δωAB. (9.3.10)

特に，
δωS “ 0 ô ωAB “ ωABpeq ` KAB. (9.3.11)

以上より，
ωAB “ ωABpeq ` KAB (9.3.12)

を作用積分に代入し，Kについて展開すると

S “ SB ` SF ; (9.3.13)

2κ2SB “

ż

˚1Rspeq ´
1

2
˚F4 ^ F4 ´

1

6
A3 ^ F4 ^ F4, (9.3.14)

2κ2SF “

ż

Ω11

”

´ iΨ̄MΓMNPDNpωpeqqΨP

`
i

96

`

Ψ̄MΓMNP1¨¨¨P4ΨN ` 12Ψ̄P1ΓP2P3ΨP4
˘

FP1¨¨¨P4

`(Ψ4terms)
ı

. (9.3.15)
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9.4 Cremmer-Julia Torus Compactification

Reference

• Cremmer E, Julia B: NPB159(1979)141-212, “The SOp8q Super-

gravity”

notation

• 11次元時空： 内部添え字 A,B, ¨ ¨ ¨ : 時空座標添え字 M,N, ¨ ¨ ¨ : 11

次元の物理量には˜をつける．

• 4次元時空： 内部添え字 α, β, ¨ ¨ ¨ : 時空座標添え字 µ, ν, ¨ ¨ ¨ ;

• 7次元トーラス： 内部添え字 a, b, ¨ ¨ ¨ : 時空座標添え字 m,n, ¨ ¨ ¨

9.4.1 Bosonic part

Gauge conditions

• θ̃AM : θ̃αm “ 0 ô ẽµa “ 0, i.e., ea{{T 7

• BmQ “ 0, @Q, i.e., T 7方向に一様．

誘導 4次元場

• Tensor: 1

θαµ “ ∆1{4θ̃αµ ,
?

∆ “ detpθ̃amq (9.4.1)

• Vector: 7 ` 21 “ 28

Bm
r1s “ ẽma θ̃

a
µdx

µ ñ Gm
r2s “ dBm (9.4.2a)

Amn “ Aαmnθ̃
α ñ Fmn “ dAmn ` GlAmnl (9.4.2b)

• Scalar: 28 ` 35 ` 7 “ 70

gmn “ ηabθ̃
a
mθ̃

b
n, (9.4.3a)

Almn, (9.4.3b)

Amr2s “
1

2
Aαβmθ̃

α ^ θ̃β ñ Fmr3s “ dAm ` Bn ^ Anm.(9.4.3c)

• Constants: 1

Aµνλ ñ Fµνλσ “ Cϵµνλσ (9.4.4)
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Bosonic action

2κ2S4B “ ˚R ´
1

2

?
∆gmn ˚Gm ^ Gn ´

1

4

?
∆ ˚Fmn ^ Fmn

´
1

8
˚dpln ∆q ^ dpln ∆q `

1

4
˚dgmn ^ dgmn

`2∆´1{2C2 ˚1 `
1

2
∆gmn ˚Fm ^ Fn

´
1

12
glpgmqgnr ˚dAlmn ^ dApqr

´
1

24
‹ Almnpr2Fl ^ dAmnp ´ 3Flm ^ pFnp ´ Gr ^ Arnpq

´Gq ^ GrAqlmArmps. (9.4.5)

ここで，

‹Almnp :“
1

6
ϵlmnpqrsAqrs. (9.4.6)

双対変換 3-form場Fmおよび 2-form場Fmnから，次の変換によりスカ
ラ場 ϕmおよび 1-form場Bmnを導入することができる：

´ ˚Fm “ dϕm ´
1

12

?
∆ ‹ AmpqrdApqr, (9.4.7a)

´

?
∆

4
˚

"

Fmn `
1

2
‹ Amnpq ˚Fpq

*

“ dBmn `

?
∆

32
‹ AmnpqApqrG

r

(9.4.7b)

この変換により，Lagrangian密度は次のようになる：

2κ2S4B “ R ˚1 ` 2κ2SV ` 2κ2SS. (9.4.8)

ここで，

2κ2SS “ ´
1

2∆
gmn ˚

ˆ

dϕm ´

?
∆

12
‹ AmpqrdApqr

˙

^

ˆ

dϕn ´

?
∆

12
‹ AnstudAstu

˙

`
1

4
˚dgmn ^ dgmn ´

1

8
˚dpln ∆q ^ d ln ∆q

´
1

12
glpgmqgnr ˚dAlmn ^ dApqr, (9.4.9a)

2κ2SV “ ´

?
∆

2
˚Gm ^ Gm ´

1

24
‹ AlmnpAlmqAnprG

p ^ Gr ` AlmnG
lm ^ Gn

´
1

2
?

∆
Mmn,pq

"

Gmn `
1

8
‹ AlmnrAnrsG

s `
1

2
pϕmGn ´ ϕnGmq

*

^

"

Gpq `
1

8
‹ ApqtuAtuvG

v `
1

2
pϕpGq ´ ϕqGpq

*

(9.4.9b)
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ここで

Gmn “ dBmn, (9.4.10)

Mmn,pq “

„

gmn,pq ´
1

2
‹ Amnpq˚

ȷ´1

, (9.4.11)

gmn,pq “
1

2
pgmpgnq ´ gmqgnpq . (9.4.12)

E7対称表現：スカラ部分 8次元の計量テンソル Sm
1n1

を

（Sm
1n1

q “ ∆´3{4

˜

∆gmn ` ϕmϕn ´ϕn

´ϕm 1

¸

(9.4.13)

により定義する．このとき，

detS “ 1 (9.4.14)

この計量に対応する正規直交基底を vm
1

a1 とする：

Sm
1n1

“ δa
1b1

vm
1

a1 vn
1

b1 . (9.4.15)

この正規直交基底を用いて，V` P GLp56,Rqを

V` “

˜

pV`qa
1b1

m1n1 0

0 pV`qa1b1
m1n1

¸

“

˜

v
ra1

rm1v
b1s

n1s
0

0 v
rm1

ra1 v
n1s

b1s

¸

(9.4.16)

により定義する．ただし，R56 – R8 ^ R8 ‘ R8 ^ R8と見なしている．明
らかに，行列 V`はスカラモジュライ pϕm, gmnqを完全に決定する．
次に，擬スカラモジュライAlmnより，V´ P GLp56,Rqを

V´ “ exp

˜

0 ‹Aa
1b1c1d1

Aa1b1c1d1 0

¸

, (9.4.17)

Aa1b1c1d1 “ 4Ara1b1c1δ7

d1s
, Aab7 “ 0 (9.4.18)

により定義する．このとき，

V “ V´V` “

˜

V a1b1

m1n1 V a1b1m1n1

Va1b1m1n1 Va1b1
m1n1

¸

, (9.4.19a)

R “ TV V “

˜

Rm1n1p1q1 Rm1n1
p1q1

Rm1n1

p1q1 Rm1n1p1q1

¸

(9.4.19b)
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とおくと，V はE7の 56次元基本表現に属し，RはE7{pSUp8q{Z2qの径
数表示を与える．
スカラ＋擬スカラの Lagrangian密度は

Ls “ ´
e

48κ2
Tr

“

∇µV ∇µV ´1 ` TV ∇µV V ´1∇µ TpV ´1q
‰

“ ´
e

24κ2
Tr

“

DµV V ´1
‰2

(9.4.20)

と陽にE7不変な非線形σモデルの形に書き換えられる．ここで，

DµV “ BµV ´ UµV (9.4.21)

は SUp8q接続 Uµに関する共変微分で，作用積分の変分より

2Uµ “ BµV V ´1 ´ TpV ´1qBµ
TV (9.4.22)

となる．

E7対称形式：ベクトル部分 2-形式フラックスGmおよびGmnを

Gm7 “ ´G7m “ ´
1

2
Gm pm “ 4, ¨ ¨ ¨ , 10q (9.4.23)

により形式的に 8次元交代テンソルGm1n1

にまとめ，さらに

Ga1b1

“ va
1

m1vb
1

n1Gm1n1

(9.4.24)

とおく．このとき，ベクトル場に対する Lagrangian密度は

Lv “ ´
e

4κ2
Ga1b1

µν G
c1d1

ρσ N µν,ρσ
a1b1,c1d1 “ ´

e

4κ2
Ga1b1

¨ Na1b1,c1d1Gc1d1

. (9.4.25)

ここで，N は R4 ^ R4の 1次元変換 rρσs Ñ rµνsを

1 “ pgρrµgνsσq, j “
1

2e
ϵµνρσ (9.4.26)

とおくとき，

Nab,cd “
`

ηarcηdsb1 ` ‹Aabcdj
˘´1

, (9.4.27a)

Nab,c7 “ ´Aabcj ´
1

2
Nab,de ‹ AdefgAfgc1, (9.4.27b)

Na7,bc “ Nbc,a7, (9.4.27c)

Na7,b7 “
1

2
δab `

1

3
Aade ‹ AdefgAfgbj

`
1

4
Aadep‹AN ‹ AqdefgAfgb (9.4.27d)
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28次元行列表示のもとで，この表式は

N “

ˆ

1 ´
1

2
Ap‹Aq

˙"

M ´

ˆ

A `
2

3
Ap‹AqA

˙

j

*ˆ

1 ´
1

2
p‹AqA

˙

,(9.4.28a)

M “ p1 ` p‹Aqjq´1 “ p1 ` p‹Aq2q´1p1 ´ p‹Aqjq (9.4.28b)

と行列表示される．ここで，

p‹AqAp‹Aq “ 0 (9.4.29)

となることに注意．
ベクトル場に対する拡張されたフラックステンソルを

F “

˜

Ga1b1

Ha1b1

¸

, (9.4.30)

˚Ha1b1 “ ´pN Gqa1b1 (9.4.31)

により定義すると，場の方程式はE7不変な形に書き換えられる：

dF “ 0. (9.4.32a)

ΩV ˚F “ V F (9.4.32b)

ここで，

Ω :“

˜

0 ´I28
I28 0

¸

P GLp56,Rq, (9.4.33)

TXΩX “ Ω, @X P E7p`7q Ă GLp56,Rq. (9.4.34)

すなわち，
E7p`7q Ă Spp56,Rq (9.4.35)

9.4.2 Fermionic part

４次元場 11D理論でのスピノール場ΨM “ pψAMq(A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)は，２
つのように８個の４次元 Rarita-Schiwinger場 ψAµ と 56個の４次元スピ
ノール場 λABC(A,B,C “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8:完全反対称)に分解される：

ψAµ “ piγ5q
1{2 1

?
2
θαµ∆´1{8

ˆ

ẽMα `
1

2
γ5γαΓaẽMa

˙

ψAM . (9.4.36a)

λABC “ ´ipiγ5q
1{23

2
ΓarABpψMqCsẽ

M
a . (9.4.36b)
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Fermionについて２次の作用積分 これらの場を用いると，Lagrangian

の fermionについて２次の部分は

L 2
F “ L kin

F ` L 0
F ` L 1

F ; (9.4.37)

κ2L kin
F “ ´ieψ̄µγ

µνρ∇νψρ `
i

6
eλ̄ABCγ

µ∇µλABC , (9.4.38)

κ2L 0
F “ eϵµνρσψ̄Aµ γσγ5pQνqA

BψBρ `
i

6
eλ̄ABCγµ3pQµqA

DλDBC

`
i
?

2

3
eψ̄µDγ

νγµP̄ABCD
ν λABC , (9.4.39)

κ2L 1
F “ ´

i

2
?

2
eψ̄Aµ γ

rνFABγ
µsψBν `

i

4
eψ̄Cµ FABγ

µλABC

´
i

144
?

2
eηϵABCDEFGH λ̄ABCFDEλFGH . (9.4.40)

ここで，

Qν “ ´
1

4
ema BνθbmΓab `

i

4
ΦaνΓ

a

`
1

12
γ5e

l
ae
m
b e

n
c BνAllmnΓabc, (9.4.41a)

P̄ABCD
ν “

i

8
ema BνθbmΓacrABpΓbcqCD `

i

8
ΦaνΓ

ac
rABpΓcqCDs

`
1

4
γ5e

l
ae
m
b e

n
c BνAlmnΓabrABΓcCDs, (9.4.41b)

Φaν “ θam

ˆ

∆´1{2Bνϕ
m ´

1

3
‹ AmlnpBνAlnp

˙

, (9.4.41c)

および

FAB “
1

2
?

2
γρσ

␣

´iGm
ρσθamΓaAB∆1{4 ` ∆´1{4M̄mnpqe

m
a e

n
bΓabAB

ˆ

ˆ

Gpq
ρσ ` ϕpGq

ρσ `

?
∆

8
‹ ApqmnAmnlG

l
ρσ

˙*

(9.4.42)

9.4.3 pE7p`7q, SUp8qq形式

スカラ場
V P ρ56pE7p`7qq Ź C56
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• 表示１：V P Spp56,Rqとなる表示．

V “ exp

˜

Λ ^ 1 ‹Σ

Σ ´ TΛ ^ 1

¸

;

Λ P slp8,Rq, Σ P

4
ľ

R8 (9.4.43)

• 表示２：SUp8q Ă E7p`7qが簡単となる表示．

V 1 “
1

2

˜

1 i

1 ´i

¸

V

˜

1 1

´i i

¸

“ exp

˜

A ` iV S ` iU

S ´ iU A ´ iV

¸

;

A “ ´ TA, S “ TS P slp8,Rq, U “ ‹U, V “ ´ ‹ V P

4
ľ

R8

(9.4.44)

特に，

V 1 P SUp8q ô V 1 “

˜

W 0

0 W̄

¸

. (9.4.45)

• 表示３：スピノール表示．

V 2 “ exp

˜

Λ ^ 1 Σ

Σ̄ Λ̄ ^ 1

¸

“

˜

UAB
MN VABMN

V̄ ABMN ŪAB
MN

¸

;

Λ “ pΛA
Bq P sup8q,Σ “ pΣABCDq “ η ‹ Σ̄. (9.4.46)

V 1との関係は

V 2
ABCD “ ´

1

16
Γa

1b1

ABΓc
1d1

CDpV 1qa1b1c1d1 . (9.4.47)

ただし，A,B, ¨ ¨ ¨ “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , 8, a1, b1, ¨ ¨ ¨ “ 4, 5, ¨ ¨ ¨ , 7で，

Γa7 “ ´Γ7a “ ´iΓa pa “ 4, ¨ ¨ ¨ , 10q (9.4.48)

ベクトル場
F F
µν P C56

• 表示１：E7-ベクトル表示

F F
µν “

˜

Gµν
m1n1

HF
µνm1n1

¸

P R56; (9.4.49a)

˚HF
µνm1n1 “ ´

2κ2

e

δL

δGm1n1

µν

(9.4.49b)
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• 表示３：E7不変表示

F 1
AB “

1

4
?

2

´

Γa1b1AB iγ5Γ
a1b1

AB

¯

V Fµνγ
µν “ F 1

ABµνγ
µν (9.4.50)

フェルミオン場

ψAµ , λABC P C4 pA,B,C “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8q

対称性

• 大域的E7対称性: E7p`7qはスカラ場とベクトル場のみに作用.

T P E7p`7q ñ V Ñ V T´1, F F Ñ TF F ,

pψAµ , λABCq Ñ pψAµ , λABCq. (9.4.51)

これより，V F はE7不変．

• 局所 SUp8q対称性: 局所 SUp8q変換は，スカラ場とスピノール場の
みに作用.

U P SUp8q ñ V 2 Ñ

˜

U ^ 1 0

0 Ū ^ 1

¸

V 2,

F Ñ F ,

ψAµ Ñ UA
Bψ

B
µ , λABC Ñ 3U rA

Dλ
BCsD.(9.4.52a)

いま，

BµV
2V 2´1 “

˜

Qµ ^ 1 Pµ
P̄µ Q̄µ ^ 1

¸

(9.4.53)

とおくと，無限小 SUp8q変換 δU “ Λに対し，

δQµ “ ΛQµ ` QµΛ: ` BµΛ, (9.4.54a)

δPABCD
µ “ 4ΛrD

EP
ABCE
µ (9.4.54b)

より，スカラおよびスピノールに対する共変微分が次のように定義
される：

DµV
2V 2´1 “

˜

0 Pµ
P̄µ 0

¸

“ BµV
2V 2´1 ´

˜

Qµ ^ 1 0

0 Q̄µ ^ 1

¸

,

(9.4.55a)

Dµψ
A
ν “ Bµψ

A
ν ´ pQµqABψ

B
ν , (9.4.55b)

Dµλ
ABC “ Bνλ

ABC ´ 3pQµqrA
Dλ

BCsD (9.4.55c)
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Lagrangian

2κ2L total “ eRpω, eq ´
e

6
PµABCDP̄

µABCD `
e

2
Gm1n1

µν pBq ˚HF µν
m1n1pB,V , ψ, λq

´2ϵµνρσψ̄µAγσγ5Dνpω,QqψAρ ´
i

3
λ̄ABCγ

µDµpω,QqλABC

´i

?
2

3
eψ̄µAγ

νγµ
´

P̄ABCD
ν ` ˆ̄PABCD

ν

¯

λBCD

´
i

2
?

2
e
´

ψ̄µAγ
νF̂ 1

ABγ
µψνB ´

?
12ψ̄µCF̂ 1

ABγ
µλABC

`
1

72
ηϵABCDEFGH λ̄ABCF̂ 1

DEλFGH

¯

(9.4.56)

ここで，

P̂µ “ Pµ ` i

?
2

3
ψ̄pLq
µ ^ λpRq ` i

η

4
‹ pψ̄pRq

µ ^ λpLqq, (9.4.57a)

F̂ 1
AB “ γµνF̂ 1

ABµν , (9.4.57b)

F̂ 1
µν “ F 1F

µν ´ i
1

?
2
ψ̄pRq
µ ^ ψpLq

ν ` i
1

?
2
ψ̄

pLq

rµ ¨ γνsλ
pRq

`
1

8
‹ pλ̄pLq ^ γµνλpRqq{ (9.4.57c)

超対称変換 ϵA P R4 (A “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)を局所超対称変換を生成するMajo-

ranaスピノールの組として，

δSe
α
µ “ iϵ̄Aγ

αψAµ , (9.4.58a)

pδSV V ´1q2 “ ´2
?

2

˜

0 PABCD
P̄ABCD 0

¸

;

P “
i

4

␣

ϵ̄pLq ^ λpRq ` η ‹ pϵ̄pRqq ^ λpLq
(

, (9.4.58b)

δS

˜

Bm1n1

µ ` iCµm1n1

Bm1n1

µ ´ iCµm1n1

¸

“ ´2
?

2V 1´1

˜

XµAB

X̄AB
µ

¸

;

XµAB “ iϵ̄
pLq

rA ψ
pRq

µBs
`

i

2
?

2
ϵ̄pRqCγµλ

pLq

ABC , (9.4.58c)

δSψ
pRq

µA “ Dµpω,Qqϵ
pRq

A ´
1

4
?

2
F̂ 1
ABγµϵ

pLqB

`
i

4
pλ̄

pLq

ABCγ
αλDBCpLq qγαγµϵ

pRq

D ´
i

?
2

pψ̄pRqB
µ γαλ

pRq

ABCqγαϵ
pLqC ,(9.4.58d)

δSλ
pRq

ABC “
?

2P̂µABCDγ
µϵpLqD `

3

4
F̂ 1

rABϵ
pRq

Cs
. (9.4.58e)
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9.5 SUp8q-invariant form of the D “ 11 supergravity
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局所 SOp10, 1q自由度の部分的ゲージ固定 11次元時空がM11 “ X4 ˆY7
と局所的に積にで表されるとして，そのフレーム場を次のように選ぶ：

ΘA “ pΘM
Aq “

˜

θ̃µ
α θµ

a “ Bm
µ θm

a

θm
α “ 0 θm

a

¸

, (9.5.1a)

EA “ pEA
Mq “

˜

ẽα
µ eα

m “ ´eα
µBm

µ

ea
µ “ 0 ea

m

¸

. (9.5.1b)

一様等方な背景計量とKilling spinor Y7の基準となる計量を

o
gmn “ δab

o

θm
a
o

θn
b (9.5.2)

とする．この標準計量のフレームに関する接続係数を
o
ωm

a
b, 対応する共

変微分を
o

Dmと表す．

スピノール表現とGamma行列 11次元時空のスピノール表現（32次
元）は，4次元時空のスピノール表現（4次元）と 7次元空間のスピール
表現（8次元）のテンソル積となる．このテンソル積表現の元で，11次
元時空のガンマ行列 Γ̃Aは，4次元時空のガンマ行列 γαと 7次元空間のガ
ンマ行列 Γを用いて

Γ̃α “ γα b 1, Γ̃a “ γ5 b Γa (9.5.3)
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と表される．ここで，

γ5 “ γp4q “ ´iγ0123, Γp7q “ iΓ456789 10 (9.5.4)

とおくとき，
Γ̃p11q “ Γ̃0 ¨ ¨ ¨ Γ̃10 “ 1 b Γp7qp“ ˘1q. (9.5.5)

9.5.1 場の再定義

(1) フレーム場

ΘM
A ñ θ̃µ

α, θm
a, Bm

µ ñ θµ
α, Sb

a, Bm
µ . (9.5.6)

ここで

θ̃µ
αpx, yq “ ∆px, yq´1{2θµ

α. (9.5.7a)

θm
apx, yq “

o

θm
bpyqSb

apx, yq, (9.5.7b)

∆px, yq “ detSpx, yq. (9.5.7c)

(2) スピノール場

ΨM ñ Ψµpx, yq, Ψmpx, yq ñ pψµ
A;ψµAq, pχABC , χABCq (9.5.8)

ここで，

ψµ
A ”

1 ` γ5
2

e´iπ{4∆´1{4θµ
α
`

Ψα ´ 1
2
γ5γαΓaΨa

˘

, (9.5.9a)

ψµA ”
1 ´ γ5

2
eiπ{4∆´1{4θµ

α
`

Ψα ´ 1
2
γ5γαΓaΨa

˘

, (9.5.9b)

χABC ” p1 ` γ5q
3
?

2eiπ{4

4
∆´1{4ΓarABΨ|a|Cs, (9.5.9c)

χABC ” p1 ´ γ5q
3
?

2e3iπ{4

4
∆´1{4ΓarABΨ|a|Cs (9.5.9d)

これらと対応して，１１次元における局所超対称変換のスピノールパラ
メータ ϵ̃に対して

ϵApx, yq ”
1 ` γ5

2
e´iπ{4∆1{4ϵ̃Apx, yq, (9.5.10a)

ϵApx, yq ”
1 ´ γ5

2
eiπ{4∆1{4ϵ̃Apx, yq, (9.5.10b)

(9.5.10c)

により定義する．
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(3) 一般化されたフレーム場 Φを SUp8qの任意の行列として，

ψAµ Ñ ΦA
Bψ

B
µ , (9.5.11a)

χABC Ñ ΦA
DΦB

EΦC
Fχ

DEF , (9.5.11b)

ϵA Ñ ΦA
Bϵ

B (9.5.11c)

の置き換えの後，一般化されたフレーム場を

emAB ” ´∆´1{2ea
mp TΦΓaΦqAB, (9.5.12)

により定義する．すると，Φは Lagrangianおよび局所超対称変換の式か
ら姿を消し，同時に，理論は局所 SUp8q変換

eµα Ñ eµα, Bm
µ Ñ Bm

µ , (9.5.13a)

emAB Ñ emCDpU´1qCApU´1qDB, (9.5.13b)

ψAµ Ñ UA
Bψ

B
µ , ϵA Ñ UA

Bϵ
B, (9.5.13c)

χABC Ñ UA
DU

B
EU

C
Fχ

DEF (9.5.13d)

に対して不変となる．

9.5.2 局所超対称変換

本節での notationでは、11次元場の局所超対称変換は、

δSUSYθ̃
A
M “

i

2
ϵ̄Γ̃AΨM , (9.5.14a)

δSUSYΨM “ D̃Mpωqϵ, (9.5.14b)

δSUSYAMNP “ ´
3i

2
ϵ̄Γ̃rMNΨP s. (9.5.14c)

フレーム場に対するゲージ条件 θ̃αm “ 0を保つようにするため，11次元
での超対称変換のうち，フレーム場に対する変換を，次のような局所超
対称変換と無限小局所 SOp10, 1q変換の結合に置き換える：

δ1
s “ δSUSY ` δΩpSOp10, 1qq : (9.5.15)

δ1
sθ̃m

α “
i

2
ϵ̄Γ̃αΨm ` θ̃m

βΩβ
α ` θ̃m

aΩa
α “ 0 (9.5.16)

ñ ΩA
B;

#

Ωaα “ ´Ωαa “ ´ i
2
ϵ̄Γ̃αΨa,

Ωab “ 0.
(9.5.17)
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このとき、

δ1
sθ̃µ

α “
i

2
ϵ̄γαΨβ θ̃µ

β ` θ̃µ
βΩβ

α, (9.5.18a)

δ1
sθ̃µ

a “
i

2
ϵ̄
´

γ5Γ
aΨµ ` θ̃µ

αγαΨa
¯

, (9.5.18b)

δ1
sθ̃m

a “
i

2
ϵ̄γ5Γ

aΨm. (9.5.18c)

これらより、

∆´1δ1
s∆ “ ea

mδ1
sθm

a “
i

2
ϵ̄γ5Γ

aΨa. (9.5.19)

よって、

δ1
sθµ

α “ δ1
sp∆

1{2θ̃µ
αq

“
i

2
ϵ̄γα

`

Ψβ ´ 1
2
γ5γβΓaΨaqθµ

β `
`

Ωβ
α ´ i

4

˘

ϵ̄γ5γ
αβΓaΨa

˘

θµ
β.(9.5.20)

そこで、

Ωαβ “ ´
i

4
ϵ̄γ5γαβΓaΨa (9.5.21)

と選ぶと、

δ1
sθµ

α “
i

2
ϵ̄AγαψµA ` h.c., (9.5.22a)

δ1
sψµ

A “

ˆ

Dµpω̂,Bq ´
1

4

o

DmB
m
µ

˙

ϵA ´ iγαβG´rABs

αβ ϵB

`
i

2
emABDmpγµϵBq ´

i

4
emCDAm

ABCDγµϵB, (9.5.22b)

δ1
sB

m
µ “

?
2

8
emAB

´

2
?

2ϵ̄AψBµ ` iϵ̄Cγµχ
ABC

¯

` h.c., (9.5.22c)

δ1
sχ

ABC “ 3
?

2G´rAB
αβ γ|αβ|ϵCs ´

?
2iγµAABCD

µ ϵD

`
3

?
2
emrABsDmϵ

Cs ´
3

2
?

2
emDEADErAB

m ϵCs ´
?

2AABCD
m emDEϵ

E,(9.5.22d)

δ1
se
m
AB “ ´

?
2ΣABCDe

mCD. (9.5.22e)

ここで、
ΣABCD ” pp1 ` ‹qϵ̄r˚χ˚˚˚sqABCD (9.5.23)
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また、様々な共変微分の定義は

Dµϵ
A ” Dµϵ

A `
1

4
ω̂µ

αβγαβϵ
A `

1

2
BµABϵB; (9.5.24a)

Dµ ” Bµ ´ Bm
µ

o

Dm, (9.5.24b)

ω̂µ
αβ “ ωµ

αβpθq ´ θrα
µ e

βsν
o

DmB
m
ν , (9.5.24c)

Dmϵ
A ”

o

Dmϵ
A `

1

2
BmABϵB. (9.5.24d)

BMA
BおよびAM

ABCDは一般に，次の関係式の解から選ばれる：

Dµe
m
AB `

1

2
BnB

n
µe

m
AB ` BnB

m
µ e

n
AB ` BµC rAe

m
BsC “ 0, (9.5.25a)

o

Dme
n
AB ` BmC rAe

n
BsC ` AmABCDe

nCD “ 0. (9.5.25b)

ただし，

AM
ABCD “

1

24
ϵABCDEFGHAM EFGH . (9.5.26)

具体的な表式は，

BµAB “
1

2

"

ema p
o

DmB
n
µqθnb ´ pS´1DµSqab

*

ΓabAB

`

?
2

12
iθαµ∆´1{2

␣

FαabcΓ
abc
AB ` ϵαβγδFβγδaΓ

a
AB

(

, (9.5.27a)

AABCD
µ “

?
2

48
i∆´1{2θαµ

␣

ϵαβγδFaβγδΓ
b
rABΓabCDs ´ 6FabcαΓarABΓbcCDs

(

´
3

4

"

ema p
o

DmB
n
µqθnb ´ pS´1DµSqab

*

ΓarABΓbCDs, (9.5.27b)

BmAB “ ´
1

2
pS´1

o

DmSqabΓ
ab
AB ´

?
2

14
ifθamΓaAB, (9.5.27c)

AABCD
m “

3

4
pS´1

o

DmSqabΓ
a
rABΓbCDs `

?
2

56
iθmafΓabrABΓbCDs

`

?
2

32
iθamFabcdΓ

b
rABΓcdCDs. (9.5.27d)

ここで，

f “ ´
1

24
ϵµνλσFαβγδ. (9.5.28)

また，

Gp`q

αβAB “

„ˆ

i

16
∆1{2ωαβa `

i

8
∆´1{2ema e

µ
rαBmθβsµ

˙

ΓaAB ´

?
2

32
i∆´1{2FαβabΓ

ab
AB

ȷp`q

.

(9.5.29)
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9.6 S7 de Wit-Nicolai compactification

9.6.1 Killing spinor and Killing vector

de Wit-Nicolaiによる S7コンパクト化では，round sphereの計量
o
gが

基準計量として用いられる．この計量は次のKillingスピノール方程式を
満たす 8個のKillingスピノール ηi “ pηiAqをもつ：

o

Dmη
j ”

ˆ

o

∇m `
i

2
m7

o

Γm

˙

ηj “ 0; (9.6.1)

η̄iηj “ δij. (9.6.2)

Round S7の 28個のKillingベクトルは，これらのKillingスピノールを
用いて，

Kmij “ i
o
ema η̄

iΓaηj. (9.6.3)

9.6.2 4次元 de Wit-Nicolai理論の 11次元への埋め込み

Bosonic sector ゲージ場として electric potentialのみをもつ 4次元極
大超重力理論の bosonic sectorの基本場は

gµνpθαµq, AIJµ , V “ LV p0qpL P E7p7q Ă Spp56qq (9.6.4)

これを SUp8qゲージ不変形式でのD “ 11超重力理論に次のように埋め
込む：

θαµpx, yq “ θαµpxq, (9.6.5a)

Bm
µ px, yq “ AijµK

m
ij , (9.6.5b)

emij px, yq “ KmIJpyqppV11qij
IJpxq ` pV12qijIJq. (9.6.5c)
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9.7 General perturbation equations

9.7.1 Bosonic part

作用積分のボゾン部分

2κ2SB “

ż

˚1Rs ´
1

2
˚F4 ^ F4 ´

1

6
A3 ^ F4 ^ F4 (9.7.1)

の摂動に対する２次の項を求める．
まず，

δgMN “ hMN , δCr3s “ C
p1q

r3s
, δFr4s “ F

p1q

r4s
(9.7.2)

とおくと，

δ2

ż

´
1

2
˚F ^ F “

ż

´
1

2 ˆ 4!

”

pδF q˚˚˚˚pδF q˚˚˚˚

´

ˆ

8hMN ´
1

2
hgMN

˙

FM˚˚˚pδF qN
˚˚˚

`
`

6hMNhPQ ` 4hMRhNR g
PQ

˘

FMP˚˚FNQ
˚˚

´2hhMNFM˚˚˚FN
˚˚˚ `

`

3h2 ´ 6hMNhMN

˘

|F |2
ı

.(9.7.3)

δ2

ż

´
1

6
A ^ F ^ F “

ż

´
1

2
Ap1q ^ F p1q ^ F. (9.7.4)

δ2

ż

˚1Rs “ ˚1
”1

4
hMNlhMN ´

1

2
hMN∇P∇Mh

P
N

`
1

2
h∇M∇Nh

MN ´
1

4
hlh ` hMP h

NPRMN

´
1

2
hhMNRMN ´

1

4
hMNhMNR `

R

8
h2
ı

. (9.7.5)

以上より，摂動方程式は

F :“ d ˚

ˆ

F p1q ´ 4h˝F `
1

2
hF

˙

` F ^ F p1q “ 0, (9.7.6a)

EMN :“ △LψMN ` 2∇pM∇Pψ
P
Nq ´ ∇P∇Qψ

PQgMN

´RsψMN ` RPQψ
PQgMN ,

“ 2κ2δTMN ” κ2TMN . (9.7.6b)
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ここで，

ψMN “ hMN ´
1

2
hgMN , (9.7.7)

△LψMN “ ´lψMN ` 2RP pMψ
P
Nq ´ 2RMPNQψ

PQ, (9.7.8)

TMN “
1

3
FpM

˚˚˚δFNq˚˚˚ ´ gMNF ¨ δF

´
1

2
ψPQFMP˚˚FNQ

˚˚ ´
1

3
ψMN |F |2 `

1

18
FM˚˚˚FN

˚˚˚ψ.(9.7.9)
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9.8 Killingスピノール

D “ 11超重力理論におけいるKillingスピノールの方程式は，一般に，

D̃M ϵ̃ ” ∇̃M ϵ̃ `
1

288

´

Γ̃M
˚˚˚˚ ´ 8δ˚

M Γ̃˚˚˚
¯

F˚˚˚˚ ϵ̃ “ 0. (9.8.1)

9.8.1 Freund-Rubin型コンパクト化

時空計量とフラックスは

g̃pM11q “ W 2pyqgpX4q ` W 2ppyqĝpY7q, (9.8.2a)

Fr4s “ cΩpX4q ` F̂r4spyq. (9.8.2b)

p4 ` 7q分解 M の正規直交基底

θ̃A : θ̃α “ W pyqθαpxq, θ̃a “ W ppyqθ̂apyq, (9.8.3)

に対する接続形式は

ω̃AB : ω̃αβ “ ωαβ, (9.8.4a)

ω̃αa “
1

W p
∇̂aWθα, (9.8.4b)

ω̃ab “ ω̂ab `
p

W

´

∇̂bWθ̂a ´ ∇̂aWθ̂b

¯

(9.8.4c)

と分解される．また，Γ行列は，4次元Gamma行列γαと 7次元Euclidean

Gamma行列 γ̂aを用いて，

Γα “ γα b 1, Γa “ γ5 b γ̂a. (9.8.5)

ここで，
γ5 “ ´iγ0¨¨¨3, γ̂p7q “ iγ̂1¨¨¨7. (9.8.6)

座標基底に関する Γ̃M は

Γ̃µ “ W´1γµ b 1, Γ̃µ “ Wγµ b 1, (9.8.7a)

Γ̃m “ W´pγ5 b γ̂m, Γ̃m “ W pγ5 b γ̂m. (9.8.7b)

特に，
Γp11q “ Γ0¨¨¨10 “ 1 b γ̂p7q (9.8.8)
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より，
Γp11q “ 1 ñ γ̂p7q “ 1. (9.8.9)

また，Majorana条件は

ϵ̃˚ “ B̃ϵ̃; (9.8.10)

B̃ “ ´iΓ3579 “ γ3γ5 b p´iqγ̂246 “ Bp4q b B̂p7q. (9.8.11)

以上より，

∇̃µϵ̃ “ ∇µϵ̃ `
1

2W p
γµγ5 b γ̂mBmWϵ̃, (9.8.12a)

∇̃mϵ̃ “ ∇̂mϵ̃ ´
p

2W
BmWϵ̃ `

p

2W
1 b pγ̂mγ̂

nBnW qϵ̃. (9.8.12b)

また，

γµνλ “ ´iγ5ϵ
µνλσγσ, (9.8.13a)

γ̂mnpq “
i

3!
ϵmnpqrstγ̂

rstγ̂p7q (9.8.13b)

より

D̃µ “ ∇̃µ `
ic

6W 3
pγ5γµq b 1 `

W 1´4p

288
γµ b γ̂m1¨¨¨m4F̂m1¨¨¨m4 , (9.8.14a)

D̃m “ ∇̃m `
ic

12W 4´p
1 b γ̂m

`
1

288W 3p
γ5 b

!

12iγ̂p7qγ̂
pqp ˚Y F̂ qpqm ´ 8γ̂n1n2n3F̂mn1n2n3

)

.(9.8.14b)

よって，

D̃µ “ ∇µ ` pγµγ5q b
1

2W p

ˆ

γ̂mBmW ´
ic

3W 3´p

˙

`
1

288W 4p´1
γµ b γ̂n1¨¨¨n4F̂ν1¨¨¨ν4 , (9.8.15a)

D̃m “ ∇̂m ´
p

2W
BmW ` 1 b

1

4W
γ̂m

ˆ

2pγ̂nBnW `
ic

3W 3´p

˙

`
1

72W 3p
γ5 b

!

3iγ̂pqp ˚Y F̂ qpqm ´ 2γ̂npqF̂mnpq

)

. (9.8.15b)

特に，

ϵ̃ “ W p{2 pϵ`pxq b η`pyq ` ϵ´pxq b η´pyqq ; γ5ϵ˘ “ ˘ϵ˘ (9.8.16)
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と分解できるときには，D̃µϵ̃ “ 0より，

∇µϵ˘ b η˘ “ ´γµϵ¯ b

#

¯
1

2W p

ˆ

{̂∇W ´
ic

3W 3´p

˙

`
{̂F

12W 4p´1

+

η¯.

(9.8.17)

よって，

∇µϵ˘ “ ´λ¯γµϵ¯, (9.8.18a)
#

˘
1

2W p

ˆ

{̂∇W ´
ic

3W 3´p

˙

`
{̂F

12W 4p´1

+

η˘ “ λ˘η¯.(9.8.18b)

ここで，λ˘は定数．ϵ̃のMajorana条件は

ϵ˚
˘ “ Bϵ¯, η˚

˘ “ B̂7η¯ (9.8.19)

となるが，この条件は
λ´ “ λ˚

` (9.8.20)

のとき，上の方程式の複合と整合的となり，この条件下で複合の片方が
成り立てばもう一方も成り立つ (B̂7γ̂

aB̂´1
7 “ ´γa˚に注意）．また，η˘の

位相変換により，常に λ` “ λ´ “ λ ě 0とできるので，以下˘をつけな
い．このとき，η˘の関係式が解をもつための必要十分条件は，

«

1

4W 2p

´

i {̂∇W `
c

3W 3´p

¯2

`
{̂F
2

144W 8p´2

ff

η “ λ2η (9.8.21)

が解を持つこと．
一方，D̃mϵ̃ “ 0は

Dmη˘ ” ∇̂mη˘ `
1

4W
γ̂m

ˆ

2p {̂∇W `
ic

3W 3´p

˙

η˘

˘
1

72W 3p

!

3iγ̂pqp ˚Y F̂ qpqm ´ 2γ̂npqF̂mnpq

)

η˘ “ 0. (9.8.22)

（η˚
` “ B̂7η´ より複合の片方が成り立てば残りも成り立つ）．整合性条

件は

rDm, Dns “
1

4
R̂mnabγ̂

ab ` ∇̂mT̂n ´ ∇̂nT̂m ` rT̂m, T̂ns. (9.8.23)
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ここで，

∇̂mT̂n “ ´
BmW

4W 2
γ̂n

ˆ

2p {̂∇W `
ip4 ´ pqc

3W 3´p

˙

`
p

2W
γ̂n∇̂m {̂∇W

˘
1

72W 3p

ˆ

∇̂m ´ 3p
BmW

W

˙

´

3iγ̂pqp ˚Y F̂ qpqn ´ 2γ̂pqrF̂npqr

¯

,(9.8.24)

(9.8.25)

rT̂m, T̂ns “ ´

˜

p2
p∇̂W q2

2W 2
`

c2

72W 8´2p

¸

γ̂mn

´
p2

W 2
γ̂lrm∇̂nsW ∇̂lW `

ipc

6W 5´p
γ̂rmBnsW

˘
p

6W 3p`1

!

i
´

γ̂rm
q∇̂pW ` δp

rmγ̂
ql∇̂lW

¯

p ˚Y F̂ qnspq

´

´

∇̂pWγ̂qrrm ´ δp
rmγ̂

qrl∇̂lW
¯

F̂nspqr

)

˘
ic

36W 4`2p

!

3iγ̂qp ˚Y F̂ qnmq ´ γ̂rm
pqrF̂nspqr

)

`
1

72W 6p

!

´ p ˚Y F̂ qlpmp ˚Y F̂ qlqnγ̂
pq

´2| ˚Y F̂ |2γ̂mn ´ 2p ˚Y F̂ qq
rsp ˚Y F̂ qrsrnγ̂ms

q

`2ip ˚Y F̂ qlprmF̂nslqrγ̂
pqr ´ 2iF̂mnpqp ˚Y F̂ qpqrγ̂r

)

.(9.8.26)

特には，F̂ “ 0のときには，

rDm, Dns “

!1

4
R̂mn

ab ´
ppp ` 1q

W 2
δbrmBnsW ∇̂aW ´ ∇̂rm∇̂aWδbns

´

˜

p2

2

p∇̂W q2

W 2
`

c2

72W 8´2p

¸

δamδ
b
n

)

γ̂ab

´
2ic

3W 5´p
BrmWγ̂ns. (9.8.27)

極大超対称性をもつ条件 rDm, Dns “ 0において，γ̂aの１次の項は

´
2ic

3W 5´p
BrmWδans¯

c

12W 4
p Y̊ F̂ qnm

a´
i

36W 6p
F̂mnpqp Y̊ F̂ qpqa “ 0. (9.8.28)

この式の虚部を aと nについて縮約して

4c
BmW

W 5´p
“

1

36W 6p
F̂mnpqp ˚Y F̂ qpqn ” 0. (9.8.29)
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よって，c ‰ 0のとき，dW “ 0．このとき，

p ˚Y F̂ qmn
a “ 0 (9.8.30)

より，F̂r4s “ 0．したがって，

Dm “ ∇̂m `
ic

12
γ̂m (9.8.31)

となり，整合性条件は

rDm, Dns “ 0 ñ R̂mn
pq “

c2

36
δpqmn (9.8.32)

となり，Y7は round sphere S7.

一方，c “ 0のとき，rDm, Dns “ 0となるための必要十分条件は，

F̂mnpqp ˚Y F̂ qpqr “ 0, (9.8.33a)

∇̂rmF̂nspqr “ 0, (9.8.33b)

p ˚Y F̂ qlrprmF̂nsl
qrs “ 0, (9.8.33c)

∇̂rmp ˚Y F̂ qnspq “ 0, (9.8.33d)

R̂mnpq “ ´
1

18
p ˚Y F̂ qlprmp ˚Y F̂ qlnsq `

1

9
| ˚Y F̂ |2δprmδnsq

`
1

9
p ˚Y F̂ qrsrqδpsrmp ˚Y F̂ qnsrs. (9.8.33e)

9.8.2 スピノール接続に対するGauss-Weingarten公式

スピン多様体M2nの超曲面をΣ2n´1とする：

i : Σ2n´1 ãÑ M2n (9.8.34)

M のスピンバンドルを SpinpMq，有向フレームバンドルを SOpMqと表
す．Σの有向フレームバンドル SOpΣqは ΣのM における単位法ベクト
ル場Ωを付加することにより，Σじょうでは自然に SOpMqの部分バンド
ルとなる．

SOpMq Q pe1, ¨ ¨ ¨ , enq
p

ÐÝÝÝ SpinpMq Q pχ1, ¨ ¨ ¨ , χ2Nq
İ

§

§

İ

§

§

i˚SOpΣq Q pe1, ¨ ¨ ¨ , en´1,Ωq ÐÝÝÝ i˚SpinpΣq Q pξ`
1 , ¨ ¨ ¨ , ξ`

N ; ξ´
1 , ¨ ¨ ¨ , ξ´

Nq
İ

§

§

İ

§

§

SOpΣq Q pe1, ¨ ¨ ¨ , en´1q ÐÝÝÝ SpinpΣq Q pξ1, ¨ ¨ ¨ , ξNq
(9.8.35)
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M上のスピノール場に対する射影作用P˘をΣの単位法ベクトル場Ω

を用いて

P˘ “
1

2
p1 ˘ iΓp2nqΓ̃µΩµq (9.8.36)

により定義する．このとき，Spinp2n ´ 1qの表現として

S ˘
2n “ P˘S2n – S2n´1. (9.8.37)

よって，ψ上のスピノールS2n´1に値を取るスピノール場と，S `
2nに値

をとるスピノール場 ψ̃で
P`ψ̃ “ ψ̃ (9.8.38)

を満たすものとの 1対 1対応が存在．以下，この対応を一つ選び固定する
ことにより，ψと ψ̃を同一視する．
以上の準備のもと，Σ上のベクトル場Xとスピノール場 ψに対し，そ
のM の計量に関する共変微分 ∇̃ψ̃を

∇̃Xψ̃ “ P`∇̃Xψ̃; (9.8.39)

P`∇̃Xψ̃ “ Ć∇Xψ, (9.8.40)

P´∇̃Xψ̃ “ iΓp2nqΓ̃MK
MpXqψ̃ (9.8.41)

このとき，∇Xψは Σの共変微分と整合的なスピン接続を与える．また，
KMpXq {{ ΣはΣの外部曲率テンソルとなる．
これは次の様にして示される．まず，

P`∇̃Xψ̃ “

ˆ

BX `
1

4
ω̃abpXqΓ̃ab

˙

ψ̃ (9.8.42)

が示される．また，定義より，

ωabpXq “ ω̃abpXq (9.8.43)

さらに，Σの正規直交基底 peαq “ pe1, ¨ ¨ ¨ , en´1qを用いて Γµ “ eµαΓα

と定義するとき，M の正規直交基底 peAq “ pe1, ¨ ¨ ¨ , en´1,Ωqに関する
Γ̃M “ eMA Γ̃Aにより，Γµ “ Γ̃µとなる．以上より，

∇XΓµ “ P`∇̃X Γ̃µP` “ 0 (9.8.44)

が導かれる．これは，∇XがΣのスピン接続となっていることを意味する．

784 目次へ



目次へ

9.8.3 S2n´1上のKillingスピノール場

単位球面S2n´1をE2nに標準的に埋め込むことにより，S2n´1に自然に
計量と整合的なスピン構造が誘導される．このとき，E2nのスピノール
場に対する射影作用を

P˘ “
1

2

´

1 ˘ iΓp2nqΓ̃MΩM
¯

: S2n Ñ S ˘
2n (9.8.45)

により，１対１対応

S2n´1 Q ψ ÞÑ ψ̃ P S `
2n : (9.8.46)

が定義される．
いま，Ψ0をE2nの定数スピノールとするとき，

ψ̃ “ P`Ψ0 (9.8.47)

により S2n´1上のスピノール場 ψを定義する．このとき，X P T pS2n´1q

に対して，

P`∇XP`Ψ0 “ P`BXpP ` Ψq “ ´
i

2
Γ̃MX

MP`Γp2nqΨ. (9.8.48)

よって，
ψ̃˘ “ P`p1 ˘ Γp2nqqΨ (9.8.49)

とおくと，

∇Xψ˘ “ ¯
i

2
ΓµX

µψ˘. (9.8.50)

9.8.4 丸い S7上のKillingスピノール

D “ 11超重力理論のX4 ˆS7コンパクト化において，S7方向のKilling

スピノール方程式は，Fr4s “ fΩpX4qのとき，

Dmη “ 0; Dm ” ∇m `
ic

2
γm pc “ f{6q (9.8.51)

と表される．この方程式の整合性条件は

rDm, Dnsη “
1

2

ˆ

1

ℓ2
´ c2

˙

γmnη “ 0 (9.8.52)
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より，

c “ ˘
1

ℓ
. (9.8.53)

ここで，ℓは丸いS7の半径．このとき，8個の1次独立なKilling Majorana

スピノール ηI(I “ 1, ¨ ¨ ¨ )が存在：

η̄IηJ “ δIJ (9.8.54)

(1) KIJ , ΩIJ : S7上のベクトル場の組KIJ(I, J “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)を

Km
II ” iη̄Iγ

mηJ (9.8.55)

により定義すると，
KIJ “ ´KJI . (9.8.56)

Killing方程式より，
∇nKIJm “ cη̄IγmnηJ . (9.8.57)

特に，
∇nKIJm ` ∇mKIJn “ 0. (9.8.58)

すなわち，KIJ は S7の 28個のKillingベクトル．
さらに，2形式の系ΩIJ(I, J “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)を

ΩIJmn “ η̄IγmnηJ (9.8.59)

により定義すると，
ΩIJ “ ´ΩJI (9.8.60)

で，上式より
dKIJ “ ´2cΩIJ . (9.8.61)

また，
∇lΩIJmn “ ´2cKIJrmgnsl. (9.8.62)

(2) SIJ つぎに，
SIJmnl ” iη̄IγmnlηJ (9.8.63)

とおくと，
SIJ “ SJI (9.8.64)

で，その微分は
∇pSIJmnl “ cp ˚SIJqmnlp. (9.8.65)

特に，
dSIJ “ ´4c ˚SIJ . (9.8.66)
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9.9 ４次元的に一様等方なコンパクト化

仮定

• 時空計量
ds2pM11q “ W 2pyqds2pXmq ` ds2pYnq (9.9.1)

ここで，m ` n “ 11.

• フラックス
F4 “ ΩpXmq ^ c4´mpyq ` F̂4pyq. (9.9.2)

帰結 F4に対するBianchi恒等式は，

dF “ ΩpXq ^ dc ` dF̂ “ 0 ñ dc “ 0, dF̂ “ 0. (9.9.3)

F4に対する場の方程式

˚pWmΩpXmqq “ p´1qmnΩpYnq, (9.9.4a)

˚F̂ “ WmΩpXmq ^ ˚Y F̂ , (9.9.4b)

˚pΩpXmq ^ cq “ p´1qm`1W´m ˚Y c (9.9.4c)

より

˚F “ p´1qm`1dpW´m ˚Y cq ` ΩpXmq ^ dpWm ˚Y F̂ q,

(9.9.5a)

F ^ F “ 2ΩpXmq ^ c ^ F̂ ` F̂ ^ F̂ . (9.9.5b)

よって，場の方程式

d ˚F `
1

2
F ^ F “ 0 (9.9.6)

は，

dpWm ˚Y F̂ q ` c ^ F̂ “ 0, (9.9.7a)

p´1qm`1dpW´m ˚Y cq `
1

2
F̂ ^ F̂ “ 0 pm ď 3q. (9.9.7b)

Einstein方程式

RMN “
1

12
FM˚˚˚FN

˚˚˚ ´
1

6
|F4|2gMN (9.9.8)
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は

RµνpMq “ RµνpXq ´
△YW

m

mWm´2
gµνpXq

“ ´
1

6

´

2|c|2W´2m ` |F̂ |2
¯

W 2gµνpXq, (9.9.9a)

RpqpMq “ RpqpY q ´ m
DpDqW

W

“
1

12
F̂p˚˚˚F̂q

˚˚˚ ´
1

2p3 ´ mq!
cp˚¨¨¨cq

˚¨¨¨W´2m

´
1

6

´

´|c|2W´2m ` |F̂ |2
¯

gpqpY q. (9.9.9b)

第１式は

△YW
m ´

m

6

´

2|c|2W´m ` |F̂ |2Wm
¯

“ mλWm´2,

(9.9.10a)

RµνpXq “ λgµνpXq (9.9.10b)

と同等．よって，Y がコンパクト閉で，W が至る所正則でW ą 0なら，

λ ď 0 (9.9.11)

で，
λ “ 0 ñ c “ F̂ “ 0 ñ G “ 0 ñ RpqpY q “ 0. (9.9.12)

9.9.1 Λ 4D真空ˆEinstein空間

Y7上の 3形式 Sr3sで方程式

dS “ ´f ˚Y S (9.9.13)

を満たすものが存在するとする．Sは次の固有値方程式を満たす：
´

∇̂ ¨ ∇̂ ´ R̂a
b θ̂
b ^ Iêa ` R̂ab ^ IêbIêa

¯

S “ ´f 2S. (9.9.14)

(Ynが定曲率時空のとき，左辺は p∇̂2 ´ 3pn ´ 1qKqS.)

単純直積型時空
ds2 “ gpX4q ` gpY7q (9.9.15)
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(W “ 1)において，

F “ fΩpX4q ` F̂ ; F̂ “ dS (9.9.16)

とおくと，F はゲージ場の方程式を満たす．さらに，Sが方程式

SmpqSn
pq “ s2gmn (9.9.17)

を満たすとすると，
F̂m˚˚˚F̂n

˚˚˚ “ 4f 2s2gmn (9.9.18)

より，Einstein方程式は

RicpX4q “ ΛgpX4q, RicpY7q “ 6KgpY7q (9.9.19)

に帰着する．ここで，

Λ “ ´
f 2

3

ˆ

1 `
7

12
s2
˙

, (9.9.20a)

K “
f 2

36

ˆ

1 `
5

6
s2
˙

. (9.9.20b)

【注 9.1】 　 f “ 4
?
K “ 4{ℓ (すなわち，s2 “ 3{2）のとき，が丸い球

面 S7上のKillingスピノールから定義されるテンソル SIJabcが上記の条
件を満たす．また，ω̃ab “ ω̂rgsab ´ θmSm

a
bが平坦接続となる． l

9.9.2 CCST4 ˆ Sp ˆ Sq ˆ R

１１次元時空が，SOp4, 1q ˆ SOpp ` 1q ˆ SOpq ` 1q(p ` q “ 6)で不変
とすると，

gpM11q “ W 2pyqgpX4q ` gpY7q, (9.9.21a)

gpY7q “ Npyq2dy2 ` r1pyq2gpSpq ` r2pyq2gpSqq, (9.9.21b)

F4 “ cΩpX4q ` F̂4pyq. (9.9.21c)

ここで，
dc “ 0, dF̂4 “ 0. (9.9.22)
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RicpM11qのX4方向成分より，

RµνpXq “ λgµνpXq, (9.9.23a)

4

NW

ˆ

W 1

N

˙1

` 12
pW 1q2

N2W 2
` 4p

r1
1W

1

N2r1W
` 4q

r1
2W

1

N2r2W

“
4c2

3W 8
`

2

3
|F̂ |2 `

4λ

W 2
.

(9.9.23b)

py, yq成分より，

1

NW

ˆ

W 1

N

˙1

`
p

Nr1

ˆ

r1
1

N

˙1

`
q

Nr2

ˆ

r1
2

N

˙1

“ ´
b20
12

`
1

6
|F̂ |2 ´

c2

6W 8
. (9.9.23c)

Spおよび Sq方向成分より，

1

Nr1

ˆ

r1
1

N

˙1

` pp ´ 1q
pr1

1q
2

N2r21
` q

r1
1r

1
2

N2r1r2
` 4

r1
1W

1

N2r1W

“
p ´ 1

r21
´
b21
12

`
|F̂ |2

6
´

c2

6W 8
, (9.9.23d)

1

Nr2

ˆ

r1
2

N

˙1

` pq ´ 1q
pr1

2q
2

N2r22
` p

r1
1r

1
2

N2r1r2
` 4

r1
2W

1

N2r2W

“
q ´ 1

r22
´
b22
12

`
|F̂ |2

6
´

c2

6W 8
. (9.9.23e)

ここで，

F̂y˚˚˚F̂y
˚˚˚ “ b20N

2, (9.9.24a)

F̂i1˚˚˚F̂j1
˚˚˚ “ b21r

2
1gi1j1pSpq, (9.9.24b)

F̂i2˚˚˚F̂j2
˚˚˚ “ b22r

2
2gi2j2pSqq. (9.9.24c)

これらの方程式より２階微分の項を消去すると（Einsteion方程式の py, yq

成分に対応），次の拘束条件が得られる：

12

ˆ

W 1

NW

˙2

`
ppp ´ 1q

N2r21
pr1

1q2 `
qpq ´ 1q

N2r22
pr1

2q2 ` 2pq
r1
1r

1
2

N2r1r2

`8
W

NW 1

ˆ

p
r1
1

Nr1
` q

r1
2

Nr2

˙

´
ppp ´ 1q

r21
´
qpq ´ 1q

r22

“
b20 ´ pb21 ´ qb22

12
`

3

2
|F̂ |2 `

c2

2W 8
`

4λ

W 2
. (9.9.25)
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9.9.3 dS4 ˆ S3 ˆ S3 ˆ R

前節において，p “ q “ 3の場合，

F̂ “ a1dy ^ dV pS3
1q ` a2dy ^ dV pS3

2q (9.9.26)

より，

|F̂ |2 “
1

N2

ˆ

a21
r61

`
a22
r62

˙

. (9.9.27a)

F̂y˚˚˚F̂y
˚˚˚ “ 3!N2|F̂ |2, (9.9.27b)

F̂i1˚˚˚F̂j1
˚˚˚ “

6a21
N2r41

gi1j1pS3
1q, (9.9.27c)

F̂i2˚˚˚F̂j2
˚˚˚ “

6a22
N2r42

gi2j2pS3
2q. (9.9.27d)

すなわち，

b20 “ 6|F̂ |2 “ b21 ` b22, b2i “
6a2i
N2r6i

pi “ 1, 2q. (9.9.28)

よって，Einstein方程式は，D “ p1{Nqd{dyと置くとき，

D2W

W
` 3

pDW q2

W 2
` 3

ˆ

Dr1
r1

`
Dr2
r2

˙

DW

W

“
c2

3W 8
`

1

6N2

ˆ

a21
r61

`
a22
r62

˙

`
λ

W 2
, (9.9.29a)

1

r1
D2r1 ` 2

pDr1q
2

r21
` 3

Dr1Dr2
r1r2

` 4
Dr1DW

r1W
`

c2

6W 8

“
2

r21
`

1

2N2

ˆ

a21
r61

` 2
a22
r62

˙

, (9.9.29b)

1

r2
D2r2 ` 2

pDr2q
2

r22
` 3

Dr1Dr2
r1r2

` 4
Dr2DW

r2W
`

c2

6W 8

“
2

r22
`

1

2N2

ˆ

a22
r62

` 2
a21
r61

˙

, (9.9.29c)

2
pDW q2

W 2
`

pDr1q2

r21
`

pDr2q
2

r22
` 3

Dr1Dr2
r1r2

`4
DW

W

ˆ

Dr1
r1

`
Dr2
r2

˙

´
6

r21
´

6

r22

“
1

2N2

ˆ

a21
r61

`
a22
r62

˙

`
c2

2W 8
`

4λ

W 2
. (9.9.29d)
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SOp4, 4q-gaugingのHW dS真空に対応する解

c “
9

8
k3, a1 “ a2 “ 0, λ “ 3, (9.9.30a)

W “

?
3

2
N, N “ k cosh1{3p2yq, (9.9.30b)

r1 “
k coshpyq

cosh1{6p2yq
, r2 “

k sinhpyq

cosh1{6p2yq
. (9.9.30c)

この解は，X4 “ dS4の計量のリスケールにより次のように変換される：

ds2 “￥cosh2{3p2ψqgpdS4pΛqq ` ℓ2 cosh´1{3p2ψqgpΣE
4,4q,(9.9.31a)

F “ cΩpdS4pΛqq, (9.9.31b)

Λ “
4

ℓ2
, c “

2

ℓ
. (9.9.31c)

だだし，k Ñ ℓ, y Ñ ψと記号を変えた．
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9.10 非コンパクト多様体ΣE
4,4によるコンパクト化

9.10.1 ΣE
4,4多様体

E8に対する SOp4, 4qの標準的な作用に対して不変な２次曲面

ΣE
4,4 : pX1q2 ` ¨ ¨ ¨ pX4q2 ´ pX5q2 ´ ¨ ¨ ¨ pX8q2 “ 1 (9.10.1)

は，

pX1, ¨ ¨ ¨ , X4q “ coshpψqΩp1q; Ωp1q ¨ Ωp1q “ 1, (9.10.2a)

pX5, ¨ ¨ ¨ , X8q “ sinhpψqΩp2q; Ωp2q ¨ Ωp2q “ 1 (9.10.2b)

とパラメター付けできる．この座標系の元で，E8の超曲面としてのΣE
4,4

の計量は，

gpΣE
4,4q “ pdX1q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pdX8q2

“ coshp2ψqdψ2 ` cosh2pψqgpS3
1q ` sinh2pψqgpS2

2q.(9.10.3)

４次元極大超重力理論の SOp4, 4q-dyonic gauging で得られる理論の
Hull-Warner dS真空のM理論へのアップリフトに対応する１１次元計
量は

gpM11q “ a2 cosh2{3p2ψqgpdS4q ` b2 cosh´1{3p2ψqgpΣE
4,4q. (9.10.4)

特に，

a

det gpM11q “
1

8
a4b7 cosh2{3p2ψq sinh3p2ψq

b

det gpdS4q det gpS3
1q det gpS3

2q.

(9.10.5)

よって，M11の d’Lambertianは

l11 “
1

b2
cosh2{3p2ψq

„

b2

a2
ldS4 ´ 4LHW

4,4

ȷ

. (9.10.6)

ここで，

LHW
4,4 “ ´

1

sinh3 y
By

`

sinh3 yBy
˘

´
coshpyq

2pcoshpyq ` 1
△S3

1
´

coshpyq

2pcoshpyq ´ 1
△S3

2

(9.10.7)

ここで，y “ 2ψ. これより，スカラ場の４次元質量mは固有値問題

LHW
4,4 u “ λu ñ m2 “

4a2

b2
λ (9.10.8)
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により決まる．すなわち，Lが自己共役作用素なら，その固有値と固有
関数の完全系 pλj, ujqを用いて，

l11ϕ “ 0 ñ ϕ “
ÿ

j

ϕjpxqujpyq; pldS4 ´ m2
jqϕj “ 0. (9.10.9)

9.10.2 作用素LHW
4,4 のスペクトル

S3
1 および S3

2 について調和関数展開し，z “ cosh yとおくと

LHW4,4 “ L “ ´
1

z2 ´ 1

d

dz

ˆ

pz2 ´ 1q2
d

dz

˙

`ℓ1pℓ1`2q
z

2pz ` 1q
`ℓ2pℓ2`2q

z

2pz ´ 1q
.

(9.10.10)

したがって，固有関数 uの方程式は

pz2´1q
d2u

dz2
`4z

du

dz
`

"

λ ´
ℓ1pℓ1 ` 2q ` ℓ2pℓ2 ` 2q

2
`
ℓ1pℓ1 ` 2q

2pz ` 1q
´
ℓ2pℓ2 ` 2q

2pz ´ 1q

*

u “ 0.

(9.10.11)

この一般解は

u “ C´pz ` 1qpℓ2´1q{2´αpz ´ 1q´ℓ2{2´1

ˆF

ˆ

´
ℓ1 ` ℓ2 ` 1

2
` α,

ℓ1 ´ ℓ2 ` 1

2
` α, 1 ` 2α;

2

z ` 1

˙

`C`pz ` 1qpℓ2´1q{2`αpz ´ 1q´ℓ2{2´1

F

ˆ

´
ℓ1 ` ℓ2 ` 1

2
´ α,

ℓ1 ´ ℓ2 ` 1

2
´ α, 1 ´ 2α;

2

z ` 1

˙

.(9.10.12)

ここで，

α “

c

9

4
´ A; A “ λ ´

ℓ1pℓ1 ` 2q ` ℓ2pℓ2 ` 2q

2
. (9.10.13)

z Ñ 8では
u „ C´z

´3{2´α ` C`z
´3{2`α (9.10.14)

いま，Lが自己共役とすると，対応する uのノルムは

}u}2 “

ż 8

1

dzpz2 ´ 1q|upzq|2. (9.10.15)

このノルムに関して，スペクトルは次のようになる．
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スペクトル

• 連続スペクトル：A ą 9{4, すなわち α “ i|α|. このとき，C˘によ
らず upzqは至る所正則で，z3{2u „ expp˘α log zq.

λ ě
ℓ1pℓ1 ` 2q ` ℓ2pℓ2 ` 2q

2
`

9

4
. (9.10.16)

• 離散スペクトル：A ă 9{4, すなわち α ą 0. このとき，}u} ă `8

より，C` “ 0で，u „ C´z
´3{2´α(z „ 8). また，z “ 1で

F

ˆ

´
ℓ1 ` ℓ2 ` 1

2
` α,

ℓ1 ´ ℓ2 ` 1

2
` α, 1 ` 2α; 1

˙

“
Γp1 ` 2αqΓpℓ2 ` 1q

Γ
`

ℓ1`ℓ2`3
2

` α
˘

Γ
`

´ℓ1`ℓ2`1
2

` α
˘

(9.10.17)

より，z “ 1で upzqは正則となるためには，

´ℓ1 ` ℓ2 ` 1

2
` α “ ´n pn “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q. (9.10.18)

よって，離散固有値は，

α “
ℓ1 ´ ℓ2 ´ 1

2
´ n ą 0, n “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ (9.10.19)

より，

λ “
ℓ1pℓ1 ` 2q ` ℓ2pℓ2 ` 2q

2
`

9

4
´ α2

“
pℓ1 ` ℓ2q

2

4
` ℓ1

ˆ

n `
3

2

˙

´ ℓ2

ˆ

n ´
1

2

˙

´ pn ´ 1qpn ` 2q.(9.10.20)

ただし，
ℓ1 ą ℓ2 ` 1 (9.10.21)

でのみ離散スペクトルは存在．

最小値：この条件を満たす離散スペクトルの最小値は

ℓ1 “ 2, ℓ2 “ 0, n “ 0 ñ λ “ 6 ô ℓ2m2 “ 18 (9.10.22)

一方，dS4での通常のゼロ質量にあたる固有値は，λ “ 0. この固有
値に対応する解は，ℓ1 “ ℓ2 “ 0のとき，

u “ C1 ` C2

ˆ

ln
z ` 1

z ´ 1
´

2z

z2 ´ 1

˙

. (9.10.23)
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よって，正則なものは u “ constだが，この解のノルムは発散する．
一般に，λ “ 0とすると，α ą 3{2のとき，z “ 8で有界となるため
にはC` “ 0. λ “ 0だと，α ą pℓ1`ℓ2q{2`1より，upzqは必ず z “ 1

で発散．よって，λ “ 0に対する有界で正則な解は，ℓ1 “ ℓ2 “ 0に
対応する u “ constのみ．

拡張スペクトル 解を規格化可能なものから有界正則なものに緩めると，
上記の連続スペクトル λ ě λ0 ` 9{4と離散スペクトル以外に次の値が λ

として許されるようになる．ここで，

λ0 “
ℓ1pℓ1 ` 2q ` ℓ2pℓ2 ` 2q

2
. (9.10.24)

• ℓ1 “ ℓ2のとき：rλ0, λ0 ` 5{4q Y pλ0 ` 5{4, λ0 ` 9{4q.離散スペクト
ルは無し．

• |ℓ1 ´ ℓ2| “ 1のとき： pλ0, λ0 ` 2q Y pλ0 ` 2, λ0 ` 9{4q．離散スペク
トルは無し．

• ℓ1´ℓ2 “ 2のとき：rλ0, λ0`5{4qYpλ0`5{4, λ0`2qYpλ0`2, λ0`9{4q.

離散スペクトルは一個で, λ “ λ0 ` 2．

• ℓ2´ℓ1 “ 2のとき：：rλ0, λ0`5{4qYpλ0`5{4, λ0`2qYpλ0`2, λ0`9{4q.

離散スペクトルはなし．

• ℓ2´ℓ1 ě 3のとき：pλ0, λ0`5{4qYpλ0`5{4, λ0`2qYpλ0`2, λ0`9{4q.

離散スペクトルはなし．

• ℓ1´ℓ2 ě 3のとき：pλ0, λ0`5{4qYpλ0`5{4, λ0`2qYpλ0`2, λ0`9{4q.

離散スペクトルは，1個以上で，p0, λ0qに含まれる．最小離散固有
値は

λ “
pℓ1 ` ℓ2q

2

4
`

3

2
ℓ1 `

1

2
ℓ2 ` 2 ě ℓ22 ` 5ℓ2 `

35

4
. (9.10.25)

9.11 Perturbations around a Warped Compactifica-

tion

9.11.1 Background

Geometry

g̃pM11q “ W pyq2gpXnq ` ĝpYmq (9.11.1)
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ここで、Xnは Einstein時空Rµν “ Λgµν . Riemann曲率テンソルは、

R̃µ
νλσ “ Rµ

νλσ ´ pDW q2pδµλgνσ ´ δµσgνλq, (9.11.2a)

R̃m
µnν “ ´

DmDnW

W
g̃µν . (9.11.2b)

R̃m
npq “ R̂m

npq. (9.11.2c)

Ricci曲率テンソルは

R̃µν “
`

Λ ´ W△W ´ pn ´ 1qpDW q2
˘

gµν , (9.11.3a)

R̃µm “ 0, (9.11.3b)

R̃mn “ R̂mn ´ n
DmDnW

W
, (9.11.3c)

R̃s “ R̂s `
nΛ

W 2
´ 2n

△W
W

´ npn ´ 1q
pDW q2

W 2
, (9.11.3d)

G̃µν “ ´
n ´ 2

2
Λ̃g̃µν , (9.11.3e)

G̃µm “ 0, (9.11.3f)

G̃mn “ R̂mn ´
1

2
R̃sgmn ´ n

DmDnW

W
(9.11.3g)

ここで、

Λ̃ ”
Λ

W 2
`

1

n ´ 2
R̂s ´

2pn ´ 1q

n ´ 2

△W
W

´ pn ´ 1q
pDW q2

W 2
. (9.11.4)

Flux

F̃ “ fΩpX4q ` F̂ pyq. (9.11.5)

ゲージ場の方程式は
dpW 4 ˚Y F̂ q ` fF̂ “ 0. (9.11.6)

T̃MN は，

T̃µν “ ´ρF g̃µν , (9.11.7a)

T̃µm “ 0, (9.11.7b)

T̃mn “
1

12
F̂m˚˚˚F̂n

˚˚˚ ´
1

4
gmn|F̃ |2 (9.11.7c)

ここで，

ρF ”
1

4

ˆ

f 2

W 8
` |F̂ |2

˙

, (9.11.8a)

|F̃ |2 “ ´
f 2

W 8
` |F̂ |2. (9.11.8b)
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Einstein equations (n “ 4,m “ 7)

Λ

W 2
`

1

2
R̂s ´ 3

△W
W

´ 3
pDW q2

W 2
“

1

4

ˆ

f 2

W 2
` |F̂ |2

˙

, (9.11.9a)

R̂mn ´
1

2
R̃sgmn ´ 4

DmDnW

W
“

1

12
F̂n˚˚˚F̂m

˚˚˚ ´
1

4
ĝmn|F̃ |2.(9.11.9b)

9.11.2 Metric perturbations

以下、
ψµν “ ψ̃µν , ψmµ “ ψ̃mµ , ψmn “ ψ̃mn (9.11.10)

とおき、̃のついていないψMN については、添え字µ, ν, ¨ ¨ ¨はgµνで、m,n, ¨ ¨ ¨

は g̃mn “ gmnで上げ下げをするものとする．

EMN :“ △LψMN ` 2∇pM∇Pψ
P
Nq ´ ∇P∇Qψ

PQgMN

´RsψMN ` RPQψ
PQgMN ,

“ 2κ2δTMN ” κ2TMN . (9.11.11)

1) △̃Lψ̃µνの計算 まず，

l̃ψ̃µν “ lψµν ` W 2

ˆ

△̂ `
n

W
DW ¨ D ´ 2

pDW q2

W 2

˙

ψµν

`4
DmW

W
∇pµψ

m
νq ` 2DmWDnWψmngµν . (9.11.12)

また，Lichnerowicz作用素の中で曲率に比例する項は

R̃L
pµψ̃νqL “

!

Λ ´ W △̂W ´ pn ´ 1qpDW q2
)

ψµν , (9.11.13a)

R̃µPνQψ̃
PQ “ Rα

µ
β
νψαβ ` pDW q2 pψµν ´ ψααgµνq ´ WDpDqWψpqgµν .

(9.11.13b)

よって，Lichnerowicz作用素の pµ, νq成分は

△̃Lψ̃µν “ △Lψµν ´ W 2

#

△̂ `
n

W
DW ¨ D ` 2

△̂W
W

` 2pn ´ 1q
pDW q2

W 2

+

ψµν

´4
DmW

W
∇pµψ

m
νq ` 2

`

pDW q2ψαα ` W 2DpDqplnW qψpq
˘

gµν .(9.11.14)
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2) △̃Lψ̃
m
µ の計算 D’Alambertianは

l̃ψmµ “ 2
DnW

W
∇µψ

m
n

`
1

W 2
lψmµ `

«

△̂ `
n ´ 2

W
DW ¨ D ´ pn ´ 1q

pDW q2

W 2
´

△̂W
W

ff

ψmn

´
n ` 2

W 2
DmWDnWψnµ ´ 2

DmW

W
∇νψ

ν
µ. (9.11.15)

曲率項は

R̃L
ν ψ̃

m
L ` R̃m

L ψ̃
L
µ “

#

Λ

W 2
´

△̂W
W

´ pn ´ 1q
pDW q2

W 2

+

ψmµ `

´

R̂m
n ´

n

W
DmDnW

¯

ψnµ,(9.11.16a)

R̃µP
mQψ̃PQ “

DmDnW

W
ψnµ. (9.11.16b)

よって，

△̃Lψ̃
m
µ “ ´2

DnW

W
∇µψ

m
n

´
1

W 2
pl ´ Λqψmµ ´

ˆ

△̂ `
n ´ 2

W
DW ¨ D

˙

ψmµ ` R̂m
n ψ

n
µ

`
2

W
DmW∇νψ

ν
µ. (9.11.17)

3) △̃Lψ̃mnの計算 D’Alembertianは

l̃ψmn “
1

W 2
lψmn `

´

△̂ `
n

W
DW ¨ D

¯

ψ̃mn

´
n

W 2

`

DmWDpWψpn ` DnWDpWψmp
˘

´2
DmW

W 3
∇αψαn ´ 2

DnW

W 3
∇αψmα ` 2

DmWDnW

W 2
ψαα.(9.11.18)

曲率項は

R̃mLψ̃nL ` R̃L
n ψ̃

m
L “

ˆ

R̂m
l ´ n

DmDlW

W

˙

ψln `

ˆ

R̂l
n ´ n

DnD
lW

W

˙

ψml ,

(9.11.19a)

R̃m
PnQψ̃

PQ “ R̂m
pnqψ

pq ´
DmDnW

W
ψαα. (9.11.19b)
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よって，

△̃Lψ̃mn “ ´
1

W 2
lψmn ´

´

´△̂L `
n

W
DW ¨ D

¯

ψmn ´ 2nDpmD
lplnW qψnql

`
4

W 3
DpmW∇αψnqα ` 2DmDnplnW qψαα. (9.11.20)

4) ∇̃M∇̃P ψ̃
P
N の計算 まず，∇̃P ψ̃

P
M は

∇̃P ψ̃
P
µ “ ∇αψ

α
µ ` n

DmW

W
ψmµ ` Dmψ

m
µ , (9.11.21a)

∇̃P ψ̃
P
m “

1

W 2
∇αψ

α
m ` Dpψ

p
m ` n

DpW

W
ψpm ´

DmW

W
ψαα.(9.11.21b)

次に，

∇̃µVν “ ∇µVν ` WDmWgµνVm, (9.11.22a)

∇̃µV
ν “ ∇µV

ν `
DmW

W
V mδνµ, (9.11.22b)

∇̃µVm “ ∇µVm ´
DmW

W
Vµ, (9.11.22c)

∇̃µV
m “ ∇µV

m ´
DmW

W
Vµ, (9.11.22d)

∇̃mVµ “ DmVµ ´
DmW

W
Vµ, (9.11.22e)

∇̃mV
µ “ DmV

µ `
DmW

W
V µ, (9.11.22f)

∇̃mVn “ DmVn, (9.11.22g)

∇̃mV
n “ DmV

n. (9.11.22h)
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これを vM “ ∇P ψ̃
P
M に適用して，

∇̃µp∇̃ ¨ ψ̃qν “ ∇µ∇αψ
α
ν `

ˆ

Dm ` n
DmW

W

˙

∇µψ
m
ν

`

"

DmW

W
∇αψ

α
m ` WDmW

ˆ

Dp ` n
DpW

W

˙

ψpm ´ pDW q2ψαα

*

gµν ,(9.11.23a)

∇̃mp∇̃ ¨ ψ̃qn “ Dm

"

1

W 2
∇αψ

α
n `

ˆ

Dp ` n
DpW

W

˙

ψpn ´
DnW

W
ψαα

*

, (9.11.23b)

∇̃µp∇̃ ¨ ψ̃qm “ ∇µ

"

1

W 2
∇αψ

α
m `

ˆ

Dp ` n
DpW

W

˙

ψpm ´
DmW

W
ψαα

*

´
DmW

W

"

∇αψ
α
µ `

ˆ

Dp ` n
DpW

W

˙

ψpµ

*

, (9.11.23c)

∇̃mp∇̃ ¨ ψ̃qµ “

ˆ

Dm ´
DmW

W

˙"

∇αψ
α
µ `

ˆ

Dp ` n
DpW

W

˙

ψpµ

*

. (9.11.23d)

これらより，

∇̃P ∇̃Qψ̃PQ “
1

W 2
∇α∇βψαβ ´

ˆ

1

W
DW ¨ D ` △̂plnW q ` n

pDW q2

W 2

˙

ψαα

`
2

W 2

ˆ

Dp ` pn ´ 1q
DpW

W

˙

∇αψpα

`

ˆ

Dp ` n
DpW

W

˙ˆ

Dq ` n
DqW

W

˙

ψpq. (9.11.24)
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5) EMN の計算

Eµν “ p△L ´ nΛqψµν

´W 2

#

△̂ `
n

W
DW ¨ D ´ 2pn ´ 1q

△̂W
W

´ pn ´ 1qpn ´ 2q
pDW q2

W 2
` R̂s

+

ψµν

`2∇pµ∇αψνqα ` 2

ˆ

Dp ` pn ´ 2q
DpW

W

˙

∇pµψ
m
νq

`

”

pWDW ¨ D ` Λqψαα ´ ∇α∇βψ
αβ

´2

ˆ

Dp ` pn ´ 2q
DpW

W

˙

∇αψpα ´ W 2DpDqψ
pq ´ 2pn ´ 1qWDpWDqψ

pq

`W 2

"

R̂pq ´ 2pn ´ 1q
DpDqW

W
´ pn ´ 1qpn ´ 2q

DpWDqW

W

*

ψpq
ı

gµν ,

(9.11.25a)

Em
µ “ ∇µ

"

1

W 2
∇αψ

α
m `

ˆ

Dp ` pn ´ 2q
DpW

W

˙

ψpm ´
DmW

W
ψαα

*

` Dm∇αψ
α
µ

´

˜

l ` pn ´ 1qΛ

W 2
` △̂ `

n ´ 2

W
DW ¨ D ` R̂s ´ 2n

△̂W
W

´ npn ´ 1q
pDW q2

W 2

¸

ψmµ

`

ˆ

Dm ´ 2
DmW

W

˙ˆ

Dp ` n
DpW

W

˙

ψpµ ` R̂m
p ψ

p
µ, (9.11.25b)

Emn “

”

ˆ

1

W
DW ¨ D `

Λ

W 2

˙

ψαα ´
1

W 2
∇α∇βψ

αβ

´
2

W 2

ˆ

Dp ` pn ´ 1q
DpW

W

˙

∇αψpα ´ DpDqψ
pq ´

2n

W
DqWDpψ

pq

`

ˆ

R̂pq ´
2n

W
DpDqW ´

npn ´ 1q

W 2
DpWDqW

˙

ψpq
ı

gmn

´

˜

l ` nΛ

W 2
´ △̂L `

n

W
DW ¨ D ` R̂s ´ 2n

△̂W
W

´ npn ´ 1q
pDW q2

W 2

¸

ψmn

`
2

W 4
DpmpW 2∇αψnqαq ` 2DpmD

pψnqp ´
2

W
DpmWDnqψ

α
α. (9.11.25c)
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9.11.3 Source peturbation

1) 一般式 エネルギー運動量テンソルの摂動は

TMN “
1

3
F̃pM

˚˚˚δF̃Nq˚˚˚ ´ g̃MN F̃ ¨ δF̃

´
1

2
ψ̃PQF̃MP˚˚F̃NQ

˚˚ ´
1

2
ψ̃MN |F̃ |2 `

1

12
g̃MN ψ̃

PQF̃P˚˚˚F̃q
˚˚˚

`
1

18

´

F̃M˚˚˚F̃N
˚˚˚ ´ 3g̃MN |F̃ |2

¯

ψ̃. (9.11.26)

2) δF の計算 ゲージポテンシャルの摂動は一般に

δA “ ar3s ` ar2sm ^ dym `
1

2
ar1smn ^ dym ^ dyn ` âr3s;(9.11.27a)

ar3s “
1

3!
aµνλdx

µ ^ dxν ^ dxλ, (9.11.27b)

ar2sm “
1

2!
aµνmdx

µ ^ dxν , (9.11.27c)

ar1smn “ aµmndx
µ, (9.11.27d)

âr3s “
1

3!
amnldy

m ^ dyn ^ dyl (9.11.27e)

表される．対応するフラックステンソルは

δF “ dδA

“ d1ar3s

`
`

´Bmar3s ` d1ar2sm

˘

^ dym

`
1

2

`

´2Bnar2sm ` d1ar1smn

˘

dym ^ dyn

`
1

3!

`

´3Blar1smn ` d1amnl
˘

^ dym ^ dyn ^ dyl

`d̂âr3s. (9.11.28)

ここで，
d1 “ dxµ ^ Bµ, d̂ “ dym ^ Bm. (9.11.29)

特に，背景フラックスが

F̃ “ fΩpX4q ` F̂ (9.11.30)

で与えられるとき，

F̃ ¨ δF̃ “
f

W 8
∇µp ˚Xar3sqµ `

1

3!
F̂mnpqDmânpq. (9.11.31)
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3) TMN の計算 まず，

F̃µ
˚˚˚δF̃ν˚˚˚ “

f

W 6
ϵµ
αβγpd1ar3sqναβγ “

6f

W 6
gµν∇αb

α (9.11.32)

より，

T µ
ν |δA “

ˆ

f

w8
∇ ¨ b ´ F̂ ¨ d̂âr3s

˙

δµν . (9.11.33)

ここで，
br1s “ ˚Xar3s, ar3s “ ˚Xbr1s. (9.11.34)

また，

T µ
ν |δψ “

f 2

W 8

ˆ

2

3
ψ̃δµν ´ ψ̃µν

˙

´
1

3
ψ̃µν |F̃ |2. (9.11.35)

ここで，

|F̃ |2 “ ´
f 2

W 8
` |F̂ |2. (9.11.36)

よって，

T µ
ν “ ´2ρF ψ̃

µ
ν

´

„

´
f

W 8
∇ ¨ b ` F̂ ¨ d̂âr3s `

1

6

ˆ

2f 2

W 8
´ |F̂ |2

˙

ψ̃αα ´
2

3
ρF ψ̃

p
p ´

1

12
ψpqF̂p˚˚˚F̂q

˚˚˚

ȷ

δµν .

(9.11.37)

ここで

ρF “
1

4

ˆ

f 2

W 8
` |F̂ |2

˙

.

次に，

F̃µ
˚˚˚δF̃m˚˚˚ ` F̃m

˚˚˚δF̃µ˚˚˚

“
f

W 6

`

6Bmbµ ´ 3!p ˚Xd
1ar2smq

˘

`F̂m
pqr p´3Bpaµqr ` Bµapqrq (9.11.38)

および
F̃µP˚˚F̃mQ˚˚ “ F̃µ˚˚˚F̃m

˚˚˚ “ 0 (9.11.39)

より，

T m
µ “

f

W 6

␣

Dmbµ ´ p ˚Xd
1ar2smqµ

(

´
1

2
ψmµ

ˆ

´
f 2

W 8
` |F̂ |2

˙

. (9.11.40)
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最後に，
F̃m

˚˚˚δF̃n˚˚˚ “ F̂m
pqrδF̂npqr (9.11.41)

より

Tmn “
1

6

´

F̂m
pqrpd̂âr3sqnpqr ` F̂n

pqrpd̂âr3sqmpqr

¯

´

ˆ

f

W 8
∇ ¨ b ` F̂ ¨ pd̂âr3sq

˙

gmn

´
1

2
ψpqF̂mp˚˚F̂nq

˚˚ ´
1

2
ψmn

ˆ

´
f 2

W 2
` |F̂ |2

˙

`
1

12
gmnF̂p˚˚˚F̂q

˚˚˚ψpq

´
1

18

"

F̂m˚˚˚F̂n
˚˚˚ ´ 3gmn

ˆ

´
f 2

W 8
` |F̂ |2

˙*

ψ̃. (9.11.42)

4) ゲージ場摂動のゲージ変換 ゲージ場Ar3sのゲージ変換は

δCA “ dC; (9.11.43a)

C “ cr2s ` cr1sm ^ dym ` ĉr2s (9.11.43b)

より，

δCar3s “ d1cr2s, (9.11.44a)

δCar2sm “ Bmcr2s ` d1cr1sm, (9.11.44b)

δCar1smn “ Bmcr1sn `
1

2
d1ĉmn, (9.11.44c)

δC âr3s “ d̂ĉr2s. (9.11.44d)

これより，T M
N のゲージ不変性が直接確認できる．

9.11.4 Coordinate-Gauge transformation

要点 ゲージ変換
δxM “ ξ̃M “ pξ̃µ, ξ̃mq (9.11.45)

に対する摂動変数のゲージ変換則とそれに基づくゲージ不変量の構成。

1) Scalar

δgϕ “ Ĺ ξ̃ϕ “ ξ̃µ∇µϕ ` ξ̃mDmϕ. (9.11.46)
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2) Vector 一般に反変ベクトル vM “ δV M のゲージ変換は

δgṽ
M “ ĹξṼ

M “ ξ̃N∇̃N Ṽ
M ´ Ṽ N∇̃N ξ̃

M (9.11.47)

pn ` mq分解すると，

δgṽ
µ “ ξ̃ν∇νṼ

µ ´ Ṽ ν∇ν ξ̃
µ ` ξ̃mDmṼ

µ ´ Ṽ mDmξ̃
µ,(9.11.48a)

δgṽ
m “ ξ̃µ∇µV

m ´ Ṽ µ∇µξ̃
m ` ξ̃nDnṼ

m ´ Ṽ nDnξ̃
m.(9.11.48b)

同様に，共変ベクトルに対して

δgṽM “ Ĺ ξ̃ṼM “ ξ̃N∇̃N ṼM ` ṼN∇̃M ξ̃
N (9.11.49)

は

δgṽµ “ ξ̃ν∇νṼµ ` Ṽν∇µξ̃
ν ` ξ̃mDmṼµ ` Ṽm∇µξ̃

m, (9.11.50a)

δgṽm “ ξ̃ν∇νṼm ` ṼνDmξ̃
ν ` ξ̃nDnṼm ` ṼnDmξ̃

m.(9.11.50b)

特に，背景場が
Ṽµ “ 0, Ṽm “ V̂mpyq (9.11.51)

の時，

δgṽ
µ “ ´Ṽ mpyqDmξ̃

µ, (9.11.52a)

δgṽ
m “ Ĺ ξ̂V̂

m, (9.11.52b)

δgṽµ “ ∇µpṼmpyqξ̃mq, (9.11.53a)

δgṽm “ Ĺ ξ̂V̂m. (9.11.53b)

これより，分解
ṽµ “ ∇µv

p0q ` vp1q
µ ; ∇µvp1q

µ “ 0 (9.11.54)

に対して，
δgv

p0q “ V̂ ¨ ξ̂, δgv
p1q
µ “ 0. (9.11.55)

〔注） V p0qはmod 調和関数 Y で定義されるので，vp1q
µ には∇µY の不

定性がある．
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3) Tensor 対称テンソル型摂動 t̃MN “ δT̃MN のゲージ変換は

δg t̃MN “ Ĺ ξ̃T̃MN “ ξ̃L∇̃LT̃MN ` T̃LN∇̃M ξ̃
L ` T̃ML∇̃N ξ̃

L. (9.11.56)

X ˆ Y 分解すると，

δg t̃µν “ ξ̃λ∇λT̃µν ` ξ̃mDmT̃µν ` 2T̃λpµ∇νqξ̃
λ ` 2T̃mpµ∇νqξ̃

m,(9.11.57a)

δg t̃µm “ ξ̃ν∇νT̃µm ` ξ̃nDnT̃µm ` T̃νm∇µξ̃
ν ` T̃nm∇µξ̃

n

`T̃νµDmξ̃
ν ` T̃nµDmξ̃

n, (9.11.57b)

δg t̃mn “ ξ̃µ∇µT̃mn ` ξ̃lDlT̃mn ` 2T̃µpmDnqξ̃
µ ` 2T̃lpmDnqξ̃

l.(9.11.57c)

特に，背景場が

T̃µν “
1

n
T pyqgµνpxq, T̃µm “ 0, T̃mn “ T̂mnpyq (9.11.58)

という構造を持つとき，

δg t̃µν “
1

n
Dξ̂T pyqgµν `

2

n
T pyq∇pµξνq, (9.11.59a)

δg t̃µm “
1

n
T pyqDmξµ ` T̂mnpyq∇µξ̂

n, (9.11.59b)

δg t̃mn “ Ĺ ξ̂T̂mn. (9.11.59c)

ここで，
ξµ “ gµνξ

ν “ gµν ξ̃
ν . (9.11.60)

よって，t̃µνを

t̃µν “ gµνt ` ∇µ∇νs ´
1

n
gµνls ` ∇µt

p1q
ν ` ∇νt

p1q
µ ` tp2q

µν (9.11.61)

と分解すると，

δgt “
1

n
Dξ̂T pyq `

2

n2
T pyqlξp0q, (9.11.62a)

δgs “
2

n
T pyqξp0q, (9.11.62b)

δgt
p1q
µ “

1

n
T pyqξp1q

µ , (9.11.62c)

δgt
p2q
µν “ 0. (9.11.62d)

また，T̃µmを
t̃µm “ ∇µtm ` tp1q

µm (9.11.63)
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と分解すると，ゲージ変換は

δgtm “
1

n
T pyqDmξ

p0q ` T̂mnpyqξ̂n, (9.11.64a)

δgt
p1q
µm “

1

n
T pyqDmξ

p1q
µ . (9.11.64b)

4) 計量テンソルの摂動に対するゲージ不変量 計量テンソルの摂動 h̃MN

を

h̃µν “ tgµν `

ˆ

∇µ∇ν ´
1

4
lgµν

˙

s ` 2∇pµhνqrp1q ` hp2q
µν ,(9.11.65a)

h̃µm “ ∇hm ` hp1q
µm, (9.11.65b)

h̃mn “ ĥmn (9.11.65c)

と分解すると，T pyq “ nW 2より，成分のゲージ変換は

δgt “
2

n
W 2lξp0q ` 2WDξ̂W, δgs “ 2W 2ξp0q, (9.11.66a)

δgh
p1q
µ “ W 2ξp1q

µ , δgh
p2q
µν “ 0, (9.11.66b)

δghm “ W 2Dmξ
p0q ` ξ̂m, δgh

p1q
µm “ W 2Dmξ

p1q
µ , (9.11.66c)

δgĥmn “ Ĺ ξ̂ĝmn “ Dmξ̂n ` Dnξ̂m. (9.11.66d)

h̃MN の分解を ψ̃MN の定義に代入すると，

ψµν ” gµλψ̃
λ
ν “ ψptqgµν `

ˆ

∇µ∇ν ´
1

n
gµνl

˙

ψpsq ` 2∇pµψ
p1q

νq
` ψp2q

µν ,(9.11.67a)

ψ̃µm “ h̃µm “ ∇µhm ` hp1q
µm, (9.11.67b)

ψ̃mn “ ψ̂mn “ ĥmn ´

˜

nt

2W 2
`
ĥ

2

¸

ĝmn (9.11.67c)

を得る．ここで，

ψptq “ ´
n ´ 2

2W 2
t ´

1

2
ĥ, ψpsq “

s

W 2
, ψp1q

µ “
1

W 2
hp1q
µ , ψp2q “

1

W 2
hp2q.

(9.11.68)
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これら成分のゲージ変換は

δgψ
ptq “ ´

n ´ 2

n
lξp0q ´

n ´ 2

W
Dξ̂W ´ D ¨ ξ̂, (9.11.69a)

δgψ
psq “ 2ξp0q, (9.11.69b)

δgψ
p1q
µ “ ξp1q

µ , (9.11.69c)

δgψ
p2q
µν “ 0, (9.11.69d)

δgψm “ W 2Dmξ
p0q ` ξ̂m. (9.11.69e)

δgψ
p1q
µm “ W 2Dmξ

p1q
µ , (9.11.69f)

δgψmn “ Ĺ ξ̂gmn ´

´

D ¨ ξ̂ ` lξp0q `
n

W
Dξ̂W

¯

gmn(9.11.69g)

以上より，次の諸量を基本ゲージ不変量として用いることができる．

1. Scalar型

Φ ” ψptq `
n ´ 2

2n
lψpsq ` DmXm `

n ´ 2

W
DXW, (9.11.70a)

Φmn ” ψmn ´ 2DpmXnq `

ˆ

D ¨ X `
n

W
DXW `

1

2
lψpsq

˙

gmn.(9.11.70b)

ここで，

Xm ” ψm ´
1

2
W 2Dmψ

psq, (9.11.71)

δgXm “ ξ̂m. (9.11.72)

2. Vector型
Hµm ” ψp1q

µm ´ W 2Dmψ
p1q
µ . (9.11.73)

3. Tensor型
Hµν ” ψp2q

µν . (9.11.74)

5) EM
N テンソル 一般論より，まず，

δgẼµν “ ´4Λ̃∇pµξ̃νq ´ 2DpW 2Λ̃qgµν . (9.11.75)

テンソル分解すると、

δgpẼ
X
X qptq “ ´2W 2Dξ̂Λ̃ ´ Λ̃lξp0q, (9.11.76a)

δgpẼ
X
X qpsq “ ´4Λ̃ξp0q, (9.11.76b)

δgpẼ
X
X qp1q

µ “ ´2Λ̃ξp1q
µ , (9.11.76c)

δgpẼ
X
X qp2q

µν “ “ 0. (9.11.76d)
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つぎに、
δtgEµm “ ´2Λ̃Dmξµ ` G̃mn∇µξ̂

n. (9.11.77)

このテンソル分解は、

δgpẼ
Y
X qm “ ´2Λ̃Dmξp0q ` G̃m

n ξ̂
n, (9.11.78a)

δgpẼ
Y
X qmp1q

µ “ ´2Λ̃Dmξ
p1q
µ . (9.11.78b)

最後に、
δgẼmn “ Ĺ ξ̂G̃mn. (9.11.79)

9.11.5 EM
N のテンソル分解

X4が Einstein時空であることを仮定する:

RµνpXq “ Λ1gµνpXq. (9.11.80)

ψ “ pψµνqに対して，

p△Lψqptq “ ´lψptq, p△Lψqpsq “ ´lψpsq, (9.11.81a)

p△Lψqp1q
µ “ △r1sψ

p1q
µ “ p´l ` Λ1qψp1q

µ , (9.11.81b)

p△Lψqp2qµν “ △Lψ
p2q
µν . (9.11.81c)

また，

p∇ ¨ ψqp0q “ ψptq `

ˆ

n ´ 1

n
l ` Λ1

˙

ψpsq, (9.11.82a)

p∇ ¨ ψqp1q
µ “ pl ` Λ1qψp1q

µ . (9.11.82b)

これより，

∇µ∇αψ
α
ν “ ∇µ∇ν

„

ψptq `

ˆ

n ´ 1

n
l ` Λ1

˙

ψpsq

ȷ

` ∇µpl ` Λ1qψp1q
ν .

(9.11.83)

すなわち，

p2∇p˚p∇ ¨ ψq˚qq
ptq “

2

n
l

„

ψptq `

ˆ

n ´ 1

n
l ` Λ1

˙

ψpsq

ȷ

,(9.11.84a)

p2∇p˚p∇ ¨ ψq˚qq
psq “ 2

"

ψptq `

ˆ

n ´ 1

n
l ` Λ1

˙

ψpsq

*

,(9.11.84b)

p2∇p˚p∇ ¨ ψq˚qq
p1q
µ “ pl ` Λ1qψp1q

µ , (9.11.84c)

p2∇p˚p∇ ¨ ψq˚qq
p2q
µν “ 0. (9.11.84d)
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また，
2∇pµψ

m
νq “ 2∇µ∇νψ

m ` 2∇pµψ
p1qm
νq

(9.11.85)

より，

p2∇p˚ψ
m
˚qq

ptq “
2

n
lψm, (9.11.86a)

p2∇p˚ψ
m
˚qq

psq “ 2ψm, (9.11.86b)

p2∇p˚ψ
m
˚qq

p1q
µ “ ψp1qm

µ . (9.11.86c)

これらを E µ
ν の表式に代入すると，

pEXXqp2q
µν “

´

△L ´ nΛ1 ´ W 2L̂2

¯

Hµν , (9.11.87a)

pEXXqp1q
µ “

ˆ

Dp `
n ´ 2

W
DpW

˙

Hp
µ ´ pn ´ 2qΛ̃ψp1q

µ ,(9.11.87b)

pEXXqpsq “ 2Φ ´ pn ´ 2qΛ̃ψpsq. (9.11.87c)

ここで，

L̂2 ” △̂ `
n

W
DW ¨ D ´ 2pn ´ 1q

△̂W
W

´ pn ´ 1qpn ´ 2q
pDW q2

W 2
` R̂s,(9.11.88a)

Λ̃ “ Λ1 ´
2pn ´ 1q

n ´ 2
△̂W ´ pn ´ 1qpDW q2 `

1

n ´ 2
W 2R̂s. (9.11.88b)

また，

pE X
X qptq “ ´

ˆ

3

2W 2
l ` △̂ ` 6△̂plnW q ` 24

pDW q2

W 2

˙

Φ

´

"

DmDn ´
6

W
DmWDn ` 2DmDnplnW q ` 24

DmWDnW

W 2

*

Φmn

`l

«

1

4
L̂2 ´

Λ

2W 2
´

9

2W
DW ¨ D `

△̂W
W

ff

ψpsq

`

"

5

2W 2
l ´ 2△̂ ´

4

W
DW ¨ D ` 4△̂plnW q ` 24

pDW q2

W 2

*

D ¨ X

´
DmW

W

ˆ

5
l

W 2
` 6△̂

˙

Xm ´

´

4DmDnplnW q ` 2R̂mn
¯

DmXn

´

ˆ

DmR̂s `
6

W
DnWR̂m

n

˙

Xm. (9.11.89)
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次に，Em
µ は

pE Y
X qm “

ˆ

Dm ´ 4
DmW

W

˙

Φ `

ˆ

Dp ` 2
DpW

W

˙

Φpm

`Dm

ˆ

´
1

2
△̂ `

1

W
DW ¨ D

˙

pW 2ψpsqq `
Λ

W
DmWψpsq

´

ˆ

4
DmWDnW

W 2
` 2DmDnplnW q

˙

DnpW 2ψpsqq

`

ˆ

´Dm ` 2
DmW

W

˙

pD ¨ Xq `
Λ

W 2
Xm

`

ˆ

6

W
DnWDm ´ 2DmDnplnW q ´ 8

DmWDnW

W 2
` 2R̂m

n

˙

Xn,(9.11.90a)

pE Y
X qp1qm

µ “

ˆ

´
1

W 2
l ´ △̂ `

2

W
DW ¨ D `

Λ

W 2

˙

Hm
µ

`

ˆ

4

W
DnWDm ´ 2DmDnplnW q ´

DmWDnW

W 2
` R̂m

n

˙

Hn
µ

´2
Λ

W
DmWψp1q

µ ´ 2
DmW

W
lψp1q

µ ´ Dm

ˆ

△̂ `
2

W
DW ¨ D

˙

pW 2ψp1q
µ q

`4
DnW

W
DmDnpW 2ψp1q

µ q ´
DmWDnW

W 2
DnpW 2ψp1q

µ q. (9.11.90b)
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最後に、

Em
n “ ´

ˆ

1

W 2
l ´ △̂L `

4

W
DW ¨ D

˙

Φm
n

`DmDpΦ
p
n ` DnDpΦ

pm ` 4
DlW

W

`

DmΦl
n ` DbΦ

lm
˘

`

ˆ

´
DmW

W
Dn ´

DnW

W
Dm ` 2

DmDnW

W

˙

lψpsq

´
2

W 3
pDmWlXn ` DnWlXmq

`4
DlW

W
pDmDn ` DnD

mqX l ` 8
DlW

W
R̂mpl

n
pqXp

`2pDpR̂mn ` R̂npD
m ` R̂m

p DnqXp ´
4

W
pDnWDm ` DmWDnqpD ¨ Xq

`Aδmn , (9.11.91)

A “ ´
1

W 2
Φ ´

1

W 4

ˆ

DpDq ` 16
DpWDqW

W 2

˙

pW 4Φpqq

`

ˆ

1

W 2
l `

4

W
DW ¨ D ` 4△̂W ` 32

pDW q2

W 2

˙

pD ¨ Xq

´8
DpW

W

ˆ

l

W 2
` △̂

˙

Xp ´ 2R̂pqDpXq ´ DpR̂sXp

´
8

W
R̂pqDpWXq ´ 8

ˆ

DpDqplnW q ` 8
DpWDqW

W 2

˙

DpXq

`

ˆ

´
Λ

W 2
`

1

2
△̂ `

3

W
DW ¨ D ´ 7△̂plnW q ´

50

W 2
pDW q2

˙

lψpsq.(9.11.92)

9.11.6 Tensor Perturbations

dS4に関してテンソル型摂動，すなわち重力波に対しては，

pδT µν qp2q “ g̃µαδTαν ´ h̃µαTαν

“ ´ρFh
p2qµ
ν ` ρFh

µ
ν “ 0. (9.11.93)

よって，Einstein方程式は
„

△L ´ 2Λ ´ W 2

"

△̂ `
4

W
DW ¨ D

*ȷ

Hµν “ 0 (9.11.94)
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ここで，dS4では，

△LHµν “ ´lHµν ` 2ΛHµν ´
2Λ

3
pgµνg

αβ ´ δαµδ
β
ν qHαβ

“ ´lHµν `
8Λ

3
Hµν . (9.11.95)

adS時空の場合と同じ定義をすると，質量作用素は

M̂2
2 ” ´△L ` 2Λ “ ´W 2△̂ ´ 4WDW ¨ D. (9.11.96)

Y7 “ ΣE
4,4の場合には，この作用素はL E

4,4と一致する．

9.11.7 Vector Perturbations

計量のベクトル型摂動は

h̃µµ “ ∇µhp1q
ν ` ∇µh

p1qµ, h̃mµ “ hp1q
mµ, h̃mn “ 0. (9.11.97)

Kodama-Ishibasi-Setoでのゲージ不変量に対する記法との対応は

Fa ÞÑ
h

p1q
mµ

W
` WDm

ˆ

∇νhµν
k2 ´ Λ

˙

“
1

W

`

hp1q
mµ ´ W 2Dmh

p1q
µ

˘

”
1

W
Hmµ, (9.11.98)

F
p1q

ab ÞÑ W
“

DmpW´2hp1q
nµq ´ DnpW´2hp1q

mµq
‰

(9.11.99)

一方，δTmµ は

δT̃mµ “ g̃mnδT̃nµ ` δg̃mνT̃νµ

“ ´
f

2W 6
p ˚XF

p1q

r3smqµ ´
1

4
ψmµ

ˆ

´
f 2

W 8
` |F̂ |2

˙

` ψmµ ρF

“ ´
f

2W 6
p ˚XF

p1q

r3smqµ `
f 2

2W 8
hmµ . (9.11.100)

ここで，
˚XF

p1q

r3sm “ ˚Xd
1ar2sm ´ Dmb

p1q. (9.11.101)

よって，

κ2τmµ ”
1

W
pδT̃ YX qp1qm

µ “
f 2

2W 9
Hm
µ `

f

2W 7
Bm
µ . (9.11.102)
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ここで，
Bmµ ” ´p ˚XF

p1q

r3smqµ ` fDmψ
p1q
µ (9.11.103)

は摂動ゲージ不変量．
以上より，ベクトル型摂動に対する Einstein方程式は

1

W 2
Dp

„

W 6

"

Dm

ˆ

Hpµ

W 2

˙

´ Dp

ˆ

Hmµ

W 2

˙*ȷ

`

ˆ

l ` Λ `
f 2

W 6

˙

Hmµ

“ ´
f

W 4
Bmµ, (9.11.104a)

DmpW 2Hm
µq “ 0. (9.11.104b)
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10 高次元統一理論
Last update: 2023 年 10 月 17 日

10.1 Reviews and Books

10.1.1 Review articles

10.1.2 Books

10.2 Kaluza-Kleinコンパクト化

10.2.1 歴史

1919 Kaluza-Kleinモデル (Kaluza Th 1921; Klein O 1926)

1963 内部空間の等長変換群に基づく非可換ゲージ場の導出 (DeWitt BS

1963[115])

10.2.2 時空計量

基本仮定

1. Lie群Gが時空MDに作用しており，その軌道はn次元空間となる．

2. Gの軌道空間MD{GをXd(d` n “ D)，各軌道を Yx(x P X)，Gを
生成する無限小変換の基底を ξa(a “ 1, ¨ ¨ ¨ , dimpGq)とするとき，G
作用は各軌道 Yx上で等長で，計量は次の形に書ける：

ds2pMDq “ ds2pXdq ` Φpqpx, yqνpνq, (10.2.1)

ds2pXdq “ gµνpxqdxµdxν , (10.2.2)

νp “ dyp ´ ξpapyqAaµpxqdxµ. (10.2.3)

行列形では

pgMNq “

˜

Φpq ´ξapA
a
νpxq

´ξaqA
a
µpxq gµνpxq ` ξapξ

p
bA

a
µpxqAbνpxq

¸

(10.2.4)

ここで，ξap “ Φpqξ
q
a. G作用が各軌道 Yx上で等長となる条件は，

ξraBrΦpq ` 2ΦrppBqqξ
r
a “ 0 (10.2.5)

816 目次へ



目次へ

ゲージ変換 上記の計量の形は，明らかに変換 x1µ “ aµpxq, y1p “ bppyq

により保たれる．また，無限小変換

δyp “ ηp “ ϵapxqξpapyq (10.2.6)

に対して，
Ĺην

p “ νqϵaBqξ
p
a ` ξpa

`

dϵa ´ Ca
cbϵ

cAb
˘

(10.2.7)

となる．よって，

ĹηpΦpqν
pνqq “ ηrBrΦpqν

pνq ` 2ΦpqĹην
pνq

“ ϵa
`

ξraBrΦpq ` 2ΦrppBqqξ
r
a

˘

νpνq

`2Φpqξ
p
a

`

dϵa ´ Ca
bcϵ

bAc
˘

νq. (10.2.8)

したがって，Φpqに対する条件より，この無限小変換も上記の計量の形を
保ち，Aaは

δAa “ ´Ca
cbϵ

cAb ` dϵa ô δA “ ´rϵ, As ` dϵ, ϵ “ ϵaTa (10.2.9)

と変換される．これは，Gに対する（非可換）ゲージ場の変換則と一致
する．

Ricciテンソル

R̃pq “ R̂pq `
1

4
FpIJFq

IJ

´
1

2
△Φpq ´

1

4
ΦrsDΦpq ¨ DΦrs `

1

2
ΦrsDΦpr ¨ DΦqs,(10.2.10a)

R̃pI “
1

2
D̂qDIΦpq ´

1

2
ΦqrD̂pDIΦqr

`
1

2
D̃JFp

J
I ´

1

4
ΦrsDKΦrsFpI

K , (10.2.10b)

R̃IJ “ RIJ ´
1

2
FpIKF

p
J
K

´
1

2
ΦpqDIDJΦpq `

1

4
ΦpqΦcdDIΦprDJΦqs, (10.2.10c)

R̃ “ R̂ ` R ´
1

4
FpIJF

pIJ ´ D pΦpqDΦpqq

´
1

4
ΦpqΦrs pDΦpq ¨ DΦrs ` DΦpr ¨ DΦqsq . (10.2.10d)

ここで，Dは gµν に関するXd上の共変微分，D̂は各軌道 Yx上での yに
関する共変微分，

F “ dA ` A ^ A, D̃F “ DF ` rA,F s. (10.2.11)
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作用積分 Einstein-Hilbert作用積分

S “

ż

dmx dny |g|1{2|Φ|1{2R̃ (10.2.12)

は次のXm上の有効作用積分を与える：

S “

ż

dmx |g|1{2

„

eσR ´
1

2
GABDϕADϕB ´

1

2
γabF

a ¨ F b ` C

ȷ

. (10.2.13)

ここで，

Φpq “ ϕApxqΦA
pqpyq, (10.2.14a)

eσ “

ż

dny|Φ|1{2, (10.2.14b)

GAB “

ż

dny |Φ|1{2 pΦprΦqs ´ ΦpqΦrsq ΦA
pqΦ

B
rs, (10.2.14c)

γab “

ż

dny |Φ|1{2ξpaξ
q
bΦpq, (10.2.14d)

C “

ż

dny |Φ|1{2R̂pΦq. (10.2.14e)

ここで，

gµν Ñ e´ 2
m´2

σgµν , (10.2.15a)

Φpq “ e
2σ
n Φ̄pq, ϕA “ e

2σ
n ϕ̄A (10.2.15b)

とおくと，Einsteinフレームでの作用積分が得られる．

S “

ż

dmx
?
g

„

R ´ αpDσq2 ´
1

2
ḠABDϕ̄ADϕ̄B ` e´2ασC̄ ´

1

2
e2ασγ̄abF

a ¨ F b

ȷ

.

(10.2.16)

ここで，

α “
1

m ´ 2
`

1

n
, (10.2.17a)

1 “

ż

dny |Φ̄|1{2, (10.2.17b)

ḠAB “
1

2

`

Φ̄prΦ̄qs ´ Φ̄pqΦ̄rs
˘

ΦA
pqΦ

B
rs, (10.2.17c)

C̄ “ R̂pΦ̄q, (10.2.17d)

γ̄ab “ ξpaξ
q
b Φ̄pq. (10.2.17e)
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以上より，M{G上のGをゲージ群とする（非可換）ゲージ場A，中性
スカラ場 ϕAおよび重力場からなる理論が得られる．H を等方群とする
と，G{Hが内部空間となる．荷電スカラ場を得るには，内部空間方向に
非一様な摂動を考える必要がある．

10.2.3 ゲージ場

10.2.3.1 S1コンパクト化

ゲージ群Gに対応する n` 1次元時空Mn`1上のゲージ場を Ãとする：

D̃M “ BM ´ ÃM , Ã:
M “ ´ÃM (10.2.18a)

δÃ “ D̃λ “ dλ ´ rÃ, λs, (10.2.18b)

F̃ “ dÃ ´
1

2
rÃ, Ãs. (10.2.18c)

この時空をMn`1 “ Xn ˆ S1とコンパクト化し，

ds2pMq “ ds2pXq ` dy2, (10.2.19)

ゲージ場 Ãを次のように yに関して Fourier展開する（0 ď y ă 2πR）:

Ãµpx, yq “ Aµpxq `
ÿ

l‰0

W plq
µ pxqeily{R pµ “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q(10.2.20a)

Ãnpx, yq “ iϕpxq ` i
ÿ

l‰0

Φplqpxqeily{R. (10.2.20b)

ただし，

A:
µ “ ´Aµ, W plq:

µ “ ´W p´lq
µ , ϕ˚ “ ϕ, Φplq˚ “ Φp´lq. (10.2.21)

この展開で得られる場のゲージ変換は，

λ̃px, yq “ λpxq `
ÿ

l‰0

λplqpxqeily{R (10.2.22)
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に対し，

δAµ “ Dµλ `
ÿ

l‰0

rλplq:,W plq
µ s, (10.2.23a)

δϕ “ rλ, ϕs ´
ÿ

l‰0

rλplq:,Φplqs, (10.2.23b)

δW pkq
µ “ rλ,W pkq

µ s ` Dµλ
pkq ´

ÿ

l‰0,k

rW plq
µ , λpk´lqs, (10.2.23c)

δΦpkq “ rλ,Φpkqs `
k

R
λpkq ´

ÿ

l‰0,k

rΦplq, λpk´lqs. (10.2.23d)

Lagrangian密度は

´
1

4
F̃ :
µνF

µν “ ´
1

4
F̂ :
µν ¨ F̂ µν ´

1

2

8
ÿ

l“1

Ŵ pkq:
µν ¨ Ŵ pkqµν , (10.2.24a)

´
1

2
F̃ :
nµF̃

nµ “ ´
1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bϕ `

8
ÿ

l“1

prW l,Φplq:s ` rW plq:,Φplqsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

q

`

8
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

mkW
pkq ´ DΦpkq ` rϕ,W ks `

ÿ

l‰0,k

rΦplq,W pk´lqs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

(10.2.24b)

ここで，

F̂µν “ Fµν `

8
ÿ

l“1

`

rW pkq
µ ,W pkq:

ν s ` rW pkq:
µ ,W pkq

ν s
˘

, (10.2.25a)

Ŵ pkq
µν “ DµW

pkq
ν ´ DνW

pkq
µ ´

ÿ

l‰0,k

rW plq
µ ,W pk´lq

ν s (10.2.25b)
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10.2.4 高次元場の４次元分解

Creation: 2021/1/2

10.2.4.1 11次元場のトーラスコンパクト化による４次元分解

３階テンソル場 11次元の３階テンソル場は，SLp11qの変換に関して次
のように既約分解される：

11v ˆ 11v ˆ 11v “ 286 r30p9qs ` 2 ˆ 440 r110p8qs ` 165 r0010p7qs

(10.2.26)

(i) p2, 1q型テンソル場 符号数が p2, 1qのYoung図に対応する３階テン
ソル場の SOp10, 1qに関する既約分解は

SLp11q Ñ SOp10, 1q

: 440 r110p8qs Ñ 429 r11000s ` 11v r10000s
(10.2.27)

これらのうち，11v表現は

SOp10, 1q Ñ SOp3, 1q

11v Ñ 4v ` 1 ˆ 7
(10.2.28)

と分解する．すなわち，ゼロ質量場なら，４次元では，1個のゲージ場と
７個のスカラ場に分解される．一方，429は

SOp10, 1q Ñ SOp3, 1q

429 r11000s Ñ 9 pr2s, r2sq ˆ 7 ` 8˚ pr3s, r1sq ` 8 pr1s, r3sq

`4 pr1s, r1sq ˆ 49 ` 3˚ pr2s, r0sq ˆ 7 ` 3 pr0s, r2sq ˆ 7

`1 ˆ 112

と分解する．すなわち，

• h
piq
ab :７個の２階対称，trace-freeテンソル場

• Ka
rbcs(K

p
ap “ 0, Kra,bcs “ 0): helicity˘2の複素テンソル場

• A
pjq
a : 49個のベクトル場
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• B
pkq

rabs: 7個の２階反対称テンソル場

• ϕplq: 112個のスカラー場

に分解される．
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10.3 高次元超重力理論

• 11次元理論

– 32 local susy (低エネルギー極限は一意的)

– 重力超組のみ

• 10次元理論

I型 16 local susy：重力超組＋任意のゲージ超組

II型 16+16 local susy：重力超組のみ

– (Massive)IIA型 (non-chiral)/IIB型 (chiral)

10.3.1 11次元超重力理論

10.3.1.1 定式化

Reference

• Cremmer E, Julia B, Scherk J 1978[93].

基本場: 基本的な場は

フレーム場 : eA “ peMA q; gMN “ ηABeMA e
N
B , θApeBq “ δAB,(10.3.1a)

３形式場 : A3 “
1

3!
AMPQdx

M ^ dxP ^ dxQ, (10.3.1b)

Majorana 3/2場 : ΨM ; Ψ̄ “ TΨC´1. (10.3.1c)

ここで，Cはつぎの条件により定義される荷電共役変換行列：

C´1ΓAC “ ´ TΓA,
TC “ ´C. (10.3.2)

作用積分 完全な作用積分は

2κ2S “

ż

d11x|θ|

„

eMA e
N
BRAB

MNpωq ´
1

2
|F4|2 `

1

6
˚ pF4 ^ F4 ^ A3q

`iΨ̄MΓMNPDN

“

1
2
pω ` ω̃q

‰

ΨP

`
i

192

“

Ψ̄MΓMNWXY ZΨN ` 12Ψ̄WΓXY ΨZ
‰

pFWXY Z ` F̃WXY Zq

ȷ

.(10.3.3)
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ここで，

ωABM “ ωABMpeq ` KMAB, (10.3.4a)

KMAB “
i

8

“

´Ψ̄NΓMAB
NPΨP ´ 4Ψ̄MΓrAΨBs ` 2Ψ̄BΓMΨA

‰

,(10.3.4b)

ω̃ABM “ ωABM `
i

8
Ψ̄NΓMAB

NPΨP , (10.3.4c)

ΓA1¨¨¨Ap “ ΓrA1 ¨ ¨ ¨ ΓAps, (10.3.4d)

DMpωq “ BM `
1

4
ωABMΓAB, (10.3.4e)

F “ dA, (10.3.4f)

F̃MNPQ “ FMNPQ `
3i

2
Ψ̄rMΓNPΨQs. (10.3.4g)

基本場の次元は

rκs “ L9{2, reMA s “ L0, rAMNP s “ L0, rΨM s “ L´1{2. (10.3.5)

場の方程式:

RMNpω̃q ´
1

2
gMNRpω̃q “

1

12
F̃MPQRF̃N

PQR ´
1

4
gMN |F4|

2,(10.3.6a)

ΓMNP D̃Npω̃qΨP “ 0, (10.3.6b)

d ˚F̃ `
1

2
F̃ ^ F̃ “ 0. (10.3.6c)

ここで，

D̃Mpω̃q “ DMpω̃q ` TM
PQRSF̃PQRS, (10.3.7)

TM
PQRS “

1

288

´

ΓM
PQRS ´ 8δ

rP
M ΓrQRS

¯

. (10.3.8)

超対称性: N “ 1 SUSY

δθAM “ ´
i

2
ϵ̄ΓAΨM , (10.3.9a)

δΨM “ D̃Mpω̃qϵ, (10.3.9b)

δAMNP “
3i

2
ϵ̄ΓrMNΨP s. (10.3.9c)
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Bosonic part: ΨM “ 0とおくと，作用積分は

2κ2S “

ż

d11xp´gq1{2

ˆ

R ´
1

2
|F4|

2

˙

´
1

6

ż

A3 ^ F4 ^ F4. (10.3.10)

場の方程式は
d ˚F4 ` 1

2
F4 ^ F4 “ 0. (10.3.11)

また，エネルギー運動量テンソルは

κ2TMN “
1

12
FMABCFN

ABC ´
1

4
|F4|

2gMN . (10.3.12)

よって，

RMN “
1

12
FMABCFN

ABC ´
1

6
|F4|

2gMN . (10.3.13)

10.3.1.2 問題点

• 発散の問題（繰り込み不可能性）

Cf. M理論

• 標準宇宙モデルの起源

– 次元低下・コンパクト化の問題

– モジュライ問題，ディラトン安定化問題

– Inflation問題，宇宙項問題

Cf. １１次元理論の低エネルギー極限の一意性

• 素粒子標準モデルの起源

– Chiralityの起源

Cf. Heterotic M理論

– 低エネルギーゲージ群の起源（と対称性の破れ）

– SUSY breaking mechanism
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10.3.1.3 Kaluza-Klein Sugra GUT

11次元極小 SUGRA理論のコンパクト化M “ X4 ˆY7とKK還元によ
り，低エネルギーで標準モデルが導かれる可能性の分析 (Witten E(1981)[387])．

• ゲージ群：G Ą GSM “ SUp3q ˆ SUp2q ˆ Up1q?

このようなGにより Y Ą G{Hとなるとすると，H1 “ H XGSMと
してY Ą GSM{H1で，Gが有効に作用することより，H1 Ă SUp2qˆ

Up1qˆUp1q Ă GSM. これより，dimY ě p8`3`1q´p3`1`1q “ 7．
特に，dimY “ 7のとき，H1 “ SUp2q ˆ Up1q ˆ Up1qとなり，Y は
次のいずれかと一致する．

– Y “ Mp0, 0q “ CP 2 ˆ S2 ˆ S1.

– Y “ Mpm,nq: CP 2 ˆ S2 上の Up1qバンドル．gcdpm,nq “

r として，π1pY q “ Zr．また，Up1q バンドルの第１障害類
（c1pCP 2 ˆ S2qは，˘mrCP 1s˚ ˘ nrS2s˚．

– ただし，

Mp1, 0q “ S5 ˆ S2 “ Op6q ˆ SUp2q{Op5q ˆ Up1q,

Mp0, 1q “ CP 2 ˆ S3 “ SUp3q ˆ SUp2q ˆ SUp2q{SUp2q ˆ Up1q ˆ SUp2q

を除いて，Mpm,nqの等長変換群は SUp3q ˆ SUp2q ˆ Up1qと
一致．

– Mpm,nqは一般に，SOp6q ˆ SOp4qの適当な部分群 Up1qを用
いて，

Mpm,nq – pS5 ˆ S3q{pUp1q ˆ Zrq (10.3.14)

と表される．

– 次の向き付け不可能な空間：

Mp0, 0q{Z2 : CP 2 ˆ RP 2 ˆ S1, CP 2 ˆ pS2 ˆ S1q{Z2,

Mp1, 0q{Z2 : S5 ˆ RP 2, pS5 ˆ S2q{Z2,

Mpr, 0q{Z2 : pS5{Zrq ˆ RP 2, ppS5{Zrq ˆ S2q{Z2.

• 標準モデルに登場する質量ゼロのレプトンとクォークは得られるか？
例えば，１１次元の質量ゼロのスピノール場Ψに対して，γ行列と
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スピノールの 4 ` 7分解

Ψ “ e´iπγ5{4ψ b χ,

Γa “ γa b 1 pa “ 0, ¨ ¨ ¨ , 3q, Γp`3 “ γ5 b γ̂ppp “ 1, ¨ ¨ ¨ , 7q

に対応して，11次元のDirac方程式は次のように分解される：

Γ ¨ ∇Ψ “ 0 ñ pγ ¨ Dψq b χ ` ψ b pγ̂ ¨ D̂χq “ 0.

したがって，χを７次元空間 Y7上の調和スピノール

γ̂ ¨ D̂χ “ imχ,

に取ると，４次元上の質量mのDiracスピノールを得る：

piγ ¨ D ´ mqψ “ 0

– Rarita-Schwinger場ΨNのY 成分ΨaのY 上でのゼロモードよ
り得られるだろう．

– これらのゼロモードがGの表現に関して可約なら，世代の重
複も得られる可能性がある．

– しかし，D “ 11 SUGRAではこのようにして得られる質量ゼ
ロのフェルミ粒子はゲージ変換に関して LR対称で，chiralで
ない (Y7のスピノール接続は変換 γ̂p Ñ ´γ̂pに対して不変）．
これは，このモデルの最大の困難．ただし，接続に torsionが
あれば解決される可能性がある（例えば，Fr4s ‰ 0）．

• SUSYの破れ
独立な SUSY変換の数N は（４次元Majoranaスピノール単位で）
Y 上のKillingスピノール D̄aϵ “ 0の数と一致．ただし，D̄は重力
以外の場の寄与を含む．フラックスがゼロの時には，

rDa, Dbsϵ “
1

4
RabcdΓ

cdϵ “ 0 ñ RabpY q “ 0 (10.3.15)

となるので，N “ 0．したがって，N ě 1となるためには，フラック
ス（またはフェルミオンの縮退が必要）．また，N ě 2のときSUSY

多重項においてフェルミ粒子は LR対称となるので，chiralな表現
をえるにはN “ 1となることが必要．
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• P, CP, Cの破れ
xF0123y “ 0ならPが，xFabcdy “ 0ならCとCPが破れる（C変換は，
方程式の複素共役変換と電荷の符号を変える変換の合成．後者は，
今の場合，Aa ñ ´Aaと同等で，これは ξa Ñ ´ξa ô yp Ñ ´yp

と対応するので，Apqr ‰ 0なら不変性が破れる）．また，tree level

では θ “ 0.

• ゲージ対称性の自発的破れ
モジュライ場の摂動およびAr3sより質量ゼロの荷電Higgsが得られ
る可能性あり．特に，N “ 1SUSYがあり，質量ゼロの荷電フェル
ミ粒子が存在すれば，超対称性より質量ゼロの荷電スカラ場が必然
的に存在．

• E3,1 ˆ Mpm,nqは理論の解か？
D “ 11SUGRAの古典解ではあり得ない（宇宙項問題）．ただし，
Wittenは量子論的な意味で解となる可能性があると主張．

• 真空の安定性
D “ 11SUGRAの古典解は一般に，量子トンネル効果により不安定
化する可能性があるが，SUSYが破れていなければ安定である（可
能性が高い）と主張．

10.3.1.4 直積型解

M11が４次元定曲率時空X4 “ CCSTp4, kqとの直積M11 “ X4 ˆ Y7で，
全体として CCSTp4, kqの等長変換群MIGp4, kqで不変であるとすると，
計量と F4は

ds2 “ ds2pX4q ` ds2pY7q, (10.3.16a)

F4 “ mΩpX4q ` F̂4 (10.3.16b)

と表される．ここで，F̂4は Y6上の４形式．このとき，Einstein方程式は

Rµν “ 3kgµνpXq “ ´

˜

m2

12
`
F̂ 2

6

¸

gµνpXq, (10.3.17a)

Rpq “ RpqpY q “
1

12
F̂p...F̂q

... ´
1

6
p´m2 ` F̂ 2qgpqpY q.(10.3.17b)
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第１式より，k ď 0．特に，k “ 0のとき，m “ F̂4 “ 0となるので，
RpqpY q “ 0．これは，Bochnerの定理よりMpm,nqでは実現されない
（b1pY q “ 1より，調和１形式の数は明らかにKillingベクトルの数より少
ない）．11次元超重力理論では宇宙項を加えることができないので，宇
宙項により k “ 0とすることはできない．
つぎに，k ă 0のときは，

k “ ´
1

36
pm2 ` 2F̂ 2q. (10.3.18)

また，
˚F4 “ ´mΩpY7q ` ΩpX4q ^ ˚yF̂ (10.3.19)

より，場の方程式は

dF̂ “ 0, dp ˚Y F̂ q ` mF̂ “ 0. (10.3.20)

特に，F̂ “ 0 は解 AdS4 ˆ Y6（Y6 は正 Ricci 曲率 Einstein）を与える
（Fruend-Rubin解）．
【定理 10.1 (Bochner)】 　 コンパクトRiemann多様体がRicci平坦な
ら，Killingベクトルと調和１形式は平行である． l
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10.3.2 10次元超重力理論

10.3.2.1 IIA型理論

11次元超重力理論の S1コンパクト化： y “ x7(7 “ 10)

• 計量

ds2 “ e´2ϕ{3gµνdx
µdxν ` e4ϕ{3pdy ` C1q

2. (10.3.21)

• 3形式ポテンシャル

Aµνλ “ Cµνλpxq, Aµν7 “ Bµνpxq (10.3.22)

• Rarita-Schwinger場

Ψµ “ pψµ, ψ
1
µq, Ψ7 “ pλ, λ1q. (10.3.23)

基本場

• ボーズ場

– NS場：gMN , ϕ, Br2s

– R場： Cr1s, Cr3s

• フェルミ場

– Chiralityの異なるMajorana 1/2 場：λ, λ1

– Chiralityの異なるMajorana 3/2 場：ψM , ψ1
M

作用積分(Stringフレーム） IIA理論のストリングフレームでのBosonic

partの作用積分は

SIIA,B “ SNS ` SR ` SCS; (10.3.24)

SNS “
1

2κ210

ż

d10xp´g̃q1{2e´2ϕ

ˆ

R̃ ` 4p∇̃ϕq2 ´
1

2
H3 ¨ H3

˙

,(10.3.25)

SR “ ´
1

4κ210

ż

d10xp´g̃q1{2
´

F̃2 ¨ F̃2 ` F̃4 ¨ F̃4

¯

, (10.3.26)

SCS “ ´
1

4κ210

ż

B2 ^ F4 ^ F4. (10.3.27)

ここで，

H3 “ dB2, F2 “ dC1, F4 “ dC3, F̃4 “ F4 ´ C1 ^ H3. (10.3.28)
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10.3.2.2 IIB型理論

基本場

• ボーズ場

– NS場：gMN , ϕ, Br2s

– R場： Cr0s, Cr2s, Cr4s

• フェルミ場

– 同じChiralityのMajorana 1/2 場：

λ “ λp1q ` iλp2q; Γ11λ “ ¯λ

– 同じChiralityのMajorana 3/2 場：

– ψM “ ψ
p1q

M ` iψ
p2q

M ; Γ11ψM “ ˘ψM

場の方程式: τ,G3, F̃5を

τ “ C0 ` ie´ϕ, (10.3.29)

G3 :“ τH3 ´ F3, G̃3 “ τ
´1{2
2 G3, (10.3.30)

F̃5 “ dC4 ´
1

2
C2 ^ H3 `

1

2
B2 ^ F3 (10.3.31)

により定義すると，

lτ ` i
p∇τq2

τ2
“ ´

i

2
G3 ¨ G3, (10.3.32a)

∇ ¨ G3 “ ´
i∇τ
2τ2

pG3 ` G˚
3q ´ iF̃5 ¨ G3, (10.3.32b)

dG3 “ ´
i

2τ2
dτ ^ pG3 ´ G˚

3q, (10.3.32c)

dF̃5 “
i

2τ2
G3 ^ G˚

3 , (10.3.32d)

˚F̃5 “ ˘F̃5, (10.3.32e)

RMN “
1

4τ 22
p∇Mτ∇Nτ

˚ ` ∇Mτ
˚∇Nτq

`
1

8τ2

”

GMPQG
˚PQ
N ` G˚

MPQGN
PQ

ı

´
1

8τ2
G3 ¨ G˚

3 gMN

`
1

96
F̃MP1¨¨¨P4F̃N

P1¨¨¨P4 . (10.3.32f)
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作用積分 (String frame): IIB理論のストリングフレームでのBosonic

partの作用積分は

SIIB “ SNS ` SR ` SCS; (10.3.33a)

SNS “
1

2κ2

ż

dx10p´g̃q1{2e´2ϕ

ˆ

R̃ ` 4p∇̃ϕq2 ´
1

2
H3 ¨ H3

˙

,(10.3.33b)

SR “ ´
1

4κ2

ż

dx10p´g̃q1{2

ˆ

F1 ¨ F1 ` F̃3 ¨ F̃3 `
1

2
F̃5 ¨ F̃5

˙

,(10.3.33c)

SCS “ ˘
1

4κ2

ż

C4 ^ H3 ^ F3. (10.3.33d)

ここで，
F1 :“ dC0, F̃3 :“ F3 ´ C0 ^ H3. (10.3.34)

作用積分 (Einstein frame): String frameでの計量 g “ gsを Einstein

frameでの計量 g “ gE “ e´ϕ{2gsに直すと，

2κ2SIIB “

ż

Ω

„

R ´
∇τ ¨ ∇τ̄
2pIm τq2

ȷ

´
1

2Im τ
˚G3 ^ Ḡ3

´
1

4
˚F̃5 ^ F̃5 ˘

i

4Im τ
C4 ^ G3 ^ Ḡ3. (10.3.35)

10.3.2.3 I型理論

基本場

• 重力超組

– ボーズ場：gMN , ϕ, Br2s

– Majorana 3/2場 ψM，1/2場 λ: Γ11ψM “ ˘ψM Γ11λ “ ¯λ

• ゲージ超組

– ゲージ場A1 (ゲージ群Gは任意）

– Gの随伴表現に従うMajorana 1/2 場 χ
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作用積分 ストリングフレームでのBosonic partの作用積分は

SHet,B “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2e´2ϕ

„

R ` 4pBϕq2 ´
1

2
|H̃3|

2 ´
κ210
g210

Trv
`

|F2|2
˘

ȷ

.

(10.3.36)

ここで，

H̃3 “ dB2 ´
κ210
g210

ω3, (10.3.37)

ω3 “ Trv

ˆ

A1 ^ dA1 ´
2i

3
A1 ^ A1 ^ A1

˙

. (10.3.38)

Einsteinフレームでの作用積分は，

gMN Ñ eϕ{2gMN (10.3.39)

とおいて，

SHet,B “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2

„

R ´
1

2
pBϕq2 ´

1

2
eϕ|H̃3|

2 ´
κ210
g210

e´ϕ{2Trv
`

|F2|2
˘

ȷ

.

(10.3.40)

場の方程式 ディラトンおよびゲージ場の方程式は

lϕ ´
1

2
eϕH̃3 ¨ H̃3 `

κ210
2g210

e´ϕ{2TrF2 ¨ F2 “ 0, (10.3.41a)

dH̃3 “ ´
κ210
g210

TrF2 ^ F2, (10.3.41b)

dpeϕ ˚H̃3q “ 0, (10.3.41c)

DF2 :“ dF2 ´ iA1 ^ F2 ` iF2 ^ A1 “ 0, (10.3.41d)

dpe´ϕ{2 ˚F2q ` eϕF2 ^ ˚H̃3 “ 0. (10.3.41e)

また，

κ210TMN “
1

2
BMϕBNϕ ´

1

4
p∇ϕq2gMN

`
1

4
eϕ

´

H̃MPQH̃N
PQ ´ |H̃3|

2gMN

¯

`
κ210
g210

e´ϕ{2

ˆ

TrvpFMPFN
P q ´

1

2
Trvp|F2|

2qgMN

˙

(10.3.42)
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より，Einstein方程式は

RMN “
1

2
BMϕBNϕ

`eϕ
ˆ

1

4
H̃MPQH̃N

PQ ´
1

8
|H̃3|

2gMN

˙

`
κ210
g210

e´ϕ{2

ˆ

TrvpFMPFN
P q ´

1

8
Trvp|F2|

2qgMN

˙

.(10.3.43)

10.3.2.4 問題点

• 発散の問題（繰り込み不可能性）

Cf. 弦理論

• ゲージセクターの非一意性 (I型）

Cf. Anomaly cancelation

• 標準宇宙モデルの起源

– 次元低下・コンパクト化の問題

– モジュライ問題，ディラトン安定化問題

– Inflation問題，宇宙項問題

Cf. Massive IIA, 9-brane

• 素粒子標準モデルの起源

– Chiralityの起源 (IIA型）

Cf. T-duality

– 低エネルギーゲージ群の起源（と対称性の破れ）(II型）

Cf. branes

– SUSY breaking mechanism
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10.3.2.5 アノーマリー

一般的構造 アノーマリーはカイラルな場の量子効果によってのみ生成
され，d次元時空では，一般に次の構造をもつ：

δ lnZ “
´i

p2πq5

ż

ÎdpF2, R2q, (10.3.44)

Îd`2 ñ Îd : Îd`2 “ dÎd`1, δÎd`1 “ dÎd. (10.3.45)

10次元超重力理論に登場するカイラル場と対応する I12は

• dilatino: 8,81

Î8pF2, R2q “ ´
TrpF 6

2 q

1440

`
TrpF 4

2 qtrpR2
2q

2304
´

TrpF 2
2 qtrpR4

2q

23040
´

TrpF 2
2 qrtrpR2

2qs2

18432

` dimpGq

ˆ

trpR6
2q

725760
`

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
`

rtrpR2
2qs3

1327104

˙

.(10.3.46)

ここで，trはR2 “ pRa
bqの接空間添え字 a, bに関するトレース，Tr

はフェルミ粒子のゲージ群Gの表現に関するトレース．

• gravitino: 56,561

Î56pR2q “ ´495
trpR6

2q

725760
`225

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
´63

rtrpR2
2qs3

1327104
. (10.3.47)

• 5-form flux (IIB): r5s`, r5s´

ÎSDpR2q “ `992
trpR6

2q

725760
´ 448

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
` 128

rtrpR2
2qs3

1327104
.

(10.3.48)

II型理論 IIA型理論はカイラルでないので，アノーマリーは自明にキャ
ンセルする．また，IIB型理論でも，アノーマリーはキャンセルする：

ÎIIBpR2q “ ´2Î8pR2q ` 2Î56pR2q ` ÎSDpR2q “ 0. (10.3.49)
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I型理論 I型理論のアノーマリーは

Î1 “ Î56pR2q ´ Î8pR2q ` Î8pF2, R2q

“
Y4X8

768
`

1

1440

"

´TrapF
6
2 q `

1

48
TrapF

2
2 qTrapF

4
2 q ´

1

14400
rTrapF

2
2 qs3

*

`pdimpGq ´ 496q

"

trpR6
2q

725760
`

trpR4
2qtrpR2

2q

552960
`

rtrpR2
2qs3

1327104

*

(10.3.50)

ここで，

Y4 “ trpR2
2q ´

1

30
TrapF

2
2 q, (10.3.51a)

X8 “ trpR4
2q `

rtrpR2
2qs2

4
´

TrapF
2
2 qtrpR2

2q

30
`

TrapF
4
2 q

3
´

rTrapF
2
2 qs2

900
.(10.3.51b)

まず，G “ SOpnqのとき，任意の生成元 t P sopnqに対し，

Trapt
2q “ pn ´ 2qTrvpt

2q, (10.3.52a)

Trapt
4q “ pn ´ 8qTrvpt

4q ` 3rTrvpt
2qs2, (10.3.52b)

Trapt
6q “ pn ´ 32qTrvpt

6q ` 15Trvpt
2qTrvpt

4q, (10.3.52c)

より，第２項は

32 ´ n

1440

"

TrvpF
6
2 q ´

n ` 22

48
TrvpF

2
2 qTrvpF

4
2 q `

pn ´ 2qpn ` 28q

14400
rTrvpF2qs3

*

(10.3.53)

より，n “ 32のときのみゼロとなる．同様に，G “ E8に対して，

Trapt
4q “

1

100
rTrapt

2qs2, Trapt
6q “

1

7200
rTrapt

2qs3 (10.3.54)

より，第 2項はG “ E8 ˆ E8, E8 ˆ Up1qmのときゼロ．第３項は，G “

SOp32q, E8 ˆ E8, E8 ˆ Up1q248.Up1q496に対してゼロ．
次に，（ヘテロ表示での）作用積分において，H̃3の定義を

H̃3 “ dB2 ´ cω3Y ´ c1ω3L; (10.3.55)

ω3Y “ Tr

ˆ

A1 ^ dA1 ´
2i

3
A1 ^ A1 ^ A1

˙

, (10.3.56)

ω3L “ tr

ˆ

ω1 ^ dω1 `
2

3
ω1 ^ ω1 ^ ω1

˙

(10.3.57)
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に置き換え，ゲージ変換を

δA1 “ dλ ´ irA1, λs, (10.3.58a)

δω1 “ dΘ ` rω1,Θs, (10.3.58b)

δB2 “ cTrpλdA1q ` c1trpΘdω1q (10.3.58c)

と定義すると，Chern-Simons型繰り込み項

S1 “

ż

B2X8pF2, R2q (10.3.59)

は，ゲージ変換に補正

δS1 “

ż

δB2X8 (10.3.60)

を与える．これは，アノーマリー換算で

Î 1
10 “ rcTrapλdA1q ` c1trpΘdω1qsX8

ñ Î 1
12 “ rcTrapF

2
2 q ` c1trpR2

2qsX2 (10.3.61)

となる．よって，
c1 “ ´

c

30
(10.3.62)

ととれば，第１項と相殺する（Green-Schwarz機構）．このとき，

dH̃3 “
α1

4

„

trpR2
2q ´

1

30
TrapF

2
2 q

ȷ

; 4κ210 “ α1g210. (10.3.63)

以上より，I型理論では，G “ SOp32q, E8 ˆE8, E8 ˆ Up1q248.Up1q496に
対して，アノーマリーは相殺する．
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10.4 No-fluxコンパクト化 (一般論）

仮定

• 全時空MDの計量は

ds2 “ W pyq2ds2pXmq ` ds2pYnq (10.4.1)

Ynはコンパクト滑らかで，ワープ因子は正で有界かつ滑らか．

• Fluxはすべてゼロ

• Dilatonは，存在する場合，Φ “ Φpyqで Y 上の滑らかな関数.

結論

• Dilaton: Φ “ 0

lΦ “ 0 ñ △Y Φ “ 0 ñ Φ “ const. (10.4.2)

• No warp W “ constでXmはRicci平坦

RµνpMq “ RµνpXq´
`

W△YW ` pm ´ 1qpDYW q2
˘

gµνpXq “
1

2
BµΦBνΦ “ 0

(10.4.3)

は

△YW
m “ λWm´2, (10.4.4a)

RµνpXq “ λgµνpXq (10.4.4b)

と同等．第１式より，λ “ 0, W “ constが得られる．

• YnもRicci平坦．

RpqpMq “ RpqpY q “
1

2
BpΦBqΦ “ 0. (10.4.5)
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10.5 10次元理論の直積型コンパクト化(RR/ゲージフラッ

クスなし)

10.5.1 共通セクター

基本場

• ボーズ場

– 計量/フレーム場： gMN (eAM)

– 2形式場： B “ 1
2
BMNdx

M ^ dxN ñ H

– ディラトン： ϕ

• フェルミ場

– スピン 3{2場: ψM

– ディラティーノ： λ

作用積分 ストリングフレームでのBosonic partの作用積分は

SB “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2e´2ϕ

„

R ` 4pBϕq2 ´
1

2
|H|2

ȷ

(10.5.1)

ここで，
H “ dB (10.5.2)

超対称変換 String frameで

δψM “ DMϵ; DM “ ∇p`q

M ” ∇Mpeq ´
1

4
ĤM , (10.5.3a)

δλ “ Oϵ; O ” ΓMBMϕ ´
1

2
Ĥ. (10.5.3b)

ここで

ĤM :“
1

2
HMPQΓPQ, (10.5.4a)

Ĥ :“
1

6
HMNPΓMNP . (10.5.4b)
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場の方程式 ストリングフレームで

EMN :“ RMN ` 2∇M∇Nϕ ´
1

4
HMPQHN

PQ, (10.5.5a)

Eϕ :“ R ´ 4p∇ϕq2 ` 4lϕ ´
1

2
|H|2, (10.5.5b)

JMN :“ e2ϕ∇P pe´2ϕHP
MNq “ 0. (10.5.5c)

最後の式は
dpe´2ϕ ˚Hq “ 0 (10.5.6)

と同等．
縮約Bianchi恒等式

∇NRMN “
1

2
∇MR (10.5.7)

より

∇NEMN “
1

2
∇MEϕ ` 2EMN∇Nϕ ´

1

4
J PQHMPQ

`
1

12
HNPQpdHqMNPQ (10.5.8)

EM
M と Eϕより，曲率を含まない次の式を得る：

E 1
ϕ :“ e2ϕle´2ϕ ´ |H|2 “ 0. (10.5.9)

Killingスピノール 方程式

DMϵ “ 0, Oϵ “ 0 (10.5.10)

を満たす（c数）スピノールをKillingスピノールと呼ぶ．
【定理 10.2 (Killingスピノールと超対称解)】 　 キリングスピノール
ϵが存在し，対応するキリングベクトル ϵ̄ΓMϵが時間的ベクトルなら，場
の方程式が自動的に満たされる． l

Proof. 関係式

r∇M ,∇N s “
1

4
RMNPQΓPQ ”

1

2
R̂MN (10.5.11)

および
rΓPQ,ΓRs “ 2ηQRΓP ´ 2ηPRΓQ (10.5.12)
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より，

rDM ,DN s “
1

4
R

p`q

ABMNΓAB

“
1

2
R̂MN ´

1

2
∇rMĤNs ´

1

8
HMPSHNQ

SΓPQ.(10.5.13)

ここで，

RMNPQΓNΓPQ “ RMNPQ

`

2ηNPΓQ ` ΓNPQ
˘

“ ´2RMPΓP (10.5.14)

および

pdHqMNPQΓNPQ “ p∇MHNPQ ´ 3∇NHMPQq ΓNPQ

“ ´12∇MĤ ` 6∇rMHNsPQΓNPQ (10.5.15)

を用いると，

ΓN rDM ,DN s “ rDM ,Os ´
1

2
EMPΓP ´

1

4
JMPΓP ´

1

24
pdHqMNPQΓNPQ,

(10.5.16)

rDM ,Os “ ΓN∇N∇Mϕ ´
1

2
∇MĤ ´

1

2
HMPNΓP∇Nϕ

`
1

8
HSMPH

S
QRΓPQR. (10.5.17)

を得る．さらに，

Ĥ2 “ ´|H|2 `
1

4
HPQHRSΓPQRS (10.5.18)

を用いると，

ΓM rDM ,Os “ ´
1

2
E 1
ϕ ´

1

2
ˆdH ` 2O2 ´

1

4
JPQΓPQ (10.5.19)

を得る．
以上より，Killingスピノール ϵが存在し，H に対する Bianchi恒等式

dH “ 0が満たされれば，

p2EMN ` JMNqΓNϵ “ 0, (10.5.20a)
ˆ

E 1
ϕ ´

1

4
JPQΓPQ

˙

ϵ “ 0, (10.5.20b)

(10.5.20c)
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が成り立つ．これより
KM “ ϵ̄ΓMϵ (10.5.21)

とおくと

p2EMN ` JMNqp2EMN ` JMNq “ 0, (10.5.22a)

p2EMN ` JMNqKN “ 0 (10.5.22b)

が成り立つ．KM は常に時間的ないし光的ベクトルKillingであるが，時
間的ならこれらより

EMN “ JMN “ 0 (10.5.23)

が導かれる．一方，KM が光的な場合には，LMKM ‰ 0となる適当なベ
クトルに対して，さらに

p2EMN ` JMNqLMLN “ 0 (10.5.24)

が成り立てば同じ結論が得られる．さらに，整合性条件より

E 1
ϕ “ 0 (10.5.25)

が導かれる．したがって，すべての場の方程式は満たされる．
Q.E.D.
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10.5.2 Calabi-Yauコンパクト化

Ansatz 10次元時空解が４次元Mink/adS/dSに対応する等長変換群で
不変とすると，

ds2 “ g̃MNdz
MdzN “ h1{2pyqds2pX4q ` ds2pY6q, (10.5.26a)

ϕ “ ϕpyq, (10.5.26b)

H “ Hpqrpyqdyp ^ dyq ^ dyr, (10.5.26c)

Γa “ γa b 1, Γp “ γ5 b γ̂p. (10.5.26d)

接続係数と曲率 θ̃Aを正規直交基底として

dθ̃a “ h1{4dθa `
1

4
h´3{4dh ^ θa

“ ´h1{4ωab ^ θb `
1

4h
dh ^ θ̃a

“ ´ωab ^ θ̃b `
1

4h
pdhqpθ

p ^ θ̃a

“ ´ω̃ab ^ θ̃b ´ ω̃apθ
p (10.5.27)

より，

ω̃ab “ ωabpXq, ω̃ap “ θapdAqp, ω̃pq “ ωpqpY q. (10.5.28)

Ricciテンソルは

R̃µν “ RµνpXq ´
1

4
h´1{2△Y hgµνpXq, (10.5.29a)

R̃µm “ 0, (10.5.29b)

R̃mn “ RmnpY q ´ 4h´1{4DmDnph1{4q. (10.5.29c)

これより，

∇̃µ “ ∇µ `
1

2
γµγ5 b γ̂pBph

1{4, (10.5.30a)

∇̃p “ ∇p. (10.5.30b)

また，
˚H “ ΩpXq ^ h ˚YH. (10.5.31)
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超対称条件 以上より，超対称条件は

Dµϵ “

ˆ

∇µ `
1

2
γµγ5γ̂

mBmph1{4q

˙

ϵ “ 0, (10.5.32a)

Dmϵ “

ˆ

∇m ´
1

8
{̂Hm

˙

ϵ “ 0, (10.5.32b)

Oϵ “ γ5

ˆ

{̂Bϕ ´
1

12
{̂H

˙

ϵ “ 0. (10.5.32c)

今，
ϵ “ ξ`pxqη˘pyq ` ξ´pxqη¯pyq (10.5.33)

とおいて，Y6上の微分形式 J,Ωを

Jpq “ iη:
`γ

pqη`, Ωpqr “ η:
´γ

pqrη` (10.5.34)

により定義すると，次の代数関係式が成り立つ：

Jpq “ ´Jqp, JpqJ
q
r “ ´δpr , (10.5.35a)

J ^ Ω “ 0, (10.5.35b)

J ^ J ^ J “ 3iΩ ^ Ω̄ “ 6ΩpY6q. (10.5.35c)

これらの最初の条件は，J が概複素構造を定義し，計量が J に関してエ
ルミートである（すなわち Y6が概エルミート多様体である）ことを意味
している．これにより，Y6の接バンドルの構造群は Up3qに簡約される
（Up3q構造）．また，２番目の式は，Ωがこの概複素構造に関して，p3, 0q

型となることを意味している．このΩを用いるとさらに，接バンドルの
構造群は SUp3qに簡約される（SUp3q構造）．
さらに，トーションをもつ共変微分 ∇̂を

∇̂mV
p “ ∇mV

p ´
1

2
Hp

qmV
q (10.5.36)

により定義すると，Killingスピノール方程式より

∇̂mϵ “ 0. (10.5.37)

となる．これより，微分関係式

∇̂J “ 0, ∇̂Ω “ 0 (10.5.38)

が得られる．これは，∇̂がSUp3q構造をたもつ接続であることを意味する．
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また，整合性条件より

0 “ r∇̂m, ∇̂nsϵ “
1

4
R̂mnpqγ̂

pqϵ ñ R̂mn “ 0 (10.5.39)

より，Y6は ∇̂に関してRicci平坦となる．しかし，

∇lJmn “ Hl
p

rmJnsp, (10.5.40a)

∇lΩmnp “
3

2
Hl

p
rmΩnpsq (10.5.40b)

より，Y6はKahlerでない．実際，Y6がKahlerとなることとH “ 0とな
ることが同等であることが容易に示される．

No-Go定理 Dilatonに対する場の方程式より，

△Y e
´2ϕ “ e´2ϕ|H|2Y . (10.5.41)

Y がコンパクト閉で滑らか，かつ ϕが有界とすると，これより
ż

Y

ΩpY qe´2ϕ|H|2Y “ 0 ñ H “ 0, ϕ “ const (10.5.42)

となる．

H “ 0の場合 Killingスピノール ϵが存在すると，

∇µϵ “ ´
1

2
γµγ

5 b γ̂pBph
1{4ϵ, (10.5.43a)

∇pϵ “ 0, (10.5.43b)

γ̂pBpϕϵ “ 0. (10.5.43c)

• ϕ “ 0: δλ “ Oϵ “ 0より，

γ̂m∇mϕϵ “ 0 ñ p∇ϕq2 “ 0 ñ ϕ “ const. (10.5.44)

• No warp & 4D平坦性：δψµ “ 0の整合性より

r∇µ,∇νs “
1

2
p∇h1{4q2γµνϵ

“
1

4
RµνabpXqγab “

1

2
kγµν . (10.5.45)
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よって，
p∇mh

1{4qp∇mh1{4q “ k. (10.5.46)

また，δψµ “ 0と δψm “ 0の整合性より

γ̂mBnBmh
1{4ϵ “ 0 ñ △Y h

1{4 “ 0. (10.5.47)

よって，Y がコンパクト閉で滑らか，hが正で有界とすると，

h “ const ñ k “ 0. (10.5.48)

となる．

• Y のRicci平坦性: δψm “ 0の整合性条件

0 “ r∇m,∇nsϵ “
1

4
RmnrspY qγ̂rsϵ (10.5.49)

より，

RmnpY qγ̂nϵ “ 0 ñ Rm
p pY qRmnpY qγ̂pγ̂nϵ “ 0 ñ Rm

n pY qRn
mpY q “ 0,

(10.5.50)

すなわちRmnpY q “ 0という条件が得られる．

• Y のKähler性: ϵのX4上のカイラルスピノール ξ˘と Y6上のカイ
ラルスピノール η˘への分解

ϵ “ ξ` b η˘ ` ξ´ b η¯ (10.5.51)

を用いて，Y6上の実行列行列 J “ pJp
qqを

Jp
q “ ˘iη`

˘γp
qγ̂7η˘ (10.5.52)

により定義すると，

J2 “ ´1, (10.5.53a)

Jp
rJq

sgrs “ gpq ô gpJu, Jvq “ gpu, vq, (10.5.53b)

∇pJqr “ 0. (10.5.53c)

これより，特に，Nijenhuisテンソルは

Npq
r ” Jp

sJrrq;ss ´ Jq
sJrrp;ss “ 0. (10.5.54)

よって，J は複素構造を定義し，gpqpY qは J に関してKähler計量
となる．
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【注 10.3 (SUp3qホロノミー)】 　 ３次元コンパクト複素多様体に対
して，

• Kähler ô ∇J “ 0 ô Up3qホロノミー

– 複素接空間

T pMqC “ T 1pMq ` T 2pMq :

JV 1 “ iV 1 pV 1 P T 1pMqq, JV 2 “ ´iV 2 pV 2 P T 2pMqq,

hpV, V q “ gpV̄ , V q, gpV, V q “ gpV̄ , V̄ q “ 0 pV P T 1pMqq

において，∇J “ 0より，共変微分∇による接続は複素接空間
の接続を誘導し，しかもエルミート計量を保つ．

• 特殊ホロノミー多様体

– 実 2m次元Calabi-Yau ô SUpmqホロノミー

– 実 4m次元Hyper-Kähler ô Sppmq “ USpp2mqホロノミー

– SUpmq/Sppmqホロノミー ñ Kähler, Ricci平坦，既約，有限
基本群

• コンパクト，Ricci平坦，Kählerのとき：標準線バンドルが自明 ô

Holpgq Ă SUp3q

– Kähler多様体の接続∇は，標準線バンドルKpMq “ ^3T 1pMq

のUp1q接続を誘導し，その曲率は∇のRicci形式 ρij “ Jj
kRij

と対応する．したがって，この接続が平坦なら，M が単連結
な時KpMqは大域的な切断をもち，T 1pMqバンドルの構造群
がUp3qから SUp3qに簡約される．

– KpMqの大域的切断は，３形式

Ωpqr “ ´2iη´γ
pqrη` (10.5.55)

により与えられる．実際，Ωは次の性質をもつ：

Jp
qΩqrs “ ´iΩprs, (10.5.56a)

Ω ^ Ω̄ “ ´6iυpY6q, (10.5.56b)

∇Ω “ 0. (10.5.56c)

l
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【注 10.4】 　

• ϕ “ const，H “ 0, X4:Minkowski, Y6:Ricci平坦という結論は，最
初の一般的仮定，Y6がコンパクト閉で滑らか，hが有界，滑らかで
正という要請と場の方程式のみから導かれ，超対称性は必要ない．

• Y6が複素多様体でKahlerという性質は，超対称性からの帰結である．

l

【定義 10.5 (Calabi-Yau多様体)】 　 ホロノミー群がHolpgq “ SUpmq

となる複素m次元コンパクトKähler多様体 pM,J, gqを（非特異）Calabi-

Yau多様体という． l

【命題 10.6 (ホロノミーによる特徴付け)】 　 pM,J, gqを単連結，既
約，コンパクト，Ricci平坦な複素m次元Kähler多様体とする．このと
き，m ě 2かつHolpgq “ SUpmq，またはmが偶数かつHolpgq “ Sppm{2q

となる．逆に，pM,J, gqが複素m次元コンパクトKähler多様体でHolpgq

が SUpmqか Sppm{2qと一致すれば，gは Ricci平坦，既約でその基本群
は有限群となる．(Joyce DD 2000[267]) l
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10.6 10次元 I型理論のCalabi-Yauコンパクト化

10.6.1 アノーマリー相殺条件 (ゲージバンドルの標準 SUp3q埋め込み
の場合）

• アノーマリー
アノーマリー相殺より，I型 SOp32q・ヘテロ型 SOp32q/E8 ˆ E8に
対して，

dH̃3 “
α1

4

„

trpR2
2q ´

1

30
TrapF

2
2 q

ȷ

; 4κ210 “ α1g210. (10.6.1)

よって，H̃3 “ 0より，

trpR2 ^ R2q “
1

30
TrapF2 ^ F2q (10.6.2)

• 追加超対称条件
ヘテロ型では超対称性条件として新たに

δχ “
1

2
Fpqγ

pqη “ 0 (10.6.3)

が加わる．

• Holonomyへの埋め込み
これらの条件は，ゲージ接続としてホロノミー群 SUp3qのゲージ群
への埋め込みによりスピン接続から誘導されたものを取れば満たさ
れる：

A “ ω : SUp3q ãÑ G (10.6.4)

• SOp32qの場合： このとき，条件を満たす埋め込みは標準的な包含写
像 SUp3q Ă SOp6q Ă SOp32qのみ．この埋め込みに対して，ゲージ
対称性はUp1q ˆ Op26qに低下するが，H “ Op26qに関して SOp32q

の随伴表現は実（ベクトル的）表現のみに分解するので，カイラル
フェルミ粒子は得られない．

• E8 ˆE8の場合： このとき，対称性はE6 ˆE8に落ち，E8の随伴
表現は，SUp3q ˆ E6 Ă E8に関して，

248 “ p8, 1q ` p3, 27q ` p3˚, 27˚q ` p1, 78q (10.6.5)

と分解する．
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10.6.2 モジュライ

直積型コンパクト化に得られる超対称古典解の周りの摂動は，内部空
間 Y で調和モード展開することにより，適当な超重力理論で記述される
４次元時空上の場と見なすことができる．特に，ゼロモードに対する摂
動は４次元では質量ゼロの場を与え，なかでもスカラ型のモードはモジュ
ライと呼ばれる．

重力セクター (NSセクター） 重力セクターの摂動 gMN，bMN，ϕおよ
び ψM , λから得られるゼロモードは次のようになる．

• ϕ, bµν , λ ñ Dilaton-axionカイラル超場

– bµν ñ ˚db “ da: pϕ ` ai, λq

• gµν , ψµ ñ 4次元重力超組

– pgµν , ψ
2`2˚

µ )

• gµi, bµi, ψ
6`6˚

µ , ψ2`2˚

i ñ no massless field

– gµi, bµi P H 1,0: h1,0 “ 0.

• gij, bij, ψi,j & cc ñ Complex moduliカイラル超場ˆh2,1

– gij ñ gik̄l̄ “ z̄kpχ̄kqik̄l̄ “ gijG
jm̄Ωm̄k̄l̄ P H 1,2

– bij P H 2,0: h2,0 “ 0.

• gij̄, bij̄, ψi,j̄ ñ Kähler moduliカイラル超場 ˆh1,1

– gij̄, bij̄ P H 1,1 ñ igij̄ ` bij̄ “ taωa

ゲージセクター E8の随伴表現の SUp3q ˆ E6に関する上記の分解に対
応する E8 ˆ E8の随伴表現の SUp3q ˆ E6 ˆ E8に関する分解を次のよう
な添え字で表す：

a : p1,78,1q ` p1,1,248q, (10.6.6a)

ix : p3,27,1q, īx̄ : p3˚,27˚,1q, ij̄ : p8,1,1q (10.6.6b)

また，コンパクト化により

SOp9, 1q Ą SOp3, 1q ˆ SOp6q (10.6.7)
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に対応して，１０次元スピノールは

16 “ p2, 1q ` p2˚, 1q ` p2, 3q ` p2, 3˚q (10.6.8)

と分解する．これより，ゲージセクターの摂動

aM,X pM “ µ, i, ī; X “ a, ix, īx̄, ij̄q,

BµBµa “ ´DpD
pa; Dp “ ∇p ´ irAp, ˚s

のゼロモード
DpD

pa “ 0

は次のようになる：

• aµ,X , χ ñ ゲージ超場

– aµ,a: X4上のE6 ˆ E8ゲージ場

– aµ,X (X “ a): no massless mode

• ai,X , χ ñ カイラル超場

– ai,a P H 1,0: h1,0 “ 0

– ai,jx ñ ail̄m̄x “ ai,jxG
jk̄Ωk̄l̄m̄ P H 1,2: h2,1 ˆ27pE6q.

– ai,j̄x̄ P H 1,1: h1,1 ˆ27˚pE6q.

– ai,jk̄ P H1pEndT q: dimpH1pEndT qq (E6 singlet).

• aī,X̄ ñ ai,X の複素共役

世代数 以上の質量ゼロモードの解析より，ゲージ場と結合する質量ゼ
ロフェルミオンの世代数Ng “ |N27 ´ N27˚ |は

Ng “ |h2,1 ´ h1,1| “
1

2
χpY6q (10.6.9)

となる．
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Cohomology group basis

Hp1,1q wa a “ 1, .., hp1,1q

Hp0q ‘ Hp1,1q wA “ p1, waq A “ 0, .., hp1,1q

Hp2,2q w̃a a “ 1, .., hp1,1q

Hp2,1q χk k “ 1, .., hp2,1q

Hp3q pαK , β
Kq K “ 0, .., hp2,1q

表 22: Basis of harmonic forms in a Calabi–Yau manifold.

10.7 10次元超重力理論の４次元有効理論：直積型Calabi-

Yauコンパクト化

10.7.1 モジュライ自由度

１０次元超重力論・超弦理論に含まれるゼロ質量ボゾン場は，次の２
つに分類される．

1) 重力セクター： gMN , BMN ,Φ（すべてに共通）

2) ゲージセクター：

i) I型理論： 非可換ゲージ場 AM

ii) II型理論： tCpu (RR-form場）

これらのうち，重力セクターはすべての理論に共通で，CYコンパク
ト化におけるゼロモードは次の２種類のモジュライを生み出す (Cande-

las, Horowitz, Strominger, Witten 1985[67]; Candelas P, de la Ossa XC

1991[65])．

1) 複素モジュライ＋ dilaton-axion： h2,1 ` 1コの chiral場

2) Kählerモジュライ： h1,1コの chiral場

一方，ゲージセクターから得れるモジュライの構造は，I型と II型で大き
く異なり，また，4次元超重力理論における超組とこれらモジュライの対
応も異なる．
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10.7.2 複素モジュライ

複素構造の変形 複素構造の変形は， 9J により記述され，次の条件を満
たす：

9JJ ` J 9J “ 0, N 1
Jp 9Jq “ 0. (10.7.1)

これらの条件は次のように書き換えられる：

9J “ I ` Ī; I “ Iab̄Ba b dz̄b P T 1,0 b A 0,1, (10.7.2a)

pi ` JqB̄I “ 0. (10.7.2b)

また，無限小変換X “ pZ ` Z̄q{2 (Z P T 1,0pMq)に対して，

ĹXJ “ 2ipB̄Z ´ BZ̄q ô δXI “ 2iB̄Z. (10.7.3)

以上より，正則ベクトル場の層Θの散布層分解

0 Ñ Θ Ñ T 1,0 Ñ T 1,0 b A 0,1 Ñ T 1,0 b A 0,2 Ñ ¨ ¨ ¨ (10.7.4)

において，複素構造の変形自由度は1次のDolbeaultコホモロジー群H0,1

B̄
pM,T 1,0q

と一致する．これはDolbeaultの定理より，層係数コホモロジー群H1pM,Θq

と同型となる．
Calabi-Yau多様体では，標準線バンドルの大域断面Ωを用いると，同

型対応

X “ XaBa P ΓUpΘq ÞÑ ω “ XaΩabcdz
b ^ dzc P ΓUpΩ2q (10.7.5)

が存在するので，

H1pM,Θq – H1pM,Ω2q – H2,1

B̄
pMq (10.7.6)

となる．

Kählerポテンシャル CY6の複素構造を Ĵ，対応するKähler形式を J，
Ĵから決まる正則３形式をΩpĴq，複素モジュライのパラメーターを zaと
すると，次の小平の公式が成り立つ：

BΩ

Bza
“ kapzqΩ ` χa P H 3,0 ‘ H 2,1. (10.7.7)

ここで，χaは複素構造の変形と

χaijk̄ “ ´
1

2
Ωij

l̄ Bgk̄l̄
Bza

(10.7.8)
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の関係にある．これより，モジュライ空間の計量

Gab̄δz
aδzb̄ :“

1

4V

ż

Y

dvolpY qgij̄gkl̄δgikδgj̄ l̄

“ ´
i

V }Ω}2
δzaδzb̄

ż

Y

χa ^ χ̄b̄ (10.7.9)

は

Gab̄ “ ´

ş

Y
χa ^ χ̄b̄

ş

Y
Ω ^ Ω̄

“ BaB̄bK pz, z̄q (10.7.10)

となる．ここで，

K “ ´ log

ˆ

i

ż

Y

Ω ^ Ω̄

˙

(10.7.11)

は複素モジュライに対するKählerポテンシャルである．
つぎに，pAa, Bbq (a, b “ 0, ¨ ¨ ¨ , h2,1)をH3pY,Zqの基底，pαa, β

bqをそ
の双対基底とする：

ż

Ab
αa “

ż

Y

αa ^ βb “ δba,

ż

Ba

βb “

ż

Y

βb ^ αa “ ´δba. (10.7.12)

いま，

za :“

ż

Aa
Ω, Ga :“

ż

Ba

Ω (10.7.13)

とおくと，zaは複素構造モジュライ空間の（済次）複素座標となり，Ga
は Ĵ で決まる zaの関数となる：

Ω “ zaαa ´ Gapzqβa. (10.7.14)

小平の関係式より，Gaは２次の済次正則関数を用いて

Ga “ BaG , G pλzq “ λ2G pzq (10.7.15)

と書けることが示される．

e´K “ ´i
`

zaB̄aḠ ´ z̄aBaG
˘

(10.7.16)

が導かれる．
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超ポテンシャル フラックスがない場合，II型理論ではこのポテンシャル
は存在しない．
一方，ヘテロ型理論の場合，ゲージ超組のゼロモードaī,j̄x̄px, yq, λī,j̄x̄px, yq

をH 2,1pY qの基底 χapyqで

aī,j̄x̄px, yq “
1

2
σax̄pxqχa kl̄ipyqΩ̄kl

j̄ pyq, (10.7.17a)

λī,j̄x̄px, yq “
1

2
λax̄pxqχa kl̄ipyqΩ̄kl

j̄ pyq, (10.7.17b)

(10.7.17c)

と展開し，１０次元理論の湯川結合項
ż

d6yTrv
`

λ̄ΓmrAm, λs
˘

(10.7.18)

に代入すると，

dx̄ȳz̄λ̄ax̄λ
b
ȳσ

c
z̄κabc, (10.7.19)

κabc “ ´

ż

Y

Ω ^ χia ^ χjb ^ χkcΩijk (10.7.20)

を得る (Strominger A, Witten E 1985[360])．ここで，

χia “
1

2}Ω}2
Ω̄ijkχajkl̄dx

l̄ “ χa
i
j̄dx

j̄. (10.7.21)

この湯川結合係数は，うえの前ポテンシャル G を用いて

κabc “ ´BaBbBcG (10.7.22)

と表される．したがって，H 2,1セクターの超ポテンシャルは

W pz, σq “
σaσbσc

3!
BaBbBcG pzq (10.7.23)

10.7.3 Kählerモジュライ

Kähler変形 Einstein計量の変形は，次の条件をみたす２階対称テンソ
ル h “ δgにより記述される (全体的なスケールを含む共形変形を除く）：

∇2hmn ` 2Rm
p
n
qhpq “ 0, ∇mhmn “ 0, hmm “ 0. (10.7.24)
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一方，特に hがKahler計量の変形のとき，hは

h “ TJhJ (10.7.25)

を満たし，
ψmn “ hmlJ

l
n (10.7.26)

とおくと，

ψmn “ ´ψnm P A 1,1pY q, Jmnψmn “ 0 (10.7.27)

すなわち primitive p1, 1q形式となる．これを上記の条件に代入すると，
Kähler多様体に対して

∇J “ 0, (10.7.28)

RabpdJ
p
c “ ´RabcpJ

p
d (10.7.29)

が成り立つことより，

△ψmn “ p△hnpqJpn “ ´2Rmrpsh
rsJpn “ 2Rmrnph

rsJps

“ ´2Rm
r
n
pψrp “ ´Rmn

pqψpq. (10.7.30)

よって，

pdδ ` δdqψ “ ´△ψ ´
1

2
Rψ `

2s

n
ψ “

2s

n
ψ. (10.7.31)

を得る．ここで sはスカラ曲率，nは実次元である．したがって，特に，
Calabi-Yau多様体に対しては，変形の自由度は，調和的 primitive p1, 1q

形式の自由度となる．Hodge理論よりこれは，h1,1 ´ 1と一致する（全体
のスケール変形を加えると h1,1）．

Kählerポテンシャ ρ, σ, τ P H 1,1に対して，

Gpρ, σq :“
1

2V

ż

Y

ρ ^ ˚σ, (10.7.32a)

κpρ, σ, τq :“

ż

Y

ρ ^ σ ^ τ (10.7.32b)

とおく．さらに，eA(A “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1)をH2pY,Zqの基底として，

J ` iB “ wAeA; wA “ vA ` ibA (10.7.33)
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によりKählerモジュライ空間の複素座標 wAを導入する．このとき，Y
の位相構造のみで決まるwの正則関数

P pwq “
1

3!
κABCw

AwBwC : κABC “ κpeA, eB, eCq (10.7.34)

を用いて，モジュライ空間のKähler計量は

GAB̄ “ BAB̄B̄K 1pw, w̄q, (10.7.35)

K 1 “ ´ logpκpJ, J, Jqq “ ´ logP pvq (10.7.36)

と表される．

注：

• 値としては，κpJ, J, Jq “ 3V である．

• teAuの Poincare双対にあたるH4pY,Zqの基底を tCAuとおくと，

κpeA, eB, eCq “ #pCA, CB, CCq : intersection number (10.7.37)

が成り立つ．

超ポテンシャル： 一般に，超ポテンシャル（F項）はKählerモジュラ
イに依存しない．また，ゼロフラックスの II型理論では，超ポテンシャ
ルはゼロとなる．
一方，ヘテロ型理論の場合，ゲージ超組のゼロモードai,j̄x̄px, yq, λi,j̄x̄px, yq

をH 1,1pY qの基底 eAij̄pyqで

ai,j̄x̄px, yq “ ϕAx̄ pxqeAij̄pyq, (10.7.38a)

λi,j̄x̄px, yq “ λAx̄ pxqeAij̄pyq, (10.7.38b)

と展開し，１０次元理論の湯川結合項
ż

d6yTrv
`

λ̄ΓmrAm, λs
˘

(10.7.39)

に代入すると，
dx̄ȳz̄λ̄Ax̄ λ

B
ȳ σ

C
z̄ κABC (10.7.40)

を得る．したがって，ゲージセクターでの超ポテンシャルW pϕqは，

W pϕq “ dx̄ȳz̄ϕAx̄ϕ
B
ȳ ϕ

C
z̄ κABC (10.7.41)

で与えられる．このポテンシャルはゲージ群と Y の位相のみにより決ま
り，複素構造やKählerモジュライに依存しない．
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非繰り込み定理: 超ポテンシャルは，摂動論の範囲では，σ-モデル量子
補正を受けない (Witten E 1986 [389])．

10.7.4 IIA理論

• RRセクター

Cr1spx, yq “ C0
r1spxq, (10.7.42a)

Cr3spx, yq “ Ca
r1spxqωapyq ` ξKpxqαKpyq ´ ξ̃KpxqβKpyq.(10.7.42b)

• 超組

– 重力超組：pgµν , ψ
p`q
µ , ψ

p´q
µ , C0

r1sq

– ベクトル超組 (Kahlerモジュライ）：pCa
r1s, ψ

ap´q, ψap`q, wa “

ba ` ivaq pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1q

– ハイパー超組（複素モジュライ）：pψkp`q, zk, ψkp´q, ξk ` iξ̃kq pk “

1, ¨ ¨ ¨ , h2,1q

– テンソル超組：pλp´q, ϕ ` ia, λp`q, ξ0 ` iξ̃0q p˚db “ daq

gravity multiplet 1 pgµν , C
0
1q

vector multiplets hp1,1q pCa
1 , v

a, baq

hypermultiplets hp2,1q pzk, ξk, ξ̃kq

tensor multiplet 1 pB2, ϕ, ξ
0, ξ̃0q

10.7.5 IIB型理論

• RRセクター

Cr0spx, yq “ Cr0spxq, (10.7.43a)

Cr2spx, yq “ Cr2spxq ` capxqωapyq, (10.7.43b)

Cr4spx, yq “ V K
r1spxqαKpyq ` ρapxqω̃apyq. (10.7.43c)

• IIB型理論

– 重力超組：pgµν , ψ
p1q
µ , ψ

p2q
µ , V 0

r1sq
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– ベクトル超組 (複素モジュライ）：pV k
r1s, ψ

kp2q, ψkp1q, zkq pk “

1, ¨ ¨ ¨ , h2,1q

– ハイパー超組（Kahlerモジュライ）：pψap1q, wa “ ba`iva, ψap2q, ca ` iρaq

pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1q

– テンソル超組：pλp1q, ϕ` ia, λp2q, C0 ` icq p˚dC2 “ dc, ˚db “ daq

gravity multiplet 1 pgµν , V
0
1 q

vector multiplets hp2,1q pV k
1 , z

kq

hypermultiplets hp1,1q pva, ba, ca, ρaq

tensor multiplet 1 pB2, C2, ϕ, C0q

注 N “ 2 SUSYでのmassless超組は

• hypermultiplet :
`

´1
2
, 02, 1

2

˘

• vector multiplet :
´

´1,´1
2

2
, 0
¯

`

´

0, 1
2

2
, 1
¯

• supergravity multiplet :
´

´2,´3
2

2
,´1

¯

`

´

1, 3
2

2
, 2
¯
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10.8 *10次元 IIA理論のオービフォールドコンパクト化
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10.9 10次元 IIB理論のフラックスコンパクト化

10.9.1 IIB理論での解

基本場

gµν , τ “ C0 ` ie´ϕ, H3, (10.9.1)

F1 “ dC0, F3 “ dC2 ´ C0H3, F5 “ ˚F5 “ dC4 ´ H3 ^ C2,(10.9.2)

Γ11λ “ ´λ, Γ11ψM “ ψM (10.9.3)

以下、
G3 :“ τH3 ´ dC2 “ ie´ϕH3 ´ F3 (10.9.4)

とおく。

超対称変換

δλ “

„

{Bϕ ´
1

2
σ3

´

{H ´ ieϕ {F r3sσ2

¯

´ eϕ {F r1siσ2

ȷ

ϵ, (10.9.5a)

δψM “ ∇Mϵ ´
1

4
{HMσ3ϵ `

eϕ

8
{F r3sΓMσ1ϵ

`eϕ
ˆ

1

8
{F r1s `

1

16
{F r5s

˙

ΓM iσ2ϵ. (10.9.5b)

ここで，

∇M “ BM `
1

4
ωABMΓAB, {F rns “

1

n
FM1¨¨¨MnΓM1¨¨¨Mn . (10.9.6)
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【定理 10.7 (IIB理論の超対称CCYフラックスコンパクト化解)】 　 G

を 4次元極大対称時空X4，すなわちE3,1, dS4, adS4のいずれかの等長変
換群とする．このとき，Gで不変な IIB理論のコンパクト化M “ X4 ˆY6
に対応する配位は，次のように表される：

• 計量とディラトン

ds2 “ Apyq2ds2pX4q ` Bpyq2ds2pY6q, (10.9.7)

ϕ “ ϕpyq. (10.9.8)

• フラックス

C0 “ C0pyq, Gr3s “
1

3!
Glmnpyqdyl ^ dym ^ dyn,(10.9.9a)

F̃r5s “

ˆ

A

B

˙4

p1 ` q̊Vmpyqdym ^ υpX4q (10.9.9b)

この条件に加えて，Gr3sフラックスに対する ISD条件

˚YGr3s “ iGr3s ô ˚YH “ ´eϕF3, ˚Y F3 “ e´ϕH (10.9.10)

を満たす超対称解が存在するための必要十分条件は，

i) X4がMinkowski時空，Y6がCalabi-Yau多様体

ii) ϕ “ C0 “ const

ii) Y6の SUp3q構造に関して，

Hp1q ” ´
i

36
H ijkΩijk “ 0, H

p3q

i ”
1

4
HimnJ

mn “ 0. (10.9.11)

このとき，

Apyq “ hpyq´1{4, Bpyq “ hpyq1{4, Vmpyq “ ´Bmhpyq,(10.9.12)

△Y h “ ´
gs
2

pG3 ¨ Ḡ3qY . (10.9.13)

解を不変にする独立な超対称変換の数は，H ‰ 0のとき 4 個 (N “ 1),

H “ F “ 0のとき 8個 (N “ 2)となる． l
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Proof. まず，
{H “ B´3 {̂H, {F 3 “ ´iγ̂7e

´ϕB´3 {̂H. (10.9.14)

より，

δλ “ B´1γ̂m
`

Bmϕ ´ eϕBmC0iσ2γ̂7
˘

ϵ ´
1

2B3
γ̂7 {̂Hσ3p1 ´ γ̂7σ2qϵ. (10.9.15)

ここで，

{̂Qk “
1

k!
γ̂m1¨¨¨mkQm1¨¨¨mk . (10.9.16)

次に，A “ Apyq, B “ Bpyqとして，

ω̃ab “ ωabpXq ` 2A´1DrbAθas, (10.9.17a)

ω̃ap “ B´1D̂pAθ
a ´ A´1DaBθp, (10.9.17b)

ω̃pq “ ωpqpY q ` 2B´1DrqBθps (10.9.17c)

および

{F 5 “
i

B5
Vmγ̂

mp1 ´ Γ11q (10.9.18)

より

δψµ “ ∇X
µ ϵ `

1

2B
γ̂mγµ

ˆ

BmAγ5 `
eϕA

4
BµC0iσ2 ´ eϕ

A

4B4
Vmσ2

˙

ϵ

`
A

8B3
γ5γµ {̂F 3σ1ϵ, (10.9.19a)

δψm “ B´1{2∇Y
m

`

B1{2ϵ
˘

`
eϕ

8
{̂BC0γ̂miσ2ϵ ´

1

2B

ˆ

BnB `
eϕ

4B3
Vmσ2γ̂7

˙

γ̂nγ̂mϵ

`
1

8B2
σ3

”

{̂Hγ̂mpσ2γ̂7 ´ 1q ´ 2 {̂Hm ` {̂Hγ̂m

ı

ϵ. (10.9.19b)

ここで，

{̂Hγ̂m ` γ̂m {̂H “ 2 {̂Hm ñ ´2 {̂Hm ` {̂Hγ̂m “ ´γ̂m {̂H. (10.9.20)

より，

A “ h´1{4pyq, B “ h1{4pyq, Vm “ ´Bmhpyq, (10.9.21a)

C0 “ ϕ “ 0 (10.9.21b)

と取れば (この仮定は，場の方程式を考慮すると定理の仮定より導かれる），
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Killingスピノール方程式は

δλ “ ´
1

2h3{4
γ̂7σ3p1 ` γ̂7σ2q {̂Hϵ “ 0, (10.9.22a)

δψµ “ ∇X
µ ϵ `

1

8h
γ5γµ {̂F 3σ1ϵ “ 0, (10.9.22b)

δψm “ h´1{8∇Y
mph1{8ϵq `

1

8
?
h

”

{̂Hγ̂mpσ2γ̂7 ´ 1q ´ γ̂m {̂H
ı

ϵ “ 0.(10.9.22c)

ここで、一般に、解に対する対称性の要請より、Killingスピノールは

ϵ “ Tpϵ1, ϵ2q ϵi “ ζ
piq
` pxq b η

piq
` pyq ` ζ

piq
´ pxq b η

piq
´ pyq (10.9.23)

の形をしていると仮定して良い。ここで、ζpiq
´ “ pζ

piq
` qc, η

piq
´ “ pη

piq
` qc。こ

れを第２式に代入すると、

∇X
µ ζ

p1q
` b η

p1q
` pyq `

1

8h
γµζ

p2q
´ pxq b {̂F 3η

p2q
´ “ 0 (10.9.24)

および、この式で p1q Ø p2qと入れ替えた式が得られる。これらの式が恒
等的に成り立つための必要十分条件は、

∇X
µ ζ

p1q
` “ pγµζ

p2q
´ , ∇X

µ ζ
p2q
` “ qγµζ

p1q
´ , (10.9.25a)

pη
p1q
` `

1

8h
{̂F 3η

p2q
´ “ 0, qη

p2q
` `

1

8h
{̂F 3η

p1q
´ “ 0 (10.9.25b)

となる。特に、最初の式の整合性条件より、

r∇X
µ ,∇X

ν sζp1q “ ´2pq˚γµνζ
p1q
` “

1

4
Rµνabγ

abζ
p1q
` (10.9.26)

および、この式で p1q Ø p2q、p Ø qと入れ替えた式が得られる。
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p “ 0, q ‰ 0とすると、 {̂Hηp2q “ 0, {̂Hηp1q ‰ 0となるが、これは δλ “ 0

の式と整合的でない。同様に、p ‰ 0, q “ 0も許されない。したがって、
pp, qqの値として、次の２つのケースが考えられる。

1) pq˚ ‰ 0: このとき、 {Hη
piq
˘ ‰ 0となるので、δλ “ 0より、ζp2q

` 9ζ
p1q
`

が得られる。このとき、ηpiq の rescalingにより、ζp1q “ ζp2q “ ζ、
q “ pとおくことができる。すると、δλ “ 0は

{̂Hp1 ´ γ̂7σ2qϵ “ 0 ô {̂Hpη
p1q
` ` iη

p2q
` q “ 0 (10.9.27)

と同値。このとき、(10.9.25b)より

ppη
p1q
` `iη

p2q
` q “ ´

1

8h
{̂F 3piη

p1q
´ `η

p2q
´ q9 {̂Hpη

p1q
` `iη

p2q
` qc “ 0. (10.9.28)

よって、ηp1q “ ´iηp2q “ ηとおくことができる。このとき、(10.9.25b)

および δψm “ 0は、η̃ “ h1{4ηとして、

pη` “
i

8h
{̂F 3η´ “

1

8h
e´ϕ {̂Hη´, (10.9.29a)

∇Y
mη̃` “ p

eϕ

8
?
h
γ̂mη̃´ ” fγ̂mη̃´. (10.9.29b)

pは常に正の実数に変換できる。この第２式の整合性より、

r∇Y
m,∇Y

n sη̃` “ 2f 2γ̂mnη̃` `2∇Y
rmfγ̂nsη̃´ “

1

4
R̂mnpqγ̂

pqη̃` (10.9.30)

が要求されるが、これが成り立つのは、∇mf “ 0、すなわち hが定
数のときのみ。これはA “ B “ constおよびH “ F3 “ 0を要求す
るので、フラックスの存在する場合の解とはならない。
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2) p “ q “ 0: このとき、δψµ “ 0は

∇X
µ ζ

piq “ 0, {̂Hηpiq “ 0 (10.9.31)

で、δλ “ 0は自動的に成り立つ。さらに {̂Hγ̂mη
piq “ 0が成り立つと

H “ 0となるので、H ‰ 0のとき、残る方程式 δψm “ 0は、

ζp1q “ ζp2q “ ζ, (10.9.32a)

∇Y
mpη

p1q
` ` iη

p2q
` q “

1

4
?
h

{̂Hγ̂mpη
p1q
` ` iη

p2q
` q, (10.9.32b)

∇Y
mpη

p1q
` ´ iη

p2q
` q “ 0 (10.9.32c)

と同値。いま、ηp1q ´iηp2q “ 2ηとおくと、ηはY に積分可能なSUp3q

構造 pĝmnpyq, J,Ωqを与え, Y6は Calabi-Yauとなる。特に、第 3の
方程式の整合性より、

{Hη “ 0, Rmnpqγ̂
pqη` “ 0 ñ Rmn “ 0, Im pHp1qq “ Hp3q “ 0.

(10.9.33)

また、ηp1q ` iηp2q “ 2η1とおくと、

{Hη1 “ 0 ñ η1
` “ sη` ` tiγ̂

iη´, H
p6q

ij q
j “ 0. (10.9.34)

さらに、∇Y
mη

1に対する式より、∇ms “ 0かつ

∇jti “
is

16
?
h
H

p6q

ji , ∇j̄ti “ ´
1

64
?
h
tk̄Ω̄j̄k̄

lH
p6q

li . (10.9.35)

一般には、これらの方程式は解を持たない。このとき、η1 “ 0. す
なわち、pηp1q, ηp2qq “ p1, iqηが解になる。ηは定数倍を除いて一意
的なので、Killlingスピノールの数は４個、すなわちN “ 1 SUSY.

なお、H “ F “ 0なら一般には条件が∇mη
piq “ 0のみとなるので、，

Killingスピノールの数は 4 ˆ 2 “ 8個、すなわちN “ 2 SUSY.． Q.E.D.
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10.9.2 ワープ

仮定

• 計量

ds2pMq “ Apx, yq2ds2pX4q ` Bpx, yq2ds2pY6q, (10.9.36)

• 場

τ ” C0 ` i e´Φ “ ig´1
s p“ constq , (10.9.37a)

G3 ” ig´1
s H3 ´ F3 “

1

3!
Gpqrpyq dyp ^ dyq ^ dyr , (10.9.37b)

˚YG3 “ ϵiG3 pϵ “ ˘1q , (10.9.37c)

F̃5 “ p1 ˘ q̊Vpdy
p ^ υpX4q “ V ^ υpX4q ¯ A´4B4 ˚Y V,(10.9.37d)

場の方程式 自明でない方程式は

dG3 “ 0, (10.9.38a)

∇ ¨ G3 “ ˚d ˚ G3 “ ´iG3 ¨ F̃5, (10.9.38b)

dF̃5 “ H3 ^ F3, (10.9.38c)

RMN “
gs
4

„

Re pGMPQG
˚
N
PQq ´

1

2
G3 ¨ G˚

3gMN

ȷ

`
1

96
F̃NP1¨¨¨P4F̃M

P1¨¨¨P4 .(10.9.38d)

一般解 G3はY6上の閉 ISD 3形式なので，yにのみ依存し，(10.9.38b)は
`

V ¯ ϵdypA
4q
˘

¨ G3 “ 0 (10.9.39)

を与える．ここで，dy “ dypBp．これより，G3 ‰ 0なら

V “ ˘ϵdypA
4q, (10.9.40)

したがって，(10.9.38c)は次の２式と同値となる．

BµpA´4B4BppA
4qq “ 0, (10.9.41a)

pD̂ ¨ pA´4B4D̂pA4qqY “ ´
gs
2

pG3 ¨ Ḡ3qY, (10.9.41b)

次に，これらの第１式と Einstein方程式の R̃ap成分

0 “ ABR̃ap “ 3

«

´
DaD̂pA

A
`
D̂pADapABq

A2B

ff

`5

«

´
D̂pDaB

B
`
DaB D̂ppABq

AB2

ff

(10.9.42)
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より，DaD̂p lnpABq “ 0が得られるので、gpX4q Ñ apxqgpX4q, gpY6q Ñ

bpyqgpY6qにより

A “ hpx, yq´1{4, B “ hpx, yq1{4 (10.9.43)

と置くことができる。対応して，F̃5と (10.9.41b)は

F̃5 “ ˘ϵp1 ˘ q̊dph´1q ^ υpX4q, (10.9.44)

△Yh “ ´
gs
2

pG3 ¨ Ḡ3qY. (10.9.45)

よって，Einstein方程式は

hRµνpX4q ´ DµDνh `
1

4
gµνpX4q△Xh “ 0, (10.9.46a)

BµBph “ 0, (10.9.46b)

RpqpY6q ´
1

4
gpqpY6q△Xh “ 0. (10.9.46c)

この第２式より直ちに，

hpx, yq “ h0pxq ` h1pyq. (10.9.47)

さらに，h1 ‰ 0とすると，残りの方程式は

RµνpX4q “ 0, (10.9.48a)

DµDνh0 “ λgµνpX4q, (10.9.48b)

RpqpY6q “ λgpqpY6q. (10.9.48c)

ここで，pDh0q
2 ‰ 0ならX4が局所平坦となることが示される．

以上より，任意のRicci平坦な４次元空間X4，任意のコンパクEinstein

空間 Y6とその上の実調和３形式が与えられると，（一般に超対称な）IIB

型超重力理論の CYフラックスコンパクト化解が得られる．ただし，こ
の解はG3 ‰ 0なら必ずワープしており，しかもワープ因子 hは必ず特異
点をもつ．また，X4が平坦な場合には，この任意の解 h “ h1pyqに対し，
h “ h1pyq ` aµx

µ型の解が存在する [Kodama H, Uzawa K 2006[284]]．

References

• Kodama H, Uzawa K : jhep 0507, 061 (2005)
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” Moduli Instability in Warped Compactifications of the Type IIB

Supergravity”

• Kodama H, Uzawa K: jhep 0603m 053 (2006)

”Comments on the four-dimensional effective theory for warped

compactification”
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10.9.3 Conifold型解

Refereces

• Candelas P, de la Ossa XC: NPB342, 246-268 (1990)

” Comments on conifolds”

(1) adS5 ˆ S5

【例 10.8 (adS5 ˆ S5)】 　

ds2pMq “ ds2padS5q ` L2ds2pS5q

“ h´1{2ds2pE3,1q ` h1{2
`

dr2 ` r2ds2pS5q
˘

, (10.9.49a)

h “
L4

r4
, (10.9.49b)

F5 “
4

L4
p1 ` q̊r3dr ^ υpE3,1q, (10.9.49c)

H3 “ F3 “ 0, ϕ “ C0 “ 0. (10.9.49d)

超対称性: 16kis l

【演習問題 10.9 (E1,3 ˆ E6へのワープしたコンパクト化と見なしたとき
の、超対称性カウント)】 　 adS5 ˆ S5が 16個のKillingスピノールを
持つことを示せ. l

Answer. Killing方程式は、

δλ “ 0, (10.9.50a)

δψM “ ∇Mϵ `
1

6
{F 5ΓM iσ2ϵ “ 0. (10.9.50b)

ここで、h “ e´4Aとおき、10次元のガンマ行列を、E3,1のガンマ行列 γµ

とE6のガンマ行列 γ̂mを用いて、

Γµ “ e´Aγµ b 1 pµ “ 0, ¨ ¨ ¨ , 3q, Γm “ eAγ5 b γ̂m (10.9.51)

と表すと、
{F 5 “ ´ {˚F5Γ˚ “ 4ieA{̂BAp1 ´ Γ˚q (10.9.52)
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よって、

δψµ “ Bµϵ `
1

2
e2Aγµ{BApγ5 ´ σ2qϵ, (10.9.53a)

δψm “ eA{2Bmpe´A{2ϵq `
1

2
{̂BAγ̂mp1 ´ γ5σ2qϵ (10.9.53b)

Killingスピノールは、Γ˚ϵ “ ϵより、E3,1のスピノール ζ
piq
˘ pxqおよび

E6のスピノール η
piq
˘ pyqを用いて

ϵ “

˜

ζ
p1q
` pxq b η

p1q
` pyq ` cc

ζ
p2q
` pxq b η

p2q
` pyq ` cc

¸

(10.9.54)

と表される。このとき、

pδψµqp1q “ Bµζ
p1q
` b η

p1q
` `

1

2
e2A

`

´ γµζ
p1q
´ b {̂BAη

p1q
´ ` iγµζ

p2q
´ b {̂BAη

p2q
´

˘

` cc

(10.9.55)

より、p, qを定数として、

Bµζ
p1q
` “ pγµζ

p1q
´ ` qγµζ

p2q
´ (10.9.56)

これを δψ
p1q
µ に代入すると、

γµζ
p1q
´ b

ˆ

pη
p1q
` ´

1

2
e2A{̂BAη

p1q
´

˙

` γµζ
p2q
´ b

ˆ

qη
p1q
` ´

i

2
e2A{̂BAη

p2q
´

˙

“ 0

(10.9.57)

よって、ζp2q
´ 9ζ

p1q
´ 。これより、η

piq
˘ のスケール変換により、ζ

p1q
` “ ζ

p2q
` “ ζ`、

p ` q ñ pとおいて良い。すると、

p η
p1q
` “

1

2
e2A{̂BApη

p1q
´ ` iη

p2q
´ q. (10.9.58)

Bµζ` “ pγµζ´, Bµζ´ “ p̄γµζ`. (10.9.59)

この 2番目の式より、

0 “ rBµ, Bνsζ` “ ´2|p|2γµνζ´ ñ p “ 0. (10.9.60)

よって、

δψµ “ 0 ô Bµϵ “ 0, pγ5σ2 ´ 1qϵ “ 0, (10.9.61a)

δψm “ 0 ô Bmpe´A{2ϵq “ 0. (10.9.61b)
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ここで、
pγ5σ2 ´ 1qϵ “ 0 ô η

p2q
` “ iη

p1q
` . (10.9.62)

よって、Killing方程式の一般解は、

ϵ “ ζ0` b η0`e
A{2

˜

1

i

¸

` cc. (10.9.63)

ここで、ζ0`と η0`は、それぞれ、E
3,1およびE6の定数左巻きスピノール。

よって、独立なKillingスピノールの数は 16個。 Q.E.D.
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(2) Conifold解
【例 10.10 (Conifold)】 　 (Candelas P, de la Ossa XC 1990[66]) 代数
多様体

4
ÿ

A“1

w2
A “ 0 (10.9.64)

は S2 ˆ S3上のコーンの構造をもつ．これにKahler計量を入れた６次元
空間である，Einstein空間 T 11p– S2 ˆ S3q上のコーン空間へのコンパク
ト化．

ds2pMq “ h´1{2ds2pE3,1q ` h1{2
`

dr2 ` r2ds2pT11q
˘

, (10.9.65a)

ds2pT11q “
1

9

˜

dψ `

2
ÿ

i“1

cos θi dϕi

¸2

`
1

6

2
ÿ

i“1

`

dθ2i ` sin2 θi dϕ
2
i

˘

,(10.9.65b)

h “
9gsM

2

8r4

„

ln

ˆ

r

r0

˙

`
1

4

ȷ

`
C

r4
, (10.9.65c)

F5 “ p1 ` q̊dph´1q ^ υpE3,1q, (10.9.65d)

H3 “ ´gs ˚Y F3 “
3gsM

2r
dr ^

“

υpS2
1q ´ υpS2

2q
‰

, (10.9.65e)

ϕ “ C0 “ 0. (10.9.65f)

超対称性はN “ 1. l

【演習問題 10.11 (Conifoldの SUp3q構造)】 　 Conifoldに対する pJ,Ωq

を具体的に決定し、Hp1q “ Hp3q “ 0となることを示せ。 l

Answer. 1) 位相構造:

Y : w ¨ w ” w2
1 ` w2

2 ` w2
3 ` w2

4 “ 0 (10.9.66)

において、
wA “ xA ` iyA (10.9.67)

とおくと、

Σpρq :“ Y X S7 “
␣

w P C4
ˇ

ˇ w ¨ w̄ “ ρ2
(

(10.9.68)

は

Σpρq “
␣

px, yq P R4 ˆ R4
ˇ

ˇ x ¨ x “ y ¨ y “ ρ2{2, x ¨ y “ 0
(

(10.9.69)
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よって、Σpρqは S3の単位接ベクトルバンドルと同型。S3は平行化
可能なので、

Σpρq – UT pS3q – S3 ˆ S2. (10.9.70)

対応して、Y6は S3 ˆ S2上の錐体。

2) Ricci曲率: 計量 gmnが、適当な rの関数 rpρqと Σ “ Σp1qの計量
gpΣqを用いて

gpY q “ dr2 ` r2gpΣq (10.9.71)

と表されるとすると、Ricci曲率は

RijpY q “ RijpΣq ´ 4gijpΣq, RrmpY q “ 0 pm “ r, iq. (10.9.72)

よって、Y がRicci平坦となるための必要十分条件は

RmnpY q “ 0 ô RijpΣq “ 4gijpΣq. (10.9.73)

3) Einstein空間 T p,q: S3を SUp2qと同一視し、

S3 ˆ S3 Q pL,Rq, L “ Upθ1, ϕ1, ψ1q, R “ Upθ2, ϕ2, ψ2q P SUp2q

(10.9.74)

により、座標付けする。ここで、

Upθ, ϕ, ψq “

˜

a ´b̄

b ā

¸

P SUp2q; (10.9.75)

a “ cos
θ

2
eipψ`ϕq{2, b “ sin

θ

2
eipψ´ϕq{2 (10.9.76)

いま、p, qを互いに素な正の整数として、Up1q Q Θ “ reiλ, e´iλsの
S3 ˆ S3への自由な作用を

pL,Rq Ñ pLΘq, RΘ´pq (10.9.77)

により定義する。k, lを kp ` lq “ 1となる整数の組として、ψ1, ψ2

の代わりに、新たな座標 ψ, χを

ψ1 “ kψ ´ qχ, ψ2 “ lψ ` pχ (10.9.78)

により導入すると、Up1q作用は、

ψ Ñ ψ, χ Ñ χ ´ λ (10.9.79)
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で与えられる。

この作用による商空間をT p,q “ pS3 ˆS3q{Up1qp,qと表記すると、一
般に、

α2pdψ1 ` cos θ1dϕ1q
2 `

1

α2
pdψ2 ` cos θ2dϕ2q

2 “

ˆ

p2

α2
` q2α2

˙

„

dχ `
p´α2kq ` lp{α2qdψ ´ q cos θ1dψ1 ` p cos θ2dϕ2

p2{α2 ` q2α2

ȷ2

`
1

p2{α2 ` q2α2
pdψ ` p cos θ1dϕ1 ` q cos θ2dϕ2q

2 . (10.9.80)

より、A,B,Cを任意の正定数とし、T 1,1上に自然な計量

ds2 “ A2ds2pS2
1q `B2ds2pS2

2q ` C2pdψ ` p cos θ1dϕ1 ` q cos θ2dϕ2q
2

(10.9.81)

が誘導される。ここで、ds2pS2
i q “ dθ2i ` sin2 θidϕ

2
i . この５次元多

様体が Einstein空間となるための必要十分条件は

2A2 ´ p2C2

2A4
“

2B2 ´ q2C2

2B4
“
C2pq2A4 ` p2B4q

2A4B4
“ λ ñ Rm

n “ λδmn .

(10.9.82)

4) Conifold– CpT 1,1q: 複素座標wAからMp2,Cqへの写像を

W “
1

?
2

4
ÿ

A“1

wAσA “
1

?
2

˜

w3 ` iw4 w1 ´ iw2

w1 ` iw2 ´w3 ` iw4

¸

,(10.9.83)

pσAq “ pσi, iid2q (10.9.84)

により定義すると、

detW “ 0, TrpW :W q “ w ¨ w̄ “ ρ2 (10.9.85)

が成り立つ。

いま、

Z ” W {ρ : detZ “ 0, TrpZ:Zq “ 1 ô Z P Σ (10.9.86)

において、

Z “ LZ0R
:; L,R P SUp2q, Z0 “

˜

0 1

0 0

¸

(10.9.87)
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は、S3 ˆS3からΣへの全射を与え、Z “ Z0の逆像はUp1qと一致：

LZ0R
: “ Z0 ô L “ R “ Θ “

˜

eiλ 0

0 e´iλ

¸

(10.9.88)

これより、conifoldは T 1,1上の錐と同相：

Conifold – C
`

S3 ˆ S3{Up1q1,1
˘

“ CpT 1,1q. (10.9.89)

特に、適当な動径座標 r “ rpρqを用いて

ds2 “ dr2 ` r2gpT 1,1q (10.9.90)

により定義される計量がconifoldのRicci平坦計量を与える。ここで、

gpT 1,1q “
1

9
pdψ ` cos θ1dϕ1 ` cos θ2dϕ2q

2

`
1

6
pdθ21 ` sin2 θ1dϕ

2
1q `

1

6
pdθ22 ` sin2 θ2dϕ

2
2q(10.9.91)

Rm
n pT 1,1q “ 4δmn . (10.9.92)

5) ケーラー構造: つぎに、この計量が rpρqを適当に選ぶとケーラー計
量となることを示す。この計量は SUp2q ˆ SUp2q不変なので、ケー
ラーポテンシャルKも同じ対称性を持つとすると、K “ Kpρ2q. 対
応するケーラー計量は

gij̄ “ BiBj̄K “ pBiBj̄pρ
2qqK 1 ` Bipρ

2qBj̄pρ
2qK2. (10.9.93)

ρ2が
ρ2 “ TrpW :W q (10.9.94)

で与えられることを用いて、gij̄を計算すると、

?
g “ detpgij̄q “

pγ3q1

3ρ2|w4|
2
; γ “ ρ2K 1. (10.9.95)

ケーラー多様体のRicci曲率は

Rij̄ “ ´BiBj̄ ln
?
g (10.9.96)

で与えられるので、Ricci平坦となる条件は

Rij̄ “ 0 ô
?
g “ fpzqfpzq ô pγ3q1 “ 2c3ρ2. (10.9.97)
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この解は

K “
3

2
cρ4{3 “

1

2
r2. (10.9.98)

対応する計量は、

ds2 “ 2K 1
ÿ

A

dwAdw̄A ` 2K2|
ÿ

A

w̄AdwA|2

“
4

3
cρ´2{3dρ2 ` 2cρ4{3

"

TrpdZ:dZq ´
1

3
|TrpZ:dZq|2

*

“ dr2 ` r2gpT 1,1q. (10.9.99)
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6) SUp3q構造: ケーラー形式 ω “ J˚は

J˚ “ iBB̄K

“ K 1
ÿ

A

dwA ^ dw̄A ` K2p
ÿ

A

w̄AdwAq ^ p
ÿ

A

wAdw̄Aq

“
1

3
rdr ^ pdψ ` cos θ1dϕ1 ` cos θ2dϕ2q ´

ρ2

6

`

υpS2
1q ` υpS2

2q
˘

.

(10.9.100)

これより、dJ˚ “ 0.

正則３形式Ωは

Ω “

c

2

3
p2cq3{2 1

w4

dw1 ^ dw2 ^ dw3

“ ´

?
2

8
?

3
p2cq2{3r2eiψ

ˆ

2
dr

r
` if1

˙

^ pdθ1 ´ i sin θ1dϕ1q ^ pdθ2 ´ i sin θ2dϕ2q.

(10.9.101)

ここで、

f1 “ dψ ` cos θ1dϕ1 ` cos θ2dϕ2. (10.9.102)

この３形式は dΩ “ 0を満たす。

7) フラックス条件: conifold解のH フラックスは、N “ 1SUSYのた
めの条件

Hp1q “ ´
i

6
H ¨ Ω “ 0, Hp3q “

1

2
H ¨ J “ 0 (10.9.103)

を満たす。
Q.E.D.
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(3) Klebanov-Strasser解 (deformed conifold)

【例 10.12 (KS解)】 　 (Klebanov IR, Strassler MJ 2000[282]) 変形コ
ニフォールド

x2 ` y2 ` v2 ` w2 “ ϵ2 (10.9.104)

へのコンパクト化．

ds2pMq “ h´1{2ds2pE3,1q ` h1{2ds2pY6q, (10.9.105a)

ds2pY6q “
1

2
ϵ4{3Kpτq

„

1

3K3pτq

␣

dτ 2 ` pg5q2
(

` sinh2
´τ

2

¯

␣

pg1q2 ` pg2q2
(

` cosh2
´τ

2

¯

␣

pg3q2 ` pg4q2
(

ı

, (10.9.105b)

hpx, τq “ h0pxq ` gsM
232{3

ϵ8{3

ż 8

τ

du
u cothu ´ 1

sinh2 u
tsinhp2uq ´ 2uu

1{3 ,

(10.9.105c)

F5 “ p1 ` q̊dph´1q ^ υpE3,1q, (10.9.105d)

B2 “ Mgs
“

p1 ´ F q tanh2pτ{2qg1 ^ g2 ` F coth2pτ{2qg3 ^ g4
‰

,(10.9.105e)

H3 “ gs ˚Y F3 “ dB2, (10.9.105f)

ϕ “ C0 “ 0. (10.9.105g)

ここで

Kpτq “
rsinhp2τq ´ 2τ s

1{3

21{3 sinhpτq
, F “

sinh τ ´ τ

2 sinh τ
. (10.9.106)

また，基底 g1 „ g5は

g1 “
1

?
2

pe1 ´ e3q , g2 “
1

?
2

pe2 ´ e4q , g3 “
1

?
2

pe1 ` e3q ,(10.9.107)

g4 “
1

?
2

pe2 ` e4q , g5 “ e5 , (10.9.108)

e1 ” ´ sin θ1 dϕ1 , e2 ” dθ1 , e3 ” cosψ sin θ2 dϕ2 ´ sinψ dθ2

e4 ” sinψ sin θ2 dϕ2 ` cosψ dθ2 , e5 ” dψ ` cos θ1 dϕ1 ` cos θ2 dϕ2 .

この解はN “ 1超対称性をもち，τ Ñ 8で漸近的に conifold解に近
づく:

ds2pY6q Ñ dr2 ` r2gpT1,1q, r Ñ
31{2

25{6
ϵ2{3eτ{3. (10.9.109)
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また，至る所滑らかで，コーン型突起の頂点では

ds2 »
ϵ4{3

121{3

„

1

2
pdτ 2 ` τ 2gpS2qq ` gpS3q

ȷ

(10.9.110)

l
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10.9.4 超ポテンシャル

II型超重力理論では，RRフォームフラックスが存在しない直積型コン
パクト化はモジュライに対する超ポテンシャルを生み出さない．しかし，
フラックス存在すると，有限なポテンシャルが生じる．(Gukov S, Vafa

C, Witten E 2000[232]; Giddings SB, Kachru S, Polchinski J 2002[196])

IIB型理論において，計量が

ds2 “ e´4?upxqds2pX4q ` e4?upxqds2pY6q (10.9.111)

の形をしていて，モジュライ場が次の構成（対応するN “ 1超組）を持
つとする：

• 重力場：gµν

• dilaton-axion場： τ “ C0 ` ie´Φ

• サイズモジュラス：ρ “ b{
?

2 ` ie4u. ここで，

Cr4s “ ar2s ^ J ñ dar2s “ e´8u ˚Xdb (10.9.112)

• 複素モジュライ： za, a “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1

このとき，10次元作用積分より，τ, ρに対する作用積分は

S “
1

2κ24

ż

X

dvolpXq

ˆ

RpXq ´ 2
∇τ ¨ ∇τ̄
|τ ´ τ̄ |2

´ 6
∇ρ ¨ ∇ρ̄
|ρ ´ ρ̄|2

˙

(10.9.113)

ここで，

κ24 “
κ210

volpY q
(10.9.114)

これは，次のKählerポテンシャルに対応する：

K1 “ ´ ln r´ipτ ´ τ̄qs ´ 3 ln r´ipρ ´ ρ̄qs (10.9.115)

超ポテンシャルはゼロである．
一方，複素構造モジュライに対するKählerポテンシャルは，一般論より，

K2 “ ´ ln

ˆ

´i

ż

Y

Ω ^ Ω̄

˙

(10.9.116)
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で与えられる．ポテンシャルを求めるため，上記のモジュライ場による
表式を１０次元作用積分に代入すると，Gr3sを含む項

SG “ ´
1

4κ210

ż

X

dvolpXq

ż

Y

1

Im τ
˚YGr3s ^ Ḡr3s (10.9.117)

が残る．ここで，Gr3sをカイラル分解する：

Gr3s “ G`
r3s

` G´
r3s

; ˚YG
˘
r3s

“ ¯iG˘
r3s
, (10.9.118)

すると，
α`
3 ^ β`

3 “ 0, α´
3 ^ β´

3 “ 0 (10.9.119)

より

˚YG ^ Ḡ “ ip´G` ` G´q ^ pḠ` ` Ḡ´q “ ´2iG` ^ Ḡ` ` iG ^ Ḡ

“ ´2iG` ^ Ḡ` ` 2pIm τqHr3s ^ Fr3s (10.9.120)

よって， SGは

SG “

ż

X

dvolpXq

„

´V ´

ż

Y

Hr3s ^ Fr3s

ȷ

(10.9.121)

ここで，第２項はHr3および Fr3sのコホモロジー類のみで決まる位相的
項．一方，V は

V “ ´
i

2κ210Im τ

ż

Y

G`
r3s

^ Ḡ`
r3s

(10.9.122)

（Im τ “ 1{gs “ constを仮定）．
このポテンシャルは，次の超ポテンシャル

W “

ż

Y

Gr3s ^ Ω (10.9.123)

から導かれることを示す．まず，調和３形式が

˚Y Ω “ ´iΩ, ˚Y χa “ iχa (10.9.124)

となることに注意する．これより，

G`
r3s

“ w0Ω ` w̄āχ̄ā; w0 “

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ω ^ Ω̄

, w̄ā “ Gāb

ş

Y
Gr3s ^ χb

ş

Y
Ω ^ Ω̄

.

(10.9.125)
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よって，

V “

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ḡr3s ^ Ω ` Gab̄

ş

Y
Gr3s ^ χa

ş

Y
Ḡr3s ^ χ̄b̄

2pIm τqκ210p´iq
ş

Y
Ω ^ Ω̄

. (10.9.126)

一方，小平の関係式を考慮すると，

K “ ´ lnr´ipτ ´ τ̄qs ´ 3 lnr´ipρ ´ ρ̄qs ´ lnr´i

ż

Ω ^ Ω̄s (10.9.127)

に対して，

BτK “
1

τ̄ ´ τ
, BρK “

3

ρ̄ ´ ρ
, BaK “ ´ka, (10.9.128)

Gτ τ̄ “
1

|τ̄ ´ τ |2
, Gρρ̄ “

3

|ρ̄ ´ ρ|2
(10.9.129)

これより，

DτW “
1

τ̄ ´ τ

ż

Y

Ḡ ^ Ω, (10.9.130a)

DρW “
3

ρ̄ ´ ρ
W, (10.9.130b)

DaW “

ż

Y

G ^ χa. (10.9.130c)

よって，超ポテンシャルとポテンシャルの関係式は

V “
eK

κ2

”

Gij̄DiWDjW ´ 3|W |2
ı

“
eK

κ2

”

|τ̄ ´ τ |2|DτW |2 ` Gab̄DaWDbW
ı

“

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ḡr3s ^ Ω ` Gab̄

ş

Y
Gr3s ^ χa

ş

Y
Ḡr3s ^ χ̄b̄

2pIm τqp2Im ρq3κ2p´iq
ş

Y
Ω ^ Ω̄

(10.9.131)

10.9.5 基底状態の性質

基底状態では V “ 0より，Gr3sは ISD(imaginary self-dual)となる：

DτW “ DaW “ 0 ñ G`
r3s

“ 0 ñ ˚YGr3s “ iGr3s ISD (10.9.132)

この条件は，
Gr3s P H 2,1 ‘ H 0,3 (10.9.133)
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と同等で，複素構造モジュライ（＋ dilaton-axion）に対する h2,1 ` 1個の
拘束条件となるので，一般にそれらの値を完全に決定する．
ただし，超対称性はより強い条件DiW “ 0（任意の i）を要求する．今
のモデルでは，この条件は，DρW “ 0 ñ W “ 0，したがって，

Gr3s P H 2,1 (10.9.134)

を要求する．
また，この基底状態は，フラックスGr3sに依存するが，超ポテンシャ
ルの形より，正確にはGr3sのコホモロジー類にのみ依存する：

ż

Aj

F3 “ 4π2α1Mj,

ż

Bj

H3 “ ´4π2α1Kj (10.9.135)

さらに，弦理論においては，これらの pMj, Kjqは整数に量子化される．

10.9.6 量子効果

摂動論の範囲では，Kählerモジュライの超ポテンシャルはゼロである
が，非摂動論的効果を考慮すると自明でないポテンシャルが生成される
可能性がある．例えば，IIBモデルのF理論的記述において，１２次元の
時空が８次元CY8により４次元にコンパクト化される際に，CY8が算術
種数１の divisor Dを含む場合（χpD,ODq “ 1)，超ポテンシャルにサイ
ズモジュラスに依存した項が加わる：(Witten E 1996 [390])

W “ W0pzq ` bpzqe2πiρ. (10.9.136)

このとき，対応するポテンシャル V pρqは，σ “ e4u “ Im ρに関して最小
点 ρmを持つようになる．この最小点は，V pρmq ă 0よりAdS4時空を与
える (KKLT[272]．また，この基底状態はN “ 1超対称性を保つ．
ここで，真空はフラックスを特徴づける整数値の組 pMj, Njqごとに決
まり，宇宙項の値が準連続となる無限個の超対称な真空の集合を与える
（ランドスケープ問題）．

10.9.7 FluxCompの問題点

10.9.7.1 ブレーンモデルの問題

• II型理論では本来，重力セクターしかなく，通常の物質場は Dブ
レーン上にしか存在できない．このため，我々はブレーン上に住む
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ことになる．

– 重力を考慮すると，余次元が３以上のブレーンは特異点となる．

– 特に，ブレーンと反ブレーンが共存すると，裸の特異点が生じ
る可能性がある（量子効果？）．例えば，D3-反D3系では

h “ h0 `
Q1

r4
´
Q2

r4
(10.9.137)

– これらの点を無視しても，弦理論に基づく高次元モデルで整合
的なブレーンワールドモデルは作られていない．

• II型理論では，Kahlerモジュライの安定化に非摂動論的量子効果が
本質的な役割を果たすが，その高次元における記述が存在しない．
また，この安定化を実際に実現するモデルは少ない．

10.9.7.2 ４次元有効理論

• KKLT系のモデルでは，フラックスによるワープが正確に取り入れ
られていない．

• 特に，ワープが存在する場合に，従来の４次元有効理論はそのまま
使えない可能性が大きい (Kodama H, Uzawa K 2006[284])．

例えば，IIB型フラックスコンパクト化において

ds2pMq “ h´1{2px, yq ds2pX4q ` h1{2px, yq ds2pY6q,(10.9.138)

h “ h0pxq ` h1pyq (10.9.139)

型の解が存在するので，h0pxqに対する有効理論をつくることができる．

SIIB “
1

2κ2

ż

X4

dΩpX4q rHRpX4q ` 6λs . (10.9.140)

ここで，

Hpxq “ h0pxq ` c; c :“ V ´1
6

ż

Y6

dΩpY6qh1. (10.9.141)

これより得られる場の方程式は，

RµνpX4q “ H´1 rDµDνH ´ λgµνpX4qs , (10.9.142a)

△XH “ 4λ. (10.9.142b)
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この方程式は一般にX の Ricci平坦性を要求しないので，元の１０次元
理論より弱い理論となっている．すなわち，１０次元理論に対応物のな
い解を持っている．また，λ “ 0のとき，ds2pX4q “ H´1ds2pX̄4qで定義
される計量を用いて，作用積分は

SIIB “
1

2κ2

ż

X̄4

dΩpX̄4q

„

RpX̄4q ´
3

2
pD̄ lnHq2

ȷ

, (10.9.143)

と書ける．この作用積分は明らかに変換H Ñ k{Hで不変となっている．
この不変性も元の１０次元理論では破れている．
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10.10 SUp3q構造

参考文献

• GurrieriS, Louis J, Micu A, Waldram D: NPB 654, 61-113 (2003)

“Mirror symmetry in generalized Calabi-Yau compactifications”

• Frey AR, Grana M: prd63 106002 (2003)

“Type IIB solutions with interpolating supersymmetries”

• Grana M, Minasianb R, Petrini M, Tomasiello A: jhep0408, 046

(2004)

“Supersymmetric backgrounds from generalized Calabi-Yau mani-

folds”

• Fidanza S, Minasian R, Tomasiello A : cmp254, 40-23 (2005)

“Mirror symmetric SU(3) structure manifolds with NS fluxes”

10.10.1 SUp3q構造の基本的性質

一般に，6次元多様体 Y 上の SUp3q構造は次の性質をもつ 2形式 J と
3形式Ωにより指定される：

Jpq “ ´Jqp, JpqJ
q
r “ ´δpr , (10.10.1a)

J ^ Ω “ 0, (10.10.1b)

J ^ J ^ J “
3

4
iΩ ^ Ω̄ “ ´6υpY q (10.10.1c)

これらは、さらに次の関係式を満たす：

@

Ω, Ω̄
D

“ 8, xJ, Jy “ 3, (10.10.2a)

˚Ω “ ´iΩ, ˚J “ ´
1

2
J ^ J (10.10.2b)
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10.10.2 固有トーション

SUp3q構造の積分可能性（Calabi-Yauとのずれ）は，これらと整合的
な接続 ∇̂のトーション Tmn

rを用いて

pdJqmnp “ 3Trmn
rJ|r|ps, (10.10.3a)

pdΩqmnpq “ 6Trmn
rΩ|r|pqs (10.10.3b)

と表される．
SUp3q構造と整合的な別の接続∇1に対応するトーションをT 1

mn
rに置き

換えても，(10.10.3)の左辺は変化しないので，右辺は，SUp3q構造と整合
的な接続の取り方によらない成分である固有トーション T 0のみが残る：

pdJqmnp “ 3T 0
rmn

rJ|r|ps, (10.10.4a)

pdΩqmnpq “ 6T 0
rmn

rΩ|r|pqs (10.10.4b)

そこで，dJと dΩを次にように分解する．まず，dJの p3, 0q ` p0, 3q成分
は，dJが実形式なので，Ωと Ω̄の実線形和で表される．また，V を実 1形
式として，pV ^ J ^ JqabcdeJ

deJ bc “ 16Va．これより，dJの p2, 1q ` p1, 2q

成分の primitiveな成分をW3とおくと，dJ は

dJ “ ´
3

2
Im pW1Ω̄q ` W4 ^ J ` W3 (10.10.5)

と表される．つぎに，dΩは一般に，p3, 1q ` p2, 2qという成分をもつが，
そのうち p3, 1q “ p0, 1q ^ p3, 0q “ p0, 1q ^ Ω．また，J2 ^ J9Ω ^ Ω̄より，
p2, 2q成分は J2に比例する項と primitiveな p2, 2q形式 χ4の和となるが，
χ4は適当な p1, 1q形式W2を用いてχ4 “ W2 ^ Jと表されることが示され
る．これより，dΩは次のように表される：

dΩ “ W1J
2 ` W2 ^ J ` W̄5 ^ Ω (10.10.6)

が得られる．ここで，

• W1: 関数

• W2: 複素 primitivep1, 1q形式

• W3: 実 primitivep2, 1q ‘ p1, 2q形式

• W4 “ W p3q

4 ` W p3̄q

4 : 実１形式
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• W5: 複素 p1, 0q形式

である [235, 212, 155]．
SUp3q構造はこれらの振る舞いにより次のように特徴付けられる [208,

209]：

• W1 “ 0 “ W2 ô J が複素構造を与える [345, ?]．

• W1 “ W3 “ W4 “ 0 ô dJ “ 0 (シンプレクティック）

• W1 “ W2 “ W3 “ W4 “ 0 ô Kahler.

• W1 “ W2 “ W3 “ W4 “ W5 “ 0 ô Calabi-Yau.

10.10.3 Killingスピノール

SUp3q構造 pg, J,Ωqが与えられると、SUp3q不変なMajoranaスピノー
ル η “ η` ` η´(γ˚η˘ “ ˘η˘, η´ “ ηc`)がスケールの自由度を除いて一意
的に存在し、

η:η “ 1 (10.10.7)

と規格化すると、

Jmn “ ´iη:γmnγ˚η “ ¯2iη:
˘γmnη˘, (10.10.8a)

Ωmnp “ ´uη:γmnpp1 ` γ˚qη “ ´2iη:
´γmnpη` (10.10.8b)

を満足する。また、Fierz恒等式より、次の関係が成り立つ：

η˘ b η:
˘ “

1

8
{e¯iJ , η` b η:

´ “ ´
i

8
{Ω, η´ b η:

` “ ´
i

8
{̄Ω. (10.10.9)

一般に、η, iγ˚η, iγmηは、６次元多様体の８次元Majoranaスピノール
空間の基底となる。したがって、ηの Levi-Civita接続に関する共変微分
Dmηは,

Dmη “ pq̃m ` iqmγ˚ ` iqmnγ
nqη, q̃m, qm, qmn P R (10.10.10)

と表される。ここで、η:η “ 1より、q̃m “ 0となる。これより、概複素構
造 Jに対応する複素接空間T 1pY qのエルミート直交基底をϕiとするとき、

dJ˚ “ ´iqllΩ ´
i

2
Ωijkql̄

kϕi ^ ϕj ^ ϕ̄l̄ ` cc, (10.10.11a)

dΩ “ 2iqr1s ^ Ω ´ 8iqp2,0q ^ J˚ ` 4iqj̄iϕ
i ^ ϕ̄j̄ ^ J(̊10.10.11b)
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が得られる。これを固有トーションの定義式と比較することにより、

qij “ ´
i

8
W3,ij ´

1

8
ΩijkW̄

k
4 , (10.10.12a)

qij̄ “ ´
i

4
W̄2,ij̄ `

1

4
W̄1qij̄, (10.10.12b)

qi “
i

2
pW5 ´ W4qi (10.10.12c)

が得られる。ここで、

W3,mn “
1

2
W3,mpqΩ

pq
m. (10.10.13)

[右辺の赤字の係数 1/2は、Grana M et al (2004)の結果と異なる。要
チェック]

以上より、Dmηは固有トーションにより表される。
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10.11 II型理論での４次元N “ 1超対称コンパクト化解の

分類

References

• Grana M, Minasianb R, Petrini M, Tomasiello A: jhep0408, 046

(2004)

“Supersymmetric backgrounds from generalized Calabi-Yau mani-

folds”

• Grana M: PLC 423, 91-158 (2006)

“Flux compactifications in string theory: A comprehensive review”

仮定

• 計量 X4を４次元定曲率空間として、

ds2 “ e2Apyqds2pX4q ` ds2pY6q (10.11.1)

• 対称性 すべての場が、X4の等長変換群に作用に対して不変。

• 超対称性 ４次元時空X4から見て、N “ 1超対称性をもつ。

10.11.1 IIA型

フラックスの構造

H “ Ĥpyq, F0 “ F̂0pyq, F2 “ F̂2pyq,

F4 “ ´p ˚Y F̂6pyqqe4AυpXq ` F̂4pyq, F6 “ ´e4AυpXq ˚Y F̂4pyq ` F̂6pyq,

F8 “ e4AυpXq ^ ˚Y F̂2pyq, F10 “ ´F̂0pyqe4AυpXq ^ υpY q. (10.11.2a)

これらのフラックスは、SUp3q変換に対する変換性により次のように分
解される。まず、Hフラックスは

Ĥ “ ´
3

2
Im pHp1qΩ̄q ` Hp3q ^ J ` Hp6q, (10.11.3)

Hp1q “ ´
i

36
H ijkΩijk, H

p3q

i “
1

4
HimnJ

mn, H
p6q

ij “ Hkl
piΩjqkl.(10.11.4)
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つぎに、RRフラックスは

F
p1q

2 “ F̂2¨J, F
p3q

2,k “
1

8
F̂ ijΩijk, F

p1q

4 “
1

8
F̂mnpqJmnJpq, F

p1q

6 “
1

6
F̂6¨J^J^J

(10.11.5)

とおくと、

F̂2 “
1

3
F

p1q

2 J ` Re pF
p3q

2 ¨ Ω̄q ` F
p8q

2 , (10.11.6a)

F̂4 “
1

6
F

p1q

4 J ^ J ` Re pF
p3q

4 ^ Ω̄q ` F
p8q

4 , (10.11.6b)

F̂6 “
1

6
F

p1q

6 J ^ J ^ J. (10.11.6c)

Killingスピノール方程式 ϵを局所超対称性変換のパラメータϵ “ Tpϵ1, ϵ2q

として、,Killingスピノール方程式は

δψµ “

”

DX
µ ` 1

2
eA{̂BAγµγ5 ` 1

8
eAeϕ {̂F IIAγµσ1

ı

ϵ,(10.11.7a)

δψm “

”

D̂m ` 1
4

{̂HmΓ11 ` 1
8
eϕ {̂F IIAγ̂mγ5σ1

ı

ϵ, (10.11.7b)

ΓMδψM ´ δλ “

´

{D ´ {Bϕ ` 1
4

{̂HΓ11

¯

ϵ. (10.11.7c)

ここで、̂のついた量は Y6上の量で、

{̂F IIA “ F̂0 ´ {̂F 2Γ11 ` {̂F 4 ´ {̂F 6Γ11. (10.11.8)

解に対する対称性の要請より、N “ 1の場合、Killingスピノールは

ϵ “ ζ`pxq b

˜

aη`

b̄η´

¸

` ζ´pxq b

˜

āη´

bη`

¸

(10.11.9)

という構造を持つとしてよい．ここで，a, bは Y 上の複素関数、ζ´pxq “

ζ`pxqc, η´pyq “ η`pyqcである。．この表式を上記のKilling方程式に代入
すると、ζ˘に対して

DX
µ ζ` “

p

2
γµζ´ pp̄ “ pq (10.11.10)

これより、

rDX
µ , D

X
ν sζ` “

1

4
Rµνabγ

abζ` “ ´
p2

2
γµνζ` (10.11.11)
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よって、
Rµνλσ “ ´p2pgµλgνσ ´ gµσgνλq. (10.11.12)

また、η˘に対して、

α{̂BAη` ` i
4
eϕ {FA1η´ “ ´pe´Aα˚η´, (10.11.13a)

αDmη` `

´

Bmα ` 1
4
β {̂Hm

¯

η` `
i

8
eϕ {FA1γ̂mη´ “ 0, (10.11.13b)

α {̂Dη` `

!

α{̂Bp2A ´ ϕ ` lnαq ` 1
4
β {̂H

)

η` “ ´
p

2
e´Aβ̄η´,(10.11.13c)

および、これらの方程式で α Ñ β, β Ñ α, FA1 Ñ FA2と置き換えた３式
が得られる。ここで、αと βは Y6上の関数

α “ apyq ` ibpyq, β “ apyq ´ ibpyq, (10.11.14)

FA1,2は

´ {FA1 “ β˚pF̂0 ` {̂F4q ` α˚p {̂F 2 ` {̂F 6q, (10.11.15a)

{FA12 “ α˚pF̂0 ` {̂F4q ` β˚p {̂F 2 ` {̂F 6q (10.11.15b)

以上の式は、Dmηを固有トーションにより表し、Weylスピノール基底
η˘, γ

mη˘で展開すると、フラックスおよび固有トーションに対する次の
代数的方程式系を与える：

δψm : ipQm ` Rmqη` ` ipQmn ` Rmnqγnη´ “ 0, (10.11.16a)

δψµ : Sη´ ` pSm ` Amqγmη` “ 0, (10.11.16b)

δλ : Tη´ ` Tmγ
mη` “ 0. (10.11.16c)

ここで、A,Q, Tは幾何学とHフラックスのみを含む量、RとSはRR-flux

のみを含む量で、p “ 0、すなわちX4がMinkowski時空の時、次式で与
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えられる：

S “
i

4
eϕp {FA1 {eiJq0 (10.11.17a)

T “
3

2
piαW1 ´ βHp1qq, (10.11.17b)

Am “ αBmA, (10.11.17c)

Sm “
1

4
eϕRe rp {FA1 {̄Ωqms, (10.11.17d)

Tm “ αBmp2A ´ ϕ ` logαq ` α

„

W4,m `
i

2
Jm

npW5 ´ W3qn

ȷ

`
1

2
βJm

nHp3q
n , (10.11.17e)

Qm “ ´iBmα `
1

2
αJm

npW5 ´ W4qn `
1

2
βHp3q

m , (10.11.17f)

Rm “ ´
i

8
eϕ

`

{̄Ω {FA1

˘

m
, (10.11.17g)

Qmn “ Re
“1

2
pαW1 ` 3iβHp1qqP̄mn ´

1

4
ΩmnppαW4 ` iβHp3qqp

´
i

8
pαW3 ` iβHp6qqmn `

i

2
P̄m

pαW2,pn

‰

, (10.11.17h)

Rmn “
1

4
eϕRe

“

´ p {FA1m {eiJqn ` p {FA1 {eiJqmn `
1

2
p {FA1 {eiJq0gmn

‰

.(10.11.17i)

ただし、

Pn
m ´

1

2
pδmn ´ iJn

mq, (10.11.18a)

p {FA1 {eiJq0 “ β˚p´F0 ` F
p1q

4 q ` iα˚pF
p1q

2 ´ F
p1q

6 q, (10.11.18b)

p {FA1 {Ωqm “ 4P̄m
n
´

α˚F
p3̄q

2 ` β˚F
p3̄q

4

¯

n
, (10.11.18c)

p{Ω {FA1qm “ ´4P̄m
n
´

α˚F
p3̄q

2 ´ β˚F
p3̄q

4

¯

, (10.11.18d)

Rīj “ ´
1

8
eϕ

´

gījS̄ ´ 8
3
gīj

´

βF
p1q

4 ´ α˚F
p1q

6

¯

´ 2α˚F
p8q

2,̄ij
´ 2iβF

p8q

ījk̄l
J k̄J

¯

,(10.11.18e)

Rij “ 0. (10.11.18f)

解の分類
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A ab “ 0:

1 : W1 “ H
p1q

3 “ 0,

F
p1q

0 “ ¯F
p1q

2 “ F
p1q

4 “ ¯F
p1q

6 ,

8 : W2 “ F
p8q

2 “ F
p8q

4 “ 0,

6 : W3 “ ¯ ˚YH
p6q

3 ,

3 : W̄5 “ 2W p3̄q

4 “ ¯2iH
p3̄q

3 “ B̄ϕ,

B̄A “ B̄a “ B̄b “ 0

B a “ beiθ (eiθ ‰ 1)

1 : W1 “ H
p1q

3 “ 0, F
p1q

2n “ 0,

8 : W `
2 “ eϕF

p8q

2 , W ´
2 “ 0,

6 : W3 “ H
p6q

3 “ 0,

3 : W4 “ 0,

2iW̄5 “ F
p3̄q

2 “ ´2iB̄A “
2i

3
B̄ϕ.

B0 a “ b

1 : W1 “ H
p1q

3 “ 0, F
p1q

2n “ 0,

8 : W `
2 “ eϕpF

p8q

2 ` F
p8q

4 q, W ´
2 “ 0,

6 : W3 “ H
p6q

3 “ 0,

3 : W4 “ 0,

2iW̄5 “ F
p3̄q

2 “ ´2iB̄A “
2i

3
B̄ϕ.

10.11.2 IIB型

フラックスの構造

H “ Ĥpyq, F1 “ F̂1pyq, F3 “ F̂3pyq, (10.11.19)

F5 “ ´p1 ` q̊pe4AυpX4qV̂ pyqq

“ ´e4AυpXqV̂ pyq ` ˚Y V̂ pyq

“ ´2e4AυpXqF
p3q

5 ¨ J ` F
p3q

5 ^ J ^ J. (10.11.20)
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F̂5 “ F
p3q

5 ^ J ^ J ô F
p3q

5 i “
1

16
Fi
mnpqJmnJpq. (10.11.21)

また、F̂3フラックスは、Hフラックスと同様に、SUp3qの既約表現に分
解される：

F̂3 “ ´
3

2
Im pF

p1q

3 Ω̄q ` F
p3q

3 ^ J ` F
p6q

3 , (10.11.22)

F
p1q

3 “ ´
i

36
F̂ ijkΩijk, F

p3q

3,i “
1

4
F̂imnJ

mn, F
p6q

3,ij “ F̂ kl
3 piΩjqkl.(10.11.23)

Killingスピノール方程式 ϵを局所超対称性変換のパラメータϵ “ Tpϵ1, ϵ2q

として、,Killingスピノール方程式は

δψµ “

´

DX
µ ` 1

2
eA{̂BAγµγ5 ` 1

8
eAeϕ {̂F IIBγ5γµ

¯

ϵ,(10.11.24a)

δψm “

´

D̂m ` 1
4

{̂Hmσ
3 ` 1

8
eϕ {̂F IIBγ̂mγ5

¯

ϵ, (10.11.24b)

ΓMδψM ´ δλ “

´

{D ´ {Bϕ ´ 1
4

{̂Hσ3

¯

ϵ. (10.11.24c)

ここで、̂のついた量は Y6上の量で、

{̂F IIB “ {̂F 1piσ2q ` {̂F 3 ` 1
2

{̂F 5piσ2q. (10.11.25)

解に対する対称性の要請より、N “ 1の場合、Killingスピノールは

ϵ “ ζ`pxq b η`pyq

˜

a

b

¸

` ζ´pxq b η´pyq

˜

ā

b̄

¸

(10.11.26)

という構造を持つとしてよい．ここで，a, bは Y 上の複素関数、ζ´pxq “

ζ`pxqc, η´pyq “ η`pyqcである。．この表式を上記のKilling方程式に代入
すると、ζ˘に対して

DX
µ ζ` “

p

2
γµζ´ pp̄ “ pq (10.11.27)

これより、

rDX
µ , D

X
ν sζ` “

1

4
Rµνabγ

abζ` “ ´
p2

2
γµνζ` (10.11.28)

よって、
Rµνλσ “ ´p2pgµλgνσ ´ gµσgνλq. (10.11.29)
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また、η˘に対して、
´

α{̂BA ` i
4
eϕ {FB1

¯

η` “ ´pe´Aβ˚η´, (10.11.30a)

αDmη´ `

ˆ

Bmα ´ 1
4
β {̂Hm ´

i

8
eϕ {FB1γ̂m

˙

η` “ 0, (10.11.30b)

α {̂Dη` `

!

α{̂Bp2A ´ ϕ ` lnαq ´ 1
4
β {̂H

)

η` “ ´
p

2
e´Aβ˚η´,(10.11.30c)

および、これらの方程式で α Ñ β, β Ñ α, FB1 Ñ FB2と置き換えた３式
が得られる。ここで、αと βは Y6上の関数

α “ apyq ` ibpyq, β “ apyq ´ ibpyq, (10.11.31)

FB1,2は

{FB1 “ α {̂F 1 ´ β {̂F 3 ` α {̂F 5, (10.11.32a)

´ {FB2 “ β {̂F 1 ´ α {̂F 3 ` β {̂F 5. (10.11.32b)

以上の式は、Dmηを固有トーションにより表し、Weylスピノール基底
η˘, γ

mη˘で展開すると、フラックスおよび固有トーションに対する次の
代数的方程式系を与える：

δψm : ipQm ` Rmqη` ` ipQmn ` Rmnqγnη´ “ 0, (10.11.33a)

δψµ : Sη´ ` pSm ` Amqγmη` “ 0, (10.11.33b)

δλ : Tη´ ` Tmγ
mη` “ 0. (10.11.33c)

ここで、A,Q, Tは幾何学とHフラックスのみを含む量、RとSはRR-flux

のみを含む量で、p “ 0、すなわちX4がMinkowski時空の時、次式で与
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えられる：

S “
1

4
eϕp {FB1 {Ωq0 (10.11.34a)

T “
3

2
pαiW1 ` βHp1qq, (10.11.34b)

Am “ αBmA, (10.11.34c)

Sm “
1

4
eϕRe rp {FB1 {e´iJqms, (10.11.34d)

Tm “ αBmp2A ´ ϕ ` logαq ` α

„

W4,m `
i

2
Jm

npW5 ´ W3qn

ȷ

`
1

2
βJm

nHp3q
n , (10.11.34e)

Qm “ ´iBmα `
1

2
αJm

npW5 ´ W4qn ´
1

2
βHp3q

m , (10.11.34f)

Rm “ ´
1

8
eϕ

`

{e´iJ {FB1

˘

m
, (10.11.34g)

Qmn “ Re
“1

2
pαW1 ´ 3iβHp1qqP̄mn ´

1

4
ΩmnppαW4 ´ iβHp3qqp

´
i

8
pαW3 ´ iβHp6qqmn ´

i

2
P̄m

pαW2,pn

‰

, (10.11.34h)

Rmn “
1

4
eϕRe

“

ip {FB1m {Ωqn ´ p {FB1 {Ωqmn ´
i

2
p {FB1 {Ωq0gmn

‰

.(10.11.34i)

ただし、

Pn
m “

1

2
pδmn ´ iJn

mq, (10.11.35a)

p {FB1 {Ωq0 “ 6iβF
p1q

3 , (10.11.35b)

p {FB1 {e´iJqm “ 2P̄m
n
´

αF
p3̄q

1 ´ 2iβF
p3̄q

3 ´ 2αF
p3̄q

5

¯

n
,(10.11.35c)

p {e´iJ {FB1qm “ 2iPm
npαF

p3q

1 ´ 2iβF
p3q

3 ´ 2αF
p3q

5 qn,(10.11.35d)

Rij “ ´
i

16
eϕ

´

αF
p3̄qk
1 Ωijk ´ βF

p6q

3,ij ` 2αF
p3̄qk
5 Ωijk

¯

,(10.11.35e)

Rij̄ “ 0. (10.11.35f)

解の分類

898 目次へ



目次へ

A ab “ 0:

1 : W1 “ F
p1q

3 “ H
p1q

3 “ 0,

8 : W2 “ 0,

6 : W3 “ ˘ ˚YH
p6q

3 , F
p6q

3 “ 0,

3 : W̄5 “ 2W p3̄q

4 “ ¯2iH
p3̄q

3 “ 2B̄ϕ,

B̄A “ B̄a “ B̄b “ 0

B a “ ˘ib

1 : W1 “ F
p1q

3 “ H
p1q

3 “ 0,

8 : W2 “ 0,

6 : W3 “ 0, eϕF
p6q

3 “ ¯ ˚YH
p6q

3 ,

3 : eϕF
p3̄q

5 “
2i

3
W̄5 “ iW p3̄q

4 “ ´2iB̄A “ ´4iB̄ log a,

B̄ϕ “ 0.

注： この解において，G3 “ F3 ´ ie´ϕH は ISDで primitive p2, 1q

形式となる：
˚YG3 “ iG3, Gp0,3q “ 0. (10.11.36)

さらに，Y6の共形変換

gmnpyq “ e´2Aĝmnpyq (10.11.37)

に対して、

Ŵ1 “ e´AW1, Ŵ2 “ eAW2, Ŵ3 “ e2AW3,

Ŵ4 “ W4 ` 2dA, Ŵ5 “ W5 ` 3B̄A (10.11.38)

より、Ŵu “ 0( u “ 1, 2, 3, 4, 5)となるので、 Y6は conformally CY

となる．

F a “ ˘ib

1 : W1 “ F
p1q

3 “ H
p1q

3 “ 0,

8 : W2 “ 0,

6 : W3 “ 0, eϕF
p6q

3 “ ¯ ˚YH
p6q

3 ,

3 : eϕF
p3̄q

1 “ 2eϕF
p3̄q

5 “ iW̄5 “ iW p3̄q

4 “ iB̄ϕ.
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注： この解では，Y6 は複素多様体となるが conformally CYでは
ない．

C a “ ˘b

1 : W1 “ F
p1q

3 “ H
p1q

3 “ 0,

8 : W2 “ 0,

6 : W3 “ ˘eϕ ˚Y F
p6q

3 , H
p6q

3 “ 0,

3 : ˘eϕF
p3̄q

3 “ 2iW̄5 “ ´2iB̄A “ ´4iB̄ log a “ ´iB̄ϕ.

ABC |a|2 ` |b|2 “ eA

1 : W1 “ F
p1q

3 “ H
p1q

3 “ 0,

8 : W2 “ 0,

6 : 2abW3 “ eϕpa2 ` b2q ˚Y F
p6q

3 ,

2abH
p6q

3 “ ´eϕpa2 ´ b2qF
p6q

3 ,

3 : eϕF
p3̄q

3 “
´4iabpa2 ` b2q

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

eϕF
p3̄q

5 “
´4abpa2 ´ b2q

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

H
p3̄q

3 “
´2ipa2 ` b2qpa2 ´ b2q

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

W p3̄q

4 “
2pa2 ´ b2q2

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

W̄5 “
2pa4 ´ 4a2b2 ` b4q

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

B̄A “
´4pabq2

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a,

B̄ϕ “
2pa2 ` b2q2

a4 ´ 2ia3b ` `2iab3 ` b4
B̄a.

IIBでの例

• Maldacena-Nunez解 [295]：タイプA非コンパクト正則解．N “ 1

超対称性をもち，２サイクルに巻き付いたNS5ブレーンに対応．S

双対解はタイプCの解となる．
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• Klebanov-Strassler解 [282]：タイプ B非コンパクト正則解．Y6 は
conifold CYに共形．この解はO3プレーンを加えることによりコン
パクト化できる．
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10.12 ヘテロ型理論のTorsion コンパクト化

10.12.1 SU(3)構造

一般に，SUp3q構造は次の性質をもつ 2形式 J と 3形式 Ωにより指定
される：

Jpq “ ´Jqp, JpqJ
q
r “ ´δpr , (10.12.1a)

J ^ Ω “ 0, (10.12.1b)

J ^ J ^ J “ 3iΩ ^ Ω̄. (10.12.1c)

これらの積分可能性（Calabi-Yauとのずれ）は，これらと整合的な接続
∇̂のトーション Tmn

rを用いて

dJmnp “ 6Trmn
rJ|r|ps, (10.12.2a)

dΩmnpq “ 13Trmn
rΩ|r|pqs (10.12.2b)

と表される．
いま，gを Lie代数 sup3q Ă sop6qとして，T を

Tmn
p “ T gmn

p ` T 0
mn

p P

1
ľ

bpg ` gKq “

1
ľ

bsop6q (10.12.3)

と分解すると，J,Ωは SUp3q不変なので，dJ, dΩには固有トーション T 0

のみが残る：

dJmnp “ 6Trmn
rJ|r|ps, (10.12.4a)

dΩmnpq “ 13Trmn
rΩ|r|pqs (10.12.4b)

そこで，T 0を

1
ľ

bsup3qK “ p3 ‘ 3˚q b p1 ‘ 3 ‘ 3˚q

“ p1 ‘ 1q ‘ p8 ‘ 8q ‘ p6 ‘ 6˚q ‘ p3 ‘ 3˚q ‘ p3 ‘ 3˚q1

“ W1 ‘ W2 ‘ W3 ‘ W4 ‘ W5 (10.12.5)

と分解すると，

dJ “ ´
3

2
Im pW1Ω̄q ` W4 ^ J ` W3, (10.12.6a)

dΩ “ W1J
2 ` W2 ^ J ` W̄5 ^ Ω (10.12.6b)

が得られる．ここで，
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• W1: 関数

• W2: 複素 primitive２形式

• W3: 実 primitivep2, 1q ‘ p1, 2q形式

• W4: 実１形式

• W5: 複素 p1, 0q形式

である [235, 212, 155]．
SUp3q構造はこれらの振る舞いにより次のように特徴付けられる [208,

209]：

• W1 “ 0 “ W2 ô J が複素構造を与える [345, 82]．

• W1 “ W3 “ W4 “ 0 ô dJ “ 0 (シンプレクティック）

• W1 “ W2 “ W3 “ W4 “ 0 ô Kahler.

• W1 “ W2 “ W3 “ W4 “ W5 “ 0 ô Calabi-Yau.

10.12.2 ヘテロ型理論

10.12.2.1 基本場

• 重力セクター

– ボーズ場

∗ 計量/フレーム場： gMN (eAM)

∗ 2形式場： B “ 1
2
BMNdx

M ^ dxN ñ H̃

∗ ディラトン： ϕ

– フェルミ場

∗ スピン 3{2場: ψM

∗ ディラティーノ： λ

• ゲージセクター

– ゲージ場： A “ pAabMdx
Mq P AdpGq

– ゲージーノ： χ P AdpGq
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10.12.2.2 作用積分

ストリングフレームでのBosonic partの作用積分は

SHet,B “
1

2κ210

ż

d10xp´gq1{2e´2ϕ
”

R ` 4pBϕq2 ´
1

2
|H|2

`
α1

4
tr
``

|F |2´|Rp´q|2
˘˘

ı

. (10.12.7)

ここで，

H “ dB `
α1

4
ΩG´

α1

4
ΩL, (10.12.8)

F “ dA ` A ^ A, (10.12.9)

ΩG “ tr

ˆ

A ^ dA `
2

3
A ^ A ^ A

˙

, (10.12.10)

ΩL “ tr

ˆ

ωp´q ^ dωp´q `
2

3
ωp´q ^ ωp´q ^ ωp´q

˙

, (10.12.11)

Rp´q “ Rpωp´qq, (10.12.12)

ωp˘qA
BM “ ωpeqABM ˘

1

2
HA

MB. (10.12.13)

文献

• Opα1qまでの高次補正：

Bergshoeff EA, de Roo M 1989[36].

• Anomaly相殺条件での接続の任意性：

Sen A 1986[349]

10.12.2.3 超対称変換

String frameで

δψM “ DMϵ; DM “ ∇p`q

M ” ∇Mpeq ´
1

4
ĤM , (10.12.14a)

δλ “ Oϵ; O ” ΓMBMϕ ´
1

2
Ĥ, (10.12.14b)

δχ “ F̂ ϵ. (10.12.14c)
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ここで

ĤM :“
1

2
HMPQΓPQ, (10.12.15a)

Ĥ :“
1

6
HMNPΓMNP , (10.12.15b)

F̂ :“
1

2
FMNΓMN . (10.12.15c)

10.12.2.4 場の方程式

ストリングフレームで

EMN :“ RMN ` 2∇M∇Nϕ ´
1

4
HMPQHN

PQ

`
α1

4

”

trpFMPFN
P q´trpRp´q

MPRp´q

N
P q

ı

“ 0,(10.12.16a)

Eϕ :“ R ´ 4p∇ϕq2 ` 4lϕ ´
1

2
|H|2

`
α1

4

“

trp|F |2q´trp|Rp´q|2q
‰

“ 0, (10.12.16b)

JMN :“ e2ϕ∇P pe´2ϕHP
MNq “ 0, (10.12.16c)

JM :“ e2ϕDNpe´2ϕFN
Mq `

1

2
HMNPF

NP “ 0. (10.12.16d)

最後の２つの式は

dpe´2ϕ ˚Hq “ 0, (10.12.17a)

Dpe´2ϕ ˚F q `
1

2
e´2ϕ ˚H ^ F “ 0 (10.12.17b)

と同等．
ここで，Hの定義より，

A :“ dH ´
α1

4

“

trpF ^ F q´trpRp´q ^ Rp´qq
‰

“ 0. (10.12.18)

また，縮約Bianchi恒等式

∇NRMN “
1

2
∇MR (10.12.19)
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より

∇NEMN “
1

2
∇MEϕ ` 2EMN∇Nϕ ´

1

4
J PQHMPQ `

α1

4
trpJ PFMP q

`
1

12
HNPQAMNPQ ´

α1

8
trpF PQpDF qMPQq

`
α1

8
tr
“

pD p´qRp´qqMNPRp´qNP
‰

´
α1

4
tr
”

Rp´q

MP e
2ϕ∇p´qNpe´2ϕRp´q

N
P q

ı

. (10.12.20)

EM
M と Eϕより，曲率を含まない次の式を得る：

E 1
ϕ :“ e2ϕle´2ϕ ´ |H|2 `

α1

4

“

trp|F |2q´trp|Rp´q|2q
‰

“ 0. (10.12.21)

10.12.2.5 整合性条件

関係式

r∇M ,∇N s “
1

4
RMNPQΓPQ ”

1

2
R̂MN (10.12.22)

および
rΓPQ,ΓRs “ 2ηQRΓP ´ 2ηPRΓQ (10.12.23)

より，

rDM ,DN s “
1

4
R

p`q

ABMNΓAB

“
1

2
R̂MN ´

1

2
∇rMĤNs ´

1

8
HMPSHNQ

SΓPQ.(10.12.24)

ここで，

4∇rMHNABs “ 2∇rMHNsAB ` 2∇rAHBsMN (10.12.25)

より，

R
p`q

MNAB “ R
p´q

ABMN ´
1

2
pdHqMNAB. (10.12.26)

よって，

rDM ,DN s “
1

2
pR̂p´qqMN ´

1

8
pdHqMNABΓAB. (10.12.27)
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さらに，

RMNPQΓNΓPQ “ RMNPQ

`

2ηNPΓQ ` ΓNPQ
˘

“ ´2RMPΓP (10.12.28)

および

pdHqMNPQΓNPQ “ p∇MHNPQ ´ 3∇NHMPQq ΓNPQ

“ ´12∇MĤ ` 6∇rMHNsPQΓNPQ (10.12.29)

を用いると，

ΓN rDM ,DN s “ rDM ,Os ´
1

2
EMPΓP ´

1

4
JMPΓP ´

1

24
AMNPQΓNPQ

´
α1

8
trpFMNΓN F̂´Rp´q

MNΓNR̂p´qq, (10.12.30)

rDM ,Os “ ΓN∇N∇Mϕ ´
1

2
∇MĤ ´

1

2
HMPNΓP∇Nϕ

`
1

8
HSMPH

S
QRΓPQR. (10.12.31)

を得る．
ここで，

trpF̂ 2q “ ´trp|F |2q `
1

4
trpFPQFRSqΓPQRS (10.12.32)

および

Ĥ2 “ ´|H|2 `
1

4
HPQHRSΓPQRS (10.12.33)

を用いると，

ΓM rDM ,Os “ ´
1

2
E 1
ϕ ´

1

2
Â ` 2O2 ´

1

4
JPQΓPQ

´
α1

8
tr
´

F̂ 2´pR̂p´qq2
¯

(10.12.34)

を得る．
また

rDM , F̂ s “
1

2

`

DMFPQ ` HMPSFQ
S
˘

ΓPQ (10.12.35)

より，

ΓM rDM , F̂ s “ rO, F̂ s `
1

2
DMFPQΓMPQ ` JQΓQ. (10.12.36)
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以上より，Killingスピノール ϵが存在し，H3に対するBianchi恒等式
A “ 0が満たされれば，

p2EMN ` JMNqΓNϵ “ 0, (10.12.37a)
ˆ

E 1
ϕ ´

1

4
JPQΓPQ

˙

ϵ “ 0, (10.12.37b)

JMΓMϵ “ 0. (10.12.37c)

が α1について１次までの精度で成り立つ．これより

KM “ ϵ̄ΓMϵ (10.12.38)

とおくと

p2EMN ` JMNqp2EMN ` JMNq “ 0, (10.12.39a)

p2EMN ` JMNqKN “ 0, (10.12.39b)

JMJM “ 0, (10.12.39c)

JMK
M “ 0 (10.12.39d)

が成り立つ．KM は常に時間的ないし光的ベクトルKillingであるが，時
間的ならこれらより

EMN “ JMN “ JM “ 0 (10.12.40)

が導かれる．一方，KM が光的な場合には，LMK M ‰ 0となる適当な
ベクトルに対して，さらに

p2EMN ` JMNqLMLN “ 0, JML
M “ 0 (10.12.41)

が成り立てば同じ結論が得られる．このとき，整合性条件より

E 1
ϕ “ 0 (10.12.42)

が導かれる．したがって，すべての場の方程式は満たされる．
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10.12.3 Smoot Model with Flux

10.12.3.1 BBFTY解

References

• Becker K, Becker M, Fu JX, Tseng LS, Yau ST 2006[28]

基礎方程式

• Killingスピノール方程式

δψM “

ˆ

∇Mpeq ´
1

4
ĤM

˙

ϵ “ 0, (10.12.43a)

δλ “

ˆ

ΓMBMϕ ´
1

2
Ĥ

˙

ϵ “ 0, (10.12.43b)

δχ “ F̂ ϵ “ 0. (10.12.43c)

• Anomaly相殺条件

dH “
α1

4

”

trpR̂ ^ R̂q ´ trpF ^ F q

ı

. (10.12.44)

• 時空計量
ds2string “ ds2pE3,1q ` ds2pY6q. (10.12.45)

超対称性の帰結

• Y6は複素エルミート多様体．(Jab̄ “ igab̄)

• ∇̂で平行な p3, 0q形式Ωの存在．

}Ω} “ e´2ϕ. (10.12.46)

• トーションH3の表式：

H “ dcJ “ ipB̄ ´ BqJ. (10.12.47)

• Conformally balanced 条件

dpe´2ϕJ ^ Jq “ 0. (10.12.48)

• ゲージバンドルEはエルミートYM:

F p2,0q “ F p0,2q “ FmnJ
mn “ 0. (10.12.49)
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幾何学的仮定

• Y6は４次元底空間 S上の T 2バンドルで，計量

ds2 “ e2ϕds2pSq ` |θ|2. (10.12.50)

ここで，θは S上の複素１形式 αと T 2の複素座標 zを用いて

θ “ dz ` α. (10.12.51)

• ω “ dαは primitive:

ω ^ JS “ 0. (10.12.52)

また，ω “ ω1 ` iω2として，

ω̃i “
ωi

2π
?
α1

P H 2pS,Zq. (10.12.53)

このとき，J は

J “ e2ϕJS `
i

2
θ ^ θ̄. (10.12.54)

となり，conformally balanced条件が満たされることが示される．また，Ω

は
Ω “ ΩS ^ θ. (10.12.55)

ゲージバンドル 条件より，S上の安定バンドルF Sと Y6上の正則線バ
ンドルFLを用いて，

F “ F S b 1 ` 1 b FL. (10.12.56)

Anomaly相殺条件 Anomaly相殺条件は，dilaton ϕに対する次の方程
式に帰着される：

2i

α1
BB̄e2ϕ ^ JS ´

1

2
BB̄

“

e´2ϕtrpB̄B ^ BB:g´1
S q

‰

´4BB̄ϕ ^ BB̄ϕ ` ψJ2
S{2 “ 0. (10.12.57)

ここで，

ψJ2
S “

1

α1
}ω}J2

S ´
1

2
ptrRS ^ RS ´ trF ^ F q , (10.12.58a)

B̄pB1dz
1 ` B2dz

2q “ ωA “
1

2
pω ´ ˚Sωq. (10.12.58b)
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この方程式は，位相的整合条件

´p1pEq `

ż

S

}ω̃}2JS ^ JS “ 48 (10.12.59)

および仮定

4

α1
e2ϕJS ´ ie´2ϕtrpB̄B ^ BB:g´1

S q ` 8iBB̄ϕ ą 0 (10.12.60)

の元で，解を持つことが示される．
以上より，(10.12.59)を満たすK3上の T 2バンドルが存在すれば解と
なる．
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10.13 ヘテロ型理論の滑らかなCYコンパクト化による素

粒子モデル構成
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• Seung-Joo Lee: ”Combinatorics in N = 1 Heterotic Vacua”, arXiv:1105.3462.

• L.B. Anderson, Y-H. He, A. Lukas: ”Monad bundles in heterotic

string compactifications”, JHEP0807: 104 (2008).

• Lara B. Anderson, James Gray, Andre Lukas, Burt Ovrut: ”Stabi-

lizing All Geometric Moduli in Heterotic Calabi-Yau Vacua”, arXiv:1102.0011.

10.13.1 強結合問題

10.13.1.1 弱結合HetSST

10次元での有効相互作用は

S10 “

ż

d10x
?

´ge´2ϕ

ˆ

4

pα1q4
R ´

1

pα1q3
trF 2 ` ¨ ¨ ¨

˙

. (10.13.1)

4次元にCYコンパクト化すると，CYの体積を V として，

S4 “

ż

d4x
?

´ge´2ϕV

ˆ

4

pα1q4
R ´

1

pα1q3
trF 2 ` ¨ ¨ ¨

˙

(10.13.2)

よって，

GN “
e2ϕpα1q4

64πV
, αGUT “

e2ϕpα1q3

16πV
. (10.13.3)

よって，

GN “ αGUT
α1

4
. (10.13.4)

弱結合 e2ϕ À 1を要請すると，

V „ M´6
GUT À

pα1q3

αGUT

ñ GN Á
α
4{3
GUT

M2
GUT

» 104

ˆ

αGUT

1{27

˙4{3ˆ
1016GeV

MGUT

˙2
1

M2
pl

.

(10.13.5)
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10.13.1.2 弱結合タイプ I SOp32q SST

10次元有効作用は

S10 “

ż

d10x
?

´gI

ˆ

e´2ϕI
4

pα1q4
RI ´ e´ϕI

1

pα1q3
trF 2 ` ¨ ¨ ¨

˙

. (10.13.6)

4次元にCYコンパクト化すると，CYの体積を VI として，

S4 “

ż

d4x
?

´gIV

ˆ

4e´2ϕI

pα1q4
RI ´

e´ϕI

pα1q3
trF 2 ` ¨ ¨ ¨

˙

(10.13.7)

よって，

GN “
e2ϕI pα1q4

64πVI
, αGUT “

eϕI pα1q3

16πVI
. (10.13.8)

よって，

GN “ eϕIαGUT
α1

4
. (10.13.9)

このタイプ I SOp3q SSTは次の対応により Het SOp3q SSTと双対：

gI “ e´ϕhgh, ϕI “ ´ϕh, (10.13.10a)

FI3 “ Hh3, AI1 “ Ah1. (10.13.10b)

10.13.1.3 Heterotic M

11次元有効作用は

S11 “
1

2κ2

ż

M11

d11x
?

´gR ´
ÿ

i

1

8πp4πκ2q2{3

ż

M10
i

d10x
?

´gtrF 2
i .

(10.13.11)

これより，S1{Z2 ˆ CYにより 4次元にコンパクト化すると，S1の長さを
2πρとして，

GN “
κ2

16π2V ρ
, αGUT “

p4πκ2q2{3

2V
. (10.13.12)

よって，

4πκ2 «
α
3{2
GUT

M9
GUT

ñ GN «
α
3{2
GUT

23π3ρM2
GUT

. (10.13.13)
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10.13.2 超対称コンパクト化

要請

1. 4次元的な Poincare不変性

2. N “ 1超対称性

3. アノーマリー相殺条件： dH3 “ TrR ^ R ´ TrF ^ F ´ rCs（Cは
H3の磁荷を持つNS5ブレーンが巻き付くCYの正則複素曲線）．

4. E8 ˆE8 ñ GUTゲージ群H “ SOp10qまたは SUp5q ñ SUp3q ˆ

SUp2qL ˆ Up1q

5. 3世代のレプトンとクォーク

１と２の帰結
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1. Torsionの補正を摂動的に扱うとき，最低次で直積型コンパクト化：

ds2 “ ds2pM4q ` ds2pX6q (10.13.14a)

dϕ “ 0 (10.13.14b)

X6はCalabi-Yau多様体: 複素構造 J , Ricci flat Kahler計量 gαβ̄

2. 背景ゲージ場F P G “ SUp4q, SUp5q:

Fαβ “ Fᾱβ̄ “ 0, gαβ̄Fαβ̄ “ 0. (10.13.15)

正則 (poly)安定バンドルに対して，このようなゲージ接続が一意的
に存在．[Donaldson SK (1985); Uhlenbeck K, Yau ST (1986)]

以上より，コンパクト化モデルを構成するには，CY多様体とその上の
正則安定バンドルの組 pY, V qを与え，それが要請３～５を満たすかどう
か確かめることになる．

３の帰結

1. c1pV q “ c1pṼ q “ 0のとき，要請 3は

c2pXq ´ c2pV q ´ c2pṼ q “ W “ rCs (10.13.16)

2. Wが5-braneを決める正則曲線Cに対応するためには，WはH2pX,Zq

の有効な元でないといけない．

４の帰結

1. G “ SUpnq(n “ 3, 4, 5)とすると，c1pV q “ 0.

2. c1pV q “ 0なら，

H0pX,^qV q “ 0, q “ 1, ¨ ¨ ¨ , rankpV q ´ 1. (10.13.17)

５の帰結

1. GUT群を SM群に落とすためには，π1pXq “ G ‰ 0が必要で，一
般には単連結なCY X̃から離散変換群Gを用いてX “ X̃{Gとしな
いといけない．これは，χpXqが |G|の倍数であることを要求する．
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2. V の指数 indpV qを

indpV q :“ h0pX,V q ´ h1pX,V q ` h2pX,V q ´ h3pX,V q (10.13.18)

により定義すると，安定バンドルに対して，

indpV q “ ´h1pX,V q ` h2pX,V q. (10.13.19)

これは，フレーバーの数と一致し，Atiyah-Singerの指数定理より，

´Nf |G| “ indpV q “
1

2

ż

X

c3pV q. (10.13.20)

3. H0pX,^2V q “ H0pX,^2V ˚q “ 0と^V 2に対する指数定理より，

pn ´ 4qindpV q “ ´h1pX,^2V q ` h2pX,^2V q. (10.13.21)

これは，H “ SUp5q(n “ 5)のとき，10と 5̄が同じファミリー数を
もつことを保証する．

諸定義
【定義 10.13 (安定正則ベクトルバンドル)】 　 Kahler多様体 pX, J, ωq

上の正則ベクトルバンドル V に対して，その傾き (slope)µpV qを次式で
定義する：

µpV q “
1

rankpV q

ż

X

c1pV q ^ ω ^ ω. (10.13.22)

rankpF q ă rankpV qとなるOpV qの任意の連接部分層Fに対してµpF q ă

µpV q（µpF q ď µpV q）が成り立つとき，V はMunford-竹本の意味で安定
(stable)（半安定 semi-stable）であるという．さらに，V が同じスロープ
をもつベクトルバンドルの直和となるとき（これは一般に半安定），多重
安定 (poly-stable)であるという． l

【定義 10.14 (複素ベクトルバンドルのエルミート計量と標準接続)】 　

i) 複素ベクトル束E のHermite 計量 (Hermitian metric)とは各ファ
イバーのX の点に可微分に依存するようなHermite 計量のことで
ある．
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ii) Hermite 計量 h が与えられるとE の切断 s, t に対してHermite内
積 hps, tq が定義される．E の接続D が h 接続（あるいは計量接続
（metric connection））とは条件 dphps, tqq “ hpDs, tq ` hps,Dtq を
満たすことをいう．

iii) 正則ベクトル束E の接続D が p1, 0q 型接続であるとはD の p0, 1q

部分が B̄に一致することをいう．Hermite 計量 h が与えられた正則
ベクトル束 pE, hqには p1, 0q型 h 接続が一意的に存在する．これを
pE, hq の標準接続 (canonical connection)という．

iv) 標準接続Dh の p1, 0q と p0, 1q 部分への分解をD “ Bh ` B̄ と書く．
正則Hermiteベクトル束の標準接続Dh の曲率Fh “ D2

h は p1, 1q次
である．したがって B2

h “ 0, B̄2 “ 0, BhB̄ ` B̄Bh “ Fh である．

l

【定義 10.15 (正則ベクトルバンドルのエルミートYM接続)】 　正則ベ
クトルバンドルE のHermite 計量 hに対し，その標準接続Dhの曲率テ
ンソルFhは p1, 1q次微分形式となる．A0pEndpEqqの元ΛFh :“ ˚p ˚Fh ^

ωqが idE の定数倍になるとき，hはEinstein-Hermite 計量 (Einstein-

Hermitian metric)であるといわれ，その標準接続はHermiteYang-Mills

接続 (Hermitian Yang-Mills connection)と呼ばれる．この時，Bogomolov

不等式

p2rc2pEq ´ pr ´ 1qc1pEq2q Y |ω|n´2rXs ě 0, r “ rankpEq (10.13.23)

が成り立つ．等号はE が射影的平坦なときに限る． l

【定理 10.16 (小林‐ Hitchin 対応)】 　 正則ベクトル束E が Einstein-

Hermitian 計量を持つための必要十分条件はE がMumford‐竹本の意味
で多重安定であることである. l

10.13.3 構成法

CY構成

• Toric構成
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– R4の反射的 polytope ∆が与えられると，対応する 4次元トー
リック多様体とその超曲面としてのCYが決まる．

– これまでに，473,800,776個の反射的 polytopeとそのCY超曲
面が分類され，そのうち 124個のみがなめらかとなることが知
られている．

• CICY構成

– 射影空間の積空間ないの超曲面の交わりとしてCYを構成する
ことができる．

»

—

—

—

—

—

–

CP n1

CP n2

¨

¨

CP nm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q11 q12 ¨ ¨ ¨ q1K
q21 q22 ¨ ¨ ¨ q2K
¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

qm1 qm2 ¨ ¨ ¨ qmK

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(10.13.24)

m
ÿ

r“1

nr ´ K “ 3, (10.13.25)

K
ÿ

j“1

qrj “ nr ` 1, r “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m (10.13.26)

– この方法で 7890個程度のCYが構成されている．ただし，同
型なものを含む．

ベクトルバンドルのmonad構成

• ベクトルバンドル V が層の exact sequenceとして

0 ÝÝÝÑ OXpV q ÝÝÝÑ B
f

ÝÝÝÑ C ÝÝÝÑ 0 (10.13.27)

B “ ‘
rb
i“1OXpbiq, C “ ‘rc

j“1OXpcjq (10.13.28)

と分解されるとき，monadバンドルという．ここで，各 bi, cjは c1
を表す h1,1pXq個の整数の組である．ただし，Fulton-Lazarsfeldの
定理 (1981)より，次の条件を満たす層OXpV qがベクトルバンドル
V の層となる：

i) 任意の i, jに対して，cj ě bj.
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ii) f が十分一般的である．

• このとき，次の関係式が成り立つ．

rankpV q “ rb ´ rc “ n, (10.13.29a)

c1pV q “

˜

rb
ÿ

i“1

bri ´

rc
ÿ

j“1

crj

¸

Jr “ 0, (10.13.29b)

c2pV q “
1

2
drst

˜

rc
ÿ

j“1

csjc
t
j ´

rb
ÿ

i“1

bsi b
t
i

¸

νr ď 2c2pTXq,(10.13.29c)

c3pV q “
1

3
drst

˜

rb
ÿ

i“1

bri b
s
i b
t
i ´

rc
ÿ

j“1

crjc
s
jc
t
j

¸

“ ´18|G|.(10.13.29d)

ここで，Jr はH1,1pX,Rqの基底，νr はその双対となるH2,2pX,Rq

の基底，drstは，

drst “

ż

X

Jr ^ Js ^ Jt. (10.13.30)

• CICY構成では，最初の 3つの要請を満たす 7118の positive monad

バンドルが構成されている．その大部分は36個のCICYに基づく．世
代数の要請をさらに課すと，559個のモデルが残る．さらに |G| ă 14

を課すと，21個に減る．

10.13.4 安定化されたモデルの例

10.13.4.1 基本アイデア

• ゲージセクターでの有効ポテンシャル

S “ ´
α1

4κ210

ż

M10

trp ˚F ^ F q ´ trp ˚R ^ Rq ` ¨ ¨ ¨ . (10.13.31)

アノーマリー相殺条件を考慮すると

S “ ´
α1

2κ210

ż

M10

˚1

"

´
1

2
trpgab̄Fab̄q

2 ` trgaāgbb̄FabFāb̄

*

` ¨ ¨ ¨ .

(10.13.32)

これらは超対称性が破れたときポテンシャルと生み出す：
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– trgaāgbb̄FabFāb̄ ñ F-term

– trpgab̄Fab̄q
2 ñ D-term

• Hidden sector: E8 ˆ E8を破るためのベクトルバンドル，pV, Ṽ qに
おいて，

Stage 1 （複素構造の F 項安定化）Ṽ の一部を，複素モジュライ空間
の中の孤立点 Pにおいてのみ正則なバンドルに選ぶ．

Stage 2 （dilatonとKahlerモジュライの一部のD項安定化）Ṽ の残り
を Pにおいて正則となる様に選び，さらに，ベクトルバンド
ルを dilatonとKahlerモジュライの一部の値でのみ傾斜０で多
重安定となるよう選ぶ．

Stage 3 （非摂動論効果による残りのモジュライの安定化）D-term安
定化と整合的な anomalous Up1qたちと整合的な非摂動論効果
を利用．
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10.14 宇宙の加速膨張に対するNo-Go定理

10.14.1 Strong Energy Condition

一般に、pn` 1q次元時空における時間的測地線束（単位接ベクトル V )

の体積膨張率 θ ” ∇ ¨ V に対して、Raychaudhuri方程式

9θ `
1

n
θ2 “ ´RicpV, V q ´ 2σ2 ` 2ω2 (10.14.1)

が成りたつ。ここで、

2σ2 “ ∇µVν∇pµV νq, 2ω2 “ ∇µVν∇rµV νs. (10.14.2)

この方程式を一様膨張宇宙に適用する。、宇宙時間一定面にたいする
単位法ベクトル V は測地的で非回転的 (ω2 “ 0)となるので、スケール因
子 aを

θ “ n
9a

a
“ nH (10.14.3)

により定義すると、Raychaudhuri方程式は

n
:a

a
“ ´RicpV, V q ´ 2σ2 (10.14.4)

となる。したがって、時間的収束条件（＝時間的きょうエネルギー条件）
RicpV, V q ě 0が成りたつと、宇宙膨張は非加速的となる。

10.14.2 Gibbonsの定理

【定理 10.17】 　高次元（統一）理論が次の条件を満たしているとする：

1. 時空が次の構造をもつ：

ds2pMn`4q “ W pyq1{2ds2pX4q ` ds2pYnq (10.14.5)

2. 内部空間Ynは境界のないコンパクトな多様体で，計量は静的である．

3. ワープ因子W pyqは至る所，有界正則である．

4. 高次元理論が強エネルギー条件R00pMn`4q ě 0を満たしている．

このとき，４次元時空X4でも強エネルギー条件R00pX4q ě 0が満たされ
る． l
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Proof. 仮定より，任意の時間的ベクトル V に対して，

RV V pXq “ RV V ´
1

4W
△YW (10.14.6)

が成り立つ．これを Y 上で積分すると

RV V pXq

ż

Y

dΩpY qW “

ż

Y

dΩpY q

„

W RV V ´
1

4
△YW

ȷ

(10.14.7)

を得る．RV V ě 0でW が有界正則なら，この式の右辺は ě 0となり，
RV V pXq ě 0を得る． Q.E.D.

Raychaudhuri方程式

3

a
:a “ ´RV V ´ 2σ2 ` 2ω2; ∇ ¨ V “ 3

9a

a
(10.14.8)

より，この定理は宇宙の加速膨張を禁止する．

10.14.3 D “ 10{11超重力理論における SEC

M-theory (D “ 11)

RMN “
1

12
FM ¨¨¨FN

¨¨¨ ´
1

6
|F4|2gMN

R00 “
1

18
F0ijkF0

ijk `
1

144
FijklF

ijkl (10.14.9a)

D “ 10 Type IIB Supergravity

RMN “
1

2τ 22
∇pMτ∇Nqτ̄ `

1

4τ2

ˆ

G˚˚pMḠNq
˚˚ ´

1

2
|G3|

2gMN

˙

`
1

96
F̃M˚˚˚˚F̃N

˚˚˚˚

R00 “
1

2τ 22
|∇0τ |2 `

3

16τ2
G0ijḠ0

ij `
1

48τ2
GijkḠ

ijk `
1

96
F̃0ijklF̃0

ijkl (10.14.10a)
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D “ 10 Type IIA Supergravity

RMN “
1

2
BMϕBNϕ ` e´ϕ

ˆ

1

4
HM˚˚HN

˚˚ ´
1

8
|H3|

2gMN

˙

`eϕ{2

ˆ

1

12
F̃M˚˚˚F̃N

˚˚˚ ´
3

16
|F̃4|2gMN

˙

`e3ϕ{2

ˆ

1

2
F̃M ˚ F̃N

˚ ´
1

16
|F̃2|

2gMN

˙

`
m2

0

16
e5ϕ{2gMN ,(10.14.11a)

R00 “
1

2
pB0ϕq2 ` e´ϕ

ˆ

3

16
H0ijH0

ij `
1

48
HijkH

ijk

˙

`eϕ{2

ˆ

5

96
F̃0ijkF̃0

ijk `
1

128
F̃ijklF̃

ijkl

˙

`e3ϕ{2

ˆ

7

16
F̃0iF̃0

i `
1

32
F̃ijF̃

ij

˙

´
m2

0

16
e5ϕ{2. (10.14.11b)

D “ 10 Type I Supergravity

RMN “
1

2
BMϕBNϕ ` e´ϕ

ˆ

1

4
H̃M˚˚H̃N

˚˚ ´
1

8
|H̃3|

2gMN

˙

`
α1

4
e´ϕ{2Tr

ˆ

FM˚FN
˚ ´

1

8
|F2|

2gMN

˙

R00 “
1

2
pB0ϕq2 `

e´ϕ

48

´

9H̃0ijH̃0
ij ` H̃ijkH̃

ijk
¯

`
α1

64
e´ϕ{2Tr

`

14F0iF0
i ` FijF

ij
˘

(10.14.12a)
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10.14.4 ブレーン

一般に，Einstein方程式より

RMN “ κ2
ˆ

TMN ´
T

D ´ 2
gMN

˙

. (10.14.13)

特に，D “ 10では

R00 “
κ2

8

`

7T00 ` T II
˘

. (10.14.14)

いま，エネルギー運動量が

T ab “

#

´τδab δ
p`1pΣq p0 ď a, b ď pq

0 pp ă a, bq
(10.14.15)

で与えら得るテンション τ の p-ブレーンを考えると，

7T00 ` T II “ p7 ´ pqτδp`1pΣq. (10.14.16)

よって，

• D-brane τ ą 0 ñ 8-braneないし 9-braneのみがR00に負の寄与
を与える．

• O-brane τ ă 0 ñ p-brane (p ă 7)がR00に負の寄与を与える．

[Giddings SB, Kachru S, Polchinski J 2002[196]]

ただし，O-braneは内部空間で平均して初めて宇宙を加速する効果をも
ち，高次元でどのように機能するか不明である．

10.14.5 tadpole条件

フラックスの定義より一般に，

dFn “ H3 ^ Fn´2 ` p2π
?
α1qn´1ρloc8´n (10.14.17)

ここで，ρloc8´nは Fnに対する磁気的ブレーンソースである．
IIB型理論では，CYの 2サイクルΣ2に巻き付いているD5ブレーンに
対して，

ND5pΣ2q ´ NO5pΣ2q `
1

p2πq2α1

ż

Σ4

H3 ^ F1 “ 0. (10.14.18)
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同様に，CYのD3ブレーンに対して，

ND3 ` Nflux “
1

4
NO3. (10.14.19)

ここで，

Nflux “
1

p2πq4α12

ż

Y6

H3 ^ F3 “ eKm
K
RR ´ mKeKRR,(10.14.20)

1

p2πq2α1

ż

AK{BK

H3 “ mK{eK , K “ 1, ¨ ¨ ¨ , h3{2, (10.14.21)

1

p2πq2α1

ż

AK{BK

F3 “ mK
RR{eKRR, K “ 1, ¨ ¨ ¨ , h3{2.(10.14.22)

Dilaton-axion場を楕円ファイバーのモジュライと見なすことによる IIB

理論の CYコンパクト化（F理論）では，対応する CY4はファイバーが
特異となる点とD7が対応する．このときの tadpole条件は

ND3 ` Nflux “
χpCY4q

24
. (10.14.23)

加速膨張を実現するための必要条件 以下のいずれかの条件を破る必要
がある：

1. 内部空間の古典的記述

2. ワープしたコンパクト化の枠組み：ds2pMDq “ W pyq2gpX4q ` gpYnq

3. Yn: 定常、コンパクト、閉多様体。

4. ワープ因子W pyqが有界で滑らかな非ゼロ関数。

5. 出発点となる高次元理論が強エネルギー条件を満たす。

10.14.6 Maldacena-NunezのNo-Go定理

【定理 10.18 (Maldacena-Nunez 2001)】 　 For a compactification MD “

Xd ˆ Yn of a higher dimensional theory by a classical solution satisfying

the following conditions, Xd cannot be de Sitter spacetime:

1. The spacetime metric has the structure

gpMDq “ Ωpyq2 rgpXdq ` ĝpYnqs .
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2. The Newton constant in Xd is finite:
ż

Y

dµĝΩ
D´2 ă 8.

3. Near the boundary of Yn or singularities of Ω, Ω decreases mono-

tonically toward them.

4. In the original higher-dimensional theory, the potential is non-positive

and all massless bosonic fields have positive kinetic terms.

l

Reference

• Maldacena JM, Nunez G (2001): IJMPA16, 822

【注 10.19】 　 A stronger result can be obtained for the massive IIA

supergravity. l

Proof. In the Einstein equations

RicpMq “ TpMq ´
1

D ´ 2
TsgpMq (10.14.24)

RicpMq can be written

RicpMq “ RicpXq ´

´

∇̂2 ln Ω ` pD ´ 2qp∇̂ ln Ωq2
¯

gpXq (10.14.25)

Hence, the contraction of the Einstein equations with gpXq ´ 1 gives

d

D ´ 2
△̂pΩD´2q “ ΩD´2RspXq ` ΩDT̃ ; T̃ “ ´T µµ `

d

D ´ 2
TMM

(10.14.26)

If X is Mink or dS, massless form field strength Fp should have the form

Fp “ ΩdpXq ^ αp´dpY q ` βppY q (10.14.27)

Then, from the condition 4

T̃ “ ´
2d

D ´ 2
V `

ÿ

p

d

D ´ 2
ppD ´ p ´ 1qα ¨ α ` pp ´ 1qβ ¨ βq ě 0

(10.14.28)
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Hence,

0 ě
d

D ´ 2

ż

BY

dσĝ∇KpΩD´2q “

ż

Y

dµĝ

´

dpd ´ 1qΛΩD´2 ` ΩDT̃
¯

ě 0

(10.14.29)

Q.E.D.

10.14.7 ブレーンを含む IIB理論におけるNo-Go定理

【定理 10.20 (Dasgupta et al 2014; Giddings, Kachru, Polchinski 2002)】
　 For a compactification M10 “ X4 ˆ Y6 of 10D IIB string theory by

a classical solution satisfying the following conditions, X4 cannot be de

Sitter spacetime:

1. The spacetime metric has the structure

gpM10q “ e2Apyq
“

gpX4q ` e´2ApyqĝpY6q
‰

.

2. The internal space is a smooth, compact closed manfold, and the

warp factor is smooth.

3. All fields are invariant under the maximal symmetry of X4.

4. Flux, non-trivial dilaton, smeared D-brane/D̄-brane are allowed,

but O-planes/Ō-planes or higher-order corrections/quantum cor-

rections are not includes.

l

References

• Dasgupta K et al (2014): JHEP 1407, 054

• Giddings SB, Kachru S, Polchinski J (2002): PRD66, 106006

【注 10.21】 　The inclusion of curvature corrections, D-instanton cor-

rections, loop-corrections may lead to a de Sitter solution. l
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Proof. 1. From the Einstein equations, the scalar curvature of X4 can

be written

△̂e4A “ RspXq ´
κ210
2
e2A

“

T µµ ´ Tmm
‰

. (10.14.30)

Integrating this yields

RspXq

ż

Y

dµpY q “
κ210
2

ż

Y

dµpY qe2A
“

T µµ ´ Tmm
‰

(10.14.31)

2. The D-brane and O-plane actions read

SDp “ ´

ż

Σp`1

dp`1xTpe
p`1
4
ϕ
a

´ detpg ` F ` Bq ` µp

ż

Σp`1

C ^ eF`B,

(10.14.32a)

SOp “ ´

ż

Σp`1

dp`1xTOpe
p`1
4
ϕ
a

´ detpgq ` µOp

ż

Σp`1

C. (10.14.32b)

where Tp ą 0, TOp ă 0.

3. Their EM tensors are given by

T µµ rDp{D̄ps “ ´4Tpe
p`1
4
ϕdµrDp{D̄ps, (10.14.33a)

Tmm rDp{D̄ps “ ´pp ´ 3qTpe
p`1
4
ϕdµrDp{D̄ps,(10.14.33b)

T µµ rOp{Ōps “ 4|TOp |e
p`1
4
ϕdµrOp{Ōps, (10.14.33c)

Tmm rOp{Ōps “ pp ´ 3q|TOp |e
p`1
4
ϕdµrOp{Ōps(10.14.33d)

Hence, D-brane does not help to realise dS:

T µµ rDp{D̄ps ´ Tmm rDp{D̄ps “ ´p12 ´ pqTpe
p`1
4
ϕdµrDp{D̄ps ă 0

(10.14.34)

In contrast, O-planes have negative energy and may help to realise

dS:

T µµ rOp{Ōps ´ Tmm rOp{Ōps “ p12 ´ pq|TOp |e
p`1
4
ϕdµrOp{Ōps ą 0

(10.14.35)

However, they cannot be smoothed out, so its back reaction pro-

duces singularity.

Q.E.D.
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【注 10.22 (Argument based on SEC)】 　 The strong energy condition

gives slightly different conditions:

(10.14.36)

• Dp-brane pτ ą 0q: only 8-brane or 9-brane provides a negative

contribution to R00

• Op-plane pτ ă 0q: p-brane (p ă 7) provide a negative contribution

to R00.

l

【注 10.23】 　

• The tadpole condition requires the existence of an Op-plane if Dp-

branes exist, and if the internal space is closed.

• An Op-plane produces naked singularities classically.

l

【注 10.24 (Tadpole condition)】 　 By integrating the field equation

with the brane source

dFn “ H3 ^ Fn´2 ` p2π
?
α1qn´1ρloc8´n (10.14.37)

for n “ 5 over the internal space Y , we obtain the constraint

ND3 ` Nflux “
1

4
NO3 (10.14.38)

where

Nflux “
1

p2πq4α12

ż

Y6

H3 ^ F3 “ eKm
K
RR ´ mKeKRR,(10.14.39)

1

p2πq2α1

ż

AK{BK

H3 “ mK{eK , K “ 1, ¨ ¨ ¨ , h3{2, (10.14.40)

1

p2πq2α1

ż

AK{BK

F3 “ mK
RR{eKRR, K “ 1, ¨ ¨ ¨ , h3{2.(10.14.41)

Hence, if the flux does not match the number of D3 branes, an appropriate

number of O3 planes are required.
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For example, for the flux CY compactification of IIB, the 3-form fluxes

are imaginary self-dual and satisfies the condition ˚Y F3 “ e´ϕH3. Hence,

Nflux “
1

p2πq4α12

ż

Y

e´ϕ ˚Y F3 ^ F3 “
1

p2πq4α12

ż

Y

dµpY qe´ϕ|F3|2 ě 0.

(10.14.42)

l

10.14.8 ブレーンを含む IIA理論におけるNo-Go定理

【定理 10.25 (Hertzberg MP, Kachru S, Taylor W, Tegmark M (2007))】
　 For a CY compactification of M10 “ X4 ˆ Y6 of 10D IIA string theory

by a classical solution satisfying the following conditions, X4 cannot be

de Sitter spacetime:

1. The spacetime metric has the structure

gpM10q “ gpX4q ` ĝpY6q. (10.14.43)

2. The internal space is a Calabi-Yau manifold.

3. All fields are invariant under the maximal symmetry of X4.

4. H3-flux, RR-flux, non-trivial dilaton, smeared D6-branes and O6-

planes are allowed,

Further, if one of the RR-fluxes does not vanish, X4 cannot be the

Minkowski spacteime. l

References

• Hertzberg MP, Kachru S, Taylor W, Tegmark M: jhep 12, 095

(2007)

”Inflationary constraints on type IIa string theory”
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Proof. モジュライ変数 ρ，τ を

ρ “ pVolpY6qq1{3, τ “ e´ϕpVolpY6qq1{2 (10.14.44)

おくと，Einstein frame

gEµν “
τ 2

m2
plκ

2
10

gµνpXq (10.14.45)

において，これらの運動項は

LK “ ´
1

2

␣

pBρ̂q2 ` pBτ̂q2
(

; (10.14.46)

ρ̂ “

c

3

2
mpl ln ρ, τ̂ “

?
2mpl ln τ. (10.14.47)

Fluxの量子化
ż

Σp
Fp9fΣ P Z (10.14.48)

より，フラックスのポテンシャルへの寄与は

H3 ñ V NS
3 9ρ´3τ´2, (10.14.49a)

Fp ñ Vp9ρ
3´pτ´4. (10.14.49b)

また，ブレーンの寄与は

D6 : VD69τ
´3, (10.14.50a)

O6 : VO69 ´ τ´3. (10.14.50b)

よって，ψを ρ, τ 以外のモジュライ変数として，

V “ V NS
3 `

ÿ

p

Vp ` VD6 ` VO6

“
ANS3 pψq

ρ3τ 2
`
ÿ

p

Appψq

ρp´3τ 4
`
AD3pψq ´ AO3pψq

τ 3
. (10.14.51)

これより，

´ρ
BV

Bρ
´ 3τ

BV

Bτ
“ 9V `

ÿ

p

pVp ě 9V. (10.14.52)

Q.E.D.
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【注 10.26 (No-Go定理を克服する可能性)】 　

• Geometrical/NG flux T : Habc Ñ fabc Ñ Qab
c Ñ Rabc

Vf9 ˘ ρ´1τ´2 ñ ´pρBρ ` 3τBτ qVf “ 9Vf ´ 2Vf ,(10.14.53a)

VQ9 ˘ ρτ´2 ñ ´pρBρ ` 3τBτ qVQ “ 9VQ ´ 4VQ,(10.14.53b)

VR9 ˘ ρ3τ´2 ñ ´pρBρ ` 3τBτ qVR “ 9VR ´ 6VR.(10.14.53c)

• NS5ブレーン

VNS59˘ρ´2τ´2 ñ ´pρBρ`3τBτ qVNS5 “ 9VNS5´VNS5 (10.14.54)

l

10.14.9 α1補正を含む 10Dヘテロ型超重力理論

Field contents

• Boson: gMN , ϕ, BMN ; AM P adpGq

ここで、G “ Spinp32q{Z2 or E8 ˆ E8

• Fermion: Majorana-Weyl spinors ψM , λ; χ P adpGq

Action with Opα12q corrections

S “

ż

M

e´2ϕ
”

Rspω`q`4|∇ϕ|2´
1

2
|T |2´

α1

4

`

tr|F |2 ´ tr|Rpω`q|2 ` 2trpχ̄ {Dχq
˘

`¨ ¨ ¨

ı

(10.14.55)

where

ωAB˘ “ ωAB ˘ 1
2
HAB

Mdx
M ` O

`

α12
˘

, (10.14.56a)

T “ H3 `
α1

8
trpχ̄Γr3sχq, (10.14.56b)

H3 “ dB2 `
α1

4
rCSpω`q ´ CSpAqs, (10.14.56c)

CSpAq “ tr
`

A ^ dA ` 2
3
A ^ A ^ A

˘

. (10.14.56d)

This α1-correction is consistent with the anomaly cancellation condition

dH “
α1

4
rtrpR` ^ R`q ´ trpF ^ F qs (10.14.57)
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10.14.10 α1を考慮した 10D超重力理論におけるNo-Go定理

【定理 10.27 (Gautason,Junghans, Zagermann 2012)】 　 10D HET

supergravity with the full α corrections does not allow a compactification

M “ dS4 ˆ Y6 or M “ adS4 ˆ Y6 under the following conditions:

1. Metric is regular and takes the warped form

gM “ e2ApyqgXpxq ` ĝY pyq (10.14.58)

2. Fields are regular and invariant under the maximal symmetry of X

F2 “ FY pyq, H3 “ HY pyq, ϕ “ ϕpyq (10.14.59)

3. No gaugino condensates

4. No stringy loop/non-perturbative correction.

5. α1-expansion is allowed.

l

Reference

• Gautason FF, Junghans D, Zagermann M (2012): JHEP 1206, 029

[arXiv:1204.0807]“On Cosmological Constants from a’-Corrections

Proof. 1. Neglecting the terms that vanish when the configuration is

invariant under the maximal symmetry group of X, the effective action

reads

S “

ż

dµXτ
2

«

e4aV̂ ` e2aCRspXq `

8
ÿ

n“0

pα1qn`1e´2naWn

ff

(10.14.60)

where

e´2ϕ “ τ 2e´2ϕ̂, A “ a ` Âpyq, (10.14.61a)

C “

ż

dµY e
´2ϕ̂`2Â

ˆ

1 ´
α1

2
pD̂Aq2 ` ¨ ¨ ¨

˙

, (10.14.61b)

W0 “
1

4
|RpXq|2, (10.14.61c)

V̂ “

ż

dµY e
´2ϕ̂`4Â

!

RspY q ´ 8l̂A ´ 20pD̂Aq2 ` 4pD̂ϕq2 ´
1

2
|Ĥ|2 `

α1

4

´

´ tr|F̂ |2 ` |R̂`|2

`8pD̂D̂Aq2 ` 8D̂A ¨ D̂ppD̂Aq2q ` 20ppD̂Aq2q2 ` |D̂A ¨ Ĥ|2
¯

(10.14.61d)
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2. Variations wrt τ and a give

δτ : V̂ ` CRspXq ` W “ 0, (10.14.62a)

δa : 4V̂ ` 2CRspXq ´

8
ÿ

n“1

2npα1qn`1Wn “ 0 (10.14.62b)

From these, it follows

CRspXq `

8
ÿ

n“0

2pn ` 1qpα1qn`1Wn “ 0 (10.14.63)

3. When X is a constant curvature space

Rµνλσ “
Λ

3
pgµλgνσ ´ gµσgνλq

ñ Rµν “ Λgµν , Rs “ 4Λ, |R|2 “
4Λ2

3
(10.14.64)

Hence, the above equation can be written

4pC0 ` α1C1 ` ¨ ¨ ¨ qΛ ` α1Λ2
8
ÿ

n“0

2pn ` 1qwnpα1Λqn “ 0 (10.14.65)

There exists no solution such that

Λ “ Λ0 ` α1Λ1 ` ¨ ¨ ¨ ‰ 0. (10.14.66)

Q.E.D.

【定理 10.28 (Quigly C 2015)】 　 10D HET supergravity with the

quadratic α corrections and gaugino condensates does not allow a com-

pactification M “ dS4 ˆ Y6 or M “ adS4 ˆ Y6 under the following condi-

tions:

1. Metric is regular and takes the warped form

gM “ e2ApyqgXpxq ` ĝY pyq (10.14.67)

2. Fields are regular and invariant under the maximal symmetry of X

F2 “ FY pyq, H3 “ HY pyq, ϕ “ ϕpyq,

χ “ e´3φ{4 pχ4pxq b χ6pyq ` c.c.q ; {̂Dχ6 “ Opα1q(10.14.68)
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3. Gaugino condensates

xtrpχ̄4χ4qy “ M3fpϕ0, ρ0q (10.14.69)

4. No stringy loop/non-perturbative correction.

5. α1-expansion is allowed.

l

Reference

• Quigley C (2015): arXiv: 1504.00652“Gaugino Condensation and

the Cosmological Constant”

Proof. 1. Under the ansatz of the theorem, the 10D action reduces to

S “

ż

X

d4x
?

´g4

ż

Y

d6y
a

ĝ6

„

RspXq `
α1

4
e´φ|RX |2 ´ V pyq ` O

`

α13
˘

ȷ

(10.14.70)

where

V “ eφ
”

e´ρp´RspY q ` |D̂ρ|2 ` D̂ρ ¨ D̂φq `
1

2
e´3ρ|TY |2

`
α1

4
e´2ρ

`

tr|FY |2 ´ tr|R`Y |2
˘

`
α1

2
M3fe´pφ`ρq{2pχ̄6γ

mD̂mχ6 ` ccq

ı

(10.14.71)

2. Variation wrt φ gives

´∇̂ ¨ peφ´ρ∇̂ρq `
α1

4
e´φ

@

|RX |2
D

X
` V pyq (10.14.72)

“
α1

2
M3eφ´2ρBφpe´3pφ´ρq{2fqrχ̄6pγ

m∇̂m `
1

4
e´ργr3s ¨ T qχ6 ` ccs ` O

`

α13
˘

(10.14.73)

RHS of this equation can be set to Opα13q) by requiring

”

γm∇̂m ` 1
4
γm∇̂mp´φ ´ ρ ` 2 ln fq ` 1

4
e´ργr3s ¨ T

ı

χ6 “ O
`

α13
˘

(10.14.74)

Hence, by integrating over Y , we obtain

α1

4

@

e´φ
D

Y

@

|RX |2
D

X
` xV yY “ O

`

α13
˘

(10.14.75)
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3. Variation wrt g gives

Rµν ´
1

2
RspXqgµν `

α1

4

@

e´φ
D

Y

„

Rµ˚˚˚Rν
˚˚˚ ` 2∇α∇βR

µανβ ´
1

2
gµν |RX |2

ȷ

“ ´
1

2
gµν xV yY ` O

`

α13
˘

(10.14.76)

4. When X is a constant curvature spacetime

Rµνλσ “
Λ

3
pgµλgνσ ´ gµσgνλq

ñ Rµν “ Λgµν , Rs “ 4Λ, |R|2 “
4Λ2

3
(10.14.77)

The two field equations reduce to

2α1

3
Λ2

@

e´φ
D

Y
` xV yY “ O

`

α13
˘

(10.14.78a)

Λ “
1

2
xV yY ` O

`

α13
˘

(10.14.78b)

Hence, by eliminating V, we obtain

Λ “ ´
α1

3
Λ2

@

e´φ
D

Y
` O

`

α13
˘

ñ Λ “ O
`

α13
˘

(10.14.79)

Q.E.D.

【定理 10.29 (Kutasov D, Maxfield T, Melnikov I, Sethi S 2015)】 　 For

heterotic or type IIB with no RR fluxes, compactification to dSn(n ě 4) is

not allowed even when all α1-corrections including perturbative curvature

corrections and world sheet non-perturbative effects are allowed, if no

stringy loop or non-perturbative correction is included. l

Reference

• Kutasov D, Maxfield T, Melnikov I, Sethi S (2015):arXiv:1504.00056.

“ Constraining de Sitter Space in String Theory”
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10.14.11 如何にしてNo-Go定理を回避するか？

残る可能性

• 高次の α1補正と RRフラックスを含む II型超重力理論（Dブレー
ンとOブレーンを含む）

1. KKLTシナリオ

i) IIB理論のwarped CYコンパクト化 with ISD flux(+compensating

O3-planes) ñ No scale 4D N “ 1 Sugra

ii) Instanton (Euclidean D-brane)/D7上でのgaugino conden-

satesによるNP効果 ñ Kählerモジュライの安定化 ñ

adS4.

iii) D̄3ブレーンによる vacuum uplift ñ dS4

2. LVS (Large volume scenario)

iii’) Kähler uplifting: Kählerポテンシャルへのα1補正 ñ dS4

iv’) Monodromy inflation (低エネルギーでのN “ 1 sugraの放棄)

• 超重力理論の枠組みの拡大

– Non-geometric fluxを用いたコンパクト化 [Blumenhagen et al

2015-2016]

• 開多様体によるコンパクト化

– 例：4D SOp4, 4q-GSugraのDall’Agata-Inverso dS-臨界点のM

理論へのアップリフト [Baron, Dall’Agata 2015]

• ストリングループ効果・非摂動効果
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10.14.12 文献ノート

• No-Go定理: M/string理論を含む高次元理論において，内部空間
が静的な warped product型コンパクト化では，強エネルギー条件
が常に満たされ，４次元時空の加速膨張は起こらないことを主張
[Maldacena J & Nunez C (2001), Gibbons GW (1985), de Wit B,

Smit DJ & Hari Dass ND (1987), ][190, 295, 191].

• Chen-Galtsov-Guperle解: 高次元 SUGRAに対する単 S-brane

型解．内部空間は任意曲率．[hep-th/0204071][77]

• Ohta解: D “ 11 SUGRAおよびD “ 10 SUGRAに対する，時間
のみに依存し，任意曲率の定曲率空間でコンパクト化した厳密解の
族（多 S-brane型解）[hep-th/0301095][314]

• Townsend-Wohlfarth解: 内部空間が負曲率 Einstein空間でその
サイズに時間依存性を許せば，No-Go定理は成り立たず，中間イン
フレーション真空解が存在することを指摘 [hep-th/0303079]． [372]

• Townsend-Wohlfarth解はChen-Galtsov-Guperle解ないし単S-Brane

の場合のOhta解 [314]において 3-form flux(SM2-brane)がゼロの極
限を取ったもので，fluxがゼロでない場合は内部空間が平坦となる
中間インフレーション解も含むことを指摘 [hep-th/0303238][313]

• Ohta解が内部空間が球となる中間インフレーション解を含むこと
を指摘 [hep-th/0304172][315]

• 内部空間が複数の定曲率空間の積となる真空モデルの研究．調べら
れた範囲で十分なインフレーションなし [Chen C (2003)]．[78]
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10.15 KKLT

10.15.1 KKLTモデル

• 基本モデル

– IIB型理論のno scale ISD CYフラックスコンパクト化（複素モ
ジュライ固定)[Giddings SB, Kachru S, Polchinski J 2002[196]]

K “ ´3 lnpρ`ρ̄qW “ W pzq ñ V “ eKpKij̄DiWDj̄W̄´|W |2q “ eKKab̄DaWDb̄W

(10.15.1)

ここで，i “ pρ, aq.

• 非摂動論効果（インスタントン/gaugino凝縮:Witten E 1996[391];Tripathy

PK, Trivedi SP 2003[373];Gorlich L, Kachru S, Tripathy PK, Trivedi

SP 2004[202]) ñ Kahlerモジュライの安定化

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄q, W “ W0 ` Ae´aρ pa “ 2π{Nq. (10.15.2)

ñ N “ 1超対称な adS真空

• 反D3ブレインにより超対称性を破りMinkowski真空（ないしdS真
空）を実現．または，磁化D7ブレインの誘起する超ポテンシャル
のD項により自発的に SUSYを破る．

100 150 200 250 Σ

-2

-1

1

2

V
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10.15.2 Fluxコンパクト化により得られる 4次元超重力理論

II型超重力理論では，RRフォームフラックスが存在しない直積型コン
パクト化はモジュライに対する超ポテンシャルを生み出さない．しかし，
フラックス存在すると，有限なポテンシャルが生じる．(Gukov S, Vafa

C, Witten E 2000[232]; Giddings SB, Kachru S, Polchinski J 2002[196])

Moduliについての仮定 IIB型理論において，計量が

ds2 “ e´4upxqds2pX4q ` e4upxqds2pY6q (10.15.3)

の形をしていて，モジュライ場が次の構成（対応するN “ 1超組）を持
つとする：

• 重力場：gµν

• dilaton-axion場： τ “ C0 ` ie´Φ

• サイズモジュラス：ρ “ b{
?

2 ` ie4u. ここで，

Cr4s “ ar2s ^ J ñ dar2s “ e´8u ˚Xdb (10.15.4)

• 複素モジュライ： za, a “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1

τ, ρセクター このとき，10次元作用積分より，τ, ρに対する作用積分は

S “
1

2κ24

ż

X

dvolpXq

ˆ

RpXq ´ 2
∇τ ¨ ∇τ̄
|τ ´ τ̄ |2

´ 6
∇ρ ¨ ∇ρ̄
|ρ ´ ρ̄|2

˙

(10.15.5)

ここで，

κ24 “
κ210

volpY q
(10.15.6)

これは，次のKählerポテンシャルに対応する：

K1 “ ´ ln r´ipτ ´ τ̄qs ´ 3 ln r´ipρ ´ ρ̄qs (10.15.7)

超ポテンシャルはゼロである．
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複素構造モジュライセクター 一方，複素構造モジュライに対するKähler

ポテンシャルは，一般論より，

K2 “ ´ ln

ˆ

´i

ż

Y

Ω ^ Ω̄

˙

(10.15.8)

で与えられる．ポテンシャルを求めるため，上記のモジュライ場による
表式を１０次元作用積分に代入すると，Gr3sを含む項

SG “ ´
1

4κ210

ż

X

dvolpXq

ż

Y

1

Im τ
˚YGr3s ^ Ḡr3s (10.15.9)

が残る．ここで，Gr3sをカイラル分解する：

Gr3s “ G`
r3s

` G´
r3s

; ˚YG
˘
r3s

“ ¯iG˘
r3s
, (10.15.10)

すると，
α`
3 ^ β`

3 “ 0, α´
3 ^ β´

3 “ 0 (10.15.11)

より

˚YG ^ Ḡ “ ip´G` ` G´q ^ pḠ` ` Ḡ´q “ ´2iG` ^ Ḡ` ` iG ^ Ḡ

“ ´2iG` ^ Ḡ` ` 2pIm τqHr3s ^ Fr3s (10.15.12)

よって， SGは

SG “

ż

X

dvolpXq

„

´V ´

ż

Y

Hr3s ^ Fr3s

ȷ

(10.15.13)

ここで，第２項はHr3および Fr3sのコホモロジー類のみで決まる位相的
項．一方，V は

V “ ´
i

2κ210Im τ

ż

Y

G`
r3s

^ Ḡ`
r3s

(10.15.14)

（Im τ “ 1{gs “ constを仮定）．
このポテンシャルは，次の超ポテンシャル

W “

ż

Y

Gr3s ^ Ω (10.15.15)

から導かれることを示す．まず，調和３形式が

˚Y Ω “ ´iΩ, ˚Y χa “ iχa (10.15.16)
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となることに注意する．これより，

G`
r3s

“ w0Ω ` w̄āχ̄ā; w0 “

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ω ^ Ω̄

, w̄ā “ Gāb

ş

Y
Gr3s ^ χb

ş

Y
Ω ^ Ω̄

.

(10.15.17)

よって，

V “

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ḡr3s ^ Ω ` Kab̄

ş

Y
Gr3s ^ χa

ş

Y
Ḡr3s ^ χ̄b̄

2pIm τqκ210p´iq
ş

Y
Ω ^ Ω̄

. (10.15.18)

一方，

K “ ´ lnr´ipτ ´ τ̄qs ´ 3 lnr´ipρ ´ ρ̄qs ´ lnr´i

ż

Ω ^ Ω̄s (10.15.19)

に対して，

BτK “
1

τ̄ ´ τ
, BρK “

3

ρ̄ ´ ρ
, BaK “ ´ka, (10.15.20)

Kτ τ̄ “
1

|τ̄ ´ τ |2
, Kρρ̄ “

3

|ρ̄ ´ ρ|2
(10.15.21)

より，

DτW “
1

τ̄ ´ τ

ż

Y

Ḡ ^ Ω, (10.15.22a)

DρW “
3

ρ̄ ´ ρ
W, (10.15.22b)

DaW “

ż

Y

G ^ χa. (10.15.22c)

よって，超ポテンシャルとポテンシャルの関係式は

V “
eK

κ2

”

Kij̄DiWDjW ´ 3|W |2
ı

“
eK

κ2

”

|τ̄ ´ τ |2|DτW |2 ` Kab̄DaWDbW
ı

“

ş

Y
Gr3s ^ Ω̄

ş

Y
Ḡr3s ^ Ω ` Kab̄

ş

Y
Gr3s ^ χa

ş

Y
Ḡr3s ^ χ̄b̄

2pIm τqp2Im ρq3κ2p´iq
ş

Y
Ω ^ Ω̄

(10.15.23)

10.15.3 No-scale structure

CYに対する一般的な Kählerモジュライの定義 Dj(j “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1)

を H4pY,Rqの基底となる divisors, D˚
j をその Hodge双対から得られる
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H2pY,Rqの基底とする．このとき，Y のKähler形式ωは h1,1個の実パラ
メータ tjを用いて

ω “
ÿ

j

tjD˚
j (10.15.24)

と表される．このとき，tjはD˚
j の双対となるH2pY,Rqの基底 σjの体積

となり，

tj “

ż

σj

ω (10.15.25)

Y の体積 V は

V ”
1

3

ż

Y

ω3 “
1

6
κjklt

jtktl. (10.15.26)

また，divisor Djの体積 τjは

τj “ BtjV “
1

2
κjklt

ktl (10.15.27)

この記法の元，複素Kähler変数 ρjを

ρj “ bj ` iτj (10.15.28)

により定義する．ここで，アクシオン場 bjは，RR場Cr4sにより

bj “

ż

Dj

Cr4s (10.15.29)

で定義される．

フラックスコンパクト化の no-scale構造 一般に，フラックスコンパク
トされた IIB理論の 4次元有効理論は，次のN “ 1超重力理論で与えら
れる：

K “ ´ lnr´ipτ ´ τ̄qs ´ 2 lnrV s ´ lnr´i

ż

Ω ^ Ω̄s,(10.15.30a)

W “

ż

Y

Gr3s ^ Ω (10.15.30b)

W はKählerモジュライに依存しないので，この系のポテンシャルは no-

scale構造をもつ：
V “ eK

ÿ

a,b

Ka b̄DaWDb̄W̄ . (10.15.31)

ここで，a, bは axion-dilatonおよび複素モジュライを動く．
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Proof. まず，

Kj “ BρjK “ iV ´1BτjV “ iV ´1Btm

Bτj
τm

“ 3 iV ´1BτjV ´ iV ´1tj (10.15.32)

より，

Kj “
i

2V
tj. (10.15.33)

また，

Kjk̄ “ ´
1

4V

Btj

Bτk
`

1

8V 2
tjtk (10.15.34)

より，

Kjk̄τ
k “

1

4V
tj ñ Kjk̄tj “ 4V τk. (10.15.35)

よって，

|W |´2Kjk̄DjWDkW “ Kjk̄KjKk̄ “
1

4V 2
Kjk̄tjtk “

1

V
τkt

k “ 3.

(10.15.36)

Q.E.D.

10.15.4 複素モジュライの固定

基底状態では V “ 0より，Gr3sは ISD(imaginary self-dual)となる：

DaW “ 0 ñ G`
r3s

“ 0 ñ ˚YGr3s “ iGr3s ISD (10.15.37)

この条件は，
Gr3s P H 2,1 ‘ H 0,3 (10.15.38)

と同等で，複素構造モジュライ（＋ dilaton-axion）に対する h2,1 ` 1個の
拘束条件となるので，一般にそれらの値を完全に決定する．
ただし，超対称性はより強い条件DτW “ KτD “ 0, DiW “ KiW “ 0

（任意の i）を要求する．今のモデルでは，この条件は，DρW “ 0 ñ

W “ 0，したがって，
Gr3s P H 2,1 (10.15.39)

を要求する．
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また，この基底状態は，フラックスGr3sに依存するが，超ポテンシャ
ルの形より，正確にはGr3sのコホモロジー類にのみ依存する：

ż

Aj

F3 “ 4π2α1Mj,

ż

Bj

H3 “ ´4π2α1Kj (10.15.40)

さらに，弦理論においては，これらの pMj, Kjqは整数に量子化される．

10.15.5 非摂動論的量子効果

摂動論の範囲では，Kählerモジュライの超ポテンシャルはゼロである
が，非摂動論的効果を考慮すると自明でないポテンシャルが生成される
可能性がある．例えば，IIBモデルのF理論的記述において，１２次元の
時空が８次元CY8により４次元にコンパクト化される際に，CY8が算術
種数１の divisor Dを含む場合（χpD,ODq “ 1)，超ポテンシャルにサイ
ズモジュラスに依存した項が加わる：(Witten E 1996 [390])

W “ W0pzq ` Apzqeiaρ; a “ 2π{n, n “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ . (10.15.41)

このとき，対応するポテンシャル V pρqは，σ “ e4u “ Im ρに関して最小
点 ρmを持つようになる．この最小点は，V pρmq ă 0よりAdS4時空を与
える (KKLT[272]．また，この基底状態はN “ 1超対称性を保つ．
ここで，真空はフラックスを特徴づける整数値の組 pMj, Njqごとに決
まり，宇宙項の値が準連続となる無限個の超対称な真空の集合を与える
（ランドスケープ問題）．

σに対するポテンシャルは，複素構造モジュライ zが固定されたとする
と，b “ Re ρについて最小化して，

V “
C

x
e´2x ´

D

x2
e´x; x “ aσ, (10.15.42)

C “
a3|A|2

6
, D “

a3|A||W |

2
. (10.15.43)

このポテンシャルは，

C

D
“

|A|

3|W |
ą 2.5865 ¨ ¨ ¨ (10.15.44)

のとき極大点 x “ x1と極小点 x “ x2をもつ．
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図 11: KKLTシナリオにおいて，複素構造モジュライを固定し，非摂動論
的効果を加えたときのポテンシャルV {D（左），およびそれに反D3ブレー
ンを加えて upliftしたポテンシャル V {D＋ E{x3. C{D “ 3, E “ 0.084

の場合．
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10.15.6 Vacuum uplift

References

• Kachru S, Pearson J, Verlinde H: jhep0206, 021 (2002)

”Brane/flux annihilation and the string dual of a non-supersymmetric

field theory”

Fractional D3ブレーン (H ^ F )のみが存在する場合のWarpedコンパ
クト化の突起部分を表すKlebanov-Strassler解（deformed conifold)は，

ż

S3

F3 “ 4π2M (10.15.45)

とすると，突起の先端近傍で

ds2 “ hprq´1{2gpX4q ` hprq1{2gpCY3q

» a20gpX4q ` gsMb20

ˆ

dr2

2
` dΩ2

3 ` r2dΩ2
2

˙

(10.15.46)

とあらわされる．ここで，

a20 »
ϵ4{3

gsM
, b20 » 0.93266 (10.15.47)

である．
いま，この空間に反D3ブレーンを入れると，F5フラックスによる力

Frprq “ ´2µ3Brph
´1q (10.15.48)

により突起の先端 r “ 0に引かれそこに溜る．一般に，反D3ブレーンの
作用積分は

SD̄3 “
µ3

gs

ż

Tr
b

detpG{{ ` 2πgsF q detQ

´2πµ3

ż

TrIΦIΦB6. (10.15.49)

これに apex近傍での計量と場の値を代入し，adjointスカラ Φについて
極小化することにより次のポテンシャルを得る：

Ṽeff » 2
µ3

gs

ˆ

p ´
π2

6
g8sf

4ppp2 ´ 1q

˙

» 2
µ3p

gs

ˆ

1 ´
8π2pp2 ´ 1q

3b120 M
2

˙

.

(10.15.50)
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これにワープ因子を考慮すると，

Veff »
a40

hp0q3
Ṽeff “

8D

σ3
; (10.15.51)

D »
2pa40µ3

g4s
(10.15.52)

(σ “ Im τ “ g´1
s h).

10.15.7 インフレーションモデル

10.15.7.1 1. モジュライインフレーション

Racetrack model

• Kählerモジュライが１個 T “ X ` iY で，超ポテンシャルに非摂動
論効果に起因する２種類の項が現れる場合に，axion方向に沿って
saddle pointインフレーションが起きる．

• モデル

K “ ´3 lnpT ` T̄ q; T “ X ` iY, (10.15.53a)

W “ W0 ` Ae´aT ` Be´bT (10.15.53b)

• 運動項と Uplifted ポテンシャル

Lk “
3M2

P

4X2

`

pBXq2 ` pBY q2
˘

, (10.15.54)

V “ VF `
E

Xα
; (10.15.55)

VF “
e´aX

6X2

“

aA2paX ` 3qe´aX ` 3W0aA cospaY q
‰

`
e´bX

6X2

“

bB3pbX ` 3qe´bX ` 3W0bA cospbY q
‰

`
e´pa`bqX

6X2
rABp2abX ` 3a ` 3bq cosppa ´ bqY qs .(10.15.56)

このポテンシャルは，パラメータを適当に調整すると，２つの最小
点（Mink/dS)と１つの鞍点をもつ．
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• 例：A “ 1
50
, B “ ´ 35

1000
, a “ 2π

100
, b “ 2π

90
,W0 “ ´ 1

25000

saddle pt : pXs, Ysq “ p123.22, 0q, ϵs “ 0, ηs “ ´0.006097,(10.15.57a)

最小点 : pXm, Ymq “ p96.130,˘22.146q (10.15.57b)

• このモデルでは，|W0| ! 1, |a´b| ! 1と取ると，鞍点近傍で cosppa´

bqY q項により (Natural inflationタイプの）インフレーションが起
きる．ただし，さらに初期値の微調整が必要．

Better racetrack model

Kählerモジュライが２個の場合に，それぞれの非摂動論効果の組み
合わせにより，やはり axion方向に saddle pointインフレーション
が起きる．

• モデル：CP 4r1, 1, 1, 6, 9sコンパクト化

K “ ´2 ln V ; V “

?
2

18
pX

3{2
2 ´ X

3{2
1 q, (10.15.58a)

W “ W0 ` Ae´aT1 ` Be´bT2 . (10.15.58b)
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• ポテンシャル

V “ VF `
D

162V 2
; (10.15.59)

VF “
216

pX
3{2
2 ´ X

3{2
1 q2

”

P1e
´2aX1 ` P2e

´2bX2 ` W0pP3e
´aX1 cospaY1q ` P4e

´bX2 cospbY2q

`P5e
´aX1´bX2 cosp´aY1 ` bY2q

ı

, (10.15.60)

P1 “ aA2p3X1 ` 2aX
3{2
2 X

1{2
1 ` aX2

1 q, P2 “ P1pa,A, 1 Ñ b, B, 2q, (10.15.61)

P3 “ 3aAX1, P4 “ 3bBX2, (10.15.62)

P5 “ 3ABpaX1 ` bX2 ` 2abX1X2q. (10.15.63)

• 例：A “ 0.56, B “ 7.46666 ˆ 10´5, a “ 2π{40, b “ 2π{258, D “

6.26019 ˆ 10´9,W0 “ 5.22666 ˆ 10´6

mininum : X1 “ 98.75839, X2 “ 171.06117, Y1 “ 0, Y2 “ 129;

Vs “ 99, m2 “ 10´6 „ 10´7, (10.15.64a)

saddle point : X1 “ 108.96194, X2 “ 217, 68875, Y1 “ 20, Y2 “ 129;

V “ 3.35 ˆ 10´16M4
P . (10.15.64b)

unstable direction : δX1 “ δX2 “ 0, δY1 “ ´0.6546, δY2 “ 0.7560;

η » ´0.01 (10.15.64c)

インフレーションスケールは小さい！！

Hinf « 10´8MP ñ r « 10´12 (10.15.65)

10.15.7.2 2. ブレーンインフレーション

ブレーンインフレーションの η問題 D3-D3系のエネルギーは，rをブ
レーン間の距離として

V prq “ 2T3

ˆ

1 ´
1

2π3

T3
mpl

8
10r

4

˙

“ 2T3

ˆ

1 ´
1

2π3

T 3
3

mpl
2ϕ4

˙

(10.15.66)

ここで，ϕ “ T
1{2
3 rは cannonically normalized field. mplとmpl10の関係

はm2
pl “ mpl

8
10L

6 (LはCYのサイズ)となるので，ηパラメータは

η “ ´
10

π3

ˆ

L

r

˙6

„ ´0.3

ˆ

L

r

˙6

(10.15.67)
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よって，
r ă L ñ |η| ą 0.3 (10.15.68)

KKLMMT

1. ポテンシャル：ρをサイズモジュライ，ϕをD3-反D3の距離パラメー
ターとして，

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄ ´ kpϕ, ϕ̄qq (10.15.69)

超ポテンシャルが ϕに依存しないとすると，ρの安定点 ρ “ ρ0近傍
で，m2

ϕ „ H2となりインフレーションは起こらない．

2. 超ポテンシャルにϕ依存性を持たせると，微調整によりm2
ϕ “ Op10´2qH2

とでき，インフレーションが起きる．

D3/D7 ブレーンインフレーション

1. ポテンシャル

K “ ´3 lnpρ ` ρ̄q ´
1

2
pϕ ´ ϕ̄q2 (10.15.70)

超ポテンシャルは ϕに依存せず，s “ Reϕがインフラトンとなる．
sはD3-D7の距離を表す．

2. 他の hypermultipletとの相互作用は，量子効果として sに log型ポ
テンシャルを生成し，全体としては hybrid型インフレーションが実
現される．

952 目次へ



目次へ

文献ノート

1998 (ブレイン・反ブレインインフレーションモデル) (Dvali GR, Tye
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2003 (KKLTモデル)すべてのモジュライが安定化され，準安定dS真空を
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サイズモジュラスポテンシャルとして，２つの指数関数型ポテンシャ
ルの和を用いると，スローロール条件を満たすモデルができること
を指摘（ただし，fine-tuningが必要）．(Blanco-Pillado JJ, Burgess

CP, Cline JM, Escoda C, Gomez-Reino M, Kallosh R, Linde A,

Quevedo F [41])

2005 (タキオンインフレーションモデル) (Cremades D, Quevedo F, Sinha

A[87])

(N-flation) (Dimopoulos S, Kachru S, McGreevy J, Wacker J [117])

ヘテロ理論・Ｍ理論でのインフレーション [Buchbinder EI 2005[57];

Becker K, Becker M, Krause A 2005[29]]

2006 (改良版Racetrackモデル）CY orientifold CP 4
r1,1,1,6,9sを用いた race-

trackモデル．WMAP3yearsと整合的なスペクトル指数 ns « 0.95

953 目次へ



目次へ

を与える．(Blanco-Pillado JJ, Burgess CP, Cline JM, Escoda C,

Gomez-Reino M, Kallosh R, Linde A, Quevedo F[42])

2007 ”A Delicate Universe”: D3-D7モデルでの η問題 (Baumann D, Dy-

marshy A, Klebanov IR, McAllister L, Steinhardt PJ 2007[25])

10.15.8 KKLTシナリオの問題点

• Kählerモジュライが 1自由度の場合，ポテンシャルの極小値は最小
値でなく，σ Ñ 0で V Ñ ´8

• Kählerモジュライが 2自由度以上の場合，ポテンシャルが安定な
最小点を持つ可能性はあるが，最小点の存在はフラックスや非摂動
論効果のパラメータに敏感に依存し，最小点の存在はモデルやパラ
メーターごとに個別に確認が必要．

• ポテンシャルが極小となる内部空間サイズは一般的にストリングス
ケールとなり，古典論が適用可能な十分大きいサイズを実現するに
は，フラックスを微調整して，|W 0| À 10´4にしないといけない．

10.16 LVS

概要 KKLTシナリオにKählerポテンシャルに対する α13補正を加える
ことにより，W0のチューニングなしにKählerモジュライを内部空間体
積 V が大きな値となるよう安定化することが可能となる．また，このシ
ナリオでは，ストリングスケール，KKスケール，モジュライ質量，m3{2

が V のベキにより決まるヒエラルキーが実現される．

References

• Balasubramanian V, Berglund P, Conlon JP, Quevedo F: jhep 03,

007 (2005)

”Systematics of moduli stabilisation in CY flux compactification”

• Joseph P. Conlon, Fernando Quevedo and Kerim Suruliz: jhep 08,

007 (2005)
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”Large-volume flux compactifications: moduli spectrum and D3/D7

soft supersymmetry breaking”

T2¿LVS

10.16.1 Large volume scenario

• 基本モデル

– IIB型理論の no scale ISD CY フラックスコンパクト化におい
て，Kählerポテンシャルに対する α13補正を考慮 ñ 複素モ
ジュライ固定

• CYの位相についての制限：h2,1 ą h1,1 ą 1

• α13補正＋非摂動論効果（インスタントン/gaugino凝縮): ñ Kähler

モジュライの安定化

CYの体積V が大きい極限で，ポテンシャルV は負からゼロに近づ
き，Kählerモジュライ ρj “ bj ` iτj の 1つ j “ s以外は τj „ V 2{3

に従って増大，τs „ logpV qとなる方向でポテンシャルが最小点を
もつ．

ñ 超対称性の敗れた adS真空

• 反D3ブレイン/magnetized D7ブレーンによりMinkowski真空（な
いし dS真空）を実現．

10.16.2 Kählerポテンシャルに対する α13補正

II型超弦理論の低エネルギー極限の α1展開の最初の補正は α13次で現
れる:

SIIB “ Sb,0 `α13Sb,3 `α14Sb,4 ` ¨ ¨ ¨ `SCS `Sl,0 `α12Sl,2 ` ¨ ¨ ¨ . (10.16.1)
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ここで，Sb,0とSCSは通常の作用積分, Sl,0は最低次のブレーン作用積分：

Sb,0 “
1

p2πq7α14

ż

d10x
?

´g

„

e´2ϕpRs ` 4p∇ϕq2q ´
1

2
F 2
1 ´

1

2 ¨ 3!
G3 ¨ Ḡ3 ´

1

4 ¨ 5!
F̃ 2
5

ȷ

,

(10.16.2a)

SCS “
1

4ip2πq7α14

ż

eϕC4 ^ G3 ^ Ḡ3, (10.16.2b)

Sl,0 “
ÿ

sources

ˆ

´

ż

dp`1ξTpe
´ϕ

?
´g ` µp

ż

Cp`1

˙

. (10.16.2c)

リーディングの補正は一般に次の形をもつ（完全には決定されていない）：

Sb,3 „
α13

α14

ż

d10x
?

´g
”

R4 ` R3
`

G2
3 ` F 2

5 ` p∇τq2 ` ∇2τ
˘

`R2ppDG3q
2 ` pDG5q

2 ` G4
3 ` ¨ ¨ ¨ q ` RpG6

3 ` ¨ ¨ ¨ q ` G8
3 ` ¨ ¨ ¨

ı

.(10.16.3)

これらのうち，10次元でR4に比例する項が 4次元有効理論において
Kählerポテシャルに α13の補正を生み出し，その具体的な形は次の式で
与えられると予想されている：．

K “ Kcs ´ 2 ln

ˆ

V ´
χpY q

8p2πq3
f

p0,0q

3{2 pτ, τ̄q

˙

. (10.16.4)

ここで，

f
p0,0q

3{2 pτ, τ̄q “
ÿ

pm,nq‰p0,0q

e´3ϕ{2

|m ` nτ |2

“
2ζp3q

e3ϕ{2
`

2π2

3
eϕ{2 ` instanton terms. (10.16.5)

10.16.2.1 KKLTとの比較

Kählerモジュライが体積モジュライ ρのみの場合，

V “
5

6
t3 “

?
2

3
?

5
σ3{2 pσ “ ´ipρ ´ ρ̄q{2q (10.16.6)

より，V " ξで

V « eK

«

4σ2

3
a2|A|2e´2aσ ´ 4a|WAa|e´aσ `

3
?

5ξ|W |2

?
2g

3{2
s σ3{2

ff

(10.16.7)
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図 12: CP 4r1, 1, 1, 6, 9sLVCで得られる２次元セクターでのポテンシャル．
a1 “ 2π,A1 “ 1,W0 “ 10

となる．ここで，

ξ “ ´
ζp3q

2p8πq3
χpY q. (10.16.8)

よって，V が大きい極限および小さい極限の両方で，最後の補正項が支
配的となる．これは，KKLTモデルが妥当でないことを意味する．CYに
対し，

χpY q “ 2ph1,1 ´ h2,1q (10.16.9)

なので，h2,1 ą h1,1なら ξ ą 0.

10.16.2.2 例：CP 4r1, 1, 1, 6, 9sの複素超曲面

例として，１８次の射影代数多様体CP 4r1, 1, 1, 6, 9sの複素超曲面 Y で
表されるCYを考えると，モジュライの数は，h1,1 “ 2, h2,1 “ 272である
(χpY q “ ´540)．この CY族の中で Γ “ Z6 ˆ Z18不変性を持つものに限
定すると，複素構造モジュライは ϕと ψの 2個になる：

Y : z181 ` z182 ` z183 ` z34 ` z35 ´ 18ψz1z2z3z4z5 ´ 3ϕz61z
6
2z

6
3 “ 0 (10.16.10)
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図 13: 図 12 の極小点を通る直線 x “ xmおよび v “ vm上でのポテン
シャル

を考える．体積は

V “
t2
2

pt21 ` 6t1t2 ` 12t22q (10.16.11)

と書けるので，

τ1 “
1

2
t21, τ2 “

1

2
pt1 ` 6t2q

2, (10.16.12)

V “
1

?
2

pτ
3{2
2 ´ τ

3{2
1 q. (10.16.13)

一方，すべての複素モジュライが固定されているとして，超ポテンシャ
ルは

W “ W0 ` A1e
´pa1{gsqT1 ` A2e

´pa2{gsqT2 . (10.16.14)

よって，ポテンシャルは V の大きい極限 τ2 " τ1 „ 1で

V “
λ

V
x1{2e´2x ´

µ

V 2
xe´x `

ν

V 3
, (10.16.15)

x “ a1t1{gs, (10.16.16)

λ “ 24
?

2a
3{2
1 |A1|2, µ “ 4|A1W |, ν “

3

4
ξ|W |2(10.16.17)
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このポテンシャルは，一般に

x “ xm „

ˆ

4νλ

µ2

˙2{3

, V “ Vm „
µ

2λ

?
xme

xm (10.16.18)

で最小値を取る．例えば

ξ “ 1.3084 ¨ ¨ ¨ , a1 “ 2π, A1 “ 1, W0 “ 10 (10.16.19)

に対して，

xm “ 26.15, Vm “ 4.245 ˆ 1010 ñ Vm “ 2.4517 ˆ 10´32. (10.16.20)

Reference

• Denef F, Douglas MR, Florea B: jhep0406, 034 (2004)

“Building a Better Racetrack”

10.16.3 質量スペクトル

KKモードと複素構造モジュライ ストリングスケールを

ms “
1

ℓs
; ℓs “ 2π

?
α1 (10.16.21)

とおくと，Rs “ R{ℓs, Vs “ V {ℓ6sとして，

M2
P “

4πVs
g2sℓ

2
s

ñ ms “
gs

?
4πVs

MP (10.16.22)

より

• stringy excitations:

m2
S “

n

α1
ñ mS „ 2πms (10.16.23)

• KK modes:

m2
KK “

n2

R2
`
w2R2

α12
ñ mKK „

ms

Rs

«
2πms

V 1{6
s

, mW „ p2πq2Rsms

(10.16.24)

• complex structure moduli:

mcs “ Op1q
gsNms

?
Vs

(10.16.25)

ここで，N はフラックスの大きさ（量子数）である．
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表 23: CP 4r1, 1, 1, 6, 9sによるコンパクト化のモジュライ質量スペクトル
の V 依存性
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表 24: LVCでのモジュライ質量スペクトルの例

Kählerモジュライとフェルミ粒子 (CP 4r1, 1, 1, 6, 9sモデル）
Kählerモジュライの質量は

mτ2 “ Op1q
g2sW0

?
4πV 3{2

s

MP , (10.16.26a)

mb2 « e´a2τ2 „ expp´34V 2{3
s q, (10.16.26b)

mτ1 “ Op1q
a1gsW0
?

4πVs
MP , (10.16.26c)

mb1 “ Op1q
a1gsW0
?

4πVs
MP . (10.16.26d)

23 にあるように，一般に体積モジュライに付随するアクシオンは非常に
小さな質量をもつ．
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フェルミ粒子の質量は

m3{2 “ eK{2|W | “
g2s |W0|
?

4πVs
MP , (10.16.27a)

mτ̃1 «
a1g

2
s |W0|

Vs
MP , (10.16.27b)

mτ̃2 « 0 : Goldstino, (10.16.27c)

mϕ̃ « mτ̃
g2s |W0|

Vs
MP . (10.16.27d)

ここで，最後の２つは，dilatinoおよび複素構造モジュライに付随するフェ
ルミ粒子．また，Goldstinoは gravitinoに食われて質量を与える．

10.16.4 Kählerモジュライインフレーション

概要 Kählerモジュライが 3個以上存在する LVSでは，小体積サイクル
に対するKählerモジュライのアクシオンが分数ベキの Starobinskyタイ
プのポテンシャル const ´ c expp´kϕ4{3qをもつ．分数ベキのため，イン
フレーションタイプは small field型となる（ϵ „ 10´12)．

References

• Conlon, JP, Quevedo F: jhep0601, 146 (2006) [hep-th/0509012]

”Kähler moduli inflation”

仮定

1. IIB型 SSTの Large volume fluxed CY コンパクト化

2. CYは，h2,1 ą h1,1 ě 3を満たす．

3. Kählerモジュライの small cycle moduliの一つ Tsが他のモジュラ
イと decouple:

κsij “ κssi “ 0 pi, j ‰ sq (10.16.28)

帰結

1. τs(T “ b` iτ)が Starobinski型ポテンシャルを生み出し，スローロ
ルインフレーションを起こす．
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2. 観測的予言は

Vs “ 105 „ 107, (10.16.29a)

Hinf „ 1013GeV, (10.16.29b)

ns » 1 ´
2

N
“ 0.960 „ 0.967, (10.16.29c)

dns
d ln k

» ´p6 „ 8q ˆ 10´4, (10.16.29d)

ϵ ă 10´12. (10.16.29e)

モデル 複素構造モジュライとディラトンは安定化しているとして，Kähler

モジュライ Tj “ τj ` ibjのみを考える：

V “ α

˜

τ
3{2
1 ´

n
ÿ

i“2

λiτ
3{2
i

¸

, (10.16.30a)

K “ Kcs ´ 2 ln

ˆ

V `
ξ

2

˙

; ξ “ ´
ζp3qχpY q

2p2πq3
, (10.16.30b)

W “ W0 `

n
ÿ

j“1

Aje
´ajTj . (10.16.30c)

ポテンシャルは

V “
ÿ

j

8a2jA
2
j

?
τj3αλjV e´2ajτj ´

ÿ

j

4ajAjτjW0

V 2
e´ajτj `

3ξW 2
0

4V 3

(10.16.31)

V を固定したとき，τjについて極値を取る条件は

a
3{2
j AjV

3αλjW0

“
1 ´ xj
1 ´ 4xj

?
xje

xj ; xj “ ajτj. (10.16.32)

この条件下で

V “ Vnp » ´
3W 2

0

2V 3

«

n
ÿ

j“2

λjα

a
3{2
j

pln V q3{2 ´
ξ

2

ff

. (10.16.33)

このポテンシャルに IASD fluxによるアップリフトを施して，極小点で
V “ 0とする：

V “ Vnp `
γW 2

0

V 2
. (10.16.34)
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インフレーション τnのみが安定化していない初期条件を考えると，

V » V0 ´
4anτnAnW0

V 2
e´anτn . (10.16.35)

τnの運動項を正規化すると

ϕ “

c

4λ

3V
τ 3{4
n (10.16.36)

より，

V » V0 ´
4AnW0

V
cϕ4{3e´cϕ4{3

, (10.16.37)

c “ an

ˆ

3V

4λ

˙2{3

. (10.16.38)

これより，cϕ4{3 " 1のとき，

N «
9V

4c2ϕ2B
ecϕ

4{3

, (10.16.39a)

ns ´ 1 » 1 ´
2

N
, (10.16.39b)

ϵ »
9

32N2
ϕ4{3, (10.16.39c)

ξ ” MP
V 1V 3

V 2
« ´

2

N2
. (10.16.39d)

10.16.5 LVSの問題点

1. Gravitino mass problem. KKLTでは，一般にH À m3{2となるた
め，low scale SUSY breaking m3{2 „ 1TeVを仮定すると，インフ
レーションスケールが非常に低くなる．LVSでは，この制限はさら
に強くなり，H À m

3{2
3{2となる．m3{2 „ 1TeVだと，H À 10keVとな

る．この問題は，KKLTの場合，racetrack型モデルでの fine tuning

により (KLモデル [Kallosh, Linde 2004, 2007]), また LVSの場合
は，inflation pt型 small field インフレーションと run away型再加
熱（前加熱）を組み合わせた特殊なモデルでは回避できる [Conlon

JP et al 2008]．

2. Runaway problem: flux CY コンパクト化では，V Ñ 0でポテン
シャルが必ずゼロとなる．
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10.17 Kähler uplifting

概要 IIB理論のフラックスコンパクト化において，α1補正とＮＰ補正の
双方を考慮すると，安定な極小臨界点が adSから dSに連続的につながる
系列を作ることができる．特に，D̄3や磁荷D7ブレーンによるD項を使
わずに dS真空が実現可能である．

References

• Westphal A: JHEP 03, 102 (2007) 102 [hep-th/0611332]

”De Sitter string vacua from Kähler uplifting”

• Rummel M, Westphal A: jhep01, 02 (2012)

”A sufficient condition for de Sitter vacua in type IIB string theory”

Model

• IIB SSTのCYコンパクト化+3-form flux ＋ α13-補正 ＋NP効果

• CY: h2,1 ą h1,1

• N " 1: N は gaugino condensateを起こしているD7ブレーンの枚
数で，対応するゲージ場は SUpNq.

• Kḧaler potential

K “ ´2 ln

˜

V `
ξ̂

2

¸

´ lnpS ` S̄q ´ ln

ˆ

´i

ż

Y

Ω̄ ^ Ω

˙

,(10.17.1)

W “ W0 `
ÿ

i

Aie
´aiTi ; W0 “

1

2π

ż

Y

Gr3s ^ Ω, (10.17.2)

ξ̂ “ ´
ζp3qχpY q

4
?

2p2πq3
pS ` S̄q3{2 “ ξe´3ϕ{2 (10.17.3)

10.17.1 例：CP 4r1, 1, 1, 1, 1sの divisor

CP 4r1, 1, 1, 1, 1sにおいて，

z51 ` ¨ ¨ ¨ z55 “ 0 (10.17.4)
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図 14: CP 4r1, 1, 1, 1, 1sの divisorへの FCYCのKähler uplifingで得られ
るポテンシャル．a “ 2π{100, A “ 1,W0 “ ´32.35, ξ̂ “ 7.98

により定義されるCYに対して，

h1,1 “ 1, h2,1 “ 101, χ “ ´200, κ “ 5, ξ “ 0.4845 (10.17.5)

10.17.1.1 1. 複素構造モジュライとディラトンを固定した場合

ポテンシャルは

V ptq “ eK
”

KT T̄
␣

a2A2e´2at ´ 2Re paAe´atW̄ K̄T q
(

` Uα1

ı

,(10.17.6)

Uα1 “ 3ξ̂
V 2 ` 7ξ̂V ` ξ̂2

pV ´ ξ̂qpξ̂ ` 2V q2
|W |2, (10.17.7)

V “ γpT ` T̄ q3{2 “ γp2tq3{2 “
?

6κt3{2, (10.17.8)

KT T̄ “ γ´4{3V
1{3p4V 2 ` ξ̂V ` 4ξ̂2q

12pV ´ ξ̂q
. (10.17.9)

このポテンシャルは次の scaling propertyをもつ：

a Ñ λ´1a pN Ñ λNq, t Ñ λt, ξ̂ Ñ λ3{2ξ̂ ñ V Ñ λ´3V. (10.17.10)
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図 15: CP 4r1, 1, 1, 1, 1sFCYCのKähler uplifingで得られるポテンシャル．

dS極小点の例

A “ 1, a “ 2π{10,W0 “ ´1.7, ξ̂ “ 0.4 ñ Vm « 2,

A “ 1, a “ 2π{100,W0 “ ´1.7, ξ̂ “ 79.8 ñ Vm « 376, Tm « 49, pξ̂{p2V qqm » 0.1,

A “ 1, a “ 2π{100,W0 “ ´32.35, ξ̂ “ 7.98 ñ Vm « 376, Tm « 43, pξ̂{p2V qqm » 0.01

10.17.1.2 2. Kählerモジュライとディラトンを動かした場合

W0を

W0 “ C1 ´ C2S; C1 “
1

2π

ż

Y

F ^ Ω, C2 “
1

2π

ż

Y

H ^ Ω (10.17.11)

とおく．
C1 “ ´13.743, C2 “ 1.4, A “ 1, a “ 2π{100のとき，極小点は

t « 33.3, s « 7.9, τ “ σ “ 0 (10.17.12)

モジュライの質量は

m2
s « 10´5, m2

σ « 5¨10´6, m2
t « 6¨10´8, m2

τ « 1.4¨10´7. (10.17.13)
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表 25: h1,1 “ 1となるCYの例

10.17.2 dS極小点が存在する条件

複素構造モジュライとディラトンが固定されたときのポテンシャルは，
極点付近で

V ptq »
3aA2 ` a2A2t

6γ2t2
e´2at `

aAW0

2γ2t2
e´at `

3W 2
0 ξ̂

64
?

2γ3t9{2

«
´W0a

3A

2γ2

ˆ

2C

9x9{2
´
e´x

x2

˙

(10.17.14)

と近似される．ここで，x “ atおよび

C ”
´27W0ξ̂a

3{2

64
?

2γA
. (10.17.15)

これより，

• C ă C1 » 3.65 : adS極小点

• C1 ă C ă C2 » 3.89: dS極小点

• C2 ă C: 極小点なし．

となる．
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図 16: CP 4r1, 1, 1, 1, 1sFCYCのKähler uplifingで得られるポテンシャル
のパラメータCへの依存性．

10.18 Monodromy Inflation

概要 String理論において，super-Planck excursionを自然な形で可能に
し，large field inflationを実現する強力なアイデア．周期性をもつモジュ
ライ変数が，ブレーンやフラックスとの相互作用によりmonodromy的非
周期性を獲得するというフレームワーク．

10.18.1 IIA理論におけるモジュライ安定化

概要 IIA理論では，IIB理論と異なり，量子効果を用いない純粋の古典
的なフラックスコンパクト化ですべてのモジュライが安定化される例が
存在する．

References

• Scherk J, Schwarz H: NPB153, 61 (1979)

How to get masses from extradimensions”

• Grimm TW, Louis J: NPB718, 153 (2005)

”The effective action of type IIA Calabi-Yau orientifolds”

970 目次へ



目次へ

• O DeWolfe, A Giryavets, S Kachru, W Taylor: jhep07, 066 (2005)

”Type IIA moduli stabilization”

• Derendinger JP, Kounas C, Petorpoulos PM, Zwirner F: NPB715,

211 (2005)

”Superpotentials in IIA compactifications with general fluxes”

• Villadoro G, Zwirner F: jhep 06, 047 (2005)

”N “ 1 effective potential from dual type-IIA D6/O6 orientifolds

with general fluxes”

IIA理論では，フラックスのみですべてのモジュライが安定化される場
合がある．

10.18.1.1 1. DGKTモデル

[O DeWolfe, A Giryavets, S Kachru, W Taylor (2005)]

• 理論：Massive IIA

• コンパクト化：Y “ T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2
3 orientifold

[Dixon IJ,Harvey JA, Vafa C, Witten E: NPB261, 678 (1985)]

– T 3: zi „ zi ` 1 „ zi ` α (α “ eiπ{3).

– T 3{Z3: orbifold

T : pz1, z2, z3q Ñ pα2z1, α
2z2, α

2z3q (10.18.1)

この orbifoldは２７個の不動点をもち，CY(χ “ 72)の特異
極限．

– T 3{Z2
3: free action Qによる同一視

Q : pz1, z2, z3q Ñ

ˆ

α2z1 `
1 ` α

3
, α4z2 `

1 ` α

3
, z3 `

1 ` α

3

˙

(10.18.2)

この orbifoldは 9個のZ3特異点をもち，CY(χ “ 24)の特異極
限で，h2,1 “ 0, h1,1 “ 12. h1,1のうち 9個は blow up modulas,

残り３個は幾何学的なKählerモジュライ．
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– Orientifolding O “ Ωpp´1qFLσ

σ : zi Ñ ´z̄i (10.18.3)

Orientifold plane O6は T 6の yi方向の T 3に巻き付く．

• モジュライ：Kähler 3個 + axio-dilaton

ψj “ bj ` ivj pj “ 1, ¨, 4q, (10.18.4a)

V “ v1v2v3, (10.18.4b)

v4 “
1

?
2
e´ϕ

?
V . (10.18.4c)

ここで，vjはトーラスT 2
j のサイズ，bj(j “ 1, 2, 3)はB2 “

ř3
j“1 bjwj

(wj9idz
j ^ dz̄jより，b4はCr3s “ b4α0より生じる:

Ω “ 31{4idz1 ^ dz2 ^ dz3 “
1

?
2

pα0 ` iβ0q. (10.18.5)

• Kählerポテンシャル

K “ ´ lnp8V 3e4ϕq “ ´ lnp32v1v2v3v
4
4q. (10.18.6)

• Flux H3, F2, F4, F6 ñ W

W “
f6
?

2
`

3
ÿ

i“1

f4,i
?

2
ψi ´

f0
?

2
ψ1ψ2ψ3 ´ 2f3ψ4. (10.18.7)

ここで f6, f4,i, f0, f3はフラックスの強度を表す整数で，次の量子化
条件を満たす

f0f3 “ ´2. (10.18.8)

この超ポテンシャルは，Kählerポテンシャルを一定に保つ変数の
変換

ψi Ñ
C

|f4,i
ψi pi “ 1, 2, 3q, (10.18.9a)

ψ4 Ñ
C

|f3|
ψ4 `

1

2
?

2

f6
f3
, (10.18.9b)

C “

b

|f0|´1|f4,1f4,2f4,3| (10.18.9c)

972 目次へ



目次へ

により

W “ C

˜

3
ÿ

i“1

f̂4,i
?

2
ψi ´

f̂0
?

2
ψ1ψ2ψ3 ´ 2f̂3ψ4

¸

(10.18.10)

と全体のスケールを除いて連続パラメータを持たない形に書き換え
られる．ここで，f̂˚は f˚の符号である．したがって，すべてのフ
ラックスがゼロでないときには，ポテンシャルはフラックスに依存
しなくなる．

• SUSY vacuum:このポテンシャルは

δ “ signpf0f4,1f4,2f4,3q (10.18.11)

として，δ “ ´1の時に超対称な adS臨界点をもつ：

f̂4,1ψ1 “ f̂4,2ψ2 “ f̂4,3ψ3 “ i

c

5

3
, f̂3ψ4 “ i

2

3

c

10

3
. (10.18.12)

10.18.1.2 2. VZ model

[Viladoro G, Zwirner F (2005); Derendinger JP, Kounas C, Petor-

poulos PM, Zwirner F (2005)]

• 内部空間：Y “ T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2 ˆ Z2{O

２つの Z2変換は, zj “ x2j`2 ` ix2j`3(j “ 1, 2, 3)とするとき,

Z2 : pz1, z2, z3q Ñ p´z1,´z2, z3q, (10.18.13a)

Z 1
2 : pz1, z2, z3q Ñ pz1,´z2,´z3q (10.18.13b)

• Orientifold変換O “ Ωpp´1qFLR:

R : pz1, z2, z3q Ñ p´z̄1,´z̄2,´z̄3q (10.18.14)

各場のパリティは
ϕ B C1 C3

p´1qFL ` ` ´ ´

Ωp ` ´ ` ´

• 変換で不変なバルクスカラ場
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– dilaton: ϕ

– Kähler moduli: tA (A “ 1, 2, 3)

– CS moduli: uA (A “ 1, 2, 3)

– axion fields:

B45, B67, B89 ñ τApA “ 1, 2, 3q, (10.18.15a)

C579;C568, C478, C469 ñ σ; νApA “ 1, 2, 3q(10.18.15b)

ここで，

ds2pMq “
1

ŝ
g̃µνpxqdxµdxν `

3
ÿ

A“1

tA

ˆ

ûApdx2j`2q2 `
1

ûA
pdx2j`3q2

˙

,(10.18.16a)

e´2ϕ “
ŝ

t1t2t3
, ŝ “ s2û1û2û3, (10.18.16b)

ui “

?
ŝû1û2û3
ûi

, (10.18.16c)

B45|67|89 “ τ1|2|3, (10.18.16d)

C579 “ σ, C568|478|469 “ ´ν1|2|3 (10.18.16e)

• Chiral modui variables

S “ s ` iσ, TA “ tA ` iτA, UA “ uA ` iνA. (10.18.17)

• Kählerポテンシャル

K “ ´ lnY ; Y “ st1t2t3u1u2u3 “ 3´4ϕV 3. (10.18.18)

• BG fluxes

– H3-flux: Hp0q “ H468, H
1|2|3|

p1q
“ H578|569|479

– geometrical flu fabc:

ω
1|2|3
p1q

“ f597|759|975, (10.18.19a)

ω
1|2|3
p2q

“ f586|748|964, (10.18.19b)

pωABp3q q “

¨

˚

˝

0 f 4
96 f 4

87

f 6
49 0 ff 6

58

f 8
74 f 8

65 0

˛

‹

‚

(10.18.19c)
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– RR-flux:

∗ F0: Fp0q

∗ F2: F
1|2|3
p2q

“ F45|67|89

∗ F4: F
1|2|3
p4q

“ F6789|8945|4567

∗ F6: dual to Fµνλσ “ F p6qϵµνλσpXq

• Super potetial

W “
1

4

ż

Y

G^ eiJ
c

´ ipH ´ if ˝J cq ^ Ωc. (10.18.20)

ここで，

J c “ J ` iB; J “
i

2

3
ÿ

A“1

dzA ^ dz̄A, (10.18.21a)

Ωc “ Re pieϕΩq ` iCr3s; Ω “ dz1 ^ dz2 ^ dz3,(10.18.21b)

pf ˝J cqabd “ f ebaJ
c
ed. (10.18.21c)

具体的には

J c45|67|b9 “ T1|2|3, (10.18.22a)

Ωc
579 “ S, Ωc

568|478|469 “ ´U1|2|3 (10.18.22b)

なので，

4W “

3
ÿ

A“1

pωAp1qTAUA ´ ωAp2qSTAq ´

3
ÿ

A,B“1

ωABp3q TAUB

`

3
ÿ

A“1

piFA
p4qTA ´ FA

p2qTBTCq ` Fp6q ´ iFp0qT1T2T3

`ipHp0qS ´

3
ÿ

A“1

HA
p1qUAq. (10.18.23)

• SUSY adS minimum: 理論が３つの T 2の入れ替えについて対称で，
BG fluxが条件

1

9
Fp6q “ ´t20Fp2q “

t0u0
6
ωp1q “

s0t0
2
ωp2q “

t0u0
6
ωp3q “ p,(10.18.24a)

t0
2
Fp4q “

t30
5
Fp0q “ ´

s0
2
Hp0q “

u0
2
Hp1q “ q (10.18.24b)
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を満たすとき，KとW は

K “ ´ lnpst4u3q, (10.18.25a)

W “
p

4

!

906pŜ ` 3ÛqT̂ ` 3T̂ 3
)

`
iq

4

!

´2pŜ ` 3Ûq ` 9T̂ ´ 5T̂ 3
)

(10.18.25b)

となり (T̂ “ T {t0, Û “ U{u0, Ŝ “ S{s0)，安定な超対称 adS最小点
をもつ:

S “ s0p1 ´ 3iaq, TA “ t0, UA “ u0p1 ` iaq. (10.18.26)

ここで，aは任意の実数である．したがって，ポテンシャルは aの
変化する方向に flat directionをもつ．

10.18.2 IIA理論での dS真空

概要 Massive IIAを pNil{Γq2 の orientifoldにコンパクト化．モジュラ
イは，g „ eϕV 1{4, e6σ „ V および Nil{Γのねじれたトーラスの 2つの
周期 L1, L2. ポテンシャルとして，RpY q Ñ VR, pO6, H3, F0q Ñ VOHm0 ,

F6 Ñ VF6 , KK5 braneÑ VKK5を考慮すると，安定な dS真空が存在．

References

• Silverstein E: prd 77, 106006 (2008)

”Simple de Sitter solutionS”

モデル

• 内部空間：Y “ Nil3 ˆ Ñil
3
{Γ{O

ℓ´2
s ds2pMq “ gpNilq ` gpÑilq; (10.18.27a)

gpNilq “ L2
1pη1q2 ` L2

2pη
2q2 ` L2

xpη3q
2, (10.18.27b)

η1 “ du1, η2 “ du2, η
3 “ dx `

M

2
pu1du2 ´ u2u1q.(10.18.27c)
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コンパクト化に用いる離散群 Γは各Nilについて，次の３つの等長
変換により生成される：

tx : px, u1, u2q Ñ px ` 1, u1, u2q, (10.18.28a)

t1 : px, u1, u2q Ñ
`

x ´ M
2
u2, u1 ` 1, u2

˘

, (10.18.28b)

t2 : px, u1, u2q Ñ
`

x ` M
2
u2, u1, u2 ` 1

˘

. (10.18.28c)

これらの変換は次の関係式を満たす：

t1t2t
´1
1 t´1

2 “ tMx (10.18.29)

また，orientifoldingはO “ Ωpp´1qqFLR:

R : Nil ˆ Ñil Q pX, X̃q Ñ pX̃,Xq (10.18.30)

これより，

π1pY q “
@

γ1 “ t1t̃1, γ2 “ t2t̃2, γx “ txt̃x; γ1γ2γ
´1
1 γ´1

2 “ γMx
D

,(10.18.31a)

H1pY,Zq “ xγ1, γ2, γx;Mγx “ 0y – Z ` Z ` ZM , (10.18.31b)

H1pY,Rq – R2. (10.18.31c)

• モジュライ: g, L, L1, L2, σ

ds2pMq “ gpX4q ` gpY6q, (10.18.32a)

eϕ “ gse
ϕ̃, (10.18.32b)

V “ L6{2 “ L2
1L

2
2L

2
x{2 “ pL6

0{2qe6σ, (10.18.32c)

g “
eϕ

L3{2
“

gs

L
3{2
0

eϕ̃´3σ, (10.18.32d)

gEpX4q “ e6σ´4ϕ̃gspX4q. (10.18.32e)

• stringフレームのポテンシャル Vsと Einsteinフレームでのポテン
シャル V の関係：

Vs “ ´
1

2ℓ4s

ż

Y

e´2ϕRspY q ` ¨ ¨ ¨ (10.18.33)

に対して，

V “ m4
pl

e4ϕ

pL6{2q2
Vs. (10.18.34)

977 目次へ



目次へ

• 曲率

RspY q “ ´
L2
xM

2

ℓ2sL
4
u

; L2
u “ L1L2 ñ VR “ m4

pl

g2L2
xM

2

2L6
.

(10.18.35)

• Orientifold plane O6 とH3フラックス

– O6 plane tension

VO6 “ ´23πg3. (10.18.36)

– Tadpole cancelation for H3:

m0

ż

Σ3

H “ ´2
?

2µ6κ
2nO6. (10.18.37)

ここで，orientifold projectionで残るH3は

H3 “ p1pη1 ^ η2 ^ η3 ´ η̃1 ^ η̃2 ^ η̃3q

`p2pη̃1 ^ η2 ^ η̃3 ´ η1 ^ η̃2 ^ η3q

`p3pη1 ^ η̃2 ^ η̃3 ´ η̃1 ^ η2 ^ η3q (10.18.38)

量子化条件

m0 “
f0

2
?

2πℓs
; f0 P Z, (10.18.39a)

pi “ ´h3 ip2πq2ℓ2s; h3 i P Z (10.18.39b)

を考慮すると，tadpole相殺条件は

f0h3 i 2 ñ f0 “ 1, h3,i “ h3 “ 2. (10.18.40)

よって，O6, H3および F0のポテンシャルへの寄与は

m´4
pl VOHm0 “

3p2g2

2ℓ4sL
6

´
2
?

2

ℓs
|m0p|g3 `

ℓ2sm
2
0g

4L6

4
. (10.18.41)

• F6 フラックス

F6 “ ℓ5sKη
1 ^ η2 ^ η3 ^ η̃1 ^ η̃2 ^ η̃3, (10.18.42)

K “ f6p2πq5{
?

2; f6 P Z, (10.18.43)

VF6 “ m4
plg

4 K
2

4L6
. (10.18.44)
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• Discrete Wilson line

F̃2 “ dC1 ` m0B, (10.18.45a)

B “
q

M
p2πq2ℓ2sdx ^ dx̃ `

r

M
p2πq2ℓ2spdx ^ η̃1 ´ dx̃ ^ η1q ` ¨ ¨ ¨ ,(10.18.45b)

VBWL “ 4π4m4
plm

2
0ℓ

2
s

´ q

M

¯2

g4 ` ¨ ¨ ¨ . (10.18.45c)

• KK 5-branes：4次元時空Xおよび Bx ´ Bx̃, Bu1 ` Bu2 ` Bũ1 ` Bũ2に
巻きつくD5ブレーンで，Bx ` Bx̃方向のUp1qに関してKK磁荷を
もつ．

VKK5 “ 4￥mpl2g2nK
L
5{2
x

L9{2
. (10.18.46)

• 全ポテンシャル

V “ m4
pl

`

ag2 ´ bg3 ` cg4
˘

; (10.18.47)

a “ M2 L
4
x

2L6
` 4nK

L
5{2
x

L9{2
`

3p2

2ℓ4sL
6
, (10.18.48)

b “
2
?

2

ℓs
|pm0|, , (10.18.49)

c “ ℓ2s

”m2
0

4
L6 ` 4π4m2

0

´ q

M

¯2 L6

L4
x

`

´ r

M

¯2 16π4m2
0L

3

Lx

`

´ r

M

¯4 p2πq8m2
0

L2
x

`
K2

4ℓ12s L
6

ı

. (10.18.50)

このポテンシャルは

δ “
4ac

b2
´ 1 (10.18.51)

で定義される δの最小値が

0 ă δ ă 1{8 (10.18.52)

を満たすことがいえることより，gに関して V ą 0となる極小点を
もつ．

• Example: nK “ M “ 10, f6 “ 80, q “ r “ 1 [Silverstein E (2008)]

– Critical point

g » 0.00015 ñ δ “ 0.005359, (10.18.53a)

pL,Lxq “ p15.45, 2.099q ñ V » 2.4 ˆ 10´13.(10.18.53b)
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図 17: IIA理論のNilコンパクト化により得られた dS真空の例

Scaling モジュライ変数を

L “ K1{6L̂, Lx “ M´1{2L̂x, g “ K´1ĝ (10.18.54)

とスケールすると，ポテンシャルは次の形に書ける：

V “
m4

pl

K3
ĝ2pâ ´ b̂ĝ ` ĉĝ2q; (10.18.55a)

â “
L̂4
x

2L̂6
` 4nK

K1{4

M5{4

L̂
5{2
x

L̂9{2
`

6p2πq4

L̂6
, (10.18.55b)

b̂ “ 8π, (10.18.55c)

ĉ “
L̂6

32π2
`
π2q2

2

L̂6

L̂4
x

` 2π2
´ r

M

¯2
ˆ

M

K

˙1{2
L̂3

L̂x

`32π6
´ r

M

¯4 M

K

1

L̂2
x

`
1

4L̂6
. (10.18.55d)

10.18.3 Monodromy inflation in IIA

概要 Massive IIA理論のNilコンパクト化において，適当なNilの S1に
巻きつくD4ブレーンを考えると，その別の S1方向の運動に対してモノ
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ドロミーが生じ，D4ブレーンの位置がインフラトンとなる large field イ
ンフレーションモデルが構成できる．

References

• Silverstein E, Westphal A: prd78, 106003 (2008)

“Monodromy in the CMB: Gravity waves and string inflation”

10.18.3.1 1. D4ブレーンの作用積分

10次元 IIA理論の Y6 “ Nil{Γ ˆ ĂNil{Γ̃へのコンパクト化において，

x1 “ x ´
M

2
u1u2 (10.18.56)

とおくと，Γを生成する変換 tx, t1, t2は

tx : px1, u1, u2q Ñ px1 ` 1, u1, u2q, (10.18.57a)

t1 : px1, u1, u2q Ñ px1 ´ Mu2, u1 ` 1, u2q, (10.18.57b)

t2 : px1, u1, u2q Ñ px1, u1, u2 ` 1q (10.18.57c)

となるので，Nil{ΓはNil{ xtx, t2y – T 2 ˆ Rを t1で割ったものとなる．
いま，4次元時空X4に広がり，Nil{Γの x1 “ const, u1 “ constで決ま
る u2方向の S1に巻き付くD4ブレーンを考える．この S1の長さは，u1
の関数 pL2

2 ` L2
xM ´ 2u21q

1{2となり，|u1|の増大とともに限りなく増大す
る．D4ブレーンのエネルギーはこのS1の長さに比例するので，large field

inflatonの候補となる．
D4ブレーンがu1方向のみに運動するとすると，D4ブレーンの作用積分

SD4 “ ´

ż

Σ5

d5ξ

p2πq4ℓ5s
e´ϕ

a

detpG ` Bq `
1

p2πq4ℓ5s

ż

Σ5

Ce´B`2πℓ2sF

(10.18.58)

は，

SD4 “
1

p2πq4gsℓ4s

ż

d4x
?

´g4

b

pL2
2 ` L2

xM
2u21q p1 ´ ℓsL2

1 9u21q (10.18.59)

となる．これを 9u1について展開し 2次まで取り，運動項の正規化のため
に，変換

dϕ

du1
“

L
3{2
u β´1{4

p2πq2
?
gsℓs

ˆ

1 `
M2L2

x

βL2
u

u21

˙1{4

(10.18.60)
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を行うと，

SD4 “

ż

d4x
?

´g4

ˆ

1

2
9ϕ2 ´ VD4pϕq

˙

; (10.18.61)

VD4 “
β1{2Lu

p2πq4gsℓ4s

ˆ

1 `
M2L2

x

βL2
u

u1pϕq2
˙1{2

(10.18.62)

を得る．ここで，
β ” L2{L1, L2

u “ L1L2 (10.18.63)

10.18.3.2 2. ポテンシャルの振る舞い

ϕcrを
ϕcr

mpl

« p2πq3{2β1{4 g
1{2
s L3{4

?
2ML

9{4
x

(10.18.64)

とすると，

• ϕ ! ϕcrのとき：

VD4 »
1

2
m2ϕ2; m2 “

M2L4
x

ℓ2sL
6
. (10.18.65)

Nilコンパクト化におけるモジュライポテンシャルのうち，曲率項
の寄与を

Vmod,R » m4
pl

p2πq7

4
g2
M2L2

x

L6
(10.18.66)

とすると，

VD4 „

ˆ

ϕ

mpl

˙2

Vmod,R (10.18.67)

より，ϕ Á mplの領域でこの近似が成り立つとすると，D4ブレーン
のエネルギーがモジュライ安定化に大きく影響することになる．し
たがって，次の ϕ " ϕcrの領域までブレーンのモジュライ安定化へ
の影響が無視して上記のポテンシャルが使用できるためには，

ϕcr ă mpl (10.18.68)

が要求される．
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• ϕ " ϕcrのとき：

ϕ «
M1{2LuL

1{2
x

6π2g
1{2
s ℓsβ1{2

u
3{2
1 (10.18.69)

より，

VD4 » µ10{3ϕ2{3; (10.18.70)

µ10{3 “

ˆ

3

2

˙2{3

p2πq´8{3M
2{3β1{3Lx

ℓ
10{3
s g

2{3
s L

. (10.18.71)

10.18.3.3 3. 整合性

D4の影響でモジュライ安定化が壊されないための条件 Vmod,Rをモジュ
ライポテンシャルのうち曲率の寄与として，安定化が壊されないための
必要条件は

VD4 ă Vmod,R ñ ϕ ă ϕmax „ mpl ˆ p2πq21{2

ˆ

mpl

µ

˙5
M3g3L6

x

8L9
.

(10.18.72)

Rescaleしたモジュライ変数で表すと

ϕcr

mpl

„ p2πq3{2β1{4ĝ1{2

ˆ

M

K

˙1{8
˜

L̂

L̂x

¸9{4

, (10.18.73a)

ϕmax

mpl

„
β´1{2

3p2πq3ĝ

ˆ

K

M

˙1{4
L̂

L̂x

´9{2

(10.18.73b)

これより，F6フラックスの大きさKを大きく，または βを小さくなるパ
ラメータ tuningをすれば，ϕcr{mpl ! 1かつ ϕmax{mpl Á 10という要請が
満たされる．
【注 10.30】 　

• KK5ブレーンの生み出すポテンシャルは

VKK5 „
1

?
β
m4

plg
2ML

5{2
x

L9{2

„
m4

pl

K3

1
?
β

ˆ

K

M

˙1{4
L̂2
x

L̂9{2
ĝ2 „ Vmod,R ˆ

1
?
β

ˆ

K

M

˙1{4
L̂3{2

L̂2
x

(10.18.74)

となるので，K2{βを増大させると，KK5ブレーンのエネルギーが
支配的となり危険．
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• Kallosh-Linde問題

m2
plH

2
inf „ VD4 ă Vmod,R „ m2

plRspY q À m2
plm

2
3{2 (10.18.75)

より
Hinf À m3{2. (10.18.76)

l

D4ブレーンの反作用によるモジュライ極点のずれとインフレーション軌
道のずれ 全ポテンシャルは，D4ブレーンがない場合のモジュライ平衡
点近傍で展開すると

Vtot “ VmodpLeσq ` VD4pϕ, Leσq

» VmodpLq `
1

2
B2
σVmodσ

2 ` VD4pϕ, Lq

`BσVD4σ `
1

2
B2
σVD4σ

2 (10.18.77)

ここで，
VD4 ! Vmod ! B2

σVmod (10.18.78)

より，

σ «
BσVD4

B2
σVmod ` B2

σVD4

„
VD4

Vmod,R

. (10.18.79)

これを考慮して B2
ϕV を計算すると，

∆η „ η
VD4

Vmod,R

. (10.18.80)

したがって，VD4{Vmod,R ! 1なら，ηへの backreactionは無視できる．

D4の6次元内部空間への影響 D4ブレーンがu1の位置にあるとき，D4

ブレーンは u2方向に一定の間隔でずれながら，x1方向にNw “ Mu1回巻
き付いた状態にある：

Nw “ Mu1 „
VD4

Vmod,R

2L3
xM

2

p2πq3gs
. (10.18.81)
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そこで，Y6においｋて u2, x, x̃方向を KK reductionし，ũ2u1, ũ1上の理
論に落とすと，D4ブレーンの重力ポテンシャルは

ΦD4 „
G7VD4

r
; G7 „ p2πq4

g2sℓ
5
s

L2
xL2

. (10.18.82)

これより，D4ブレーンの曲率の影響領域の半径 rcは rc „ G7VD4. これ
を Y の半径と比較すると

rc
L2ℓs

„
VD4

Vmod,R

L3
xM

2

βL3p2πq2
„

VD4

Vmod,R

1

βp2πq2

c

M

K
,(10.18.83a)

rc
L2ℓs

„
VD4

Vmod,R

1

p2πq2

c

M

K
. (10.18.83b)

ここで，
VD4

Vmod,R

9β1{3 (10.18.84)

より，K{M " 1としても βが小さすぎると，内部空間が古典的に扱える
条件

rc
L2ℓs

! 1,
rc
L1ℓs

! 1 (10.18.85)

が満たされなくなる．

10.18.3.4 4. 観測情報からの制限

一般に，V9ϕpのとき，

N »
1

2p

#

ˆ

ϕN
mpl

˙2

´ 1

+

(10.18.86)

より，スカラ曲率ゆらぎの振幅は

∆R »

˜

V 3

12π2m6
plV

12

¸1{2

»
p4{3q1{6

2π
N2{3

ˆ

µ

mpl

˙5{3

. (10.18.87)

COBE規格化では

µobs » 1.6 ˆ 10´3 pN “ 60q. (10.18.88)
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整合性条件を rescaleされたモジュライパラメータで表すと

ϕcr

mpl

„ p2πq3{2γ´1{2 ĝ
1{2

?
2

˜

L̂

L̂x

¸9{4

! 1, (10.18.89a)

ϕmax

mpl

„
γ

3p2πq3ĝ

˜

L̂

L̂x

¸´9{2

ą
ϕN
mpl

, (10.18.89b)

ϕ˚

mpl

„ K9{8γ1{4, (10.18.89c)

∆R „ 602{3 p2πq7{2

25{6
K´3{2γ´1{3ĝ4{3 L̂

1{2
x

L̂3{2
. (10.18.89d)

ここで，

γ ” β´1{2

ˆ

K

M

˙1{4

. (10.18.90)

まず
ϕmax ą 9mpl ñ γ ą 190 pNtotal ą 60q (10.18.91)

また，

∆R „ 5.4 ˆ 10´5 ñ γ1{3K3{2 „ 1.9 ˆ 1010. (10.18.92)

両者より，
K ď 2.3 ˆ 106 ñ f6 À 310. (10.18.93)

および
βM {2 À 0.04 (10.18.94)

これはM “ 1でも β „ 0.04程度の fine tuningが必要であることを意味
する．

（注） SilversteinがdS真空を求めたモデルでは，KK5ブレーンはβ “ 1

に安定化させる効果をもつ．

【問 10.31】 　 IIA理論のNilコンパクト化において，D4を u2 ´ ũ2方
向に巻き付け，u2 ` ũ2, u1, ũ1の線形結合の方向に動くとする：

u2 “ σ ` cuBptq, ũ2 “ ´σ ` cuBptq, u1 “ auBptq, ũ1 “ buBptq.

(10.18.95)

このとき，uB " 1で，VD49ϕ
2{5となることを示せ． l
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10.18.4 Axion monodromy inflation in IIB model

概要 IIB理論における DBI作用積分が生み出す D5-B場アクシオン結
合，NS5-Cがアクシオン結合を用いると，大振幅で V9ϕとなる大振幅ア
クシオンインフレーションモデルが構成できる．このモデルは，IIA理論
の Nilコンパクト化に基づくmonodromy influmの T双対と見なすこと
ができる（D4Ø D5/NS5, geometrical flux Ø B{C場).

References

• McAlister, Silverstein E, Westphal A: prd82, 046003 (2010)

Gravity waves and linear inflation from axion monodromy”

axions IIB理論では、２種類のモデル依存 axionsが生じる：

• B2 “
ř

I bIω
I ñ bI(I “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1)

• Cp “
ř

c
ppq
α ωαrps ñ c

ppq
α (α “ 1, ¨ ¨ ¨ , bp)

ブレーンが存在しないとき、これらの場はシフト対称性をもつ：

ϕa Ñ ϕa ` p2πq2fa (10.18.96)

運動項は一般に、

Skin “
1

2

ż

d4x
?

´g4γ
IJBaI ¨ Baj (10.18.97)

の構造をもつ。ここで、

γIJ “

#

1
6p2πq7g2sℓ

8
s

ş

Y
˚ωI ^ ωJ ; bI

1
6p2πq7ℓ8s

ş

Y
˚ωI ^ ωJ ; cJ

(10.18.98)

これより、

m2
pl “

2

p2πq7
V

g2sℓ
2
s

, V “ VolpY q{ℓ6s “ L6 (10.18.99)

を考慮すると

ϕ2
b „

L2b2

3g2sp2πq7ℓ2s
“

1

6
L2m2

plb
2 ñ fa „

L
?

6
mpl,(10.18.100a)

ϕ2
c „

L2c2

3p2πq7ℓ2s
“

1

6
g2sL

2m2
plc

2 ñ fa „
gsL
?

6
mpl.(10.18.100b)
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Brane-axion 相互作用 DBI作用積分より

D5 : V pbq “
ϵ

gsp2πq5ℓ4s

?
ℓ4 ` b2, (10.18.101a)

NS5 : V pbq “
ϵ

g2sp2πq5ℓ4s

a

ℓ4 ` g2sc
2 (10.18.101b)

両者はS双対変換により互いに移り変わる．いずれのモデルでも、ϕa " mpl

のとき
V pϕaq « µ3

aϕa (10.18.102)

B-axion IIB理論の CYコンパクト化により、N “ 2の 4D sugraが得
られる。この際のモジュライは、orientifold射影のあと、

• Kähler: TA “ τA ` iθA; θA “
ş

Σ
p4q
A
C4

ñ Tα` : O-even

• Axionic: GI “ g´1
s bI ` ipcI ´ C0b

Iq: O-odd

このとき、

Tα “
3

2
pBvαV ` iθαq ´

3

8
eϕcαIJGIpG ` ḠqJ (10.18.103)

より、Kählerポテンシャルは

K “ ´2 lnpe´3ϕ{2V q “ ´3 ln

ˆ

TL ` T̄L `
3

2
e´ϕcLIJbIbJ

˙

(10.18.104)

となる。このK の b依存性のため、B-axionには η問題が起こりインフ
ラトンとなれない。

C-axion C-axionとNS5ブレーンの結合の場合、η問題は起こらず、イ
ンフラトンとなることが可能。ただし、Euclidian D1ブレーンとの相互
作用は危険で、抑制が必要。
例えば、h1,1` “ 2, h1,1´ “ 1となるコンパクト化では、

K “ ´2 ln VE; VE “
L6

g
3{2
s p2πq6

“ pTL ` T̃Lq3{2 ´ rT` ` T̄` `
3

8
gsc`´´pG´ ` Ḡ´q2s3{2,

(10.18.105a)

W “ W0 ` A1e
´a`T` ` ALe

´aLTL (10.18.105b)
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に対し、モデルパラメータを

AL “ ´1, A` “ 1, aL “
2π

25
, a` “

2π

3
, W0 “ 3 ˆ 10´2 ˆ W0pKKLTq

(10.18.106)

ととると、モジュライは安定化される：

TL „ 20, T` „ 4, b „ 0. (10.18.107)

さらに、NS5ブレーンとの相互作用

VNS5 “ m4
pl

e4Abottom

p2πq3gsV 2
E

b

v2` ` g2sc
2, (10.18.108)

v2` “
gs
2

"

T` ` T̄` `
3

8
gsc`´´pG´ ` Ḡ´q2

*

, (10.18.109)

ϕc „ mple
Atop

cgs
L2

(10.18.110)

を考慮すると、cはインフラトンとなる。モデルパラメータとして

eAbottom „ 0.04, eAtop „ 1 (10.18.111)

と取ると、巻きつき数はNw „ 70となり、axionのモジュライへの反作用
は無視できる。

10.18.5 様々な axion monodromy influms

• Stringy realisation

– Baumann D, McAllister L: Inflation and String Theory (CUP,

2015)

review

– Westphal A: IJMPA30, 1530024 (2015) [1409.5350]

• D7-deformation moduli ñ axion

– Arends M, Hebecker A et al: FortPhys. 62, 647 (2014) [1405.0283]

• B-axion

– McAllister L, Silverstein E, Westphal A, Wrase : jhpe09, 123

(2014) [1405.3652]
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– Franco S, Galloni D, Retolaza A, Uranga A: jhep02, 086 (2015)

[1405.7044]

• NG flux + Kähler moduli ñ axion

– Hassler F, Lust D, Massai S: [1405.2325]

• Wilson line axion, MSSM D-brane position modulus

– Ibanez LE, Valenzuela I: plb736, 226 (2014) [1404.5235]

• F-theory

– Grimm TW: plb739, 201 (2014) [1404.4268]

• CS moduli

– Garcia-Etxebarria I, Grimm TW, Valenzuela I: npb 899, 414

(2015) [1412.5537]
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10.19 Non-geometrical flux

10.19.1 T双対変換

References

• Buscher TH: PLB194(1987)59.

“A Symmetry of the String Background Field Equations’‘

• Buscher TH: PLB201(1988)466.

“Path-integral derivation of quantum duality sigma-models’‘

• Bergshoeff E, Hull CM, Ortin T: NPB451(1995) 547.

”Duality in the Type–II Superstring Effective Action“

• Hassan SF: NPB568 (2000) 145.

”T-Duality, Space-time Spinors and R-R Fields in Curved Back-

grounds”

10.19.1.1 1. NS sector

Nonlinear σモデルアプローチ [Buscher TH (1987, 1988)]

ストリング作用積分

S “
1

4πα1

ż

Σ2

d2σ
?
h
“

habgpXqpBaX, BbXq ` ϵabBpXqpBaX, BbXq ` α1p2qRϕpXq
‰

(10.19.1)

において，背景場が k “ Bx方向に不変であるとする：

BxgMN “ BxBMN “ Bxϕ “ 0 (10.19.2)

このとき，この作用積分は次のものと同等である：

S1 “ S0pBaX
x Ñ Vaq `

1

4πα1

ż

Σ2

XxdV (10.19.3)
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この新たな作用積分で，Lagrange multiplier Vaを消去すると（Legendre

変換),

Ŝ “ S0pg Ñ ĝ, B Ñ B̂q; (10.19.4)

ĝ “ g´1
xx pdXx ` Bpxqq

2 ´ gxxg
2
pxq ` g1 (10.19.5)

B̂ “ gpxq ^ p´dXx ` Bpxqq ` B1 (10.19.6)

ϕ̂ “ ϕ ´ 1
2

log gxx (10.19.7)

を得る．ここで，

gpxq “
1

gxx
gxIdX

I (10.19.8a)

Bpxq “ IBxB “ BxIdX
I (10.19.8b)

この変換則はBucherルールと呼ばれる．

10.19.1.2 2. RRセクター

RRセクターのフォーム場

• IIA

F̃2 “ F2 “ dC1, (10.19.9a)

F̃4 “ dC3 ` C1 ^ H3 (10.19.9b)

• IIB

F̃1 “ F1 “ dC0, (10.19.10a)

F̃3 “ dC2 ´ C0H3, (10.19.10b)

F̃5 “ ˚F̃5 : dF̃5 “ H3 ^ F̃3 (10.19.10c)

のT双対変換は，

Fnpxq “ IBxFn “
1

pn ´ 1q!
FxI1¨¨¨In´1dX

I1 ^ ¨ ¨ ¨ dXIn´1 (10.19.11)

とおくとき，

F̃rnspxq “ F̃ 1
rn´1s ´ gpxq ^ F̃rn´1spxq, (10.19.12a)

F̃ 1
rns “ F̃rn`1spxq ` Bpxq ^ F̃rnspxq (10.19.12b)

で与えられる [Bergshoeff E, Hull CM, Ortin T (1995); Hassan SF (2000)].
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10.19.2 Geometrical flux

概要 Nil多様体など，ツィストしたトーラスによるコンパクト化は，ツィ
ストを一種のフラックスと見なすことにより，広い意味でフラックストー
ラスコンパクト化と見なすことができ，通常のフラックスコンパクト化
とＴ双対変換により結びつく．

Reference

• Kachru S, Shulz MB, Tripathy PK, Trivedi SP: JHEP0303(2003)061

“ New supersymmetric string compactifications”

10.19.2.1 1. 簡単な例

H3フラックスをもつ直交トーラス

T 3 “ R3{Z3 : px, y, zq „ px ` 1, y, zq „ px, y ` 1, zq „ px, y, z ` 1q;(10.19.13)

ds2 “ dx2 ` dy2 ` dz2, (10.19.14)

B “ Nzdx ^ dy, (10.19.15)

H3 “ dB “ Ndx ^ dy ^ dz; N “

ż

T 3

H3 pp2πq2α1 “ 1q (10.19.16)

に対して，x方向にT双対変換を施すと，

gpxq “ 0, Bpxq “ Nzdy; B1 “ 0 (10.19.17)

より，トーラスはNil多様体に変化し，B場は消える：

ds2 “ pdx ` Nzdyq2 ` dy2 ` dz2 (10.19.18a)

B “ 0 ñ H3 “ 0. (10.19.18b)

このNil多様体の自明でない接続係数をもち，それから作られる 3形式

ω3 “ ωab ^ θa ^ θb “ Nθ1 ^ θ2 ^ θ3 (10.19.19)

の成分は定数となる．この 3形式は geometric fluxと呼ばれる．
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10.19.2.2 2. T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2 orientifold

IIB-1 + O3

• Geometry

T 6 “ T 2 ˆ T 2 ˆ T 2 Q ppx1, y1q, px2, y2q, px3, y3qq;(10.19.20)

ds2 “

3
ÿ

i“1

“

R2
xipdx

iq2 ` R2
yipdy

iq2
‰

(10.19.21)

• Flux

H3 “ ´N1pdx12 ` dy12q ^ dx3 (10.19.22a)

F3 “ N2pdx
12 ` dy12q ^ dy3 (10.19.22b)

F1 “ F5 “ 0 (10.19.22c)

ここで，N1, N2 P Z.

• Moduli

– Complex structure : h1,2 “ 9 for full.

τj “ iRyj{Rxj pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , 3q, S “ C0 ` ie´Φ (10.19.23)

– Kähler: h1,1 “ 9 for full

ρj “ iRxjRyj pj “ 1, 2, 3q (10.19.24)

• 10D IIB field equations (warping is neglected)

G3 “ F3 ´ SH3 “ pdx12 ` dy12q ^ pN2dy
3 ` N1Sdx

3q (10.19.25)

– Axio-dilaton =const ñ G3 ¨ G3 “ 0 ñ Sτ3 “ N2{N1

– Imaginary self-duality: ˚G3 “ iG3 ñ τ1τ2 “ ´1

– Z2 orientifolding: pxi, yiq ñ p´xi,´yiq ñ N “ 4 Susy,

26 “ 64 O3 + flux ñ N “ 2 Susy

– RR-tadpole cancelation

ND3 ` Nflux “
1

4
NO3 “ 16;

Nflux “
1

p2πq4pα1q2

ż

Y6

H3 ^ F3 “ 2N1N2{2 “ N1N2(10.19.26)
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• Superpotential

Ω “ pdx1 ` τ1dy
1q ^ pdx2 ` τ2dy

2q ^ pdx3 ` τ3dy
3q

ñ WIIB “

ż

G3 ^ Ω “ ´p1 ` τ1τ2qpN2 ´ N1Sτ3q(10.19.27)

IIB-1+O3 ñ IIA-2 + O4 x1方向のT変換を施すと

gx1x1 “ R2
x1, gpx1q “ 0, Bpx1q “ N1x

2dx3; B1 “ N1y
2dy1 ^ dx3

(10.19.28)

より、次の IIA理論の oritentifoldコンパクト化を得る：

• Geometry: Nil3 ˆ T 3

ds2 “ R̃2
x1

`

dx1 ` N1x
2dx3

˘2
` R2

x2pdx
2q2 ` R2

x3pdx
3q2 `

3
ÿ

j“1

R2
yjpdy

jq2,(10.19.29)

R̃x1 “ 1{Rx1 (10.19.30)

• Topology: Nilは T 2 ˆ Rを次の変換で同一視したものである：

x2 Ñ x2 ` 1,

˜

x1

x3

¸

Ñ S

˜

x1

x3

¸

; (10.19.31)

S “

˜

1 0

N1 1

¸

:

˜

γ1 Ñ γ1 ` N1γ3
γ3 Ñ γ3

¸

(10.19.32)

これより、

N1γ3 „ 0 ñ H1pY6q – Z5 ‘ ZN1 ñ b1 “ 5 (10.19.33)

Kähler多様体に対しては、h0,1 “ h1,0より b1は偶数となるので、こ
れは Y6がKähler多様体でないことを意味する。

• Form fluxes

H3 “ ´N1dy
1 ^ dy2 ^ dx3 (10.19.34a)

F2 “ N2dx
2 ^ dy3 (10.19.34b)

F4 “ N2pdx1 ` N1x
2dx3q ^ dy123 (10.19.34c)
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• Geometrical flux: 基底

θ1 “ R̃x1pdx
1 ` N1x

2dx3q, θ2 “ Rx2dx
2, θ3 “ Rx3dx

3, ¨ ¨ ¨

(10.19.35)

に対して、接続係数は

ω2
3 “ ´fθ1, ω3

1 “ fθ2, ω1
2 “ fθ3; f “ N1

R̃x1

Rx2Rx3

(10.19.36)

となるので、geometrical fluxは

ωr3s :“ 1
2
ωabθ

a ^ θb “ fθ1 ^ θ2 ^ θ3 “ N1R
´2
x1 dx

1 ^ dx2 ^ dx3

(10.19.37)

• 曲率

R2
3 “ ´3f 2θ2 ^ θ3, R3

1 “ f 2θ3 ^ θ1, R1
2 “ f 2θ1 ^ θ2,(10.19.38a)

R1
1 “ 2f 2, R2

2 “ R3
3 “ ´2f 2, (10.19.38b)

Rs “ ´2f 2. (10.19.38c)

• Moduli

– Axio-dilaton: S̃ “ Rx1S.

– Complex structure: τ̃1 “ iR̃x1{Ry1 “ ´1{ρ1, τ̃2 “ τ2, τ̃3 “

τ3

– Size: ρ̃1 “ iR̃x1Ry1 “ τ1, ρ̃2 “ ρ2, ρ̃3 “ ρ3

– Constraint

ρ̃1τ̃2 “ ´1, R̃x1S̃τ̃3 “ N2{N1 (10.19.39)

• Superpotential

ΩIIA “ η1 ^ η2 ^ η3; ηj “ θj ` τ̃ jθj`3 pj “ 1, 2, 3q, (10.19.40a)

GIIA “ F̃4pxq ` k ^ F2 ´
iR̃x1

gIIAs

´

H3 ` R̃´2
x1 k ^ dk

¯

; k “ gx1 µdx
µ

(10.19.40b)

より、

WIIA “

ż

GIIA^ΩIIA “ ´N2p1`ρ̃1τ̃2q`N1N2R̃x1S̃pτ̃3`ρ̃1τ̃2τ̃3qp“ WIIBq.

(10.19.41)
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IIA-2 + O4 ñ IIB-3 + O5 IIA-2+O4において、y1方向にT変換
を施すと、

gpy1q “ 0, Bpy1q “ N1y
2dx3; B1 “ 0 (10.19.42)

より、つぎのような IIB理論のコンパクト化を得る：

• Geometry

ds2 “ R̃2
x1pdx

1 ` N1x
2dx3q2 ` R2

x2pdx
2q2 ` R2

x3pdx
3q2(10.19.43)

`R̃2
y1pdy

1 ` N2y
2dx3q2 ` R2

y2pdy2q2 ` R2
y3pdy

3q2(10.19.44)

• Form flux

H3 “ 0 (10.19.45a)

F3 “ ´N2pdx1 ` N1x
2dx3q ^ dy23 ` N2pdy

1 ` N1y
2dx3q ^ dx2 ^ dy3

(10.19.45b)

• Geometrical flux

ω2
3 “ ´fθ1, ω3

1 “ fθ2, ω1
2 “ fθ3; f “ N1R̃x1{pRx2Rx3q

(10.19.46a)

ω5
3 “ ´gθ4, ω3

4 “ gθ5, ω4
5 “ gθ3; g “ N1R̃y1{pRy2Rx3q

(10.19.46b)

• Superpotential

Ĵ “ iĵij̄η
i ^ ηj̄ ñ Ω̂ “ η1 ^ η2 ^ η3, (10.19.47a)

Ĝ3 “ F̂5pyxq ` k̂pxq ^
ˆ̃F3pyq ´ k̂pyq ^

ˆ̃F3pxq ` k̂pxq ^ k̂pyq ^ F̂1(10.19.47b)

´ie´Φ̂

c

det
xy
ĵ
´

Ĥ3 ` ĵ´1
xx k̂pxq ^ dk̂pxq ` ĵ´1

yy k̂pyq ^ dk̂pyq

¯

(10.19.47c)

より、

ŴIIB “

ż

Ĝ3 ^ Ω̂ (10.19.48)
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10.19.3 Non-geometric flux

概要 Hフラックス，幾何学的フラックスF，非幾何学的フラックスR,

Qのすべてを考慮すると，IIA理論のトーラスコンパクト化で得られる 4

次元有効理論と IIB理論から得られる 4次元有効理論は完全に T 双対性
で対応するようになる．

Reference

• Wecht B: CQG 24 (2007) S773.

“ Lectures on non-geometrical flux compactifications”

• Shelton J, Taylor W, Wecht B: JHEP0510(2005)085.

“Nongeometric flux compactifications’‘

• Shelton J, Taylor W, Wecht B: JHEP0702(2007)095.

“Generalized flux vacua”

10.19.3.1 1. Simple example

３次元Nil多様体 (=twisted torus)

ds2 “ pdx ` Nzdyq2 ` dy2 ` dz2, B “ 0 (10.19.49)

に y方向のT双対変換を施すと

gyy “ 1 ` N2z2, gpyq “
Nz

1 ` N2z2
, Bpxq “ 0; B1 “ 0 (10.19.50)

より、

ds2 “
dx2 ` dy2

1 ` N2z2
` dz2, B “

Nz

1 ` N2z2
dx ^ dy (10.19.51)

を得る。この空間構造は局所的には確定するが、大域的には z Ñ z` 1で
の同一視の際に計量とB場が混合するので、確定しない：

ρ “

ż

B ` iV : ρ´1 “ Nz ´ i Ñ ρ´1 ` N, (10.19.52a)

pg ` Bq´1 “

¨

˚

˝

1 ´Nz 0

Nz 1 0

0 0 1

˛

‹

‚

Ñ pg ` Bq´1 ` N

¨

˚

˝

0 ´1 0

1 0 0

0 0 0

˛

‹

‚

(10.19.52b)
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そこで、この配位は、非幾何学的Q-フラックスをもつという:

Qxy
z “ N (10.19.53)

10.19.3.2 2. T 2 ˆ T 2 ˆ T 2{Z2 ˆ Z3モデル

IIBモデル

• Coordinates: z1 “ xα ` τxi, z2 “ xβ ` τxj, z3 “ xγ ` τxk

• metric : ds2 “
ř

j dz
jdz̄j

• Moduli

– axio-dilaton: S “ C0 ` ie´ϕ

– Kähler: U “ Cαiβj ` iV

– Complex structure: τ

• Kahler potential

K “ ´3 ln p´ipτ ´ τ̄qq ´ 3 ln
`

´ipU ´ Ūq
˘

´ ln
`

´ipS ´ S̄q
˘

(10.19.54)

• Superpotential

W “ P1pτq ` SP2pτq; (10.19.55)

P1pτq “ a0 ´ 3a1τ ` 3a2τ
2 ´ a3τ

3, (10.19.56)

P2pτq “ ´b0 ` 3b1τ ´ 3b2τ
2 ` b3τ

3 (10.19.57)

これより得られるポテンシャルは no-scale構造をもつ：

V “ eK
ÿ

i,j“τ,S

Kij̄DiW pDjW q˚ ě 0 (10.19.58)

• Tadpole condition

1

p2πq4pα1q2

ż

H3 ^ F3 “ 16

ñ a0b3 ´ 3a1b2 ` 3a2b1 ´ a3b0 “ 16 (10.19.59)
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表 26: IIBモデル（左）と IIAモデル（右）でのフラックスと超ポテン
シャルの対応

IIAモデル

• Geometric flux

ds2 “ ηabθ
aθb; dθa “ ´fabcθ

b ^ θc, (10.19.60a)

fαjk “ fβki “ fγij, f ijγ “ f jkα “ fkiβ, f jiγ “ fkjα “ f ikβ, fαβγ “ fβγα “ fγαβ(10.19.60b)

• Moduli

– axio-dilaton: S “ Cαβγ ` ie´ϕ

– complex structure: U “ Cijγ ` iτ2

– Kähler: τ “ Bαi＋ iV

• Superpotential

W “ P1pτq ` SP̃2pτq ` UP̃3pτq; (10.19.61)

P̃2pτq “ ´b0 ` 3b1τ (10.19.62)

P̃3pτq “ 3 tc0 ` pĉ1 ` č1 ´ c̃1qτu (10.19.63)

この超ポテンシャルにより、すべてのモジュライが安定化される！
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表 27: IIBモデルと IIAモデルでのすべてのフラックスと超ポテンシャル
の対応

完全なT双対性 Habcフラックス、幾何学的フラックス fabc、Qフラッ
クスQab

cにさらに次のような T 双対変換

Habc
xa

ÐÑ fabc
xb

ÐÑ Qab
c

xc
ÐÑ Rabc (10.19.64)

で結ばれるR-フラックスを付け加えると,表 27に示した対応により、IIA

および IIB理論における超ポテンシャルは T双対で１対１に対応するこ
とになる：

W “ P1pτq ` SP2pτq ` UP3pτq : (10.19.65)

P1 “ a0 ´ 3a1τ ` 3a2τ
2 ´ a3τ

3, (10.19.66)

P2 “ ´b0 ` 3b1τ ´ 3b2τ
2 ` b3τ

3, (10.19.67)

P3 “ 3
␣

c0 ` pĉ1 ` č1 ´ c̃1qτ ´ pĉ2 ` č2 ` c̃2qτ 3 ´ c3τ
3
(

(10.19.68)

【注 10.32】 　この一般化されたフラックスを用いることにより、dS真
空やインフレーションを実現する T 6{Z2 ˆ Z2および T 6{Z2オービフォー
ルドコンパクト化が構成されている：

References

1001 目次へ



目次へ

• B. de Carlos, A. Guarino and J. M. Moreno: JHEP 02 (2010) 076,

[arXiv:0911.2876].

“ Complete classification of Minkowski vacua in generalised flux

models”

• U. Danielsson and G. Dibitetto: JHEP 03(2013) 018, [arXiv:1212.4984].

“ On the distribution of stable de Sitter vacua”

• J. Blaback, U. Danielsson and G. Dibitetto: JHEP 08 (2013) 054,

[arXiv:1301.7073].

“ Fully stable dS vacua from generalised fluxes”

• C. Damian, O. Loaiza-Brito, L. Rey and M. Sabid: JHEP 06 (2013)

109, [arXiv:1302.0529].

“ Slow-Roll Inflation in Non-geometric Flux Compactification”

• F. Catino, C. A. Scrucca and P. Smyth: JHEP 04 (2013) 056,

[arXiv:1302.1754]

“ Simple metastable de Sitter vacua in N=2 gauged supergravity”

• C. Damian and O. Loaiza-Brito: Phys. Rev. D 88 (2013) 046008,

[arXiv:1304.0792].

“More stable dS vacua from S-dual non-geometric fluxes”

l

10.19.3.3 3. 一般的な定義

References

• Andriot D, Betz A: jhep 1312, 083 (2013) [arXiv:1306.4381].

“b-supergravity: a ten-dimensional theory with non-geometric fluxes,

and its geometric framework”

• Kaloper N, Myers RC: JHEP9905(1999)010.

“ The O(dd) story of massive supergravity”
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Toroidal reduction 10次元超重力理論のNSセクターの d次元トーラ
スへのコンパクト化

gpMq “

˜

gµν θmµ
θnν γmn

¸

(10.19.69)

により、Opd, dq不変な非線形シグマ型のD次元理論が得られる。

• KK reduction: M10 “ XD ˆ T d

– Gauge fields (2d)

Aa : pAaµq “

˜

V m
µ “ θmµ
Bµm

¸

ñ F a “ dAa (10.19.70)

– Moduli

M “

˜

γ´1 ´γ´1B

Bγ´1 γ ´ Bγ´1B

¸

P Opd, dq{pOpdq ˆ Opdqq

(10.19.71)

ここで、

MΩ TM “ Ω; Ω :“

˜

0d 1d
1d 0d

¸

(10.19.72)

• Action

S0 “

ż

dDx
?

´ge´ϕ
”

R`p∇ϕq2´1
2
h¨h`1

8
TrpΩ∇µMΩ∇µMq´1

4
TFµνΩMΩF µν

ı

(10.19.73)

ここで、

h “ db ´ 1
2
ΩabA

a ^ F b, b “
1

2
Bµνdx

µ ^ dxν (10.19.74)

• Duality group Opd, dq

A Ñ TA, M Ñ TM TT ; TΩ TT “ Ω ô T P Opd, dq (10.19.75)
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NG flux in terms of the moduli Toroidal reductionで得られる d次
のモジュライ行列のパラメータを次のように変更する：

M “

˜

g ´ bg´1b ´bg´1

g´1b g´1

¸

“

˜

g̃ g̃β

´βg̃ g̃´1 ´ βg̃β

¸

P Opd, dq{pOpdqˆOpdqq

(10.19.76)

この変換は、
pg ` bq´1 “ g̃´1 ` β (10.19.77)

と同等。
この βを用いて、Q-fluxおよびR-fluxを次のように定義することがで
きる：

Qc
ab “ Bcβ

ab ´ 2βdraf bscd, (10.19.78a)

Rabc “ 3βdra∇eβ
bcs (10.19.78b)

10.19.4 Flux-scaling scenario

概要 IIB理論のCY orientifoldコンパクト化において，H-flux, geomet-

rical flux F , non-geometrical flux Q, Rのすべてを考慮した場合の 4次
元有効理論をN “ 1超重力理論の形式で具体的に書き下すことができる．
この定式化を用いて，安定な SUSY adS真空をもつ例，その D̄3 uplift

により non-susy Minkowski真空を持つ例，D項 upliftにより axionic flat

directionをもつ安定なMinkowski真空の例を，ブレーンを導入せずに，
作ることができる．これらの例では，真空でのモジュライの値はポテン
シャルの値は，フラックスのべきの分数式となっており，その値の制御は
容易である．しかし，インフレーションモデルを作るのは難しい．一つ
の可能性は，理論の S双対性をNGフラックスに拡張することにより示
唆される”P-flux”を導入することである．

References

• Blumenhagen R, Font A, Fuchs M, Herschmann D, Plauschinn E,

Sekiguchi Y, Wolf F: npb 897, 500 (2015)

“A flux-scaling scenario for high-scale moduli stabilization in string

theory”
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• Blumenhagen R, Domian C, Font A, Herschmann D, Sun R: Fortsch.Phys.

64 (2016) no.6-7, 536-550

“The Flux-Scaling Scenario: De Sitter Uplift and Axion Inflation”

10.19.4.1 1. Model

以下、IIB理論において、CY orientifoldコンパクト化を考え、フラッ
クスはそれに対する摂動とみなし、内部空間の構造への反作用は考えな
い。ただし、RR-tadpole条件は考慮する。
このモデルでは、調和形式は、orientifold作用O “ Ωpp´1qFLRにおけ
る内部空間でのZ2作用R関するパリティにより次のように分類される：

H1,1 : ωA ñ ωα pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1` q, ωa pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1´ q,(10.19.79)

H2,2 : ω̃A ñ ω̃α pα “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1` q, ω̃a pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1´ q,(10.19.80)

H2,1 : αΛ ñ αλ̂ pλ̂ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1` q, αλ pλ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1´ q,(10.19.81)

H1,2 : βΛ ñ βλ̂ pλ̂ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1` q, βλ pλ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1´ q(10.19.82)

ここで、
ż

Y

ωA ^ ω̃B “ δAB,

ż

Y

αΛ ^ βΣ “ δΣΛ . (10.19.83)

また、
ω̃0 “ 1, ω0 “ ΩpY q{V pY q (10.19.84)

と約束する。
モジュライは

• Complexified Kähler: Tα “ τα ` iρα, α “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1`

• Purely axionic moduli: Ga “ Sba ` ica, a “ 1, ¨ ¨ ¨ , h1,1´

• CS moduli: Uλ “ uλ ` ivλ, λ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1´

• axio-dilaton: S “ e´ϕ ´ iC0

これらの chiral superfieldに加えて、可換ゲージ場が生じる：

Aλ̂ : λ̂ “ 1, ¨ ¨ ¨ , h2,1` ð Cr4s (10.19.85)
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10.19.4.2 2. Non-geometrical flux

H-flux, geometrical flux F , non-geometrical flux Q,Rを記述するパラ
メータを、作用素

D ”“ d ´ H ^ ´F ˝ ´ Q˝ ´ R˝; (10.19.86)

F ˝ωp “ pF i
rj1j2

ω|i|j3¨¨¨jp`1sq P A p`1, (10.19.87)

Q˝ωp “ pQi1i2
rj1
ω|i1i2|j2¨¨¨jp´1sq P A p´1, (10.19.88)

R˝ωp “ pRi1i2i3ω|i1i2i3|j1¨¨¨jp´3sq P A p´3 (10.19.89)

の微分形式の基底への作用により次のように定義する：

DαΛ “ qΛ
AωA ` fΛAω̃

A, (10.19.90a)

DβΛ “ q̃ΛAωA ` f̃Λ
Aω̃

A, (10.19.90b)

DωA “ ´f̃Λ
AαΛ ` fΛAβ

Λ, (10.19.90c)

D ω̃A “ q̃ΛAαΛ ´ qΛ
AβΛ. (10.19.90d)

ただし、A “ 0に対応する係数は、HフラックスとRフラックスを表す：

fΛ0 “ rA, f̃Λ
0 “ r̃A, qA

0 “ hΛ, q̃Λ0 “ h̃Λ. (10.19.91)

これに orientifold射影を施すと次の成分が残る：

Fp´q : fλ, f̃λ p2h2,1´ q, (10.19.92a)

Hp´q : hλ, h̃λ p2h2,1´ q, (10.19.92b)

F p`q : fλ̂α, f̃ λ̂α, fλa, f̃λa p2h1,1` h2,1` ` 2h1,1´ h2,1´ q,(10.19.92c)

Qp´q : qλ̂
a, q̃λ̂a, qλ

α, q̃λα p2h1,1` h2,1´ ` 2h1,1´ h2,1` q,(10.19.92d)

Rp`q : rλ̂, r̃λ̂ p2h2,1` q (10.19.92e)

これらのフラックスはBianchi恒等式、tadpole条件より導かれる次の条
件を満たすことが要求される：

D2 “ 0. (10.19.93)

10.19.4.3 3. 4D sugra

Superpotential 一般公式

W “

ż

Y

pF ` DΦev
c q3 ^ Ω (10.19.94)

Φev
c ” iS0iGaωa ´ iTαω̃α (10.19.95)
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もフラックスの表式を代入すると

W “ ´pfλX
λ ´ f̃λFλq ` iSphλX

λ ´ h̃λFλq

`iGapfλaX
λ ´ f̃λaFλq ´ iTαpqλ

αXλ ´ q̃λαFλq.(10.19.96)

ここで、Xλと Fλは
Ω “ Xλαλ ´ Fλβ

λ (10.19.97)

により定義されるCSモジュライの関数。
つぎにKählerポテンシャルは

K “ ´ ln

ˆ

´i

ż

Y

Ω ^ Ω̄

˙

´ lnpS ` S̄q ´ 2 ln V ; (10.19.98)

V “
1

6
καβγt

αtβtγ, (10.19.99)

J “ eϕ{2tαωα, B2 “ baωa. (10.19.100)

以上より、スカラポテンシャルは

V “ VF ` VD ` V NS
tad ; (10.19.101)

VD “ ´
m4

pl

2

“

pIm N q´1
‰λ̂σ̂

Dλ̂Dσ̂, (10.19.102)

Dλ̂ “
1

V

“

´rλ̂
`

eϕV ´ 1
2
καabt

αbabb
˘

´ qλ̂
aκaαbt

αbb ` fλ̂αt
α
‰

.(10.19.103)

ただし、r̃λ̂ “ q̃λ̂α “ f̃ λ̂α “ 0とした。

10.19.4.4 4. D3 uplifting

Toy model 簡単な例として、

h1,1` “ 1, h1,1´ “ 0, h2,1´ “ 1, h2,1` “ 0 (10.19.104)

となるモデルを考えると、複素モジュライ変数は T, U, Sのみで、ゲージ
場は現れない。ポテンシャルは

K “ ´ lnpS ` S̄q ´ 3 lnpT ` T̄ q ´ 3 lnpU ` Ūq,(10.19.105a)

W “ ip´fU ` h0S ´ 3hSU2 ´ qT q (10.19.105b)
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これより、直ちに、つぎの SUSY adS極小点が存在することが分かる：

U “

?
5

3

c

h0
h
, S “ ´

?
5

4

f
?
h0h

, T “ ´

?
5f

2q

c

h0
h
,(10.19.106a)

V “ ´
9

4 ¨ 55{2

q3h5{2

f 2h
3{2
0

m4
pl

4π
(10.19.106b)

この極点でのモジュライの質量は

m2
mod “ µi

q3h5{2

f 2h
3{2
0

m2
pl

4π
, (10.19.107)

pµiq » r0.43, 0.24, 0.12; 0.56, 0.13, 0.04s (10.19.108)

となるので，この極点は安定である．また，s ą 0より，フラックスの符
号に対し

f ă 0, h0, h, q ą 0 (10.19.109)

が要求される．

Uplifting 反D3ブレーンによりポテンシャルを upliftするとすると、

Vup “
A

V 4{3

m4
pl

4π
(10.19.110)

がポテンシャルに付け加わる．この新たなポテンシャルは次のMinkowski

極点をもつ：

S “
1

33{4

f
?
hh0

, U “
1

31{4

ˆ

h0
h

˙1{2

, T “
f

31{4q

ˆ

h0
h

˙1{2

,(10.19.111)

A “
31{4

2

qh3{2

h
1{2
0

. (10.19.112)

ただし，この極点が存在する条件は

f, h0, h, q ą 0 (10.19.113)

となるので，この極点は upliftする前の adS極点と全く関係ないことが
分かる．特に，この極点では SUSYは破れており，

µ3{2 “ 0.3135. (10.19.114)

1008 目次へ



目次へ

この曲点でのモジュライ質量は

pµiq » r0.80, 0.45, 0.03; 1.55, 0.21, 0.08s (10.19.115)

また，

M2
s “

33{4π

23{2

q3{2h

f 2h
1{2
0

m2
pl, M2

KK “
31{2

16π

q2h

f 2h0
m2

pl (10.19.116)

より
M2

KK

M2
s

“
pq{h0q1{2

25{231{4π2
,

M2
mod

M2
KK

“ µi
4q

31{2

h3{2

h
1{2
0

(10.19.117)

となるので，h, q “ Op1q , h0 „ f " 1と取れば，望ましい質量ヒエラル
キーM2

s ą M2
KK ą M2

modが得られる．ただし，インフラトンに対応する
場は含まれない．

10.19.4.5 5. D-term uplifting

D-termによる upliftingの可能性を見るため，

h2,1` “ 1, h2,1´ “ 1, h1,1` “ 1, h1,1´ “ 0 (10.19.118)

となる場合を考える．この場合，スカラ場 S, T, U に加えて可換ゲージ場
が１個現れ，つぎのD-termポテンシャルを生み出す：

VD “
δg2

uτ 2

´

1 `
q

3h

τ

s

¯2

. (10.19.119)

超ポテンシャルは

W “ ipfU ` f̃U3 ´ hS ` qT q. (10.19.120)

全ポテンシャルは次の安定なMinkowski真空をもつ．

S “ γ1
f 3{2

hf̃ 1{2
, T “ γ2

f 3{2

qtf 1{2
, U “ γ3

ˆ

f

f̃

˙1{2

,(10.19.121a)

δg2 “ γ4
hgf̃

f
, (10.19.121b)

pγiq “ r0.1545, 1.5701, 1.0718, 0.0044s. (10.19.121c)
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モジュライ質量は

M2
mod “ µi

hq3f̃ 5{2

f 9{2

m2
pl

4π
, (10.19.122a)

pµiq » r0.69, 0.01, 0.17; 0.75, 0.05, 0s (10.19.122b)

また，

M2
s

M2
KK

“ 178
h1{2

h
1{2
0

,
M2

KK

M2
mod

“
0.1

µi

1

hq

ˆ

f

f̃

˙3{2

. (10.19.123)

より，mass hierarchyも実現できる．

10.19.4.6 6. P -flux

Q-fluxが存在するときに IIB理論が S双対性を持つためには、S双対変
換に対して

S :
´

P Q
¯

Ñ SLp2,Zq

´

P Q
¯

,
´

F H
¯

Ñ SLp2,Zq

´

F H
¯

(10.19.124)

と変換する新たなフラックス P を導入する必要がある。P の作用は、p-
形式 Ñ pp ´ 1q-形式で、基底に対する作用は

´P ˝αΛ “ pΛ
AωA, ´P ˝βΛ “ p̃ΛAωA, (10.19.125a)

´P ˝ωA “ 0, ´P ˝ω̃A “ ´pΛAαΛ ` pΛ
AβΛ (10.19.125b)

と表される。
このP -フラックスが存在すると超ポテンシャルは次のように修正される：

W “ W0 ` pSTα `
1

2
καbcG

bGcqppαλX
λ ´ p̃λαFλq.(10.19.126)

10.19.4.7 7. Axion monodromy inflation

D-term uplifing modelに P-fluxを加えると，

W “ λW0 ´ ipSTU. (10.19.127)

このとき，Minkowski真空でゼロ質量であったアクシオン場 θ9cに対し
て，有効ポテンシャル

Veff “ B1θ
2 ` B2θ

4; (10.19.128a)

B1 „
λph2q2f̃ 5{2

f 19{2
, B2 „

p2h3qf̃ 5{2

f 13{2
(10.19.128b)
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が生じ，インフラトンとなることができる．ただし，

M2
KK

M2
θ

„
1

λpf 1{2f̃ 1{2
(10.19.129)

となるので，インフレーション時に４次元有効理論が適用できるために
は，フラックス係数が非整数となる必要がある．
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11 統一理論：文献ノート
Last update: 2013/11/1

11.1 標準モデルを超えて

11.1.1 Axion

11.1.1.1 Overview

• 導入

1977 Peccei-Quinn機構 [Peccei RD, Quinn HR[324]]

1979 QCDにおけるCPの破れの効果．中性子の電気双極子モーメ
ント [Crewther RJ, Di Vecchia P, Veneziano G, Witten E[98];

Baluni, V[19]]

• ハドロン的アクシオン

1993 質量に対する宇宙論的制限. [Chang S, Choi K[75]]

1998 混合ダークマターモデル [Moroi T, Murayama H[302]]

11.2 Anomalies

11.2.1 レビュー

11.2.2 Overview

• Axial anomaly

1969 Axial anomalyの発見 [Adler SL[4]]

- π0 Ñ γγ崩壊への応用 [Bell JS, Jackiw R[34]]

- 非くり込み定理：axial anomalyは 1-loop exactであることを
摂動展開で具体的に示した．[Adler SL, Bardeen WA[5]]

1979 ’t Hooft anomaly matching条件：ゲージ場強結合によるゼロ
質量複合粒子形成に対する条件．[’t Hooft G[365]]]

- 経路積分による導出．[Fujikawa K[170, 171, 172]]
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• Anomalies in 10D SUGRA

1984 Anomaly cancelation in 10D type II SUGRA [Alavrez-Gaume

L, Witten E [8]]

- Anomaly cancelation in 10D type I SOp32q/E8 ˆ E8 SUGRA

(Green-Schwarz mechanism) [Green MB, Schwarz JH[220]]

• Anomaly inflow and the CS term of D-branes

11.3 大統一理論

11.3.1 レビュー

Short Reviews

• Frank Wilczek(1997): “The Future of Particle Physics” [385]

Long Reviews

• Gell-Mann M, Ramond P, Slansky R (1978): Color Embeddings,

Charge Assignments, And Proton Stability In Unified Gauge The-

ories [183]

• Slansky R (1981): Group Theory for Unified Model Building [353]

Heterotic SST GUT

• Nilles H P, Ramos-Sanchez S, Ratz M and Vaudrevange P K S

(2009): ”From strings to the MSSM”, Eur. Phys. J. C 59 249-67

(arXiv:0806.3905)

II SST IDB GUT

• Lüst D (2004): ”Intersecting brane worlds: a path to the stan-

dard model?”, Class. Quantum Grav. 21: S1399-1424 (arXiv:hep-

th/0401156).
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• Blumenhagen R, Cvetič M, Langacker P and Shiu G (2005): ”To-

ward realistic intersecting D-brane models”, Annu. Rev. Nucl.

Part. Sci. 55: 71-139 (arXiv:hep-th/0502005)

• Blumenhagen R, Kors B, Lüst D and Stieberger S (2007): ”Four-

dimensional string compactifications with D-branes, orientifolds and

fluxes”, Phys. Rep. 445: 1-193 (arXiv:hep-th/0610327).

F-theory GUT

• Denef F (2008): ”Les Houches lectures on constructing string vacua”,

arXiv:0803.1194.

• Heckman J J (2010): ”Particle physics implications of F-theory”,

arXiv:1001.0577.

• Weigand T (2010): “Lectures on F-theory compactifications and

model building”, Class. Qaunum Grav. 27:214004 (arXiv:1009.3497

[hep-th])

M-theory GUT

11.3.2 Overview

1978 可能な大統一理論の組織的な群論的分析（Review) (Gell-Mann M,

Ramond P, Slansky R[183])

• SUp5qモデル

1974 Georgi-Glashowモデル (Georgi H, Glashow S (1974)[185])

• SOp10qモデル

1974 SOp10q ñ SUp5qpGGq ñ GSM (Fritzsch H, Minkowski

P[168]; Georgi H [184])

1974 Pati-Salamモデル SOp10q ñ SUp4q ˆ SUp2qL ˆ SUp2qR (

Pati JC, Salam A ([323]).

1979 SOp10q ñ SUp5qpGGq ˆ Up1q ñ GSMpĂ SU5q (Georgi H,

Nanopoulos DV [186])
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1979 LR-symmetric model SOp10q ñ SUp3q ˆ SUp2q ˆ SUp2q ˆ

Up1q ñ GSM (Georgi H, Nanopoulos DV [186])

1982 Flipped SUp5qモデル SOp10q GUTの新たな対称性破れのパ
ターン：SOp10q ñ SUp5q ˆ Up1q ñ GSM (Barr SM[22])

• E6モデル

1975 (Gürsey F, Ramond P, Sikivie P[236])

• E7モデル

1975 (Gürsey F, Sikivie P[237]; Ramond P[332])

• 対称性の自発的破れ

1983 (Hosotani機構) 単連結でない空間をもつモデルにおいて，非
Wilsonループ（非自明な平坦ゲージ場）による対称性の自発
的破れ ( Hosotani Y

• ゲージ・Higgs統一

1990 オービフォールドコンパクト化によるカイラリティの生成 (An-

toniadis I[10]; Pomarol A, Quiros M (1998)[330])

11.3.3 No-scale model

11.3.3.1 History

• No-scale Sugra

1983

1016 目次へ



目次へ

11.4 超対称性

11.4.1 Reivews

• S. Ferrara(1986): “Supersymmetry” [147]

• N.-P. Nilles(1984):[309]

• Keith R. Dienes (Institute for Advanced Study)(1996)hep-th/9602045:

“String Theory and the Path to Unification: A Review of Recent

Developments”

Comments: 104 pages, LaTeX, 21 figures, 3 tables.

Final version to appear in Physics Reports

11.4.2 History

1966 超群 SUpM |Nq [Miyazawa H ][301]

1967 (Coleman-Mandulaのno-go定理）相対論的場の量子論と整合的
な S行列の対称性を表す Lie代数は，Poincare群の Lie代数と（内
部対称性を表す）コンパクト Lie代数の直和に限られる．[Coleman

& Mandula][83]

1971 （超Poincare代数）最初の発見．[Gol’fand YuA & Likhtman EP

(1971)][201]

2D superstring action[Gervais JL & Sakita B][187]

1972 超Poincare代数の非線形表現の最初の構成．[Volkov DV & Akulov

VP ][377]

1973 (Wess-Zuminoモデル）最初の４次元超対称場の理論（カイラル
モデル）．[Wess & Zumino 1974][382]

1974 超 Poincare代数の内部対称性を含む超代数への拡張およびそのユ
ニタリ表現. [Salam A, Strathdee J[342]; Salam A, Strathdee J

2005[343]; Wess J[380]]

超空間の導入 [Salam A, Strathdee[341]]
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超対称場の理論における量子発散の緩和 [Wess J, Zumino B[381];

Iliopoulos J, Zumino B[265]; West PC 1976[384]]

1975 (Haag-Lopuszanski-Sohniusのno-go定理)相対論的場の量子論
と整合的なS行列の対称性として許される（拡張）Poincareおよび
共形超代数の一般形の決定．[Hagg, Lopuszanski & Sohnius][242]

超対称ハミルトニアンの正値性 [Zumino B[399]]

1976 古典超代数および（実）単純超代数の分類 [Nahm W, Rittenberg V,

Scheunert M[304]; Scheunert M, Nahm W, Rittenberg V[346]; Kac

VG 1975, 1977[269, 270]].

1978 (テンソル計算法) 超対称代数の既約表現の積の分解に関するテン
ソル計算法 [Ferrara S, van Nieuwenhuizen [154]; Stelle KS, West

PC[355]]

４次元超Poincare代数の既約ユニタリ表現の組織的研究 [Nahm W[303];

Freedman DZ 1979[161]; Ferrara S 1981[145, 146]]

1981 拡張超対称性のユニタリ表現 [Ferrara S, Savoy CA, Zumino B[150];

Ferrara S, Savoy CA 1982[149]]

1982 (dS超代数) [Lukierski J, Novicki A[291, 292]]

dS超重力理論のゴースト [Pilch K, van Nieuwenhuizen P, Sohnius

M[325]]

1987 2 ď D ď 10における（拡張）超 Poincare代数に対するユニタリ表
現 [Strathdee J[357]]
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11.5 スピンの上限

11.5.1 Reviews

• Porrati M: prd78, 065016 (2008):

“Universal limits on massless high-spin particles”

11.5.2 Overview

1970 スピン 5/2の場に対する場の方程式を決定．

J. Schwinger: Particles, sources and fields (Addison-Wesley, Read-

ing, MA, 1970).

J. Fang and C. Fronsdal, Phys. Rev. D18, 3630 (1978).

F.A. Berends, J.W. van Holten, P. van Nieuwenhuizen and B. de

Wit, Phys. Lett. 83B, 188 (1979).

1977 S行列に対するBorn近似のレベルで，超組 (2,5/2)が整合的でない
ことを指摘．

M.T. Grisaru, H. Pendleton, P. van Nieuwenhuizen: Phys.Rev.

D15, 996 (1977)

“Supergravity and the S Matrix”

M.T. Grisaru, H. Pendleton: Phys. Lett. 67B, 323 (1977)

“Soft Spin 3/2 Fermions Require Gravity and Supersymmetry “

1979

C. Aragone and S. Deser, Phys. Lett. 86B, 161 (1979).

“Consistency Problems of Hypergravity”
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11.6 超重力理論

11.6.1 Reviews

論文選集

• Salam A & Sezgin E (ed.): Supergravities in Diverse Dimensions,

vol. 1 & 2 (World Scientific, 1989).

• Duff MJ (ed.): The World in Eleven Dimensions: Supergravity,

Supermembrane and M-theory (IOP, 1999).

一般解説

• Wess J & Bagger J: Supersymmetry and Supergravity, 2nd edition

(Princeton Univ. Press, 1992).

• Gates SJ, Grisaru MT, Rocek M & Siegel W: Superspace or one

thousand and one lessons in supersymmetry (Benjamin, 1983).

• Srivastava PP: Supersymmetry, superfields and supergravity (Adam

Hilge, 1986).

• West P: Introduction to supersymmetry and supergravity (World Sci-

entific, 1986).

• Freund PGO: Introduction to supersymmetry (C.U.P., 1988).

• Bailin D & Love A: Supersymmetric gauge field theory and string

theory (IOP, 1994).

• Weinberg S: The Quantum Theory of Fields, vol. III, Supersymme-

try (CUP, 2000).

• Fayet P and Ferrara S: Supersymmetry, Phys. Rept. 32, 249 (1977).

• Van Nieuwenhuizen P: Supergravity, Phys. Rept. 68, 198 (1981).

• Sohnius M: Introducing Supersymmetry, Phys. Rept. 128, 39

(1985).

• Lykken JD: Introduction to supersymmetry, hep-th/9612114.
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現象論

• Nanopoulos D: Supersymmetric GUTS, Phys. Rept. 105, 71 (1984).

• Nilles H: Supersymmetry, supergravity and particle physics, Phys.

Rept. 110, 1 (1984).

• Haber HE & Kane GL: The Search For Supersymmetry: Probing

Physics Beyond The Standard Model, Phys. Rept. 117, 75 (1985).

• Ellis J: Supersymmetry and grand unification, hep-th/9512335.

• Chung JH, Everett LL, Kane GL, King SF, Lykken J & Wang L-T:

The soft supersymmetry-breaking lagrangian: theory and applica-

tions, MCTP-03-39

• Dine M: TASI lectures on M Theory phenomenology, hep-th/0003175.

• Ross GG: Supersymmetric models, Les Houches Summer School in

Theoretical Physics, Session 68: Probing the Standard Model of

Particle Interactions, (France, 28 Jul. - 5 Sep., 1997).

• Raby S: Desperately seeking supersymmetry, hep-ph/0401169.

Kaluza-Klein Supergravity

• Witten E: Fermion quantum numbers in Kaluza-Klein theory, in

Proceedings of the Shelter Island II conference (1983) 227, eds.

Khuri, Jackiw, Weinberg and Witten (MIT Press, 1985).

• Duff MJ, Nilsson BEW & Pope CN: Kaluza-Klein supergravity,

Phys. Rept. 130, 1 (1986).

• Appelquist T, Chodos A & Freund PGO: Modern Kaluza-Klein the-

ories (Addison-Wesley, 1987).

• Castellani L, D’Auria R & Fre P: Supergravity and superstrings: a

geometric perspective, 3 vols (World Scientific, 1991).[70]

• Salam A & Sezgin E: Supergravities in diverge dimensions (World

Scientific, 1989).[340]
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• Johnson C: D-branes (CUP, 2003).

• G2ホロノミーをもつ多様体によるM理論のコンパクト化 [Duff (2002)][126]

11.6.2 Model construction

overview

• SUGRAモデルの最初の構成

1976 [Ferrara S, Freedman DS, van Nieuwenhuizen P[148]; Deser S,

Zumino B[114]]

• D “ 11 model

1978 D “ 11 SUGRAの構成 (Cremmer E, Julia B, Scherk J[93])

1980 D “ 11 SUGRA (on-shell) の超空間による定式化 (Cremmer

E & Ferrara S[88]; Brink L & Howe P[55])

1981 D “ 11 SUGRAの一意性（宇宙項の自由度なし）(Nicolai H

& van Nieuwenhuizen P[308])

• D “ 10 models

1977 D “ 10 SYM(super-YM)理論の構成 (Gliozzi F, Olive D &

Scherk J[199]; Brink L, Schwarz JH & Scherk J[56])

1981 D “ 10, N “ 1 SUGRAの構成（場の方程式と局所 SUSY変換
則:superspaceによる定式化）(Nillson BEW[310])

– D “ 10, N “ 1 SUGRAに対する作用積分の構成 (Chamsed-

dine AH[74])

1982 D “ 10, N “ 1 Maxwell-Einstein SUGRAの構成（Chern-

Simons項の導入）(Bergshoeff E, de Roo M, de Wit B, van

Nieuwenhuizen P[37])

1983 (I型モデル) D “ 10, N “ 1 Einstein-YM SUGRAの構成
(Chapline G & Manton NS[76])

– (IIB型モデル) D “ 10, N “ 2 chiral SUGRAの構成 (Schwarz

JH & West PC; Schwarz JH; Howe P. & West PC]

1023 目次へ



目次へ

1984 Type I modelでの anomaly free condition (G “ SOp32q, E8 ˆ

E8, E8 ˆUp1q248,Up1q496) (Green MB & Schwarz JH[219, 347])

– IIBモデルが anomaly freeであることの証明 (Alvarez-Gaume

L & Witten E[8])

– (IIA 型モデル) D “ 10, N “ 2 nonchiral SUGRA の構成
(Campbell C and West PC[64]; Giani F & Pernici M[189];

Huq M & Namazie MA (1985) [262])

1986 (Massive IIA型モデル)宇宙項を持つ IIAの変形（D “ 10, N “

2） (Romans L[338])

1987 Massive IIA型モデルに対する超場による定式化 (Carr JL, Gates

SJ Jr., Oerter RN [69])

• D “ 6 models

1984 6D, N “ 1モデル：pnT , nV , nHq “ p1, np2n ` 1q ` 3, 6nq,

M “ Sppn, 1q{pSppnq ˆ Spp1qq, G “ Sppnq ˆ Spp1q [Nishino

H, Sezgin E 1984[312]]

1985 D “ 10 Type I SUGRAのK3コンパクト化による 6D,N “ 1

anomaly freeモデルの構築．[Green MB, Schwarz JH, West PC

1985[223]]

• D “ 5 models

1981 D “ 5, N “ 1 minimal SUGRA理論の構成 [Cremmer E in Su-

perspace and supergravity, ed. S.W. Hawking and M. Rocek,

CUP]

1985 D “ 5, N “ 1 (gauged) SUGRAと任意個の Up1q ゲージ超
組との結合モデルの構成 ( Günaydin M¡, Sierra G, Townsend

PK [234])

• D “ 4 models

1976 N “ 1 単純 SUGRA理論 (On-shell，補助場なし）[Ferrara S,

Freedman DS, van Nieuwenhuizen P[148]; Deser S, Zumino

B[114]]

- N “ 2単純SUGRA理論の構成 [Ferrara S, van Nieuwenhuizen

P[152]]
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1977 N “ 1 単純 SUGRAの超空間形式 [Wess J, Zumino B[383]]

– N “ 1 AdS SUGRA理論の構成（gravitinoの質量項も許す）
[Townsend PK[370]]

– N “ 1 単純 SUGRA理論 (Off-shell, 補助場：非極小）[Breit-

enlohner P[54]]

– N “ 2, 3 gauged-SUGRAの例を構成．成分場は，1r2s2r3{2s, 1r1s.

Massiveな 3/2場と正の宇宙項！ [Freedman and Das[162]]

– N “ 3 単純 SUGRA理論の構成 [Freedman DZ[?]; Ferrara S,

Scherk J, Zumino B[151]]

– N “ 4単純 Sugra理論の構成 (κの 3次まで) [Das A 1977[100]]

1978 N “ 1 単純 SUGRA (Off-shell, 極小補助場：S, P,Aµ) [Ferrara

S, van Nieuwenhuizen P[153]]

1979 (Cremmer-Julia model) N “ 8 SUGRA with global E7ˆ

local SUp8q symmetry by T 7 compactification of D “ 11, N “

1 minimal SUGRA (Cremmer E and Julia B[91])

1981 N “ 1 単純 SUGRA (Off-shell, 極小補助場：Bµν , Aµ) [Sohnius

M, West PC[354]]

1982 (de Wit-Nicolai model) N “ 8 SUGRA with local SOp8q ˆ

SUp8q invariant modelの構成 (de Wit and Nicolai H[108, 107])

1983 N “ 1 SUGRAに対する一般的な作用積分の決定 [Cremmer E,

Ferrara S, Girardello L and Van Proeyen A NPB212:413]

– N “ 2 SUGRA：一般的な hypermultipletと結合した理論の一
般系を決定 [Bagger J, Witten E 1983[17]]

1984 N “ 2 SUGRA：一般的な hypermultipletおよび vector multi-

pletと結合した理論の一般系を決定 [;de Wit B, Lauwers PG,

Philippe R, Su SQ, van Proeyen A 1984[106]]

- N “ 8 SUGRAの electric gaugingの完全構成:SOpp, qq(p`

q “ 8) および CSOp7，1q “ ISOp7q，CSOp6，2q，CSOp5，3q

，CSOp4，4q，CSOp3，5q，CSOp2，6q,CSOp1，7q（分類の完全性
の証明はCordaro et al (1998) [Hull CM (1984)[256]]

1985 N “ 4 SUGRAの一般的構成 [de Roo M NPB255:515]
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1996 N “ 2 SUGRAの一般的構成 [Andrianopli L et al NPB476:397

(hep-th/9603004)]

1998 N “ 8 Sugraの electric semi-simple SLp8q型 gaugingの
完全分類 [Cordaro F, Fre P, Gualtieri L, Termonia P, Trigiante

M[84] ]

2002 N “ 8 Sugraの non-semisimple electric SLp8q型 gauging [An-

drianopoli L, D’Auria R, Ferara S, Lledo MA[9]; Hull CM

2003[259]]

2007 N “ 8 gauged Sugraの一般的構成： Embedding tensor法
[de Wit B, Samtleben H, Trigiante M[111]]

2011 N “ 8 Sugraのgaugingのtrombone対称性への拡張 E7p7qˆ

Rの部分群の gauging．Dyonic gauging. 付加的な宇宙項．一般
には作用積分を持たない．[Le Diffon A, Samtleben H, Trigiante

M [289]]

11.6.3 4DSugraのモジュライポテンシャル

Overview

• N “ 8 models

1983 (N “ 8 SOp8q-gauged sugraの SUp3q不変な極点の分類: 5

種類の極点．すべて adS．ただし，最もΛが小さい極点は non-

susy. [Warner NP (1983)[378]]

2011 (N “ 8 gauge sugraの一般的なモデルでの極点探査)：埋め
込みテンソルを用いる．[Dall’Agata1 G, Inverso G [?]]

11.6.4 4D理論と 11D/10D理論の対応

Overview

• N “ 8理論

1979 CJ理論: M{T 7 ñ 4D N “ 8 ungauged sugra (Cremmer E

and Julia B[91])
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1987 DN理論: M{S7 ñ 4D SOp8q gauged sugra [ B. de Wit and

H. Nicolai 1987 [109]; H. Nicolai and K. Pilch 2012 [307]]

2012 SOp8q gauged Sugraの新たな１径数変形 [Dall’Agata G, In-

verso G, Trigiante M [?]]

2013 Deformed SOp8q gaugingのD=11へのupliftingの試み [de Wit

B, Nicolai H [110]]

11.6.5 Exact solutions

Overview

• 一般

2001 並進対称性をもたない black brane解の存在を示唆する議論
[Horowitz GT & Maeda Kengo [247, 248]]

2002 数値計算による非一様 black brane解 [Gubser SS [231], Wise-

man T 2003[386]]

• D “ 4 models

1982 N “ 2 SUGRA+EMにおける BPS解の研究 (Gibbons G W

and Hull C M [194])

1983 N “ 2 minimal SUGRA（重力場+２個のグラヴィティーノ
+Maxwell場）に対する超対称解の分類 (Tod K [368])

∗ Null class: pp-waves

∗ Timelike class: Israel-Wilson-Perjesクラス

1992 N “ 4 SUGRAにおけるBPS限界についての研究 (Kallosh R

et al [275])

1994 N “ 2 SUGRA+EM+dilatonにおけるBPS解の研究 (Gibbons

GW et al [192])

1995 N “ 2 SUGRA+dilaton，N “ 4 reduced SUGRA(D “ 5理
論のKK簡約+SLp2,Rq不変な axion-dilaton)，およびN “ 4

SUGRA+SLp2,Rq不変な axion-dilaton に対する超対称解の分
類 (Tod K [367])
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– N “ 2 SUGRAに対する磁気 black string解 (Gibbons GW,

Horowitz GT, Townsend PK [193])

2003 N “ 2 gauged SUGRAでの SUSY/BPS解の完全分類 (Cal-

darelli MM, Klemm D 2003[61]).

• D “ 5

1997 N “ 1モデルに対する荷電回転超対称 BH解 (Breckenridge J

et al [52])

2002 N “ 1極小モデルに対する超対称解の完全分類 (Gauntlett J

et al [178])

∗ Null class: plane-fronted wave with 3 arbitrary harmonic

functions on R3．（超対称磁気ブラックストリング解および
AdS3 ˆ S2を含む．）

∗ Timelike class： 一般解は次の３つのデータで決まる：
４次元ハイパーKähler多様体B，B上の接続形式，２つ
の方程式を満たすB上の関数 f．（BMPV解を含む．）

2002 N “ 1極小モデルにおける超対称正則BH解の一意性 (Reall H

[335])

2003 N “ 1極小ゲージ超重力理論の超対称解の完全分類. AdS5が
唯一の極大超対称時空．(Gauntlett JP, Gutowski JB [174])

∗ Null class: ３コの任意関数により決まる．

∗ Time-like class: ４次元Kähler空間上の線バンドル．自
由度はKähler構造と１コの反正則関数．

2004 (漸近的AdS5回転ブラックホール解) D “ 5, N “ 1 極小ゲー
ジ超重力理論における漸近的にAdS5となる回転ブラックホー
ル解の１径数族 [241]

(超対称ブラックリング解) N “ 1極小重力理論における３パラ
メーター (Q, J1 “ J2)ブラックリング解．(Elvang H, Emparan

R, Mateos D, Reall HS [141]).

(超対称多重ブラックリング解) D “ 5, N “ 1 極小超重力理論
およびそれに任意個のベクトル超多重項が結合した系における
多重ブラックリング解 [Gauntlett JP, Gutowski JB (2004)[175,

176]]
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• D “ 6

2003 N “ 1極小モデルに対する超対称解の完全分類とホライズン
位相の分類 (Gutowski JB, Martelli D, Reall HS [240])

∗ Maximally supersymmetric ô E5,1 or adS3 ˆ S3, the

plane-wave solution of Meessen P(2002)[Phys. Rev. D65:087501].

• D “ 10

♠ 一般論

2004 IIBモデルに対して，Killingスピノールに付随する微分形式族
の微分関係式および代数関係式の導出．それに基づいて，複素
Killingスピノールに付随するベクトル場すべて光的なKilling

ベクトルに平行となることを示した．(Hackett-Jones EJ, Smith

DJ [243])

2005 (GGP形式) IIBモデルに対して，Killingスピノールの等方
群が Spinp7q ˙ R8, SUp4q ˙ R8, G2の３種類に限られることを
示し，最初２つのタイプのKillingスピノールが存在するため
のフラックスおよび計量に対する必要条件を導出．(Gran U,

Gutowski J, Papadopoulos G [203])

– (等方群がG2の場合) IIBモデルのおいて，Killingスピノール
の等方群がG2となる解の構造を研究．(Gran U, Gutowski J,

Papadopoulos G [204])

– (超対称解の組織的分類) Killing方程式を幾何構造，フラック
ス，スピノールに関する線形系に帰着．(Gran U, Gutowski J,

Papadopoulos G, Roest D [206])

♠ 高い超対称性を持つ解

2001 (Maximal SUSY pp-wave解) IIB理論での 32 SUSY pp-

wave解 (Blau M, Figueroa-O’Farrill J, Hull C, Papadopoulos

G [44])

– (Penrose極限) M理論および IIB理論での 32 SUSY pp-wave

解を AdSp ˆ Sq 型 SUSY解の Penrose極限となることを指摘
(Blau M, Figueroa-O’Farrill J, Hull C, Papadopoulos G [43,

45])
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2002 (32 kis SUSY解の完全分類)平坦な時空，AdS5ˆS5, Kowalski-

Glikman解で尽くされる．(Figueroa-O’Farrill J., Papadopou-

los G. [157])

– (16と32の中間SUSY解) D=11および IIB理論でのpp-wave

の (twisted) toroidal コンパクト化により IIA/IIB 理論での
16/18/20/24/26/28 SUSY解を構成．(Michelson J [300, 299])

– IIA理論および IIB理論でそれぞれ 24および 24/28SUSYをも
つ pp-wave解の族を構成 (Bena I, Roiban R [35])

2006 (IIBモデルの 32 kis SUSY解の分類)．

∗ 等方群G “ G2, SUp3q, SUp2qの場合：n次元極大超対称解
Xn（n “ 3, 4, 6)とホロノミー Gをもつ Riemann多様体
Y10´nの積Xn ˆ Y10´n．

∗ 等方群 G “ K ˙ R8(K “ Spinp7q, SUp4q, Spp2q, SUp2q ˆ

SUp2q, t1u)の場合: ホロノミーK をもつ８次元多様体上
を伝播する pp-wave．

(Gran U, Gutowski J, Papadopoulos G, Roest D [205])

♠ N “ 1超対称・極大対称４次元解（へのコンパクト化）

2004 IIA/IIB型モデルに対するN “ 1超対称（X4 “ E3,1）の完全
分類．(Grana M, Minasian R, Petrini M, Tomasiello A[212])

2005 (Massive)IIAモデルに対するN “ 1超対称（X4 “ adS4）の
完全分類．内部空間は（共形的にも）複素構造を持たず，ワー
プも許されない．(Lüst D, Tsimpis D 2005[293]; Behndt K,

Cvetic M 2005[32])

– IIB型モデルに対する６次元 SUp3q構造の分類．X4 “ adS4が
許されるのは，SUp3q構造が SUp2q構造に簡約れるときのみ．
（Behrndt K, Cvetic M, Gao P 2005[33])

– (Pure spinorによる表現) II型超対称解であるための必要十
分っ条件を２つの純スピノールを用いて表現： pd`H^qΦ1 “

0, pd ` H^qΦ2 “ FRR. (Grana M, Minasian R, Petrini M,

Tomasiello A[210])

2007 (Twisted toriコンパクト化) 6次元 Nilないし Sol多様体へ
のコンパクト化であらわされる超対称解の探査（一定ディラト
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ン，大体積極限での近似解しか得られなかった）．(Grana M,

Minasian R, Petrini M, Tomasiello A[211])

• D “ 11

1984 一般 pp-wave解の発見: 16 kis ( Hull CM [255])

ds211 “ ´2dudv ` Hdu2 ` dz29, (11.6.1a)

Fr4s “ µdu ^ Φr3s, (11.6.1b)

△9Φr3s “ 0, △9H “ ´µ2|Φr3s|
2. (11.6.1c)

ここで，H,Φr3sは uに依存して良い．

– Kowalski-Glikmann解 32 kis をもつ pp-wave解 (Kowalski-

Glikman J [286])

2002 空間依存性をもつ 16 kis pp-wave解のu非依存クラスの超対称
性，コンパクト化，双対性，Penrose極限との関連について議
論．(Cvetič M, Lü H, Pope CN [99])

– 26 susyの pp-wave解 M理論での 26 SUSY pp-wave解およ
びそのコンパクト化による同じ susyの IIA解，および 28 susy

の IIB pp-wave解 (Michelson J [300]).

– 18/20/22/24 susyの pp-wave解 (Gauntlett JP, Hull CM

[180])

– 32 kis SUSY解の完全分類 平坦な時空，AdS4 ˆ S7, AdS7 ˆ

S4，Kowalski-Glikman解で尽くされる．(Figueroa-O’Farrill J.,

Papadopoulos G. [157])

2003 （超対称解のもつG構造）Killingスピノールに付随する微分形
式族の微分関係式および代数関係式の導出．それに基づいて，
Killingスピノールに付随するベクトル場は常に時間的か光的
なKillingベクトルで，それぞれ SUp5q構造および pSpinp7q ˙

R8q ˆ R構造をもつことを示した．さらに，時間的Killingを伴
うKillingスピノールが存在するための時空計量およびフラッ
クスに対する必要十分条件を与えた．(Gauntlett JP, Pakis S

[182])

– (光的Killingスピノール) 光的Killingスピノールが存在する
ための時空計量およびフラックスに対する必要十分条件を与え
た．(Gauntlett JP, Gutowki JB, Pakis S [179])
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2005 (超対称解の組織的分類) Killing方程式を幾何構造，フラック
ス，スピノールに関する線形系に帰着．(Gran U, Papadopoulos

G, Roest D [207])

– (24kis解の一様性) (Figueroa-O’Farrill J, Meessen P, Philip

S[156])

11.6.6 弦理論との関係

11.6.6.1 Overview

• Non-decoupling

2007 Non-decoupling: 10D IIAのD次元時空へのトーラスコン
パクト化では，gsを一定に保って KK粒子の質量が発散する
極限で，D “ 4のときBPS体（ブレーン，モノポール）の一
部が質量ゼロとなる．[Green MB, Ooguri H, Schwarz J[214]]

11.6.7 高次補正

11.6.7.1 Overview

1983 １０次元N=1SUGRAの４次元定曲率時空へのコンパクト化に
対するNO-GO定理．[Freedman DZ, Gibbons GW, West PC

[163]]

-

1984 10Dヘテロ型超重力理論の 4Dミンコフスキー時空へのCYコ
ンパクト化 [Candelas P, Horowitz GT, Strominger A, Witten

E [67]]

1985 弦理論の整合性からD=10SUGRAの最低高次補正（OpR2q)が
Gauss-Bonnet項に比例することを指摘．[Zwiebach B [400]]

閉ボゾン弦理論

1985 OpR2q. ３体 tree散乱振幅に基づく計算．すべての NS-NS場
への依存性を決定．結果は，トーション入り接続のみで記述で
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きる [Nepomechie R[305]]

Γρµν :“

#

ρ

µν

+

`
e´mϕ

2
?

3
Hµν

ρ ` p
`

δρνBµϕ ` δρµBνϕ ´ gµνg
ρλBλϕ

˘

(11.6.2)

ここで，p2 “ {r2pD ´ 1qpD ´ 2qs,m2 “ 8{pD ´ 2q.

1987 OpR3q, gµν のみ．３体および４体散乱振幅による計算．[Met-

saev RR, Tseytlin AA [298]]

1989 OpR4q, gµν のみ．4-loop β関数（dilatonも含む）．[Jack I,

Jones DRT, Mohammedi N [266]]

タイプ II超弦理論

1986 OpR4q, gMN のみ. ４体 tree散乱振幅に基づく計算．R4依存性
のみ決定．[Gross DJ, Witten E [230]]

– OpR4q, gMNのみ. 非線形 σモデルによるβ関数の 4-loop計算．
[Grisaru MT, Zanon D [226]]

1987 OpR2, H2
3 q, gµν とH3のみ. β関数の 2-loop計算．[Hull CM,

Townsend PK [260]]

– OpR3q, gµν のみ．３体および４体散乱振幅による計算．超弦
理論ではR3項は現れないことを確認．[Metsaev RR, Tseytlin

AA [298]]

– OpR4q; gµν , ϕのみ．β関数の 4-loop計算 [Park QH, Zanon D

[321]]

– OppR,H3,Φq4q，RS-RSフォーム場はゼロ; S-matrix法による
計算．[Gross DJ, Sloan JH [229]]

ヘテロ型超弦理論

1986 OpR4, F 4
2 q, ϕ “ H3 “ 0. ４体 tree散乱振幅に基づく計算

[Kikuchi Y, Marzban C, Ng, YJ [280]]

- dH ‰ 0でのコンパクト化では，内部空間が non-Kahlerとな
ることを指摘．ただし，dH “ pα1{4q8π2pR̂ ^ R̂ ´ F ^ F qで
R̂ “ R `H{4の補正が正しく考慮されていない．[Strominger

A [358]]
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- dH “ pα1{4q8π2pR̂ ^ R̂ ´ F ^ F qにおいて，Rを定義する接
続をどのように選ぶかに不定性があり，どのように選んでもア
ノーマリーはキャンセルされる．[Hull CM [257]] 接続の違い
は２次元非線形σモデルでの正則化の違いに対応し，場の再定
義により吸収される．[Sen A 1986 [349]]

1987 OpR2, H2
3 q, ϕ “ F2 “ 0. β関数の 2-loop計算．[Hull CM,

Townsend PK [260]]

– OpR3q, gµν のみ．３体および４体散乱振幅による計算．超弦
理論ではR3項は現れないことを確認．[Metsaev RR, Tseytlin

AA [298]]

– OpR4q; gµν , ϕのみ．β関数の 4-loop計算 [Park QH, Zanon D

[321]]

– OppR,H3,Φq4q，A1 “ ω1; S-matrix法による tree計算．[Gross

DJ, Sloan JH [229]]

– OppR,F2q4q, H3 “ 0. S-matrix法での 1-loop補正 [Sakai M,

Tanii Y[339]; Ellis J, Jetzer P, Mizrachi L 1988[140]; Abe M,

Kubota H, Sakai N 1988[1]]

1989 SUSYとの整合性から，Anomaly cancellation conditionがdH “

R̂^R̂´F^F (R̂ “ R`H{4)と修正されることを指摘 [Bergshoeff

EA, de Roo M[36]]

1991 dH ‰ 0, E5,1 ˆ Y4型インスタントン解 [Callan CG, Harvey

JA, Strominger A[62]]

1993 OppR,H3, F2q
4q作用積分の超対称化．Tree振幅起源の R4 項

が超対称化できないことを示した．[de Roo M, Suelmann H,

Wiedemann [105]]

1996 OppR,H3, F2q
4q作用積分を双対性の観点から I型とHetro型で

比較 [Tseytlin AA [374]]

2009 Anomaly cancelation: D “ 5, 6, 7, 8p, 10qのヘテロ型理論にお
いて，Anomaly相殺条件とKillingスピノール方程式から2ルー
プ補正での運動方程式が導かれるための必要十分条件は，コン
パクト化する余剰次元での接続がインスタントン

宇宙論
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1985 超弦理論によるD=10 SUGRAの最低次補正がGauss-Bonnet

項に比例することに着目し，その影響を宇宙論的解と球対称解
により調べた．[Boulware DG, Deser S [48]]
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11.7 弦理論

11.7.1 定式化

11.7.1.1 Overview

• 超弦理論に対する 2D非線形σモデル

1971 NSR(Neveu-Schwarz-Ramond)形式 [Neveu A, Schwarz JH[306];

Ramond P[331]]

1981 GS(Green-Schwarz) 形式 [Green MB, Schwarz JH[215, 216,

217, 218]; Brink L, Green MB, Schwarz JH[222]]

1985 NSR形式での ST SUSY generatorの構成．[Friedan D, Mar-

tinec E, Shenker S[165, 166]]

• 非臨界弦理論

1987 任意次元で線形 dilaton背景場がBoson弦理論の整合的背景場
となることを指摘．[Myers RC]

1989 [de Alwis SP, Polchinski J, Schimmrigk R]

1992 [Chamseddine AH]

• 臨界弦理論

1984 (I型弦理論) SOp32qI型弦理論における発散の相殺 [Green MB,

Schwarz JH[220]]

1985 (ヘテロ型弦理論) [Gross DJ, Harvey JA, Martinec E, Rohm

R[227]]

• 4次元自由フェルミオン超弦理論

1986 [Kawai H, Lewellen DC, Tye S-H[276, 277]]

• 動的背景場

2007 D-duality [Green D, Lawrence A, McGreevy J, Morrison DR,

Silverstein E[213]]

• M2ブレーン
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2006 (Mクリスタルモデル) レベル ˘kの CS理論対 n個からなる
円環 quiverゲージ理論．[S. Lee，Phys. Rev. D 75 (2007)，
10 1901[hep-th/0610204]; S. Lee，S. Lee and J. Park，J. High

Energy Phys. 05 (2007)，004 [hep-thj0702120]; S. Kim，S.

Lee，S. Lee and J. Park，Nucl. Phys. B 797 (2008)，340;

arXiv:0705.3540.]

2007 (N=8 SCCST (BLGモデル)) N “ 8超対称性をもつ３次
元超共形場理論．超対称条件を満たすLie 3-代数により一意的
に決定される．[Bagger J, Lambert N (2007,2008)[14, 16, 15];

Gustavsson A (2007,2008)[239, 238]]

2008 正定値計量をもつBLGモデルは一意的でA4型Lie 3-代数に対
応し，SUp2q ˆ SUp2q Chern-Simons理論と同等であることを
示す．[Papadopoulos G (2008)[319]; Gauntlett JP, Gutwowski

JB (2008)[177]]

- BLGモデルはオービフォールド R8 ˆ R2{D2kを運動する２枚
の M2 ブレーンを記述すると解釈できる．[Van Raamsdonk

2008[?];Lambert N, Tong D 2008[288];Distler J et al 2008[120]]

2008 (Lorentz計量をもつモデル) [J. Gomis，G. Milanesi and J. G.

Russo，arXiv:0805.1012; S. Benvenuti，D. Rodriguez-Gomez，
E. Tonni and H. Verlinde，ar Xiv:0805.1087; P. M. Ho，Y.

Imamura and Y. Matsuo，ar Xiv:0805.1202]

- Lorentz計量をもつモデルはゴーストをもち，これを取り除く
と，susyが破れ，D3ブレーンの理論となる．[P. M. Ho，Y. Ima-

mura and Y. Matsuo，ar Xiv:0805.1202; Y. Honma，S. Iso，
Y. Sumitomo and S. Zhang，ar Xiv:0805.1895; M. A. Ban-

dres，A. E. Lipstein and J. H. Schwarz，ar Xiv:0806.0054;

J. Gomia, D. Rodriguez-Gomez，M. Van Raamsdonk and H.

Verlinde, arXiv:0806.0738; B. Ezhuthachan，S. Mukhi and C.

Papageorgakis，arXiv:0806.1639]]

2008 (N=4 SCCST (GWモデル)) N “ 4超対称性をもつ３次元
超共形場理論．[Gaiotto D, Witten E (2008)[?]]

(N=4 SCCST (HLLLPモデル)) Twisted hyermultipletを加
えることによりGWモデルを拡張．BLGモデルを特殊な場合と
して含むことを示す．Mクリスタルモデルがオービフォールド
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pC2{Znq2を運動するM2ブレーンと解釈できることを示し，そ
れがD3-D5-NS5系のＭ理論双対として実現できることを示す．
[Hosomichi K, Lee KM, Lee S, Lee S, Park J (2008)[249, 250]]

2008 (N=6 SCCST (ABJM モデル)) N “ 6 超対称性をもつ
UpNq ˆ UpNq超共形 CS理論．Orbifold C4{Zkを運動するN

枚のM2ブレーンを記述．IIB型 SSTにおけるN枚のD3, 1枚
の NS5, 1枚の pk, 1qB5系に対応する理論の T双対をMリス
トすることにより実現される．[O. Aharony，O. Bergman，D.

L. Jafferis and J. Maldacena (2008)[6]]

- ABJMモデルの拡張．IIB型 SSTにおけるN 枚のD3, nA4枚
のNS5, nB枚の pk, 1qB5系に対応するUpNqnA`nB をゲージ群
とするN “ 4超対称性をもつ quiverゲージ理論．[Imamura Y,

Kimura K[?]]

11.7.2 現象論

11.7.2.1 Reviews

• Type II Orientifold with D-branes

– Lüst D (2004): Class. Quantum Grav. 21: S1399-1424 (arXiv:hep-

th/0401156)

“Intersecting brane worlds: a path to the standard model?”

– Blumenhagen R, Cvetič M, Langacker P and Shiu G (2005):Annu.

Rev. Nucl. Part. Sci. 55 71-139 (arXiv:hep-th/0502005)

“Toward realistic intersecting D-brane models”

– Blumenhagen R, Kors B, Lüst D and Stieberger S (2007):Phys.

Rep. 445 10-193 (arXiv:hep-th/0610327)

“Four-dimensional string compactifications with D-branes, ori-

entifolds and fluxes”

• F理論

– Grimm T W (2010) arXiv:1008.4133: “The N = 1 effective

action of F-theory compactifications”
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– Weigand T (2019) Class. Quantum Grav. 27: 214004: “Lec-

tures on F-theory compactifications and model building”

– Heckman J J (2010) arXiv:1001.0577: “Particle physics impli-

cations of F-theory”

– Denef F (2008) arXiv:0803.1194: “Les Houches lectures on

constructing string vacua”

• Calabi-Yau 4-fold

– Klemm A, Lian B, Roan S S and Yau S-T (1998) Nucl. Phys.

B 518 515-74 (arXiv:hep-th/9701023): “Calabi-Yau fourfolds

for M- and F-theory compactifications”

11.7.2.2 Hetero型理論

• 前史

1984 (Green-Schwarz機構) １０次元 I型超重力理論における量子
アノーマリーの相殺機構 [Green MB, Schwarz JH (1984)[219]]

1985 I型 SOp32q超弦理論の有限性（１ループでの S行列の有限性）
[Green MB, Schwarz JH (1985)[221]]

1985 (ヘテロ型弦理論) [Gross DJ, Harvey JA, Martinec E, Rohm

R[227, 228]]

1985 Hetro型弦理論のCalabi-Yauコンパクト化 4次元定曲率時
空M4への直積型コンパクト化，すべての配位の IsompM4q対
称性，N “ 1超対称性という要請のもとで，宇宙項がゼロで内
部空間がSUp3qホロノミーをもつこと，したがってCalabi-Yau

であることが要求されることを示した．非単連結商CY {Γにお
いて細谷メカニズム（Wilsonループ）によりゲージ対称性を
E6 Ñ SUp3q ˆ SUp2q ˆ Up1qと破るアイデアも議論．[Candelas

P, Horowitz GT, Strominger A, Witten E (1985)[67]]

• Toroidal orbifold

1984 Susy breaking Twisted orbifoldingによる超対称の破れ（減
少）[Rohm R[336]]
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1985 Toridal orbifoldコンパクト化厳密解の構成と現象論について
の一般論． [Dixon DJ, Harvey JA, Vafa C, Witten E[121, 122]]

1987 3世代GUTモデル オービフォールドトーラスコンパクト化.

Wilsonラインがゲージ対称性を破るだけでなく，chiral fermion

の数を変化させることを指摘．[Ibanez LE, Nilles HP, Quevedo

F[264]]

2006 MSSM T 6{Z6 orbifold. Q,Lは SOp10q-like. 大量のモジュ
ライ自由度あり．一般状態では no exoticsで gauge coupling

unificationを実現．tクォークの湯川結合係数はゲージ相互作
用で生成．他は非摂動効果で．[Buchmuller W, HamaguchiK,

Lebedev O, Ratz M[58, 59]]

• Smooth CY コンパクト化

1985 SM ゲージ群 非単連結空間 CY{ΓでのWilson lineを用いて
ゲージ対称性を SM群に破るモデル．[Witten E[388];Breit JD,

Ovrut BA, Segre GC[53]]

1986 Gauge symmetry breaking Gauge instanton(=BG gauge

field ¡= Gauge bundle)によりゲージ対称性の破れE8 Ñ SOp10q{SUp5q

が実現される可能性を指摘．さらにWilson lineにより最終的に
SM群まで落とすことが可能であることも指摘．[Witten E[389]]

2004 SM CY 離散対称性Z3 ˆ Z3をもつCYを初めて構成．[Broun

V, Ovrut BA, Pantev T, Reinbacker R[51]]

2005 SM-like モデル CY{Z3 ˆ Z3の上に SUp4q ゲージインスタン
トンを正則安定バンドルを用いて構成し，SOp10q型 SSMモデ
ルを構築．G “ SUp3q ˆ SUp2q ˆ Up1qY ˆ Up1qB´L, 3世代，３
右巻ニュートリノ，２ Higgs doublets, 6 geometric moduli `

vector bundle moduli, exotic matterなし．[Braun V, He Y-H,

Ovrut BA, Pantev T[50]]

2006 MSSM (CY=有理楕円曲面上の楕円曲線バンドル，SUp5qゲー
ジバンドル) CY{Z2による最初の厳密なMSSM model without

exotics with 0/1/2 Higgs doublet pairs. モジュライ安定化は
不完全．Hidden sectorではゲージ群はE8で，物質もモジュラ
イ自由度もなし．[Bouchard V, Donagi R[47]]
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11.7.2.3 II型理論

• Dブレーン

1995 Dブレーン・OプレーンのRR電荷 [Polchinski J [327, 328]]

1995 Dブレーン・交差Dブレーンによる超対称性の破れ [Bershadsky

M, Sadov V]

• 交差Dブレーン

1996 交差Dブレーンによる chiral fermionの生成 [Berkooz M, Dou-

glas MR, Leigh RG[40]]

2000 標準モデルの構成．Non-susy, non-GUT, two Higgs. U(1)anomaly

の一般化された GS機構による相殺とmassive化 [Antoniadis

I, Kiritsis E, Tomaras TN [11] ]

2001 3世代標準モデル: 最初の例．IIA over T 6{Ω.[Ibanez LE, March-

esano F, Rabadan R: JHEP 0111 (2001) 002[263]]

- 標準モデルを与える T 6オービフォールドコンパクト化の安定
性の解析. [Blumenhagen R, Kors B, Lust D, Ott T: NPB 616

(2001) 3[46]]

2007 MSSM型モデル IIA over T 6{Z1
6モデルによる計算機を用いた

組織的構成．ゲージ群，世代数等についての統計を計算．[Gemeiner

F, Honecker G:JHEP 09 (2007) 128:“Mapping an island in the

landscape”[?];JHEP 07 (2008) 052[?]]

2011 MSSM型モデルの安定化フラックスによる IIA over T 6{Z1
6モ

デルの安定化．Bailin-Loveモデル（Bailin D, Love A:NPB809

(2009) 64 [arXiv: 0801.3385])では，アクシオンを除いてadS超
対称真空の周りですべてのモジュライの安定化が可能．[Bailin

D, Love A (2011)arXiv:1104.3522 “Stabilising the supersym-

metric Standard Model on the Z6 orientifold”[?]] ]

11.7.2.4 F理論

• rp, qs-7-レーン
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1995 rp, qs-7-レーンと弦 [Schwarz JH (1995): Phys. Lett.B 360 13-

8 (arXiv:hep-th/9508143): “An SL(2,Z)multiplet of type IIB

superstrings”]

1996 rp, qs-弦: 弦の束縛状態解釈 [Witten E (1996)Nucl. Phys. B

460 335-50 (arXiv:hep-th/9510135): “Bound states of strings

and p-branes”]

- 同じ位置で重なった4D7’s+O7の組4個が与えるSOp8q4模型の
rp, qsブレーン解釈．O7ブレーンを異なったタイプの rp, qs ´ 7

ブレーンの組で置き換えることができる． [Sen A (1996) Nucl.

Phys. B 475 562-78 (arXiv:hep-th/9605150): “F-theory and

orientifolds”]

• F 理論

1996 F 理論の提案 [Vafa C (1996) Nucl. Phys. B 469 403-18

(arXiv:hep-th/9602022): “Evidence for F-theory”]

- M-F双対 [Witten E (1996) :Nucl. Phys. B 474 343-60 (arXiv:hep-

th/9604030)“Non-perturbative superpotentials in string the-

ory” ]
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11.8 双対性と対称性

11.8.1 双対性

Overview

• IIA理論 ô M理論

1984 S1 コンパクト化: 11 次元超重力理論 ñ IIA 超重力理論
(Campbell C and West PC[64]; Giani F & Pernici M[189];

Huq M & Namazie MA (1985)

Hopf fibration: ねじれのあるS1コンパクト化 (Nilsson BEW

& Pope CN (1984)[311])

11.8.2 AdS/CFT対応

Reviews

• Aharony O, Gubser SS, Maldacena J, Ooguri H, Oz, Y.: Phys. Rep.

323, 183 (2000).

歴史

1974 (t’Hooft G) SUpNq-ゲージ理論でのN Ñ 8極限と（閉）弦理論の
関係に関する考察 [364]

1998 (Maldacena JM ) AdS/CFT対応（N “ 4 Super-YM/S3とAdS5 ˆ

S5上の SUGRA/SSTの対応，およびその一般化）の提案 [294]

11.8.3 Hopf Duality

• Symmetry without symmetry: M{S7(N “ 8, SOp8q) vs. IIA{CP 3(N “

6{0, SUp4q ˆ Up1q)；M{Mp2, 3q(N “ 2{0, SUp3q ˆ SUp2q ˆ Up1q) vs.

IIA{CP p2q ˆ S2(N “ 0, SUp3q ˆ SUp2q ˆ Up1q) [Duff, Lü & Pope

(1997)][127]

• Hopf-Duality: D “ 4 N “ 4 SYM ô IIB SST{AdS5 ˆ S5(N “

8, SOp6q) ô IIA SST{AdS5 ˆ CP 2 ˆ S1(N “ 0, SUp3q ˆ Up1q3)

ô M{AdS5 ˆ CP 2 ˆ T 2 [Duff, Lü & Pope (1998)][128]

• IIB{AdS3ˆS3 vs. IIA{S2ˆS1, {S3{Zp [Duff, Lü & Pope (1999)][129]
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11.8.4 隠れた対称性

Overview

1977 D “ 4, N “ 4超重力理論のSLp2,Rq{Up1q対称性 [Ferrara S, Scherk

J & Zumino B (1977); Cremmer E, Scherk J & Ferrara S (1978)][151,

97]

1981 D “ 5, N “ 8超重力理論（M理論/T 6）の（ボゾン部分の）大域的
E6対称性 [Cremmer E (1981)]

1983 IIB理論の SLp2,Rq{Up1q対称性 [Schwarz J & West P (1983)][348]

1984 IIA理論の SOp1, 1q対称性 [Campbell C & West P (1984)][64]

1995 D “ 9, N “ 8超重力理論（M理論/T 2)の（ボゾン部分の）大域的
GLp2,Rq対称性 [Boergshoeff E & Hull CM & Ortin T (1995)[38];

Lü H & Pope CN & Stelle KS (1996)[290]]

1998 N “ 8のD次元超重力理論（M理論/T 11´D）の（ボゾン部分の）
大域的 E11´D 対称性 [Cremmer E & Julia B & Lü H & Pope CN

(1998)[92]]

11.8.5 Generalised Geometry

History

• Early history

2003 Generalised Calai-Yau [Hitchin N [246]]
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11.9 コンパクト化

11.9.1 レビュー

• D “ 11, N “ 1 minimal SUGRAの Freund-Rubinコンパクト化に
対して，これまでに知られている７次元コンパクト空間，対応する
超対称性および安定性のリスト [Duff, Nilsson and Pope (1986)[132]]

• Kaluza-Klein supergravityのレビュー [Castellani, D’Auria and Fre

(1991)[70]]

• M理論と５つの超弦理論の関係のレビュー [Townsend (1996)[371]]

• M-theory, G2-holonomy [Duff (2002)[126]]

• Heterotic M-theory [Ovrut BA (2002)[316]]

• Fluxコンパクト化 [Grana M(2005)[208]]

Grana M: “Flux compactifications in string theory: a comprehen-

sive review”

• Fluxコンパクト化 [Douglas MR, Kachru S (2006)[123]]

Douglas MR, Kachru S: “Flux compactification”

• Fluxコンパクト化 [Blumenhagen R, Körs B, Lüst D, Stieberger S

(2006)[?]]

Blumenhargen R, Körs B, Lüst D, Stieberger S: “Four-dimensional

String Compactifications with D-branes, Orientifolds and Fluxes”

11.9.2 No-Go定理

• 4D CCST KK 内部空間が滑らかでコンパクト閉とすると， 10D

SUGRAでは，直積型コンパクト化 CCST4 ˆ CY6 のみ可能．特
に，ゲージ場が生じない．[Freedman DZ, Gibbons GW, West PC

1983[163]]

• 加速膨張: M/string理論を含む高次元理論において，内部空間が静的
なwarped product型コンパクト化では，強エネルギー条件が常に満
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たされ，４次元時空の加速膨張は起こらないことを主張 [Maldacena

J & Nunez C (2001), Gibbons GW (1985), de Wit B, Smit DJ &

Hari Dass ND (1987), ][190, 295, 191].

11.9.3 SUGRAのKKコンパクト化

• 一般論

1976 KK理論における自発的コンパクト化（場の方程式の安定な
解となるコンパクト化）の概念の導入．一般に pure gravityで
は自発的コンパクト化ができないことも指摘．[Cremmer and

Scherk (1976,1977)][95, 94, 96]

1977 KK理論における現実的な自発的コンパクト化のためには，高次
元において重力以外の物質場が必要であることを指摘．[Crem-

mer, Horvath, Palla and Scherk (1977)][89]

1981 11DSUGRAによる現象論 KK SUGRA理論のコンパクト
化により，低エネルギーで標準モデルを与える可能性を組織
的に分析．最大の問題点として，chiralな表現に従う質量ゼ
ロのフェルミオンが得られないことを指摘．また，超対称性
と CCS(covariantly constant spinor) の関係を指摘し，N “

1SUSYが残るコンパクト化がが望ましいと主張．[Witten E

(1981)][387]

1982 非可換な KKゲージ場 KK理論におけるコンパクト化にお
いて，コンパクト化された余剰空間Kの等長変換群とコンパ
クト化により得られる４次元理論に現れる非可換ゲージ場の
ゲージ群Gとの関係を一般的に議論 (K “ G{H)．[Salam and

Strathdee (1982)][344]

• D “ 11, N “ 1 minimal SUGRA

1979 T 7コンパクト化: E3,1上のD “ 4, N “ 8 SUGRA. Global E7ˆ

local SUp8q symmetry. ただし，SUp8qゲージ場は composite

で kinetic termを持たない．[Cremmer and Julia (1979)][91]

1980 負の宇宙項: 直積型コンパクト化が４次元時空に負の宇宙項
を誘起することを指摘 [Duff and van Nieuwenhuizen (1980),

Aurilia, Nicolai and Townsend (1980)][135, 12]
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1980 Freund-Rubinコンパクト化: 直積型コンパクト化によるN “

1 SUGRAの構成の一般的議論．４次元時空M4 が定曲率で
F4 “ 3mΩ4の場合、m “ 0ならM4は必ずAdS4となることを
指摘 [Freund and Rubin (1980)][164]

1982 Round S7 コンパクト化：AdS4 上の N “ 8 SUGRA [Duff

(1982), Duff and Toms (1982), Duff and Pope (1983)][124, 134,

133]

1982 Round S7 with parallelizing torsionによるコンパクト化：
AdS4上の非超対称モデル [Englert (1982)][142]

1983 Squashed S7 コンパクト化による D “ 4, N “ 1 SUGRA

モデルの構成：G2ホロノミーをもつ空間による自明でないコ
ンパクト化の最初の例（結果はAdS4上の理論で，ゲージ群は
SOp5q ˆ SOp3q，物質場はベクトル多重項に属するため現実的
なモデルでない）[Awada, Duff and Pope (1983), Duff, Nilsson

and Pope (1983)][13, 131]

- Skew-whiffling theorem: Freund-Rubinコンパクト化にお
いて，round S7を除くと，コンパクト空間の２つの向きのう
ち一方のみがN ą 0の超対称性を持ちうることを指摘．特に，
round S7以外の対称空間によるコンパクト化は必ず非超対称
モデルを与える．[Duff, Nilsson and Pope (1983)][131]

- K3 ˆ T 3コンパクト化：結果はD “ 4, N “ 4 SUGRAで，粒
子のスペクトルがBetti数と指数定理により決定されることを
初めて指摘 [Duff, Nilsson and Pope (1983)][130]

1984 Mpqr空間コンパクト化：[Castellani, D’Auria and Fré (1984),

Witten (1981), Nilsson and Pope (1984), Page and Pope (1984)

][71, 387, 311, 317]

- Qpqr空間コンパクト化：[D’Auria, Fré and van Nieuwenhuizen

(1984), Nilsson and Pope (1984), Page and Pope (1984)][103,

311, 317]

- Npqr空間コンパクト化：[Castellini and Romans (1984), Page

and Pope (1985), Castellini (1985)][73, 318, 72]

- Hopf-fibration空間コンパクト化 [Nilsson & Pope (1984)][311]

1985 Squashed Np1, 1q空間コンパクト化 [Page and Pope (1985)][318]
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• Heterotic M理論

1996 [Witten E 1996[391]]

• D “ 10 type IIA SUGRA

1984 CP 3コンパクト化：結果はAdS4上の理論．ゲージ対称性G “

SUp4q ˆ Up1q(Watamura [379])

• D “ 10, N “ 1 Type I/heterotic SUGRA

[4次元へのコンパクト化]

1985 Calabi-Yauコンパクト化：D “ 4, N “ 1 SUGRAモデルの構
成に関する一般論 (Candelas P, Horowitz GT, Strominger A,

Witten E [67])

1986 フラックス（トージョン）が存在する場合での超対称性の解析
(Strominger A [358])

[6次元へのコンパクト化]

1985 K3コンパクト化：F0 P H – Up1qn P SOp32q, E8 ˆE8. [Green

MB, Schwarz JH, West PC 1985[223]]

11.9.4 SUSYを保つコンパクト化

• No flux, vanishing dialton

1985 Het/R4 ˆ K 6コンパクト化 ñ SUp3q-holonomy [Candelas P,

Horowitz GT, Strominger A, Witten E[67]]

• Non-zero flux

1986 初期の研究 [Strominger A [358]; Hull CM[258]; de Wit B, Smit

DJ, Hari Dass ND 1987[112]]

• 場の方程式との関連

1996 超弦理論・Ｍ理論・Ｆ理論の２～４次元へのコンパクトにおい
て，フォーム場Fr2s, Fr3s, Fr4sに対する tad pole相殺条件 [Sethi

S, Vafa C, Witten E [350]]
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2002 I型 SUGRA/R1,9´p ˆMpコンパクト化では，Killingスピノー
ルが存在し，かつ anomaly cancellation条件が満たされれば，
場の方程式が満たされる．[Gauntlett JP, Martelli D, Pakis S,

Waldram D 2004[181];Gillard J, Papadopoulos G, Tsimpis D

2003[198]; de Wit B, Smit DJ, Hari Dass ND 1987[112]]

2003 Hetero型超弦理論のシグマモデル背景場に対する２ループま
での補正の計算．CY ñ Non-Kahler hermit変形 [Gillard J,

Papadopoulos G, Tsimpis D 2003[198]]

11.9.5 F理論

• D7ブレインがある場合の IIB理論の S2コンパクト化の考察に基づ
き，計量符号が p10, 2qの１２次元時空上の弦理論として F理論を
提案し，双対性HET{T 2 ô F {K3を予言．さらに，楕円型ファイ
バー構造をもつ多様体Kに対して，双対性F {K ˆS1 ô M{Kを
予言し，Kが Calabi-Yau，G2，Spinp7qの場合の例を考察 [Vafa C

(1996)][375]．

11.9.6 M理論

11.9.6.1 G2-holonomy

• 一般論

1995 なめらかなコンパクトG2多様体によるコンパクト化：得られる
４次元理論は，b2個のUp1q vector multipletsと b3個の中性 chi-

ral multipletsをもつD “ 4 N “ 1 SUGRA理論 [Papadopoulos

& Townsend (1995)][320]

11.9.7 高次補正

1986 dH ‰ 0でのコンパクト化では，内部空間が non-Kahlerとなること
を指摘．ただし，dH “ pα1{4q8π2pR̂^ R̂´F ^F qで R̂ “ R`H{4

の補正が正しく考慮されていない．[Strominger A [358]]

- dH “ pα1{4q8π2pR̂^ R̂´ F ^ F qにおいて，Rを定義する接続をど
のように選ぶかに不定性があり，どのように選んでもアノーマリー
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はキャンセルされる．[Hull CM [257]] 接続の違いは２次元非線形 σ

モデルでの正則化の違いに対応し，場の再定義により吸収される．
[Sen A 1986 [349]]

1989 SUSYとの整合性から，Anomaly cancellation conditionが dH “

R̂^ R̂´F ^F (R̂ “ R`H{4)と修正されることを指摘 [Bergshoeff

EA, de Roo M[36]]

1991 dH ‰ 0, E5,1 ˆ Y4 型インスタントン解 [Callan CG, Harvey JA,

Strominger A[62]]

11.9.8 フラックスコンパクト化

• IIB

2002

• ヘテロ型理論

1985 E8 ヘテロ型理論でのグルイーノ縮退による SUSY breaking.

(Dine M, Rohm R, Seiberg N, Witten E 1985[118])

1986 H3フラックスの量子化. (Rohm R, Witten E 1986[337])

1986 超対称で 4D極大対称な H3 フラックスコンパクト化の分析．
H3 ‰ 0のとき，内部空間が Non-Kählerとなることを指摘．
（Strominger A 1986[358])

2006 H フラックスとゲージーノ縮退がある場合の４次元への超対
称コンパクト化とモジュライ安定性の解析．(Manousselis P,

Prezas N, Zoupanos G 2006[296])

• G-構造とトーション

2002 非可積分G構造の数学的分類 (Friedrich T 2002[167])

– SUp3q構造，G2構造 (Simon Chiossi, Simon Salamon 2002[82])

2003 数学的 SUp3q構造のトーションとHetero型理論のフラックス
コンパクト化の超対称性との対応の組織的研究．Hetero型理
論に対して，H3 ‰ 0の超対称６次元コンパクト化に対する必
要条件をトーションクラスに対する条件として表現．複素非
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Kähler多様体へのヘテロ型理論のフラックスコンパクト化の
具体例を岩沢多様体を用いて構成．アノーマリー相殺条件は，
SUp3qホロノミーのゲージ群への埋め込みでなく，Up1qゲー
ジ場により満たす．(Cardoso GL et al 2003[68])

• Generalised complex structureによる記述

2005 II型 SSTのフラックスコンパクト化において，N=1超対称性
をもつ条件を pure spinorの組に対する条件として表現 [Grana

M, Minasian R, Petrini M, Tomasiello A[210]]

2009 一般化された CYによるN “ 1SUSY フラックスコンパクト
化の枠組みでのモジュライの抽出と４次元有効理論構成の試み
[ Martucci L[297]]

11.9.9 Non-geometrical flux

Reviews

• Wecht B: CQG 24 (2007) S773-794.

“Lectures on nongeometric flux compactifications”

• Samtleben H: CQG 25 (2008) 214002 (36pp).

“Lectures on gauged supergravity and flux compactifications”

Overview

• T双対性

1987 Buscher rule: 曲がった時空でのボーズ弦理論の T-双対性．
CFTの観点から．[Buscher TH: PLB194(1987)59. “A SYM-

METRY OF THE STRING BACKGROUND FIELD EQUA-

TIONS”]

1988 一般化と経路積分による量子論での議論．[Buscher TH: PLB201(1988)466.

“Path-integral derivation of quantum duality sigma-models”]

1995 次元低下法による双対変換の導出．RR場も含む．[Bergshoeff

E, Hull CM, Ortin T: NPB451(1995) 547. ”Duality in the

Type–II Superstring Effective Action”]
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2000 スピノールに対する変換公式．[Hassan SF: NPB568 (2000)

145. ”T-Duality, Space-time Spinors and R-R Fields in Curved

Backgrounds”]

• 幾何学的フラックス

2003 T 6{Z2 orientifold模型: Mink vacuum by geometric flux on non-

CY orientifold(trwisted tori=Nil manifold). [Kachru S, Shulz

MB, Tripathy PK, Trivedi SP: JHEP 0303 (2003) 061. “New

supersymmetric string compactifications”]

• 非幾何学的フラックス

2005 Symmetric T 6{Z2 模型：4D超ポテンシャルのT-双対性．NG

fluxと超重力代数の関係．[ Shelton J, Taylor W, Wecht B:

JHEP0510(2005)085. “Nongeometric flux compactifications”]

2006 Symmetric T 6{Z2 模型：NG fluxを含む一般的フラックスが存
在する場合のトーラスコンパクト化に対応する 4次元有効理論
の解析．adS超対称真空の（数値的）探査．[ Shelton J, Taylor

W, Wecht B: JHEP0702(2007)095. “Generalized flux vacua”]

2010 等方T 6{Z2ˆZ2 orientifold模型: 超重力代数の分類とMink/dS

真空に対する No-Go定理. [de Carlos B, Guarino A, Moreno

JM:JHEP1001(2010)012. “Flux moduli stabilisation, super-

graivty algebra and no-go theorems”]

- 等方 T 6{Z2 ˆ Z2 orientifold模型:NG fluxを用いたMink/dS コ
ンパクト化の構成. [de Carlos B, Guarino A, Moreno JM:JHEP1002(2010)076.”Complete

classification of Minkowski vacua in generlised flux models”]

• Double Field Theory

2007 Double Torus Formulation for NG flux: 弦作用積分の一
般化．[Hull CM: JHEP0510(2005)065. ”A geometry for non-

geometric string backgrounds”]

• β-超重力理論

2011 β変数によるNG flux(Q)のLagrangian記述：[Andriot D, Lar-

fors M, Lüst D, Patalong P: JHEP 1109 (2011) 134. “A ten-

dimensional action for non-geometric fluxes”]
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2013 β-超重力理論：NG flux (Q, R)に対するLagrangian記述： [An-

driot D, Betz A: arXive:1306.4381. “β-supergravity: a ten-

dimensional theory with non-geometric fluxes, and its geomet-

ric framework”]

11.9.10 モジュライ安定化

• IIA

2005 (フラックスによる摂動的モジュライ安定化) (Derendinger JP,

Kounnas C, Petropoulos PM, Zwirner F 2005[113]; Villadoro

G, Zwirner F 2005[376]; DeWolfe O, Giryavets A, Kachru S,

Tayor W 2005[116]; Camara PG, Font A, Ibanez LE 2005[63])

• IIB

2002 IIB orientifold T 6{Z2 [Kachru S, Schulz M, Trivedi SP 2003[274]]

2004 KKLTモデル: Fluxによる複素モジュライ安定化と非摂動論
効果（D3インスタントン/D7ゲージの凝縮）によるKahlerモ
ジュライ安定化＋ D3による超対称性の破れと宇宙項の調整
[Kachru S, Kallosh R, Linde A, Trivedi S 2004[?]]

• ヘテロ型理論

1985

11.9.11 ランドスケープ問題

• String/M理論の Fluxコンパクト化と無限の（準）安定基底状態.

[49, 143, 26, 104, 196, 2, 3]

• Anthropic Landscape[361]

• (KKLTモデル)すべてのモジュライが安定化され，準安定dS真空を
もつ，IIB理論のワープしたフラックスコンパクト化モデル (Kachru

S & Kallosh R & Linde A & Trivedi S(2003)[272])．
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11.9.12 有効理論

Overview

• Calabi-Yauコンパクト化

1985 CYコンパクト化の基礎理論 Heterotic理論のMIG4対称性を
もつ時空CCS3,1ˆY6へのコンパクト化において，D “ 4, N “ 1

超対称理論が得られることを要請するとCCS4 “ E3,1およびY6
が SUp3qホロノミーをもつこと（したがってCalabi-Yauとな
ること）が要求されることを示し，その例を構成．さらに，４
次元理論での世代数が χpY qで決まることを示し，具体例でそ
の値を計算 (Candelas P, Horowitz GT, Strominger A, Witten

E [67])

CY orbifoldコンパクト化による世代数の逓減 Orbifold特異
点をもつCYコンパクト化により，世代数１，２，４の例が作
れることを示し，ＣＰ対称性を議論．さらに４次元理論での質
量ゼロモードの数および，それらの間の湯川結合係数に対する
一般表式を導出．(Strominger A, Witten E [360])

1986 F項非繰り込み定理 SUp3qホロノミーを持つ６次元空間によ
るコンパクト化において，４次元有効理論における F 項が摂
動論のすべてのオーダーで σ-モデル量子補正を受けないこと
を示す．(Witten E [389])

1991 CY多様体のモジュライ空間構造の決定 CY多様体のモジュラ
イ空間が複素構造モジュライとKählerモジュライの空間の直
積となり，それぞれが自然な誘導計量に関してKähler多様体
となること，また，対応するKählerポテンシャルおよび湯川
結合係数が共通の正則前ポテンシャルのみで表されることを示
した．(Candelas P, de la Ossa XC [65])

• Flux Compactification (type II)

2004 CY-orientifold compacitification of IIB (warp neglected)

(Grimm TW, Louis J[224])

2004 CY-orientifold compacitification of IIA (warp neglected)

(Grimm TW, Louis J[225])
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2007 Warped compactification to adS4/Mink4 by manifolds

with SUp3q ˆ SUp3q strucute. 量子効果・非摂動論効果の影
響を議論．Non-smeared instantonsによる複素構造の不安定化
(Koerber P, Martucci L2007[285])

2009 一般化された CYによるN “ 1SUSY フラックスコンパクト
化の枠組みでのモジュライの抽出と４次元有効理論構成の試み
[ Martucci L[297]]

11.9.13 Kaluza-Kleinモード

歴史的概観

• IIB pD “ 10q SUGRA

1985 (Kim HJ, Romans LJ, van Nieuwenhuizen P; Gunaydin N,

Marcus N) S5上でのコンパクト化に対するKK質量スペクト
ル．[281, 233]

11.9.14 トポロジー変化

歴史的概観

1993 Flop transition (Witten E; Aspinwall, Greene, Morrison 1994)

1995 Conifold transition (Greene, Morrison, Strominger)

1997 Semi-classical stability of sugra vacua (Taylor-Robinson MM)

2003 Cosmological flop transition in M-theory (Brandle M, Lukas A)

2005 Cosmological conifold transition in IIB sugra (Lukas, Palti, Saffin)

2006 Toroical compactification-decompactification transition in M-theory

(Kodama H, Ohta N )

11.9.15 観測的検証

11.9.15.1 Overview

• Inflation
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2006 IIBフラックスコンパクト化に基づく DBIインフレーション
モデル: Dブレーンがワープ突起近傍を動く場合のインフレー
ションモデル．特に，Klebanov-Strassler突起に対して，頂点
近傍で十分なインフレーションが起きるが，生成されるゆら
ぎがWMAPによる観測上限を上回る非ガウス性を持つことを
指摘．[ Kecskemeti S, Maiden J, Shiu G, Underwood B 2006

[279]]

2007 IIBフラックスコンパクト化に基づくDBIインフレーションモ
デル: インフレーションを引き起こすブレイン (D3)が運動し
ているワープ突起の頂点近傍でのワープ因子の振る舞いが，生
成されるスカラゆらぎのスペクトル指数やそのスケール依存
性に観測可能な影響を及ぼすと議論．[ Shiu G, Underwood B

2007[351]]

11.9.16 宇宙モデル

Torii & Shiromizu (2002)[369]

p`q次元時空での gravity+dilaton+q-form field系に対するMpˆKq型
（定曲率空間の積）のコンパクト化とその安定性（reduced p-D theory

としての）を議論．このモデルはFreund-Rubinによるコンパクト化の
モデルに p ` q次元宇宙項を加えたもので，Caroll et al(2002)および
Bousso, DeWolfe & Myers(2002)のモデルに dilatonを加えた場合の効
果を研究．結論は，Mp “ AdSp, Kq “ Sqのみが許され，広いパラメー
ター領域で安定．

Giddings SB (2003), Giddings SB & Myers RC (2004)[195, 197]

高次元統一理論では、その詳細（string/Mなど）によらず、場の理論
的記述が可能なら、extra dimensionsのスケールを記述する radial dila-

tonが無限大（extra dimensionのスケールが無限大）の極限で有効ポ
テンシャルがゼロとなることを指摘（物質のエネルギー密度が extra

dimensionsの体積に比例して増大しない限り）．これより，現在の宇
宙において radial dilatonが有限な値で（局所的に）安定化されていた
としても，宇宙項が正ならば，radial dilatonは大域的に不安定で，熱
転移ないし量子トンネル効果により radial dilatonが限りなく増大する
状態へ移行する（decompactification）と主張．また，この状態は（物

1056 目次へ



目次へ

質のエネルギー密度が extra dimensionの体積とともに急速に増大しな
い限り），観測を説明する quintessenceモデルとは対応しないことも
指摘．

11.9.16.1 Inflating compactification

• No-Go定理: M/string理論を含む高次元理論において，内部空間
が静的な warped product型コンパクト化では，強エネルギー条件
が常に満たされ，４次元時空の加速膨張は起こらないことを主張
[Maldacena J & Nunez C (2001), Gibbons GW (1985), de Wit B,

Smit DJ & Hari Dass ND (1987), ][190, 295, 191].

• Chen-Galtsov-Guperle解: 高次元 SUGRAに対する単 S-brane

型解．内部空間は任意曲率．[hep-th/0204071][77]

• Ohta解: D “ 11 SUGRAおよびD “ 10 SUGRAに対する，時間
のみに依存し，任意曲率の定曲率空間でコンパクト化した厳密解の
族（多 S-brane型解）[hep-th/0301095][314]

• Townsend-Wohlfarth解: 内部空間が負曲率 Einstein空間でその
サイズに時間依存性を許せば，No-Go定理は成り立たず，中間イン
フレーション真空解が存在することを指摘 [hep-th/0303079]． [372]

• Townsend-Wohlfarth解はChen-Galtsov-Guperle解ないし単S-Brane

の場合のOhta解 [314]において 3-form flux(SM2-brane)がゼロの極
限を取ったもので，fluxがゼロでない場合は内部空間が平坦となる
中間インフレーション解も含むことを指摘 [hep-th/0303238][313]

• Ohta解が内部空間が球となる中間インフレーション解を含むこと
を指摘 [hep-th/0304172][315]

• 内部空間が複数の定曲率空間の積となる真空モデルの研究．調べら
れた範囲で十分なインフレーションなし [Chen C (2003)]．[78]

•

11.10 ブレインワールドモデル

Overview
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• Randall-Sundrumモデル

1999 RSIモデル．階層性問題の解決法．[Randall L, Sundrum R

1999[334]]

RSIIモデル．AdSコンパクト化. ．[Randall L, Sundrum R

1999[333]]

• Hořava-Wittenモデル

1995 HW理論 [Horava P, Witten E 1995[252, 251]]

• DGPモデル

2000 DGPモデル [Dvali GR, Gabadadze G, Porrati M 2000[136]]

11.11 宇宙項とインフレーション

11.11.1 de Sitter真空

• 4D Sugra

1985 N=8 SOp7, 1q-SUGRA: SOp5q ˆ SOp3q対称性をもつ dS極
点．不安定．[Hull CM, Warner NP[261]]

• 弦理論のコンパクト化

1985 (No-Go定理) string理論における de Sitter真空に対するNo-

Go定理 [Maldacena J & Nunez C (2001), Gibbons GW (1985),

de Wit B, Smit DJ & Hari Dass ND (1987)][295].

2000 de Sitter時空において string理論を構築する上での原理的問
題 [Banks T (2000), Banks T & Fischler W (2001), Hellerman

S, Kaloper N & Sussking L (2001), Fischler W, Kashani-Poor

A, McNees R & Paban S (2001), Witten E (2001), Strominger

A (2001)][20, 244, 159, 392, 359]

2002 de Sitter時空におけるPoincare回帰時間 (?)[Dyson L, Lindesay

J & Susskind L (2002), Dyson L, Kleban M & Susskind L

(2002), Goheer N, Kleban M & Susskind L (2002), Banks T,

Fischler W & Paban S (2002)][139, 138, 200, 21].
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2003 (KKLTモデル) すべてのモジュライが安定化され，準安定 dS

真空をもつ，IIB理論のワープしたフラックスコンパクト化モデ
ル (Kachru S & Kallosh R & Linde A & Trivedi S(2003)[272])．

- String理論における準安定 de Sitterコンパクト化の遷移不安
定 [Giddings SB (2003), Giddings SB & Myers RC (2004)][195,

197]

Kachru S, Kallosh R, Linde A & Trivedi SP[272]

すべてのモジュライパラメータが安定化され，de Sitter型解を（準安
定）基底状態としてもつ IIB F理論のコンパクト化を構成:

3-形式フラックス ñ radion以外のモジュライを安定化（Giddings-

Kachru-Polchinskiモデル [196]）

Euclidean D-brane instantons/gaugino consendation correction ñ

radionのポテンシャル：準安定状態はAdS [390]

D3ブレイン ñ radionポテンシャルの最小値を正の側に上げる
[273]：D3ブレインの数の fine-tuningにより小さなΛ ą 0を実現．

さらに，この準安定状態の寿命は現在の宇宙年齢より十分長くかつ，
AdSの再帰時間より十分短いことを示した．

11.11.2 インフレーションモデル

ブレーンインフレーションモデル

1998 ブレイン・反ブレインインフレーションモデル (Dvali GR, Tye SHH

[137])

KKLTモデル

2003 (KKLTモデル)すべてのモジュライが安定化され，準安定dS真空を
もつ，IIB理論のワープしたフラックスコンパクト化モデル (Kachru

S, Kallosh R, Linde A, Trivedi S[272])．
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(KKLMMTモデル) KKLTモデルとDD̄対を用いたブレインイン
フレーションモデルおよびワープを組み合わせたインフレーション
モデル．(Kachru S, Kallosh R, Linde A, Maldacena J, McAllister

L, Trivedi S[271])

(D-term uplifting of vacua) 内部フラックスをもつD7ブレイン
を利用．４次元有効理論としては，N “ 1超対称性を持つ理論が得
られ，D項により自発的に超対称性が破れる．(Burgess CP, Kallosh

R, Quevedo F2003[60])

(D3{D7ブレインインフレーションモデル) (Hsu JP, Kallosh R,

Prokushkin S[254]; Koyama F, Tachikawa Y, Watari T[287]; Firouz-

jahi H, Tye SHH[158]; Hsu JP, Kallosh R 2004[253])

2004 (Racetrackモデル) KKLT型モデルでインスタントン効果に基づく
サイズモジュラスポテンシャルとして，２つの指数関数型ポテンシャ
ルの和を用いると，スローロール条件を満たすモデルができること
を指摘（ただし，fine-tuningが必要）．(Blanco-Pillado JJ, Burgess

CP, Cline JM, Escoda C, Gomez-Reino M, Kallosh R, Linde A,

Quevedo F [41])

2006 (改良版Racetrackモデル）CY orientifold CP 4
r1,1,1,6,9sを用いた race-

trackモデル．WMAP3yearsと整合的なスペクトル指数 ns « 0.95

を与える．(Blanco-Pillado JJ, Burgess CP, Cline JM, Escoda C,

Gomez-Reino M, Kallosh R, Linde A, Quevedo F [42])

DBIインフレーションモデル

(DBIインフレーションモデル) (Silverstein E, Tong D[352]; Al-

ishahiha M, Silverstein E, Tong D 2004[7]; Chen XG 2005[81, 80])

KKLT-hybrid

(No-inflaton field inflation) anti-D3 branes=¿NS5転移を用いた
ハイブリッド型インフレーションモデル．インフラトンが場でない
ため，断熱ゆらぎの生成はない（？）(Pilo L, Riotto A, Zaffaroni A

2004[326]).

2005 (タキオンインフレーションモデル) (Cremades D, Quevedo F, Sinha

A[87])
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N-flation

(N-flation) (Dimopoulos S, Kachru S, McGreevy J, Wacker J [117])

T -brane inflation

2015 (dS vacuum by T-brane) [Cicoli M, Quevedo F, Valandro R:

arXiv: 1512.04558]

11.12 インスタントン

11.12.1 5Dブレインワールドモデル

Garriga & Sasaki (2000)[173]

de Sitterスライスを用いたAdS5の解析接続:

ds2 “ dy2 ` H2a2pyq

ˆ

´dt2 `
1

H2
cosh2pHtqdΩ2

3

˙

(11.12.1)

ñ ds2 “ dy2 ` apyq2dΩ2
4; apyq “ ℓ sinpy{ℓq. (11.12.2)

Bouhmadi-Lopez, Gonzalez-Diaz & Zhuk (2002)[?]

Garriga-Sasakiモデルで bulkにダスト（特別なスカラ場）を入れたモ
デル：

apyq “
ℓ

?
2

ˆ

?
b cosh

2y

ℓ
´ 1

˙1{2

. (11.12.3)

(b ą 1)．一般的な y で cut& doublingをしたあと，両端のスロート
y “ 0を接着してコンパクト化．
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11.13 特異点

11.13.1 歴史的概観

• 宇宙論

2001 (ekpyrotic宇宙モデル) [Khoury J, Ovrut BA, Steinhardt PJ

& Turok N(2001), Khoury J, Ovrut BA, Seiberg PJ, Stein-

hardt PJ & Turok N(2002), Steinhardt PJ & Turok N (2002)]

2002 (”時間的”初期特異点) E2,1を空間並進とブーストを組み合わ
せたPoincare変換の元 γにより生成される群 Γ “ tγnuにより
同一視し，さらにKK還元をすることのにより，Milne型２次
元宇宙を含み時間的な特異点をもつ宇宙モデルを構成．平坦
な空間との直積により高次元モデルを作り（酸化），そこでの
ボゾン的弦理論の分配関数を計算．さらに，Milne型宇宙の光
円錐を超えた拡張という点に着目して，２Ｄモデルと類似の
高次元宇宙モデルを構成．ただし，この理論における有効宇
宙モデルの議論には，フォーム場の取り扱いに間違いがある．
[Cornalba L & Costa MS (2002)[85]]

2003 (Pre-Big Bangシナリオ) [Gasperini M & Veneziano G]

2004 (Big CrunchとAdS/CFT) M理論ないし IIB理論のコンパ
クト化により得られるフル超対称４次元理論（AdS4 ˆ S7）お
よび５次元理論（AdS5 ˆ S5）にさらに truncationを施して得
られるEinstein-１成分 Scalar系において，漸近的にAdSで球
対称な解で，（負の有限エネルギーをもつ）ソリトン的なもの
が存在することを初期値問題の数値的研究と SOp4q対称イン
スタントンの解析接続の２つの方法により示した．さらに，そ
れらが有限時間でつぶれBig-Crunch特異点を生み出すことを
示し，そのAdS/CFT双対理論との対応を議論．[Hertog T &

Horowitz GT (2004)[245]]

• ブラックホール

1993 (BH相補性)ブラックホールの内部と外部が量子論的相関をも
つという主張 [Susskind L & Thorlacius L & Uglum J (1993)[362];

Stephens CR & ’t Hooft G & Whiting BF (1994)[356]]

• Orbifold
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– (E1,d{Z2) [*Balasubramanian V et al (2003)[18]]

– (Milne宇宙) []
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