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1 加群

1.1 基本事項

【定義 1.1 (基本定義)】 　

1) 加法に関する可換群を加群 (module)という．加群Mの部分群Nを
部分加群 (submodule)という．また，加群Mとその部分加群Nに対
して，剰余集合M{Nは加群となり，剰余加群 (residue class modele,

factor module)という．

2) 集合 Aの加群M に対する左作用 A ˆ M Q pa, xq ÞÑ ax P M が定
義され，任意の a P A, x, y P M に対して，i) apx ` yq “ ax ` ay

が成り立つとき，AをM の作用域 (operator domain), M を作用域
Aをもつ加群ないし A上の加群 (module over A)，ないし A加群
(A-module)という．

A加群M の部分加群N に対して，x P N, a P A ñ ax P N が成
り立つとき， N をA部分加群 (A-submodule)という．また，A部
分加群N に対して，剰余加群M{N は A加群となり，A剰余加群
(residue class A-module, factor A-module)という．

3) 加群Mの作用域Aが群の時には，ii) apbxq “ pabqx(a, b P A, x P M)

および iii) Aの作用が単位的 (unitary)，すなわち，iii) Aの単位元
を 1と表すとき， i1x “ xpx P Mqが成り立つことを要請する．

4) 作用域Aが環の時には，i), ii)に加えて，iv) pa`bqx “ ax`bx pa, b P

A, x P Mqを要請する．さらに，Aが単位元を持つときには，Aの作
用が単位的，すなわち条件 iii)が成り立つなら，Mが単位的 (unitary)

であるという．

l

1.1.1 自由加群

【定義 1.2】 　M を環R上の加群とする．

1. x P M について，任意の a P Rに対して a “ 0なら ax “ 0となる
とき，xを自由元 (free element)という．また，自由元でない元を捩
れ元 (torsion element)という．
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2. Mの元の系 txiuiPIがMを生成し，かつ線形独立であるとき，txiuiPI
をM の基底 (basis)という．

3. 基底が存在するR 加群を自由加群 (free module)という．

l

【例 1.3 (自由加群)】 　 Rを環として，有限個の直和Rn，行列環MnpRq，
多項式環RrX1, ¨ ¨ ¨ , Xns（Rは可換環）は自由R加群である． l

【定理 1.4 (自由加群の構造)】 　 M を右 (左)R自由加群，pxiqiPI をそ
の基底とする．R xIyを I から Rへの写像 vで有限個の i P I を除いて
vpiq “ 0となるものの全体とすると，R xIyは（両側）R自由加群となる．
さらに，対応

f : R xIy Ñ M ; v Ñ
ÿ

i

xivpiq

˜

ÿ

i

vpiqxi

¸

は，右 (左)R加群としての同型射を与える． l

1.1.2 移入的加群

【定義 1.5 (移入的加群)】 　 R加群Qが移入的あるいは単射的 (injective)

であるとは，任意の単射準同型 u : M 1 Ñ M と準同型 h1 : M 1 Ñ Qに
対して，h˝u “ h1 となる準同型 h : M Ñ Qが存在することである．

0 M' M

Q

u

h
h'

l

【定理 1.6 (移入的加群の特徴付け)】 　 R加群Qについて，次の２条
件は同値である．

i) Qは移入的である．

ii) 任意の単射 u : Q Ñ M は左分裂する，すなわち upQqはM の直和
因子となる．
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l

【例 1.7 (移入的加群)】 　

1. 整域Rの分数体Kは，R加群とみて移入的である．

2. Rが主イデアル整域のとき，Kをその分数体として，剰余加群K{R

は移入的である．

3. 有理数の加法群Q，1の累乗根全体の群W (– Q{Z)は，Z加群と
して移入的である．

l

1.1.3 射影的加群

【定義 1.8 (射影的加群)】 　 R 加群 P が射影的 (projective)あるいは
全射的であるとは，任意の全射準同型 v : N Ñ N 1と準同型 h1 : P Ñ N 1

に対して，v˝h “ h1 となる準同型 h : P Ñ N が存在することである．

0

N'N
v

h
h'

P

l

【定理 1.9 (射影的加群の特徴付け)】 　 環R上の加群 P について，次
の３条件は互いに同値である．

i) P は射影的である．

ii) 任意の全射 v : N Ñ P は右分裂する，すなわちKer pvqはN の直
和因子となる．

iii) P は自由加群の直和因子に同型である．

l

【例 1.10 (射影的加群)】 　
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1. 主イデアル整域上の射影的加群は，すべて自由加群である．

2. Dedekind環のイデアルはすべて射影的加群である．ただし，それ
らのうち単項でないものは自由加群でない．

l

1.1.4 ネターおよびアルティン加群

【命題 1.11 (極大条件，昇鎖条件，基底率)】 　 A-加群Mについて，次
の３つの条件は同等である：

a) (極大条件) M の任意のA部分加群の集合が極大元をもつ．

b) (昇鎖条件) M1 Ă M2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Mn Ă ¨ ¨ ¨ をM のA-部分加群の列と
するとき，N が存在して，MN “ MN`1 “ ¨ ¨ ¨ となる．

c) (基底率) M の任意のA-部分加群は有限生成である．

l

【定義 1.12 (Nöther加群)】 　 A加群M が極大条件を満たす，すな
わち，任意の A部分加群の集合が極大元をもつとき，M をネター加群
(Nöther module)という． l

【命題 1.13 (Nöther加群の性質)】 　

i) ネター的A-加群のA-部分加群，剰余加群はネター的である．

ii) 有限個のネターA-加群の直和はネター加群である．

iii) A-加群の短完全系列

0 ÝÝÝÑ M 1 f1
ÝÝÝÑ M

f2
ÝÝÝÑ M2 ÝÝÝÑ 0

において，M がネター的であるための必要十分条件は，M 1とM2

が共にネター的であることである．

[ă 服部昭「現代代数学」（朝倉書店，1968）] l
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【命題 1.14 (極小条件，降鎖条件)】 　 A-加群M について，次の３つ
の条件は同等である：

a) (極小条件) M の任意のA部分加群の集合が極小元をもつ．

b) (降鎖条件) M1 Ă M2 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Mn Ą ¨ ¨ ¨ をM のA-部分加群の列と
するとき，N が存在して，MN “ MN`1 “ ¨ ¨ ¨ となる．

l

【定義 1.15 (Artin加群)】 　 A加群M が極小条件を満たす，すなわ
ち，任意のA部分加群の集合が極小元をもつとき，M をアルティン加群
(Artin module)という． l

【命題 1.16 (Artin加群の性質)】 　

i) アルティン的A-加群のA-部分加群，剰余加群はアルティン的である．

ii) 有限個のアルティンA-加群の直和はアルティン加群である．

iii) A-加群の短完全系列

0 ÝÝÝÑ M 1 f1
ÝÝÝÑ M

f2
ÝÝÝÑ M2 ÝÝÝÑ 0

において，M がアルティン的であるための必要十分条件は，M 1と
M2が共にアルティン的であることである．

[ă 服部昭「現代代数学」（朝倉書店，1968）] l

【定義 1.17 (Nöther環とArtin環)】 　 環 Rが左（右）R-加群とし
てネター的およびアルティン的であるとき，Rをそれぞれ，左（右）メ
タ－環，左（右）アルティン環という． l

1.2 直既約加群

【定義 1.18 (直既約群)】 　 A-群M が非自明なA-部分群への直積分解
M “ M1 ˆ M2(M1,M2 ‰ teu)を持たない時，M は直既約であるという．

l
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【定理 1.19 (直既約分解)】 　 降鎖条件ないし昇鎖条件を満たす A-群
M は，有限個の直既約A-群の直積として表される．
[ă岩波数学事典 v4; 降鎖条件を満たす加群の場合の証明については，服
部昭「現代代数学」（朝倉，1968）] l

【定理 1.20 (Krull-Remak-Schimidtの定理)】 　 （作用域をもつ）
群Gが降鎖条件ないし昇鎖条件をみたすとする．Gが２つの直既約部分
群への直積分解

G “ G1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Gm “ H1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Hn

を持つとすると，n “ mで，適当な σ P Snに対して，

Gσpiq – Hi pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq,

G “ Gσp1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Gσpjq ˆ Hj`1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Hn pj “ 0, ¨ ¨ ¨ , nq

が成り立つ．
[ă 岩波数学事典 v4; 両鎖条件を満たす加群の場合の証明については，服
部昭「現代代数学」（朝倉，1968）] l

1.3 半単純加群

【定義 1.21 (単純加群)】 　 集合A上の加群M は，M “ 0で真の部分
加群を持たないとき，単純ないし既約と呼ぶ． l

【定理 1.22 (単純加群の同型類)】 　 環Rの極大左イデアルの集合に
次の同値関係„を入れる：

L „ L1 ô R{L – R{L1(左R加群として).

このとき，次の１対１対応がある：

単純左R加群の同型類 rM s ô Rの極大左イデアルの同値類 rLs.

ただし，単純左R加群M としては，RM “ 0となるものを除く．[ă 岩
堀長慶「対称群と一般線型群の表現論」（岩波書店，1978)] l
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【証明】

【定理 1.23 (Schurの補題)】 　

i) M,N を単純A加群とする．このとき，f P HomApM,Nqはゼロ準
同型または同型である．

ii) M を単純A加群とすると，D “ EndApMqは斜体で，M はD上の
線形空間となる．特に，Aが可換環のとき，準同型単射A Ñ Dが
存在し，AのM への表現はDの表現へと一意的に拡張される．

iii) Kを代数的閉体，AをK代数とする．単純A加群 V がK上有限次
元ならば，EndApV q “ KidV .

[ă岩波数学事典 ver.4] l

【定義 1.24 (半単純加群)】 　 R加群M が単純加群の直和として表さ
れるとき，半単純加群という．さらに，単純加群 P と同型な単純加群の
直和となる半単純加群はP 型等型加群という．また，加群Mに含まれる
最大な P 等型部分加群（必ず存在する）をM の P 等型成分という． l

【定義 1.25 (正則加群，半単純環)】 　 環Rを左R加群と見なしたもの
をR上の正則加群という．さらに，正則加群が半単純となるとき，Rを
半単純環という．特に，正則加群が等型加群となるとき，Rを等型半単
純環という． l

【定理 1.26 (完全行列環)】 　 体 K 上の線形空間 V に対して，R “

EndKpV qとおく．

i) V は左R加群として忠実かつ単純である．

ii) V が有限次元のとき，Rは等型半単純環かつArtin単純環である．

l

【定理 1.27 (半単純加群の特徴づけ)】 　 A加群M に対して，次の
３つの条件は同値である：

i) M は半単純．

ii) M は単純加群の系の和である．
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iii) M の任意の部分加群は直和因子である．

[ă岩波数学事典 ver. 4; 服部昭「現代代数学」（朝倉,1968); 岩堀長慶「対
称群と一般線型群の表現論」(岩波，1978)] l

【証明】

【定理 1.28 (半単純加群の性質)】 　 半単純加群について次が成り立つ．

i) A加群M が単純部分加群Nipi P Iqの和であれば，M の任意の単
純部分加群はNiのいずれかに同型である．

ii) 半単純加群の部分加群，商加群は半単純である．

iii) 半単純部分加群の和は半単純である．

l

【定義 1.29 (加群のトレース)】 　 R加群M と P に対して，M の部分
加群

MP :“
ÿ

tImh | h P HomRpP,Mqu

を，MにおけるP のトレースと呼ぶ．特に，M “ MP となるとき，P は
Mの生成加群という．さらに，P が任意のR加群の生成加群となるとき，
P を単に生成加群という． l

【定理 1.30】 　 P を単純R加群，M を任意のR加群とするとき，

i) M の部分加群N について，NP “ MP X N .

ii) M の直和分解M “ N ` N 1に対して，MP “ NP ` N 1
P .

l

【定理 1.31】 　 P を単純R加群とするとき，R加群M における P の
トレースMP は最大の P 等型部分加群（すなわち P 等型成分）であり，
P に同型なすべての部分加群の和である．また，MP の部分加群はすべて
P 等型である． l
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【定理 1.32 (半単純加群の標準分解)】 　 Rを半単純環として，その
表現 pρ, V qを

V “ U1 ‘ ¨ ¨ ¨Ur

と既約分解し，既約部分空間の集合 tU1, ¨ ¨ ¨ , Uruを，互いにR同型な部
分集合 U

pjq

1 , ¨ ¨ ¨ , U
pjq
rj (U

pjq

1 –R ¨ ¨ ¨ –R U
pjq
rj , j “ 1. ¨ ¨ ¨ , sqに分割する．こ

のとき，
V “ W1 ‘ ¨ ¨ ¨Ws; Wj “ U

pjq

1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ U pjq
sj

は V の等型加群Wj による直和分解を与え，等型成分Wj は出発点の V

の既約分解の取り方に依存しない．この分解は，V の等型成分への分解
ないし標準分解と言われる．
[ă「対称群と一般線型群の表現論」岩堀長慶 ( 岩波， 1978)] l

【証明】

【定理 1.33 (半単純加群の自己準同形)】 　 半単純R加群Mは等型成
分の直和となる：

M “
ÿ

λPΛ

Mλ.

さらに，M の部分加群N について次の２条件は同値である：

i) あるΛ0 Ď Λに対して，N “
ř

λPΛ0
Mλ．

ii) 任意の f P EndRpMqに対して，fpNq Ď N .

l

【証明】

1.4 半単純環

【定理 1.34 (Jacobson根基)】 　 単位的環Aの部分集合 JpAqについ
て，次の４つの条件は互いに同値である：

i) JpAqはAの極大左イデアル全体の共通部分である．

ii) JpAqはAの極大右イデアル全体の共通部分である．
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iii) JpAqは，Aのすべての既約表現の核の共通部分である．

iv) x P JpAqとなるためには，任意の a P Aに対して p1´ axqが逆元を
もつことが必要十分．

これらの条件により決まるイデアル JpAqは，Jacobson根基 (Jacobson

radical)と呼ばれる．
[ă岩波数学事典 ver. 4．証明については，服部昭「現代代数学」（朝倉，
1968)] l

【定理 1.35 (Jacobson根基の性質)】 　 環Rの Jacobson根基 JpRqは，
Rの巾零イデアルである．RがArtin環なら，JpRqは最大の巾零イデア
ルである．
[ă服部昭「現代代数学」（朝倉，1968)] l

【定義 1.36 (半単純環)】 　 環R上の正則加群が半単純であるとき，R
を半単純環という． l

【定義 1.37 (逆環)】 　 環Rにおいて，積を a˝b “ baと定義して得られ
る環R1をRの逆環 (opposite ring)という． l

【定理 1.38 (単位的半単純環の特徴づけ)】 　 単位元をもつ環Rにつ
いて，次の諸条件は互いに同値である：

(0) 左Artin的で，JpRq “ 0.

(I) 左Artin的で，正則表現は完全可約である．

(II) 任意のR加群が半単純である．

(III) 任意のR加群が移入的である．

(IV) 任意のR加群が射影的である．

(V) R加群の任意の短完全系列は分裂する．

(VI) 有限個の左Artin単純環の直積に同型である．

(VI)’ 左Artin環であり，有限個の単純環の直積に同型である．

(VII) 斜体の列Diと正数列niが存在して，R – Mpn1, D1q‘¨ ¨ ¨‘Mpnr, Drq.
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[ă 服部昭「現代代数学」（朝倉，1968); 岩波数学事典 v4] l

【証明】

【定理 1.39 (単位的半単純環の性質)】 　 単位元を持つ半単純環は次の
性質を持つ：

i) 半単純環の剰余環は半単純環である．

ii) 有限個の半単純環の直積環は半単純環である．

iii) 半単純環はNoetherかつArtin環であり，有限個の左極小イデアル
の直和である．

iv) 半単純環R上の任意の単純加群は，Rのある左極小イデアルに同型
である．

v) 半単純環上の単純加群の同型類は有限個である．

l

【定理 1.40 (単位的半単純環の構造定理)】 　 単位元をもつ半単純環R

の極小イデアルは有限個であり，Rはそれらの直和に分解される：R “

a1 ` ¨ ¨ ¨ an. 各極小イデアルは，正則加群R の等型半単純成分で，半単純
かつ単純環である．これをRの単純成分という．単純成分の個数は，単
純R加群の同型類の個数と一致する． l

【定理 1.41 (単位的半単純環の中心)】 　

i) 単位元を持つ単純環の中心は体である．

ii) Rを単位元を持つ半単純環，a1, ¨ ¨ ¨ , anをその単純成分とすると，中
心CpRqは半単純環で，Cpa1q, ¨ ¨ ¨ , Cpanqはその単純成分である．

l

【証明】

【定理 1.42 (単位単純環の特徴づけ)】 　 単位元を持つ環Rについて，
次の５条件は互いに同値である．
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(I) 等型半単純環である．

(II) 半単純環であり，単純R加群の同型類は１つだけである．

(III) 半単純環であり，かつ単純環である．

(IV) 半単純環であり，中心は単純環（したがって体）である．

(V) Artin単純環である．

l

【定理 1.43】 　可換体K上の有限次元線形空間 V の線形変換の集合G

について，G加群として V が完全可約 ô Gの生成するEndKpV qの部
分線形環をKrGsとして，KrGs加群として V が完全可約． l

【定理 1.44 (Wedderburn-Artinの定理)】 　 Artin単純環R上の単
純加群 V に対して，D “ EndRpV q，Rを左極小イデアルに分解した時の
イデアルの個数を nとおけば，

i) Dは体である．

ii) V はD加群として有限生成であり，dimD V “ n．

iii) R加群 V は忠実かつ再中心化性を持つ．すなわち，Dの逆環をDo

とするとき，標準的に

R
–

ÝÝÝÑ EndDpV q – MnpDoq.

逆に，体D1上の有限生成加群 V “ 0に対して，R1 “ EndD1pV q，n1 “

dimD1 V とおくと，

i)’ R1はArtin単純環である．

ii)’ V はR1加群として単純であり，lR1pR1q “ n1．

iii)’ D1加群 V は忠実かつ再中心化性をもつ．すなわち，標準的に

D1 –
ÝÝÝÑ EndR1pV q.

[ă 岩波数学事典 v4;服部昭「現代代数学」（朝倉，1968)] l
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【定理 1.45】 　体K上の斜体D,D1，整数 n, n1について，

MnpDq –K Mn1pD1q pK ´ algebraq ô n “ n1, D –K D1.

l

【定理 1.46 (半単純環の構造定理 (Wedderburn))】 　 単位元をもつ
半単純環Rに対して，体D1, ¨ ¨ ¨ , Dh，整数 n1, ¨ ¨ ¨ , nh ą 0が定まり，

R – Mn1pD1q ˆ ¨ ¨ ¨Mnh
pDhq.

逆に，このような環は半単純である．特に，Rが代数的閉体K上の有限
次元半単純線形環のとき，D1 “ ¨ ¨ ¨ “ Dh “ K．
[ă 岩波数学事典 v4;服部昭「現代代数学」（朝倉，1968); 岩堀長慶「対称
群と一般線型群の表現論」（岩波，1978）] l

【定理 1.47 (Burnsideの定理)】 　 Rを代数的閉体K上の線形環と
する．Rの既約表現 ρ : R Ñ EndKpV qについて，

ρpRq “ EndKpV q.

[ă 岩堀長慶「対称群と一般線型群の表現論」（岩波，1978）] l

1.5 Hom関手とb関手

1.5.1 b関手

【定理 1.48 (b関手の右完全性)】 　 左R加群 P と右R加群Qを固定
する．

1. 右R加群の完全系列

M 1 u1

ÝÝÝÑ M
u

ÝÝÝÑ M̄ ÝÝÝÑ 0

は，完全系列

M 1 bR P
u1bidP

ÝÝÝÝÑ M bR P
ubidP

ÝÝÝÝÑ M̄ bR P ÝÝÝÑ 0

を引き起こす．
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2. 左R加群の完全系列

N 1 v1

ÝÝÝÑ N
v

ÝÝÝÑ N̄ ÝÝÝÑ 0

は，完全系列

Q bR N
1

idQbv1

ÝÝÝÝÑ Q bR N
idQbv

ÝÝÝÝÑ Q bR N̄ ÝÝÝÑ 0

を引き起こす．

l

【定義 1.49 (平坦加群)】 　 任意の右R加群の単準同型 u1 :M 1 Ñ Mに
対して，u1 b idP : M 1 bR P Ñ M bR P が単準同型となるとき，左R加
群は平坦 (flat)であるという．平坦な右R加群も同様に定義される． l

【命題 1.50 (射影加群の平坦性)】 　 射影的加群は平坦である． l

【命題 1.51 (Noether環上の有限生成加群の平坦性条件)】 　 Rを
Noether環，P を有限生成R加群とするとき，次の４条件は互いに同値
でる．

1) @p P SpecpRqについて，f P Rzpが存在して，Pf はRf 自由加群と
なる．

2) @p P SpecpRqについて，PpはRp自由加群である．

3) P は射影的加群である．

4) P は平坦加群である．

l

1.5.2 Hom関手

【定理 1.52 (Hom関手の左完全性)】 　 左 (右）R加群 P と 左（右）
R加群の完全系列

0 ÝÝÝÑ M 1 u1

ÝÝÝÑ M
u

ÝÝÝÑ M̄ ÝÝÝÑ 0

は，完全系列

0 ÝÝÝÑ HomRpP,M 1q
u1

˚
ÝÝÝÑ HomRpP,Mq

u˚
ÝÝÝÑ HomRpP, M̄q

0 ÝÝÝÑ HomRpM̄, P q
u˚

ÝÝÝÑ HomRpM,P q
u1˚

ÝÝÝÑ HomRpM 1, P q

を引き起こす． l
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1.6 TorとExt

【定義 1.53 (射影分解)】 　 R加群M に対し，射影R加群からなる複
体 pE˚, Bqが存在して，完全系列

E˚pMq : ¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ Em
B

ÝÝÝÑ Em´1
B

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨
B

ÝÝÝÑ E0 ÝÝÝÑ M ÝÝÝÑ 0

が成り立つとき，E˚pMqをR加群M の射影分解 (projective resolution)

と呼ぶ．
E˚pMqに対して，pE˚, BqのホモロジーをH˚pE˚pMqqと表す．このと

き，H0pE˚pMqq – M となる． l

【命題 1.54 (射影分解の性質)】 　

1. 射影分解は常に存在する．

2. 加群の準同形写像 ϕ : M Ñ N と，射影分解 E˚pMqおよび E˚pNq

が与えられたとき，複体写像Φ : E˚pMq Ñ E˚pNqがチェーンホモ
トピー同値写像の自由度を除いて一意的に存在し，次の図式が可換
となる：

H0pE˚pMqq
Φ˚ // H0pE˚pNqq

– –

M
ϕ

// N

3. 加群の短完全系列 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0に対して，複体写像の
系列 0 Ñ E˚pM 1q Ñ E˚pMq Ñ E˚pM2q Ñ 0が完全となる射影分解
が存在する．

l

【定義 1.55 (TorRn pM,Nq)】 　M,NをR加群，E˚pMqをMの射影分解
とするとき，複体 pEkpMq bRN, B b 1qのホモロジー群HkpE˚pMq bRNq

をTorRk pM,Nqと表し，MとNのねじれ積 (torsion product)と呼ぶ． l

【命題 1.56 (ねじれ積の基本的な性質)】 　

1. TorR0 pM,Nq “ M bR N .

2. Rが可換環のとき，TorRn pM,Nq – TorRn pN,Mq.
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3. Mが平坦なR加群（例えば，射影加群，自由加群）のとき，TorRk pM,Nq “

0pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

4. Rが単項イデアル環のとき，TorRk pM,Nq “ 0 (k “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ ).

5. TorR˚ pM,Nqは，R加群の圏の積 C ˆ Cから次数付きR加群の圏へ
の関手を与え，M,N について共変的となる．

6. TorRk p‘iMi, Nq – ‘iTor
R
k pMi, Nq.

7. TorRk plimÝÑ Mi, Nq – limÝÑ TorRk pMi, Nq.

8. R加群の短完全系列

0 ÝÝÝÑ M1
f

ÝÝÝÑ M2
g

ÝÝÝÑ M3 ÝÝÝÑ 0

に対して，長完全系列

¨ ¨ ¨
B

ÝÝÝÑ TorRk pM1, Nq
f˚

ÝÝÝÑ TorRk pM2, Nq
g˚

ÝÝÝÑ TorRk pM3, Nq

B
ÝÝÝÑ TorRk´1pM1, Nq ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ TorR1 pM3, Nq

B
ÝÝÝÑ M1 bR N ÝÝÝÑ M2 bR N ÝÝÝÑ M3 bR N ÝÝÝÑ 0

が成り立つ．

l

【例 1.57 (加群のねじれ積)】 　 加群のねじれ積は次の性質を持つ．

i) Kが標数 0の体，Aが有限生成加群のとき，TorZ1 pK,Aq “ 0.

ii) TorZ1 pZm,Znq – Zd (m,n ą 0, d “GCDpm,nq).

iii) Kが体の時，TorK1 pA,Bq “ 0.

l

【定義 1.58 (ExtkRpM,Nq)】 　M,NをR加群，E˚pMqをMの射影分解と
するとき，複体 pHomRpEkpMq, Nq, B˚qのコホモロジー群HkpHomRpE˚pMq, Nqq

をExtkRpM,Nqと表し，MとNのねじれ積 (torsion product)と呼ぶ． l

【命題 1.59 (Extの基本的な性質)】 　
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1. Ext0RpM,Nq “ HomRpM,Nq.

2. M が射影 R加群，または N が入射 R加群なら，ExtkRpM,Nq “

0pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

3. Rが単項イデアル環のとき，ExtkRpM,Nq “ 0 (k “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ ).

4. Ext˚
RpM,Nqは，R加群の圏の積 C ˆ Cから次数付きR加群の圏へ

の関手を与え，N について共変的，M について反変的となる．

5. ExtkRp‘iMi,
ś

j Njq –
ś

i.k Ext
k
RpMi, Njq.

6. R加群の短完全系列

0 ÝÝÝÑ M1 ÝÝÝÑ M2 ÝÝÝÑ M3 ÝÝÝÑ 0

0 ÝÝÝÑ N1 ÝÝÝÑ N2 ÝÝÝÑ N3 ÝÝÝÑ 0

に対して，長完全系列

¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ ExtkRpM2, Nq ÝÝÝÑ ExtkRpM1, Nq
B

ÝÝÝÑ Extk`1
R pM3, Nq ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ ExtkRpM,N2q ÝÝÝÑ ExtkRpM,N3q
B1

ÝÝÝÑ Extk`1
R pM,N1q ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

が成り立つ．

l

1.7 定理・命題・公式の証明

定理 1.3 の証明. まず，Lを Rの極大左イデアルとする．このとき，
M “ R{Lが零でない部分 R-加群 N ‰ M を持つとすると，R-準同形
π : R Ñ M によるN の逆像 L1はRの左イデアルで，L Ĺ L1 Ĺ R. これ
は，Lが極大左イデアルであることに反する．よって，M は単純加群．
次に，仮定より，単純R-加群Mに対し，Rv ‰ 0となる v P Mが存在．
この vを用いて写像 ϕ : R Ñ MをR Q x ÞÑ ϕpxq “ xv P Mにより定義す
る．このとき，ϕ P HomRpR,Mqで，ϕpRqはM の部分R-加群となるの
で．M の単純性とRM ‰ 0より，ϕpRq “ M，すなわち ϕは全射となる．
そこで，L “ Ker pϕqとおくと，LはRの左イデアルで，R{L –R M . い
ま，L Ă L1となる左イデアルが存在したとすると，ϕpL1qはMのR-部分
加群となるので，M の単純性より，L1 “ Lまたは L1 “ R．これは Lが
極大左イデアルであることを意味する． Q.E.D.
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【定理 1.3 に戻る】

定理 1.3 の証明. i) ô ii): i) ñ ii)は明らか．いま，A-加群Mが単
純部分加群系Miを用いて，M “

ř

iPJ Miと表されたとすると，i ‰ j P J

に対して，Mi X Mj はMi,Mj の A-部分加群なので，Miの単純性より，
MI “ MjまたはMi XMJ “ 0．よって，tMi; i P Iuの異なる要素のみの
部分集合を tMj; j P J Ă Iuとすると，M “

ř

jPJ MjはM の単純部分加
群による直和分解を与える．よって，ii) ñ i)が成り立つ．
i) ñ iii): A-加群M がM “ ‘iPIMiと部分単純加群の直和で表される
とする．このとき，M の部分加群N に対して，Iの部分集合の族 Sを

S “ tJ | J Ă I,N X MJ “ 0u ; MJ ”
ÿ

iPJ

Mi

により定義する．いま，Sの勝手な全順序部分族 T “ tJα;α P Huに対し
て，J̃ “ YαPHJαとおく．x P MJ̃ とすると，xは有限個のMiの元の直和
なので，x “ Mi1 ` ¨ ¨ ¨ `Minで，i1, ¨ ¨ ¨ , in P Jαとなるα P Hが存在．す
なわち，x P MJα．よって，x R Nなので，MJ̃ XN “ 0．これは，J̃ P S，
すなわち T が極大元をもつことを意味する．したがって，Sは帰納的順
序集合となり，Zornの補題より，極大元 J˚をもち，L “ MJ˚ に対して，
L X N が成り立つ．
いま，k R J˚に対して，J˚の極大性より，pL ` Mkq X N ‰ 0となる
が，これは，pL ` Nq X Mk ‰ 0を意味する．ところが，Mkは単純なの
で，これよりMk Ă L ` N．よって，L ` N “ M となるので，iii)が成
り立つ．また，同時に，これはN “ ‘iPJ´J˚Miを意味するので，半単純
加群の部分加群は再び半単純となることが分かる．
iii) ñ i):まず，Mに対して iii)が成り立つとき，その部分加群Nを勝手
にとる．いま，その部分加群をP とすると，M “ P ‘P 1となる部分加群
P 1が存在するが，これはP 2 “ P 1 XNとすると，N “ P ‘P 2を意味する
ので，N に対しても iii)が成り立つ．つぎに，N ‰ 0として，x ‰ 0 P N

に対して，xを含まないN の部分加群の中で最大のものをN1とすると，
N “ N1 ‘ N2となる．いま，N2 “ N 1

2 ‘ N2
2 と部分加群の直和に分解さ

れたとすると，N1の極大性より，N1 ` N 1
2．N1 ` N2

2 のいずれも xを含
むが，N1 ` N 1

2 X N1 ` N2
2 “ N1なので，矛盾．よって，N2は単純加群

となる．これは，iii)を満たす加群が常に単純部分加群を含むことを意味
する．
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そこで，M に含まれる単純部分加群をMi pI P Iqとして，Iの部分集
合 Jのうち，MJ ”

ř

jPJ Mj “ ‘jPJMjとなるものの全体をSとする．こ
のとき，Sは帰納的順序集合となり，Zornの補題より，極大元 J˚ P Sを
もつ．このとき，MJ˚ Ĺ M とすると，M “ MJ˚ ‘ N となるが，N は
ある単純部分加群Mk(k ‰ J˚)を含み，J˚の極大性と矛盾する．よって，
M “ MJ˚ となり，i)が成り立つ．

Q.E.D.

【定理 1.3 に戻る】

定理 1.3 の証明. V の別の既約分解をV “ U 1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Ut，対応する等型

成分への分解を V “ W 1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘W 1

uとする．いま，W1とW 1
1に含まれる

既約成分が同型として，U1 Ă W1とする．このとき，V の既約成分Ui, U
1
j

への標準射影をそれぞれπi, π
1
jとすると，Schurの補題より，U

1
j XW 1

1 “ 0

のとき，π1
jpUiq “ 0となる．よって，Ui Ă W 1

1，したがって，W1 Ă W 1
1.

同様にして，W 1
1 Ă W1なので，結局W1 “ W 1

1. Q.E.D.

【定理 1.3 に戻る】

定理 1.3 の証明. 部分加群 N は再び半単純なので，標準分解をもつ．
また，N は直和因子 Lをもち，Lも標準分解をもつ．これらを合わせる
と，M の標準分解として，

M “ ‘iMi : Mi “ ‘αUiα,

N “ ‘iM
1
i : M 1

i “ ‘αPSi
Uiα Ă Mi

となるものが選べる．
まず，f P HomRpMqに対して，Schurの補題より，πjβfpUiαq ‰ 0なら

i “ jとなるので，fpMjq Ă Mj. これは，i) ñ ii)を意味する．
次に，i)が成り立たないとすると，ある iに対し，M 1

i Ĺ Mi,M
1
i ‰ 0. こ

のとき，Uiα Ă M 1
i , Uiβ XM 1

i “ 0となる 2つの既約成分Uiα, Uiβが存在す
る．すると，これら２成分を入れ替え，他の既約成分では恒等写像となる
f P HomRpMqが存在する．この準同形写像に対しては fpNqはNに含ま
れないので ii)が成り立たない．したがって，ii) ñ i)が成立． Q.E.D.

【定理 1.3 に戻る】
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定理 1.4 の証明. (VII) ñ (VI) ô (VI’): まず，Mpn,Dqは単純
Artin環なので，(VII) ñ (VI)は明らか．次に，R “ R1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Rn（直
積，Riは単純環）とする．このとき，Rの単位元は 1 “ e1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ enと
直和分解される．いま，Rの任意の左イデアルLに対して，Li “ LXRi

(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)とおくと，任意の x P Lに対して x “ e1x ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ enxと
なるが，Riは Rの両側イデアルなので，eix P L X Riとなる．よって，
L “ L1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Ln.

このことを用いると，(VI)が成り立つとき，Rの任意の左イデアルの降
鎖列M1 Ą M2 Ą ¨ ¨ ¨ に対して，すべての降鎖列M1 XRi Ą ¨ ¨ ¨Mj XRi Ą

¨ ¨ ¨ は十分大きな jに対して一定となるので，Mj に対しても降鎖条件が
成り立つ．すなわち (VI’)が成り立つ．各Riに含まれる降鎖列はRの降
鎖列と見なされるので，逆 (VI’) ñ (VI)が成り立つことは明らか．
(VI) ñ (0): R “ R1‘¨ ¨ ¨‘Rn（直積，Riは左アルティン的単純環）と
する．このとき，Rの人の左イデアルLはL “ L1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Ln(Li “ LXR)

と表されるので，JpRq “ ‘n
i“1JpRiq. 単純環に対しては JpRiq “ 0なの

で，JpRq “ 0となり，(0)が成立．
(0) ñ (I): Rの左極大イデアル全体に対してXλLλ “ 0となるが，R
は左アルティン的なので，左イデアルの減少列 λ1 Ą λ1 X λ1 Ą ¨ ¨ ¨ は有
限なところでゼロとなる．すなわち，有限個の左極大イデアルLiが存在
して，Xm

i“1Li “ 0．これより，単射 j : R Ñ M ” ‘m
i“1R{Liが存在．と

ころが，M は明らかに半単純R-加群なので，その部分加群R – jpRqも
半単純．よって，(I)が成り立つ．
(I) ô (II):Mを任意のR加群とすると，Mの部分集合B “ txλ;λ P Λu

で，BがMを生成するものが存在．いま，uλを自由元として，自由加群

A “

#

ÿ

λPΛ

aλuλ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

aλ P R

+

– RΛ

を導入すると，全射R準同形

π : A Q uλ ÞÑ xλ P M

が存在する．Rが R加群として半単純とすると，その直和 Aも半単純，
さらにAのR準同形像 πpAq “ M も半単純となる．よって，(I) ñ (II)

が成り立つ．(II) ñ (!)は自明．
(II) ô (V): R加群が半単純であることと，その任意の部分加群が直
和因子であることが同等，さらにこの性質は (V)と同等．
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(II) ô (III): (II)が成り立てば，入射 j : N Ñ M において，N の
像は常にM の直和因子となるので，任意のN は入射的で (III)が成り立
つ．逆に，(III)が成り立つとき，Mの任意の部分加群Nに対して，入射
j : N Ñ M は左分裂するので，N はM の直和因子となる．よって，(II)

が成立．
(II) ô (IV): (II)が成り立てば，全射 π : M Ñ N において，M “

L‘Ker pπqで j : L Ñ N は同型となるので，この全射は分裂し，(IV)が
成り立つ．逆に，(IV)が成り立つとき，任意の加群Mとその部分加群N

に対して，完全系列 0 Ñ N Ñ M Ñ M{L Ñ 0の全射部分は右分裂し，
f :M{L Ñ M,π˝f “ idM{Lとなる写像 fが有り，M “ N ‘ fpM{lqとな
るので，(II)が成り立つ．
(I) ñ (VII): (I)が成り立つと，次の既約分解が存在する：

R – n1l1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ nrlr, li fl lj pi ‰ jq.

ここで，liは極小左Rイデアルの同型類で，一般にnl “ ‘n
k“1l

pkq plpkq – lq.

このとき，
EndRpRq – ‘r

i“1EndRpniliq.

いま一つの因子，EndRpnlqに着目し，R同型写像 θk : l Ñ lpkq を一つ
固定する．このとき，πk : nl Ñ lpkq として，f P EndRpnlqに対して，
θ´1
j ˝πj˝f ˝θkは lのA自己準同形となるので，

f ˝θk “
ÿ

j

θjϕjk; ϕjk P EndRplq

このとき，Φ “ pϕjk; j, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq P MpDq pD “ EndRplqqとなり，
Schurの補題よりDは斜体で，f ÞÑ Φは同型対応となる：

EndRpnlq – Mpn,Dq, D “ EndRplq.

もとの EndRpRqに戻ると，

EndRpRq – ‘r
i“1Mpni, Diq, Di “ EndRpliq (1)

が得られるが，全行列環Mpn,Dqは単純Artin環で，対応f P EndRpRq ÞÑ

fp1q P RはRと EndRpRqの逆同型を与えるので，(VII)が成り立つ．
Q.E.D.

【定理 1.4 に戻る】
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定理 1.4 の証明.

i) 中心CpRqは明らかにRの部分環なので，そのゼロ以外の元aが可逆
であることを示せば良い．まず，fapxq “ axとおくと，fa P EndRpRq

となるが，Rの左イデアル分解R “ ‘iliにおいて，ali Ă liより fa|li

はEndRpliq – D(斜体)に属する．異なる liはR同型で，ある iに対
して fa|li “ 0なら fa “ 0 ñ a “ fap1q “ 0．よって，Schurの補題
より，fa|li，したがってfaはHomRpRqで可逆．ところが，HomRpRq

はRに半同型なので，aはRで可逆．

ii) 直和分解R “ a1‘¨ ¨ ¨‘anに対応して，Rの単位元は1 “ e1‘¨ ¨ ¨‘en
と直和分解される．各 aiはRの両側イデアルであるので，

x “ xe1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ xen “ e1x ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ enx ñ xei “ eix pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq

すなわち，ei P CpRqで，任意の x P CpRqに対して，xei P Cpaiq．
よって，CpRq “ ‘iCpaiq. Cpaiqは i)より体なので，単純成分と
なる．

Q.E.D.

【定理 1.4 に戻る】
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2 有限群
Last update: 2015/10/18

2.1 基本事項

2.1.1 基本定義

【定義 2.1 (群の位数)】 　 有限群Gの元の数をその位数 (order)といい，
|G|で表す． l

【定義 2.2 (共役類)】 　

i) 群Gの集合 Sと T に対して，x P Gが存在して，T “ xSx´1とな
るとき，Sと T は共役 (conjugate)であるという．

ii) 群Gの元 aに対して，aと共役な元の集合を aの共役類 (conjugate

class)という．群Gは，互いに共通部分を持たない共役類の和集合
となる．

l

【定義 2.3 (部分群の指数)】 　 群Gの部分群Hに対して，その異なる
剰余類 gHの数をHの指数 (index)とよび，rG : Hsで表す． l

2.1.2 基本定理

【定理 2.4 (Lagrangeの定理)】 　 有限群 Gの部分群 H に対して，
|G| “ rG : Hs|H|. 特に，Hの位数は，Gの位数の約数である． l

【定理 2.5 (Cauchyの定理 (1844))】 　 pが有限群Gの位数の約数と
なるとき，位数 pのGの部分群が存在する． l

【定理 2.6 (Sylowの定理)】 　 p,mを互いに素な自然数として，有限
群Gの位数が pnm(n P N)と表されるとき，

1. Gは位数 pnの部分群 (Sylow p部分群)を含み，任意の２つのSylow

p部分群は互いに共役である．
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2. Gに含まれるSylow p部分群の個数は，pを法として１に合同である．

3. 位数が pのベキとなるGの部分群は，少なくとも一つの Sylow p部
分群に含まれる．

[ă近藤武「群論」（岩波,1991)] l

【定理 2.7 (Jordan-Hölderの定理)】 　 任意の有限群に対し，その組成
剰余群列として単純群の集合が重複を含めて一意的に定まる．
[ă近藤武「群論」（岩波,1991)] l

2.2 有限群の例

2.2.1 p群

【定義 2.8 (p群)】 　 位数が素数 pのベキとなる有限群を p群という．
l

【定理 2.9 (p群とベキ零群の関係)】 　

1. p群はベキ零群である．

2. 任意の有限ベキ零群は，p群の直積で表される．

l

【定理 2.10 (p群の数)】 　 pを素数とするとき，

1. 位数が pとなる群は，巡回群 Zpである．

2. 位数が p2となる群は可換群で，2つの異なる群がある．

3. 位数が p3となる群としては，3つの可換群と 2つの非可換群が存在
する．

l

【定義 2.11 (4元数群)】 　

1. 4元数体Qの8個の元t˘1,˘i,˘j,˘kuからなる群を4元数群という．
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2. 関係
σ2n´1

“ 1, τστ´1 “ σ´1, τ 2 “ σ2n´2

を満たす2元σ, τから生成される位数2nの群を，一般4元数群 (gen-

eralised quaternion group)という．

3. 関係
σ2n´1

“ τ 2 “ 1, τστ´1 “ σ´1`2n´2

を満たす 2元 σ, τから生成される位数 2nの群を，準 2面体群 (semi-

dihedral group)という．

l

2.2.2 対称群

【定義 2.12 (対称群)】 　 自然数 nに対して，集合Sn “ t1, 2, ¨ ¨ ¨ , nuか
ら自分自身への１対１写像

σ “

˜

1 2 ¨ ¨ ¨ n

σp1q σp2q ¨ ¨ ¨ σpnq

¸

すなわち置換の全体が作る群を n次の対称群 (symmetric group)といい，
Snで表す．
置換のうち，Snの２個の要素のみを入れ替える変換を互換という．任

意の置換 σは互換の積で表され，その個数が偶数か奇数かは σで決まり，
偶数個の互換の積は偶置換，奇数個の互換の積は奇置換と呼ばれる．特
に，Snの偶置換の元全体が作る Snの部分群は n次の交代群 (alternating

group)といい，Anで表す． l

【定理 2.13 (交代群の単純性)】 　 交代群Anは n ě 5のとき単純であ
る．
[ă 近藤武「群論」（岩波，1991)] l

【定義 2.14 (置換の型)】 　

1) σ P Snが，Snの順序付き部分集合 T “ ri1, ¨ ¨ ¨ , ips(i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ip)

を用いて，

σpikq “ ik`1 pmod p, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , pq, σpjq “ j pj R T q (2.2.1)
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と表されるとき，σを循環置換 (cyclic permutation)といい，σ “

pi1 ¨ ¨ ¨ ipqと表記する．

2) 任意の σ P Snは，Snの分割 tTl, l “ 1, ¨ ¨ ¨ , su : Sn “
Ť

l Tl pTl X

Tm “ H, l ‰ mqを用いて，

σ “ pT1qpT2q ¨ ¨ ¨ pTsq (2.2.2)

と（順序は別にして）一意的に循環置換の積で表される．このとき，
Tj の要素の数を lj とし，Tj の順序を l1 ě ¨ ¨ ¨ ě ls ą 0ととなるよ
う並べたとき，数列 pl1, l2, ¨ ¨ ¨ , lsqは

l1 ` l2 ` ¨ ¨ ¨ ` ls “ n (2.2.3)

を満たす．この数列を σの定める nの分割という．

3) σの定める nの分割 pl1, ¨ ¨ ¨ , lsqに対して，lj “ pとなる要素の数を
αp “ αppσq(p “ 1, ¨ ¨ ¨ , nとする．このとき，記号

p1α12α2 ¨ ¨ ¨nαnq (2.2.4)

を σの型という．

l

【定理 2.15 (対称群の共役類)】 　 対称群Snの共役類は，置換の型
p1α12α2 ¨ ¨ ¨nαnqと 1対１に対応する． l

【証明】

【公式 2.16 (対称群の共役類の元の数)】 　 n次の対称群の型 p1a1 ¨ ¨ ¨nanq

の共役類の要素の数は

n!

1a1a1!2a2a2! ¨ ¨ ¨nanan!
“

n!
śn

i“1 i
aiai!

で与えらえる．
[ă 武藤武「群論」（岩波, 1991)] l

【系 2.17 (対称群の中心)】 　 n時の対称群Snの中心は，n ě 3のとき
単位元のみからなる． l
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2.3 単純有限群

【定理 2.18 (分類定理)】 　 単純有限群は次の 4つのタイプに分類さ
れる：

1. 位数 pの巡回群 Zp.

2. 5次以上の交代群．

3. Lie型単純群．

4. 散在型単純群（26個）

l

2.4 有限群の表現

2.4.1 群環

【定義 2.19 (有限群の群環)】 　 有限群Gに対し，環Rを係数とする
Gの元の形式的線型和 a1g1 ` ¨ ¨ ¨ ` angnの全体には，自然にR-多元環の
構造が入る．このようにして得られる多元環 RrGsを，Gの群環 (group

algebra)という． l

【定理 2.20 (Maschkeの定理 (群環の半単純性))】 　 有限群Gの体K

上の群環KrGsに対し，

KrGsが半単純 ô Kの標数がGの位数が約数でない

l

【定義 2.21 (可逆半群)】 　

1) 半群Gの元 a, bに対して，a “ aba, b “ babが成り立つとき，aと b

は互いに逆であるという．

2) 半群Gのすべての元が逆元をもつとき，Gは正則半群 (regular semi-

group)であるという．

3) 正則半群Gのすべての元の逆元が一意的であるとき，Gを可逆半群
(inverse semi-group)という．

30 目次へ



目次へ

[ăEncyclopedia of Mathematics ă Clifford A.H., Preston G.B., ”The

Algebraic theory of semigroups”, 1, Amer. Math. Soc. (1961)] l

【定理 2.22 (Maschkeの定理の半群環への一般化)】 　 有限可逆半群G

の体K上の半群環KrGsに対し，

KrGsが半単純 ô Kの標数がGの位数が約数でない

l

【定理 2.23 (Maschkeの定理のよじれ群への一般化)】 　 有限群Gの位
数が可換体Kの標数で割り切れないとき，K上のよじれ群環Aの上の加
群は，すべて半単純である．したがって，K上のGの射影表現はすべて
完全可約である．
[ă ???] l

2.4.2 有限群の既約表現

【定理 2.24 (有限群の既約表現の数)】 　 Kが代数的閉体で，その標数
が有限群Gの位数の約数でないとき，GのK 上の既約表現類の個数は，
Gの共役類の個数に等しい．
[ă 近藤武「群論」（岩波, 1991)] l

【注 2.25 (KrGsの中心の基底)】 　 有限群Gの共役類への分割をG “

C1 Y ¨ ¨ ¨ Y Ckとするとき，Ciの元の和を ci P KrGsとおけば，c1, ¨ ¨ ¨ , ck
が中心ZpKrGsqのK上の基底となる．
[ă 近藤武「群論」（岩波, 1991)] l

【定義 2.26 (群の１次指標)】 　 K を体とするとき，群Gから乗法群
K˚ “ K ´ t0uへの準同型写像 ϕ : H Ñ K˚を，GのK上の１次指標と
いう． l

【定理 2.27 (部分群の定める群環の巾等元)】 　 Kを標数ゼロの代数的
閉体，Gを有限群とする．

1) Gの部分群HおよびH上の１次指標 ϕ : H Ñ K˚に対して，KrGs

の元

e “ epH,ϕq ”
1

|H|

ÿ

hPH

ϕphqh
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は，巾等元となる (e2 “ e)．また，KrGsの左イデアル l “ KrGse

はゼロでない．

2) H1, H2を Gの部分群，ϕ1, ϕ2をそれぞれの１次指標，R “ KrGs,

li “ RepHj, ϕjqとする．このとき，

HomRpl1, l2q –K e1Re2 : f ÞÑ fpe1q

が成り立つ．

3) 2)の記号のもとで，

xl1, l2yR ” dimK HomRpl1, l2q “ 7
␣

H1σH2

ˇ

ˇ ϕ2pyq “ ϕ1pσyσ´1q@y P H2 X σ´1H1σ
(

.

特に，ϕ1 ” 1, ϕ2 ” 1のとき，xl1, l2yR “ |H1zG{H2|.

4) 2)の記号のもとで，H1 X H2 “ t1uのとき，xl1, l2yR ě 1で，

等号 ô @σ P G´H1H2, Dy P H2 Xσ´1H1σ s.t. ϕ2pyq ‰ ϕ1pσyσ
´1q.

5) 2)の記号のもとで，H1 X H2 “ t1u，かつ xl1, l2yR “ 1とすると，
pe1e2q

2 “ cpe1e2q pc ‰ 0qで，Re1e2 –R Re2e1は極小左イデアルと
なる．

[ă 岩堀長慶「対称群と一般線形群の表現論」（岩波，1978）] l

【定理 2.28 (有限群の既約表現の次元)】 　 有限群の既約表現の次数は，
群の位数の約数である．
[ă近藤武「群論」（岩波, 1991)] l

【定理 2.29 (有限群の既約表現の次元)】 　 有限群Gの既約表現の次数
は，CpGqをGの中心とするとき，rG : CpGqsの約数である．
[ă近藤武「群論」（岩波, 1991)] l

【定理 2.30 (有限群の既約表現の次元（伊藤）)】 　 H を有限群Gの
可換正規部分群とするとき，Gの既約表現の次数は，rG : Hsの約数であ
る．
[ă近藤武「群論」（岩波, 1991)] l
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2.4.3 対称群の表現

【定義 2.31 (自然数の分割数)】 　 自然数 nに対して，その分割

pl1, ¨ ¨ ¨ , lsq : l1 ě ¨ ¨ ¨ ě ls ą 0, l1 ` l2 ` ¨ ¨ ¨ ` ls “ n

の異なるものの総数 ppnqを nの分割数という． l

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ppnq 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42

表 1: 1 ď n ď 10に対する分割数 ppnqの値

【定理 2.32 (対称群の既約表現の数)】 　 n次の対称群の既約表現類の
数は，nの分割数 ppnqと一致する． l

【定義 2.33 (Young図式)】 　

1) 自然数 nの分割 pl1, ¨ ¨ ¨ , lsqに対して，同じサイズのマス目を上から
j番目の行に lj個左詰に並べた s段の図形を，n次の台D，Dのマ
ス目に 1から nまでの整数を一個ずつ配置したものを盤B，台と盤
をYoung図式 (Young table)，pl1, ¨ ¨ ¨ , lsqを盤の符号数という．ま
た，これらの行と列を反転したものを共役な盤/台という．

2) n次の盤Bに対して，Bの各行での置換の積で表されるSnの元が
作る部分群を水平置換群，各列での置換の積で表される元の作る部
分群を垂直置換群といい，それぞれHB, KBで表す．

3) 盤Bに対して，群環QrSns Ă CrSnsの巾等元 aB, bBを

aB “
1

|HB|

ÿ

σPHB

σ,

bB “
1

|KB|

ÿ

σPKB

signpσqσ

により定義し，それぞれYoung水平対称子, Young垂直対称子と
いう．

l
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【命題 2.34 (置換群の盤への作用)】 　 任意の σ P Snに対して，盤の
対応 σ : B Ñ B1を

B1ri, js “ σpBri, jsq

により定義すると，

σHBσ
´1 “ HσB, σKBσ

´1 “ KσB,

が成り立つ． l

【定理 2.35 (水平対称子と垂直対称子の絡数)】 　 Snの盤Bに対応す
る水平対称子を aB, 垂直対称子を bBとするとき，R “ CrSnsに対して，

dim aBRbB “ 1

l

【定理 2.36 (盤 Bの定めるSnの既約表現)】 　 Snの盤 Bに対して，
R “ CrSnsの元を

cB “
ÿ

σPHB

ÿ

τPKB

signpτqστ

により定義し，Youngの対称子とよぶ．このとき，RcBはRの極小左イ
デアル，したがってRの既約表現を与える．したがって，その次元 r “

dimCRcBは n!の約数となり，

eB ”
r

n!
cB ñ e2B “ eB

が成り立つ．
Youngの対称子により左イデアル lB “ ReBに対応するRの表現は，盤

Bの定めるSnの既約表現と呼ばれる． l

【定理 2.37 (Snの既約表現の分類)】 　 Snの群環R “ CrSnsにおいて，

lB –R lB1 ô BとB1の符号数が一致

が成り立つ．また，Rの任意の左極小イデアルに対して，lBがそれとR

同型となる盤Bが存在する．これより，Snの既約表現類は，Snの台と
1対１に対応する． l
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【定義 2.38 (Young図形のフック（鉤）)】 　
符号数 λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq をもつ Young

台において，位置 pi, jq のマス A に対
し，pi, jq, pi, j ` 1q, ¨ ¨ ¨ , pi, λiq および pi `

1, jq, ¨ ¨ ¨ , pmj, jq(λmj`1 ă j ď λmj
の位置

に対応するマスからなる鉤型の部分をAを
角とするフックという．また，フックに含ま
れるセルの総数をフックの長さという．

A

l

【系 2.39 (対称群の複素既約表現の次数)】 　 対称群Srの複素既約表
現の次数は，対応するYoung台の符号数 λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnqを用いて次の
ように表される：

Nλ “
r!

l1! ¨ ¨ ¨ ln!
Dpl1, ¨ ¨ ¨ , lnq

である．ここで，l “ λ` δ, δ “ pn´ 1, ¨ ¨ ¨ , 1, 0qで，Dpl1, ¨ ¨ ¨ , lnqは差積
を表す．
Young台の i番目のセルを角とするフックの長さを siとすると，Nλは

Nλ “
r!

s1s2 ¨ ¨ ¨ sr

[ă 岩堀長慶「対称群と一般線形群の表現論」（岩波，1978）] l

2.5 定理・命題・公式の証明

定理 2.2.2 の証明. 型1a12a2 ¨ ¨ ¨nanの置換σ “ pi1q ¨ ¨ ¨ pia1qpj1j2q ¨ ¨ ¨ pj2a2´1j2a2q ¨ ¨ ¨

に，置換

τ “

˜

i1 ¨ ¨ ¨ ia1 j1 j2 ¨ ¨ ¨ j2a2´1 j2a2 ¨ ¨ ¨

i11 ¨ ¨ ¨ i1a1 j1
1 j1

2 ¨ ¨ ¨ j1
2a2´1 j1

2a2
¨ ¨ ¨

¸

による共役変換を施すと，σ1 “ τστ´1 “ σ “ pi11q ¨ ¨ ¨ pi1a1qpj1
1j

1
2q ¨ ¨ ¨ pj1

2a2´1j
1
2a2

q ¨ ¨ ¨

となるので，共役変換は置換の型を変えない．逆に，同じ型の任意の２
つの置換 σ, σ1は，上記の置換 τ による共役変換で結ばれる．
[ă 近藤武「群論」（岩波，1991)] Q.E.D.

【定理 2.2.2 に戻る】

35 目次へ



目次へ

3 可換環
様々な環の間の関係

離散付値環 ñ 付値環 ñ 局所整域
ó

主イデアル整域 ñ Bézout整域
ó

Gauss整域 (UFD) ñ GCD整域 ñ 整閉整域（正規環）

3.1 基本事項

3.1.1 イデアル

【定義 3.1 (Spec)】 　 環Rに対し，その素イデアルの全体のなす集合
を SpecpRqで表す．また，aをRのイデアルとするとき，aを含む素イデ
アルの全体を SpecpR, aqで表す：

SpecpR, aq “ tp P SpecpRq | a Ă pu .

l

【命題 3.2 (部分環)】 　 Rを可換環，Aをその部分環とする．このと
き，aがRのイデアルなら，a XAはAのイデアルである．特に，pがR

の素イデアルで p Č Aなら，p X AはAの素イデアルとなる． l

【命題 3.3 (剰余環のイデアル)】 　 Rを可換環，aをそのイデアル．
π : R Ñ R{aを標準的全射とする．ことのき，

1. π˚ : b ÞÑ πpbq “ b{aにより次の１対１対応が得られる：

π˚ : taを含むRのイデアルの全体u
»
ÝÑ tR{aのイデアルの全体u

2. 1.の対応は次の１対１対応を与える：

π˚ : SpecpR, aq – SpecpR{aq.

l
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【命題 3.4 (分数環のイデアル)】 　 Rを単位可換環，Sを単位元を含み
ゼロを含まないRの積閉集合，RSを分数環，jをRからRSへの包含写
像とする：

j : R Ñ RS “
␣

xs´1
ˇ

ˇ x P R, s P S
(

.

1. bがRSのイデアルであるとき，j´1pbq “ b X RはRのイデアルと
なり，対応 a ÞÑ a X Rは次の単射を与える：

j˚ : tRSのイデアルの全体u Ñ tRおよび a X S “ HとなるRのイデアルの全体u

この写像の逆像は，対応

j˚ : a Ñ aS :“
␣

as´1
ˇ

ˇ a P a, s P S
(

で与えられる．

2. 1.の対応 j˚は素イデアルに制限すれば全単射となる：

j˚ : SpecpRSq – tp P SpecpRq | p X S “ Hu

l

【定義 3.5 (斉次イデアル)】 　 次数付環A “
À

j Ajのイデアル aは，A
の斉次元たちから生成されるとき，斉次イデアル (homogeneous ideal)と
いう． l

【命題 3.6 (斉次イデアルの特徴付け)】 　 次数付環A “
À

j Ajのイデ
アル aが斉次イデアルであるための必要十分条件は，aj :“ a X Aj とし
て，a “

À

j ajが成り立つことである． l

【命題 3.7 (斉次素イデアルの構造)】 　 次数付環A “
À

j Ajと正整数 d

に対して，Apdq “
À

j Adjとおく．ApdqをAの部分環と見なすと，Aの任
意の斉次素イデアル pに対して，ppdq “ pXApdqはApdqの斉次素イデアル
となり，対応 π : p ÞÑ ppdqは，Aの斉次素イデアル全体とApdqの斉次素イ
デアル全体の間の１対１対応を与える．また，πの逆対応は，π˚ : q ÞÑ

?
q

で与えられる． l

37 目次へ



目次へ

3.2 整拡大

【定義 3.8 (整拡大)】 　 Sを整域，Rをその部分環とする．Sの元 xが，
R係数のモニック多項式 fpXq “ Xn ` a1X

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` anの根となると
き，xはR上整であるという．Sの任意の元がR上整であるとき，Sは
R上整，あるいは SはRの整拡大であるという． l

【定義 3.9 (整閉)】 　 Sを整域，Rをその部分環とする．

i) R上整な Sの元の全体 R̃は，Sの部分R多元環となる．これを，R
の Sにおける整閉包という．

ii) RのSにおける整閉包がRと一致するとき，Rは整閉であるという．

iii) Rの商体QpRqにおける整閉包をRの正規化という．また，Rの正
規化がR自身と一致するとき，Rを整閉整域という．

l

3.3 可換Artin環

【定義 3.10 (Artin環)】 　 単位元をもつ可換環Rにおいて，その真イ
デアルからなる任意の集合が包含関係に関して常に極小元をもつとき，R
をArtin環という． l

3.3.1 例

【例 3.11】 　

1.

2. Artin環の商環はArtin環である．

l

3.3.2 性質

【命題 3.12】 　Artin環はNoether環である． l
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3.4 可換Noether環

【定義 3.13 (Noether環)】 　 単位元をもつ可換環Rにおいて，その真
イデアルからなる任意の集合が包含関係に関して常に極大元をもつとき，
RをNoether環という． l

3.4.1 例

【例 3.14】 　

1. 単項イデアル環はNoether環である．したがって，Z，体 k上の整
式環 krXsはNoether環である．

2. Artin環はNoether環である．

3. Noether環の商環はNoether環である．

4. RがNoether環ならその上の有限生成環RrX1, ¨ ¨ ¨ , Xns{IもNoether

環となる．

l

3.4.2 性質

【命題 3.15】 　単位元をもつ可換環Rについて，つぎの４条件は同等
である．

i) RはNoether環．

ii) Rのイデアルの任意の昇鎖列 I0 Ď I1 Ď ¨ ¨ ¨ について，適当なN ą 0

が存在して IN “ IN`1 “ ¨ ¨ ¨．

iii) Rの任意のイデアルは有限生成イデアルである．

iv) 有限生成R加群の部分加群は有限生成R加群である．

l
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【定理 3.16 (Hilbertの基底定理)】 　 RがNoether環ならその上の有限
生成環RrX1, ¨ ¨ ¨ , Xns{IもNoether環となる． l

【定義 3.17 (Krull次元)】 　 Rを環として，Rの素イデアルの昇鎖
p0 Ř p1 Ř ¨ ¨ ¨ Ř pnを長さ nの素イデアル列という．素イデアル列の長さ
の上限をRのKrull次元といい，K-dim Rと書く． l

3.5 正規環

【定義 3.18 (正規環)】 　 整閉整域を正規環という． l

3.5.1 例

【例 3.19 (正規環の例)】 　

1. Aを正規環とすると，ArX1, ¨ ¨ ¨ , Xnsも正規環．特に，kを体とす
ると，krX1, ¨ ¨ ¨ , Xnsは正規環．

2. Aを正規環とすると，その分数環ASも正規環．

3. 可換体の正規部分環Ai (i P I)の交わりXiPIAiは正規．

l

3.5.2 性質

【定理 3.20】 　Aを正規環，pをその高さ１の素イデアルとして，

A “ Xhtppq“1Ap. (3.5.1)

l

3.6 局所環

【定義 3.21 (局所環)】 　 単位元をもつ可換環が極大イデアルを一つし
か持たないとき，局所環という． l
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3.6.1 Noether局所環

【定義 3.22 (パラメーター系)】 　 Noether局所環 pR,mqについて，m

の元の列 ta1, ¨ ¨ ¨ , adu(d “K-dim R)で，m “
a

pa1, ¨ ¨ ¨ , adqとなるとき，
ta1, ¨ ¨ ¨ , aduをRのパラメーター系という． l

【注 3.23 (根基)】 　環RのイデアルIに対して，
?
I “ tx P R | xn P I Dn P Nu

である． l

【定義 3.24 (正則局所環)】 　 Noether局所環 pR,mqがm “ pa1, ¨ ¨ ¨ , adq

となるパラメーター系 ta1, ¨ ¨ ¨ , adu(d “K-dim R)をもつとき，pR,mqを
正則局所環，ta1, ¨ ¨ ¨ , aduをその正則パラメーター系という． l

【定理 3.25 (Auslander)】 　 正則局所環は素元分解環であり，したがっ
て正規環である． l

【定義 3.26 (Cohen-Macaulay環)】 　

1. Aを環，Mをその上の加群とする．Aの元の列 x1, ¨ ¨ ¨ , xdは，次の
条件を満たすとき，長さ dのM-正則列 (M -regular sequence)であ
るという：i “ 1, ¨ ¨ ¨ , dに対して，xiをかける写像

xi :M{px1, ¨ ¨ ¨ , xi´1qM Ñ M{px1, ¨ ¨ ¨ , xi´1qM

が単射でありかつ全射でない．

2. AをNoether局所環，M を有限生成A-加群とする．Aの極大イデ
アルに含まれるM -正則列の長さの最大値を，M の深さ (depth)と
いい，depthM で表す．

3. dimA “ depthAとなるNoether局所環AをCohen-Macaulay環
という．

l

3.7 定理・命題・公式の証明
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4 代数 (多元環)

4.1 基本次項

【定義 4.1 (基本定義)】 　 Kを単位元をもつ可換環とする．

1) 単位的な K 加群の構造をもつ環 R に対して，kpxyq “ pkxqy “

xpkyq pk P K, x, y P Rqが成り立つとき，RをK上の多元環ないし
代数 (algebra over K)という．

2) 多元環Rは，環として零環（１個の要素からなる環），単位的，可
換，半単純のとき，それぞれ零多元環 (zero algebra), 単位的多元環
(unitary algebra), 可換多元環 (commutative algebra), 半単純多元
環 (semi-simple algebra)という．

l

【定義 4.2 (R加群間の絡数)】 　 Rを体K 上の単位的多元環，M,N

をR加群とするとき，HomRpM,NqのK上の次元をMとNの間の絡数
(intertwining number)とよび，xM,NyRと表す． l

4.2 構造と表現に関する基本定理

【定理 4.3 (多元環の既約表現と正則表現の極大/極小左イデアルの対応)】
　 体K 上の多元環Rの既約表現 pρ, V qに対して，Rの左極大イデアル
Iが存在して，R{I –R V となる．さらに，Rが半単純（すなわち，左正
則表現が完全可約）なら，Rの左極小イデアル I0が存在して，I0 –R V

が成り立つ．[ă「対称群と一般線型群の表現論」岩堀長慶 (岩波，1978)]

l

【定義 4.4 (双対正則加群)】 　 Kを可換環，AをK線形環とする．A
の双対加群A˚ “ HomKpA,KqにAの左作用を

pafqpbq “ fpbaq a, b P A, f P A˚

で定義する．このように定義される左A加群A˚をA上の双対正則加群
という． l
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【定義 4.5 (表現の係数)】 　 Gを集合，K を可換環，V を K 加群，
V ˚ “ HomKpV,Kqとする．写像

ρ : G Ñ EndKpV q

に対して，各 x P V, x˚ P V ˚ごとに決まるKGの元

ρx,x˚psq :“ x˚pρpsqxq s P G

を ρの px, x˚q係数とよぶ．さらに，ρx,x˚ から生成されるKGのK 部分
加群

Cpρq :“ K ă ρx,x˚ | x P V, x˚ P V ˚ ą

を ρの係数加群とよぶ．特に，GがK代数Aとなるとき，CpρqはA上
の双対正則加群A˚の部分加群と見なされる． l

【定義 4.6 (表現の指標)】 　 可換体K上の有限次元表現 pρ, V qに対し
て，対応するK 線形環A上の関数

χρpaq “ Trρpaq pa P Aq

を表現 ρの指標という． l

【定理 4.7】 　 Aを可換体K 上の線形環，A˚を Aの双対正則加群と
する．

i) 単純A加群 P の定める既約表現 ρの係数加群Cpρq はA˚の P 等型
成分である．また，ρ1, ¨ ¨ ¨ , ρmを互いに同型でないAの既約表現と
すると，Cpρ1q, ¨ ¨ ¨ , CpρmqはA˚において加法的に独立である．（こ
れは，Aのすべての既約表現が双対正則加群の等型成分として得ら
れることを意味している．）

ii) ρ1, ¨ ¨ ¨ , ρmがすべてゼロでない有限次既約表現とすると，次の２条
件は同値である．

a) ρ1, ¨ ¨ ¨ , ρmは互いに同型でない．

b) χρ1 , ¨ ¨ ¨ , χρmはK上線形独立である．

l
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【定理 4.8 (半単純多元環の表現次数)】 　 代数的閉体K上の単位的半
単純多元環Rに対し，その既約表現類の個数は，Rの中心ZpRqのK上
の次元に等しい． l

【定理 4.9 (巾等元の生成する左イデアル)】 　 Rを体K上の単位的多
元環，e, f をその巾等元として，l “ Re, m “ Rf とおく．このとき，K
上のベクトル空間としてHomRpl,mq – eRf が成り立つ． l

4.3 半単純多元環のテンソル積

【定理 4.10 (半単純多元環のテンソル積とその表現)】 　 Kを代数的閉
体，Rと Sを共にK上の単位的半単純多元環とする．

(i) T “ R bK SもK 上の単位的半単純多元環である．そして，R, S
の既約成分の個数を r, sとすると，T の単純成分の個数は rsであ
る．特に，Rと Sが単純なら，T も単純である．

(ii) pρ, V q, pθ, UqをそれぞれR, Sの既約表現とすると，pρb θ, V b Uq

は T “ R b Sの既約表現である．

(iii) 逆に，T “ RbSの既約表現 pϕ,W qに対して，Rの既約表現 pρ, V q

と Sの既約表現 pθ, Uqが存在して，V b U –T W となる．しかも，
与えられた ϕに対し，ρ, θは同値を除いて一意的である．

[ă「対称群と一般線型群の表現論」（岩堀長慶，岩波書店 1978)] l

【定理 4.11 (表現空間の標準分解と EndRpV qの既約表現)】 　 代数的
閉体K上の単位的半単純多元環Rの表現 pρ, V qに対し，表現空間 V の等
型成分への標準分解を

V “ V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vt

とし，

p˚q S ” EndRpV q “ tb P EndpV q | bρpaq “ ρpaqb @a P Ru

とおく．このとき，

(i) ρpRqはK上の単位的半単純多元環で，その単純成分の個数は tで
ある．そして，これらの単純成分を順序に並べて a1, ¨ ¨ ¨ , atとする
と，Vi “ aiV (1 ď i ď t)となる．
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(ii) SはK上の単位的半単純多元環で，その単純成分の個数は tである．
そして，(*)は S加群 V の等型成分への標準分解となる．

(iii) RとSのテンソル積である単位的多元環T “ RbKSの表現 ρ̃ : T Ñ

EndpV qを

ρ̃pa b bq ” ρpaqb “ bρpaq pa P R, b P Sq

で定めることができる．すると，各 Viは既約な部分 T 加群となる．
よって，既約R加群 Uiと既約 S加群Wiとが（同値を除いて一意
的に）存在し，

Ui b Wi –T Vi p1 ď i ď tq

となる．このとき，U1, ¨ ¨ ¨ , Utのどの２つも R同型でない．また，
W1, ¨ ¨ ¨ ,Wtのどの２つも S同型でない．

(iv) dimUi “ ni, dimWi “ mi p1 ď i ď tqとおくと，

ni “ xVi,WiyS , mi “ xVi, UiyR p1 ď i ď tq

となる．また，K上の多元環として，次の２つの同型が成り立つ：

ρpRq – Mn1pKq ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ MntpKq,

S – Mm1pKq ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ MmtpKq,

(v) EndSpV q “ ρpRqが成り立つ．

[ă「対称群と一般線型群の表現論」（岩堀長慶，岩波書店 1978)] l

【定理 4.12】 　定理 4.11 と同じ記号を用いるとき，

(i) a P Rと番号 i(“ 1, ¨ ¨ ¨ , t)に対して，次の５条件は互いに同値で
ある：

(イ) aV は V の既約な部分 S加群であって，aV Ă Vi.

(ロ) ρpRaqは ρpRqの極小左イデアルで，ρpRaq Ă ai.

(ハ) ρpaRqは ρpRqの極小右イデアルで，ρpaRq Ă ai.

(ニ) aV Ă Vi, dimpaV q “ mi.

45 目次へ



目次へ

(ホ) aV Ă Vi, dimpaUiq “ 1.

(ii) aiの極小右イデアルの直和分解を aI “ r1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ rni
とすれば，各

rjV は V の既約部分 S加群であって，

Vi “ r1V ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ rni
V

はS加群Viの直和分解を与える．そして，巾等元 fiにより ri “ fiR

とおけば，riV “ fiV p1 ď i ď tqである．

[ă「対称群と一般線型群の表現論」（岩堀長慶，岩波書店 1978)] l

4.4 一般線型群のテンソル空間への表現の標準分解

【定義 4.13 (対称群のテンソル空間への表現)】 　 体K上の n次元ベク
トル空間 V に対し，その r個のテンソル積で得られるK 上の nr次元ベ
クトル空間を

TrpV q ”

r
hkkkkkkikkkkkkj

V b ¨ ¨ ¨ b V (4.4.1)

で表す．
このとき，r次対称群Srの TrpV qへの表現 ρ1を

Sr Q τ ÞÑ ρ1pτq P GLpTrq :

ρ1pτqpx1 b ¨ ¨ ¨ b xrq “ xτ´1p1q b ¨ ¨ ¨ b xτ´1prq, x1, ¨ ¨ ¨ , xr P V.

(4.4.2)

で定義することができる．ρ1に対して，

ρ1pτσq “ ρ1pτqρ1pσq, τ, σ P Sr (4.4.3)

が成り立つ．ρ1は，K上の多元環の準同形

ρ1 : KrGs Ñ EndKpTrq (4.4.4)

を誘導する． l
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【定理 4.14 (ρ1の核)】 　 K “ Cとすると，CrSrsは半単純で，r次の
台の全体をD1, ¨ ¨ ¨ , Dpprq，apDqを台Dに対応する CrSrsの極小イデア
ルとして，

CrSrs “ apD1q ‘ ¨ ¨ ¨ apDpprqq

と単純成分へ分解される．
この記法のもとで，r次の台Dの符号数を pλ1, ¨ ¨ ¨ , λkq(λ1 ě ¨ ¨ ¨ ě λk ą

0)とすると，
Kerρ1 Ą apDq ô k ą n “ dimV

が成り立つ．したがって，Kerρ1は，深さ kが nを超える台Diに対応す
る極小イデアル apDiqの直和で与えられる． l

【系 4.15 (R “ Impρ1q)】 　 ρ1によるCrSrsの像Rは，EndpTrqの部分
多元環となり，

R – CrSrs{Kerρ1 – ‘D:depthpDqďnapDq.

と単純成分への分解が得られる． l

【定義 4.16 (一般線型群のテンソル空間上の表現)】 　 V を体K上の n

次元ベクトル空間，T “ TrpV qとして，GLpV qの T 上の線形表現

ρ2 : GLpV q Ñ GLpT q (4.4.5)

を次のように構成する：

GLpV q Q A ÞÑ ρ2pAq “

hkkkkkikkkkkj

A b ¨ ¨ ¨ b Ar P GLpT q, (4.4.6)

ρ2pAqpx1 b ¨ ¨ ¨ b xrq “ Ax1 b ¨ ¨ ¨ b Axr, x1, ¨ ¨ ¨ , xr P V.(4.4.7)

このとき，

ρ2p1V q1T , ρ2pABq “ ρ2pAqρ2pBq, A,B P GLpV q (4.4.8)

が成り立つ． l

【定理 4.17 (S “ ρ2pCrGLpV qsq)】 　 ρ2によるGLpV qの像に属する元
の有限個の線形結合全体が作る集合 S “ ρ2pCrGLpV qsqは，EndCpT qの
部分多元環となる．この Sと多元環R “ ρ1pCrSrsqの間に次の関係が成
り立つ：

EndRpV q “ S, EndSpV q “ R.

特に，ρ1pσq pσ P Srqと ρ2pAq pA P GLpV qqは常に可換である． l
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【系 4.18 (GLpV qのテンソル積表現の完全可約性)】 　 多元環 S “

Crρ2pGLpV qqs Ă EndpT qは半単純である．したがって，GLpV qの TrpV q

への線形表現は完全可約である． l

【定理 4.19 (Sr ˆ GLpV qの TrpV qへの表現の指標)】 　 τ P Srの型を
p1α1pτq2α2pτq ¨ ¨ ¨ rαrpτqqとするとき，A P GLpV qに対し，

Trpρ1pτqρ2pAqq “ pTrAq
α1pτq

¨ ¨ ¨ pTrArq
αrpτq .

l

【定理 4.20 (GLpV qのテンソル表現の既約成分)】 　 dim V “ n, T “

TrpV qとする．深さが n以下であるような台D上の任意の盤Bの定める
Young対称子を cBとして，U “ cBT，またはU “ ĉBT (cB “

ř

σ kpσqσ ñ

ĉB “
ř

σ kpσqσ´1)とおけば，U はGLpV qの既約表現を与える．
GLpV qのU上の表現指標をψDとすると，ψDは次の公式で与えられる：

GLpV q Q A ÞÑ ψDpAq “ Sλpϵ1, ¨ ¨ ¨ , ϵnq ”
|ϵl1 , ¨ ¨ ¨ , ϵln |

|ϵn´1, ¨ ¨ ¨ , ϵ, 1|

ただし，Dの符号数を λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnqとするとき，l “ pl1, ¨ ¨ ¨ , lnqは
l “ λ ` δ, δ “ pn ´ 1, ¨ ¨ ¨ , 1, 0qで定まる整数成分ベクトルである．また，
ϵ “ pϵ1, ¨ ¨ ¨ , ϵnqは行列Aの固有値である． l

【系 4.21 (GLpV qのテンソル表現の既約成分の重複度)】 　 r次の盤B

の深さがď dim V ならば，GLpV qの既約表現空間 cBTrpV qが Tr中に含
まれる重複度は，CrSrsの極小左イデアル lB “ CrSrscBの次元に等しい．
すなわち，Bの符号数が λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnqならば，

xTr, cBTryS “
r!

l1! ¨ ¨ ¨ ln!
Dpl1, ¨ ¨ ¨ , lnq

である．ここで，l “ λ ` δで，Dpl1, ¨ ¨ ¨ , lnqは差積を表す． l

【定理 4.22 (GLpV qのテンソル表現の既約成分の次元)】 　 dim V “ n,

T “ TrpV qのとき．深さが n以下であるような台D上の任意の盤Bに対
し，GLpV qの既約な表現空間 cBT の次元は，Dの符号数λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq

を用いて，次の式で与えられる：

dim cBT “
Dpl1, ¨ ¨ ¨ , lnq

Dpn ´ 1, ¨ ¨ ¨ , 1, 0q

ただし，l “ pl1, ¨ ¨ ¨ , lnq “ λ ` δ． l
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【定義 4.23 (GLpV qの符号数をもつ既約表現)】 　符号数λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq pλ1 ě

¨ ¨ ¨ ě λn ě 0qの台 D上の盤 B を用いて作った表現空間 cBTrpV q上の
GLpV qの既約表現を，GLpV qの符号数 pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnqをもつ既約表現と呼
ぶ． l

【定理 4.24 (符号数をもつGLpV qの既約表現の同値判定条件)】 　 GLpV q

(dimV “ n)の２つの既約表現 ρ, ρ1がそれぞれ符号数 λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λnq,

µ “ pµ1, ¨ ¨ ¨ , µnqをもてば，

ρ – ρ1 ô λ “ µ.

l

【定義 4.25 (標準盤)】 　 r次の盤Bにおいて，Bの各列，各行に書か
れた数字が，右に向かっても，下に向かっても単調増加するとき，Bを
標準盤という． l

【定理 4.26 (GLpV qのテンソル表現の既約分解)】 　 深さが高々n “

dimV 以下の r次の標準盤の全体をB1, ¨ ¨ ¨ , Bmとし，これらに対応する
Young対称子を ci “ cBip1 ď i ď mqとする．群環 CrSrsの逆自己同型
a “

ř

λσσ ÞÑ â “
ř

λσσ
´1による ciの像 ĉiを用いて，T “ TrpV qは

T “ ĉ1T ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ ĉmT

と直和に分解され，各 ĉiT はGLpV qの既約表現を与える． l

4.5 外積代数

以下，特に断らない限り体Kは標数ゼロとする．
【定義 4.27 (外積べき空間)】 　 体K上の線形空間 V に対して，ある
体K上の代数

Ź

V と線形写像 j : V Ñ
Ź

V が存在して，V から任意の
体K上の代数Aへの線形写像 ϕ : V Ñ Aが

ϕpvq ¨ ϕpvq “ 0 @v P V

を満たすとき，ϕ˚˝j “ ϕとなる代数の準同型 ϕ˚ :
Ź

V Ñ A が一意的に
存在する．この対 p

Ź

V, jqを V の外積代数という．外積代数における積
は，a ^ bと表す． l
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【命題 4.28 (次数付き代数構造)】 　 体K上の n次元線形空間 V 上の
外積代数 p

Ź

V, jqに対して次が成り立つ．

i) jは単射である．e1, ¨ ¨ ¨ , enを V の基底とするとき，jpekqを同じ記
号 ekで表すと，

1, ei, ei ^ ejpi ă jq, ¨ ¨ ¨ , ei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ eippi1 ă ¨ ¨ ¨ ă ipq, ¨ ¨ ¨

が
Ź

V の基底となる．特に，
Ź

V の次元は npn ´ 1q{2である．

ii) ei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ eippi1 ă ¨ ¨ ¨ ă ipqで生成される線形部分空間を
Źp V と

おくと，基底の取り方に依らない直和分解

ľ

V “ K ‘ V ‘ ¨ ¨ ¨ ‘

p
ľ

V ‘ ¨ ¨ ¨ ‘

n
ľ

V

が得られ，この分解に関して
Ź

V は次数付き代数となる．特に，
v P

Źp V,w P
Źq V に対して，

v ^ w “ p´1qpqw ^ v

が成り立つ．

l

【命題 4.29 (テンソルによる表現)】 　 テンソル積空間
Âp V での反対

称化作用素

Ap :
p
â

V Ñ

p
â

V

を

Appv1 b ¨ ¨ ¨ vpq “
1

p!

ÿ

σPSp

signpσqvσp1q b ¨ ¨ ¨ vσppq

により定義する．cppqをゼロでない定数として，
Źp V の元 v1 ^ ¨ ¨ ¨ vpに

v1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vp ÞÑ cppqAppv1 b ¨ ¨ ¨ b vpq P

p
â

V

を対応させと，この対応は一意的に線形単射準同型 ϕ :
Źp V Ñ

Âp V に
拡張され，外積代数の元の反対称テンソルによる表現を与える．この表
現のもとで，t P

Źp V, s P
Źqに対して，

ϕpt ^ sq “
cpp ` qq

cppqcpqq
Ap`qpϕptq b ϕpsqq P

p`q
ľ

V

が成り立つ． l
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【定義 4.30 (内積)】 　
Źp V ˚ ˆ

Źp V 上の双線形関数を

ă u1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ up, v1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vp ą:“ detpuipvjqq

により定義し，内積と呼ぶ．eiを V の基底，θjをその双対基底とすると
き，一般元

ϕ “
ÿ

i1ă¨¨¨ip

ϕi1¨¨¨ipθ
1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ θp “

1

p!

ÿ

i1,¨¨¨ ,ip

ϕi1¨¨¨ipθ
1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ θp

v “
ÿ

i1ă¨¨¨ip

vi1¨¨¨ipe1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ep “
1

p!

ÿ

i1,¨¨¨ ,ip

vi1¨¨¨ipe1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ep

の内積は辞書

ă ϕ, v ą“
ÿ

i1ă¨¨¨ip

ϕi1¨¨¨ipv
i1¨¨¨ip “

1

p!

ÿ

i1,¨¨¨ ,ip

ϕi1¨¨¨ipv
i1¨¨¨ip

と表される． l

【命題 4.31】 　
Ź

V と
Ź

V ˚は内積に関して互いに双対空間となり，
tei1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ eipuと tθi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ θipが互いに双対基底となる． l

【定義 4.32 (内積作用素)】 　 各 ϕ P
Źp V ˚に対して

u P

q
ľ

V ÞÑ ϕ ¨ u
q´p
ľ

V

を

pω1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ωpq ¨ pv1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vqq “
1

pq ´ pq!

ÿ

σPSq

signpσqω1pvσp1qq ¨ ¨ ¨ωppvσppqq

ˆ vσpp`1q ^ ¨ ¨ ¨ ^ vσpqq

により定義する．この作用素 ϕ¨を内積作用素と呼ぶ． l

【命題 4.33】 　

i) ω P V ˚, u P
Źp V, v P

Źq V に対して，

ω ¨ pu ^ vq “ pω ¨ uq ^ v ` p´1qpu ^ pω ¨ vq.
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ii) ω P
Źp V ˚, χ P

Źq V ˚, u P
Źr V (r ě p ` q)のとき，次の式が成り

立つ．
pω ^ χq ¨ u “ χ ¨ pω ¨ uq.

iii) ω P
Źp V ˚, v P

Źp V に対して，

ω ¨ v “ă ω, v ą .

l

【定義 4.34 (Hodge双対変換)】 　 V が非退化な内積ă u, v ąをもつとし，
その正規直交基底を e1, ¨ ¨ ¨ , en，その V ˚における双対基底を θ1, ¨ ¨ ¨ , θn

とする：
ă ei, ej ą“ ηij, ă θi, θj ą“ ηij.

体積要素
˚1 :“ θ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ θn

を用いて，線形写像

˚ :
p
ľ

V ˚ Ñ

n´p
ľ

V ˚

を

ϕ ^ ˚χ “ă ϕ, χ ą ˚1 @ϕ P

p
ľ

V ˚

と定義し，Hodge双対作用素と呼ぶ． l

【命題 4.35】 　 e1, ¨ ¨ ¨ , enを V の正規直交基底，θ1, ¨ ¨ ¨ , θnをその双対
基底とするとき，

˚pθi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ θipq “
1

pn ´ pq!
ϵi1¨¨¨ip

ip`1¨¨¨inθ
ip`1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ θin

“ ηi1j1 ¨ ¨ ¨ ηipjppej1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ejpq ¨ p˚1q.

l
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4.6 Clifford代数

4.6.1 定義と一般的性質

【定義 4.36】 　体K上の n有限次元ベクトル空間 V とその計量 qに対
して，そのテンソル代数をT pV q，vb v` qpv, vq(v P V )の形の元全体か
ら生成されるT pV qのイディアルをIqpV qとする．このとき，商代数

CℓpV, qq :“ T pV q{IqpV q

を pV, qqに伴うClifford代数という．特に，K “ Rで qが pp, qq型の符
号を持つ非退化計量のとき，それに伴う Clifford代数を CℓpRp,qq “ Cℓp,q
と表す．また，K “ Cで qが非退化のとき，それに伴うClifford代数は次
元のみで決まるので，それをCℓpCnq “ Cℓnと表す．さらに，Cℓp,0 “ Cℓp，
Cℓ0,q “ Cℓ˚

q と略記する． l

【命題 4.37】 　V からCℓpV, qqへの自然な写像jは単射であり，pCℓpV, qq, jq

は次の意味で普遍的である：

V から単位元を持つK を係数とする任意の代数Aへの線形写像 f

が，fpvqfpvq “ ´ ă v, v ąを満たすとき，K-代数としての準同型
ϕ : CℓpV, qq Ñ A で f “ ϕ˝jとなるものが一意的に存在する．

l

【命題 4.38】 　任意の v1, ¨ ¨ ¨ , vj P V に対して，対応

v1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vj P ΛjpV q ÞÑ
1

j!

ÿ

σPSj

signpσqvσp1q ¨ ¨ ¨ vσpjq

により決まる写像
j : Λ˚V Ñ CℓpV, qq

はK-加群としての同型となる．特に，CℓpV, qqは 2n次元ベクトル空間で，
e1, ¨ ¨ ¨ , enを V の基底とすると，ei1 ¨ ¨ ¨ eij(i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ij, 1 ď j ď n)の形
の元の全体はCℓpV, qqの基底となる． l

【定義 4.39】 　CℓpV, qqに対して，αpvq “ ´vp@v P V qとなる自己同型
が一意的に存在する．この自己同型を主自己同型という．また，βpvq “

vp@v P V qとなる反自己同型（i.e., βpvwq “ βpwqβpvq）が一意的に存在
する．これを主反自己同型または転置写像と呼ぶ． l

53 目次へ



目次へ

4.6.2 構造

【命題 4.40】 　

i) αの固有値は`1および´1で，CℓpV, qqは対応する固有空間の直和
となる：

CℓpV, qq “ Cℓ0pV, qq ‘ Cℓ1pV, qq

この分解により，CℓpV, qqは Z2を次数とする次数付き代数となる．

ii) 次のK-代数としての同型が成り立つ：

Cℓ0p,q – Cℓp´1,q,

Cℓ0n – Cℓn´1.

iii) C-代数として次の同型が成り立つ：

Cℓp,q bR C – Cℓp`q.

l

【定義 4.41】 　A とBをZ2-次数付き代数とする．そのテンソル積の
要素のうち，A 0ないしA 1に属する元とB0ないしB1に属する元のテ
ンソル積として表されるもの，a b b，a1 b b1に対して，その積を

pa b bq ¨ pa1 b b1q “ p´1qdegpbqdegpa1qpaa1q b pbb1q

と定義する．このとき，A b Bに

pA b̂Bq0 :“ A 0 b B0 ` A 1 b B1,

pA b̂Bq1 :“ A 0 b B1 ` A 0 b B1

により次数を与えて得られるZ2次数付き代数を，A とBのZ2次数付き
テンソル積と呼び，A b̂Bと表す． l

【命題 4.42】 　

i) pV, qqの直交分解 V “ V1 ‘ V2, q “ q1 ‘ q2に対して，次のK-代数
としての同型が存在する：

CℓpV, qq – CℓpV1, q1qb̂CℓpV2, q2q.
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ii) 特に，次の同型が成り立つ：

Cℓp,q – Cℓ1b̂ ¨ ¨ ¨ b̂Cℓ1b̂Cℓ˚
1b̂ ¨ ¨ ¨ b̂Cℓ˚

1 ,

Cℓn – Cℓ1b̂ ¨ ¨ ¨ b̂Cℓn.

ただし，Cℓ1，Cℓ˚
1，Cℓ1はそれぞれ p, q, n回現れるものとする．

l

【定義 4.43】 　CℓpV, qq “ Cℓr,s(n “ r` s)に対して，V が向きづけられ
ているとして，V の正の向きの q-正規直交基底 e1, ¨ ¨ ¨ , enから定義される

ω :“ e1 ¨ ¨ ¨ en P Cℓr,s

をCℓr,sの体積要素と呼ぶ． l

【命題 4.44】 　Cℓr,sの体積要素 ωに対して次の性質が成り立つ：

i) nが奇数の時，Cℓr,sの中心はR ` R ¨ ω．

ii) nが偶数の時，Cℓr,sの中心はRで，任意のϕ P Cℓr,sに対して，ωϕ “

αpϕqω．

iii)

ω2 “

#

p´1qs for n ” 0, 3pmod4q

p´1qs`1 for n ” 1, 2pmod4q

l

4.6.3 分類と相互関係

【命題 4.45】 　次のR代数としての同型が成り立つ：

i) C bR C – C ‘ C:

1 b 1 ÞÑ p1, 1q, i b i ÞÑ p1,´1q, i b 1 ÞÑ pi, iq, 1 b i ÞÑ p´i, iq.

ii) C bR H – Cp2q:

1 b ej ÞÑ ´iσj, i b ej ÞÑ σj.
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1 2 3 4 5 6 7 8

Cℓn C H H ‘ H Hp2q Cp4q Rp8q Rp8q ‘ Rp8q Rp16q

Cℓ˚
n R ‘ R Rp2q Cp2q Hp2q Hp2q ‘ Hp2q Hp4q Cp8q Rp16q

Cℓn C ‘ C Cp2q Cp2q ‘ Cp2q Cp4q Cp4q ‘ Cp4q Cp8q Cp8q ‘ Cp8q Cp16q

表 2: n “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8に対するClifford代数の分類

iii) H bR H – Rp4q:

e1 b 1 ÞÑ 1 b p´iσ2q, e2 b 1 ÞÑ p´iσ2q b σ3,

1 b e1 ÞÑ σ3 b piσ2q, 1 b e2 ÞÑ piσ2q b 1.

l

【命題 4.46】 　 n “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8に対して，Cℓn,Cℓ
˚
n,Cℓnは表 2 で与えられ

る． l

【定理 4.47 (周期性)】 　 次の代数としての同型が成り立つ：

Cℓn – Cℓ˚
n´2 b Cℓ2 – Cℓ˚

n´2 b Rp2q

Cℓ˚
n – Cℓn´2 b Cℓ˚

2 – Cℓn´2 b H
Cℓr,s – Cℓr´1,s´1 b Cℓ1,1 – Cℓr´1,s´1 b Rp2q.

特に，CℓnとCℓ˚
nに対して nに関する次の周期 8の周期性がある：

Cℓn`8 – Cℓn b Cℓ8 – Cℓn b Rp16q,

Cℓ˚
n`8 – Cℓ˚

n b Cℓ˚
8 – Cℓ˚

n b Rp16q.

また，次の対称性がある：

Cℓr,s – Cℓr´4,s`4, Cℓr,s`1 – Cℓs,r`1.

さらに，これらよりCℓnに対して次の周期性が成り立つ：

Cℓn`2 – Cℓn b Cℓ2 – Cℓn b Cp2q.

l
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n Cℓn νn dn Kn Mn Cℓn νCn dCn M C
n

1 C 1 2 C Z C ‘ C 2 1 Z ‘ Z
2 H 1 4 H Z Cp2q 1 2 Z
3 H ‘ H 2 4 H Z ‘ Z Cp2q ‘ Cp2q 2 2 Z ‘ Z
4 Hp2q 1 8 H Z Cp4q 1 4 Z
5 Cp4q 1 8 C Z Cp4q ‘ Cp4q 2 4 Z ‘ Z
6 Rp8q 1 8 R Z Cp8q 1 8 Z
7 Rp8q ‘ Rp8q 2 8 R Z ‘ Z Cp8q ‘ Cp8q 2 8 Z ‘ Z
8 Rp16q 1 16 R Z Cp16q 1 16 Z

表 3: n “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8に対するClifford代数の表現

4.6.4 表現

【定義 4.48】 　 kを体Kの部分体とするとき，CℓpV, qqからK線形空
間W の線形変換の作る代数への k代数としての準同型

ρ : CℓpV, qq Ñ HomKpW,W q

を CℓpV, qq の K-表現と呼ぶ．また，この表現のもとで，W を K 上の
CℓpV, qq-加群と呼ぶ． l

【定理 4.49 (表現定理)】 　 K “ R,C,Hのとき，行列代数Mpn,Kq “

HomKpKn, Knqの既約表現は自明な表現とKnへの基本表現に限られる．
これよりCliffor代数Cℓn(Cℓn)の n “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8に対する実（複素）既約表
現の個数 νn(ν

C
n )，既約表現の次元dnpdCnq，各既約表現の可換部分代数Kn，

表現環MnpM C
n qは，表 3 のようになる．さらに，これらの指標は次の周

期性を持つ：

νm`8k “ νm, νCm`2k “ νCm,

dm`8k “ 24kdm, dCm`2k “ 2kdCm,

Mm`8k – Mm, M C
m`2k – M C

m,

Km`8k – Km.

l
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4.7 非結合的代数

【定義 4.50 (非結合的代数)】 　 体K上の線形空間Aに乗法が定義さ
れていて，それが双線形写像であるとする．このとき，乗法が結合的で
ないなら，Aを非結合的代数 (non-associative algebra)あるいは単に対数
と呼ぶ． l

【定義 4.51 (中心)】 　 代数Aにおいて，任意の a, b P Aに対し次の 3

条件が満たされるとき，c P Aは中心の元となる：

i) ac “ ca

ii) apbcq “ pabqc

iii) apcbq “ pacqb

Aが単位元をもち，その中心が基礎体 K と一致するとき，Aは中心的
(central)と言われる． l

【定義 4.52 (ベキ結合的代数)】 　代数Aの 1つの元で生成される部分代
数が結合的であるとき，Aをベキ結合的代数 (power associative algebra)

と呼ぶ．Jordanダイス，交代代数はベキ結合的代数である． l

4.7.1 交代代数

【定義 4.53 (交代代数)】 　 非結合的代数Aが次の条件を満たすとき，
交代代数 (alternative algebra)という：

i) au2 “ pauqu

ii) u2a “ upuaq

さらに，ax “ b, ya “ b pa ‰ 0qが x, yに関して常に解をもつとき，Aは
交代体 (alternative field)という． l

【定義 4.54 (合成代数)】 　標数が 2でない体K上の有限次元代数Aが，
単位元 1を持ち，非退化 2次形式N : A Ñ Kが定義されていてNpxyq “

NpxqNpyqpx, y P Aqが成り立つとき，Aを合成代数 (composition algebra)

または組成代数という．このとき，次の i)，ii)，iii)が成立する:
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i) AはノルムN を持つ 2次代数になる．すなわち，

fpx, yq “ p1{2qpNpx ` yq ´ Npxq ´ Npyqq

とおけば，任意の x P Aに対して

x2 ´ 2fpx, 1qx ` Npxq1 “ 0

が成り立つ．
x̄ “ 2fpx, 1q1 ´ x

とおけば，上式は，
xx̄ “ x̄x “ Npxq1

を意味する．

ii) 上の x ÞÑ x̄ は対合（involution）になる．すなわち

1̄ “ 1, ¯̄x “ x, xy “ ȳx̄

が成り立つ．これを合成代数Aの標準的対合 (canonical involution)

という．

iii) Aは交代代数になる．

一般に i），ii）が成り立つような代数を対合的2次代数 (involutive quadratic

algebra)という．逆に非退化なノルムを持つ交代的 2次代数は合成代数に
なる． l

【命題 4.55 (Cayley-Dickson構成法)】 　 AをK 上の対合的２次代
数，α P Kˆに対して，次の方法で対合的２次代数となるA1 “ A ˆ Aが
構成され，Aが結合的合成代数ならA1も合成代数となる：

i) 演算： A1 Q x “ px1, x2q, y “ py1, y2qに対し．

x ` y “ px1 ` y1, x2 ` y2q, xy “ px1y1 ` αȳ2x2, y2x1 ` x2ȳ1q

ii) AとAx0を同一視し，K Ă A Ă A1と埋め込み，11 “ 1.

iii) ノルム：
Npxq “ Npx1q ´ αNpx2q.
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l

【定理 4.56 (Hurwitzの定理)】 　 Cayley-Dickson構成法により，A “ K

から出発して，合成代数を順次作ることができる：

K ñ Kの２次拡大 ñ K上の４元数環 ñ K上の８元数環

Kの標数が 2と異なるならば，K上の合成代数はこれらによって尽くさ
れる． l

【定理 4.57】 　

1. α “ 1としてCayley-Dickson構成法により作られる合成代数の系

K ñ K ‘ K ñ M2pKq ñ OctpKq

を分解型という．これらは，零因子をもつ合成代数として特徴付け
られる．

2. α “ ´1として, K “ RからCayley-Dickson構成法により作られる
合成代数の系

R ñ C ñ H ñ O

により，R上のすべての非分解型合成代数が尽くされる．

l

4.7.2 Jordan代数

諸定義
【定義 4.58 (Jordan代数)】 　 非結合的代数Aが次の条件を満たすと
き，Jortan代数という：

i) ac “ ca

ii) a2puaq “ pa2uqa

l
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【命題 4.59 (可換な交代代数)】 　 可換な交代代数は Jordan代数とな
る． l

【定義 4.60 (pAqJ.alg, 自由 Jordan代数 J
pnq

0 )】 　

1. Rを体K上の有限次元結合的代数とするとき，Rに新しい乗法 ¨を
a ¨ b :“ pab` baq{2で定義すると，A “ pR, ¨qは Jordan代数となる．
これを pRqJ.algと書く．

2. 自由多元環R “ K xx1, ¨ ¨ ¨ , xnyに対し，1, x1, ¨ ¨ ¨ , xnで生成される
pRqJ.algの部分代数を，自由生成元 xiをもつ自由 Jordan代数と呼
び，J

pnq

0 と表す．

3. Jordan代数 Aが結合的代数 Rに対して pRqJ.algの部分代数となら
ないとき，例外的 (で)あるという．

l

【定義 4.61 (Peirce分解)】 　 Jordan代数Aとそのべき等元 e(e2 “ e)

および数 λ P Kに対し，

Aepλq :“ tx P A | ex “ λxu (4.7.1)

とおく．このとき，

1. Aは常に eに関する Peirce分解を持つ:

A “ Aep1q ‘ Aep1{2q ‘ Aep0q. (4.7.2)

2. 単位元1が互いに直交するべき等元eiの和で書けるとき (1 “
ř

i ei, eiej “

δijei)，

A “ ‘iďjAij : Aii “ Aeip1q, Aij “ Aeip1{2q X Aejp1{2q pi ă jq

(4.7.3)

となる．AijをAのPeirce空間と呼ぶ．

3. すべての iに対して Aii “ Kei ` NiでNiが Aiiのベキ零イデアル
であるとき，Aは被約代数 (reduced algebra)であるという．このと
き，eiの個数をAの次数 (degree)という．

l
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【命題 4.62 (係数拡大)】 　 Jordan代数Aに対して，その基礎体Kの
有限次分離拡大体K 1で，A1 “ A bK K 1が被約となるものがある．この
とき，A1の次数をAの絶対次数 (absolute degree)という．Aが被約かつ
単純であるとき，Aij(i ă j)の次元は一定となる． l

分類
【命題 4.63 (可換な 2次代数)】 　 内積 fpx, yqをもつ線形空間Aにお
いて，fpv0, v0q “ 1となる元 v0が存在するとする．このとき，Aにおけ
る可換な積を

xy “ fpx, v0qy ` fpy, v0qx ´ fpx, yqv0

により定義すると，この積に関してAは v0 “ 1を単位元とする可換な２
次代数でかつ Jordan代数になる．特に f が非退化ならば，Aは絶対次数
2の中心的単純 Jordan代数になり，逆にこのような Jordan代数は非退化
対称双 1 次形式 f から上のようにして得られる．Aが被約になるために
は，x ‰ 0に対してNpxq “ fpx, xq “ 0となることが必要十分である．
具体的には，v0 “ 1と v1 “ vを

fp1, 1q “ 1, fpv, vq “ ´1, fp1, vq “ 0 (4.7.4)

となるように取ると，v2 “ 1より

e1 “
1

2
p1 ` vq, e2 “

1

2
p1 ´ vq (4.7.5)

が直交するべき等元による 1の分解を与え，Peirce空間は

A11 “ Ke1, A22 “ Ke2, A12 “ x1, vy
K . (4.7.6)

l

【定理 4.64 (被約単純 Jordan代数の分類)】 　 Kを標数ゼロの体とす
るとき，K上の被約単純 Jordan代数は次のもので尽くされる：

次数 r “ 1 A “ K.

次数 r “ 2 可換な２次代数．

次数 r ě 3 CをK上の d次元合成代数，R “ MrpCqとするとき，
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d “ 1, 2, 3 aをMrpKqの可逆対角元とするとき，

HerrpC, aq :“
␣

x P MrpCq
ˇ

ˇ x “ a´1 tx̄a
(

(4.7.7)

に対応する pMrpKqqJ.argの部分 Jordan代数．

d “ 8 積を x ¨ y “ pxy` yxq{2で定義すると，Her3pCq(a “ 1)は次元
27，次数 r “ 3の例外型 Jordan代数となる．

l
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5 体

5.1 諸定義

【定義 5.1 (素体)】 　 可換体Kは，その部分体が必ずKと一致すると
き素体 (prime field)という． l

【定義 5.2 (標数)】 　 体Kの単位元 1の n個の和 n 1が 0となる自然数
nが存在するとき，その最小値 pは素数となり，標数 (characteristic)とい
う．また，そのような自然数が存在しないときには，標数は 0であるとい
う． l

5.2 拡大体

5.2.1 基礎事項

【定義 5.3 (拡大次数)】 　 体Lが体Kの拡大体であるとき，LをK-加
群とみたときの次元を拡大次数といい，rL : Ksで表す：

rL : Ks :“ dimK L

l

【定理 5.4 (拡大次数の連鎖律)】 　 体の拡大K Ă L Ă M に対して，

rM : Ks “ rM : LsrL : Ks

が成り立つ．特に，LがK の有限次拡大体で，さらにM が Lの有限次
拡大体なら，M はKの有限次拡大体である． l

【定義 5.5 (代数拡大)】 　 Lを体Kの拡大体とする．Lの元αがK上代
数的 (algebraic)であるとは，Kを係数とする多項式 fpXqp“ 0q P KrXs

が存在して，fpαq “ 0となることである．特に，Lのすべての元がK上
代数的となるとき，LはK の代数拡大体 (algebraic extension)であると
いう． l

【定理 5.6 (根体)】 　 KrXsの任意の既約多項式 fpXqに対し，

M “ Kpθq, fpθq “ 0

となるKの拡大体M が一意的に存在し，KrXs{pfqと同型となる． l
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【命題 5.7 (有限次代数拡大)】 　 LがKの有限次拡大体なら，Kの代
数拡大体である．逆に，KにK上代数的な元を有限個付加して得られる
拡大体Kpα1, ¨ ¨ ¨ , αmqは，K 上有限次拡大体となる．特に，n次の既約
多項式 fpXqに対して，その根体はK上の n次拡大体となる． l

【定義 5.8 (代数的閉体)】 　 体Kは，K上の代数方程式が必ずKに解
を持つとき，代数的に閉じている (algebraically closed)という． l

【定義 5.9 (代数的閉包)】 　 体Kの拡大体Ωは，つぎの２条件を満た
すとき，Kの代数的閉包という：

(1) Ωは代数的に閉じている．

(2) ΩはKの代数拡大である．

l

【定理 5.10 (代数的閉包の存在 [Steinitz E (1910)])】 　 Kを任意の
体とするとき，その代数的閉包が同型を除いて一意的に存在する． l

5.3 有限体

【定理 5.11 (Wedderburn)】 　 有限な非可換体は存在しない．[岩波
数学事典; Wederburn JHM 1905; Witt E 1931] l

【定理 5.12 (有限体の分類)】 　 有限体の標数は素数 pで，元の個数は
pα(α P N)となる．逆に，任意の素数 pと自然数 αに対して，元の個数
が pαとなる有限体が同型を除いて一意的に存在する．この体をGF ppαq

または Fq(q “ pα)と表記する．特に，素数 pに対して，Fp “ Zpである．
[岩波数学事典] l
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