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1 公式集：代数
Last update: 2021/2/8

1.1 初等代数

1.1.1 多項式

【公式 1.1 (基本対称式)】 　 変数X1, ¨ ¨ ¨ , Xnの ν次の基本対称式を

σν “
ÿ

i1ă¨¨¨ăiν

Xi1 ¨ ¨ ¨Xiν (1.1.1)

とおくとき，対称式
sν “

ÿ

i

Xν
i (1.1.2)

は，次の漸化式に従う：

ν “ 1, ¨ ¨ ¨ , n : sν “ σ1sν´1 ´ σ2sν´2 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qνσν´1s1 ´ p´1qννσν ,

(1.1.3a)

ν “ n ` 1, ¨ ¨ ¨ : sν “ σ1sν´1 ´ σ2sν´2 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qνσν´1sν´n`1 ´ p´1qνσνsν´n.

(1.1.3b)

特に，ν “ 1, ¨ ¨ ¨ , 4に対して，

s1 “ σ1, s2 “ σ2
1 ´ 2σ2, s3 “ σ3

1 ´ 3σ1σ2 ` 3σ3,

s4 “ σ4
1 ´ 4σ2

1σ2 ` 2σ2
2 ` 4σ1σ3 ´ 4σ4. (1.1.4)

また，

σ1 “ s1, σ2 “
1

2
ps21 ´ s2q, σ3 “

1

6
p2s3 ´ 3s1s2 ` s31q,

σ4 “
1

24
ps41 ´ 6s21s2 ` 8s1s3 ` 3s22 ´ 6s4q. (1.1.5)

l
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1.1.2 線形代数

1.1.2.1 行列一般

【公式 1.2 (行列式)】 　 A,B,C,D P GLpn,Cqに対し，

det

˜

A B

C D

¸

“ det
`

BDB´1A ´ BC
˘

“ det
`

AD ´ ACA´1B
˘

.

l

【公式 1.3 (Fierz型恒等式)】 　線形空間V の自己準同型の全体EndpV q

は，V 上の行列の集合MpV qと同型で，V の双対空間を V ˚で表すとき

MpV q – V b V ˚

が成り立つ．同様に，MpV qの自己準同型の全体は

EndpMpV qq – MpV q b MpV q˚

と表される．
いま，EI(I “ 1, ¨ ¨ ¨ , N)をMpV qの基底で

TrpEIEJq “ CIδIJ

を満たすものとすると，

idMpV q “
ÿ

I

1

CI
EI b E˚

I ; E˚
I pAq “ TrpEIAq

が成り立つ．これより，a, b P V に対して，ã P V ˚を ãpxq “ Tax, x P V

と定義するとき，

a b b̃ “
ÿ

I

1

CI
EIp

TbEIaq

が成り立つ．特に，任意の c, d P V に対して，

pc b d̃q˚pa b b̃q “
ÿ

I

1

CI
p TdEIcqp TbEIaq

となる．よって，pb, aq ” p Tbaqと定義すると，

pb, aqpd, cq “
ÿ

i

1

CI
pb, EIcqpd,EIaq

が得られる． l
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1.1.2.2 疎行列の行列式

【公式 1.4】 　 n次正方行列

Ajk “ aδjk ` bpδjk`1 ` δj`1kq, j, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , n

に対して，その行列式∆nは次の漸化式を満たす：

∆n “ a∆n´1 ´ b2∆n´2,

∆1 “ a, ∆2 “ a2 ´ b2.

よって，

∆n “
λn`1

` ´ λn`1
´?

a2 ´ 4b2
,

λ˘ ”
a ˘

?
a2 ´ 4b2

2
.

例えば，
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a b 0

b a b

0 b a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ a3 ´ 2ab2.

l

1.1.2.3 シンプレクティック行列

【命題 1.5 (J2 “ ´1)】 　
2n次の実行列 J P GLp2n,Rqが J2 “ ´1を満たすとき，適当な正則行
列 S P GLp2n,Rqが存在して，

J “ SJ0S
´1; J0 “

˜

0 In
´In 0

¸

.

ここで，J0を J0 “
Àn

p 0 1
´1 0 qと取ることもできる． l

【証明あり】
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【命題 1.6 (シンプレクティック形式)】 　 J “
`

0 In
´In 0

˘

とする．このと
き，T P GLp2n,Cqに対し

JT “ T̄ J ô T “

˜

T1 T2
´T̄2 T̄1

¸

さらに，この条件を満たす正則行列 T の集合を T とするとき，条件

T∆ “ ´∆, TJ∆̄J “ ∆

を満たす任意の正則行列∆ P GLp2n,Cqは，変換

∆1 “ T´1∆ TT´1, T P T

により，標準型∆ “ J に変換することができる． l

【証明あり】

1.2 古典群

1.2.1 線形群

1.2.2 A型

1.2.2.1 SLp2q系

【公式 1.7 (ϵAϵ)】 　 ϵを

ϵ “

˜

0 1

´1 0

¸

(1.2.1)

とおくと，任意のA P GLp2qに対して，

ϵAϵ “ ´pdetAq TA´1. (1.2.2)

l

【定義 1.8 (Pauli行列)】 　 Pauli行列 σa(a “ 0, 1, 2, 3)を

σ0 “ I2, σ1 “

˜

0 1

1 0

¸

, σ2 “

˜

0 ´i

i 0

¸

, σ3 “

˜

1 0

0 ´1

¸

(1.2.3)
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により定義する．また，

σa ” ηabσb; σ0 “ ´I2, σj “ σj pj “ 1, 2, 3q, (1.2.4)

σ̄a ” ´ϵ Tσaϵ “ ´σa (1.2.5)

とおく． l

【公式 1.9 (Pauli行列の性質)】 　 Pauli行列は次の性質を持つ：

σ:
a “ σa, (1.2.6)

σjσk ` σkσj “ 2δjk, (1.2.7)

rσj, σks “ 2iϵjklσl, (1.2.8)

σjσk “ δjk ` iϵjklσl, (1.2.9)

σ̄aσb ` σ̄bσa “ ´2ηab, (1.2.10)

σaσ̄b ` σbσ̄a “ ´2ηab, (1.2.11)

σ̄aσbσ̄c ´ σ̄cσbσ̄a “ 2iϵabcdσ̄d, (1.2.12)

σaσ̄bσc ´ σcσ̄bσa “ ´2iϵabcdσd, (1.2.13)

σaσ̄bσc ` σcσ̄bσa “ 2
`

ηacσb ´ ηbcσa ´ ηabσc
˘

, (1.2.14)

σ̄aσbσ̄c ` σ̄cσbσ̄a “ 2
`

ηacσ̄b ´ ηbcσ̄a ´ ηabσ̄c
˘

, (1.2.15)

σaα 9ασ̄a
9ββ “ ´2δβαδ

9β
9α (1.2.16)

また，

σab ” ´σraσ̄bs “
1

2

`

σaσb ´ σbσa
˘

(1.2.17)

とおくと，

σab : “ ´σab, (1.2.18)

σabσc ` σcσab : “ 2
`

ηbcσa ´ ηacσb
˘

, (1.2.19)

σab :σ̄c ` σ̄cσab “ ´2
`

ηbcσa ´ ηacσb
˘

(1.2.20)

l

【公式 1.10 (Fierz型恒等式)】 　任意の複素２次元ベクトル x, y, z, w P

C2に対して，

py:xqpw:zq “
1

2

3
ÿ

a“0

py:σazqpw:σazq (1.2.21)
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特に，w y, z “ xと置くと，

3
ÿ

j“1

py:σaxq2 “ px:yq2. (1.2.22)

また，２次元ベクトル場 ξpxqが規格化条件 pξ:ξq “ 1を満たすとき，

i
`

ξ:σjBµξ ´ h.c.
˘

“ ikj
`

ξ:Bµξ ´ h.c.
˘

` pk ^ Bµkqj, (1.2.23)

kj ” pξ:σjξq. (1.2.24)

l

【公式 1.11 (スピノール表現)】 　 x “ pxaq P R4に対して，σaをPauli

行列として
σpxq “ σax

a (1.2.25)

とおくと，
detσpxq “ ´x ¨ x “ ´ηabx

axb. (1.2.26)

これより，
V σpxqV : “ σpΛxq ô V σaV

: “ σbΛ
b
a (1.2.27)

により定義される対応 V ÞÑ Λは，表現

SLp2,Cq Ñ SO`p3, 1q (1.2.28)

を与える．このとき，

σ̄aV ψ “ V :´1Λabσ̄
bψ, (1.2.29a)

σabV ψ “ V Λaa1Λbb1σa
1b1

ψ. (1.2.29b)

対応する無限小変換は次の関係により結ばれる：

δV “ ´
i

2
MabδΛ

ab

“
1

2

ˆ

´δΛ0
j `

i

2
ϵjklδΛkl

˙

σj. (1.2.30)

とおくと，この式は σabを用いて

δV “
1

4
σabδΛab (1.2.31)

と表される． l
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【公式 1.12 (SUp1, 1q – SLp2,Rq)】 　

1) A P SUp1, 1q，すなわち条件

A:ηA “ η; η “

˜

1 0

0 ´1

¸

(1.2.32)

を満たす行列は，一般に

A “

˜

a b

b̄ ā

¸

; |a|2 ´ |b|2 “ 1 (1.2.33)

と表される．

2) T P SLp2,Cqを

T “
1

?
2

˜

1 i

i 1

¸

(1.2.34)

とおくとき，SUp1, 1qと SLp2,Rqの同型対応が

SUp1, 1q Q A ÞÑ TAT´1 P SLp2,Rq (1.2.35)

により与えられる．TAT´1の具体的な成分は

TAT´1 “

˜

a1 ` b2 a2 ` b1
´a2 ` b1 a1 ´ b2

¸

(1.2.36)

3) 行列

S “
1

2

˜

1 1

´i i

¸

(1.2.37)

により定義される対応

SUp1, 1q Q A ÞÑ SAS´1 P SLp2,Rq (1.2.38)

も同型対応を与える．SAS´1の具体的な成分は

SAS´1 “

˜

a1 ` b1 ´a2 ` b2
a2 ` b2 a1 ´ b1

¸

(1.2.39)

l
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【命題 1.13 (Cyclicな SLp2,Zqの元)】 　 SLp2,Zqの元X “

˜

p q

r s

¸

に対して，

1. 適当な正整数 nに対してXn “ 1となるのは次の場合に限られる：

i) X2 “ 1: X “ ˘1.

ii) X3 “ 1pX ‰ 1q: ´qr “ p2 ` p ` 1, p ` s “ ´1.

iii) X3 “ ´1pX ‰ ´1q: ´qr “ p2 ´ p ` 1, p ` s “ 1.

2. 2次元 Euclide平面E2の基底ベクトルを

e1 “

˜

1

0

¸

, e2 “

˜

τ1
τ2

¸

(1.2.40)

として，X3 “ ˘1(X ‰ ˘1)となるX P SLp2,Zqを用いて

pe1, e2q ÞÑ pe1
1, e

1
2q “ pe1, e2qX (1.2.41)

と表されるE2の変換Rが等長であるための必要十分条件は

τ1 “ ´
2p ˘ 1

2q
, τ2 “

?
3

2|q|
(1.2.42)

このとき，R “ Rp˘2π{3q.

l

1.2.2.2 SUp3q

Lie代数

rea, ebs “ fabcec, (1.2.43)

fabc “ frabcs. (1.2.44)

ここで，

f123 “ 1, (1.2.45a)

f147 “ ´f156 “ f246 “ f257 “ f345 “ ´f367 “
1

2
, (1.2.45b)

f458 “ f678. (1.2.45c)
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Adjoint表現
padpeaqqbc “ fbac. (1.2.46)

対応するKilling形式は

Kpea, ebq :“ Tradjpeaebq “ ´3δab. (1.2.47)

ベクトル表現 ea “ ´iλa{2とおくとき，

λ1 “

¨

˚

˝

0 1 0

1 0 0

0 0 0

˛

‹

‚

, λ2 “

¨

˚

˝

0 ´i 0

i 0 0

0 0 0

˛

‹

‚

, λ3 “

¨

˚

˝

1 0 0

0 ´1 0

0 0 0

˛

‹

‚

,

λ4 “

¨

˚

˝

0 0 1

0 0 0

1 0 0

˛

‹

‚

, λ5 “

¨

˚

˝

0 0 ´i

0 0 0

i 0 0

˛

‹

‚

, λ6 “

¨

˚

˝

0 0 0

0 0 1

0 1 0

˛

‹

‚

,

λ7 “

¨

˚

˝

0 0 0

0 0 ´i

0 i 0

˛

‹

‚

, λ8 “
1

?
3

¨

˚

˝

1 0 0

0 1 0

0 0 ´2

˛

‹

‚

. (1.2.48)

これらに対して，
Trvpλaλbq “ 2δab. (1.2.49)

1.2.3 B型, D型

1.2.3.1 SOpD ´ 1, 1q

【命題 1.14 (sopD ´ 1, 1qの随伴表現に対する共役類 (2006.6.10))】 　
pEabqcd “ δacδbdをMpDqの基底, η “ r´1,`1, ¨ ¨ ¨ ,`1sを用いて，Mab “

ηEab´ηEbaとおくと，Mab(0 ď a ă b ď D´1)は sopD´1, 1qの基底とな
る．このとき，任意の元A P sopD ´ 1, 1qは適当な相似変換OAO´1(O P

SOpD ´ 1, 1qを用いて次の３つのいずれかに変換できる：

1) A “
řk
j“1 µjM2j´1 2j

2) A “
řk
j“0 µjM2j 2j`1

3) A “
ř2k`1
j“2 cjM` j `

řk
j“1 µjM2j 2j`1

ここで，M` j “ M0 j ` M1 j. l
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1.2.3.2 SOp3q

Lie代数

rJ1, J2s “ iJ3, rJ2, J3s “ iJ1, rJ3, J1s “ iJ2. (1.2.50)

【公式 1.15 (共役変換)】 　

eiϕJ3J1e
´iϕJ3 “ cosϕJ1 ` sinϕJ2, (1.2.51a)

eiϕJ3J2e
´iϕJ3 “ ´ sinϕJ1 ` cosϕJ2. (1.2.51b)

l

1.3 Clifford代数

1.3.1 Γ行列

1.3.1.1 基本事項

【定義 1.16】 　D次元空間の Γ行列の反交換関係を

tΓa,Γbu ” ΓaΓb ` ΓbΓa “ 2ηab (1.3.1)

により定義する．また，対応するClifford代数の基底を

Γa1¨¨¨an “ Γra1 ¨ ¨ ¨Γans (1.3.2)

とする． l

【公式 1.17 (中心)】 　 Γを

Γ :“ p´iqkΓ0 ¨ ¨ ¨Γn´1 “ p´iqkp ˚Γrnsq (1.3.3)

により定義する．ここで，

n “ 2k ` 1 ´ |η|, 2k ` 2 ´ |η|. (1.3.4)

このとき，

Γ2 “ 1, (1.3.5a)

ΓΓa “ p´1qn´1ΓaΓ. (1.3.5b)

l
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【命題 1.18 (Lorentz不変な元)】 　 X P Cℓpp, qqが，任意の a, bに対し
て rΓab, Xsを満たすなら，a, bを定数として，X “ a ` bΓ. l

【定義 1.19 (スピノール表現とスピノール)】 　スピノール群Spinpn´1, 1q

の Clifford代数CℓDへの埋め込みおよびCℓDの既約表現CℓD – Cp2rn{2sq

により定義される：

Spinpn ´ 1, 1q Ă Cℓ0n´1,1 Ă Cℓn Ñ Cp2rn{2sq. (1.3.6)

さらに，Lorentz群のスピノール表現

SO0pn ´ 1, 1q Q Λ ÞÑ SpΛq P Spinpn ´ 1, 1q (1.3.7)

は
SpvaΓaqS

´1 “ pΛvqaΓa ô SΓaS´1 “ pΛ´1qabΓ
b (1.3.8)

により定義される．対応して，スピノール ψ P Cp2rn{2sqは，擬直交基底
の変換に対して

θ1a “ Λabθ
b Ñ ψ1 “ SpΛqψ (1.3.9)

と変換する量の組として定義される． l

【公式 1.20 (Lorentz変換)】 　 無限小 Lorentz変換 δΛに対して

δΛab “ ωab ñ δSpΛq “
1

4
ωabΓ

ab. (1.3.10)

特に，次の交換関係が成り立つ：

rΓab,Γcs “ 4δ
ra
d η

bscΓd “ 2
`

Γaηbc ´ Γbηac
˘

, (1.3.11a)

rΓab,Γcds “ 2
`

ηadΓbc ` ηbcΓad ´ ηacΓbd ´ ηbdΓac
˘

. (1.3.11b)

l

1.3.1.2 反対称化公式

【公式 1.21 (反対称化公式)】 　

ΓaΓb1¨¨¨bn “ Γa b1¨¨¨bn `

n
ÿ

j“1

p´1qj´1ηa bjΓb1¨¨¨b̌j ¨¨¨bn
, (1.3.12a)

Γb1¨¨¨bnΓa “ Γb1¨¨¨bn a `

n
ÿ

j“1

p´1qn´jηa bjΓb1¨¨¨b̌j ¨¨¨bn
. (1.3.12b)

l
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D C-spinor rep. real Weyl real-Weyl min R-rep.
1 1 ⃝ ´ ´ 1

2 1 ` 1̄ ⃝ complex ´ 2

3 2 pseudo ´ ´ 4

4 2 ` 21 pseudo self ´ 4

5 4 pseudo ´ ´ 8

6 4 ` 4̄ ⃝ complex ´ 8

7 8 ⃝ ´ ´ 8

8 8 ` 81 ⃝ self ⃝ 8

表 1: Spinor representation of SOpDq

D C-spinor rep. Majorana Weyl Majorana-Weyl min R-rep.
2 1 ` 11 ⃝ self ⃝ 1

3 2 ⃝ ´ ´ 2

4 2 ` 2̄ ⃝ complex ´ 4

5 4 ´ ´ ´ 8

6 4 ` 41 ´ self ´ 8

7 8 ´ ´ ´ 16

8 8 ` 8̄ ⃝ complex ´ 16

9 16 ⃝ ´ ´ 16

10 16 ` 161 ⃝ self ⃝ 16

11 32 ⃝ ´ ´ 32

12 32 ` 32 ⃝ complex ´ 64

表 2: Spinor representation of SOpD ´ 1, 1q
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1.3.1.3 展開公式

【公式 1.22 (展開公式)】 　

ΓaΓb “ Γab ` ηab, (1.3.13a)

ΓaΓbΓc “ Γabc ` ηabΓc ` ηbcΓa ´ ηacΓb, (1.3.13b)

ΓaΓbΓcΓd “ Γabcd ` ηabΓcd ` ηcdΓab ´ ηacΓbd ´ ηbdΓac

`ηadΓbc ` ηbcΓad ` ηabηcd ´ ηacηbd ` ηadηbc, (1.3.13c)

Γa1 ¨ ¨ ¨Γap “ Γa1¨¨¨ap `
ÿ

σ

"

1

2pp ´ 2q!
ηaσ1aσ2Γaσ3 ¨¨¨aσp ` ¨ ¨ ¨

`
1

l!2lpp ´ 2lq!
ηaσ1aσ2 ¨ ¨ ¨ ηaσ2l´1

aσ2lΓaσ2l`1
¨¨¨aσp ` ¨ ¨ ¨

*

(1.3.13d)

これより，

ΓaΓ
cdΓb “ ηabΓ

cd ` 4Γra
rcδ

ds

bs ` 2δrc
a δ

ds

b ` Γab
cd, (1.3.14)

ΓabΓcd “ Γabcd ` 2
`

Γardηcsb ` Γbrcηdsa
˘

` 2ηardηcsb, (1.3.15)

ΓabΓpqr “ Γabpqr ´ 3
`

ηarpΓqrsb ´ ηbrpΓqrsa
˘

´6ηarpη|b|qΓrs, (1.3.16)

ΓabcΓefg “ Γabcefg ` 3
`

ηareΓ|bc|fgs ` ηbreΓ|ca|fgs ` ηcreΓ|ab|fgs
˘

´6
`

ηareη|b|fΓ|c|gs ` ηbreη|c|fΓ|a|gs ` ηcreη|a|fΓ|b|gs
˘

´6ηareη|b|fηgsc, (1.3.17)

ΓaΓpqrΓb “ ´Γabpqr ´ 6ηarpη|b|qΓrs

´ηabΓpqr ` 3ηarpΓqrsb ` 3ηbrpΓqrsa, (1.3.18)

ΓpqrΓaΓb “ Γpqrab ´ 6ηarpη|b|qΓrs

`ηabΓpqr ` 3ηarpΓqrsb ´ 3ηbrpγqrsa, (1.3.19)

ΓabcdΓef “ Γabcdef ` 4ηf raΓbcdse ´ 4ηeraΓbcdsf

`6ηf raη|e|bΓcds ´ 6ηeraη|f |bΓcds, (1.3.20)

ΓabΓcdΓef “ Γabcdef ` 4ηadΓbcef

`4ηcfΓabde ` 4ηafΓbcde

´2ηefcdΓab ´ 2ηefabΓcd ´ 2ηabcdΓef

´8Γacηbdef ´ 8Γaeηbfdc ´ 8Γceηdfba

´8ηabcdef . (1.3.21)
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ただし，最後の式では，rabs, rcds, ref sのすべての組について反対称化す
るものとする．ここで、

ηabcd “ ηarcsηdsb, (1.3.22a)

ηabcdef “
1

2

`

ηarcηdsreηf sb ´ ηbrcηdsreηf sa

˘

(1.3.22b)

これより

{Qrks ”
1

k!
Qa1¨¨¨akΓ

a1¨¨¨ak , |Qrks|
2 ”

1

k!
Qa1¨¨¨akQ

a1¨¨¨ak (1.3.23)

とおくと，

{Q2
r2s “

1

4
QabQcdΓ

abcd ´ |Qr2s|
2, (1.3.24a)

{Q2
r3s “

1

4
Qp

abQpcdΓ
abcd ´ |Qr3s|

2. (1.3.24b)

l

【公式 1.23】 　次元が nのとき、

ΓpΓ
p “ n, (1.3.25a)

ΓpΓ
aΓp “ ´pn ´ 2qΓa, (1.3.25b)

ΓpΓ
abΓp “ pn ´ 4qΓab, (1.3.25c)

ΓpΓ
abcΓp “ ´pn ´ 6qΓabc, (1.3.25d)

ΓpΓrjsΓ
p “ p´1qjpn ´ 2jqΓrjs. (1.3.25e)

ΓpqΓ
pq “ ´npn ´ 1q, (1.3.26a)

ΓpqΓ
aΓpq “ ´pn ´ 1qpn ´ 4qΓa., (1.3.26b)

ΓpqΓ
abΓpq “ p´n2 ` 9n ´ 16qΓab. (1.3.26c)

Γp1¨¨¨pkΓp1¨¨¨pk “ p1´qkpk´1q{2npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ k ` 1q. (1.3.27)

l
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1.3.1.4 Trace公式

【公式 1.24 (Trace公式)】 　
まず，一般に，Lorentz不変な不変テンソルが計量と Levi-Civitaテン
ソルに限られるため，奇数次元で kが次元と一致する場合を除いて，

TrpΓa1¨¨¨akq “ 0 pk ě 1q. (1.3.28)

TrpΓabΓcdΓefΓghq “ Trp1q

”

4ηarcηdsbηergηhsf ` 4ηrareηf sbηcrgηhsd ` 4ηargηhsbηcreηf sd

`16ηabcdghef ´ 16ηabcdefgh ` 16ηabefcdgh

ı

. (1.3.29a)

ここで，

ηabcdefgh “
1

2

`

ηarcηdsreηf srgηhsb ´ ηbrcηdsreηf srgηhsa

˘

. (1.3.30)

l

1.3.1.5 双対公式

【定義 1.25】 　Γa1¨¨¨akを k階のテンソルと見なして，次の記法を用いる：

Γrks :“ pΓa1¨¨¨akq , (1.3.31a)

˚Γrks “

ˆ

1

k!
ϵa1¨¨¨an´kb1¨¨¨bkΓ

b1¨¨¨bk

˙

. (1.3.31b)

このとき，次の式が成り立つ：

˚ ˚Γrks “ |η|p´1qkpn`1qΓrks. (1.3.32)

l

【公式 1.26 (双対公式)】 　

˚Γrn´ks “ p´1qkn`kpk`1q{2p ˚ΓrnsqΓrks. (1.3.33)

すなわち，

1

pn ´ kq!
Γb1¨¨¨bn´kϵb1¨¨¨bn´kak¨¨¨a1 “ p ˚ΓrnsqΓa1¨¨¨ak . (1.3.34)
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ただし，
˚Γrns “ ir

n`|η|´1
2

sΓ (1.3.35)

例えば，|η| “ ´1のとき，

• n “ 4: γrks “ ´ip´1q
kpk`1q

2 γ5 ˚γr4´ks “ ϵi ˚γ5γr4´ks

ϵ “

#

1 : k “ 1, 2

´1 : k “ 0, 3.4
(1.3.36)

• n “ 10: Γrks “ ϵΓ ˚Γr10´ks

ϵ “

#

1 : k “ 0, 3, 4, 7, 8

´1 : k “ 1, 2, 5, 6, 9, 10
(1.3.37)

|η| “ 1のとき、

• n “ 6: Γrks “ p´1q
kpk`1q

2 iΓ ˚Γr6´ks “ ϵiΓ ˚Γr6´ks

ϵ “

#

1 : k “ 0, 3, 4

´1 : k “ 1, 2, 5, 6
(1.3.38)

l

1.3.1.6 Fierz恒等式

【公式 1.27 (Fierz恒等式 [2005.2.6])】 　 次元D上のClifford代数の既
約表現を考え，その次元をN とする：

N “ 2rD{2s. (1.3.39)

1. Dが奇数で k “ Dとなるときを除いて，常に

TrΓa1¨¨¨ak “ 0. (1.3.40)

また，Dが偶数で k, l ď D，またはDが奇数で k ` l ă Dのとき，

TrΓa1¨¨¨akΓb1¨¨¨bk “

#

p´1qnpn´1q{2Nδa1¨¨¨ak
b1¨¨¨bk

k “ l

0 k “ l
. (1.3.41)
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よって，TrによりCpNqに内積を定義すると，Dが偶数のとき n “

D，Dが奇数のとき n “ pD ´ 1q{2として，

1, Γa, ¨ ¨ ¨Γra1¨¨¨ans (1.3.42)

が直交基底となる．

2. Dが偶数のとき n “ D，Dが奇数のとき n “ pD´ 1q{2として，任
意の a, b, c, d P CN およびM1,M2 P CpNqに対して，次の恒等式が
成り立つ：

pc˚M1aqpb˚M2dq “
1

N

n
ÿ

j“0

p´1qjpj´1q{2 1

j!
pc˚Γa1¨¨¨ajdq

`

b˚M2Γa1¨¨¨ajM1a
˘

.

(1.3.43)

l

1.3.1.7 荷電共役変換

【定義 1.28 (荷電共役変換)】 　 Γ行列の既約表現（複素次元 2rn{2s)に
おいて，B 行列を次の性質を満たす 2rn{2s 次の複素正則行列として定義
する：

BΓabB´1 “ Γab˚. (1.3.44)

このとき，スピノールψとB´1ψ˚のLorentz変換 (直交変換）は一致する：

ψ1 “ Sψ ñ B´1ψ1˚ “ SpB´1ψ˚q.

また，荷電共役行列Cを

CΓabC´1 “ ´
`

Γab
˘T

(1.3.45)

により定義する．このとき，ψは pψ̄CqT と，また ψ̄はψTCは同じ変換性
を示す（ただし，Γa: “ Γaが成り立つ表示を仮定）：

ψ1 “ Sψ ñ pψ̄1C´1qT “ Spψ̄C´1qT ,

ψ̄1 “ ψ̄S´1 ñ ψ1TC “ pψTCqS´1.

l
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【注 1.29 (ψ̄の定義)】 　 一般に，

ψ Ñ Sψ ñ ψ̄ Ñ ψ̄S´1 (1.3.46)

を要請すると，
ψ̄9ψ: TB´1C. (1.3.47)

したがって，Γa: “ Γaが成り立つ表示では， TB “ c´1Bより，

|η| “ ´1 : ψ̄ “ ψ:Γ0; C “ BΓ0, (1.3.48a)

|η| “ 1 : ψ̄ “ ψ:; C “ B. (1.3.48b)

また，Majoranaスピノールに対しては，Bψ “ ψ˚ ñ ψ: “ Tψ TB

より
ψ̄ “ TψC. (1.3.49)

l

【命題 1.30 (B行列の性質)】 　 B行列は次の性質をもつ．

1. (任意性) Γ行列の固定された表示のもとで，B行列の自由度は

B Ñ Bpλ ` µΓq. (1.3.50)

ただし，µ2 “ λ2．特に，奇数次元ではBは定数倍を除いて一意的
である．

2. (表示の変更) 1の自由度を適当に調整すると，スピノール表現の一
次変換

Γ1a “ TΓaT´1 (1.3.51)

に対して，
B1 “ T ˚BT´1. (1.3.52)

3. (標準テンソル積表示) 偶数次元 n “ 2k ` 1 ´ |η|のとき，標準テン
ソル積表示の元で，

B˘Γ
aB´1

˘ “ ˘Γa˚ (1.3.53)

となるB˘が定数倍を除いて一意的に存在する．特に，|η| “ ´1の
とき，

B1 “ Γ3Γ5 ¨ ¨ ¨Γn´1 “ Bp´1qk , B2 “ ΓB1 “ Bp´1qk`1 . (1.3.54)

さらに，Γ “ Γpnqに対して，常に

BΓB´1 “ p´1qkΓ˚ (1.3.55)
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4. (BΓaB´1) ある表示でBΓaB´1 “ ˘Γa˚なら，2の変換に対しても
B1Γ1aB1´1 “ ˘Γ1a˚．よって，奇数次元では常に，

BΓaB´1 “ p´1qkΓa˚; n “ 2k ` 2 ´ |η|. (1.3.56)

偶数次元では，

B˘Γ
aB´1

˘ “ ˘Γa˚; n “ 2k ` 1 ´ |η| (1.3.57)

を満たすB行列が任意の表示で常に（定数倍の自由度を除いて）一
意的に存在．これより，一般に，偶数次元での任意の B 行列に対
して

BΓaB´1 “ Γa˚pα ` βΓ˚q; α2 ´ β2 “ 1 (1.3.58)

が成立．さらに，α2 ´ β2 “ 1を満たす任意の α, βに対して，この
式を満たすBが定数倍の自由度を除いて一意的に存在．

5. (B˚B) B˚Bは Γaと可換なので，一般に

B˚B “ p ` qΓ. (1.3.59)

また，ある表示でB˚B “ p（対角型）なら2の変換に対してB1˚B1 “

T ˚´1B˚BT ˚ “ p．特に，偶数次元 n “ 2k ` 1 ´ |η|では，pの符号
は次のいずれかと一致する：

B˚
`B` “ p´1qkpk´1q{2, B˚

´B´ “ p´1qkpk`1q{2. (1.3.60)

よって，偶数次元では，B˚B “ 1となるBが存在する条件は，

n ‰ 5 ´ |η| pmod8q. (1.3.61)

また，奇数次元 n “ 2k ` 2 ´ |η|のとき，常に

B “ Bp´1qk ñ B˚B “ p´1qkpk`1q{2 (1.3.62)

で，B˚B “ 1となるのは

n ‰ 4 ´ |η|, 6 ´ |η| pmod8q. (1.3.63)

の時のみ．
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Dpmod8q 2 3 4 5 6 7 8 9

|η| “ 1 B` X X X B´ B´ B˘ B`

|η| “ ´1 B˘ B` “ B1 B` “ B2 X X X B´ “ B1 B´ “ B1

表 3: 各次元において，B˚B “ 1となるB行列

6. (Majorana条件) スピノール ζ と B´1ζ˚は Lorentz変換に対して
同じ変換性を示す．ただし，Majorana条件

ζ˚ “ Bζ (1.3.64)

を満たすスピノールは，B˚B “ 1とならないといけないので，

n ‰ 4 ´ |η|, 5 ´ |η|, 6 ´ |η| pmod8q (1.3.65)

の時のみ存在．

7. (BT ) Γa: “ Γaが成り立つ表示に限ると，Γaの変換行列 T は T :T P

Rとなるものに限られるので，ある表示でBT “ cB（cは定数）と
なるなら他の表示でも同じ関係が成り立つ．特に，n “ 2k` 1´ |η|

のとき，B1，B2, B˘に相似な行列に対して，

TB1 “ p´1qkpk`1q{2B1,
TB2 “ p´1qkpk´1q{2B2, (1.3.66a)

TB` “ p´1qkpk´1q{2B`,
TB´ “ p´1qkpk`1q{2B´.(1.3.66b)

n “ 2k ` 2 ´ |η|のとき，

TB “ p´1qkpk`1q{2B. (1.3.67)

l

【命題 1.31 (B “ 1となる表示)】 　 計量の符号によらず，Majoranaス
ピノールが存在する（すなわち，B˚B “ 1となるB行列が存在する）場
合には，B “ 1となる表示が常に存在する．
この表示では，

• D “ 1 ´ |η|, 2 ´ |η|, 3 ´ |η|のとき，Γaは実行列．

• D “ 7 ´ |η|, 8 ´ |η|のとき，Γaは純虚行列．
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l

Proof. B行列が B˚B “ 1を満たすとき，常に TB “ Bとなっている．
これより，B “ B1 ` iB2 (B1, B2 P MpN,Rq)から 2N 次の正方行列

B̃ “

˜

B1 ´B2

´B2 ´B1

¸

(1.3.68)

を定義すると，B̃は B̃2 “ 1を満たす実対称行列となる．よって，

B̃ “ OpIp ‘ p´Iqqq TO, p ` q “ 2N, O P SOp2Nq (1.3.69)

と表される．ところが，

B̃

˜

v1
v2

¸

“

˜

v1
v2

¸

ñ B̃

˜

v2
´v1

¸

“ ´

˜

v2
´v1

¸

(1.3.70)

なので，p “ qとなり，

B̃

˜

v
pjq

1

v
pjq

2

¸

“

˜

v
pjq

1

v
pjq

2

¸

, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , N (1.3.71)

を満たすN 個の 1次独立な 2N 次元ベクトルが存在．これより，

T “ pvp1q ¨ ¨ ¨ vpNqq; vpjq “ v
pjq

1 ` iv
pjq

2 (1.3.72)

とおくと，
BT “ T ˚ ô pT ˚q´1BT “ 1 (1.3.73)

となる．これは，変換 T´1によりB Ñ 1と変換できることを意味してい
る． Q.E.D.

【命題 1.32 (C行列)】 　 C行列は次の性質をもつ．

1. Γ行列の固定された表示のもとで，C行列の自由度は

C Ñ Cpλ ` µΓq. (1.3.74)

ただし，µ2 “ λ2．特に，奇数次元ではCは定数倍の自由度を除い
て一意的．
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2. 1の自由度を適当に調整すると，スピノール表現の一次変換

Γ1a “ TΓaT´1 (1.3.75)

に対して，
C 1 “ TT´1CT´1. (1.3.76)

3. Γ “ Γp2ℓqに対して，
CΓC´1 “ p´1qℓ TΓ (1.3.77)

4. nが偶数のとき，一般に

CΓaC´1 “ ´ TΓapα ` β TΓq “ ´e´ϕ TΓ TΓaeϕ
TΓ; α2 ´ β2 “ 1.

(1.3.78)

任意の複素数ϕに対して，この条件を満たすC行列が定数倍の自由
度を除いて一意的に存在する．特に，β “ 0，すなわち

CΓaC´1 “ ˘ TΓa (1.3.79)

となるC “ C˘がそれぞれの符号に対して，定数倍の自由度を除い
て一意的に存在する．

5. n “ 2ℓ ` 1のとき，一般に

CΓaC´1 “ p´1qℓ TΓa (1.3.80)

で，n “ 2ℓでのC˘を用いて，C “ Cp´1qℓ .

6. 条件
Γa: “ Γa (1.3.81)

を満たす表示では，|η| “ 1のとき，

C˘ “ cB˘, (1.3.82)

|η| “ ´1のとき，
C˘ “ cB¯Γ

0 (1.3.83)

が成り立つ（cはゼロでない任意定数）．

7. ある表示でCT “ pCとなると，任意の表示でCT “ pCが成り立つ．
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l

【注 1.33 (様々な次元の時空 (|η| “ ´1)における，B˚B, TB, TCの符号)】
　

D 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

B˚
1B1 “ B2

2 ` ` ´ ´ ´ ´ ` ` ` `

B˚
2B2 “ B2

1 ` (`) ` (´) ´ (´) ´ (`) ` (`)
TB1 “ B1ˆ ` ` ´ ´ ´ ´ ` ` ` `
TB2 “ B2ˆ ` (`) ` (´) ´ (´) ´ (`) ` (`)

B B1 B1 B2 B1 B1 B1 B1 B1 B1 B1

BΓaB´1 “ Γa˚ˆ ` ` ` ´ ` ` ´ ´ ` `

BΓB´1 “ Γ˚ˆ ` ´ ` ´ `
TB “ Bˆ ` ` ` ´ ´ ´ ` ` ` `

B˚B ` ` ` ´ ´ ´ ` ` ` `

B:B 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

C “ ˚ ˆ Γ0 B1 B1 B2 B1 B1 B1 B1 B1 B1 B1

CΓaC´1 “ TΓa ´ ´ ´ ` ´ ´ ` ` ´ ´

CΓC´1 “ ΓTˆ ´ ` ´ ` ´
TC “ Cˆ ´ ´ ´ ´ ` ` ` ` ´ ´

C˚C ´ ´ ´ ´ ` ` ` ` ´ ´

C:C 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

l

【注 1.34 (様々な次元の空間 (|η| “ 1)におけるB˚B, B˚の符号)】 　

D 2 3 4 5 6 7 8 9

BΓB´1 “ Γ˚ˆ ´ ` ´ `

B˚
` “ B`ˆ `1 ˆ ´1 ´1 ´1 ˆ `1 `1

B˚
´ “ B´ˆ ´1 ´1 ´1 ˆ `1 `1 `1 ˆ

B˚
`B` `1 ˆ ´1 ´1 ´1 ˆ `1 `1

B˚
´B´ ´1 ´1 ´1 ˆ `1 `1 `1 ˆ

（注）C˘ “ B˘なので，C˘の振る舞いは同じ，また，B˘は常に，
B2

˘ “ 1, B:
˘ “ B˘,

TB˘ “ B˚
˘の関係を満たす．

l
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【公式 1.35 (B,Cを含む初公式)】 　

1. C “ cBγ0(|c| “ 1)と取るとき，CΓaC´1 “ ηC
TΓaとおくと，

C´1 TBC˚B “ ´c´2ηC . (1.3.84)

l

1.3.1.8 スピノール双一次形式

【命題 1.36 (時空におけるMajoranaスピノールの双一次形式のパリティ)】
　 スピノールがGrassmann oddな量として，D次元時空 (|η| “ ´1)に
おいて，Majoranaスピノールの双一次形式

Ωnpα, βq “ ᾱΓrnsβ (1.3.85)

を考える．ここで，ᾱ “ TαC. このとき，αと βの交換に対するΩnpα.βq

パリティは

n pmod 4q

時空の次元D 0 1 2 3

D ” 2, 3, 4 pmod 8q ` ´ ´ `

D ” 8, 9 pmod 8q ´ ´ ` `

また，C “ cBΓ0(Γ:
0 “ Γ0)のとき，エルミート共役に対して，

Ωnpα, βq: “
1

c2
p´1qrpn´1q{2sΩnpβ, αq. (1.3.86)

[2021/6/25に訂正] l

【公式 1.37 (11次元時空におけるスピノール双 1次形式の対称性)】 　
D “ 11(|η| “ ´1)でスピノールがGrassmann oddのとき，

ᾱΓrn1s ¨ ¨ ¨Γrnjsβ “ βΓ̃rnjs ¨ ¨ ¨ Γ̃rn1sα. (1.3.87)

ここで，

Γ̃rns “

#

Γ̃rns : n ” 0, 3 mod4,

´Γ̃rns : n ” 1, 2 mod4.
(1.3.88)

l
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【公式 1.38 (４次元Minkowski時空におけるスピノール双１次形式の対
称性)】 　 ψ̄ “ TψC; C “ iBγ0とおくとき，

ᾱβ “ `β̄α, ᾱγ˚β “ `β̄γ˚α,

ᾱγaβ “ ´β̄γaα, ᾱγaγ˚β “ `β̄γaγ˚α,

ᾱγabβ “ ´β̄γabα, ᾱγabγ˚β “ ´β̄γabγ˚α,

ᾱγabcβ “ β̄γabcα, ᾱγabcγ˚β “ ´β̄γabcγ˚α,

ᾱ˚PL{Rβ “ β̄PL{Rα; PL{R “
1

2
p1 ¯ γ˚q,

pᾱ γrnsβq: “ pᾱ γrnsβq, pᾱ γrnsγ˚βq: “ ´pᾱ γrnsγ˚βq pn “ 0, 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ q.

l

【命題 1.39 (Euclide空間におけるスピノールの双一次形式のパリティ)】
　 D次元Riemann空間 (|η| “ 1)において，Majoranaスピノールの双一
次形式

Ωnpα, βq “ ᾱΓrnsβ (1.3.89)

を考える．ここで，ᾱ “ TαC. このとき，スピノールが可換数とすると，
αと βの交換に対するΩnpα, βqのパリティは

n pmod 4q

空間次元D 0 1 2 3

D ” 2, 8, 9 pmod 8q ` ` ´ ´

D ” 6, 7 pmod 8q ` ´ ´ `

スピノールが反可換量のときは，すべてのパリティが反転する． l

1.3.2 様々な表示

1.3.2.1 一般論

【命題 1.40 (Γa:)】 　 Γ行列は

Γa: “ Γa (1.3.90)

を満たす表示を常にもつ．この条件を保つ表示の変換は

Γ1a “ TΓaT´1; T :T “ 1 (1.3.91)
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と表される．また，この表示では常に，

Γ: “ Γ, (1.3.92)
`

ΓrpsΓ0
˘:

“ p´1qr
p´1
2

sΓrpsΓ0, (1.3.93)

C “ cBΓ0, TΓa “ ˘CΓaC´1, pΓaq˚ “ ¯BΓaB´1 (1.3.94)

が成り立つ． l

1.3.2.2 テンソル積型表示 (Minkowski)

D “ 2k ` 2のとき，Minkowski時空の Γ行列に対するテンソル積表示
は次のようになる：

D “ 2:

Γ0 “ iσ2, Γ1 “ σ1,

Γp2q “ Γ0Γ1 “ σ3,

B “ B1 “ 1,

C “ BΓ0 “ iσ2. (1.3.95)

D “ 4:

Γ0 “ ´iσ2 b σ3, Γ1 “ ´σ1 b σ3,

Γ2 “ 1 b σ1, Γ3 “ 1 b σ2,

Γp4q “ ´iΓ0 ¨ ¨ ¨Γ3 “ σ3 b σ3,

B “ B2 “ ´iσ3 b σ1,

C “ BΓ0 “ σ1 b σ2. (1.3.96)

D “ 6:

Γ0 “ iσ2 b σ3 b σ3, Γ1 “ σ1 b σ3 b σ3,

Γ2 “ ´1 b σ1 b σ3, Γ3 “ ´1 b σ2 b σ3,

Γ4 “ 1 b 1 b σ1, Γ5 “ 1 b 1 b σ2,

Γp6q “ ´Γ0 ¨ ¨ ¨Γ5 “ σ3 b σ3 b σ3,

B “ B1 “ i 1 b σ2 b σ1,

C “ BΓ0 “ ´σ2 b σ1 b σ2. (1.3.97)
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D “ 8:

Γ0 “ ´iσ2 b σ3 b σ3 b σ3, Γ1 “ ´σ1 b σ3 b σ3 b σ3,

Γ2 “ 1 b σ1 b σ3 b σ3, Γ3 “ 1 b σ2 b σ3 b σ3,

Γ4 “ ´1 b 1 b σ1 b σ3, Γ5 “ ´1 b 1 b σ2 b σ3,

Γ6 “ 1 b 1 b 1 b σ1, Γ7 “ 1 b 1 b 1 b σ2,

Γp8q “ iΓ0 ¨ ¨ ¨Γ7 “ σ3 b σ3 b σ3 b σ3,

B “ B1 “ i 1 b σ2 b σ1 b σ2,

C “ BΓ0 “ iσ2 b σ1 b σ2 b σ1. (1.3.98)

D “ 10:

Γ0 “ iσ2 b σ3 b σ3 b σ3 b σ3, Γ1 “ σ1 b σ3 b σ3 b σ3 b σ3,

Γ2 “ ´1 b σ1 b σ3 b σ3 b σ3, Γ3 “ ´1 b σ2 b σ3 b σ3 b σ3,

Γ4 “ 1 b 1 b σ1 b σ3 b σ3, Γ5 “ 1 b 1 b σ2 b σ3 b σ3,

Γ6 “ ´1 b 1 b 1 b σ1 b σ3, Γ7 “ ´1 b 1 b 1 b σ2 b σ3,

Γ8 “ 1 b 1 b 1 b 1 b σ1, Γ9 “ 1 b 1 b 1 b 1 b σ2,

Γp10q “ Γ0 ¨ ¨ ¨Γ9 “ σ3 b σ3 b σ3 b σ3 b σ3,

B “ B1 “ ´1 b σ2 b σ1 b σ2 b σ1,

C “ BΓ0 “ ´iσ2 b σ1 b σ2 b σ1 b σ2. (1.3.99)

一般に，D “ 2kのテンソル積型表示とD “ 2k ` 2のテンソル積型表
示の対応は

Γ0, ¨ ¨ ¨ ,Γ2k´1 ñ Γ0bp´σ3q, ¨ ¨ ¨Γ2k´1bp´σ3q,

k
hkkkkkikkkkkj

1 b ¨ ¨ ¨ b 1bσ1,

k
hkkkkkikkkkkj

1 b ¨ ¨ ¨ b 1bσ2.

(1.3.100)

ΓpDqは，

Γp2k`2q “

k`1
hkkkkkkikkkkkkj

σ3 b ¨ ¨ ¨ b σ3 . (1.3.101)

また，D “ 2k ` 3のとき，Γ0, ¨ ¨ ¨ ,Γ2k`2はD “ 2k ` 2のときと同じで，

Γ2k`3 “ ˘Γp2k`2q. (1.3.102)
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テンソル積表示での Γ行列は，次元によらず次の性質をもつ：

pΓaq: “ Γa, (1.3.103)

pΓaq˚ “ Γa pa “ 0, 1, 2, 4, 6, ¨ ¨ ¨ q, ´Γa pa “ 3, 5, 7, ¨ ¨ ¨ q,(1.3.104)

pΓaqT “ Γa pa “ 1, 2, 4, 6, ¨ ¨ ¨ q, ´Γa pa “ 0, 3, 5, 7, ¨ ¨ ¨ q.(1.3.105)

1.3.2.3 テンソル積型表示 (Euclidian)

B˘, C˘を

B˘Γ
aB´1

˘ “ ˘Γa˚, (1.3.106a)

C˘Γ
aC´1

˘ “ ˘ TΓa (1.3.106b)

により定義する．
D “ 2k ` 2のとき，Minkowski時空の Γ行列に対するテンソル積表示
は次のようになる：

D “ 2:

Γ1 “ σ1, Γ2 “ σ2,

Γp2q “ ´iΓ1Γ2 “ σ3,

B` “ σ1, B´ “ σ2,

C˘ “ B˘. (1.3.107)

D “ 4:

Γ1 “ ´σ1 b σ3, Γ2 “ ´σ2 b σ3,

Γ3 “ 1 b σ1, Γ4 “ 1 b σ2,

Γp4q “ ´Γ1 ¨ ¨ ¨Γ4 “ σ3 b σ3,

B` “ σ2 b σ1, B´ “ σ1 b σ2,

C˘ “ B˘. (1.3.108)
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D “ 6:

Γ1 “ σ1 b σ3 b σ3, Γ2 “ σ2 b σ3 b σ3,

Γ3 “ ´1 b σ1 b σ3, Γ4 “ ´1 b σ2 b σ3,

Γ5 “ 1 b 1 b σ1, Γ6 “ 1 b 1 b σ2,

Γp6q “ iΓ1 ¨ ¨ ¨Γ6 “ σ3 b σ3 b σ3,

B` “ σ1 b σ2 b σ1, B´ “ σ2 b σ1 b σ2,

C˘ “ B˘. (1.3.109)

D “ 8:

Γ1 “ ´σ1 b σ3 b σ3 b σ3, Γ2 “ ´σ2 b σ3 b σ3 b σ3,

Γ3 “ 1 b σ1 b σ3 b σ3, Γ4 “ 1 b σ2 b σ3 b σ3,

Γ5 “ ´1 b 1 b σ1 b σ3, Γ6 “ ´1 b 1 b σ2 b σ3,

Γ7 “ 1 b 1 b 1 b σ1, Γ8 “ 1 b 1 b 1 b σ2,

Γp8q “ Γ1 ¨ ¨ ¨Γ8 “ σ3 b σ3 b σ3 b σ3,

B` “ σ2 b σ1 b σ2 b σ1, B´ “ σ1 b σ2 b σ1 b σ2,

C˘ “ B˘. (1.3.110)

8次元 Euclide空間のスピノールは，実カイラル表示をもつ．

T “ ´
i

8
tα b β b βp1 ` σ3q b β ` ασ1 b β b βp1 ´ σ3q b βu ,

(1.3.111)

α “ σ1 ` iσ2, β “ σ2 ´ iσ3 (1.3.112)

という変換を行うと，次のようなすべてのガンマ行列が実対称となる表
示が得られる:

Γ1 “ ´σ2 b σ2 b σ2 b σ2, Γ2 “ ´σ1 b σ2 b 1 b σ2,

Γ3 “ ´1 b σ1 b σ2 b σ2, Γ4 “ 1 b σ3 b σ2 b σ2,

Γ5 “ σ2 b 1 b σ1 b σ2, Γ6 “ ´σ2 b 1 b σ3 b σ2,

Γ7 “ ´1 b 1 b 1 b σ1, Γ8 “ 1 b 1 b 1 b σ3,

Γp8q “ Γ1 ¨ ¨ ¨Γ8 “ ´σ3 b σ2 b 1 b σ2,

B` “ 1 b 1 b 1 b 1, B´ “ σ3 b σ2 b 1 b σ2,

C˘ “ B˘. (1.3.113)
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この表示ではΓp8qは実対称行列なので，直交変換により対角化でき，ガ
ンマ行列は実対称のままとなる．

Γ1 “ σ1 b 1 b σ2 b σ2, Γ2 “ ´σ2 b 1 b 1 b σ2,

Γ3 “ σ3 b σ1 b σ2 b σ2, Γ4 “ ´σ3 b σ3 b σ2 b σ2,

Γ5 “ ´σ1 b σ2 b σ1 b σ2, Γ6 “ σ1 b σ2 b σ3 b σ2,

Γ7 “ ´1 b 1 b 1 b σ1, Γ8 “ σ3 b σ2 b 1 b σ2,

Γp8q “ Γ1 ¨ ¨ ¨Γ8 “ 1 b 1 b 1 b σ3,

B` “ 1 b 1 b 1 b 1, B´ “ ´1 b 1 b 1 b σ3,

C˘ “ B˘. (1.3.114)

D “ 10:

Γ1 “ σ1 b σ3 b σ3 b σ3 b σ3, Γ2 “ σ2 b σ3 b σ3 b σ3 b σ3,

Γ3 “ ´1 b σ1 b σ3 b σ3 b σ3, Γ4 “ ´1 b σ2 b σ3 b σ3 b σ3,

Γ5 “ 1 b 1 b σ1 b σ3 b σ3, Γ6 “ 1 b 1 b σ2 b σ3 b σ3,

Γ7 “ ´1 b 1 b 1 b σ1 b σ3, Γ8 “ ´1 b 1 b 1 b σ2 b σ3,

Γ9 “ 1 b 1 b 1 b 1 b σ1, Γ10 “ 1 b 1 b 1 b 1 b σ2,

Γp10q “ ´iΓ1 ¨ ¨ ¨Γ10 “ σ3 b σ3 b σ3 b σ3 b σ3,

B` “ σ1 b σ2 b σ1 b σ2 b σ1, B´ “ σ2 b σ1 b σ2 b σ1 b σ2,

C˘ “ B˘ (1.3.115)

一般に，D “ 2kのテンソル積型表示とD “ 2k ` 2のテンソル積型表
示の対応は

Γ1, ¨ ¨ ¨ ,Γ2k ñ Γ1bp´σ3q, ¨ ¨ ¨Γ2kbp´σ3q,

k
hkkkkkikkkkkj

1 b ¨ ¨ ¨ b 1bσ1,

k
hkkkkkikkkkkj

1 b ¨ ¨ ¨ b 1bσ2.

(1.3.116)

ΓpDqは，

Γp2k`2q “

k`1
hkkkkkkikkkkkkj

σ3 b ¨ ¨ ¨ b σ3 . (1.3.117)

また，D “ 2k ` 3のとき，Γ1, ¨ ¨ ¨ ,Γ2k`2はD “ 2k ` 2のときと同じで，

Γ2k`3 “ ˘Γp2k`2q. (1.3.118)
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テンソル積表示でのEuclide空間のΓ行列は，次元によらず次の性質を
もつ：

pΓaq: “ Γa, (1.3.119)

pΓaq˚ “ TΓa “ p´1qa´1Γa, (1.3.120)

C˘ “ B˘. (1.3.121)

1.3.2.4 Majorana表示

D “ 2: (Majorana-Weyl) Γaは実行列

Γ0 “ iσ2, Γ1 “ σ1,

Γp2q “ Γ0Γ1 “ σ3,

B “ 1, C “ BΓ0 “ iσ2. (1.3.122)

D “ 3: D “ 2の表示で Γ2 “ ˘Γp2qとすればよい．

D “ 4: Γaは実行列

Γ0 “ ´iσ1 b σ2, Γ1 “ σ2 b σ2, Γ2 “ ´1 b σ3, Γ3 “ ´1 b σ1,

Γp4q “ ´iΓ0 ¨ ¨ ¨Γ3 “ σ3 b σ2,

B “ 1, C “ Γ0 “ ´iσ1 b σ2. (1.3.123)

D “ 8: Γaは純虚行列

Γ0 “ ´iσ2 b σ3 b σ2 b σ3, Γ1 “ ´σ1 b σ3 b σ2 b σ3,

Γ2 “ ´1 b σ1 b σ2 b σ3, Γ3 “ 1 b 1 b σ2 b σ1,

Γ4 “ ´1 b σ2 b σ3 b σ1, Γ5 “ ´1 b σ2 b σ1 b σ1,

Γ6 “ 1 b 1 b 1 b σ2, Γ7 “ ´1 b σ2 b 1 b σ3,

Γp8q “ Γ0 ¨ ¨ ¨Γ9 “ σ3 b σ3 b σ2 b σ3,

B “ 1, C “ Γ0 “ ´iσ2 b σ3 b σ2 b σ3. (1.3.124)

D “ 9: D “ 8において，Γ8 “ ˘Γp8qとすればよい．
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D “ 10: (Majorana-Weyl) Γaは実行列

Γ0 “ ´iσ2 b σ1 b 1 b 1 b σ1, Γ1 “ ´σ1 b σ1 b 1 b 1 b σ1,

Γ2 “ σ3 b σ1 b 1 b 1 b σ1, Γ3 “ ´1 b σ3 b 1 b σ1 b σ1,

Γ4 “ 1 b σ1 b σ3 b σ2 b σ2, Γ5 “ 1 b σ1 b σ1 b σ2 b σ2,

Γ6 “ ´1 b σ3 b σ2 b σ2 b σ1, Γ7 “ 1 b σ2 b σ2 b 1 b σ1,

Γ8 “ ´1 b 1 b σ2 b 1 b σ2, Γ9 “ ´1 b σ3 b 1 b σ3 b σ1,

Γp10q “ Γ0 ¨ ¨ ¨Γ9 “ 1 b 1 b 1 b 1 b σ3,

B “ 1, C “ Γ0 “ ´iσ2 b σ1 b 1 b 1 b σ1. (1.3.125)

D “ 11: D “ 10において，Γ10 “ ˘Γp10qとすればよい．

1.3.2.5 Weyl表示

D “ 4:

γ0 “ ´iσ1 b 1, γj “ ´σ2 b σj,

γp4q “ ´γ5 “ ´σ3 b 1,

B “ iσ2 b σ2, C “ ´iσ3 b σ2. (1.3.126)

行列表示でこれらは

γ0 “

˜

0 ´iI2
´iI2 0

¸

, γj “

˜

0 iσj

´iσj 0

¸

, γ5 “

˜

I2 0

0 ´I2

¸

,

B “

˜

0 σ2
´σ2 0

¸

, C “

˜

iσ2 0

0 ´iσ2

¸

. (1.3.127)

と表される．特に，Lorentz変換の生成元は

γ0j “

˜

σj 0

0 ´σj

¸

, γjk “ ϵjkl

˜

iσl 0

0 iσl

¸

. (1.3.128)

これより，スピノールの成分は，V P SLp2,Cqとして，

ψ “

˜

ψR

ψL

¸

; ψR Ñ V ψR, ψL Ñ pV :q´1ψL (1.3.129)
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と変換する．
Dirac方程式

pγµBµ ´ mqψ “ 0 (1.3.130)

は，次のように分解される：

pBt ´ σ ¨ ∇qψR “ ´imψL, (1.3.131a)

pBt ` σ ¨ ∇qψL “ ´imψR, (1.3.131b)

運動量表示では
˜

p0 ` p ¨ σ ´m

´m p0 ´ p ¨ σ

¸˜

ψR

ψL

¸

“ 0. (1.3.132)

この解は，E “ pp2 ` m2q1{2として，

p0 “ E : ψR “ pE ´ p ¨ σqχL, ψL “ mχL

or ψR “ mηR, ψL “ pE ` p ¨ σqηR, (1.3.133a)

p0 “ ´E : ψR “ pE ` p ¨ σqχL, ψL “ ´mχL

or ψR “ ´mηR, ψL “ pE ´ p ¨ σqηR.(1.3.133b)

Currentは

iψ̄ψ “ ´pψ:
RψL ` ψ:

LψRq, (1.3.134a)

V µψ̄γµψ “ ψ:
RpV 0 ` Vjσ

jqψR ` ψ:
LpV 0 ´ Vjσ

jqψL, (1.3.134b)

ψ̄γ5ψ “ i
´

ψ:
LψR ´ ψ:

RψL

¯

, (1.3.134c)

V µψ̄γµγ5ψ “ ψ:
RpV 0 ` Vjσ

jqψR ´ ψ:
LpV 0 ´ Vjσ

jqψL.(1.3.134d)

Majorana条件は

ψ˚ “ Bψ ô ψR “ ´σ2ψ
˚
L. (1.3.135)

ψL “ χとおくと，Majonaraスピノールに対するカレントは

iψ̄ψ “ χTσ2χ ` χ:σ2χ
˚, (1.3.136a)

V µψ̄γµψ “ 2χ:pV 0 ´ Vjσ
jqχ, (1.3.136b)

ψ̄γ5ψ “ ipχTσ2χ ´ χ:σ2χ
˚q, (1.3.136c)

ψ̄γµγ5ψ “ 0. (1.3.136d)
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荷電共役変換
ψc “ Tpψ̄C´1q (1.3.137)

に対して，
ψ̄Oχ “ χ̄cÕψc. (1.3.138)

ここで，
Õ “ C´1 TOC (1.3.139)

で，
O “ γa1 ¨ ¨ ¨ γan ÞÑ Õ “ p´1qnγan ¨ ¨ ¨ γa1 . (1.3.140)

また，ψがMajoranaスピノールの時，

ψc “ ψ (1.3.141)

1.3.3 SOp6qスピノール

References

• Grana M, Minasianb R, Petrini M, Tomasiello A: jhep0408, 046

(2004)

“Supersymmetric backgrounds from generalized Calabi-Yau mani-

folds”

1.3.3.1 諸定義

カイラル分解 8 “ 4 ` 4˚ “ η` ` χ´に対し，次の条件を満たす表示を
取る：

pγaq: “ γa, (1.3.142)

η` P 4 ñ η˚
` P 4˚. (1.3.143)

また，

γ7 “ iγ123456. (1.3.144)

より，

γa1¨¨¨ak “
1

p6 ´ kq!
iγ7γ

b1¨¨¨b6´kϵb1¨¨¨b6´kak¨¨¨a1 . (1.3.145)

43 目次へ



目次へ

すなわち，
γrks “ p´1qr k`1

2 siγ7 ˚pγr6´ksq. (1.3.146)

例えば，

Γ1 “ σ3 b σ3 b σ3, Γ2 “ σ1 b σ3 b σ3,

Γ3 “ ´1 b σ1 b σ3, Γ4 “ ´1 b σ2 b σ3,

Γ5 “ 1 b 1 b σ1, Γ6 “ 1 b 1 b σ2,

Γ7 “ ´σ2 b σ3 b σ3,

C “ σ2 b σ1 b σ2. (1.3.147)

Cは次の性質をもつ：

C: “ TC “ C´1 “ C, (1.3.148a)

CγaC “ ´ Tpγaq (1.3.148b)

したがって，

η˚
` “ Cη´ ñ η:

`η` “ η:
´η´, η:

`γ
abη` “ ´η:

´γ
abη´,

´

η:
`γ

abη`

¯˚

“ ´η:
`γ

abη`,

η:
˘γ

aη˘ “ η:
˘γ

abcη˘ “ 0,
´

η:
`γ

abcη´

¯˚

“ ´η:
´γ

abcη`,

η:
˘η¯ “ η:

˘γ
aη¯ “ η:

˘γ
abη¯ “ 0. (1.3.149)

1.3.3.2 Fierz恒等式

任意のスピノール a, b, c, dとClifford代数の元M1,M2に対し

pc:M1aqpb:M2dq “
1

8

␣

pc:dqpb:M2M1aq ` pc:γ7dqpb:M2γ7M1aq
(

`
1

8

␣

pc:γpdqpb:M2γpM1aq ´ pc:γ7γ
pdqpb:M2γ7γpM1aq

(

´
1

16

␣

pc:γpqdqpb:M2γpqM1aq ` pc:γ7γ
pqdqpb:M2γ7γpqM1aq

(

´
1

48
pc:γpqrdqpb:M2γpqrM1aq. (1.3.150)

ただし，

pc:AγpqrBdqpb:CγpqrDdq “ ´pc:Aγ7γ
pqrBdqpb:Cγ7γpqrDdq. (1.3.151)

44 目次へ



目次へ

1.3.3.3 形式系

γ7η˘ “ ˘η˘, η˚
` “ Cη´, η:

˘η˘ “ 1{2 (1.3.152)

となるスピノールに対し，

Jpq “ ´iη:γpqγ˚η “ ¯2iη:
˘γ

pqη˘, (1.3.153a)

Ωpqr “ ´iη:γpqrp1 ` γ˚qη “ ´2iη:
´γ

pqrη`. (1.3.153b)

とおく．このとき、

Jpq “ ´Jqp, Jm
nJn

p “ ´δpm, J^Ω “ 0, J^J^J^ “
3

4
iΩ^Ω̄ “ 6υ

(1.3.154)

これにより定義される SUp3q構造に対応する複素エルミート正規直交基
底を tϕi, ϕ̄īuとするとき、

γ̂j ” ϕjmγ
m “

1
?
2

pγ2j´1 ` iγ2jq, γ̂ j̄ ” ϕ̄j̄mγ
m “

1
?
2

pγ2j´1 ´ iγ2jq

(1.3.155)

と置くと、
γ̂iγ̂j ` γ̂j γ̂i “ 0, γ̂iγ̂ j̄ ` γ̂ j̄ γ̂i “ 2δij. (1.3.156)

また、η´は、ガンマ行列のClifford基底となる：

γ̂iu` “ 0 ô γ̂ īu´ “ 0 pi “ 1, 2, 3q. (1.3.157)

また、Fierz恒等式より、次の関係が成り立つ：

η˘ b η:
˘ “

1

8
{e¯iJ , η` b η:

´ “ ´
i

8
{Ω, η´ b η:

` “ ´
i

8
{̄Ω. (1.3.158)

IIA型フラックス

F
p1q

2 “ F2 ¨ J, F
p3q

2,k “
1

8
F ijΩijk, (1.3.159a)

F
p1q

4 “
1

8
FmnpqJmnJpq, F

p3q

4,i “
1

24
Fk

ijlΩijl, (1.3.159b)

F
p1q

6 “
1

6
F6 ¨ J ^ J ^ J (1.3.159c)
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とおくと、

F2 “
1

3
F

p1q

2 J ` Re pF
p3q

2 ¨ Ω̄q ` F
p8q

2 , (1.3.160a)

F4 “
1

6
F

p1q

4 J ^ J ` Re pF
p3q

4 ^ Ω̄q ` F
p8q

4 , (1.3.160b)

F6 “
1

6
F

p1q

6 J ^ J ^ J. (1.3.160c)

これらのフラックスの形式和に対応するClifford代数の元を

{FA “ F0 ` {F 2 ` {F 4 ` {F 6 (1.3.161)

により定義するとき、

η:
´ {FAη` “

1

2

`

{FA {eiJ
˘

0

“
1

2
F0 ´

i

4
F abJab ´

1

16
F abcdJabJcd `

i

96
F abcdefJabJcdJef

“
1

2

´

F0 ´ iF
p1q

2 ´ F
p1q

4 ` iF
p1q

6

¯

, (1.3.162a)

η:
`γm {FAη´ “ ´

i

2

`

{FA {̄Ω
˘

m

“
i

4
F abΩ̄abm ´

i

12
F abc

mΩ̄abc

“ 2i
´

F
p3̄q

2,n ` F
p3̄q

4,n

¯

P̄m
n, (1.3.162b)

η:
` {FAγmη´ “ ´

i

2

`

{̄Ω {FA

˘

m

“
i

4
F abΩ̄abm `

i

12
F abc

mΩ̄abc

“ 2i
´

F
p3̄q

2,n ´ F
p3̄q

4,n

¯

P̄m
n, (1.3.162c)

η´:γn {FAγmη´ “ ´
`

{FAm {eiJ
˘

n
`

1

2

`

{FA {eiJ
˘

0
gmn `

`

{FA {eiJ
˘

mn
.(1.3.162d)

IIB型フラックス フラックスの SUp3q分解を

F
p1q

3 “ ´
i

36
F̂ ijkΩijk, F

p3q

3,i “
1

4
F̂imnJ

mn, F
p6q

3,ij “ F̂ kl
3 piΩjqkl,

(1.3.163a)

F
p3q

5 i “
1

16
Fi
mnpqJmnJpq (1.3.163b)
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により定義するとき、

F̂3 “ ´
3

2
Im pF

p1q

3 Ω̄q ` F
p3q

3 ^ J ` F
p6q

3 , (1.3.164a)

F̂5 “ F
p3q

5 ^ J ^ J. (1.3.164b)

フラックスの形式和に対応するClifford代数の元

{FB “ {F 1 ` {F 3 ` {F 5 (1.3.165)

に対して、

η:
´ {FBη` “ ´

i

2
p {FB {Ωq0

“
i

12
F abcΩabc “ ´3

´

F
p1q

3 ´ F̄
p1q

3

¯

, (1.3.166a)

η:
`γm {FBη` “

1

2

`

{FB {e´iJ
˘

m

“

ˆ

Fn `
i

2
JabF

ab
n ´ 1

4
JabJcdF

abcd
n

˙

P̄m
n

“

´

Fn ` 2iF
p3q

3,n ´ 4F
p3q

5.n

¯

P̄m
n, (1.3.166b)

η:
` {FBγmη` “

1

2

`

{e´iJ {FB

˘

m

“

ˆ

Fn `
i

2
JabF

ab
n ´ 1

4
JabJcdF

abcd
n

˙

Pm
n

“

´

Fn ` 2iF
p3q

3,n ´ 4F
p3q

5.n

¯

Pm
n, (1.3.166c)

η:
´γn {FBγmη` “ ´i p {FBm {Ωqn `

i

2
p {FB {Ωq0 gmn ` i p {FB {Ωqmn

“
i

2
F ab

pmΩnqab ´
i

12
F abcΩabcgmn `

i

2
F aΩamn `

i

12
F abc

mnΩabc

“
i

2
F

p6q

3,mn ` 2
´

F
p1q

3 ´ F̄
p1q

3

¯

gmn `
1

2
piF p

1 ` F p
5 qΩmnp.(1.3.166d)

1.3.4 SOp7qスピノール

1.3.4.1 諸定義

γa(a “ 1, ¨ ¨ ¨ , 7)は次の関係式を満たす:

γaγb ` γbγa “ 2δab, (1.3.167)

iγ1 ¨ ¨ ¨ γ7 “ 1. (1.3.168)
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成分がすべて純虚で行列として hermitianとなる表示は

γ1,2,3 “

˜

iα1,2,3 0

0 ´iα1,2,3

¸

, (1.3.169a)

γ4,5,6 “

˜

0 iβ1,2,3

iβ1,2,3

¸

, (1.3.169b)

γ7 “

˜

0 ´iI4
iI4 0

¸

(1.3.169c)

ここで，

α1 “

˜

0 σ1

´σ1

¸

, α2 “

˜

0 ´σ3

σ3 0

¸

, α3 “

˜

iσ2

0 iσ2

¸

,(1.3.170a)

β1 “

˜

0 iσ2

iσ2 0

¸

, β2 “

˜

0 1

1 0

¸

, β3 “

˜

´iσ2 0

0 iσ2

¸

.(1.3.170b)

1.3.4.2 部分代数

sop8qと slp8,RqはCℓ˚
7 の部分代数となる:

sop8q “
␣

iγa, γab
(

, (1.3.171a)

p8,Rq “
␣

iγa.γab, iγabc
(

. (1.3.171b)

また，sup8qはCℓ7の部分代数となる：

sup8q “
␣

iγa.γab, ijγabc
(

(1.3.172)

ここで，jはCに対して外的で j2 “ ´1となる要素である．

1.3.4.3 SOp8q型表示

Γab(a, b “ 1, ¨ ¨ ¨ , 8)を

Γab “ γab pa, b “ 1, ¨ ¨ ¨ , 7q, (1.3.173a)

Γa8 “ ´Γ8a “ ´iγa pa “ 1, ¨ ¨ ¨ , 7q (1.3.173b)
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により定義する．このとき，

rΓab,Γcds “ 4
`

δdraΓbsc ´ δcraΓbsd
˘

, (1.3.174a)

Γ12¨¨¨8 “ ´1, (1.3.174b)
1

2
pΓabqA

BpΓabqC
D “ 4

`

δACδ
BD ´ δA

DδC
B
˘

, (1.3.174c)

1

4!
pΓabcdqA

BpΓabcdqC
D “ 4δACδ

BD ` 4δA
DδC

B ´ δBAδ
D
C .(1.3.174d)

ベクトル-スピノール双対関係 pΓabqAB “ pΓABqabとおくと，

pΓabqABpΓabqCD “ ´8pδACδBD ´ δADδBCq, (1.3.175a)

pΓABqabpΓ
ABqcd “ ´8pδacδbd ´ δadδbcq. (1.3.175b)

また，

rΓab,ΓcdsAB “ 8δ
rc
rbpΓ

ds

as
qAB, (1.3.176a)

rΓAB,ΓCDsab “ 8δ
rC
rBpΓ

Ds

As
qab. (1.3.176b)

1.3.5 SOp8qスピノール

1.3.5.1 Γ行列の関係式

【公式 1.41】 　 8次元における Γ行列 Γaから作られる Lorentz群の生
成元 Γabは，16次元スピノール表現の chiral表示

Γab “

˜

`Γab 0

0 ´Γab

¸

(1.3.177)

により，実8次元行列˘Γabで表される．それらの成分には次の性質がある：

˘ΓABab “ p˘Γabq
AB “ p˘ΓABqab, (1.3.178a)

˘ΓabcdAB “ ˘
1

4!
ϵabcdefgh˘ΓefghAB , (1.3.178b)
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（添え字の上下に違いはない）．以下，誤解の可能性がない場合は˘を省
略．このとき，次の関係式が成り立つ：

pΓabqABpΓabqCD “ 16
`

δArCδDsB

˘

, (1.3.179a)

pΓABqabpΓABqcd “ 16
`

δarcδdsb

˘

, (1.3.179b)

rΓab,ΓcdsAB “ 4
`

δcrbpΓABqasd ´ δdrbpΓABqdsc
˘

, (1.3.179c)

rΓAB,ΓCDsab “ 4
`

δCrBpΓabq
AsD ´ δDrBpΓabq

AsC
˘

,(1.3.179d)

tΓAB,ΓCDuab “ 2ΓrAB
ac Γ

CDs

cb ` 4δabδ
ArDδCsB, (1.3.179e)

pΓabΓcdqpABq “ pΓabcdqAB ` 2δapdδcqbδAB, (1.3.179f)

pΓabcdqABpΓabcdqCD “ 2 ˆ 4!
␣

8δApCδDqB ´ δABδCD
(

,(1.3.180a)

ΓabrABΓ
cd
CDs “

1

2

ˆ

Γ
rab
ABΓ

cds

CD ¯
1

4!
ϵabcdefghΓefABΓ

gh
CD

˙

`
1

3
Γ
era
ABδ

bsrcΓ
dse
CD `

1

3
Γ
era
CDδ

bsrcΓ
dse
AB

`
1

12
δardδcsbΓefABpΓef qCD. (1.3.180b)

l

【命題 1.42】 　˘ξABCDを8次元の自己（反）双対形式とする：˘ξ P A 4
˘pR8q.

これに対して，˘η P A 2pR8q b A 2pR8qを

˘ηabcd “
1

16
˘ΓABab

˘ΓCDcd
˘ξABCD (1.3.181)

により対応させる．このとき，

˘Sab “ ˘ηacb
c “ ´

1

16
p˘ΓABCDqpabq

˘ξABCD (1.3.182)

として，

˘ηabcd “ p˘S ^ 1qab;cd “
1

2

`

˘Sarcδdsb ´ ˘Sbrcδdsa

˘

, (1.3.183)

˘Sab “ ˘Sba,
˘Scc “ 0, (1.3.184)

˘ηrabcds “ 0 (1.3.185)

が成り立つ．この対応は 1対 1である．すなわち，

˘ξABCD “
1

16
˘ΓabAB

˘ΓcdCD
˘ηabcd “ ´

1

16
p˘ΓABCDqab˘Sab,(1.3.186)

˘ξABCD
˘ξABCD “

3

2
Trp˘S2q (1.3.187)
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次に，

˘ξ1
abcd “

1

16
¯ΓABab

¯ΓCDcd
˘ξABCD (1.3.188)

とおくと，

˘ξ1
abcd “ ˘ξ1

rabcds, (1.3.189a)

1

4!
ϵabcd

pqrs˘ξ1
pqrs “ ˘˘ξ1

abcd, (1.3.189b)

˘ξ1
abcd

˘ξ1abcd “ ˘ξabcd
˘ξabcd (1.3.189c)

が成り立つ．したがって，この対応は，それぞれA 4
˘pR8qでの等長変換を

与える． l
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2 公式集：解析
Last update: 2011.7.18

2.1 常微分方程式

2.1.1 2階微分方程式

2.1.1.1 基本解

【公式 2.1 (定数変化法)】 　 ２階同次方程式

d2upxq

dx2
` ppxq

dupxq

dx
` qpxqupxq “ 0

の１つの解を U1pxqとするとき，それと独立な基本解 U2pxqは

U2pxq “ U1pxq

ż x

dx1pU1pxqq´2 exp´

ż x1

ppx2qdx2 (2.1.1)

で与えられる． l

2.1.1.2 Green関数法

【公式 2.2 (非同次方程式)】 　 ２階同次方程式

d2upxq

dx2
` ppxq

dupxq

dx
` qpxqupxq “ 0

の２つの基本解を U1pxq, U2pxq，そのWronskianを∆pxqとする：

∆pxq “ U 1
1U2 ´ U 1

2U1 “ C exp

ˆ

´

ż

dxppxq

˙

. (2.1.2)

このとき，非同次方程式

u2 ` pu1 ` q “ f (2.1.3)

の一般解は

upxq “ U1pxq

ż x dx1

∆px1q
U2px1qfpx1q ´ U2pxq

ż x dx1

∆px1q
U1px

1qfpx1q. (2.1.4)

l
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2.1.1.3 自己共役作用素

【命題 2.3 (対称条件)】 　 xを変数とする区間 ra, bs上での２階微分作
用素

L :“ pB2 ` qB ` r; B “ d{dx (2.1.5)

が内積

NpΦ1,Φ2q “

ż b

a

dxµpxqΦ̄1pxqΦ2pxq (2.1.6)

に関して対称となる条件は，

p “ p̄, (2.1.7a)

µpq ` q̄q “ 2Bpµpq, (2.1.7b)

2µpr ´ r̄q “ Brµpq ´ q̄qs. (2.1.7c)

特に，第２式は
Bµ

µ
“
q ` q̄

2p
´

Bp

p
(2.1.8)

と表されるので，内積を決める測度 µは Lの係数により定数倍を除いて
一意的に決まる．また，条件 (2.1.7)が満たされるとき，q “ q1 ` iq2, r “

r1 ` ir2に対して，Lは

LΦ “
1

µ
B pµpBΦq `

i

2µ
tµq2BΦ ` Bpµq2Φqu ` r1Φ (2.1.9)

と書き換えられる．また，

NpΦ, LΦq “

ż b

a

dxµ

«

´p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BΦ `
iq2
2p

Φ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

`

ˆ

r1 `
q22
4p

˙

|Φ|2

ff

(2.1.10)

が成り立つ．
さらに，複素関数 hpxq “ kpxqeiθpxq (k ą 0)を用いて，

L1 :“
1

h
L ˝ h (2.1.11)

により作用素L1を定義すると，Lが対称ならL1も対称で，対応する内積
測度は

µ1 “ k2µ (2.1.12)

で与えられる． l
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【公式 2.4 (固有関数の規格化)】 　 自己共役 2階常微分作用素

LΦ “ ´
1

µpxq
Bx pµpxqppxqBxΦq ` V pxqΦ (2.1.13)

の固有関数
LΦλ “ λΦλ (2.1.14)

の内積は，
ż b

a

dxµpxqΦ˚
λ1Φλ “

1

λ ´ λ1
rµp pΦλBxΦ

˚
λ1 ´ Φ˚

λ1BxΦλqs
b´0
a`0 . (2.1.15)

l

2.1.1.4 Fuchs型方程式

【命題 2.5】 　複素解析関数を係数とする 2階ODE

d2u

dz2
` ppzq

du

dz
` qpzqu “ 0 (2.1.16)

が z “ z0, z1,8を確定特異点とする Fuchs型方程式であるための必要十
分条件は，ppzq, qpzqが

ppzq “
a0

z ´ z0
`

a1
z ´ z1

, (2.1.17a)

qpzq “
b0

pz ´ z0q2
`

b1
pz ´ z1q2

`
c

pz ´ z0qpz ´ z1q
(2.1.17b)

で与えられることである．このとき，各特異点での指数 (u « zλ)は

z “ z0 : λ0, λ
1
0; λ

2 ` pa0 ´ 1qλ ` b0 “ 0, (2.1.18a)

z “ z1 : λ1, λ
1
1; λ

2 ` pa1 ´ 1qλ ` b1 “ 0, (2.1.18b)

z “ 8 : λ8, λ
1
8; λ

2 ` pa0 ` a1 ´ 1qλ ` c ` b0 ` b1 “ 0.(2.1.18c)
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また，一般解は超幾何関数を用いて

upzq “ pz ´ z1q
λ1
“

A0pz ´ z0q
λ0F pα, β, γ; ζq

`B0pz ´ z0q
λ1
0F pα ´ γ ` 1, β ´ γ ` 1, 2 ´ γ; ζq

ı

,

“ pz ´ z0q
λ0
“

A1pz ´ z1q
λ1F pα, β, α ` β ´ γ ` 1; 1 ´ ζq

`B1pz ´ z1q
λ1
1F pγ ´ α, γ ´ β, γ ´ α ´ β ` 1; 1 ´ ζq

ı

,

“

ˆ

z ´ z1
z ´ z0

˙λ1
“

A8ζ
λ8F pα, α ´ γ ` 1, α ´ β ` 1; 1{ζq

`B8ζ
λ1

8F pβ, β ´ γ ` 1, β ´ α ` 1; 1{ζq

ı

(2.1.19)

と表される．ここで，

ζ “
z ´ z0
z1 ´ z0

, (2.1.20a)

α “ λ0 ` λ1 ´ λ8, (2.1.20b)

β “ λ0 ` λ1 ´ λ1
8, (2.1.20c)

γ “ a0 ` 2λ0 “ 1 ` λ0 ´ λ1
0. (2.1.20d)

ただし，
λ0 ` λ1

0 ` λ1 ` λ1
1 “ 1 ` λ8 ` λ1

8. (2.1.21)

l

2.1.1.5 特異点近傍での級数解

【命題 2.6】 　複素解析関数を係数とする 2階ODE

z2
d2u

dz2
` zppzq

du

dz
` qpzqu “ 0 (2.1.22)

の係数が z “ 0でベキ級数

ppzq “ p0 ` p1z ` p2z
2 ` ¨ ¨ ¨ , (2.1.23a)

qpzq “ q0 ` q1z ` q2z
2 ` ¨ ¨ ¨ (2.1.23b)

に展開できるとする．特性方程式

λ2 ` pp0 ´ 1qλ ` q0 “ 0 (2.1.24)

の解を λ “ λ1, λ2とする．
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1) λ1 ´ λ2 R Zのとき： このとき，基本解は

u1 “ zλ1pa0 ` a1z ` ¨ ¨ ¨ q, (2.1.25a)

u2 “ zλ2pb0 ` b1z ` ¨ ¨ ¨ q (2.1.25b)

とベキ級数に展開可能で，λ “ λ1, λ2, cn “ an, bnとして，cnは漸
化式

npp0 ` n ´ 1 ` 2λqcn “ ´

n´1
ÿ

k“0

rpλ ` kqpn´k ´ qn´ks ck (2.1.26)

に従う．

2) λ “ µ, µ ` m (m “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ )のとき： このとき，基本解は

u1 “ zµ`mp1 ` a1z ` a2z
2 ` ¨ ¨ ¨ q, (2.1.27a)

u2 “ zµpb0 ` b1z ` b2z
2 ` ¨ ¨ ¨ q ` cu1 log z (2.1.27b)

と表され，anは漸化式

npn ` mqan “ ´

n´1
ÿ

k“0

rpµ ` m ` kqpn´k ´ qn´ks ak (2.1.28)

に従う．また，bnは漸化式

0 ď n ď m ´ 1:

npn ´ mqbn “ ´

n´1
ÿ

k“0

rpµ ` kqpn´k ´ qn´ks bk, (2.1.29)

n ě m ` 1:

npn ´ mqbn “ ´

n´1
ÿ

k“0

rpµ ` kqpn´k ´ qn´ks bk

´c

«

2pn ` µq `

n´m
ÿ

k“0

pn´m´kak

ff

(2.1.30)

に従う．ここで，

bm “ 0, (2.1.31a)

mc “ ´

m´1
ÿ

k“0

rpµ ` kqpn´k ´ qn´ks bk. (2.1.31b)

ただし，m “ 0の時は，b0 “ 0で cは任意である．

l
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2.1.1.6 Klein-Gordon方程式関連

【命題 2.7 (一様電場中の荷電粒子)】 　 方程式

LEϕpxq :“
“

´B2
x ` m2 ´ pax ` Eq2

‰

ϕpxq “ 0 (2.1.32)

の正則な解の基本系は

ϕE,opxq “ e´π|κ|pax ` Eq
Mκ,1{4pzq

pazq3{4
, (2.1.33a)

ϕE,epxq “ e´π|κ|
Mκ,´1{4pzq

pazq1{4
(2.1.33b)

で与えられる．ϕE,oは xの奇関数，ϕE,eは xの偶関数である．ここで，

κ “ i
m2

4a
, (2.1.34)

az “ ipax ` Eq2. (2.1.35)

また，Mκ,µは次のWhittaker方程式の基本解：

d2W

dz2
`

ˆ

´
1

4
`
κ

z
`

1{4 ´ µ2

z2

˙

W “ 0. (2.1.36)

x Ñ ˘8での解の漸近挙動は

ϕE,o „
?
π

ax ` E

|ax ` E|3{2
Re

ˆ

expr´ z
2

` κ ln |z| ` 3π
8
is

Γpκ ` 3{4q

˙

.(2.1.37a)

ϕE,e „
2
?
π

|ax ` E|1{2
Re

ˆ

expr´ z
2

` κ ln |z| ` π
8
is

Γpκ ` 1{4q

˙

. (2.1.37b)

LE1ϕ1 “ 0, LE2ϕ2 “ 0に対して，Klein-Gordon積に対応するノルムを

Npϕ1, ϕ2q “

ż 8

´8

dxpE1 ` E2 ` 2axqϕ̄1pxqϕ2pxq (2.1.38)

により定義する．このとき，

NpϕE,o, ϕE1,oq “ NpϕE,e, ϕE1,eq “ 0, (2.1.39)

NpϕE,o, ϕE1,eq “ NpϕE,o, ϕE1,eq “ 2πδpE ´ E 1q. (2.1.40)

l
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2.1.1.7 具体例

• 方程式
d2u

dx2
“

1

2
eu

一般解：

u “ ´ log

„

A2 cos2
ˆ

x ` B

2A

˙ȷ

.
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2.2 特殊関数

2.2.1 Γ関数

2.2.1.1 定義と基本的性質

【定義 2.8 (Γ関数)】 　 Re z ą 0 に対して，

Γpzq “

ż 8

0

tz´1e´t. (2.2.1)

Re z ď 0に対しては，関係式

zΓpzq “ Γpz ` 1q (2.2.2)

により定義． l

【公式 2.9 (ガンマ関数の特殊値)】 　

Γp1q “ 1,

Γp1{2q “
?
π,

l

【定義 2.10 (Euler関数)】 　

Bpp, qq “

ż 1

0

tp´1p1 ´ tqq´1dt “

ż 8

0

tp´1dt

p1 ` tqp`q

“ 2

ż π{2

0

cos2p´1 θ sin2q´1 θ dθ, rRe p,Re q ą 0s, (2.2.3)

l

【公式 2.11】 　

Bpp, qq “
ΓppqΓpqq

Γpp ` qq
. (2.2.4)

l

【公式 2.12 (単位Euclide球面の面積)】 　

volpS2n´1q “
2πn

pn ´ 1q!
,

volpS2n “
22n`1n!πn

p2nq!
.

l
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2.2.2 超幾何関数

2.2.2.1 定義と基本的性質

【定義 2.13 (超幾何関数)】 　 γ R ´N0 :“ t0,´1,´2, ¨ ¨ ¨ uに対して，

F pα, β, γ; zq “

8
ÿ

n“0

pαqnpβqn

n!pγqn
zn. (2.2.5)

常に |z| ă 1で収束．また，Re pγ ´ α ´ βq ą 0のとき，|z| ď 1で絶対収
束．ここで，

pαq0 “ 1, (2.2.6)

pαqn :“ αpα ` 1q ¨ ¨ ¨ pα ` n ´ 1q “
Γpα ` nq

Γpαq
. (2.2.7)

l

【公式 2.14 (F p1q)】 　 Re pγ ´ α ´ βq ą 0で γ R ´N0のとき，

F pα, β, γ; 1q “
ΓpγqΓpγ ´ α ´ βq

Γpγ ´ αqΓpγ ´ βq
. (2.2.8)

[Wittaker ET, Watson GN 1927: Modern Analysis; Rainville ED 1960:

Special Functions] l

【命題 2.15 (Gaussの微分方程式)】 　 γ R ´N0のとき，F pα, β, γ; zqは
次の微分方程式を満たす：

zp1 ´ zq
d2u

dz2
` rγ ´ pα ` β ` 1qzs

du

dz
´ αβu “ 0. (2.2.9)

この方程式の z “ 0近傍における基本解は

U1pzq :“ F pα, β, γ; zq, (2.2.10a)

U2pzq :“ x1´γF pα ´ γ ` 1, β ´ γ ` 1, 2 ´ γ; zq

“ x1´α´βF p1 ´ α, 1 ´ β, 2 ´ γ; zq (2.2.10b)

これらのWronskianは

W pU1, U2q :“ U 1
1U2 ´ U 1

2U1 “
γ ´ 1

zγp1 ´ zqα`β`1´γ
. (2.2.11)

これらの解の特異点は z “ 0, 1,8に含まれ，特異点指数は
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• z “ 0: λ0 “ 0, 1 ´ γ,

• z “ 1: λ1 “ 0, γ ´ α ´ β,

• z “ 8: λ8 “ α, β.

ただし，γ, γ´α´β, α´βが整数の時には，さらに zk log z, p1´zqk logp1´

zq, p1{zqk log 1{z型の特異性が生じる．ここで，kはそれぞれ z “ 0, 1,8

における指数の大きい方． l

【公式 2.16 (Kummerの変換式)】 　

F pα, β, γ; zq “ p1 ´ zqγ´α´βF pγ ´ α, γ ´ β, γ; zq

“ p1 ´ zq´αF pα, γ ´ β, γ; z{pz ´ 1qq

“ p1 ´ zq´βF pγ ´ α, β, γ; z{pz ´ 1qq. (2.2.12)

l

【公式 2.17 (Wronakian由来関係式)】 　

1

α
F pα, β, γ : zqF pα ´ γ ` 2, β ´ γ ` 1, 2 ´ γ; zq

´
1

α ´ γ ` 1
F pα ` 1, β, γ; zqF pα ´ γ ` 1, β ´ γ ` 1, 2 ´ γ; zq

“ ´
γ ´ 1

αpα ´ γ ` 1q
p1 ´ zqγ´α´β´1. (2.2.13)

l

2.2.2.2 F pα, β,´n; zq

【命題 2.18 (γ P ´N0の場合の基本解)】 　 γ “ ´n (n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ )の
場合，z “ 0近傍でのGauss方程式の解の基本系は

zn`1F pα ` n ` 1, β ` n ` 1, n ` 2; zq, (2.2.14a)

F̃ pα, β,´n; zq :“ zn`1F pα ` n ` 1, β ` n ` 1, n ` 2; zq

ˆ

„

Cpaq ´ pn ` 1q

ż z

a

dt

tn`2
Gptq

ȷ

(2.2.14b)
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で与えられる．ここで，

Gptq “
p1 ´ tqα`β`n´1

rF p1 ´ α, 1 ´ β, n ` 2; tqs2
. (2.2.15)

Cpaqを適当に取ると，F̃ は

F̃ “ F ˚pα, β,´n; zq `Azn`1F pα`n`1, β`n`1, n`2; zq ln z (2.2.16)

と表される．ここで，

F ˚pα, β,´n; zq “ F pα ` n ` 1, β ` n ` 1, n ` 2; zq
«

n
ÿ

k“0

pn ´ kq!

n!
zkGpkqpzq ´ zn`1

ż z

0

dt

t

ˆ

1

n!
Gpn`1qptq ` A

˙

ff

,

(2.2.17a)

A :“ ´
1

n!
Gpn`1qp0q “ p´1qn

pαqn`1pβqn`1

n!pn ` 1q!
. (2.2.17b)

F̃ pα, β,´n; zqは，Cpaqの自由度を除いて

F̃ pα, β,´n; zq “ lim
γÑ´n

”

F pα, β, γ; zq

´
pαqn`1pβqn`1

pn ` 1q!pγqn`1

z1´γF pα ´ γ ` 1, β ´ γ ` 1, 2 ´ γ; zq

ı

(2.2.18)

と一致する．また，そのようにCpaqを取ると

F ˚pα, β,´n; zq “

n
ÿ

k“0

p´1qk
pn ´ kq!pαqkpβqk

n!
zk

`p´1qn
pαqn`1pβqn`1

n!pn ` 1q!
zn`1

8
ÿ

k“1

zk
pα ` n ` 1qkpβ ` n ` 1qk

k!p2 ` nqk

ˆ

k
ÿ

l“1

ˆ

´
1

α ` n ` l
´

1

β ` n ` l
`

1

n ` 1 ` l
`

1

l

˙

(2.2.19)

が成り立つ．さらに，

F̃ pα, β,´n; 1q “
p´1qn`1

n!Γp´α ´ nqΓp´β ´ nq

˜

n
ÿ

k“1

1

k
´ γE

¸

. (2.2.20)

ここで，γEは Euler定数． l
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2.2.2.3 F pα, β, α ` β ` n; zq

γ ´ α ´ β P N0の場合
【公式 2.19】 　 γ “ α ` β ` 1のとき，F pα, β, γ;xqは z “ 0近傍で正
則な関数 P pzq, Qpzqを用いて，

F pα, β, γ;xq “ P p1 ´ xq ` Qp1 ´ xqp1 ´ xq lnp1 ´ xq.

このとき，

Qp0q “
Γpγ ´ αqΓpγ ´ βq

ΓpαqΓpβq
F pα, β, γ; 1q “

Γpγq

ΓpαqΓpβq
.

l

2.2.2.4 他の関数との対応

【公式 2.20】 　

F p´α, β, β; zq “ p1 ´ zqα. (2.2.21)

l

2.2.2.5 積分表示

【公式 2.21】 　

F pα, β, γ; zq “
Γpγq

ΓpβqΓpγ ´ βq

ˆ

ż 1

0

dt tβ´1p1 ´ tqγ´β´1p1 ´ tzq´α, (2.2.22)

ż 8

0

dt
tν´1

p1 ´ 2xt ` t2qµ
“ Bpν, 2µ ´ νq

ˆ

2

1 ´ x

˙µ´1{2

ˆF
`

µ ´ ν ` 1
2
, ν ´ µ ` 1

2
, µ ` 1

2
; 1`x

2

˘

,

p´1 ă x ă 1q. (2.2.23)

(2006.7.11日チェック：公式 2.42 参照) l
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2.2.3 直交多項式

2.2.3.1 Legendre多項式

【定義 2.22 (Legendre多項式)】 　 Legendre多項式Pnpxq (n “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ )

を

Pnpxq :“
1

2nn!

dn

dxn
px2 ´ 1qn (2.2.24)

（Rodriguesの公式）により定義する． l

【例 2.23】 　

P0pxq “ 1, (2.2.25a)

P1pxq “ x “ cosθ, (2.2.25b)

P2pxq “
1

2
p3x2 ´ 1q “

1

4
p3 cos 2θ ` 1q, (2.2.25c)

P3pxq “
1

2
p5x3 ´ 3xq “

1

8
p5 cos 3θ ` 3 cos θq, (2.2.25d)

P4pxq “
1

8
p35x4 ´ 30x2 ` 3q “

1

64
p35 cos 4θ ` 20 cos 2θ ` 9q, (2.2.25e)

P5pxq “
1

8
p63x5 ´ 70x3 ` 15xq “

1

128
p63 cos 5θ ` 35 cos 3θ ` 30 cos θq.

(2.2.25f)

l

【公式 2.24 (超幾何関数による表示)】 　

Pnpxq “ “ F
`

´n, n ` 1; 1; 1´x
2

˘

“
p2n ´ 1q!!

n!
xnF

`

´n
2
, 1´n

2
; 1
2

´ n; 1
x2

˘

(2.2.26)

l

【公式 2.25 (母関数)】 　

1
?
1 ´ 2tx ` t2

“

8
ÿ

n“0

Pnpxqtn r´1 ă x ă 1, |t| ă 1s (2.2.27)

l

64 目次へ



目次へ

【公式 2.26 (微分方程式)】 　

p1 ´ x2qy2 ´ 2xy1 ` npn ` 1qy “ 0. (2.2.28)

l

【公式 2.27 (直交関係)】 　

ż 1

´1

PnpxqPmpxqdx “
2

2n ` 1
δn,m. (2.2.29)

また，
ż 1

´1

xrPnpxqdx “ 0 rr “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1s. (2.2.30)

l

2.2.3.2 Gegenbauer多項式

【定義 2.28 (Gegenbauer多項式)】 　

Gν
n “

p´1qnΓpν ` 1{2qΓpn ` 2νq

2nΓp2νqΓpn ` ν ` 1{2q

p1 ´ x2q1{2´ν

n!

dn

dxn
“

p1 ´ x2qn`ν´1{2
‰

.

(2.2.31)

l

【公式 2.29 (超幾何関数による表示)】 　

Cν
npxq “

Γpn ` 2νq

n!Γp2νq
F
`

´n, n ` 2ν; ν ` 1
2
; 1´x

2

˘

(2.2.32)

“
2nΓpn ` νq

n!Γpνq
xnF

`

´n
2
, 1´n

2
; 1 ´ n ´ ν; 1

x2

˘

, (2.2.33)

Cν
2npxq “

p´1qnΓpn ` νq

n!Γpνq
F
`

´n, n ` ν; 1
2
;x2

˘

, (2.2.34)

Cν
2n`1pxq “

p´1qnΓpn ` ν ` 1q

n!Γpνq
2xF

`

´n, n ` ν ` 1; 3
2
;x2

˘

.(2.2.35)

l

65 目次へ



目次へ

【公式 2.30 (母関数)】 　

p1 ´ 2tx ` t2q´ν “

8
ÿ

n“0

Cν
npxqtn r´1 ă x ă 1, |t| ă 1s (2.2.36)

l

【公式 2.31 (微分方程式)】 　

px2 ´ 1qy2 ` p2ν ` 1qxy1 ´ npn ` 2νqy “ 0. (2.2.37)

l

2.2.3.3 Jacobi多項式

【定義 2.32 (Jacobi多項式)】 　

Gnpα, γ;xq “
Γpγqx1´γp1 ´ xqγ´α

Γpγ ` nq

dn

dxn
“

xγ`n´1p1 ´ xqα`n´γ
‰

. (2.2.38)

l

【公式 2.33 (超幾何関数による表示)】 　

Gnpα, γ;xq “ F p´n, α ` n; γ;xq (2.2.39)

l

【公式 2.34 (他の直交多項式との関係)】 　

Pnpxq “ Gnp1, 1; p1 ´ xq{2q, (2.2.40a)

Tnpxq “ Gnp0, 1{2; p1 ´ xq{2q, (2.2.40b)

Cν
npxq “

Γpn ` 2νq

n!Γp2νq
Gn

`

2ν, ν ` 1
2
; 1´x

2

˘

, (2.2.40c)

Lpαq
n pxq “

Γpn ` α ` 1q

n!Γpα ` 1q
lim
βÑ8

Gnpβ, α ` 1;x{βq. (2.2.40d)

l
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【公式 2.35 (Jacobi方程式)】 　

xp1 ´ xqy2 ` rγ ´ pα ` 1qxsy1 ` npα ` nqy “ 0. (2.2.41)

l

【公式 2.36 (直交関係)】 　
ż 1

0

xγ´1p1 ´ xqα´γGnpα, γ;xqGmpα, γ;xqdx “ 0 rm ‰ ns,(2.2.42a)

ż 1

0

xγ´1p1 ´ xqα´γxmGnpα, γ;xqdx “ 0 rm “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1s,(2.2.42b)

ż 1

0

xγ´1p1 ´ xqα´γ rGnpα, γ;xqs
2 dx “

n!Γpn ` α ´ γ ` 1qrΓpγqs2

pα ` 2nqΓpα ` nqΓpγ ` nq
.(2.2.42c)

l

2.2.4 球関数

2.2.4.1 定義と基本的性質

【定義 2.37 (Legendre関数)】 　 第１種 Legendre関数Pνpzq ” Pνpzq

を，Cz tz ď ´1uにおいて，次の式により定義する：

Pνpzq :“ Pνpzq “ F
`

´ν, ν ` 1; 1; 1´z
2

˘

. (2.2.43)

この定義は νが非負整数のとき，Legendre多項式と一致する．
第２種 Legendre関数Qνpzqを，Cz tz ď 1uにおいて，次の式により定
義する：

Qνpzq :“

?
πΓpν ` 1q

Γpν ` 3{2qp2zqν`1
F
`

ν
2

` 1, ν`1
2
; ν ` 3

2
; 1
z2

˘

. (2.2.44)

ただし，zν`1は，zが１より大きい実数の時，正実数となる枝を選ぶもの
とする．また，´1 ă x ă 1に対して，Qνpxqを

Qνpxq :“
1

2
rQνpx ` i0q ` Qνpx ´ i0qs (2.2.45)

により定義する． l
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【命題 2.38 (基本的性質)】 　

1. PνpzqとQνpzqは，Legendreの微分方程式

p1 ´ z2q
d2u

dz2
´ 2z

du

dz
` νpν ` 1qu “ 0 (2.2.46)

の独立な基本解である．この確定特異点 z “ ˘1,8における基本解
の振る舞いは，

– z “ ˘1: u “ 1, logpz ¯ 1q.

– z “ 8: u “ zν , z´pν`1q.

特に，Pνpzqは z “ 1で正則で規格化条件

Pνp1q “ 1 (2.2.47)

を満たす解として一意的に決定される．

2. 常に次の関係式が成り立つ：

Pνpzq “ P´ν´1pzq, (2.2.48a)

Qνpzq ´ Q´ν´1pzq “ π cotpνπqPνpzq. (2.2.48b)

3. Wronskian

PνpzqQ1
νpzq ´ QνpzqP 1

νpzq “
1

1 ´ z2
, (2.2.49)

[ă岩波数学辞典 v.3]

l

【命題 2.39 (Legendre関数の基本積分表示)】 　

1. 第１種Legendre関数Pνpzqは，Cz tz ď ´1uにおいて，t次のSchläfli

積分表示をもつ：

Pνpzq “
1

2πi

¿

CP

pζ2 ´ 1qν

2νpζ ´ zqν`1
dζ. (2.2.50)

ここで，CP は次の経路である．
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-1 1

z

CP

Cut

これより，次の Lapalaceの積分表示が得られる：

Pνpzq “
1

π

ż π

0

´

z ˘
?
z2 ´ 1 cosϕ

¯ν

dϕ. (2.2.51)

2. νが整数でないとき，第２種Legendre関数Qνpzqは，Cz tz ď 1uに
おいて，次の積分表示をもつ：

Qνpzq “
1

4i sin νπ

¿

CQ

pζ2 ´ 1qν

2νpz ´ ζqν`1
dζ. (2.2.52)

ここで，CQは次の経路である．

-1 1

z

CQ

また，Re ν ą ´1のとき，Qνpzqは次の積分表示をもつ：

Qνpzq “
1

2ν`1

ż 1

´1

p1 ´ t2qν

pz ´ tqν`1
dt pRe ν ą ´1q. (2.2.53)

l

【定義 2.40 (Legendre陪関数)】 　 Hobsonの第１種 Legendre陪関数
Pµ
ν pzqを，Cz tz ď 1uにおいて，次の式により定義する：

Pµ
ν pzq :“

1

Γp1 ´ µq

ˆ

z ` 1

z ´ 1

˙µ{2

F

ˆ

´ν, ν ` 1, 1 ´ µ;
1 ´ z

2

˙

. (2.2.54)
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µが正整数mのとき，

Pm
ν pzq “ pz2 ´ 1qm{2 d

m

dzm
Pνpzq. (2.2.55)

Hobsonの第２種 Legendre陪関数Qµ
ν pzqを，Cz tz ď 1uにおいて，次

の式により定義する：

Qµ
ν pzq :“

eµπi
?
πΓpµ ` ν ` 1q

2ν`1Γpν ` 3{2q

pz2 ´ 1qµ{2

zµ`ν`1
F

ˆ

ν ` µ

2
` 1,

ν ` µ ` 1

2
, ν `

3

2
;
1

z2

˙

.

(2.2.56)

ただし，
`

z`1
z´1

˘µ{2
, pz2 ´ 1qµ{2, zν`µ`1は，zが１より大きい実数の時，正

実数となる枝を選ぶものとする．µが正整数mのとき，

Qm
ν pzq “ pz2 ´ 1qm{2 d

m

dzm
Qνpzq. (2.2.57)

´1 ă x ă 1に対して，Legendre陪関数 P µ
ν pxq, Qµ

ν pxqを次式で定義
する：

P µ
ν pxq “

1

Γp1 ´ µq

ˆ

1 ` x

1 ´ x

˙µ{2

F

ˆ

´ν, ν ` 1, 1 ´ µ;
1 ´ x

2

˙

“ eµπi{2Pµ
ν px ` i0q “ e´µπi{2Ppx ´ i0q, (2.2.58a)

Qµ
ν pxq “

e´µπi

2

“

e´µπi{2Qµ
ν px ` i0q ` eµπi{2Qµ

ν px ´ i0q
‰

. (2.2.58b)

（ă 岩波数学事典公式１８ II（注）この定義は，岩波数学公式集のもの
(Ferrersの Legendre陪関数)の e´µπi倍になっている．）
特に，µが非負整数mのとき，

Pm
ν pxq “ p´1qmp1 ´ x2qm{2 d

m

dxm
Pνpxq

“
p´1qmΓpν ` m ` 1q

m!2mΓp1 ` ν ´ mq
p1 ´ x2qm{2

ˆF

ˆ

m ´ ν,m ` ν ` 1,m ` 1;
1 ´ x

2

˙

, (2.2.59a)

P´m
ν pxq “ p´1qm

Γpν ´ m ` 1q

Γpν ` m ` 1q
Pm
ν pxq, (2.2.59b)

Qm
ν pxq “ p´1qmp1 ´ x2qm{2 d

m

dxm
Qνpxq, (2.2.59c)

Q´m
ν pxq “ p´1qm

Γpν ´ m ` 1q

Γpν ` m ` 1q
Qm
ν pxq (2.2.59d)

l
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【公式 2.41 (直交関係式)】 　 n, n1を非負の整数，mを |m| ď n, n1とな
る整数とするとき，

ż 1

´1

dxPm
n pxqPm

n1 pxq “
2

2n ` 1

pn ` mq!

pn ´ mq!
δn,n1 (2.2.60)

l

2.2.4.2 積分表示

【公式 2.42 (陪Legendre関数の積分表示)】 　

1. Pµ
ν pzq:

P´µ
ν pzq “

pz2 ´ 1qµ{2

2µ
?
πΓpµ ` 1{2q

ż `1

´1

p1 ´ t2qµ´1{2

pz ` t
?
z2 ´ 1qµ´ν

dt

pReµ ą ´1{2, |argpz ˘ 1q| ă πq ,

P´µ
ν pzq “

pz2 ´ 1qµ{2

2νΓpµ ´ νqΓpν ` 1q

ż 8

0

sinh2ν`1 t

pz ` cosh tqµ`ν`1
dt

pRe z ą ´1, |argpz ˘ 1q| ă π,

Re ν ą ´1, Re pµ ´ νq ą 0q,

P´µ
ν pzq “

c

2

π

Γpµ ` 1{2qpz2 ´ 1qµ{2

Γpµ ´ νqΓpµ ` ν ` 1q

ż 8

0

coshpν ` 1{2qt

pz ` cosh tqµ`1{2
dt

pRe z ą ´1, |argpz ˘ 1q| ă π,

Re pµ ` νq ą ´1, Re pµ ´ νq ą 0q,

Pµ
ν pcoshαq “

c

2

π

sinhµ α

Γp1{2 ´ µq

ż α

0

coshpν ` 1{2qt

pcoshα ´ cosh tqµ`1{2
dt

pα ą 0, Reµ ă 1{2q .
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2. P µ
ν pxq:

P µ
ν pcos θq “

c

2

π

sinµ θ

Γp1{2 ´ µq

ż θ

0

cospν ` 1{2qϕ

pcosϕ ´ cos θqµ`1{2
dϕ

p0 ă θ ă π, Reµ ă 1{2q ,

P´µ
ν pcos θq “

Γp2µ ` 1q2´µ sinµ θ

Γpµ ` 1qΓpµ ` ν ` 1qΓpµ ´ νq

ż 8

0

tµ`νdt

p1 ` 2t cos θ ` t2qµ`1{2

pRe pµ ` νq ą ´1, Re pµ ´ νq ą 0q ,

P´µ
ν pcos θq “

1

Γpν ` µ ` 1q

ż 8

0

e´t cos θJµpt sin θqtνdt

p0 ă θ ă π{2, Re pµ ` νq ą ´1q .

3. Qµ
ν pzq:

Qµ
ν pzq “

eiµπΓpν ` µ ` 1q

2ν`1Γpν ` 1q
pz2 ´ 1qµ{2

ż `1

´1

p1 ´ t2qνpz ´ tq´ν´µ´1dt

pRe pν ` µq ą ´1, Re ν ą ´1, |argpz ˘ 1q| ă πq,

Qµ
ν pcoshαq “

c

2

π

eiµπ sinhµ α

Γp1{2 ´ µq

ż 8

α

e´pν`1{2qt

pcosh t ´ coshαqµ`1{2
dt

pα ą 0, Reµ ă 1{2, Re pν ` µq ą ´1q .

[ă 岩波数学辞典 v3 公式 18II] l

2.2.4.3 Spin-weighted spherical harmonics

【定義 2.43 (Spin-weighted spherical harmonics)】 　 複素角度微分演
算子

B˘ :“ Bθ ˘
i

sin θ
Bϕ (2.2.61)

を用いて，スピン荷重 sの関数 sηに対する微分作用素 ð, ð̄を

ð sη “ ´ sins θB`psin´s θ sηq, (2.2.62a)

ð̄ sη “ ´ sin´s θB´psins θ sηq, (2.2.62b)

pð̄ð ´ ðð̄q sη “ 2s sη, (2.2.62c)

とおく．このとき，スピン荷重 sの調和関数 sY
m
l (s “ ˘1,˘2)を逐次的に

s`1Y
m
l “ rpl ´ sqpl ` 1 ` sqs´1{2ð s Y

m
l , (2.2.63a)

´s´1Y
m
l “ ´rpl ´ sqpl ` 1 ` sqs´1{2ð̄ ´s´1 Y

m
l . (2.2.63b)
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により定義する．この式において，˘sY
m
l と ˘ps`1qY

m
l のノルムは一致す

る．例えば，

1Y
m
l “

ðY m
l

a

lpl ` 1q
“ ´

B`Y
m
l

a

lpl ` 1q
, (2.2.64a)

´1Y
m
l “ ´

ð̄Y m
l

a

lpl ` 1q
“

B´Y
m
l

a

lpl ` 1q
, (2.2.64b)

2Y
m
l “

ð 1Y
m
l

a

pl ` 2qpl ´ 1q
“

sin θB`

`

sin´1 θB`Y
m
l

˘

a

pl ` 2qpl ` 1qlpl ´ 1q
, (2.2.64c)

´2Y
m
l “ ´

ð̄ ´1Y
m
l

a

pl ` 2qpl ´ 1q
“

sin θB´

`

sin´1 θB´Y
m
l

˘

a

pl ` 2qpl ` 1qlpl ´ 1q
.(2.2.64d)

l

【公式 2.44】 　 Spin-weighted spherical harmonics に対して，

ð ´1Y
m
l “

a

lpl ` 1qY m
l , (2.2.65a)

ð̄ 1Y
m
l “ ´

a

lpl ` 1qY m
l , (2.2.65b)

ð̄ 2Y
m
l “ ´

a

pl ` 2qpl ´ 1q 1Y
m
l , (2.2.65c)

ð ´2Y
m
l “

a

pl ` 2qpl ´ 1q ´1Y
m
l . (2.2.65d)

l

【公式 2.45 (微分方程式)】 　 Spin-weighted spherical harminicsを

sY
m
l “ sP

l
mpcos θqeimϕ (2.2.66)

とおくとき，

d

dx

ˆ

p1 ´ x2q
dsP

l
m

dx

˙

`

ˆ

pl ´ sqpl ` 1 ` sq ` s ´
pm ` sxq2

1 ´ x2

˙

sP
l
m “ 0.

(2.2.67)

l
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2.2.5 Bessel関数

2.2.5.1 定義と基本性質

【定義 2.46 (Bessel関数)】 　

Jνpzq “

´z

2

¯ν 8
ÿ

n“0

p´1qnpz{2q2n

n!Γpν ` n ` 1q
pz ‰負の実数 q, (2.2.68a)

Nνpzq “
1

sinpνπq
rcospνπqJνpzq ´ J´νpzqs , (2.2.68b)

Nnpzq “
1

π
rBνJνpzq ´ p´1qnBνJ´νpzqsν“n

“
2

π
Jnpzq

´

γ ` log
z

2

¯

´
1

π

´z

2

¯n 8
ÿ

k“0

p´1qk

k!pn ` kq!

´z

2

¯2k

«

k
ÿ

m“1

1

m
`

n`k
ÿ

m“1

1

m

ff

´
1

π

´z

2

¯´n n´1
ÿ

r“0

pn ´ r ´ 1q!

r!

´z

2

¯2r

, (2.2.68c)

Hp1q
ν “ Jνpzq ` iNνpzq, (2.2.68d)

Hp2q
ν “ Jνpzq ´ iNνpzq. (2.2.68e)

これらのいずれかを一般にZνpzqと表すと，nが整数の時，

Z´npzq “ p´1qnZnpzq. (2.2.69)

また，一般の νに対し，

H
p1q
´ν pzq “ eνπiHp1q

ν pzq, H
p2q
´ν pzq “ e´νπiHp2q

ν pzq. (2.2.70)

l

【命題 2.47 (Bessel方程式)】 　 Bessel関数 u “ Zνpzqは次の微分方程
式を満たす：

d2u

dz2
`

1

z

du

dz
`

ˆ

1 ´
ν2

z2

˙

u “ 0. (2.2.71)

l

74 目次へ



目次へ

2.2.5.2 球Bessel関数

【定義 2.48 (球Bessel関数の定義)】 　

jnpzq “

c

π

2z
Jn`1{2pzq, (2.2.72a)

nnpzq “ p´1qn`1j´n´1pzq “

c

π

2z
Nn`1{2pzq, (2.2.72b)

hp1q
n pzq “

c

π

2z
H

p1q

n`1{2pzq “ jnpzq ` innpzq, (2.2.72c)

hp2q
n pzq “

c

π

2z
H

p2q

n`1{2pzq “ jnpzq ´ innpzq. (2.2.72d)

l

【公式 2.49 (三角関数による表示)】 　

jnpzq “ p´1qnzn
ˆ

1

z

d

dz

˙n
sin z

z
, (2.2.73a)

nnpzq “ p´1qn`1zn
ˆ

1

z

d

dz

˙n
cos z

z
, (2.2.73b)

hp1q
n pzq “ ip´1qn`1zn

ˆ

1

z

d

dz

˙n
eiz

z
, (2.2.73c)

hp2q
n pzq “ ip´1qnzn

ˆ

1

z

d

dz

˙n
e´iz

z
, (2.2.73d)

(2.2.73e)

l

【公式 2.50 (漸近挙動)】 　
1. z „ 0で

jnpzq „
zn

p2n ` 1q!!
, nnpzq „ ´

p2n ´ 1q!!

zn`1
, (2.2.74a)

hp1q
n pzq „ ´i

p2n ´ 1q!!

zn`1
, hp2q

n pzq „ i
p2n ´ 1q!!

zn`1
. (2.2.74b)
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2. z „ 8で

jnpzq „
1

z
cos

ˆ

z ´
pn ` 1qπ

2

˙

, (2.2.75a)

nnpzq „
1

z
sin

ˆ

z ´
pn ` 1qπ

2

˙

, (2.2.75b)

hp1q
n pzq „ p´iqn`1 e

iz

z
, hp2q

n pzq „ in`1 e
´iz

z
. (2.2.75c)

l

【公式 2.51 (内積)】 　 球Bessel関数の内積は
ż 8

0

drr2jlpλrqjlpλ
1rq “

π

λλ1
δpλ ´ λ1q. (2.2.76)

l

2.2.5.3 積分表示

【公式 2.52 (Jνpzqの積分表示)】 　

Poisssonの積分表示

Jνpxq “
2

π

ż 8

0

sinpx cosh t ´ νπ{2q coshpνtqdt r|Re ν| ă 1, x ą 0s,

“
2px{2q´ν

?
πΓp1{2 ´ νq

ż 8

1

sinpxtqdt

pt2 ´ 1qν`1{2
r|Re ν| ă 1{2, x ą 0s

(2.2.77)

l

【公式 2.53 (Nνpzqの積分表示)】 　

Poisssonの積分表示

Nνpxq “ ´
2

π

ż 8

0

cospx cosh t ´ νπ{2q coshpνtqdt r|Re ν| ă 1, x ą 0s,

“ ´
2px{2q´ν

?
πΓp1{2 ´ νq

ż 8

1

cospxtqdt

pt2 ´ 1qν`1{2
r|Re ν| ă 1{2, x ą 0s

(2.2.78)
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l

【公式 2.54 (Hνpzqの積分表示)】 　

Heineの積分表示

Hp˘q
ν pzq “

¯2ie¯νπi{2

π

ż 8

0

e˘iz cosh t coshpνtqdt r|Re ν| ă 1, Im z ą 0s.

(2.2.79)

Hp˘q
ν pzq “

¯2ipx{2q´ν

?
πΓp1{2 ´ νq

ż 8

1

e˘ixt dt

pt2 ´ 1qν`1{2
r|Re ν| ă 1{2, x ą 0s

(2.2.80)

l

【公式 2.55 (Kνpzqの積分表示)】 　

Poisssonの積分表示

Kνpxq “ sec
´νπ

2

¯

ż 8

0

cospx sinh tq coshpνtqdt r|Re ν| ă 1, x ą 0s,

“
1

2
e˘νπi{2

ż 8

´8

e´ix sinh t˘νt dt r|Re ν| ă 1, x ą 0s

(2.2.81)

l
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2.3 定積分

2.3.1 Γ型

【公式 2.56 (Euler関数)】 　
ż 1

0

dt tα´1p1 ´ tqβ´1 “ Bpα, βq “
ΓpαqΓpβq

Γpα ` βq
. (2.3.1)

l

【公式 2.57 (sinnθ)】 　
ż π{2

0

dθ sinn θ “
1

2
B
`

1
2
, n`1

2

˘

“

?
πΓ

`

n`1
2

˘

2Γ
`

n
2

` 1
˘ (2.3.2)

l

【公式 2.58】 　 a ą 1のとき，
ż 1

0

dx

?
1 ´ x2

a2 ´ x2
“
π

2

ˆ

1 ´

?
a2 ´ 1

a

˙

, (2.3.3a)

ż 1

0

dx

?
1 ´ x2

pa2 ´ x2q2
“
π

4

1

a3
?
a2 ´ 1

, (2.3.3b)

ż 1

0

dx

?
1 ´ x2

pa2 ´ x2q3
“

π

16

4a2 ´ 3

a5pa2 ´ 1q3{2
, (2.3.3c)

ż 1

0

dx

?
1 ´ x2

pa2 ´ x2q4
“

π

48

8a4 ´ 12a2 ` 5

a7pa2 ´ 1q5{2
. (2.3.3d)

l

2.3.2 Bessel型

【公式 2.59】 　

şπ

0
dθ sin2m`1 θeir cos θ “ p´1qm2mm!

ˆ

B

rBr

˙m
eir ´ e´ir

ir

“
2m`1m!

rm
jmprq,

şπ

0
dθ sin2m θeir cos θ “ πp´1qmp2m ´ 1q!!

ˆ

B

rBr

˙m

J0prq

“
πp2m ´ 1q!!

rm
Jmprq.
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これより，一般に

fnprq :“

ż π

0

dθ sinn θeir cos θ

とおくと，
ˆ

B

rBr

˙l

fnprq “ p´1ql
pn ´ 1q!!

pn ` 21 ´ lq!!
fn`2lprq.

l

【公式 2.60】 　
ż 8

´8

dxe´iω sinhx`νx “ 2e´νπi{2Kνpωq pω ą 0q (2.3.4)

および
ż 8

0

dω

ω
Kiµpωq “

1

4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Γ

ˆ

iµ

2

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

pµ : realq (2.3.5)

より，
ż 8

0

dω

ω

ż 8

´8

dxe´ipω sinhx`µxq “
2π

µ

1

eπµ ´ 1
pµ ą 0q. (2.3.6)

l

2.3.3 δ関数関連

2.3.4 Feynman積分

2.3.4.1 一般公式

【公式 2.61 (Feynmanの恒等式)】 　

r
ź

j“1

1

Aj
“ pr ´ 1q!

ż

∆

dr´1α
´

řr
j“1 αjAj

¯r (2.3.7)

ここで，
ż

∆

dr´1α “

ż 8

0

dα1 ¨ ¨ ¨

ż 8

0

dαrδ

˜

1 ´

r
ÿ

j“1

αj

¸

. (2.3.8)

l
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2.4 調和テンソル

2.4.1 調和関数

2.4.1.1 一般論

【定義 2.62】 　Riemann多様体上の関数 Y が

△Y “ ´k2Y (2.4.1)

を満たすとき，調和関数と呼ぶ． l

【定理 2.63 (スペクトル条件 [2004.9.4])】 　 n次元コンパクト正曲率
Einstein多様体

Rij “ pn ´ 1qgij (2.4.2)

において，調和関数のスペクトル第２固有値は次の条件を満たす：

k2 ě n. (2.4.3)

l

2.4.1.2 球面上の調和関数

【命題 2.64 (同次座標の性質)】 　 En`1内の単位球面 Snを

Ω ¨ Ω “ 1

と表す．このとき，

DADBΩ
j “ ´gABΩ

j, (2.4.4)

△DAΩ
j “ ´DAΩ

j. (2.4.5)

[証明は formula cg.tex] l

【命題 2.65 (多項式型表示)】 　 En`1内の単位球面 SnをΩ ¨ Ω “ 1 と
表す．このとき，

1) aj1¨¨¨jℓを対称でトレースゼロの定数とするとき，

YapΩq “ aj1¨¨¨jℓΩ
j1 ¨ ¨ ¨Ωjℓ (2.4.6)

に対して，
△nYa “ ´ℓpℓ ` n ´ 1qYa (2.4.7)

が成り立つ．
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2) このような調和関数 Y の全体は Sn上の完全系をなし，各 ℓに対し
て，独立な調和関数の数は

Nℓ “
n ` 2ℓ ´ 1

n ´ 1

ˆ

n ` ℓ ´ 2

n ´ 2

˙

(2.4.8)

で与えられる．

3) 調和関数の内積は

pYa, Ybq :“

ż

dnΩȲaYb “ Cpn, ℓqaj1¨¨¨jℓb
j1¨¨¨jℓ , (2.4.9a)

Cpn, ℓq “
2π

n`1
2 ℓ!

2ℓΓ
`

n`1
2

` ℓ
˘ . (2.4.9b)

で与えられる．異なる ℓの調和関数は直交する．

l

【公式 2.66 (球面調和関数と多項式の積 [2005.8.27])】 　 n次元球面上
の ℓ次の調和関数を

Y paq “ Ya “ apkqℓ Ω
pkqℓ (2.4.10)

とするとき，次の公式が成り立つ．

1. Ya Ω
i, DAYaD

AΩi:

Ωi Ya “ Y pδib̂aq `
ℓ

2ℓ ` n ´ 1
Y pI iaq, (2.4.11a)

DAΩiDAYa “ ´ℓY pδib̂aq `
ℓpℓ ` n ´ 1q

2ℓ ` n ´ 1
Y pI iaq.(2.4.11b)

ここで，

δib̂a “ δi bs a ´
ℓ

2ℓ ` n ´ 1
δ bs I

ia, (2.4.12a)

pδi bs aqpkqℓ`1
“ δipk1ak2¨¨¨kℓ`1q, (2.4.12b)

pI iaqpkqℓ´1
“ aik1¨¨¨kℓ´1

, (2.4.12c)

pδ bs I
iaqpkqℓ`1

“ δpk1k2a
i
k3¨¨¨kℓ`1q. (2.4.12d)
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2. ΩiΩj Ya,Ω
piDAΩ

jq DAYa, DAΩ
iDBΩ

jDADBYa:

ΩiΩj Ya “ Y pδib̂δjb̂aq `
1

2ℓ ` n ` 1

␣

δijY paq ` 2ℓY pδpib̂Ijqaq
(

`
ℓpℓ ´ 1q

p2ℓ ` n ´ 1qp2ℓ ` n ´ 3q
Y pI iIjaq, (2.4.13a)

ΩpiDAΩ
jq DAYa “ ´ℓY pδib̂δjb̂aq `

ℓ

2ℓ ` n ` 1

␣

pn ` 1qY pδpib̂Ijqaq ´ δijY paq
(

`
ℓpℓ ´ 1qpℓ ` n ´ 1q

p2ℓ ` n ´ 1qp2ℓ ` n ´ 3q
Y pI iIjaq, (2.4.13b)

DAΩ
iDBΩ

j DADBYa “ ℓ2Y pδib̂δjb̂aq ´
2ℓ tℓ2 ` pn ´ 1qℓ ´ n ´ 1u

2ℓ ` n ` 1
Y pδpib̂Ijqaq

´
ℓpℓ ` n ` 1q

2ℓ ` n ` 1
δijY paq `

ℓpℓ ´ 1qpℓ ` n ´ 1q2

p2ℓ ` n ´ 1qp2ℓ ` n ´ 3q
Y pI iIjaq. (2.4.13c)

ここで，

δib̂δjb̂a “ δi bs δ
j bs a ´

2ℓ

2ℓ ` n ` 1
δ bs δ

pi bs I
jqa ´

δij

2ℓ ` n ` 1
δ b a

`
ℓpℓ ´ 1q

p2ℓ ` n ` 1qp2ℓ ` n ´ 1q
δ bs δ bs I

iIja, (2.4.14)

δib̂Ija “ δi bs I
ja ´

ℓ ´ 1

ℓ ` 2n ´ 3
δ bs I

iIja. (2.4.15)

3. 作用素 I i, δib̂, δb̂の間の関係：

I iδj bs a “
1

ℓ ` 1
δija `

ℓ

ℓ ` 1
δj bs I

ia, (2.4.16)

I iδ bs I
ja “

2

ℓ ` 1
δi bs I

ja `
ℓ ´ 1

ℓ ` 1
δ bs I

iIja, (2.4.17)

I iδjb̂a “
1

ℓ ` 1
δija `

ℓ

ℓ ` 1
δjb̂I ia

´
2ℓ

pℓ ` 1qp2ℓ ` n ´ 1q
δib̂Ija, (2.4.18)

δib̂Iia “ a, (2.4.19)

Iiδ
ib̂a “

pℓ ` n ´ 1qp2ℓ ` n ` 1q

pℓ ` 1qp2ℓ ` n ´ 1q
a, (2.4.20)

δib̂δib̂a “ 0. (2.4.21)

l
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【公式 2.67 (球面調和関数の Fourier変換)】 　 n ` 1次元 Euclide空間
En`1において，r2 “ x ¨ xとして，

F pr2q :“

ż

dnΩeix¨Ω “ Ωn´1

ż π

0

dθ sinn´1 θeir cos θ (2.4.22)

とおく．このとき，aj1¨¨¨jℓを定数対称テンソルとして
ż

dnΩaj1¨¨¨jℓΩ
j1 ¨ ¨ ¨Ωjℓeix¨Ω

“ p´iqℓ
ÿ

ℓ
2

ďkďℓ

22k´ℓℓ!

pℓ ´ kq!p2k ´ ℓq!

ˆxj1¨¨¨j2k´ℓaj1¨¨¨j2k´ℓm1

m1 ¨ ¨ ¨mℓ´k

mℓ´kF pkqpr2q. (2.4.23)

特に，単位球面 Sn Ă En`1上の調和関数

Y “ aj1¨¨¨jℓΩ
j1 ¨ ¨ ¨Ωjℓ

に対して，
ż

dnΩY pΩqeix¨Ω “ p´2irqℓY px{rqF pℓqpr2q. (2.4.24)

l

2.4.1.3 2次元球面上の調和関数

【公式 2.68 (具体的表式)】 　 S2上の調和関数 Y m
l pΩqを

Y m
l pΩq “ Cm

l e
imϕPm

l pcos θq, (2.4.25)

Ω “ psin θ cosϕ, sin θ, sinϕ, cosϕq (2.4.26)

により定義すると，規格化条件
ż

S2

dΩY m
l pΩqY m1

l1
˚pΩq “ δmm

1

δll1 . (2.4.27)

より

Cm
l “

d

2l ` 1

4π

pl ´ mq!

pl ` mq!
(2.4.28)

このとき，
Y m
l

˚ “ p´1qmY ´m
l (2.4.29)

l
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【定義 2.69 (Spin-weighted spherical harmonics)】 　 次の微分方程式の
正則解 Sml pxqを用いて，sY

m
l pΩq “ sC

m
l e

imϕSml pcos θqと表される関数系
をスピン荷重 sの調和関数と呼ぶ：

d

dx

ˆ

p1 ´ x2q
dS

dx

˙

`

"

´
pm ` sxq2

1 ´ x2
` lpl ` 1q ´ s2

*

S “ 0. (2.4.30)

2次元球面上の複素ベクトル

B˘ :“ Bθ ˘
i

sin θ
Bϕ (2.4.31)

を用いて，スピン荷重 sの量に対する作用素 ðと ð̄を

ð sη “ ´ sins θB`psin´s θ sηq, (2.4.32a)

ð̄ sη “ ´ sin´s θB´psins θ sηq, (2.4.32b)

pð̄ð ´ ðð̄q sη “ 2s sη, (2.4.32c)

により定義する．このとき，

1Y
m
l “

ðY m
l

a

lpl ` 1q
“ ´

B`Y
m
l

a

lpl ` 1q
, (2.4.33a)

´1Y
m
l “ ´

ð̄Y m
l

a

lpl ` 1q
“

B´Y
m
l

a

lpl ` 1q
, (2.4.33b)

2Y
m
l “

ð 1Y
m
l

a

pl ` 2qpl ´ 1q
“

sin θB`

`

sin´1 θB`Y
m
l

˘

a

pl ` 2qpl ` 1qlpl ´ 1q
, (2.4.33c)

´2Y
m
l “ ´

ð̄ ´1Y
m
l

a

pl ` 2qpl ´ 1q
“

sin θB´

`

sin´1 θB´Y
m
l

˘

a

pl ` 2qpl ` 1qlpl ´ 1q
.(2.4.33d)

これらは次の関係式を満たす：

ð ´1Y
m
l “

a

lpl ` 1qY m
l , (2.4.34a)

ð̄ 1Y
m
l “ ´

a

lpl ` 1qY m
l , (2.4.34b)

ð̄ 2Y
m
l “ ´

a

pl ` 2qpl ´ 1q 1Y
m
l , (2.4.34c)

ð ´2Y
m
l “

a

pl ` 2qpl ´ 1q ´1Y
m
l . (2.4.34d)

l
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2.4.2 調和ベクトル

2.4.2.1 一般論

【定義 2.70 (調和ベクトル)】 　 Riemann多様体上のベクトル場 V iが
次の条件を満たすとき，調和ベクトルという．

´△V i “ k2V i, (2.4.35)

DiV
i “ 0. (2.4.36)

l

【命題 2.71 (恒等式 [2004.9.4])】 　 Riemann多様体上のベクトル場 V i

は次の恒等式を満たす：

2DriVjsD
riV js “ 2DipVjD

riV jsq ` Vj
`

´△V j ` Rj
kV

k
˘

,(2.4.37a)

2DpiVjqD
piV jq “ 2DipVjD

piV jqq ` Vj
`

´△V j ´ Rj
kV

k
˘

.(2.4.37b)

これより，特に n次元 Einstein空間

Rij “ pn ´ 1qKgij (2.4.38)

の上では，

2DriVjsD
riV js “ 2DipVjD

riV jsq ` Vj r´△ ` pn ´ 1qKsV j,(2.4.39a)

2DpiVjqD
piV jq “ 2DipVjD

piV jqq ` Vj r´△ ´ pn ´ 1qKsV j.(2.4.39b)

l

【定理 2.72 (スペクトル条件 [2004.9.4])】 　 n次元コンパクトEinstein

空間上の調和ベクトルのスペクトルは次の条件を満たす：

k2 ě pn ´ 1q|K|. (2.4.40)

l

【定理 2.73 (絶対平行ベクトル場 [2004.9.4])】 　 n次元コンパクト
Riemann空間Mn上に

DiVj “ 0

を満たすベクトル場が存在するとする．このとき，このようなベクトル
場の全体の作る線形空間Lの次元をmとすると，MnはRiemann多様体
として直積 Tm ˆ K n´mと表され，Lは Tmの各点でその接空間と一致す
る．さらに，Mnが Einstein空間ならRicci平坦で，K n´mはKillingベ
クトルを持たないRicci平坦空間となる． l
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2.4.2.2 球面上の調和ベクトル

【命題 2.74 (同次座標表示)】 　 n ě 2に対して，En`1内の単位球面Sn

をΩ ¨ Ω “ 1 と表す．このとき，Sn上のベクトル場 VAに対する方程式

△VA “ ´k2VA, (2.4.41a)

DAV
A “ 0 (2.4.41b)

について次の命題が成り立つ．

i) (2.4.41)は
k2 “ ℓpℓ ` n ´ 1q ´ 1 pℓ “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q (2.4.42)

のときのみ正則な解をもち，その解は一般に

VA “ aj1¨¨¨jℓ;jΩ
j1 ¨ ¨ ¨ΩjℓDAΩ

j (2.4.43)

と表される．ここで，aj1¨¨¨jℓ;jは次の条件を満たす定数の組である：

aj1¨¨¨jℓ;j “ apj1¨¨¨jℓq;j, (2.4.44a)

aj1¨¨¨jℓ´2i
i
;j “ 0, (2.4.44b)

apj1¨¨¨jℓ;jℓ`1q “ 0 (2.4.44c)

2) 1)の解の族は (2.4.41b)を満たす Sn上のベクトル場が作る L2空間
において完全系をなし，それらの内積は

pVa, Vbq :“

ż

dnΩpV̄aqApVbqA “ Cpn, ℓqā ¨ b. (2.4.45)

ここでCpn, ℓqは (2.4.9)のものと同じである．異なる ℓの調和ベク
トル場は直交する．

3) ℓ “ 1に対応する調和ベクトル場とKillingベクトルは１対１に対応
する．

4) ℓ “ 2に対応する調和ベクトル場の自由度は

N2
V pSnq “

1

3
pn ` 3qpn2 ´ 1q. (2.4.46)
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5) 一般の ℓ(ě 1)に対する調和ベクトル場の自由度は

N l
V pSnq “

pn ` 2ℓ ´ 1qpn ` ℓ ´ 1qpn ` ℓ ´ 3q!

pℓ ` 1qpℓ ´ 1q!pn ´ 2q!

“
pn ` ℓ ´ 1qpn ` 2ℓ ´ 1q

ℓ ` 1
n`ℓ´3Cn´2. (2.4.47)

l

2.4.3 調和２階テンソル

2.4.3.1 一般論

【定義 2.75 (調和２階テンソル)】 　 Riemann多様体上の２階テンソル
Tijが条件

´△Tij “ k2Tij, (2.4.48)

T ii “ 0, DjTij “ 0 (2.4.49)

を満たすとき，調和テンソルという． l

【命題 2.76 (恒等式 [2004.9.4])】 　 Tijを

T ii “ 0, DjTij “ 0

を満たす２階対称テンソルとするとき，次の恒等式が成り立つ：

2DriTjskD
riT jsk “ 2DipTjkD

riT jskq ` Tjk
“

´△T jk ` Rj
lT

lk ` Ri
jk
lT

il
‰

,

2DpiTjqkD
piT jqk “ 2DipTjkD

piT jqkq ` Tjk
“

´△T jk ´ Rj
lT

lk ´ Ri
jk
lT

il
‰

.

これより，特に断面曲率Kの n次元定曲率空間上では

2DriTjskD
riT jsk “ 2DipTjkD

riT jskq ` Tjkp´△ ` nKqT jk,

2DpiTjqkD
piT jqk “ 2DipTjkD

piT jqkq ` Tjkp´△ ´ nKqT jk.

l
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【定理 2.77 (スペクトル条件 [2004.9.4])】 　 Mnを断面曲率Kの n次
元コンパクト定曲率空間とする．このとき，Mn上の２階対称調和テンソ
ルのスペクトル k2は次の条件を満たす：

k2 ě n|K|. (2.4.50)

l

【定理 2.78 (2次元定曲率空間上の調和テンソル [2004.9.4])】 　 M2を
断面曲率Kの 2次元コンパクト定曲率空間とする．このとき，

1. 反対称２階調和テンソルは，ϵijの定数倍のみである．

2. いたるところ正則な対称２階調和テンソルはK ď 0の時のみ存在
し，T 2(K “ 0)に対しては，ds2 “ dx2 ` dy2となる座標系で対応
する Tijは定数となる (k2 “ 0)．また，H2{Γ(K “ ´1)に対しては，
無限小モジュライ変形と対応する．

l

2.4.3.2 球面上の調和２階テンソル

【命題 2.79 (同次座標表示)】 　 n ě 2に対して，En`1内の単位球面Sn

をΩ ¨ Ω “ 1 と表す．このとき，Sn上の 2階テンソル場 TABに対する方
程式

△TAB “ ´k2TAB, (2.4.51a)

TAA “ 0 (2.4.51b)

DBT
BA “ DBT

AB “ 0 (2.4.51c)

について次の命題が成り立つ．

i) (2.4.51)は
k2 “ ℓpℓ ` n ´ 1q ´ 2 pℓ “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q (2.4.52)

に対してのみ正則な解をもち，それらは

TAB “ aj1¨¨¨jℓ;i1i2Ω
j1 ¨ ¨ ¨ΩjℓDAΩ

i1DBΩ
i2 (2.4.53)
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と表される．ここで，aj1¨¨¨jℓ;i1i2は次の条件を満たす定数の組である：

aj1¨¨¨jℓ;i1i2 “ apj1¨¨¨jℓq;i1i2 , (2.4.54a)

aj1¨¨¨jℓ´2j
j
;i1i2 “ 0, (2.4.54b)

apj1¨¨¨jℓ;jℓ`1q
i “ apj1¨¨¨jℓ;

i
jℓ`1q “ 0. (2.4.54c)

2) ℓ “ 1に対して，条件 (2.4.54)は aj1;j2j3 が完全反対称であることと
同等である．特に，TAB “ ´TBAとなる．

3) n “ 2に対して，自明でない調和２階テンソルは TAB9ϵAB(ℓ “ 1)

のみである．

4) 調和２階テンソルは条件 (2.4.51b)および (2.4.51c)を満たす Sn上
の２階テンソル場が作る L2空間において完全で，内積は

pTa, Tbq :“

ż

dnΩpT̄aqABpTbqAB “ Cpn, ℓqā ¨ b (2.4.55)

で与えられる．ここでCpn, ℓqは (2.4.9)のものと同じである．異な
る ℓの調和テンソル場は直交する．

5) ℓ “ 2に対して，対称調和テンソルの独立な自由度は

N2
ST pSnq “

1

12
pn2 ´ 4qpn ` 1qpn ` 3q (2.4.56)

交代調和テンソルの独立な自由度は

N2
AT pSnq “

1

8
npn ` 1qpn ` 3qpn ´ 2q. (2.4.57)

6) ℓ ě 2, n ě 2に対して，対称調和テンソルの独立な自由度は

npn ` 1q

2
p n`ℓ´1Cℓ ` n`ℓ´2Cℓ´1q ´ pn ` 1q p n`ℓCℓ`1 ` n`ℓ´3Cℓ´2q

“
pn ` 1qpn ´ 2qpn ` ℓqpn ` 2ℓ ´ 1q

2ℓpℓ ` 1q
n`ℓ´3Cℓ´2 (2.4.58)

l
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Proof.

1) T i1i2 “ TABD
AΩi1DBΩi2を考えれば，ベクトル場の場合と全く同様

にして固有値および同次座標表示が得られる．aj1¨¨¨jℓ;i1i2に対する条
件は次のようにして求められる．まず，

aj1¨¨¨jℓ :“ aj1¨¨¨jℓ;i
i,

aj1¨¨¨jℓ´1;i1 :“ aj1¨¨¨jℓ´1i;
i
i1 ,

aj1¨¨¨jℓ´2
:“ aj1¨¨¨jℓ´2i1i2;

i1i2

とおくと，(2.4.51b)は

apj1¨¨¨jℓ;i1i2q “ apj1¨¨¨jℓδi1i2q

と表される．この式の２つの添え字についてトレースを取ると，

pn ` 2ℓqaj1¨¨¨jℓ “ 2ℓapj1¨¨¨jℓ´1;jℓq,

aj1¨¨¨jℓ´2
“ 0

が得られる．また，(2.4.51c)は

a1
j1¨¨¨jℓ;i1i2

“ aj1¨¨¨jℓ;pi1i2q, a2
j1¨¨¨jℓ;i2i2

“ aj1¨¨¨jℓ;ri1i2s

とおくと，

pn ` ℓ ` 1qa1
pj1¨¨¨jℓ;i1i2

δii3q ` ℓa1
pj1¨¨¨jℓ´1;i1

δjℓi2δ
i
i3q

´pn ` ℓ ` 1qa1
pj1¨¨¨jℓ;i1

iδi2i3q ´ ℓa1
pj1¨¨¨jℓ´1;

iδjℓi1δi2i3q “ 0

ℓa2
pj1¨¨¨jℓ´1;i1

δijℓq ´ pn ` ℓ ´ 1qa2
pj1¨¨¨jℓ;i1q

i ´ ℓa2
j1¨¨¨jℓ´1;

iδjℓi1q “ 0

と表される．これらのうち，第１式は

p3n ` 4ℓ ` 2qa1
pj1¨¨¨jℓ

δi1i2δ
i
i3q ´ 2ℓa1

pj1¨¨¨jℓ´1;
iδjℓi1δi2i3q

´2pn ` ℓ ` 1qa1
pj1¨¨¨jℓ;i1

iδi2i3q “ 0

この式で２組の添え字についてトレースを取ると，

p3n`4ℓ`2qpn`2ℓ`1qa1
j1¨¨¨jℓ´1i

“ tpn ` ℓ ` 1qpn ` 2ℓ ` 3q ` p3n ` 5ℓ ` 3qpn ` 2ℓ ´ 1qu a1
j1¨¨¨jℓ´1;i

を得る．これと TAA “ 0に対応する条件より

a1
j1¨¨¨jℓ´1;i

“ a1
j1¨¨¨jℓ´1i

“ 0

となるので，結局，a1
˚に対する条件は，a

1
j1¨¨¨jℓ;i1q

i “ 0となる．同様
に，a2

˚に対する式のトレースよりa2
j1¨¨¨jℓ;i1q

i “ 0を得る．a˚ “ a1
˚ `a2

˚

なので，これらの条件は (2.4.54c)にまとめられる．
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2) ℓ “ 1のとき自明でない条件は (2.4.54c)のみである．これより，

aj1;j2j3 “ ´aj2;j1j3 “ aj3;j1j2 “ ´aj1;j3j2 .

3) a˚;i1i2を 1)で行ったように，対称部分 a1
˚;i1i2

と反対称部分 a2
˚;i1i2

に
分解する．まず，

a1
j1¨¨¨jℓ´1;i1i2

:“ 1
2
a1
j1¨¨¨jℓ´1jℓ;i1i3

ϵi2
jℓi3

とおくと，

0 “ pℓ ` 1qa1
pj1¨¨¨jℓ;i1q

i2 “ pℓ ` 1qa1
j1¨¨¨jℓ;i1

i2 ´ 2ℓa1
pj1¨¨¨jℓ´1;

i2i3ϵi3jℓi1

が成り立つ．一方，a1
j1¨¨¨jℓ;iii2

に対する条件 (2.4.54c)は，a1
j1¨¨¨jℓ´1;i1i2

に対する同様の条件と同等となる．したがって，帰納的に，a1
j1¨¨¨jℓ;i1i2

は ℓ “ 1に対応する a1
j;i1i2
の線形結合として表される．ところが，2)

よりこの量はゼロとなる．したがって，a1
˚;i1i2

“ 0．次に，

a2
j1¨¨¨jℓ;i1i2

“: bj1¨¨¨jℓ;i3ϵ
i3
i1i2

とおくと，

a2
j1¨¨¨jℓ;i1i2

ϵi2i3i4 “ bj1¨¨¨jℓ;
i3δi4i1 ´ bj1¨¨¨jℓ;

i4δi3i1

より，条件 (2.4.54c)は

bpj1¨¨¨jℓ;
i3δi4i1q

“ bpj1¨¨¨jℓ;
i4δi3i1q

となる．このトレースより

pℓ ` 2qbj1¨¨¨jℓ;
j4 “ ℓbpj1¨¨¨jℓ´1

δi4iℓq

を得る．したがって，ℓ ą 1のとき，このトレースより b˚ “ 0，し
たがって，a2

˚ “ 0を得る．

4) 調和ベクトルの場合と同様．

5),6) aj1¨¨¨jl:i1i2 を pi1, i2qについて対称な部分と反対称な部分に分解する
と，条件はいずれに対しても，

apj1¨¨¨:jlqi “ 0, akkj1¨¨¨jl´2:i1i2
“ 0 (2.4.59)

となる．以下，7 “ n`1, i1, j1, ¨ ¨ ¨ “ 1, ¨ ¨ ¨ , n, i, j, ¨ ¨ ¨ “ 1, ¨ ¨ ¨ , n`1

とする．
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i) apj1¨¨¨jl:jl`1q7 “ 0: この条件は

pl ` 1qap7¨¨¨7j1
1¨¨¨:j1

pq7 ” pa7¨¨¨7pj1
1¨¨¨:j1

pq7 ` pl ` 1 ´ pqa7¨¨¨7j1
1¨¨¨j1

p:77 (2.4.60)

より，次の条件と同等：

a7¨¨¨7:77 “ 0, (2.4.61a)

a7¨¨¨7j1
1¨¨¨j1

p:77 “ ´
p

l ` 1 ´ p
a7¨¨¨7pj1

1¨¨¨:j1
pq7 p1 ď p ď lq,(2.4.61b)

apj1
1¨¨¨j1

l:j
1
l`1q7 “ 0. (2.4.61c)

ii) apj1¨¨¨jl:jl`1qi1 “ 0: i)と同様にして，この条件は次の２つの条件と
同等：

a7¨¨¨7:7i1 “ 0, (2.4.62a)

a7¨¨¨7j1
1¨¨¨j1

p:7i
1 “ ´

p

l ` 1 ´ p
a7¨¨¨7pj1

1¨¨¨:j1
pqi1 p1 ď p ď lq,(2.4.62b)

apj1
1¨¨¨j1

l:j
1
l`1qi1 “ 0. (2.4.62c)

iii) i)と ii)より，条件 apj1¨¨¨jl:jl`1qi “ 0は，次のように書き換えられる：

a7¨¨¨7:77 “ 0, (2.4.63a)

a7¨¨¨7j1:77 “ 0, (2.4.63b)

a7¨¨¨7:7i1 “ 0, (2.4.63c)

a7pj1
1¨¨¨:j1

lj
1
l`1q “ 0, (2.4.63d)

apj1
1¨¨¨j1

l:j
1
l`1qi1 “ 0, (2.4.63e)

a7¨¨¨7j1
1¨¨¨:j1

p7 “ ¯
p ´ 1

l ` 2 ´ p
a7¨¨¨7pj1

1¨¨¨:j1
p´1qj1

p

p2 ď p ď l ` 1q, (2.4.63f)

a7¨¨¨7j1
1¨¨¨j1

p:77 “ ˘
ppp ´ 1q

pl ` 1 ´ pqpl ` 2 ´ pq
a7¨¨¨7pj1

1¨¨¨:j1
p´1j

1
pq

p2 ď p ď lq. (2.4.63g)

ただし，反対称テンソルに対しては，最後の条件は自明となる．

iv) akkj1¨¨¨jl´2:i
1
1i

1
2

“ 0: この条件は，次の条件の組に分解される：

a7¨¨¨7j1
1¨¨¨j1

p:i
1
1i

1
2

` a7¨¨¨7
k1

k1j1
1¨¨¨j1

p:i
1
1i

1
2

“ 0

p0 ď p ď l ´ 2q (2.4.64)
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よって，iii)の結果とあわせると，すべての成分は拘束条件

a7pj1
1¨¨¨:j1

lj
1
l`1q “ 0, (2.4.65a)

apj1
1¨¨¨j1

l:j
1
l`1qi1 “ 0 (2.4.65b)

を満たす成分 aj1
1¨¨¨j1

l:i
1
1i

1
2
と a7j1

1¨¨¨j1
l´1:i

1
1i

1
2
をもちいて次のように表され

る：

a7¨¨¨7j1
1¨¨¨j1

p:i
1
1i

1
2

“ p´1qr
l´p
2

sap7q
k1
1

k1
1¨¨¨j1

1¨¨¨j1
p:i

1
1i

1
2

p0 ď p ď l ´ 2q, (2.4.66a)

a7¨¨¨7:i17 “ 0, (2.4.66b)

a7¨¨¨7j1
1¨¨¨:j1

p7 “ ˘
p ´ 1

l ` 2 ´ p
p´1qr

l´p
2

sap7q
k1
1

k1
1¨¨¨pj1

1¨¨¨:j1
p´1qj1

p

p2 ď p ď l ` 1q, (2.4.66c)

a7¨¨¨7:77 “ 0, (2.4.66d)

a7¨¨¨7j1:77 “ 0, (2.4.66e)

a7¨¨¨7j1
1¨¨¨j1

p:77 “ ¯
ppp ´ 1q

pl ` 1 ´ pqpl ` 2 ´ pq
p´1qr

l´p
2

sap7q
k1
1

k1
1¨¨¨pj1

1¨¨¨:j1
p´1j

1
pq

p2 ď p ď lq. (2.4.66f)

v) akkj1¨¨¨jl´2:7i1
“ 0:この条件は，次の条件の組に分解される：

a7¨¨¨7j1
1¨¨¨j1

p:i
17 ` a7¨¨¨7

k1

k1j1
1¨¨¨j1

p:i
17 “ 0

p0 ď p ď l ´ 2q (2.4.67)

これに iv)の関係式を代入すると，

ppl ´ 1 ´ pqap7q
k1
1

k1
1¨¨¨pj1

1¨¨¨:j1
pqi1 ´ pp ` 2qpl ` 1 ´ pqap7q

k1
1

k1
1¨¨¨pk1k1j1

1¨¨¨:j1
pqi1 “ 0

p0 ď p ď l ´ 2q (2.4.68)

関係式

pp ` 2qap7q
k1
1

k1
1¨¨¨pk1k1j1

1¨¨¨:j1
pqi1 “ pap7q

k1
1

k1
1¨¨¨pj1

1¨¨¨:j1
pqi1 ` 2ap7q

k1
1

k1
1¨¨¨j1

1¨¨¨j1
p

k1

:k1i1

(2.4.69)

を用いると，これは次のように変形される：

pap7q
k1
1

k1
1¨¨¨pj1

1¨¨¨:j1
pqi1 `pl`1´pqap7q

k1
1

k1
1¨¨¨j1

1¨¨¨j1
p

k1

:k1i1 p0 ď p ď l´1q (2.4.70)
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これらは縮約と整合的なので，p “ l ´ 1, l ´ 2に対して成り立てば
十分．さらに，p “ l ´ 1に対する式は (2.4.65b)の縮約となってい
るので，独立な条件は，

pl ´ 2qa7
k1

k1pj1
1¨¨¨:j1

l´2qi1 ` 3a7j1
1¨¨¨j1

l´2

k1

:k1i1 “ 0. (2.4.71)

vi) akkj1¨¨¨jl´2:77 “ 0:この条件は，対称テンソルの時にのみ非自明で，次
の条件の組に分解される：

a7¨¨¨7j1
1¨¨¨j1

p:77 ` a7¨¨¨7
k1

k1j1
1¨¨¨j1

p:77 “ 0

p0 ď p ď l ´ 2q (2.4.72)

これに iv)の関係式を代入すると，

ppp ´ 1qpl ´ pqpl ´ 1 ´ pqap7q
k1
1

k1
1¨¨¨pj1

1¨¨¨:j1
p´1j

1
pq

´pp ` 1qpp ` 2qpl ` 1 ´ pqpl ` 2 ´ pqap7q
k1
1

k1
1¨¨¨pk1k1j1

1¨¨¨:j1
p´1j

1
pq

“ 0

p0 ď p ď l ´ 2q (2.4.73)

vii) aj1
1¨¨¨j1

l:i
1
1i

1
2
の自由度：以下，次の略記法を用いる：

Xm
i1 : a

k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m

k1
m

pj1
1¨¨¨j1

l´2m:j1
l´2m`1qi1 pm “ 0, ¨ ¨ ¨ , rl{2sq,

Xm : a
k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m

k1
m

pj1
1¨¨¨j1

l´2m:j1
l´2m`1j

1
l´2m`2q pm “ 0, ¨ ¨ ¨ , rl{2sq,

Y m
i1 : a

k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m´1

k1
m´1

k1
m

j1
1¨¨¨j1

l´2m`1:k
1
mi

1 pm “ 1, ¨ ¨ ¨ , rpl ` 1q{2sq,

Y m : a
k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m´1

k1
m´1

k1
m

pj1
1¨¨¨j1

l´2m`1:j
1
l´2m`2qk1

m
pm “ 1, ¨ ¨ ¨ , rpl ` 1q{2sq,

Zm : a
k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m´2

k1
m´2

k1
m´1

k1
m´1

j1
1¨¨¨j1

l´2m`2:
k1
m

k1
m
, pm “ 1, ¨ ¨ ¨ , rl{2s ` 1q

Wm : a
k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m´2

k1
m´2

k1
m´1k

1
m
j1
1¨¨¨j1

l´2m`2:k
1
m´1k

1
m

pm “ 2, ¨ ¨ ¨ , rl{2s ` 1q.
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これらの量の縮約は次のようになる：

pl ´ 2m ` 1qXm
i1 Ñ pl ´ 2m ´ 1qXm`1

i1 ` 2Y m
i1 ,

pl ´ 2mqY m`1 ` 2Zm`1,

Y m
i1 Ñ Y m`1

i1 ,

Wm`1,

pl ´ 2m ` 2qpl ´ 2m ` 1qXm Ñ pl ´ 2mqpl ´ 2m ´ 1qXm`1 ` 4pl ´ 2mqY m`1 ` 2Zm`1,

pl ´ 2m ` 2qY m Ñ pl ´ 2mqY m`1 ` 2Wm`1,

Zm Ñ Zm`1,

Wm Ñ Wm`1.

この記号法で，条件は

Ap0q : X0
i1 “ 0, (2.4.74a)

Bpmq : p4m ´ 3qpl ´ 2m ` 2qpl ´ 2m ` 1qXm ` 2mp2m ´ 1q t2pl ´ 2m ` 2qY m ` Zmu “ 0

pm “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ , rl{2sq. (2.4.74b)

– まず，条件Ap0qの元で，Bp2qが満たされれば任意のm “ 2, 3, ¨ ¨ ¨ , rl{2s

に対してBpmqが満たされることを示す．そこで，Bpm´1qが成
り立つとすると，上記の縮約関係式より，

pBpmqq1 : p4m ´ 7qpl ´ 2m ` 2qpl ´ 2m ` 1qXm ` 4p2m2 ´ m ´ 4qpl ´ 2m ` 2qY m

`p4m2 ´ 2m ´ 8qZm ` 8p2m ´ 3qpm ´ 1qWm (2.4.75)

を得る．一方，再び縮約公式を用いると，条件Ap0qより，レベ
ルmで

Apmq : pl ´ 2m ` 1qXm ` 2mY m “ 0, (2.4.76a)

A
pmq

1 : pl ´ 2m ` 2qY m ` Zm ` 2pm ´ 1qWm “ 0(2.4.76b)

の２式を得る．これらの間に関係式

mpBpmqq1´4p2m´3qA
pmq

1 ´2p2m´3qpl´2m`2qApmq “ pm´2qBpmq

(2.4.77)

が成り立つことが確かめられる．よって，Bpmqも成り立つ．以
上より，Bp2qのみを要請すればよい．

95 目次へ



目次へ

– 次に，条件Ap0qとBp2qが線形独立であることを示す．一般に，
Bp2qから生成される線形集合に属する元は一般に定数対称テ
ンソル βj

1
1¨¨¨j1

l を用いて

b “ bj
1
1¨¨¨j1

l:i
1
1i

1
2aj1

1¨¨¨j1
l:i

1
1i

1
2
; (2.4.78)

bj
1
1¨¨¨j1

l:i
1
1i

1
2 “ 5pl ´ 1qpl ´ 2qδpj1

1j
1
2βj

1
3¨¨¨j1

lqi
1
1i

1
2

`24pl ´ 2qδi
1
1pj1

1βj
1
2¨¨¨j1

lqi
1
2

`12βj
1
1¨¨¨j1

lδi
1
1i

1
2 (2.4.79)

と表される．ただし，右辺で i11, i
1
2について対称化を仮定する．

もし，この元が Ap0qから生成される線形集合に属するとする
と，bは pj1

1, ¨ ¨ ¨ , j1
l, i

1
1qについて対称でなければならない：

bj
1
1¨¨¨j1

l:i
1
1i

1
2 “ pl ´ 2qp5l ` 19qδpj1

1j
1
2βj

1
3¨¨¨j1

li
1
1qi12 ` 12βpj1

1¨¨¨j1
lδi

1
1qi12 .

(2.4.80)

この式で，pi11, i
1
2q, pj1

l, j
1
2qのそれぞれについてトレースをとり

対称化すると次の２つの式を得る：
␣

10l3 ` 5pn ´ 4ql2 ` p22 ´ 19nql ´ 92 ` 18n
(

β “ ´8pl ´ 2q ˚ p2l ´ 7qpδ b βp1qqs,(2.4.81)
␣

14l2 ` 6p2n ´ 9ql ` 28
(

β “ 14pl ´ 1qpl ´ 2qpδ b βp1qqs (2.4.82)

この２式は，l ě 3のとき線形独立となる：

∆ “ 140l43`p70n`1004ql33`p294n`4368ql23`p392n`5904ql3`168n`1728 ą 0

(2.4.83)

(l3 “ l´3)．よって，β “ 0. また，l “ 2の時も明らかにβ “ 0.

– 次に、条件 Ap0qの線形独立な方程式の数を求める．j2
1 , ¨, i

2 “

1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1とおくと，条件は

an¨¨¨n:nn “ 0,

pan¨¨¨nj2
1 ¨¨¨j2

l`1´p:nn
“ pl ´ p ` 1qan¨¨¨npj2

1 ¨¨¨:j2
l`1´pqn

pp “ 1, . . . , lq,

an¨¨¨n:ni2 “ 0,

pan¨¨¨nj2
1 ¨¨¨j2

l`1´p:ni
2 “ pl ´ p ` 1qan¨¨¨npj2

1 ¨¨¨:j2
l`1´pqi2

pp “ 1, . . . , lq,

anpj2
1 ¨¨¨:j2

l j
2
l`1q “ 0,

apj2
1 ¨¨¨:j2

l`1qi2 “ 0.
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と書き換えられる．これより，条件 Ap0qの線形独立な方程式
の数 xnは次の漸化式に従う：

xn “ xn´1 ` n n`l´1Cl ` n`l´1Cl`1, (2.4.84)

x1 “ 1 (2.4.85)

これより，
xn “ n n`lCl`1. (2.4.86)

– 次に、条件Bp2qの線形独立な方程式の数を求める．上と同様，
j2
1 , ¨, i

2 “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1とおくと，条件は

12annj2
1 ¨¨¨j2

l´2:nn
“ ¨ ¨ ¨ pl ě 2q, (2.4.87a)

36annnj2
1 ¨¨¨j2

l´3:nn
“ ¨ ¨ ¨ pl ě 3q, (2.4.87b)

pp ´ 1qp5p ´ 6qan¨¨¨nj2
1 ¨¨¨j2

l´p:nn
“ ¨ ¨ ¨ pl ě 4, p “ 4, ¨ ¨ ¨ , lq(2.4.87c)

と書き換えられる．ここで，各式において右辺は an¨¨¨nj2
1 ¨¨¨j2

l´q :nn

(q ă p), a¨¨¨:j1i2 の形の項の線形結合である．これらがすべて線
形独立なのは明らかなので，その数は

n`l´3Cl´2 (2.4.88)

– 以上より，aj1
1¨¨¨j1

l:i
1
1i

1
2
の自由度は

N0
l
n “

npn ` 1q

2
n`l´1Cl ´ n n`lCl`1 ´ n`l´3Cl´2. (2.4.89)

viii) a7j1
1¨¨¨j1

l´1:i
1
1i

1
2
の自由度：以下，次の略記法を用いる：

Xm
7i1 : a7

k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m

k1
m

pj1
1¨¨¨j1

l´2m´1:j
1
l´2mqi1 pm “ 0, ¨ ¨ ¨ , rpl ´ 1q{2sq,

Xm
7 : a7

k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m

k1
m

pj1
1¨¨¨j1

l´2m´1:j
1
l´2mj

1
l´2m`1q pm “ 0, ¨ ¨ ¨ , rpl ´ 1q{2sq,

Y m
7i1 : a7

k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m´1

k1
m´1

k1
m

j1
1¨¨¨j1

l´2m:k1
mi

1 pm “ 1, ¨ ¨ ¨ , rl{2sq,

Y m
7 : a7

k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m´1

k1
m´1

k1
m

pj1
1¨¨¨j1

l´2m:j1
l´2m`1qk1

m
pm “ 1, ¨ ¨ ¨ , rl{2sq,

Zm
7 : a7

k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m´2

k1
m´2

k1
m´1

k1
m´1

j1
1¨¨¨j1

l´2m`1:
k1
m

k1
m
, pm “ 1, ¨ ¨ ¨ , rpl ´ 1q{2s ` 1q

Wm
7 : a7

k1
1

k1
1

¨ ¨ ¨
k1
m´2

k1
m´2

k1
m´1k

1
m
j1
1¨¨¨j1

l´2m`1:k
1
m´1k

1
m

pm “ 2, ¨ ¨ ¨ , rpl ´ 1q{2s ` 1q.
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これらの量の縮約は次のようになる：

pl ´ 2mqXm
7i1 Ñ pl ´ 2m ´ 2qXm`1

7i1 ` 2Y m
7i1 ,

pl ´ 2m ´ 1qY m`1
7 ` 2Zm`1

7 ,

Y m
7i1 Ñ Y m`1

7i1 ,

Wm`1
7 ,

pl ´ 2mqpl ´ 2m ` 1qXm
7 Ñ pl ´ 2m ´ 2qpl ´ 2m ´ 1qXm`1

7 ` 4pl ´ 2m ´ 1qY m`1
7 ` 2Zm`1

7 ,

pl ´ 2m ` 1qY m
7 Ñ pl ´ 2m ´ 1qY m`1

7 ` 2Wm`1
7 ,

Zm
7 Ñ Zm`1

7 ,

Wm
7 Ñ Wm`1

7 .

この記号法で，条件は

B
p0q

7 : X0
7 “ 0, (2.4.90a)

A
p1q

7 : pl ´ 1qX1
7i1 ` 2Y 1

7i1 “ 0, (2.4.90b)

B
pmq

7 : p4m ´ 1qpl ´ 2m ` 1qpl ´ 2mqXm
7 ` 2mp2m ` 1q

␣

2pl ´ 2m ` 1qY m
7 ` Zm

7

(

“ 0

pm “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , rpl ` 1q{2sq. (2.4.90c)

– まず，条件A
p1q

7 の元で，B
p0q

7 が満たされれば任意のm “ 1, 3, ¨ ¨ ¨ , rl{2s

に対してB
pmq

7 が満たされることを示す．そこで，Bpm´1q

7 が成
り立つとすると，上記の縮約関係式より，

pB
pmq

7 q1 : p4m ´ 5qpl ´ 2mqpl ´ 2m ` 1qXm
7 ` 4p2m2 ` m ´ 4qpl ´ 2m ` 1qY m

7

`p4m2 ` 2m ´ 8qZm
7 ` 8p2m ´ 1qpm ´ 1qWm

7 (2.4.91)

を得る．一方，再び縮約公式を用いると，条件A
p1q

7 より，レベ
ルmで

A
pmq

7 : pl ´ 2mqXm
7 ` p2m ` 1qY m

7 “ 0, (2.4.92a)

A
pmq

71 : pl ´ 2m ` 1qY m
7 ` Zm

7 ` p2m ´ 1qWm
7 “ 0(2.4.92b)

の２式を得る．これらの間に関係式

p2m`1qpB
pmq

7 q1´8pm´1qA
pmq

71 ´8pm´1qpl´2m`1qA
pmq

7 “ p2m´3qB
pmq

7

(2.4.93)

が成り立つことが確かめられる．よって，Bpmq

7 も成り立つ．以

上より，条件B
pmq

7 は不要である.
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– 次に，条件A
p1q

7 と条件B
p2q

7 が線形独立であることを示す．まず，

条件B
p2q

7 の線形包に属する元は，定数テンソルγ “ pγpj1
1¨¨¨j1

l´2q:i1q

を用いて

c :“ cj
1
1¨¨¨:j1

lj
1
l`1a7j1

1¨¨¨:j1
lj

1
l`1

; (2.4.94)

cj
1
1¨¨¨:j1

lj
1
l`1 “ 2pl ´ 2qδpj1

1j
1
2γ¨¨¨j1

l´1qpj1
l:j

1
l`1q

`3
!

δj
1
lpj

1
1γ¨¨¨j1

l´1q:j1
l`1 ` δj

1
l`1pj1

1γ¨¨¨j1
l´1q:j1

l

)

(2.4.95)

と表される．この元がA
p1q

7 の線形包に属するとすると，

cj
1
1¨¨¨:j1

lj
1
l`1 “ cpj1

1¨¨¨:j1
lj

1
l`1q “ 2pl ` 1qδpj1

1j
1
2γj

1
3¨¨¨:j1

l`1q (2.4.96)

が成り立たなければならない．この式を順に，pj1
lj

1
l`1q, pj1

1, j
1
2q,

pj1
1, j

1
l`1qについて縮約し，添え字について対称化すると，次の

３式を得る：

pl ` 2n ´ 4qγs ` pl ´ 2qpl ´ 3qpδ b γp1qqs ´ pl ´ 2q2pδ b γ̃qs “ 0, (2.4.97a)

p3l ` n ´ 2qγs ` p2l ´ 1qpδ b γp1qqs ´ pl ´ 1qpl ´ 2qpδ b γ̃qs “ 0, (2.4.97b)
␣

l2 ` pn ´ 5ql ´ 4n ` 8
(

γs ` pl ´ 2q2pl ´ 3qpδ b γp1qqs ´ pl ´ 2q3pδ b γ̃qs “ 0.(2.4.97c)

ここで，

γs “ pγpj1
1¨¨¨j1

l´2:j
1
l´1qq, (2.4.98a)

pδ b γp1qqs “ pγk
1k1pj11¨¨¨j1

l´4:j
1
l´3qq, (2.4.98b)

pδ b γ̃qs “ pγj
11¨¨¨j1

l´3k
1:k1

q (2.4.98c)

上記の式をこれらの量に関する線形方程式と見なすと，係数行
列の行列式は

∆ “ pn ´ 1qlpl ´ 2q2pl2 ´ 6l ` 4q. (2.4.99)

これより，l “ 3, 4, ¨ ¨ ¨ に対して，γs “ 0．上記の方程式より
l “ 2に対しても同じ結論が成り立つ．よって，c “ 0.

– 次に，条件A
p1q

7 の線形独立な式の数を数える．まず，条件は

pp ` 3qa7nj2
1 ¨¨¨j2

l´p:ni
1 “ ¨ ¨ ¨ , pp “ 2, ¨ ¨ ¨ , lq (2.4.100)

と書き換えられる．これより独立な式の数は

n n`l´3Cl´2. (2.4.101)

99 目次へ



目次へ

– 条件B
p0q

7 の独立な式の数は明らかに，n`lCl`1. よって，a7j1
1¨¨¨j1

l´1:i
1
1i

1
2

の自由度は

N1
l
n “

npn ` 1q

2
n`l´2Cl´1 ´ n`1Cl`1 ´ n n`l´3Cl´2. (2.4.102)

ix) 以上より

N l
ST2pSnq “

npn ` 1q

2
p n`l´1Cl ` n`l´2Cl´1q´pn`1q p n`lCl´1 ` n`l´3Cl´2q .

(2.4.103)

Q.E.D.

2.4.4 Spin-weighted Spheroidal Harmonics

【定義 2.80 (Spin-weighted spheroidal harmonics)】 　 微分方程式

1

sin θ

d

dθ

ˆ

sin θ
dS

dθ

˙

`

"

paω cos θ ´ sq2 ´
pm ` s cos θq2

sin2 θ
´ s2 ` s ` sA

m
l

*

S “ 0.

(2.4.104)

の正則解 sS
m
l をスピンウエイト sの扁球調和関数とよぶ．ただし，

l ě maxp|m|, |s|q. (2.4.105)

特に，s “ 0のとき，これは通常の扁球波動関数 Sml pcosθ,´a2ω2qと一
致する．また,aω “ 0のとき，sY

m
l “ sS

m
l pθqemϕはスピンウエイト sの

球面調和関数となり，A “ pl ´ sqpl ` s ` 1q. [Goldberg JN et al (1967)

JMP8:2155] l

【命題 2.81 (スピンウエイトをもつ球面調和関数)】 　 球面上の関数に
対する微分作用

B` “ Bθ `
i

sin θ
Bϕ, (2.4.106a)

B´ “ Bθ ´
i

sin θ
Bϕ (2.4.106b)

を用いて，スピンウエイト sの量 ηに対する微分作用素 ðを

ðη “ ´ sins θB`psin´s θηq, (2.4.107a)

ð̄η “ ´ sin´s θB´psins θηq, (2.4.107b)
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により定義する．このとき，

s`1Y
m
l “

1
a

pl ` s ` 1qpl ´ sq
ð sY

m
l , p0 ď s ď lq (2.4.108a)

s´1Y
m
l “ ´

1
a

pl ` |s| ` 1qpl ´ |s|q
ð̄ sY

m
l , p´l ď s ď 0q.(2.4.108b)

l
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2.5 幾何学量

【公式 2.82】 　 a ą 0のとき，
ż `8

´8

dx
sin ax

x
“ π. (2.5.1)

これより，

lim
aÑ8

sin ax

x
“ δpxq. (2.5.2)

l

【公式 2.83 (球面の面積)】 　 n次元単位球面の面積Ωnは次式で与えら
れる．

Ωn “
2π

n`1
2

Γ
`

n`1
2

˘

l
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2.6 偏微分方程式

2.6.1 1階PDE系

2.6.1.1 Paffian系

【定理 2.84】 　Rn ˆ RmpQ pxµ, yiqqにおける１階偏微分方程式系

Bµupx, yq “ Uµpu, xqpı 0q (2.6.1)

が局所解を持つとき，uは適当な y の関数 apyqと pm ` 1q変数の関数
P px, aqを用いて

u “ P px, apyqq (2.6.2)

と表される． l
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3 公式集：一般相対論
Last update: 2023 年 3 月 29 日

3.1 微分形式

3.1.1 基本演算

【定義 3.1】 　 n次元多様体上の p-形式 ωをベクトル場上の p階反対称
形式

ωpXσp1q, ¨ ¨ ¨ , Xσppqq “ signpσqωpX1, ¨ ¨ ¨ , Xpq

として定義し，その全体の作る線形空間をApと表す．ベクトル場の基底
e1, ¨ ¨ ¨ , enに対して，ω P Apの成分を

ωi1¨¨¨ip “ ωpei1 , ¨ ¨ ¨ , eipq

とおく． l

【定義 3.2 (外積)】 　 p形式 αと q形式 βの外積 α ^ β P Ap`qを

pα^βqpX1, ¨ ¨ ¨ , Xp`qq “
ÿ

σ

signpσq

p!q!
αpXσp1q, ¨ ¨ ¨ , XσppqqβpXσpp`1q, ¨ ¨ ¨ , Xσpp`qqq

により定義する．たとえば，α, β P A1, γ P A2に対して，

pα ^ βqpX,Y q “ αpXqβpY q ´ αpY qβpXq,

pα ^ γqpX,Y, Zq “ αpXqγpY, Zq ` αpY qγpZ,Xq ` αpZqγpX,Y q.

このとき，次の性質が成り立つ：

i) pfα ` gβq ^ γ “ fα ^ γ ` gβ ^ γ

ii) α ^ β “ p´1qpqβ ^ α pα P Ap, β P Aqq

iii) pα ^ βq ^ γ “ α ^ pβ ^ γq

また，α1, ¨ ¨ ¨ , αpを１形式の系とするとき，

pα1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ αpqpX1, ¨ ¨ ¨ , Xpq “ detpαipXjqq.
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さらに，e1, ¨ ¨ ¨ , enをベクトル場の基底，θ1, ¨ ¨ ¨ , θnをその双対基底（A1

の基底で θipejq “ δij)とするとき，ω P Apに対して，

ω “
1

p!
ωi1¨¨¨ipθ

i1 ^ ¨ ¨ ¨ θip .

l

【定義 3.3 (外微分)】 　 線形作用素 d : Ap Ñ Ap`1を次の性質により
定義する：

i) 関数 ϕに対して，dϕ “ Bµϕdx
µ.

ii) dpα ^ βq “ dα ^ β ` p´1qpα ^ dβ pα P Apq.

iii) d2 “ 0.

dはこの性質により一意的に定まる．特に，

ω “
1

p!
ωµ1¨¨¨µpdx

µ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxµp

に対して

dω “
1

p!
Bνωµ1¨¨¨µpdx

ν ^ dxµ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxµp .

すなわち，

pdωqµ1¨¨¨µp`1 “

p`1
ÿ

i“1

p´1qi`1Bµiωµ1¨¨¨µi´1µi`1¨¨¨µp`1 .

たとえば，

pdαqµν “ Bµαν ´ Bναµ,

pdβqµνλ “ Bµβνλ ` Bνβλµ ` Bλβµν .

l

【定義 3.4 (内積作用素)】 　 ベクトル場Xに対して，線形作用素 IX :

Ap Ñ Ap´1を次の性質により定義する：

i) 関数 f に対して，IXf “ 0.

ii) 1形式 α P A1に対して，IXα “ αpXq.
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iii) IXpα ^ βq “ IXα ^ β ` p´1qpα ^ IXβ pα P Apq.

iv) I2X “ 0.

IX はこれらの条件により一意的に定まる．ω P Apに対する IX の具体的
な作用は，

pIXωqpY1, ¨ ¨ ¨ , Yp´1q “ ωpX,Y1, ¨ ¨ ¨ , Yp´1q.

成分表示では
pIXωqi1¨¨¨ip´1 “ Xjωji1¨¨¨ip´1 .

l

【公式 3.5 (Lie微分と内積作用素)】 　 X,Y を任意のベクトル場，ĹX

をXにそう Lie微分とするとき，

ĹX “ dIX ` IXd,

dĹX “ ĹXd,

rĹX , IY s “ IrX,Y s

l

3.1.2 Hodge双対

3.1.2.1 定義

【定義 3.6 (微分形式の内積)】 　 n次元Riemann多様体において，Ap

における内積を

xω, χy “
1

p!
ωµ1¨¨¨µpχ

µ1¨¨¨µp

により定義する．特に，１形式の系 α1, ¨ ¨ ¨ , αp, β1, ¨ ¨ ¨ , βpに対して，

xα1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ αp, β1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ βpy “ detxαi, βjy.

l

【定義 3.7】 　 n次元Riemann多様体上の微分形式に対して，線形写像
˚ : Ap Ñ An´pを

˚ω ^ χ “ xω, χyΩ, @χ P Ap
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により定義する．ここで，Ωは Riemann計量に対応する体積形式 P An

である．Riemann計量と多様体の向きが与えられると，˚はこの条件によ
り一意的に定まる．成分表示では

p ˚ωqi1¨¨¨in´p “
1

p!
ϵi1¨¨¨in´pj1¨¨¨jpω

j1¨¨¨jp . (3.1.1)

また，

˚pdxµ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxµpq “
1

pn ´ pq!
dxν1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxνn´pϵν1¨¨¨νn´p

µ1¨¨¨µp .

l

【例 3.8】 　

1. 3次元Riemann多様体の正規直交基底を e1, e2, e3，その双対基底を
θ1, θ2, θ3とするとき，re1, e2, e3sを正の向き，すなわちΩ “ θ1^θ2^θ3

とするとき，

˚1 “ Ω,

˚θ1 “ θ2 ^ θ3, ˚θ2 “ θ3 ^ θ1, ˚θ3 “ θ1 ^ θ2,

˚pθ1 ^ θ2q “ θ3, ˚pθ2 ^ θ3q “ θ1, ˚pθ3 ^ θ1q “ θ2,

˚Ω “ 1.

2. 4次元Riemann多様体の正規直交基底を e0, e1, e2, e3，その双対基底
を θ0, θ1, θ2, θ3とするとき，Ω “ θ0 ^ θ1 ^ θ2 ^ θ3に対して，

˚1 “ Ω,

˚θ0 “ ´θ1 ^ θ2 ^ θ3, ˚θI “
1

2
ϵIJKθ

0 ^ θJ ^ θK ,

˚pθ0 ^ θIq “
1

2
ϵIJKθ

J ^ θK , ˚pθI ^ θJq “ ϵIJKθ
0 ^ θK ,

˚pθ0 ^ θI ^ θJq “ ´ϵIJKθ
K , ˚pθ1 ^ θ2 ^ θ3q “ θ0,

˚Ω “ 1.

ただし，I, J,Kは 1, 2, 3を動くものとする．
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3. 4次元 Lorentz多様体の正規直交基底を e0, e1, e2, e3，その双対基底
を θ0, θ1, θ2, θ3とするとき，Ω “ θ0 ^ θ1 ^ θ2 ^ θ3に対して，

˚1 “ Ω,

˚θ0 “ θ1 ^ θ2 ^ θ3, ˚θI “
1

2
ϵIJKθ

0 ^ θJ ^ θK ,

˚pθ0 ^ θIq “ ´
1

2
ϵIJKθ

J ^ θK , ˚pθI ^ θJq “ ϵIJKθ
0 ^ θK ,

˚pθ0 ^ θI ^ θJq “ ϵIJKθ
K , ˚pθ1 ^ θ2 ^ θ3q “ θ0,

˚Ω “ ´1.

ただし，I, J,Kは 1, 2, 3を動くものとする．

l

3.1.2.2 代数的性質

【公式 3.9 (基本的性質)】 　

1) X,Y をベクトル場，ω P Ap，p˘qを detpgqの符号として，

˚1 “ Ω, ˚Ω “ p˘q1,

˚ ˚ω “ p˘qp´1qppn´pqω “ p˘qp´1qppn`1qω,

˚ω ^ χ “ ˚χ ^ ω, ˚ω ^ ˚χ “ p˘qω ^ χ,

x˚ω, ˚χy “ p˘qxω, χy

（注） nが奇数の時には，常に ˚ ˚ ω “ p˘qω．また，nが偶数の
時には ˚ ˚ ω “ p˘qp´1qpω．

2)

˚IX ˚ω “ p˘qp´1qpnX˚ ^ ω,

IX ˚ω “ p´1qp`n`1 ˚pX˚ ^ ωq,

˚IXω “ p´1qn`pX˚ ^ ˚ω,

IXω “ p˘qp´1qpn`1 ˚pX˚ ^ ˚ωq,

p ˚IX ˚IY ` p´1qnIY ˚IX q̊ω “ p˘qp´1qpp`1qngpX,Y qω.
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一般に，q形式 αと p形式 β (q ď p)に対して，

Iαβ :“
1

pp ´ qq!
αν1¨¨¨νqβν1¨¨¨νqµ1¨¨¨µp´qdx

µ1 ^ ¨ ¨ ¨ dxµp´q (3.1.2)

と定義するとき，q形式 αと p形式 ωに対して

Iα ˚ω “ p´1qqpn´p`1q ˚pα ^ ωq, (3.1.3a)

Iαω “ ˘p´1qppn`1q`qpp`1q ˚pα ^ ˚ωq, (3.1.3b)

˚pIα ˚ωq “ ˘p´1qppn´q`1qα ^ ω, (3.1.3c)

˚pIαωq “ p´1qqpp`nqα ^ ˚ω. (3.1.3d)

3) αが p形式，βが q形式のとき，

IαIβ “ Iβ^α, (3.1.4)

pα ¨ Ωq ¨ pβ ¨ Ωq “ ˘p´1qpn´pqpp´qqβ ¨ α pp ą qq. (3.1.5)

4) 一般に αが p形式，βが q形式，k ď p, qのとき，

rα, βsk :“
1

pp ´ kq!pq ´ kq!k!
αl1¨¨¨lki1¨¨¨ip´k

βl1¨¨¨lk
j1¨¨¨jq´k

θi1¨¨¨ip´kj1¨¨¨j
qk

“
1

k!
αl1¨¨¨lk ^ βl1¨¨¨lk , (3.1.6)

すなわち

rα, βsi1¨¨¨ip`q´2k
“

pp ` q ´ 2kq!

pp ´ kq!pq ´ kq!k!
αl1¨¨¨lki1¨¨¨ip´k

βl1¨¨¨lk
ip´k`1¨¨¨p`q´2k

(3.1.7)

と定義すると，

rαp, βqs0 “ αp ^ βq, (3.1.8a)

rαp, βqsq “ α ¨ β pq ď pq, (3.1.8b)

rV˚ ^ αp, ωqsk “ rαp, IV ωqsk´1 ` p´1qkV˚ ^ rαp, ωqsk, (3.1.8c)

rωq, V˚ ^ αpsk “ rIV ωq, αpsk´1 ` p´1qqV˚ ^ rωq, αpsk, (3.1.8d)

IV rαp, βqsk “ p´1qkrIV αp, βqsk ` p´1qprαp, IV βqsk, (3.1.8e)

˚r ˚αp, βqsk “ ˘p´1qpn`1qpp`qq`kpn´qqrαp, βqsq´k, (3.1.8f)

˚rαp, βqsk “ p´1qpn`1qq`kpn´qqr ˚αp, βqsq´k, (3.1.8g)

r ˚αp, βqsq´k “ p´1qpq`kn`pn`1´kqpp`qqrαp, ˚βqsp´k, (3.1.8h)

rαp, βqsk ¨ γr “ p´1qppq´kqαp ¨ rβq, γrsq´k pr “ p ` q ´ 2kq.(3.1.8i)
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l

【公式 3.10 (1` pn´ 1q分解)】 　 Vを n次元ベクトル空間，V˚をその
双対空間とする．いま，KをVの（光的でない）ベクトルとすると，V
とV˚はそれぞれKおよびK˚に平行な１次元部分空間とそれに直交する
部分空間に直和分解される：

V “ R ‘ V1, V˚ “ R˚ ‘ V˚
1 .

いま，Vの計量に関する双対を ，̊V1に関するその上の形式の双対を ˚1

とおくと，IKα “ 0となるV上の p形式をV1上の p形式と同一視すると
き，次の公式が成り立つ：

IK ˚α “ p´1qp`n`1 ˚pK˚ ^ αq “ ∆ ˚1α. (3.1.9)

ここで，e0と θ0をそれぞれ互いに双対なR，R˚の単位基底とするとき，

∆ “ θ0pKq. (3.1.10)

l

【公式 3.11 (直積空間)】 　 M “ Xn ˆ Ymで αp, βqをそれぞれ n次元
空間Xn上の p形式，m次元空間 Ym上の q形式とするとき，

˚pαp ^ βqq “ p´1qppm´qq ˚Xαp ^ ˚Y βq. (3.1.11)

l

3.1.2.3 微分演算子との関係

【公式 3.12】 　 ω P Ap，˘を detpgqの符号として，

i) ∇ ¨ ωを

∇ ¨ ω :“
1

pp ´ 1q!
∇νωνµ1¨¨¨µp´1dx

µ1 ^ ¨ ¨ ¨ dxµp´1

とおくとき，

˚d ˚ω “ ¯p´1qpn∇ ¨ ω,

d ˚ω “ p´1qn´p ˚p∇ ¨ ωq.
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ii) δ : Ap Ñ Ap´1を
δω “ ˘p´1qpn ˚d ˚ω

により定義するとき，
δω “ ´∇ ¨ ω.

また，M がコンパクト閉多様体，χ P Ap`1の時，
ż

M

xdω, χyΩ “

ż

M

xω, δχyΩ.

iii)

ppdδ ` δdqωqµ1¨¨¨µp
“ ´∇ν∇νωµ1¨¨¨µp ` pRαrµ1ω

α
µ2¨¨¨µps

´
ppp ´ 1q

2
Rαβrµ1µ2ω

αβ
µ3¨¨¨µps.

l

3.2 接続形式と曲率テンソル

3.2.1 基本定義

eaおよび θaをそれぞれ，ベクトル場の基底およびその双対基底とする：

θapebq “ δab .

一般の線形接続∇に対して，接続係数 ωabを

∇Xea “ ebω
b
apXq

により定義する．このとき，

∇Xθ
a “ ´ωabpXqθb.

特に，V “ V aea,W “ Waθ
aに対し，

p∇XV qa “ BXV
a ` ωabpXqV b, (3.2.1a)

p∇XW qa “ BXWa ´ Wbω
b
apXq. (3.2.1b)
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さらに，gabを
gab “ gpea, ebq

により定義すると，

dgab “ gbcω
c
a ` gacω

c
b ” ωab ` ωba.

接続形式を用いると，トーション形式は

Θa :“ Dθa “ dθa ` ωab ^ θb

曲率形式は，
Ra

b :“ dωab ` ωac ^ ωcb

と表される．また，Bianchi恒等式は

DΘa “ Ra
b ^ θb,

DRa
b “ 0

と表される．
特に，gabが定数行列となるとき，

dθa “
1

2
Ca

bcθ
b ^ θc (3.2.2)

とおくと，Riemann接続 (Θa “ 0)に対する接続係数 ωabpθqは，

ωabpθq “
1

2
p´Cc

a
b ` Ca

bc ´ Cb
a
cq θ

c (3.2.3)

ô 2ωcabpθq “ ´pdθcqab ` pdθaqbc ´ pdθbqac. (3.2.4)

で与えられる．具体的に θaµと eµa で表すと，

ωµabpθq “ ´pdθraq|µν|e
ν
bs ´ θcµBλθcνe

λ
rae

ν
bs. (3.2.5)

また，捩れが存在する一般の場合には，

Θa “
1

2
Tµν

adxµ ^ dxν (3.2.6)

とおくと，接続係数は

ωµab “ ωµabpθq ` Kµab, (3.2.7)

Kµab “
1

2
pTabµ ´ Tµab ` Tµbaq (3.2.8)

と表される．
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3.2.2 スピノールの接続

【公式 3.13 (スピノールの接続)】 　 一般に，Gを構造群として持つ主
ファイバー束P の gに値を取る接続形式が局所座標系で ωα，対応する曲
率形式がRαと表されとすると，線形表現 ρ : G Ñ GLpV qにより定まる
P の随伴ベクトル束E “ P ˆρ V における接続形式および曲率形式は

ρ˚pωαq, ρ˚pRαq

と表される．すなわち，ベクトルバンドルの断面場 ϕに対し，

∇Xϕ “ BXϕ ` ρ˚pωpXqqϕ, (3.2.9a)

pr∇X ,∇Y s ´ ∇rX,Y sqϕ “ ρ˚pRpX,Y qqϕ (3.2.9b)

特に，Lorentz群（ないし回転群）のベクトル表現 ρvとスピノール表
現 ρsに対して，

δΛ “ pδΛabq ÞÑ ρvpδΛq “ pδΛabq, ρspδΛq “
1

4
δΛabΓ

ab

となるので，Riemann接続に対して，

ρvpωq “ ωab, ρvpRq “ Ra
b

ñ ρspωq “
1

4
ωabΓ

ab, ρspRq “
1

4
RabΓ

ab

が成り立つ．すなわち，Dirac spinor ψに対し，

∇Xψ “ BXψ `
1

4
ωabpXqΓabψ, (3.2.10a)

pr∇X ,∇Y s ´ ∇rX,Y sqψ “
1

4
RabpX,Y qΓabψ. (3.2.10b)

l

3.2.3 一般公式

3.2.3.1 曲率テンソルと捩れテンソル

【定義 3.14 ( Torsionと曲率)】 　 トーションテンソル Tνλ
µを

∇XY ´ ∇YX ´ rX,Y s “ T pX,Y q ô Tνλ
µ “ 2Γµ

rνλs
(3.2.11)
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により定義する。また、曲率テンソルRµ
νλσを

pr∇X ,∇Y s ´ ∇rX,Y sqZ “ RpX,Y qZ ô Rλσ
µ
ν “ 2BrλΓ

µ
σsν ` 2Γµ

rλ|ρ|
Γρσsν

(3.2.12)

により定義する。 l

【公式 3.15 (接続形式，トーション形式，曲率形式との関係)】 　

• 接続係数 一般フレーム場を eµa、双対フレーム場を θaµとする：

θapebq “ δab , ea ¨ eb “ gabpxq, θa ¨ θb “ gabpxq (3.2.13)

これに対する接続形式 ωab “ dxµωµ
a
bを

∇µea “ ebωµ
b
a, ∇µθ

a “ ´ωµ
a
bθ
b. (3.2.14)

により定義する。このとき、テンソルの共変微分は

∇XpV aeaq “ XµpDµV
aqea : DµV

a “ BµV
a ` ωµ

a
bV

b,(3.2.15a)

∇XpWaθ
aq “ XµpDµWaqθ

a : DµWa “ BµWa ´ Wbωµ
b
a(3.2.15b)

と表される。また、トーションテンソル、曲率テンソルに対応する
トーション形式T a、曲率形式Ra

bが

T a ”
1

2
Tbc

aθb ^ θc “ Dθa ” dθa ` ωab ^ θb, (3.2.16a)

Ra
b ”

1

2
Rcd

a
bθ
c ^ θd “ dωab ` ωac ^ ωcb (3.2.16b)

と表される。これより、次のBianchi恒等式が得られる：

DT a “ Ra
b ^ θb (3.2.17a)

ô DrλTµνs
a ” BrλTµνs

a ` Trµν
bωλs

a
b “ θbrλRµνs

a
b,

DRa
b ” dRa

b ` ωac ^ Ra
b ´ Ra

c ^ ωcb “ 0. (3.2.17b)

• 計量接続ContorsionKνλ
µを

Γµνλ “ t
µ
ν λu ` Kν

µ
λ ô ωµ

a
b “ ωµ

a
bpeq ` Kµ

a
b (3.2.18)

により定義する。このとき、接続が計量を保つことを要求すると

∇µgνλ “ 0 ô Kµpλνq “ 0. (3.2.19)
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が成り立ち、これより、torsionと contorsionは一対一に対応

Kµνλ “
1

2
pTνλµ ´ Tµνλ ` Tµλνq (3.2.20a)

Tµν
a “ 2Krµ

a
νs. (3.2.20b)

• 正規直交フレームバンドルの接続 正規直交フレーム場を eµa、双対
フレーム場を θaµとするとき、計量接続の接続係数は

ωab ` ωba “ ´dgab “ 0 (3.2.21)

を満たす。また、スピノールの共変微分が

Dµψ “ Bµψ `
1

4
ωµabγ

abψ (3.2.22)

により定義される。このとき、

Dµγ
a “ 0, Dµγν “ Γλµνγλ (3.2.23)

が成り立つ。

• Levi-Civita接続 ωabpeq “ ωµ
a
bpeqdx

µは、条件

ωabpeq ` ωbapeq “ ´dgab “ 0, (3.2.24a)

dθa ` ωabpeq ^ θb “ 0 (3.2.24b)

により一意的に定まる。

l

【公式 3.16 (曲率テンソルの成分表示)】 　 線型接続

∇µV
ν “ BµV

ν ` ΓνµαV
α,

Γµ ” Γααµ, Γ̃µ ” Γαµα

に対して，

Riemann曲率 : Rα
βµν “ BµΓ

α
νβ ´ BνΓ

α
µβ ` ΓαµγΓ

γ
νβ ´ ΓανγΓ

γ
µβ,

Ricci曲率 : Rµν “ Rα
µαν

“ BαΓ
α
νµ ´ BνΓµ ` ΓγΓ

γ
νµ ´ ΓανγΓ

γ
αµ,

スカラー曲率 : Rs “ gµνRµν .
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特に，Γが計量接続の時，

Rs “
1

?
´g

Bµ
“?

´gpgµαΓα ´ gαβΓµαβq
‰

`gµν
”

ΓαβµΓ
β
αν ` 2ΓαrβµsΓ

β
να ´ ΓαµνΓ̃α ` ΓµpΓ̃ν ´ Γνq

ı

.

l

【公式 3.17 (Bianchi恒等式)】 　 Riemann接続に対して，Bianchi恒
等式

∇rαRβγsµν “ 0

より

∇αR
α
µνλ “ 2∇rνRλsµ,

∇νR
ν
µ “

1

2
∇µR.

l

3.2.3.2 微分交換子

【公式 3.18 (共変微分と Laplacianの交換子)】 　

r∇µ,△sf “ ´Rν
µ∇νf,

r∇µ,△sVν “ 2Rµ
α
ν
β∇αVβ ´ Rα

µ∇αVν ` p∇αRµν ´ ∇νR
α
µqVα,

r∇µ,△sTνλ “ 2Rµ
α
ν
β∇αTβλ ` 2Rµ

α
λ
β∇αTνβ ´ Rα

µ∇αTνλ

`p∇αRλµ ´ ∇λR
α
µqTνα ` p∇αRνµ ´ ∇νR

α
µqTαλ.

これより，

r∇α,△sV α “ Rαβ∇αVβ `
1

2
∇αRV

α,

r∇α,△sTµα “ 2Rµ
βγα∇αTβγ ` Rαβ∇αTµβ `

1

2
∇αRTµα ` p∇αRβ

µ ´ ∇µR
αβqTαβ.

l
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3.2.3.3 双対公式

【定義 3.19】 　 4次元（擬）Riemann多様体の曲率テンソルRabcdの 2

種類の双対を

p ˚Rqabcd “
1

2
ϵcdpqRab

pq, (3.2.25a)

p‹Rqabcd “
1

2
ϵabpqR

pq
cd (3.2.25b)

により定義する．このとき，

p ˚Rqabcd “ p‹Rqcdab (3.2.26)

となる． l

【公式 3.20】 　 4次元（擬）Riemann多様体の曲率テンソルの双対に
対して次の式が成り立つ．

p ˚‹Rqabcd “ ´Rab
cd ` 4δ

ra
rcR

bs
ds

´ Rδ
ra
rc δ

bs
ds
, (3.2.27a)

p‹Rqabcd “ p ˚Rqabcd ` 2ϵabrc
pRdsp ´

1

2
Rϵabcd, (3.2.27b)

p ˚RqabcpR
abdq “

1

4
δqpp ˚RqabcdR

abcd. (3.2.27c)

l

3.2.4 Weyl tensor

【定義 3.21】 　次元 nのRiemann多様体に対して，

Rab
cd “ Cab

cd `
4

n ´ 2
δ

ra
rcR

bs
ds

´
2R

pn ´ 1qpn ´ 2q
δ

ra
rc δ

bs
ds
, (3.2.28)

Rab “ C ab `
2

n ´ 2
Sra ^ θbs `

1

npn ´ 1q
Rθa ^ θb; (3.2.29)

Sa “ Sab θ
b; Sab :“ Ra

b ´
1

n
Rδab . (3.2.30)

l
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【定義 3.22】 　一般に，n次元（擬）Riemann多様体上の正規直交基底
θaに関して p個の反対称な内部添え字をもつ量Xa1¨¨¨apに対して，

p‹Xqa1¨¨¨an´p “
1

p!
ϵa1¨¨¨an´p

b1¨¨¨bpX
b1¨¨¨bp (3.2.31)

と定義する．さらに，

S ab :“ Sra ^ θbs; Sa “ Ra
bθ
b ´

1

n
Rθa, (3.2.32a)

Σab :“ θa ^ θb (3.2.32b)

とおく． l

【公式 3.23 (4次元の場合)】 　 曲率形式の分解

Rab “ Cab ` Sab `
R

12
Σab (3.2.33)

に対して，

‹Cab “ ˚Cab, ‹Sab “ ´ ˚Sab, ‹Σab “ ˚Σab. (3.2.34)

l

【公式 3.24】 　 a “ p0, Iqのとき，

C0I
0J “ R0I

0J ´
1

n ´ 2
pRI

J ` δIJR
0
0q `

R

pn ´ 1qpn ´ 2q
δIJ ,(3.2.35)

C0I
JK “ R0I

JK ´
1

n ´ 2
pδIKR

0
J ´ δIJR

0
Kq. (3.2.36)

l

【公式 3.25 (２次式)】 　 A,B P A2pRnq b A2pRnq，S, T P EndpRnqに
対して，

pA˝Bqabcd “ AabpqB
pq
cd,

pS ^ T qabcd “ SacTbd ´ SadTbc

とおくと，
pδ ^ δq˝pδ ^ δq “ 2δ ^ δ. (3.2.37)
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また，R “ pRabcdq, C “ pCabcdq, r “ pRabq，sをスカラ曲率として，

R˝R “ C˝C ´
4s

pn ´ 1qpn ´ 2q
C `

2

n ´ 2
tC˝pδ ^ rq ` pδ ^ rq˝Cu

`
2

pn ´ 2q2

`

δ ^ r2 ` r2 ^ δ ` 2r ^ r
˘

´
4s

pn ´ 1qpn ´ 2q2
pδ ^ r ` r ^ δq

`
2s2

pn ´ 1q2pn ´ 2q2
δ ^ δ. (3.2.38)

これより，

Ra
pqrR

bpqr “ Ca
pqrC

bpqr `
4

n ´ 2
CapbqRpq

`
2

pn ´ 2q2

␣

pn ´ 4qRa
pR

p
b ` gabR

p
qR

q
p

(

`
4R

pn ´ 1qpn ´ 2q2
Rab ´

2R2

pn ´ 1qpn ´ 2q2
gab,(3.2.39)

RpqrsR
pqrs “ CpqrsC

pqrs `
4

n ´ 2
Rp
qR

q
p ´

2R2

pn ´ 1qpn ´ 2q
.(3.2.40)

l

3.2.4.1 Weyl変換

【公式 3.26 (接続形式の変換)】 　 Weyl変換

gµν Ñ ĝµν “ e2Φgµν (3.2.41)

に対して，正規直交フレーム場は

θ̂a “ eΦθa (3.2.42)

と変換するので，対応する接続形式の間には

ω̂ab ´ ωab “ ∇bΦ θa ´ ∇aΦ θb

“ ∇̂bΦ θ̂a ´ ∇̂aΦ θ̂b (3.2.43)

の関係がある． l
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【公式 3.27 (曲率テンソルの変換)】 　 Weyl変換

gµν Ñ ĝµν “ e2Φgµν (3.2.44)

に対して，Christofellシンボルおよび曲率テンソルは次のように変換する:

Γ̂µνλ “ Γµνλ ` ∇νΦδ
µ
λ ` ∇λΦδ

µ
ν ´ ∇µΦgνλ, (3.2.45)

R̂µ
νλσ “ Rµ

νλσ ` 2δµ
rσ∇λs∇νΦ ´ 2gνrσ∇λs∇µΦ

´2∇νΦ∇rλΦδ
µ
σs

` 2∇µΦ∇rλΦgσsν ´ 2p∇Φq2δµ
rλgσsν , (3.2.46)

R̂µν “ Rµν ´ gµν∇2Φ ´ pn ´ 2q∇µ∇νΦ

`pn ´ 2q∇µΦ∇νΦ ´ pn ´ 2qp∇Φq2gµν , (3.2.47)

e2ΦR̂ “ R ´ 2pn ´ 1q∇2Φ ´ pn ´ 1qpn ´ 2qp∇Φq2. (3.2.48)

l

3.2.4.2 Chiral分解

【定義 3.28 (カイラル成分)】 　 一般に，4次元時空上の 2形式が作る
複素線形空間A 2は，Hodge双対に関して 2つの固有空間に直和分解さ
れる：

A 2 “ A 2
` ` A 2

´ : (3.2.49)

˚F “ ˘iF, F P A 2
˘. (3.2.50)

自己双対 2形式の空間A 2
`の複素基底として，

U ¨ U “ V ¨ V “ U ¨ W “ V ¨ W “ 0, U ¨ V “ 2, W ¨ W “ ´4. (3.2.51)

を満たすもの tU, V,W uが存在する．このとき，tŪ , V̄ , W̄ uが反自己双対
2形式空間A 2

´の基底を与える．
同様に，Weylテンソル Cabcdに対して，次の様なカイラル分解を定義

できる．

C˘
abcd “

1

2
pCabcd ¯ i ˚Cabcdq ; ˚Cabcd “

1

2
ϵcdpqCab

pq, (3.2.52a)

˚C˘
abcd “ ˘iC˘

abcd, (3.2.52b)

˘Cabcd “
1

2
pCabcd ¯ i ‹ Cabcdq ; ‹Cabcd “

1

2
ϵabpqC

pq
cd,(3.2.52c)

‹˘Cabcd “ ˘i ˘Cabcd. (3.2.52d)
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ただし，Weylテンソルに対しては

‹Cabcd “ ˚Cabcd (3.2.53)

が成り立つ． l

【公式 3.29 (自己双対２形式の Lorentz変換)】 　 ２形式 Fabに対し
て，その（反）自己双対成分は

F p˘q ”
1

2
pF ¯ i ˚F q : F

p˘q

ab “
1

2

ˆ

Fab ¯
i

2
ϵabcdF

cd

˙

,(3.2.54a)

F
p˘q

IJ “ ˘iϵIJKF
p˘q

0K (3.2.54b)

で与えられる．対応する３次元ベクトルF
p˘q

0I は，Lorentz変換Λ “ pΛabq

に対して，

F
p˘q

0I
1 “ Λp˘q

I
JF

p˘q

0J , (3.2.55a)

Λp˘q
I
J ” Λ0

0ΛI
J ´ ΛI

0Λ0
J ˘ iϵIKLΛ

K
0Λ

L
J (3.2.55b)

と変換する．Λp˘q “ pΛp˘q
I
Jq P SOp3,Cqである． l

【証明】

【定義 3.30 (自己双対基底)】 　 正規直交基底 eaより null基底 pk, l,mq

と体積形式（向きを規定）を

l ¨ l “ k ¨ k “ m ¨ m “ 0, l ¨ k “ ´1, m ¨ m̄ “ 1, (3.2.56)

Ω “ ik˚ ^ l˚ ^ m˚ ^ m̄˚ (3.2.57)

により定義する．このとき，x ^ y :“ x b y ´ y b xに対して，

˚pk ^ lq “ ´im ^ m̄, ˚pm ^ m̄q “ ´ik ^ l, (3.2.58a)

˚pk ^ mq “ ik ^ m, ˚pl ^ m̄q “ il ^ m (3.2.58b)

より，

V :“ k ^ m, U :“ ´l ^ m̄, W :“ ´k ^ l ` m ^ m̄ (3.2.59)

は自己双対２階反対称テンソルの複素基底となる．

˚V “ iV, ˚U “ iU, ˚W “ iW. (3.2.60)
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例えば，正規直交基底 e0, e1, e2, e3に対して，null基底を

k “
e0 ` e1

?
2

, l “
e0 ´ e1

?
2

, m “
e2 ` ie3

?
2

, (3.2.61a)

k˚ “ ´
θ0 ´ θ1

?
2

, l˚ “ ´
θ0 ` θ1

?
2

, (3.2.61b)

(3.2.61c)

と取ると，

Ω “ ik˚ ^ l˚ ^ m˚ ^ m̄˚ “ θ0 ^ θ1 ^ θ2 ^ θ3. (3.2.62)

l

【定義 3.31 (NP表示)】 　 `Cはカイラル基底を用いて

`C “ Ψ0U b U ` Ψ1pU b W ` W b Uq

`Ψ2pV b U ` U b V ` W b W q

`Ψ3pV b W ` W b V q ` Ψ4V b V (3.2.63)

と展開される．ここで，Ψ0 „ Ψ4は

Ψ0 “ Cpk,m, k,mq, Ψ1 “ Cpk, l, k,mq,

Ψ2 “ Cpk,m, m̄, lq “
1

2
pCpk, l, k, lq ´ Cpk, l,m, m̄qq,

Ψ3 “ Cpl, k, l, m̄q, Ψ4 “ Cpl, m̄, l, m̄q. (3.2.64)

l

【公式 3.32 (２次公式)】 　 一般にAabcd, Babcd P A2 b A2に対して，

pA˝Bqabcd :“ AabpqBcd
pq

とおくと，C “ pCabcdqとして，

1. ˚C˝ ˚C “ ´C˝C.

2. `C˝
`C “ 1

2
C˝C ´ i

2
C˝ ˚C.
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3. カイラル基底を用いると

`C˝
`C “ 4pΨ0Ψ2 ´ Ψ2

1qU b U

`2pΨ0Ψ3 ´ Ψ1Ψ2qpU b W ` W b Uq

`2pΨ0Ψ4 ´ 2Ψ1Ψ3 ` Ψ2
2qpU b V ` V b Uq

`4pΨ1Ψ3 ´ Ψ2
2qW b W

`2pΨ1Ψ4 ´ Ψ2Ψ3qpV b W ` W b V q

`4pΨ2Ψ4 ´ Ψ2
3qV ˆ V. (3.2.65)

4.
`Capqr

`Cb
pqr “ p2Ψ0Ψ4 ´ 8Ψ1Ψ3 ` 6Ψ2

2qgab.

l

【公式 3.33 (曲率形式による表現)】 　 `C0I ,
`Σ0I を

`C0I “ C0I ´
i

2
ϵIJKCJK “ `C0Iabθ

a ^ θb, (3.2.66)

`Σ0I “ θ0 ^ θI `
i

2
ϵIJKθ

J ^ θK (3.2.67)

とおくと，

`C01 “ 2Ψ2
`Σ01 ` pΨ3 ´ Ψ1q

`Σ02 ` ipΨ3 ` Ψ1q
`Σ03, (3.2.68a)

`C02 “ pΨ3 ´ Ψ1q
`Σ01 `

1

2
pΨ0 ` Ψ4 ´ 2Ψ2q`Σ02 ´

i

2
pΨ0 ´ Ψ4q

`Σ03,

(3.2.68b)

`C03 “ ´ipΨ3 ` Ψ1q
`Σ01 ´

i

2
pΨ0 ´ Ψ4q`Σ02 ´

1

2
pΨ0 ` Ψ4 ` 2Ψ2q

`Σ03

(3.2.68c)

l

3.2.4.3 Petrovタイプ

【定義 3.34 (Petrovタイプ)】 　 複素行列QIJ “ ´`C0I0J の固有空間の
構造に応じて，WeylテンソルのPetrovタイプが次のように定義される：
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Petrov type 固有空間 Ψaの標準形
I [1 1 1] Ψ0 “ Ψ4 “ pλ2 ´ λ1q{2

Ψ2 “ pλ1 ` λ2q{2

Ψ1 “ Ψ3 “ 0

D [(1 1) 1] Ψ0 “ Ψ1 “ Ψ3 “ Ψ4 “ 0

Ψ2 “ λ2
II [2 1] Ψ0 “ Ψ1 “ Ψ3 “ 0

Ψ2 “ λ1,Ψ4 “ ´2

N [(2 1)] Ψ0 “ Ψ1 “ Ψ2 “ Ψ3 “ 0

Ψ4 “ ´2

III [3] Ψ0 “ Ψ1 “ Ψ2 “ Ψ4 “ 0

Ψ3 “ ´i

O — Ψ0 “ Ψ1 “ Ψ2 “ Ψ3 “ Ψ4 “ 0

l

3.2.4.4 Principal null direction

定義 条件

kreCabcrdkf sk
bkc “ 0 ô Ψ0 “ Cpk,m, k,mq “ 0 (3.2.69)

を満たす光的ベクトル kを principal null directionという．
一般に，任意の光的基底 pk, l,m, m̄qから作られる光的ベクトル k1は

k1 “ k ` Em̄ ` Ēm ` EĒl (3.2.70)

と表されるが，これが principal nullとなる条件は

Ψ1
0 “ Ψ0 ´ 4EΨ1 ` 6E2Ψ2 ´ 4E3Ψ3 ` E4Ψ4 “ 0. (3.2.71)

よって，一般に PNDは 4個ある．

Petrovタイプとの対応 多重度が 2以上の PNDが存在するとき，時空
は代数的に特殊であるという．PNDの多重度とPetrov型との対応は以下
の通り．

Petrov型 I D II III N

PND多重度 p1, 1, 1, 1q p2, 2q p2, 1, 1q p3, 1q p4q
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特に，Petrov型Dの時空では２つの PND, k, ℓが存在し，次の式を満
たす．

Cabcrdkf sk
bkc “ 0, Cabcrdℓf sℓ

bℓc “ 0, (3.2.72)
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3.2.5 Bach tensor

【定義 3.35 (Bach tensor(3D))】 　 ３次元 Riemann多様体において，
Bachテンソルを

Rijk “ ∇kRij ´ ∇jRik `
1

4
pgik∇jR ´ gij∇kRq (3.2.73)

により定義する． l

【定理 3.36】 　３次元Riemann計量が共形的に平坦となるための必要十分
条件は，Bachテンソルがゼロとなることである．(Einsenhart 1949[Eis49])

l

3.2.6 Newman-Penrose形式

3.2.6.1 接続係数

【定義 3.37 (Null基底)】 　 4次元時空の null tetradを次のようにとる：

g “ ´k b l ´ l b k ` m b m̄ ` m̄ b m, (3.2.74)

k ¨ l “ ´1, m ¨ m̄ “ 1. (3.2.75)

このとき，体積形式は

Ω “ ik ^ l ^ m ^ m̄. (3.2.76)

これより

˚1 “ Ω, (3.2.77)

˚k “ ´i k ^ m ^ m̄, ˚l “ i l ^ m ^ m̄, ˚m “ ´i k ^ l ^ m,

(3.2.78)

˚pk ^ lq “ ´im ^ m̄, ˚pm ^ m̄q “ ´ik ^ l,

˚pk ^ mq “ ik ^ m, ˚pl ^ mq “ ´il ^ m, (3.2.79)

˚pk ^ l ^ mq “ im, ˚pk ^ m ^ m̄q “ ik,

˚pl ^ m ^ m̄q “ ´il, (3.2.80)

˚pk ^ l ^ m ^ m̄q “ i. (3.2.81)

l
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【定義 3.38 (スピン接続係数)】 　 Null基底に対し，スピン接続係数を
次のように定義する：

α “
1

2
p´l ¨ ∇m̄k ` m̄ ¨ ∇m̄mq, (3.2.82a)

β “
1

2
p´l ¨ ∇mk ` m̄ ¨ ∇mmq, (3.2.82b)

ρ “ ´m ¨ ∇m̄k “ k ¨ ∇m̄m, (3.2.82c)

σ “ ´m ¨ ∇mk “ k ¨ ∇mm, (3.2.82d)

λ “ m̄ ¨ ∇m̄l “ ´l ¨ ∇m̄m̄, (3.2.82e)

µ “ m̄ ¨ ∇ml “ ´l ¨ ∇mm̄, (3.2.82f)

κ “ ´m ¨ ∇kk “ k ¨ ∇km, (3.2.82g)

π “ m̄ ¨ ∇kl “ ´l ¨ ∇km̄, (3.2.82h)

ϵ “
1

2
p´l ¨ ∇kk ` m̄ ¨ ∇kmq, (3.2.82i)

ν “ m̄ ¨ ∇ll “ ´l ¨ ∇lm̄, (3.2.82j)

τ “ ´m ¨ ∇lk “ k ¨ ∇lm, (3.2.82k)

γ “
1

2
p´l ¨ ∇lk ` m̄ ¨ ∇lmq (3.2.82l)

l

【公式 3.39 (接続係数)】 　 Null tetradの共変微分は，p∇V qpX,Y q “

gp∇XV, Y qと置くとき，

∇k “ ´pγ ` γ̄qk b k ´ pϵ ` ϵ̄ql b k

`pα ` β̄qm b k ` pᾱ ` βqm̄ b k ` τ k b m̄ ` τ̄ k b m

`κ l b m̄ ` κ̄ l b m

´ρm b m̄ ´ ρ̄ m̄ b m ´ σ m̄ b m̄ ´ σ̄ m b m, (3.2.83a)

∇l “ pϵ ` ϵ̄ql b l ` pγ ` γ̄qk b l

´pα ` β̄qm b l ´ pᾱ ` βqm̄ b l ´ π l b m ´ π̄ l b m̄

´ν k b m ´ ν̄ k b m̄

`µ̄m b m̄ ` µ m̄ b m ` λ̄ m̄ b m̄ ` λm b m, (3.2.83b)

∇m “ ´ν̄ k b k ` τ k b l ´ π̄ l b k ` κ l b l

`µ̄m b k ` λ̄ m̄ b k ´ pγ ´ γ̄qk b m

´ρm b l ´ σ̄ m̄ b l ´ pϵ ´ ϵ̄ql b m

`pα ´ β̄qm b m ´ pᾱ ´ βqm̄ b m. (3.2.83c)
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これより特に

∇ ¨ k “ ϵ ` ϵ̄ ´ ρ ´ ρ̄, (3.2.84a)

∇ ¨ l “ µ ` µ̄ ´ γ ´ γ̄, (3.2.84b)

∇ ¨ m “ π̄ ´ τ ` β ´ ᾱ. (3.2.84c)

l

【公式 3.40 (外微分)】 　 pa^bqpX,Y q “ gpa,Xqgpb, Y q´gpb,Xqgpa, Y q

とおくとき，

dk˚ “ ´pα ` β̄ ´ τ̄qk ^ m ´ pᾱ ` β ´ τqk ^ m̄

`κ l ^ m̄ ` κ̄ l ^ m

´pϵ ` ϵ̄ql ^ k ´ pρ ´ ρ̄qm ^ m̄, (3.2.85a)

dl˚ “ pα ` β̄ ´ πql ^ m ` pᾱ ` β ´ π̄ql ^ m̄

´νk ^ m ´ ν̄k ^ m̄

`pγ ` γ̄qk ^ l ´ pµ ´ µ̄qm ^ m̄, (3.2.85b)

dm˚ “ ´pγ ´ γ̄ ` µ̄qk ^ m ´ λ̄k ^ m̄

´pϵ ´ ϵ̄ ´ ρql ^ m ` σl ^ m̄

`pπ̄ ´ τqk ^ l ` pᾱ ´ βqm ^ m̄ (3.2.85c)

同様に，

dpk˚ ^ l˚q “ pπ ´ τ̄qp`i ˚mq ` pπ̄ ´ τqp´i ˚m̄q

`pµ ´ µ̄qp`i ˚kq ´ pρ ´ ρ̄qp´i ˚lq,

dpm˚ ^ m̄˚q “ ´pπ ´ τ̄qp`i ˚mq ` pπ̄ ´ τqp´i ˚m̄q

´pµ ` µ̄qp`i ˚kq ` pρ ` ρ̄qp´i ˚lq, (3.2.86a)

dpk˚ ^ m˚q “ p2ϵ ´ ρqp`i ˚mq ´ σp´i ˚m̄q

`p2β ´ τqp`i ˚kq ´ κp´i ˚lq, (3.2.86b)

dpl˚ ^ m˚q “ p2γ̄ ´ µ̄qp`i ˚mq ´ λ̄p´i ˚m̄q

`ν̄p`i ˚kq ´ p2ᾱ ´ π̄qp´i ˚lq. (3.2.86c)

l
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3.2.7 pn ` 1q分解

時空 pM , g̃qのRiemann接続を ∇̃，M 内の超曲面をΣ，g̃よりΣに
誘導された Riemann計量を g，対応する Riemann接続を∇，nを
Σの単位法ベクトル場，g̃pn, nq “ ˘1とする．

3.2.7.1 接続の分解

Gaussの公式: Σに接するベクトル場X,Y に対して，

∇̃XY “ ∇XY ´ KpX,Y qn; ∇XY {{Σ, (3.2.87)

KpX,Y q “ KpY,Xq. (3.2.88)

Weingartenの公式: XをΣに平行なベクトル場として，

∇̃Xn “ ˘KpXq {{Σ, (3.2.89)

gpKpXq, Y q “ KpX,Y q. (3.2.90)

計量による表現: pn ` 1q次元時空の計量は一般に，

ds2 “ ˘N2dt2 ` gijpdx
i ` βidtqpdxj ` βjdtq (3.2.91)

と表される．この表示のもとで，t “一定面Σtの単位法ベクトル n

は

n “
1

N
pBt ´ βiBiq (3.2.92)

となる．m “ Nnとおくと，

KpX,Y q “ ˘
1

2N
pĹmgqpX,Y q, (3.2.93)

Kij “ ˘
1

2N
pBtgij ´ ∇iβj ´ ∇jβiq. (3.2.94)

3.2.7.2 曲率の分解

Gauss-Codazzi方程式：Σの接ベクトル場X,Y, Zに対して，

R̃pX,Y qZ “ RpX,Y qZ ˘ pKpX,ZqKpY q ´ KpY, ZqKpXqq

`r´p∇XKqpY, Zq ` p∇YKqpX,Zqsn. (3.2.95)
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この式は次の２式と同等である：

R̃pX,Y, Z,W q “ RpX,Y, Z,W q ˘ pKpX,W qKpY, Zq

´KpX,ZqKpY,W q, (3.2.96)

R̃pX,Y, Z, nq “ ˘ pp∇XKqpY, Zqq ´ p∇YKqpX,Zqq .(3.2.97)

成分表示のもとで，これらの方程式は次のように表わされる：

R̃ijkl “ Rijkl ¯ pKikKjl ´ KilKjkq, (3.2.98a)

nµR̃
µ
ijk “ ˘p∇kKij ´ ∇jKikq. (3.2.98b)

となる．

残りの成分:

g̃pn, R̃pX,nqY q “ ˘
1

N
pĹmKqpX,Y q´KpX,KpY qq˘

1

N
p∇2NqpX,Y q

(3.2.99)

成分表示では，

nµnνR̃µiνj “ ¯
1

N
p 9Kij ´ pĹβKqijq ` KikK

k
j ¯

1

N
p∇2Nqij;(3.2.100)

pĹβKqij “ p∇βKqij ` Kik∇jβ
k ` Kjk∇iβ

k. (3.2.101)

3.2.7.3 Ricci曲率の分解

Constraints: Gauss方程式およびCodazzi方程式のトレースより

2nµnνG̃µν “ ¯R ` K2 ´ Ki
jK

j
i , (3.2.102a)

nµG̃µi “ ˘p∇jK
j
i ´ ∇iKq. (3.2.102b)

Ricciテンソル: R̃µ
νλσの分解より

R̃ij “ Rij ˘ p2KikK
k
j ´ KKijq ´

1

N
ĹmKij ´

1

N
∇i∇jN,(3.2.103a)

R̃i
j “ Ri

j ¯ KK i
j ´

1

N
ĹmK

i
j ´

1

N
∇i∇jN, (3.2.103b)

R̃0
0 “ ´

1

N
ĹmK ¯ Ki

jK
j
i ´

1

N
△N, (3.2.103c)

R̃ “ R ´
2

N
ĹmK ¯ pK2 ` Ki

jK
j
i q ´

2

N
△N. (3.2.103d)
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Einsteinテンソルの (ij)成分:

G̃ij “ Gij ˘

„

2Kk
i Kkj ´ KKij `

1

2
pK2 ` Kk

l K
l
kqgij

ȷ

´
1

N
pĹmKij ´ gijĹmKq ´

1

N
∇i∇jN `

1

N
△Ngij.(3.2.104)

G̃i
j “ Gi

j ˘

„

´KK i
j `

1

2
pK2 ` Kk

l K
l
kqδij

ȷ

´
1

N
ĹmpKi

j ´ δijKq ´
1

N
∇i∇jN `

1

N
△Nδij.(3.2.105)

Weylテンソルを用いた表現: dimM “ n ` 1として，

R̃0
i0j “ C̃0

i0j `
1

n
R̃0

0gij (3.2.106)

より，

Gij “ G̃ij `
n ´ 1

n

ˆ

G̃0
0 `

1

2
R̃

˙

gij ´ C̃0
i0j

¯

„

Kk
i Kkj ´ KKij `

1

2

`

K2 ´ Kk
l K

l
k

˘

gij

ȷ

.(3.2.107)

3.2.7.4 RW時空

【公式 3.41 (RW時空での共変微分の分解)】 　 RW時空

ds2 “ ´dt2 ` gijpt, xqdxidxj “ ´dt2 ` aptq2γijpxqdxidxj (3.2.108)

において，
gµν ñ ∇, γij ñ D, H “ 9a{a

とおく．このとき，テンソルの共変微分は次の様に分解される：

∇0T
µ¨¨¨

ν¨¨¨ “ pBt ` pp ´ qqHqT µ¨¨¨
ν¨¨¨, (3.2.109a)

∇jT
µ¨¨¨

ν¨¨¨ “ DjT
µ¨¨¨

ν¨¨¨ ` δµ0HTj
¨¨¨
ν¨¨¨ ` Hδµj T

0¨¨¨
ν¨¨¨

´HgjνT
µ¨¨¨

0¨¨¨ ´ Hδ0νT
µ¨¨¨

j¨¨¨. (3.2.109b)

ここで，pと qはそれぞれ，T の上添え字と下添え字で 0でないものの数．
l
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3.2.8 pn ` mq分解

【命題 3.42 (接続の分解)】 　 時空 pM, g̃qに対する接続を∇，pΣ, gqを
pM, g̃qの部分空間，pNpΣq, hqをその法ベクトルバンドルとする．

1. ∇は T pΣqおよびNpΣqに線形接続Dを誘導する：

DXY “ p∇XY q{{; X,Y P C8pT pΣqq,

DXv “ p∇XvqK; X P C8pT pΣqq, v P C8pNpΣqq.

これらの誘導接続の直和により定義される T pMq|Σ “ T pΣq ‘NpΣq

の線形接続をやはりDと表す．このとき，Dは計量接続となり，さ
らに T pΣq上では g “ g̃|Σに関するRiemann接続となる．

いま，X P Σ, V P T pMq|Σに対して，

∇XV “ DXV ´ KpXqV

とおくと，KpXq P EndpT pMq|Σqで，X,Y P C8pT pΣqq, v P C8pNpΣqq

のとき，次の関係式がなりたつ：

KpXqT pΣq Ă NpΣq, KpXqNpΣq Ă T pΣq,

KpX,Y q :“ KpXqY “ KpY qX,

g̃pv,KpXqY q “ ´g̃pKpXqv, Y q.

2. M上のΣに横断的な可換ベクトル場のつくる dimNpΣq次元線形集
合をL Ă C8pT pMqq，その積分多様体をLとする．またL の生成
する変換によるΣの像（の族）をΣy，あるいは単にΣと表す．こ
のとき，ξ, η P L およびX {{ Σに対して，

ĹξX, ĹξKX {{ Σ

および

∇ξX “ ĹξX ` DXξ ´ KpXqξ,

∇ξKX “ ĹξKX ´ KpXqξK ` DXξ
K

が成り立つ．また，v K Σとすると，

p∇ξvq{{ “ ´hpv,D7ξKq ´ Kpξ{{qv,

p∇ξKvq{{ “ ´hpv,D7ξKq.
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l

【公式 3.43 (計量のLie微分)】 　 X,Y, Z {{ Σ, u, v, w K Σのとき，

1. ĹX g̃の成分は，

pĹX g̃qpY, Zq “ gpZ,DYXq ` gpY,DZXq,

pĹX g̃qpv, Y q “ g̃pY, rv,Xsq,

pĹX g̃qpv, wq “ hpv,DXwq ` hpw,DXvq

`g̃pv, rw,Xsq ` g̃pw, rv,Xsq.

特に，ξ, η P L で，ĹξX “ ĹηX “ 0なら

pĹX g̃qpξ, Y q “ g̃pξ,DYXq ` g̃pY,DXξq,

pĹX g̃qpξ, ηq “ g̃pξ,DXηq ` g̃pη,DXξq.

2. Ĺug̃の成分は

pĹug̃qpX,Y q “ 2hpu,KpX,Y qq,

pĹug̃qpX, vq “ hpv,DXuq ` g̃pX,∇vuq,

pĹug̃qpv, wq “ g̃pw,∇vuq ` g̃pv,∇wuq.

l

【公式 3.44 (共変微分のLie微分)】 　 ξ P L，X,Y, Z {{ Σのとき，

2gpZ, ĹξDXY q “ 2gpZ,Drξ,XsY q ` 2gpZ,DXrξ, Y sq

`pDY ĹξgqpX,Zq ` pDXĹξgqpY, Zq ´ pDZĹξgqpX,Y q.

これは ξを ξ{{および ξKに置き換えても成り立つ．これより，

Ĺξ{{DXY “
1

2

“

D2
X,Y ξ

{{ ` D2
Y,Xξ

{{ ´ RpX, ξ{{qY ´ RpY, ξ{{qX
‰

,

ĹξKDXY “ ´KpXqDY ξ
K ´ KpY qDXξ

K ´ hpD7ξK, KpX,Y qq

´pDXKqpY qξK ´ pDYKqpXqξK ´ hpξK, pD7KqpX,Y qq.

l
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【公式 3.45 (曲率の分解)】 　 X,Y {{ Σ, v K Σ, ξ, η P L のとき，∇に
対する曲率テンソル R̃は，Dに対する曲率テンソルR ‘ F およびK を
用いて次のように表される：

R̃pX,Y qV “ pRpX,Y q ` F pX,Y qqV

´pDXKqpY qV ` pDYKqpXqV ` pKpXqKpY q ´ KpY qKpXqqV,

R̃pX, ξKqY “ D2
X,Y ξ

K ` pDYKqpXqξK ` hpξK, pD7KqpX,Y qq

`KpXqKpY qξK `
`

∇KpX,Y qξ
K ` pĹξKKqpX,Y q

˘K
,

R̃pX, ξKqw “ ´hpw,DXD
7ξKq ´ KpKpXqξKqw ` p∇ξKKqpXqw

`DKpXqξKw ` Dp∇ξKXq{{w ` DXp∇ξKwqK

´
`

∇ξKDXw
˘K

` KpXq
`

∇ξKw
˘{{

´ hpw,DpKpXq˚q{{ξKq,

R̃pξK, ηKqv “ Dhpv,D7ξKqη
K ´ Dhpv,D7ηKqξ

K

`DhpξK,D7ηKqv ´ DhpηK,D7ξKqv,

`Kphpv,D7ηKqqξK ´ Kphpv,D7ξKqqηK

`
`

∇ξKp∇ηKvqK ´ ∇ηKp∇ξKvqK ` ∇rξ,ηsKv
˘K
.

これより，X,Y, Z,X 1, Y 1 {{ Σ, v, w K Σ, η, ξ P L として，共変表示
R̃p˚, ˚, ˚, ˚qは次のようになる．

R̃pX,Y,X 1, Y 1q “ RpX,Y,X 1, Y 1q ` hpKpX,Y 1q, KpY,X 1qq ´ hpKpX,X 1q, KpY, Y 1qq,

R̃pX,Y, Z, vq “ hpv, pDXKqpY, Zq ´ pDYKqpX,Zqq,

R̃pX,Y, v, wq “ ´hpw,F pX,Y qvq ´ hpw, pKpXqKpY q ´ KpY qKpXqqvq,

R̃pX, ξK, Y, wq “ ´hpw,D2
X,Y ξ

K ` KpXqKpY qξKq

´hpw,∇KpX,Y qξ
K ` pĹξKKqpX,Y qq,

R̃pX, ξK, v, wq “ hpv, p∇ξKKqpXqwq ` hp∇ξKv,DXwq ´ hpDXv,∇ξKwq,

`
1

2

“

hpv,DrξK,Xswq ´ hpw,DrξK,Xsvq

`BX
`

hp∇ξKw, vq ´ hp∇ξKv, wq
˘

` BξK phpDXv, wq ´ hpDXw, vqq
‰

,

R̃pξK, ηK, v, wq “ ´g̃pw, R̃pξK, ηKqvq.

l

【公式 3.46 (接続形式)】 　 計量が

ds2 “ γpqdy
pdyq ` ηIJpθI ` ζIpdy

pqpθJ ` ζJq dy
qq (3.2.110)
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と表される時空において，

ẽI “ eI “ eiIBi, (3.2.111a)

ẽP “ nP “ nqP pBq ´ ζIq eIq (3.2.111b)

は正規直交基底となる．ここで，

γpq “ ηPQnpPn
q
Q. (3.2.112)

また，その双対基底は

θ̃I “ θI ` ζI ; θI “ θIi px, yqdxi, ζI “ ζIq px, yqdyq,(3.2.113a)

θ̃P “ νP “ νPq px, yqdyq. (3.2.113b)

ただし，
γpq “ ηPQν

P
p ν

Q
q , νP pnQq “ δPQ. (3.2.114)

この基底に関する接続形式 ω̃ab の成分は次のように表される．

ω̃IJK “ ´elKBrIθJsl ` elrIBJsθKl ` elrIB|K|θJsl, (3.2.115a)

ω̃IJp “ θrIiBpe
i
Js ´ ∇{{

rIζJsq, (3.2.115b)

hPIJ :“ ω̃PIJ “ nqP

„

´
1

2
eI
ieJ

jBqgij ` ∇{{

pIζJqq

ȷ

, (3.2.115c)

lIPQ :“ ω̃IPQ “ ´nqQ∇
K
I νPq “ ´pnqQBIνPq ` ω̃PQIq,(3.2.115d)

ω̃PQI “ np
rPn

q
Qs

rνRqBIν
R
p ` BqζIp ´ ζJq pω̃IJp ` νRp hRIJ s,(3.2.115e)

ω̃PQR “ ´nsRBrPνQss ` nsrPBQsnRs ` nsrPB|R|νQss. (3.2.115f)

l
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3.2.9 Null Frame

【公式 3.47 (Null frame[BH1995.12.19])】 　

計量:

ds2 “ ´θ` b θ´ ´ θ´ b θ` `
ÿ

A

θA b θA. (3.2.116)

Orthonormal frameとの関係:

e˘ “
1

?
2

pe0 ˘ e1q, θ˘ “
1

?
2

pθ0 ˘ θ1q. (3.2.117)

θ`pe`q “ θ´pe´q “ 1, θ`pe´q “ θ´pe`q “ 0. (3.2.118)

Connection form:

dθa “ ´ωab ^ θb pa, b “ ˘, Aq; (3.2.119)

ω`
´ “ ´ω´´ “ 0, ω´

` “ ´ω`` “ 0,

ω`
` “ ´ω´` “ ω`´ “ ´ω´

´ “ ω0
1,

ω˘
A “ ´ω¯A “ ωA¯ “ ωA¯,

ωAB “ ωAB “ ´ωBA “ ´ωBA.

(3.2.120)

Curvature form:

R0
1 “ R`

` “ ´R´
´ “ dω0

1 ` ω`
A ^ ω´

A,

R˘
A “ dω˘

A ` ωA
B ^ ω˘

B ˘ ω0
1 ^ ω˘

A,

RA
B “ dωAB ` ωAC ^ ωCB ` ω`

A ^ ω´
B ` ω´

A ^ ω`
B.

(3.2.121)

Ricci tensor:

R`` “ RA
`A`, R´´ “ RA

´A´,

R`´ “ R0
1`´ ` RA

`A´,

RAB “ R`
A`B ` R´

A´B ` RC
ACB,

R “ ´2R`´ ` RAA.

(3.2.122)

l
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【公式 3.48 (Null coordinates[GR1999.9.22])】 　

計量:(dim=n ` 1)

ds2 “ ´2eλdudχ´eλNdu2 `gijpdz
i´βiduqpdzj ´βjduq. (3.2.123)

Null frame:

θ` “ eλdu, θ´ “ dχ `
N

2
du, ζ i “ dzi ´ βidu. (3.2.124)

e` “ l “ e´λ

ˆ

Bu ´
N

2
Bχ ` βiBi

˙

, e´ “ k “ Bχ, Bi “
B

Bzi
.

(3.2.125)

dθ` “ ´λ1θ` ^ θ´ ´ pDiλqθ` ^ ζ i, (3.2.126)

dθ´ “ ´
1

2
e´λpN 1θ` ^ θ´ ` pDiNqθ` ^ ζ iq, (3.2.127)

dζ i “ e´λrpβiq1θ` ^ θ´ ` pBjβ
iqθ` ^ ζjs (3.2.128)

Connection form:

ω`
` “ ´ω´

´ “ ´
1

2
e´λN 1θ` ´ λ1θ´ ` ωiζ

i, (3.2.129)

ω`
i “ ωi´ “ pDiλ ` ωiqθ

` ` χ`
ijζ

j, (3.2.130)

ω´
i “ ωi` “

1

2
e´λpDiNqθ` ´ ωiθ

´ ` χ´
ijζ

j, (3.2.131)

ωij “ pχ´
ij ´ e´λDjβi ` e´λωijkβ

kqθ` ` χ`
ijθ

´ ` ωijkζ
k.(3.2.132)

ωi “ ´
1

2
rDiλ ` e´λpβiq1s, (3.2.133)

χ`
ij “

1

2
g1
ij, (3.2.134)

χ´
ij “

1

2
e´λ

ˆ

9gij ´
N

2
g1
ij ` Diβj ` Djβi

˙

, (3.2.135)

ωijk “ gil
nΓljk “

1

2
pBjgki ` Bkgji ´ Bigjkq. (3.2.136)
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Curvature form:

R`
` “

„

1

2
pN2 ` λ1N 1 ` λ2Nqe´λ ´ p 9λ1 ` β ¨ Dλ1qe´λ

´2ω ¨ Dλ ´ 3ω ¨ ωs θ` ^ θ´

`

„

1

2
pDjN

1 ` λ1DjNqe´λ ` p 9ωj ´
N

2
ω1
j ` β ¨ Dωj ` ωiDjβ

iqe´λ

`pDkλ ` ωkqχ´k
j ´

1

2
e´λpDkNqχ`k

j

ȷ

θ` ^ ζj

`pDjλ
1 ` ω1

j ` ωkχ
`k
j qθ´ ^ ζj

`pDiωj ` χ`
kiχ

´k
j qζ i ^ ζj, (3.2.137)

R`
i “ ´pDiλ

1 ` ω1
i ` ωjχ

`j
i qθ

` ^ θ´

`rDiωj ´ ωiωj ` pχ´
ijq

1 ` λ1χ´
ij ´ χ´k

i χ
`
jksθ` ^ ζj

`rpχ`
ijq

1 ´ λ1χ`
ij ´ χ`

ikχ
`k
j sθ´ ^ ζj

`pDjχ
`
ik ` ωjχ

`
ikqζj ^ ζk. (3.2.138)

R´
i “

„

´
1

2
pDiN

1 ` λ1DiN ´ Nω1
i ´ χ`j

iDjNqe´λ

´p 9ωi ` β ¨ Dωi ` ωjDiβ
jqe´λ ´ χ´j

i pωj ` Djλq
‰

θ` ^ θ´

„

´
1

2
e´λpDiDjN ´ ωiDjN ´ ωjDiN ` Npχ´

ijq
1 ´ N 1χ´

ijq

`e´λp 9χ´
ij ` β ¨ Dχ´

ij ` χ´
ikDjβ

k ` χ´
jkDiβ

kq ´ χ´k
i χ

´
kj

‰

θ` ^ ζj

`
“

Djωi ´ ωiωj ` pχ´
ijq

1 ` λ1χ´
ij ´ χ`k

i χ
´
kj

‰

θ´ ^ ζj

`pDjχ
´
ik ´ ωjχ

´
ikqζj ^ ζk, (3.2.139)

Ri
j “ pDiωj ´ Djωi ` χ`

ikχ
´k
j ´ χ´

ikχ
`k
j qθ` ^ θ´

`pDjχ
´
ik ´ Diχ

´
jk ´ ωjχ

´
ik ` ωiχ

´
jkqθ` ^ ζk

`pDjχ
`
ik ´ Diχ

`
jk ` ωjχ

`
ik ´ ωiχ

`
jkqθ´ ^ ζk

`

ˆ

1

2
nRijkl ` χ´

ikχ
`
jl ´ χ´

jkχ
`
il

˙

ζk ^ ζ l. (3.2.140)
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Ricci Tensor:

R`` “
1

2
e´λrD2N ´ 2ω ¨ DN ´ 2 9χ´ ´ 2β ¨ Dχ´

`Npχ´q1 ´ N 1χ´s ´ χ´
ijχ

´ij, (3.2.141)

R`´ “
1

2
e´λrN2 ` λ1N 1 ` λ2N ´ 2 9λ1 ´ 2β ¨ Dλ1s

´D ¨ ω ´ 2ω ¨ Dλ ´ 2ω ¨ ω ´ pχ´q1 ´ λ1χ´ ´ χ´
ijχ

`ij, (3.2.142)

R´´ “ ´pχ`q1 ` λ1χ` ´ χ`
ijχ

`ij, (3.2.143)

R`i “
1

2
e´λpDiN

1 ` λ1DiN ` 2 9ωi ´ Nω1
i ` 2β ¨ ωi ` 2ωkDiβ

ks

`Dkχ
´k
i ` pDkλqχ´k

i ´
1

2
e´λpDkNqχ`k

i ´ Diχ
´ ` ωiχ

´, (3.2.144)

R´i “ ´Diλ
1 ´ ω1

i ` Dkχ
`k
i ´ Diχ

` ´ ωiχ
`, (3.2.145)

Rij “ nRij ` Diωj ` Djωi ´ 2ωiωj ` χ´χ`
ij ` χ`χ´

ij

`2pχ´
ijq

1 ` 2λ1χ´
ij ´ 2pχ´k

i χ
`
jk ` χ´k

jχ
`
ikq, (3.2.146)

R “ ´e´λrN2 ` λ1N 1 ` λ2N ´ 2 9λ1 ´ 2β ¨ Dλ1s ` 4D ¨ ω ` 4ω ¨ Dλ ` 2ω ¨ ω

`4pχ´q1 ` 4λ1χ´ ` 2χ`χ´ ` 2χ´
ijχ

`ij ` nR. (3.2.147)

l
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3.2.10 ２次元系

3.2.10.1 2D 空間

【公式 3.49 (直交座標系)】 　

計量: ２次元空間

ds2 “ Apx, yq2dx2 ` Bpx, yq2dy2. (3.2.148)

正規直交基底:

θ1 “ Adx, θ2 “ Bdy (3.2.149)

接続形式:

ω1
2 “

Ay
AB

θ1 ´
Bx

AB
θ2. (3.2.150)

曲率:

R “ ´
2

AB

«

ˆ

Bx

A

˙

x

`

ˆ

Ay
B

˙

y

ff

. (3.2.151)

l

【公式 3.50 (一般座標系 [2003.3.8])】 　

計量
ds2 “ A2dx2 ` B2pdy ` Cdxq2. (3.2.152)

pgijq “

˜

A2 ` B2C2 B2C

B2C B2

¸

, pgijq “

˜

1
A2 ´ C

A2

´ C
A2

A2`B2C2

A2B2

¸

(3.2.153)
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Christoffel

Γxxx “
BC2

A2
rpBCqy ´ Bxs `

Az ` CAy
A

, (3.2.154a)

Γxxy “
BC

A2
rpBCqy ´ Bxs `

Ay
A
, (3.2.154b)

Γxyy “
B

A2
rpBCqy ´ Bxs, (3.2.154c)

Γyxx “
pBCqx

B
´
CpA2 ` B2C2q

A2B
rpBCqy ´ Bxs

´
A2 ` B2C2

AB2
Ay ´

CAx
A

, (3.2.154d)

Γyxy “ ´
BC2

A2
pBCqy `

A2 ` B2C2

A2B
Bx ´

CAy
A

,(3.2.154e)

Γyyy “
By

B
`
BC

A2
Bx ´

BC

A2
pBCqy. (3.2.154f)

正規直交基底

θ1 “ Adx, θ2 “ Bpdy ` Cdxq. (3.2.155)

接続形式

ω1
2 “

Ay
AB

θ1 `
pBCqy ´ Bx

AB
θ2. (3.2.156)

スカラ曲率

R “
2

AB

„

Bx

ˆ

pBCqy ´ Bx

A

˙

´ By

"

C

A
rpBCqy ´ Bxs `

Ay
B

*ȷ

.

(3.2.157)

l

【公式 3.51 (複素座標系 [2004.9.4])】 　

計量

ds2 “ e2Φdzdz̄; (3.2.158)

gzz̄ “
1

2
e2Φ, gzz̄ “ 2e´2Φ. (3.2.159)
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接続係数
B “ Bz, B̄ “ Bz̄ (3.2.160)

とおくと，
Γzzz “ 2BΦ, Γz̄z̄z̄ “ 2B̄Φ. (3.2.161)

接続形式基底
θz “ θ :“ eΦdz, θz̄ “ θ̄ (3.2.162)

に関して，

ωzz “ ω, ωz̄ z̄ “ ´ω, ωzz̄ “ ωz̄z “ 0 (3.2.163)

となる．ここで，
ω “ BΦdz ´ B̄Φdz̄. (3.2.164)

曲率形式

Rz
z “ R, R z̄

z̄ “ ´R, Rz
z̄ “ R z̄

z “ 0, (3.2.165)

ここで，
R “ ´2BB̄Φdz ^ dz̄. (3.2.166)

Ricci曲率

Rzz̄ “ Rzz̄ “ ´2BB̄Φ, Rzz “ Rz̄z̄ “ 0, (3.2.167)

R “ ´8e´2ΦBB̄Φ. (3.2.168)

l

3.2.10.2 2D 時空

【公式 3.52】 　

計量: ２次元時空

ds2 “ ´Apt, xq2dt2 ` Bpt, xq2dx2. (3.2.169)
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正規直交基底:

θ0 “ Adt, θ1 “ Bdx (3.2.170)

接続形式:

ω0
1 “

A1

AB
θ0 `

9B

AB
θ1. (3.2.171)

曲率:

R “
2

AB

«˜

9B

A

¸.

´

ˆ

A1

B

˙1
ff

. (3.2.172)

l

3.2.11 定常時空

3.2.11.1 直交分解型表示

【公式 3.53】 　

計量: pn ` 1q次元定常時空の直交分解型表示

ds̃2 “ ´ϵe2Updt ´ ηq2 ` gijdx
idxj;

U “ Upxq, η “ ηipxqdxi, gij “ gijpxq. (3.2.173)

ここで，ϵ “ ˘1.

正規直交基底

θ̃0 “ eUpdt ´ ηq, θ̃I “ θI “ θIj pxqdxj,

ẽ0 “ e´UBt, ẽI “ eI ` ηIBt.

接続形式

ω̃0
I “ DIUθ̃

0 ´
1

2
eUpdηqIJθ

J , (3.2.174a)

ω̃IJ “ ωIJ ´
ϵ

2
eUpdηqIJ θ̃

0. (3.2.174b)

ただし，Dは n次元空間計量 gij に関する共変微分，ωIJ は対応す
る接続形式．
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曲率テンソル

R̃0
I0J “ ´pD2UqIJ ´ DIUDJU ´

ϵ

4
e2UpdηqIKpdηqJ

K ,

(3.2.175a)

R̃0
IJK “

1

2
eU rpDdηqJKI ´ pDdηqKJI ´ 2DIUpdηqJK

`DJUpdηqKI ´ DKUpdηqJIs , (3.2.175b)

R̃IJKL “ RIJKL `
ϵ

4
e2U r2pdηqIJpdηqKL ` pdηqIKpdηqJL

´pdηqILpdηqJKs . (3.2.175c)

Ricciテンソル

R̃00 “ ϵ
`

△nU ` pDUq2
˘

`
1

4
e2Updη ¨ dηq, (3.2.176a)

R̃0I “
ϵ

2
e´2UDJ

`

e3UpdηqI
J
˘

, (3.2.176b)

R̃IJ “ RIJ ´ pD2UqIJ ´ DIUDJU `
ϵ

2
e2UpdηqIKpdηqJ

K ,

(3.2.176c)

R̃ “ R ´ 2△nU ´ 2pDUq2 `
ϵ

4
e2Updη ¨ dηq, (3.2.176d)

G̃00 “
ϵ

2
R `

3

8
e2Updη ¨ dηq. (3.2.176e)

l

3.2.11.2 (n+1)分解型表示

【公式 3.54】 　

計量: pn ` 1q次元定常時空の pn ` 1q分解型表示

ds̃2 “ ´N2dt2 ` gijpdx
i ` βidtqpdxj ` βjdtq;

N “ Npxq, βj “ βjpxq, gij “ gijpxq. (3.2.177)

正規直交基底

θ̃0 “ Ndt, θ̃I “ θIi pxqpdxi ` βidtq “ θI ` βIdt. (3.2.178)
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接続形式

ω̃0
I “

1

N
DINθ̃

0 ´ KIJ θ̃
J “ pDIN ´ KIJβ

Jqdt ´ KIJθ
J ,

(3.2.179a)

ω̃IJ “ ωIJ ´ ΩIJ θ̃
J . (3.2.179b)

ここで，Dは n次元空間計量 gij に関する共変微分，ωIJ は対応す
る基底 θI に関する接続形式．また，

KIJ “
1

2N
ppDβqIJ ` pDβqJIq, (3.2.180)

ΩIJ “
1

2N
ppDβqIJ ´ pDβqJIq. (3.2.181)

曲率テンソル

R̃0
I0J “ ´

1

N
pD2NqIJ `

1

N
pDβKqIJ ` KILK

L
J

´KL
I ΩLJ ` ΩILK

L
J , (3.2.182a)

R̃0
IJK “ pDKqKJI ´ pDKqJKI , (3.2.182b)

R̃IJKL “ RIJKL ` KIKKJL ´ KILKJK . (3.2.182c)

Ricciテンソル

R̃00 “
1

N
△nN ´

1

N
DβK ´ KIJK

IJ , (3.2.183a)

R̃0I “ ´DJK
J
I ` DIK, (3.2.183b)

R̃IJ “ RIJ ´
1

N
pD2NqIJ `

1

N
DβKIJ ` KKIJ

´KL
I ΩLJ ` ΩILK

L
J , (3.2.183c)

R̃ “ R ´
2

N
△nN `

2

N
DβK ` K2 ` KIJK

IJ ,(3.2.183d)

G̃00 “
1

2
R ` K2 ´ KIJK

IJ . (3.2.183e)

l
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3.2.12 光的定常系

3.2.12.1 非回転的な場合

計量：
ds2 “ 2du

´

dρ `
a

2
du ` bidz

i
¯

` gijdz
idzj. (3.2.184)

ここで，a, bi, gijは uと ziのみの関数．uが

∇µ∇νu “ 0, ∇u ¨ ∇u “ 0 (3.2.185)

を満たすとき，計量は常にこの形に書ける．

接続形式: 光的基底

θ` “ du, θ´ “ dρ `
a

2
du ` bidz

i, θI “ θIi pu, zqdzi (3.2.186)

e` “ Bu ´
a

2
Bρ, e´ “ Bρ, eI “ ejIpBj ´ bjBρq (3.2.187)

に対して，

dθ` “ 0, (3.2.188a)

dθ´ “ ´AIθ
` ^ θI ` BIJθ

I ^ θJ , (3.2.188b)

dθI “ ´ω̂IJ ^ θJ ` pKJI ` ΩJIqθ
` ^ θI (3.2.188c)

より，

ω`
` “ ω´

´ “ ω`
I “ 0, (3.2.189a)

ω´
I “ AIθ

` ` pBIJ ´ KIJqθJ , (3.2.189b)

ωIJ “ ω̂IJ ` pΩIJ ´ BIJqθ`. (3.2.189c)

ここで，

Ai “
1

2
Bia ´ Bubi, Bij “ Bribjs, (3.2.190a)

Kij “
1

2
Bugij, ΩIJ “ ej

rIBuθJsj, (3.2.190b)

BuθIj “ θJj pKJI ` ΩJIq. (3.2.190c)
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曲率テンソル:

R´µνλ “ 0, (3.2.191a)

R`i`j “ ´
1

2
DiDja ` DpiBubjq ´ BuKij

`BilK
l
j ´ K l

iBlj ` K l
iKlj ´ Bi

lBlj, (3.2.191b)

Rij`k “ ´DiKjk ` DjKik ` DkBij, (3.2.191c)

Rijkl “ R̂ijkl. (3.2.191d)

Ricciテンソル:

R´µ “ 0, (3.2.192a)

R`` “ ´
1

2
D ¨ Da ` DipBubiq ´ BuK ´ KijK

ij ` BijB
ij,(3.2.192b)

R`i “ ´DiK ` DjK
j
i ` DjBi

j, (3.2.192c)

Rij “ R̂ij. (3.2.192d)
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3.2.13 球対称系

3.2.13.1 3D Riemann

【公式 3.55 (BH1995.12.16)】 　

計量: 球対称 3D Riemann多様体

ds2 “ Λ2pχqdχ2 ` rpχq2pdθ2 ` sin2 θdϕ2q. (3.2.193)

Christoffel symbols:

Γχχχ “
Λ1

Λ
, Γχθθ “ ´

rr1

Λ2
, Γχϕϕ “ ´

rr1

Λ2
sin2 θ,

Γθχθ “ Γϕχϕ “
r1

r
,

Γθϕϕ “ ´ sin θ cos θ, Γϕθϕ “ cot θ.

(3.2.194)

Orthogonal basis:

θ1 “ Λdχ, θ2 “ rdθ, θ3 “ r sin θdϕ. (3.2.195)

Connection form:

ω1
2 “ ´

r1

rΛ
θ2, ω1

3 “ ´
r1

rΛ
θ3, ω2

3 “ ´
cot θ

r
θ3. (3.2.196)

Curvature form:

R1
A “ ´

1

rΛ

ˆ

r1

Λ

˙1

θ1 ^ θA, pA “ 2, 3q

R2
3 “

1

r2

˜

1 ´

ˆ

r1

Λ

˙2
¸

θ2 ^ θ3.

(3.2.197)

Ricci tensor:

R11 “ ´
2

rΛ

ˆ

r1

Λ

˙1

, (3.2.198)

R22 “ R33 “ ´
1

rΛ

ˆ

r1

Λ

˙1

`
1

r2

˜

1 ´

ˆ

r1

Λ

˙2
¸

,(3.2.199)

R “
2

r2r1

«

r

˜

1 ´

ˆ

r1

Λ

˙2
¸ff1

. (3.2.200)

l
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3.2.13.2 pm ` 1q-dim Riemann

【公式 3.56】 　

計量: SOpm ` 1q対称 pm ` 1qD Riemann多様体

ds2 “ e´2W pχqdχ2 ` r2pχqdΩ2
m; dΩ

2
m “ γABpzqdzAdzB. (3.2.201)

Christoffel symbols:

Γχχχ “ ´W 1, ΓχAB “ ´r1re2WγAB,

ΓABχ “
r1

r
δAB, Γ

A
BC “ mΓABC .

(3.2.202)

Orthogonal basis:

θ1 “ e´Wdχ, θA “ rθ̂A. (3.2.203)

Connection form:

ω1
A “ ´

r1eW

r
θA, ωAB “ ω̂AB. (3.2.204)

Curvature form:

R1
A “ ´

e2W

r
pr2 ` r1W 1qθ1 ^ θA, (3.2.205a)

RA
B “

1

r2
p1 ´ pr1q2e2W qθA ^ θB. (3.2.205b)

Ricci tensor:

R11 “ ´m
e2W

r
pr2 ` r1W 1q, (3.2.206a)

R1A “ 0, (3.2.206b)

RAB “

„

´
e2W

r
pr2 ` r1W 1q ` pm ´ 1q

1 ´ pr1q2e2W

r2

ȷ

δAB,

(3.2.206c)

R “ ´2m
e2W

r
pr2 ` r1W 1q ` mpm ´ 1q

1 ´ pr1q2e2W

r2
.

(3.2.206d)

l
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3.2.13.3 4D Static Riemannian

【公式 3.57 (BH1997.7.22)】 　

計量: 静的球対称Riemann空間

ds2 “ fprqdτ 2 ` fprq´1dr2 ` r2dΩ2
2. (3.2.207)

Orthonormal basis:

θ0 “ f 1{2dτ, θ1 “ f´1{2dr, θ2 “ rdθ, θ3 “ r sin θdϕ. (3.2.208)

Connection form:

ω0
1 “

1

2
f´1{2f 1θ0, ω2

3 “ ´
cot θ

r
θ3,

ω0
A “ 0, ω1

A “ ´
f 1{2

r
θA pA “ 2, 3q.

(3.2.209)

Curvature form:

R0
1 “ ´

1

2
f2θ0 ^ θ1, R2

3 “
1 ´ f

r2
θ2 ^ θ3,

R0
A “ ´

f 1

2r
θ0 ^ θA,

R1
A “ ´

f 1

2r
θ1 ^ θA,

pA “ 2, 3q.

(3.2.210)

Ricci tensor:

R00 “ R11 “ ´
1

2
f2 ´

f 1

r
,

R22 “ R33 “ ´
f 1

r
`

1 ´ f

r2
,

R “ ´f2 ´
4f 1

r
`

2p1 ´ fq

r2
.

(3.2.211)

Einstein tensor:

G00 “ G11 “
rrpf ´ 1qs1

r2
, G22 “ G33 “

pr2f 1q1

2r2
. (3.2.212)

l
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3.2.13.4 4D Lorenzian:general

【公式 3.58 (BH1995.12.17)】 　

計量: 球対称時空

ds2 “ ´N2dτ 2 ` Λ2pdχ ` βdτq2 ` r2dΩ2
2, (3.2.213)

（N,Λ, β, rは τ, χのみの関数）．

Extrinsic curvature: τ “一定面の外部曲率は

Kχ
χ “

1

NΛ

´

´ 9Λ ` pΛβq1
¯

, (3.2.214)

Kθ
θ “ Kϕ

ϕ “
1

Nr
p´ 9r ` r1βq. (3.2.215)

Orthonormal frame:

θ0 “ Ndτ, θ1 “ Λpdχ ` βdτq, θ2 “ rdθ, θ3 “ r sin θdϕ. (3.2.216)

Connection form:

ω0
1 “

N 1

NΛ
θ0 ´ Kχ

χθ
1,

ω0
A “ ´Kθ

θ θ
A, ω1

A “ ´
r1

rΛ
θA pA “ 2, 3q

ω2
3 “ ´

cot θ

r
θ3.

(3.2.217)

Curvature form:

R0
1 “

„

´
1

NΛ

ˆ

N 1

Λ

˙1

` pKχ
χq2 ´

1

N
pBτ ´ βBχqKχ

χ

ȷ

θ0 ^ θ1,(3.2.218)

R0
A “

„

pKθ
θ q2 ´

1

N
pBτ ´ βBχqKθ

θ ´
N 1r1

rNΛ2

ȷ

θ0 ^ θA

´

„

1

rΛ
prKθ

θ q1 ´
r1

rΛ
Kχ
χ

ȷ

θ1 ^ θA pA “ 2, 3q, (3.2.219)

R1
A “

„

1

rΛ
prKθ

θ q1 ´
r1

rΛ
Kχ
χ

ȷ

θ0 ^ θA

`

„

Kθ
θK

χ
χ ´

1

rΛ

ˆ

r1

Λ

˙1ȷ

θ1 ^ θA pA “ 2, 3q, (3.2.220)

R2
3 “

«

pKθ
θ q2 `

1

r2

˜

1 ´

ˆ

r1

Λ

˙2
¸ff

θ2 ^ θ3. (3.2.221)
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Ricci tensor:

R00 “
1

NΛ

ˆ

N 1

Λ

˙1

`
2N 1r1

rNΛ2

´pKχ
χq2 ´ 2pKθ

θ q2 `
1

N
pBτ ´ βBχqpKχ

χ ` 2Kθ
θ q,(3.2.222)

R01 “
2

rΛ

“

prKθ
θ q1 ´ r1Kχ

χ

‰

, (3.2.223)

R11 “ ´
1

NΛ

ˆ

N 1

Λ

˙1

´
2

rΛ

ˆ

r1

Λ

˙1

` 2Kθ
θK

χ
χ

`pKχ
χq2 ´

1

N
pBτ ´ βBχqKχ

χ , (3.2.224)

R22 “ R33 “ ´
N 1r1

rNΛ2
´

1

rΛ

ˆ

r1

Λ

˙1

`
1

r2

˜

1 ´

ˆ

r1

Λ

˙2
¸

`Kθ
θ pKχ

χ ` 2Kθ
θ q ´

1

N
pBτ ´ βBχqKθ

θ . (3.2.225)

Einstein tensor:

G00 “ Kθ
θ pKθ

θ ` 2Kχ
χq `

1

r2r1

«

r

˜

1 ´

ˆ

r1

Λ

˙2
¸ff1

,(3.2.226)

G01 “
2

rΛ

“

prKθ
θ q1 ´ r1Kχ

χ

‰

, (3.2.227)

G11 “ ´3pKθ
θ q2 `

2

N
pBτ ´ βBχqKθ

θ

`
2N 1r1

rNΛ2
´

1

r2

˜

1 ´

ˆ

r1

Λ

˙2
¸

, (3.2.228)

G22 “ G33 “ ´pKχ
χq2 ´ Kθ

θK
χ
χ ´ pKθ

θ q2

`
1

N
pBτ ´ βBχqpKχ

χ ` Kθ
θ q

`
1

NΛ

ˆ

N 1

Λ

˙1

`
N 1r1

rNΛ2
`

1

rΛ

ˆ

r1

Λ

˙1

(3.2.229)

l
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3.2.13.5 4D Weyl tensor

【公式 3.59 (Weyl tensor)】 　

4D球対称時空の曲率形式を正規直交基底を用いて

R0
1 “ Aθ0 ^ θ1, (3.2.230)

R0
I “ Bθ0 ^ θI ` Cθ1 ^ θI pI “ 2, 3q, (3.2.231)

R1
I “ ´Cθ0 ^ θI ` Dθ1 ^ θI pI “ 2, 3q, (3.2.232)

R2
3 “ Eθ2 ^ θ3 (3.2.233)

とおくと，

Ricci曲率:

R0
0 “ A ` 2B, R0

1 “ 2C, R1
1 “ A ` 2D, RIJ “ pB ` D ` EqδAB,

(3.2.234)

R “ 2A ` 4B ` 4D ` 2E. (3.2.235)

Weyl曲率:

C 01 “ ´2Ψ2θ
0 ^ θ1, (3.2.236)

C 0I “ Ψ2θ
0 ^ θI pI “ 2, 3q, (3.2.237)

C 1I “ Ψ2θ
1 ^ θI pI “ 2, 3q, (3.2.238)

C 23 “ ´2Ψ2θ
2 ^ θ3. (3.2.239)

ここで

Ψ2 “
1

6
p´A ` B ` D ´ Eq. (3.2.240)

l
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3.2.13.6 4D Lorenzian: Null frame

【公式 3.60 (Null frame[GR1998.10.12])】 　

計量: 4次元球対称時空

ds2 “ 2Advdχ ´ Bdv2 ` r2dΩ2
2. (3.2.241)

Null tetrad:

θ` “ dv, θ´ “ ´Adχ `
B

2
dv, θ2 “ rdθ, θ3 “ r sin θdϕ. (3.2.242)

Connection form:

ω`
` “ ´ω´

´ “ Pθ`, ω`
´ “ ω´

` “ 0,

ω`
A “

Q`

r
θA, ω´

A “
Q´

r
θA, pA “ 2, 3q

ω2
3 “ ´

cot θ

r
θ3.

(3.2.243)

ここで，

P “
2 9A ` B1

2A
, Q` “ ´

r1

A
, Q´ “ 9r `

B

2A
r1. (3.2.244)

Curvature form:

R`
` “ ´R´

´ “
P 1

A
θ` ^ θ´, (3.2.245)

R`
A “ ´

Q1
´

rA
θ` ^ θA ´

Q1
`

rA
θ´ ^ θA, (3.2.246)

R´
A “

1

r

ˆ

9Q´ `
B

2A
Q1

´ ´ PQ´

˙

θ` ^ θA ´
Q1

´

rA
θ´ ^ θA,(3.2.247)

R2
3 “

1

r2
p1 ` 2Q`Q´qθ2 ^ θ3. (3.2.248)

Einstein tensor:

G`
` “ G´

´ “
2

r2A
prQ´q1 ´

1

r2
, (3.2.249)

G`
´ “ ´

2Q1
`

rA
, (3.2.250)

G´
` “

2

r

ˆ

9Q´ `
B

2A
Q1

´ ´ PQ´

˙

, (3.2.251)

GA
B “

1

A

ˆ

2Q1
´

r
` P 1

˙

δAB. (3.2.252)
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Energy-Momentum conservation:

∇aT
`a “

1

prAq2
BvrprAq2T``s `

1

2rA
BχprBT``q

`
1

r2
B´pr2T`´q `

Q`

r
TAA , (3.2.253)

∇aT
´a “

1

r2
B`pr2T`´q `

1

r2
B´pr2T´´q `

Q´

r
TAA .(3.2.254)

ここで，

B` “ Bv `
B

2A
Bχ, B´ “ ´

1

A
Bχ. (3.2.255)

l

3.2.13.7 Janis-Newman-Winicour時空

時空計量
ds2 “ ´F νdt2 ` F´νdχ2 ` F 1´νχ2dΩ2

2.

ここで，
F “ 1 ´

a

χ
.

曲率 正規直交基底

θ0 “ F ν{2dt, θ1 “ F´ν{2dχ, θ2 “ F p1´νq{2χdθ, θ3 “ F p1´νq{2χ sin θdϕ

に関する成分表示のもとで，曲率形式は

R0
1 “ Aθ0 ^ θ1,

R0
I “ Bθ0 ^ θI ` Cθ1 ^ θI pI “ 2, 3q,

R1
I “ ´Cθ0 ^ θI ` Dθ1 ^ θI pI “ 2, 3q,

R2
3 “ Eθ2 ^ θ3,
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A “
aν

2χ3

ˆ

2 ´ pν ` 1q
a

χ

˙

F ν´2,

B “ ´
1

2
A,

C “ 0,

D “ ´
a

4χ3

ˆ

2ν ´ pν ` 1q
a

χ

˙

F ν´2,

E “
a

χ3

ˆ

ν ´
pν ` 1q2

4

a

χ

˙

F ν´2.

Ricci曲率は

R0
0 “ R0

1 “ 0, RIJ “ 0,

R1
1 “ R “ 2κ2ρ.

ここで，ρは固有密度で

κ2ρ “
p1 ´ ν2qa2

4χ4
F ν´2.

また，Weyl曲率に対する Penrose係数Ψ2は

Ψ2 “ ´
a

6χ3
F ν´2

„

2ν ´
pν ` 1qp2ν ` 1q

2

a

χ

ȷ

.

注 JNW計量およびスカラ場

κΦ “

?
2q

a
lnF,

q2 “
a2p1 ´ ν2q

4

は，質量ゼロのスカラ場と重力系に対する静的球対称解となる．全系の
重力質量M は

M “ aν

となる．この解は，最初 Janis-Newman-Winicour[JNW68]により発見さ
れ，その後Wyman[Wym81]により再発見された．両解の同等性はVirbhadra[Vir97]

により指摘された．
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Conformal structure rおよび r˚を

r “ F p1´νq{2χ,

dr˚ “ F´νdχ “
F p1´νq{2dr

1 ´ ν`1
2

a
χ

により導入すると，計量は

ds2 “ ´F νpdt2 ´ dr2˚q ` r2dΩ2
2

と表される．1 ă νのとき，χ Ñ a`で r˚ Ñ ´8より，χ “ aはI ˘と
同じ構造の null面となる．この面で r “ 8となるが，ν ě 2のとき曲率
と ρは有界，1 ă ν ă 2のとき曲率と ρは発散する．また，

l “

ż χ

F´ν{2dχ

とおくと，lは χ “ aで ν ě 2のとき無限大，1 ă ν ă 2のとき有界とな
る．ただし，1 ă νでは ρ ă 0．
一方，0 ă ν ă 1のとき，ρ ą 0となるが，χ Ñ a`で r˚ は有界，

ρ,Ψ2 Ñ `8となるので，χ “ aは時間的特異点集合となる．r Ñ 0なの
で，この集合は時空において線的である．
時間的Killingベクトルを ξ “ Bt，動径方向の光的測地線の接ベクトル
を k，アフィンパラメーターを λとすると，

k ¨ ξ “ kt “ ´F ν dt

dλ
“ ω,

dt “ ˘F´νdχ

(ωは定数)より，
dχ “ ˘ωdλ

となる．すなわち，χはアフィンパラメーターに比例する．よって，光的
測地線は νの値によらず有限なアフィンパラメータでχ “ aに達する（光
的不完備）．

特異点の質量 局所質量を

mL :“
1

2
r
“

1 ´ p∇rq2
‰
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により定義すると，JNW時空に対して，

mL “
a

2F pν`1q{2

„

ν ´
ap1 ` νq2

4χ

ȷ

.

χ Ñ `8でmL Ñ aν{2 “ M となるが，ν “ 1のとき，χ Ñ a`では
mL Ñ ´8．
これに対して，Komar質量

mK “ ´
1

16π

ż

Σ

ϵµνλσ∇µξνdxλ ^ dxσ

は Σを t “ r “constと取ると，常に一定値mK “ M となる．これは，
JNW時空に対して

∇ν∇µξν “ Rµ
νξ

ν “ 0

となるためである．

3.2.13.8 pn ` 2q次元球対称Lorentz系

計量 D “ n ` 2次元球対称系

ds2 “ ´fpt, χqdt2 `
dχ2

hpt, χq
` rpt, χq2dΩ2

n (3.2.256)

ここで， 9Ω2
n “ γijpzqdzidzjは n次元単位球面の計量．

Christoffel記号

Γttt “
9f

2f
, Γttχ “

f 1

2f
, Γtχχ “ ´

9h

2fh2
, Γtij “

r 9r

f
γij, (3.2.257a)

Γχtt “
hf 1

2
, Γχtχ “ ´

9h

2h
, Γχχχ “ ´

h1

2h
, Γχij “ ´rr1γij,(3.2.257b)

Γitj “
9r

r
δij, Γ

i
χj “

r1

r
δij, Γ

i
jk “ ΓijkpSnq. (3.2.257c)
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Riemann曲率

Rtχtχ “ ´
f

2h
2R, (3.2.258a)

Rtitj “ ´rD2
t rγij; D2

t r “

˜

:r ´
9f

2f
9r ´

hf 1

2
r1

¸

, (3.2.258b)

Rtiχj “ ´rDtDχrγij; DtDχr “

˜

9r1 ´
f 1

2f
9r `

9h

2h
r1

¸

,(3.2.258c)

Rχiχj “ ´rD2
χrγij; D2

χr “

˜

r2 `
9h

2fh2
9r `

h1

2h
r1

¸

,(3.2.258d)

Ri
jkl “

`

1 ´ pDrq2
˘ `

δikγjl ´ δilγjk
˘

, (3.2.258e)

ここで

2R “ ´
:h

fh
`

3 9h2

2fh2
`

9f 9h

2f 2h
´ h

f2

f
`
hpf 1q2

2f 2
´
h1f 1

2f
,(3.2.259a)

pDrq2 “ ´
9r2

f
` hpr1q2. (3.2.259b)

Ricciテンソル

Rab “
1

2
2Rgab ´ n

DaDbr

r
, pa, b “ t, χq (3.2.260a)

Rai “ 0, (3.2.260b)

Rij “

"

´
lr

r
` pn ´ 1q

1 ´ pDrq2

r2

*

gij, (3.2.260c)

R “ 2R ´ 2n
lr

r
` npn ´ 1q

1 ´ pDrq2

r2
. (3.2.260d)

ここで，

lr “ ´
:r

f
`

1

2f

˜

9f

f
`

9h

f

¸

9r ` hr2 `
h

2

ˆ

f 1

f
`
h1

h

˙

r1. (3.2.261)

3.2.13.9 pn ` 2q次元静的球対称系

計量 D “ n ` 2次元静的球対称系

ds2 “ ´fprqdt2 `
dr2

hprq
` r2dΩ2

n (3.2.262)

ここで， 9Ω2
n “ γijpzqdzidzjは n次元単位球面の計量．
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Christoffel記号

Γttr “
f 1

2f
, Γrtt “

hf 1

2
, Γrrr “ ´

h1

2h
, (3.2.263a)

Γrij “ ´rhγij,Γ
i
rj “

1

r
δij, Γ

i
jk “ ΓijkpSnq. (3.2.263b)

Riemann曲率

Rtrtr “ ´
f

2h
2R, (3.2.264a)

Rtitj “ ´rD2
t rγij; D2

t r “ ´
hf 1

2
, (3.2.264b)

Rtirj “ ´rDtDrrγij “ 0, (3.2.264c)

Rrirj “ ´rD2
rrγij; D2

rr “
h1

2h
, (3.2.264d)

Ri
jkl “ p1 ´ hq

`

δikγjl ´ δilγjk
˘

, (3.2.264e)

ここで

2R “ ´h
f2

f
`
hpf 1q2

2f 2
´
h1f 1

2f
, (3.2.265a)

(3.2.265b)

Ricciテンソル

Rtt “
h

2
f2 `

ˆ

h1

4
`
nh

2r

˙

f 1 ´
hpf 1q2

4f
, (3.2.266a)

Rtr “ 0, (3.2.266b)

Rrr “ ´
f2

2f
`

pf 1q2

4f 2
´

ˆ

n

2r
`
f 1

4f

˙

h1

h
, (3.2.266c)

Rai “ 0, (3.2.266d)

Rij “

„

´
hf 1

2rf
´
h1

2r
` pn ´ 1q

1 ´ h

r2

ȷ

gij, (3.2.266e)

R “ ´h
f2

f
`
hpf 1q2

2f 2
´

ˆ

h1

2h
`
nh

rf

˙

f 1

´
n

r
h1 `

npn ´ 1q

r2
p1 ´ hq. (3.2.266f)
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特に，

Gtt “
nf

2rn
␣

rn´1p1 ´ hq
(1
, (3.2.267)

Rt
t ´ Rr

r “
nf

2r

ˆ

h

f

˙1

. (3.2.268)
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3.2.14 静的 SOpn ` 1q対称系

時空計量
ds2 “ ´e2Upxqdt2 ` rpxq2dΩ2

n ` hijpxqdxidxj

正規直交基底

θ0 “ eUpxqdt, θI “ θIi pxqdxi, θA “ rpxqχAp pzqdzp.

ここで，I “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m，A “ m ` 1, ¨ ¨ ¨ ,m ` n．

接続形式

ω0
I “ UIθ

0, ω0
A “ 0,

ωIJ “ ω̂IJpxq, ωIA “ ´
rI
r
θA,

ωAB “ ω̂ABpzq.

ここで，XI を θI の双対基底として，QI “ X i
IBiQpxq．

曲率形式

R0
I “ PIJθ

0 ^ θJ ,

R0
A “ Sθ0 ^ θA,

RI
J “

1

2
mRI

JKLpxqθK ^ θL,

RI
A “ QIJθ

J ^ θA,

RA
B “ TθA ^ θB

ここで，

PIJ “ ´ppD2UqIJ ` UIUJq,

S “ ´
Dr ¨ DU

r
,

QIJ “ ´
pD2rqIJ

r
,

T “
K ´ pDrq2

r2

ただし，Dは hijに関する共変微分．また，n “ 1のときK “ 0.
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曲率テンソル

R0
I0J “ PIJ ,

R0
A0B “ SδAB,

RI
JKL “ mRI

JKL,

RI
AJB “ QIJδAB,

RA
BCD “ T pδACδBD ´ δADδBCq.

Ricci曲率

R0
0 “ P ` nS

“ ´△U ´ pDUq2 ´ n
Dr ¨ DU

r
,

RIJ “ PIJ ` nQIJ ` mRIJ

“ ´pD2UqIJ ´ UIUJ ´ n
pD2rqIJ

r
` mRIJ ,

RAB “ rQ ` S ` pn ´ 1qT sδAB

“

ˆ

´
△r ` Dr ¨ DU

r
` pn ´ 1q

K ´ pDrq2

r2

˙

δAB,

R “ 2P ` 2npQ ` Sq ` npn ´ 1qT ` mR

“ ´2p△U ` pDUq2q ´ 2n
Dr ¨ DU

r
` mR ´ 2n

△r
r

` npn ´ 1q
K ´ pDrq2

r2
.

ただし，△ “ DiDi，P “ P I
I，Q “ QI

I．

Weyl曲率 ただし，n “ 2.

C0I
0J “

n

n ` 1
pP̂IJ ´ Q̂IJq `

nrnpP ´ 2Sq ´ pn ´ 2qQ ` 2pn ´ 1qT ´ 2Rs

2pn ` 1qpn ` 2q
δIJ ,

C0A
0B “

´npP ´ 2Sq ` pn ´ 2qQ ´ 2pn ´ 1qT ` 2R

pn ` 1qpn ` 2q
δAB,

CIJKL “
´2npP ´ 2Sq ´ 2n2Q ` 2npn ´ 1qT ` npn ` 1q 2R

2pn ` 1qpn ` 2q
pδIKδJL ´ δILδJKq,

CIA
JB “

«

´P̂IJ ` Q̂IJ

n ` 1
`

´pn ´ 2qpP ´ 2Sq ` p3n ´ 4qQ ´ 4pn ´ 1qT ´ n 2R

2pn ` 1qpn ` 2q
δIJ

ff

δAB,

CAB
CD “

2pP ´ 2Sq ´ 4Q ` 6T ` 2R

pn ` 1qpn ` 2q
pδACδ

B
D ´ δADδ

B
C q.
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ただし，

P̂IJ “ PIJ ´ 1
2
PδIJ ,

Q̂IJ “ QIJ ´ 1
2
QδIJ .
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3.2.15 Cohomogeneity one

3.2.15.1 単純回転型

時空計量 時空は局所的にR ˆ R2 ˆ Znで，

ds2 “
dx2

4∆pxq
´ Cpxqdt2 ` Bpxqpχ ´ Ωpxqdtq2 ` Apxqds2pZnq. (3.2.269)

ここで，ds2pZnqは x, tによらずかつ，

dχ “ 2φ (3.2.270)

で定義される２形式はZn上の２形式と見なすことができるとする．

正規直交規定

θ0 “
?
Cdt, θ1 “

dx

2
?
∆
, θ2 “

?
Bpχ´Ωdtq, θI “

?
AχI pI “ 3, n`2q.

(3.2.271)

ただし，
ds2pZnq “ δIJχ

IχJ . (3.2.272)

接続形式

ω01 “ ´
?
∆
C 1

C
´

c

∆B

C
Ω1θ2, (3.2.273a)

ω02 “ ´

c

∆B

C
Ω1θ1, (3.2.273b)

ω0I “ 0, (3.2.273c)

ω12 “

c

∆B

C
Ω1θ0 ´

?
∆
B1

B
θ2, (3.2.273d)

ω1I “ ´
?
∆
A1

A
θI , (3.2.273e)

ω2I “

?
B

A
φ̂IJθ

J , (3.2.273f)

ωIJ “ ´

?
B

A
φ̂IJθ

2 ` ω̂IJ . (3.2.273g)

ここで，

ϕ “
1

2
φ̂IJχ

I ^ χJ , (3.2.274)

dχI “ ´ω̂IJ ^ χJ . (3.2.275)
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曲率テンソル

R0101 “ 2∆C2 ` ∆1C1 ´ ∆C2
1 ´ 3∆pΩ1q2

B

C
, (3.2.276a)

R0112 “

c

B

C
p´∆1Ω1 ´ 2∆Ω2 ´ 3∆Ω1B1 ` ∆Ω1C1q ,

(3.2.276b)

R01IJ “ ´2

c

∆

C

B

A
Ω1φ̂IJ , (3.2.276c)

R0202 “ ∆B1C1 ` ∆pΩ1q2
B

C
, (3.2.276d)

R0I0J “ ∆A1C1δIJ , (3.2.276e)

R0I1J “ ´

c

∆

C

B

A
Ω1φ̂IJ , (3.2.276f)

R0I2J “

c

B

C
∆A1Ω

1δIJ , (3.2.276g)

R1212 “ ´∆1B1 ´ 2∆B2 ` ∆B2
1 ´ ∆pΩ1q2

B

C
, (3.2.276h)

R12IJ “ 2

?
∆B

A
pA1 ´ B1qφIJ , (3.2.276i)

R1I1J “
`

´∆1A1 ´ 2∆A2 ` ∆A2
1

˘

δIJ , (3.2.276j)

R1I2J “

?
∆B

A
pA1 ´ B1qφ̂IJ , (3.2.276k)

R2I2J “ ´∆A1B1δIJ `
B

A2
φ̂IKφ̂J

K , (3.2.276l)

RIJKL “
1

A
R̂IJKLpZq ´ 2∆A2

1δIrKδLsJ

´
2B

A2

`

φ̂IJ φ̂KL ´ φ̂IrKφ̂LsJ

˘

. (3.2.276m)

ここで，

A1 “
A1

A
, A2 “

A2

A
, B1 “

B1

B
, B2 “

B2

B
, C1 “

C 1

C
, C2 “

C2

C
.

(3.2.277)
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Ricci曲率

R00 “ 2∆C2 ` ∆1C1 ´ ∆C2
1 ´ 2∆

B

C
pΩ1q2 ` ∆C1 pB1 ` nA1q ,

(3.2.278a)

R01 “ 0, (3.2.278b)

R02 “

c

B

C
tΩ1∆1 ` 2∆Ω2 ` ∆Ω1p3B1 ´ C1q ` n∆Ω1A1u ,(3.2.278c)

R0I “ 0, (3.2.278d)

R11 “ ´2∆C2 ´ ∆1C1 ` ∆C2
1 ´ ∆1B1 ´ 2∆B2 ` ∆B2

1

`2∆
B

C
pΩ1q2 ` n

`

´∆1A1 ´ 2∆A2 ` ∆A2
1

˘

, (3.2.278e)

R12 “ 0, (3.2.278f)

R1I “ 0, (3.2.278g)

R22 “ ´∆B1C1 ´ 2∆pΩ1q2
B

C
´ ∆1B1 ´ 2∆B2 ` ∆B2

1

´n∆A1B1 `
B

A2
φ̂IJ φ̂

IJ , (3.2.278h)

R2I “ 0, (3.2.278i)

RIJ “
␣

´∆A1C1 ´ ∆1A1 ´ 2∆A2 ´ ∆A1B2 ´ pn ´ 2q∆A2
1

(

δIJ

`
1

A
R̂IJpZq ´ 2

B

A2
φ̂IKφ̂J

K . (3.2.278j)
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3.2.16 Warped product I型

3.2.16.1 Geometry

時空計量 Mm`n « N m ˆ K n

ds2 “ gµνdx
µdxν “ gabdy

adyb ` rpyq2dσ2
n; (3.2.279)

dσ2
n “ γijpzqdzidzj. (3.2.280)

以下，gabに関する共変微分をDa，γijに関する共変微分を D̂iとする．ま
た，ハットのついた量の添え字の上げ下げは γijにより行う．

接続係数

Γabc “ mΓabcpyq, Γijk “ Γ̂ijkpzq, (3.2.281a)

Γaij “ ´rDarγijpzq, Γija “
Dar

r
δij, (3.2.281b)

他の独立な成分はゼロ．

曲率テンソル

Ra
bcd “ mRa

bcd, (3.2.282a)

Ra
ibj “ ´

DaDbr

r
gij, (3.2.282b)

Ri
jkl “ R̂i

jkl ´ pDrq2pδikγjl ´ δilγjkq. (3.2.282c)

他の独立な成分はゼロ．

Riccテンソル

Rab “ mRab ´ n
DaDbr

r
, (3.2.283a)

Rai “ 0, (3.2.283b)

Rij “ R̂ij ´

ˆ

lr

r
` pn ´ 1q

pDrq2

r2

˙

gij, (3.2.283c)

R “ mR `
R̂

r2
´ n

ˆ

2
lr

r
` pn ´ 1q

pDrq2

r2

˙

. (3.2.283d)
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Weylテンソル 特に，m “ 2のとき

C ab “
n ´ 1

n ` 1
Xdya ^ dyb, (3.2.284a)

C ai “ ´
1

nr2
dya ^ Ŝi ´

n ´ 1

npn ` 1q
Xdya ^ dzi, (3.2.284b)

C ij “
1

r2
Ĉ ij `

4

npn ´ 2q
Ŝri ^ dzjs

`
2

npn ` 1q
Xdzi ^ dzj. (3.2.284c)

ここで，

Ŝi :“ Ŝijdz
j; Ŝij “ R̂i

j ´
1

n
R̂δij, (3.2.285)

X :“
1

2
2R `

lr

r
`
K ´ pDrq2

r2
; K :“

1

npn ´ 1q
R̂. (3.2.286)

3.2.16.2 保存エネルギー束

【定理 3.61】 　 dσ2
n “ γijpzqdzidzjをそのRicci曲率が

R̂ij “ pn ´ 1qKγij (3.2.287)

で与えられる Einstein空間K nの計量とするとき，計量

ds2 “ gabdy
adyb ` r2pyqdσ2

n (3.2.288)

に対して

Kµ “ ϵµν∇νr, (3.2.289)

Sµ “ GµνKν (3.2.290)

とおくとき，
Sµ “

n

2rn
ϵµν∇ν

“

rn´1
`

pDrq2 ´ K
˘‰

(3.2.291)

となる．これより，
∇µS

µ “ 0 (3.2.292)

が成り立つ．また，

Sµdx
µ “

n

2
˚
␣

d
“

rn´1
`

pDrq2 ´ K
˘‰

^ Ωn

(

(3.2.293)

が成り立つ．ここでΩnはK nの体積要素． l

169 目次へ



目次へ

3.2.17 Warped product Ip型

計量： 時空M “ N m ˆ K n1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ K npにおいて，

ds̃2 “ gabpxqdxadxb `

p
ÿ

I“1

SIpxq2dσ2
I ; (3.2.294)

dσ2
I “

ÿ

i,jPI

γpIqijpyIqdy
idyj. (3.2.295)

ここで，yI “ pyi; i P Iq．以下，gabに関する共変微分をDaと表す．

Christoffel記号：

Γ̃abc “ Γabc, Γ̃ijk “ IΓijk pi, j, k P Iq, (3.2.296a)

Γ̃aij “ ´
DaSI
SI

gij, Γ̃iaj “
DaSI
SI

δij pi, j P Iq. (3.2.296b)

他の成分は対称性から決まるものを除いてゼロ．

接続形式： 正規直交基底を

ds̃2 “ ηABθ
AθB ` δPQθ

P θQ; (3.2.297)

θP “ SIθ
P
pIq pP P Iq (3.2.298)

ととると，

ω̃AB “ ωAB, (3.2.299a)

ω̃AP “ ´
DASI
SI

θP pP P Iq, (3.2.299b)

ω̃PQ “ ωpIq
P
Q pP,Q P Iq. (3.2.299c)

他の成分はゼロ．

曲率テンソル：

R̃abcd “ Rabcd, (3.2.300a)

R̃aibj “ ´
DaDbSI
SI

gij pi, j P Iq, (3.2.300b)

R̃ijkl “ S2
IRpIqijkl ´

pDSIq
2

S2
I

pgikgjl ´ gilgjkq pi, j, k, l P Iq,(3.2.300c)

R̃ij1kl1 “ ´
DSI ¨ DSJ
SISJ

gikgj1l1 pi, k P I, j1, l1 P Jq. (3.2.300d)
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Ricciテンソル：

R̃ab “ Rab ´
ÿ

I

nI
DaDbSI
SI

, (3.2.301a)

R̃ai “ 0, (3.2.301b)

R̃ij “ RpIqij ´

«

△SI
SI

´
pDSIq

2

S2
I

`
ÿ

J

nJ
DSI ¨ DSJ
SISJ

ff

gij pi, j P Iq,(3.2.301c)

R̃ij1 “ 0 pi P I, j1 P J, I “ Jq. (3.2.301d)

スカラ曲率：

R̃ “ R `
ÿ

I

ˆ

1

S2
I

SpIq ´ 2nI
△SI
SI

` nI
pDSIq

2

S2
I

˙

´

˜

ÿ

I

nI
DSI
SI

¸2

.

(3.2.302)
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3.2.18 Warped product II型

計量: 時空Mm`n “ N m ˆ K nにおいて，

ds2 “ Apx, yq2gµνpxqdxµdxν ` Bpx, yq2γijpyqdyidyj. (3.2.303)

接続形式： 正規直交基底

θ̃A : α̃a “ Aαa; gµν “ ηabα
a
µα

b
ν ,

β̃p “ Bβp; γij “ ηpqβ
p
i β

q
j (3.2.304)

に対して，
dαa “ ´ωabα

b, dβp “ ´ω̂pqβ
q (3.2.305)

とおくと，
dθ̃A “ ´ω̃AB θ̃

B (3.2.306)

は

ω̃ab “ ωab ` A´1 pDbAα
a ´ DaAαbq , (3.2.307a)

ω̃ap “ B´1D̂pAα
a ´ A´1DaB βp, (3.2.307b)

ω̃pq “ ω̂pq ` B´1
´

D̂qB βp ´ D̂pB βq

¯

. (3.2.307c)

ここで，
gab Ñ Da, γpq Ñ D̂p. (3.2.308)

曲率テンソル：

R̃abcd “ A´2Rabcd ` 2A´1DaDrcA
´1ηdsb ´ 2A´1DbDrcA

´1ηdsa

´

´

pDA´1q2 ` A2B´2pD̂A´1q2
¯

pηacηbd ´ ηadηbcq,(3.2.309a)

R̃abcp “ 2A´1Dra

´

A´1B´1D̂pA
¯

ηbsc, (3.2.309b)

R̃apbq “ A´1B´3
´

´BD̂pD̂qA ` D̂pAD̂qB ` D̂qAD̂pB
¯

ηab

`A´3B´1 p´ADaDbB ` DaADbB ` DbADaBq ηpq

´A´1B´1
´

A´2DA ¨ DB ` B´2D̂A ¨ D̂B
¯

ηabηpq,(3.2.309c)

R̃pqra “ 2B´1D̂rp

`

A´1B´1DaB
˘

ηqsr, (3.2.309d)

R̃pqrs “ B´2Rpqrs ` 2B´1D̂pD̂rrB
´1ηssq ´ 2B´1D̂qD̂rrB

´1ηssp

´

´

pD̂B´1q2 ` B2A´2pDB´1q2
¯

pηprηqs ´ ηpsηqrq.(3.2.309e)
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座標成分で表すと，

R̃µνλσ “ A2Rµνλσ ` 2A3DµDrλA
´1gσsν ´ 2A3DνDrλA

´1gσsµ

´

´

pDAq2 ` A2B´2pD̂Aq2
¯

pgµλgνσ ´ gµσgνλq,(3.2.310a)

R̃µνλ i “ 2A2BDrµ

´

A´1B´1D̂iA
¯

gνsλ, (3.2.310b)

R̃µiνj “ AB´1
´

´BD̂iD̂jA ` D̂iAD̂jB ` D̂jAD̂iB
¯

gµν

`A´1B p´ADµDνB ` DµADνB ` DνADµBq γij

´AB
´

A´2DA ¨ DB ` B´2D̂A ¨ D̂B
¯

gµνγij, (3.2.310c)

R̃ijkµ “ 2AB2D̂ri

`

A´1B´1DµB
˘

γjsk, (3.2.310d)

R̃ijkl “ B2Rijkl ` 2B3D̂iD̂rkB
´1γlsj ´ 2B3D̂jD̂rkB

´1γlsi

´

´

pD̂Bq2 ` B2A´2pDBq2
¯

pγikγjl ´ γilγjkq. (3.2.310e)
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Ricciテンソル:

A2R̃ab “ Rab ´ pm ´ 2q

ˆ

DaDbA

A
´

2DaADbA

A2

˙

´n

ˆ

DaDbB

B
´
DaADbB ` DbADaB

AB

˙

´

„

△A
A

` pm ´ 3q
pDAq2

A2
` n

DA ¨ DB

AB

`
A2

B2

˜

△̂A
A

` pn ´ 2q
D̂A ¨ D̂B

AB
` pm ´ 1q

pD̂Aq2

A2

¸ff

ηab,

(3.2.311a)

ABR̃ap “ pm ´ 1q

«

´
DaD̂pA

A
`
D̂pADapABq

A2B

ff

`pn ´ 1q

«

´
D̂pDaB

B
`
DaB D̂ppABq

AB2

ff

,

(3.2.311b)

B2R̃pq “ R̂pq ´ pn ´ 2q

˜

D̂pD̂qB

B
´

2D̂pBD̂qB

B2

¸

´m

˜

D̂pD̂qA

A
´
D̂pAD̂qB ` D̂qAD̂pB

AB

¸

´

«

△̂B
B

` pn ´ 3q
pD̂Bq2

B2
` m

D̂A ¨ D̂B

AB

`
B2

A2

ˆ

△B
B

` pm ´ 2q
DA ¨ DB

AB
` pn ´ 1q

pDBq2

B2

˙ȷ

ηpq,

(3.2.311c)

R̃ “
1

A2
R ´

m ´ 2

A2

ˆ

△A
A

´
2pDAq2

A2

˙

´
n

A2

ˆ

△B
B

´
2DA ¨ DB

AB

˙

´m

„

1

A2

ˆ

△A
A

` pm ´ 3q
pDAq2

A2
` n

DA ¨ DB

AB

˙

`
1

B2

˜

△̂A
A

` pm ´ 1q
pD̂Aq2

A2
` pn ´ 2q

D̂A ¨ D̂B

AB

¸ff

`
1

B2
R̂ ´

n ´ 2

B2

˜

△̂B
B

´
2pD̂Bq2

B2

¸

´
m

B2

˜

△̂A
A

´
2D̂A ¨ D̂B

AB

¸

´n

«

1

B2

˜

△̂B
B

` pn ´ 3q
pD̂Bq2

B2
` m

D̂A ¨ D̂B

AB

¸

`
1

A2

ˆ

△B
B

` pn ´ 1q
pDBq2

B2
` pm ´ 2q

DA ¨ DB

AB

˙ȷ

.(3.2.311d)
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特に，

m “ 4, n “ 6, A “ h´1{4, B “ h1{4 (3.2.312)

のとき，

Rµν ´
1

4
Rλ
λgµν “ RµνpXq ´

1

4
RpXqgµνpXq

´
1

h

ˆ

DµDνh ´
1

4
△hgµνpXq

˙

, (3.2.313a)

h´1{2Rµ
µ “ RpXq `

1

h2
△̂h ´

1

h3
pD̂hq2, (3.2.313b)

Rµp “ ´
1

2h
DµD̂ph, (3.2.313c)

Rpq ´
1

6
Rr
rgpq “ RpqpY q ´

1

6
RpY qgpqpY q

´
1

2h2

ˆ

D̂phD̂qh ´
1

6
pD̂hq2gpqpY q

˙

, (3.2.313d)

h1{2Rp
p “ RpY q `

pD̂hq2

h2
´

3

2

△̂h
h

´
3

2
△h. (3.2.313e)

また，

m “ 5, n “ 6, A “ h´1{3pxq, B “ h1{6pxq (3.2.314)

のとき，

Rµν “ RµνpX5q ´
1

2h2
DµDνh `

1

3

ˆ

D2h

h
´

pDhq2

h2

˙

gµνpXq,(3.2.315a)

Rµp “ 0, (3.2.315b)

Rpq “ RpqpY6q `
1

6

ˆ

´D2h `
pDhq2

h2

˙

gpqpY q, (3.2.315c)

R “ h2{3RpX5q ` h´1{3RpY6q `
2D2h

3h1{3
´

7pDhq2

6h4{3
. (3.2.315d)
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3.2.19 空間的に一様な系

n次元 Lie群GがD “ n ` 1次元時空に自由に作用し，その軌道が n

次元空間Σptq – Σ0となるとする．Gに対応するKillingベクトルの基底
を ξiとするとき，Gの Lie代数の構造定数が

rξi, ξjs “ Ck
ijξk pi, j, k “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq (3.2.316)

で表されるとする．このとき，対応するΣ0の不変基底をχi(i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n)

を適当に取ると，Mauer-Cartan方程式

dχi “ Cjkχ
j ^ χk (3.2.317)

が成り立つ．

時空計量

ds2 “ ´dt2 ` qijptqpχi ` βiptqdtqpχj ` βjptqdtq. (3.2.318)

接続形式 ΩI
iptqを

qijptq “ δIJΩ
I
iΩ

J
j “ p TΩΩqij (3.2.319)

を満たす正則行列として，時空M の正規直交基底を

θa : θ0 “ dt, θI “ ΩI
ipχ

i ` βidtq (3.2.320)

と取る．このとき，接続形式は

ω0
I “ hIJθ

J , ωIJ “ πIJθ
0 ` ωKIJθ

K . (3.2.321)

ここで，

hIJ “ p 9Ωω´1qpIJq ` DpIJqKβ
K , (3.2.322)

πIJ “ ´p 9Ωω´1qrIJs ´ DrIsqKβ
K , (3.2.323)

ωIJK “
1

2
pDIJK ´ 2DrJKsIq, (3.2.324)

DIJK “ ΩI
iC

i
jkpΩ´1qjJpΩ´1qkK (3.2.325)

hIJ の θ̃i “ χi ` βidtに関する成分表示は

hij ” hIJΩ
I
iΩ

J
j “

1

2

`

9qij ` 2Cpijqkβ
k
˘

. (3.2.326)

ただし，Ci
jkの添え字の上げ下げは qijで行うものとする．例えば，Cijk “

qilC
l
jk.
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曲率テンソル

R0
I0J “ 9hIJ ` hIKh

K
J ` πIKh

K
J ` πJKh

K
I , (3.2.327a)

R0
IJK “ hILD

L
JK ` 2hLrJωKsLI , (3.2.327b)

RI
J0K “ ´R0

KIJ , (3.2.327c)

RI
JKL “ 2hIrKhLsJ ` 2ωrK

IMωLsMJ ´ ωM
I
JD

M
KL.(3.2.327d)

基底 θ̃µ(θ̃0 “ θ0)に関する成分表示では

R0
i0j “ 9hij ´ hki hjk `

`

hkiCpkjqm ` hkjCpkiqm

˘

βm, (3.2.328a)

R0
ijk “ hilC

l
jk ` 2hlrjωksli, (3.2.328b)

Rijkl “ 2hirkhlsj ´ 2ωkimωlj
m ´ ωmijC

m
kl. (3.2.328c)

ここで，ωijkは

ωijk “
1

2
pCijk ´ Ckij ´ Cjkiq (3.2.329)

で，添え字の上げ下げは qijにより行う．

Ricciテンソル

R00 “ ´ 9h ´ hIJh
IJ , (3.2.330a)

R0I “ DJKIh
JK ` DKh

KI , (3.2.330b)

RIJ “ 9hIJ ` hhIJ ´ hKI πKJ ´ hKJ πKI ´ UIJ , (3.2.330c)

Rs “ 2 9h ` h2 ` hIJh
IJ ´ U. (3.2.330d)

また，θ̃µに関する成分は，

R00 “ ´ 9h ´ hijh
ij, (3.2.331a)

R0i “ Cjkih
jk ` Ckh

k
i , (3.2.331b)

Rij “ 9hij ` hhij ´ 2hki hjk ` hkiCpkjqβ ` hkjCpkiqβ ´ Uij,(3.2.331c)

Rs “ 2 9h ` h2 ` hijh
ij ´ U. (3.2.331d)

ここで，

UIJ “ ´DMDpIJqM ´
1

4
DIKLDJ

KL ` DKL
IDpKLqJ ,(3.2.332a)

Uij “ ´CmCpijqm ´
1

4
DiklDj

kl ` Dkl
iDpklqj, (3.2.332b)

U “ U I
I “ DKD

K `
1

4
DIJKDIJK `

1

2
DIJKDJIK

“ CkC
k `

1

4
CijkC

ijk `
1

2
CijkCjik. (3.2.332c)
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Einsteinテンソル

G00 “
1

2

`

h2 ´ hIJh
IJ ´ U

˘

, (3.2.333a)

G0I “ DJKIh
JK ` DKh

IK , (3.2.333b)

GIJ “ RIJ ´
1

2
RsδIJ . (3.2.333c)
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3.2.20 定常軸対称系

時空計量

ds2 “ ´e2Updt ` Adϕq2 ` e´2U
“

ρ2dϕ2 ` e2kpdρ2 ` dz2q
‰

.

正規直交基底

θ0 “ eUpdt ` Adϕq, θ1 “ e´Uρdϕ, θ2 “ ek´Udρ, θ3 “ ek´Udz,

e0 “ e´UBt, e1 “
1

ρ
eUpBϕ ´ ABtq, e2 “ eU´kBρ, e3 “ eU´kBz.

接続形式 pj “ 2{ρ, 3{zq

ω0
1 “ ´

1

2ρ
e3U´kpAρθ

2 ` Azθ
3q “ ´

1

2ρ
e2UdA,

ω0
j “ eU´kujθ

0 `
1

2ρ
e3U´kAjθ

1,

ω1
j “ ´

1

2ρ
e3U´kAjθ

0 ´ ρpU{ρqje
U´kθ1,

ω2
3 “ eU´kpkz ´ Uzqθ

2 ´ eU´kpkρ ´ Uρqθ
3.
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曲率テンソル

R0101 “ ´e2U´2k

„

U2
ρ ´

1

ρ
Uρ ` U2

z ´
1

4ρ2
e4UpA2

ρ ` A2
zq

ȷ

,

R0123 “
1

ρ
e4U´2k

„

Az

ˆ

Uρ ´
1

2ρ

˙

´ AρUz

ȷ

,

R2323 “ e2U´2kpUρρ ` Uzz ´ kρρ ´ kzzq,

R0202 “ e2U´2k

ˆ

Uρρ ` 2U2
ρ ´ U2

z ´ Uρkρ ` Uzkz `
1

4ρ2
e4UA2

ρ

˙

,

R1212 “ e2U´2k

ˆ

Uρρ `
1

ρ
Uρ ´ U2

z ´ Uρkρ ` Uzkz `
1

ρ
kρ `

3

4ρ2
e4UA2

ρ

˙

,

R0203 “ e2U´2k

ˆ

Uρz ` 3UρUz ´ Uρkz ´ Uzkρ `
1

4ρ2
e4UAρAz

˙

,

R1213 “ e2U´2k

ˆ

Uρz ` UρUz ´ Uρkz ´ Uzkρ `
1

ρ
kz `

3

4ρ2
e4UAρAz

˙

,

R0303 “ e2U´2k

ˆ

Uzz ` 2U2
z ´ U2

ρ ` Uρkρ ´ Uzkz `
1

4ρ2
e4UA2

z

˙

,

R1313 “ e2U´2k

ˆ

Uzz ´ U2
ρ `

1

ρ
Uρ ` Uρkρ ´ Uzkz ´

1

ρ
kρ `

3

4ρ2
e4UA2

z

˙

,

R0212 “
1

2ρ
e4U´2k

ˆ

Aρρ ´
1

ρ
Aρ ` 5UρAρ ´ AzUz ´ Aρkρ ` Azkz

˙

,

R0313 “
1

2ρ
e4U´2k pAzz ` 5UzAz ´ AρUρ ` Aρkρ ´ Azkzq ,

R0213 “
1

2ρ
e4U´2k

ˆ

Aρz ´
1

ρ
Az ` 2UzAρ ` 4UρAz ´ Aρkz ´ Aρkz

˙

,

R0312 “
1

2ρ
e4U´2k pAρz ` 4UzAρ ` 2UρAz ´ Aρkz ´ Aρkzq .
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Ricciテンソル

R00 “ e2U´2k

ˆ

B2U `
1

ρ
Uρ `

1

2ρ2
e4UpBAq2

˙

,

R01 “
ρ

2
e´2kB ¨

ˆ

e4U

ρ
BA

˙

,

R11 “ R00, R02 “ R03 “ R12 “ R13 “ 0,

R22 “ e2U´2k

ˆ

B2U `
1

ρ
Uρ ´ 2U2

ρ ´ B2k `
1

ρ
kρ `

1

2ρ2
e4UA2

ρ

˙

,

R33 “ e2U´2k

ˆ

B2U `
1

ρ
Uρ ´ 2U2

z ´ B2k ´
1

ρ
kρ `

1

2ρ2
e4UA2

z

˙

,

R33 “ e2U´2k

ˆ

B2U `
1

ρ
Uρ ´ 2U2

z ´ B2k ´
1

ρ
kρ `

1

2ρ2
e4UA2

z

˙

,

R23 “ e2U´2k

ˆ

2UzUρ ´
1

ρ
kz ´

1

2ρ2
e4UAzAρ

˙

,

R “ 2e2U´2k

ˆ

B2U `
1

ρ
Uρ ´ pBUq2 ´ B2k `

1

4ρ2
e4UpBAq2

˙

.

R “ 2pR0101 ` R2323q,

2R0101 “ ´R0202 ´ R0303 ` R1212 ` R1313.

Weylテンソル PN表示

Ψ1 “ Ψ3 “ 0,

2Ψ2 “ A ` iB,

Ψ0 ` Ψ4 “ C ` iD, ipΨ0 ´ Ψ4q “ E ` iF ;
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A “ R0101 ´
R

6

“ ´
1

3
e2U´2k

ˆ

B2U ´ 2
Uρ
ρ

` 2pBUq2 ´ B2k ´
1

2ρ2
e4UpBAq2

˙

,

B “ R0123,

C “ ´R0101 ´ R0303 ` R1212

“ e2U´2k
`

´Uzz ` Uρρ ´ 2U2
z ` 2U2

ρ ´ 2Uρkρ ` 2Uzkz

`
1

ρ
kρ ´

1

2ρ2
e4UpA2

z ´ A2
ρq

˙

,

D “ ´R0213 ´ R0312

“
1

ρ
e4U´2k

ˆ

´Aρz `
1

2ρ
Az ´ 3UzAρ ´ 3UρAz ` Aρkz ` Azkρ

˙

,

E “ R0203 ` R1213

“ 2e2U´2k

ˆ

Uρz ` 2UρUz ´ Uρkz ´ Uzkρ `
1

2ρ
kz `

1

2ρ2
e4UAzAρ

˙

,

F “ ´R0313 ` R0212

“ ´
1

2ρ
e4U´2k

ˆ

´Aρρ `
1

ρ
Aρ ` Azz ´ 6UρAρ ` 6UzAz ` 2Aρkρ ´ 2Azkz

˙

.
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3.2.21 Rn-不変系

計量:

ds2 “ g̃MNdx
MdxN

“ gijpxqdxidxj ` Φabpxqpdya ` Aaqpdyb ` Abq. (3.2.334)

ここで
Aa “ Aai pxqdxi. (3.2.335)

正規直交基底:

θ̃I “ θI :“ θIi pxqdxi, θ̃A “ θAa pxqpdya ` Aaq, (3.2.336a)

ẽI “ eiIpxqpBi ´ Aai Baq, ẽA “ eaApxqBa. (3.2.336b)

接続形式:

ω̃IJ “ ωIJ ´
1

2
F a
IJΦabpdy

b ` Abq, (3.2.337a)

ω̃IA “ ´
1

2
θAaF

a
IJθ

J ´
1

2
eaA∇IΦabpdy

b ` Abq, (3.2.337b)

ω̃AB “ earAdθBsa. (3.2.337c)

ここで，

dAa “
1

2
F a
IJθ

I ^ θJ . (3.2.338)
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Riemannテンソル:

R̃IJKL “ RIJKL ´
1

2
ΦabpF

a
IJF

b
KL ´ F a

IrKF
b
LsJq, (3.2.339a)

R̃IJKA “
1

2
eaA

“

´∇KpΦabF
b
IJq ` F b

KrI∇JsΦab

‰

, (3.2.339b)

R̃IJAB “ ´
1

2
earAe

b
Bs

“

ΦacΦbdpF
cqI

KpF dqJK ` Φcd∇IΦac∇JΦbd

‰

,(3.2.339c)

R̃IAJK “
1

2
eaA

“

2Φab∇rJF
b
KsI ´ ∇IΦabF

b
JK ` F b

IrJ∇KsΦab

‰

,(3.2.339d)

R̃IAJB “
1

4
eaAe

b
B

”

´ 2∇I∇JΦab ` ΦadΦbcpF
cqI

KpF dqJK

`Φcd∇IΦbc∇JΦads, (3.2.339e)

R̃IABC “
1

2
eaAe

b
rBe

c
CsΦbdF

d
IJ∇JΦac, (3.2.339f)

R̃ABIJ “ ´
1

2
earAe

b
Bs

`

Φcd∇IΦac∇JΦbd ` ΦacΦbdF
c
IKF

d
J
K
˘

,(3.2.339g)

R̃ABIC “
1

2
earAe

b
Bse

c
CΦadF

d
IJ∇JΦbc, (3.2.339h)

R̃ABCD “ ´
1

2
earAe

b
Bse

c
Ce

d
D∇IΦac∇IΦbd. (3.2.339i)

Ricciテンソル

R̃IJ “ RIJ ´
1

2
ΦabF

a
IKpF bqJ

K ´
1

2
Φab∇I∇JΦab

`
1

4
ΦacΦbd∇IΦab∇JΦcd, (3.2.340a)

R̃IA “
1

4
eaA

“

´2∇JpΦabF
b
JIq ` ΦabF

b
IJΦ

cd∇JΦcd

‰

, (3.2.340b)

R̃AB “ eaAe
b
B

”

´
1

2
△Φab `

1

2
Φcd∇IΦac∇IΦbd ´

1

4
∇IΦabΦ

cd∇IΦcd,

`
1

4
ΦacΦbdF

c
IJpF dqIJ

ı

, (3.2.340c)

R̃ “ R ´
1

4
ΦabF

a
IJpF bqIJ ´ ∇IpΦ

ab∇IΦabq

´
1

4
pΦacΦbd ` ΦabΦcdq∇IΦab∇IΦcd. (3.2.340d)
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3.2.22 X ˆ G{H系

多様体M が積空間の構造をもつとする：

M “ X ˆ Y Q px, yq. (3.2.341)

さらに，Lie群Gの Y への左作用が与えられているとする：

G▷ Y. (3.2.342)

このとき，Gの無限小変換に対応するベクトル場 ξは，GのLie代数から
Y のベクトル場のつくる Lie代数への線形単射と見なすことができる：

ξ : G Ñ X pY q. (3.2.343)

したがって，A,B P G に対して，

rξpAq, ξpBqsM “ ξNpAqBNξ
MpBq ´ ξNpBqBNξ

MpAq “ ξMprA,Bsq

(3.2.344)

が成り立つ．

計量：

ds2 “ Φabpx, yqpdya ` Aaqqpdyb ` Abq ` gµνpxqdxµdxν . (3.2.345)

ここで，

Aa “ ξapAq “ ξaP pyqAPµ pxqdxµ; A “ TPA
P
µ pxqdxµ. (3.2.346)

また，ξaP はΦのKillingベクトル：

ĹξΦab “ BξΦab ` 2ΦcpaBbqξ
c “ 0 ô D̂paξbq “ 0. (3.2.347)

ここで，D̂aは xを固定した場合のΦabに関する Yx上の共変微分．

接続形式： 基底を

θ̃A : θ̃a “ dya ` Aa, θ̃I “ θIµpxqdxµ, (3.2.348a)

ẽA : ẽa “ Ba, ẽI “ BI ´ AaIBa. (3.2.348b)

と取り，
dθ̃A “ ´ω̃AB ^ θ̃B (3.2.349)
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とおくと，

dθ̃a “ θ̃b ^ BbA
a ` F a, (3.2.350a)

dθ̃I “ ´ωIJ ^ θJ . (3.2.350b)

ここで，

F a “ ξapF q; F “ dA ´
1

2
rA,As, (3.2.351)

rA,Bs “ rTP , TQsAP ^ BQ. (3.2.352)

よって，
2ω̃pabq “ dΦab, ω̃aI ` ω̃Ia “ ω̃pIJq “ 0, (3.2.353)

より，

ω̃ab “ ωab `
1

2
DΦab ´ D̂aAb, (3.2.354a)

ω̃aI “
1

2
DIΦabθ̃

b `
1

2
FaIJθ

J , (3.2.354b)

ω̃IJ “ ωIJ ´
1

2
FaIJ θ̃

a. (3.2.354c)

ここで，
ωab “ ΦacΓ

c
bdpΦqdyd. (3.2.355)

また，Dは gµνに関するX上の共変微分．
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曲率テンソル：

R̃abcd “ R̂abcd ´
1

4
pDΦac ¨ DΦbd ´ DΦad ¨ DΦbcq , (3.2.356a)

R̃abcI “ D̂raDIΦbsc `
1

2
DKΦcraFbsI

K , (3.2.356b)

R̃abIJ “ ´D̂raFbsIJ ´
1

2
FaKrIFb

K
Js

´
1

2
ΦcdDrIΦacDJsΦbd, (3.2.356c)

R̃aIbJ “ ´
1

2
DIDJΦab `

1

4
ΦcdDJΦacDIΦbd

´
1

2
D̂aFbIJ `

1

4
FaJKFbI

K , (3.2.356d)

R̃IJKa “ ´
1

2
ξa pDKFIJ ´ rAK , FIJ sq

`
1

4

“

´2F b
IJDKΦab ` F b

JKDIΦab ´ F b
IKDJΦab

‰

,(3.2.356e)

R̃IJKL “ RIJKL ´
1

4
p2FaIJF

a
KL ` FaIKF

a
JL ´ FaILF

a
JKq .(3.2.356f)

Ricciテンソル

R̃ab “ R̂ab `
1

4
FaIJFb

IJ

´
1

2
△Φab ´

1

4
ΦcdDΦab ¨ DΦcd `

1

2
ΦcdDΦac ¨ DΦbd,(3.2.357a)

R̃aI “
1

2
D̂bDIΦab ´

1

2
ΦbcD̂aDIΦbc

´
1

2
D̃JFa

J
I `

1

4
ΦbcDKΦbcFaI

K , (3.2.357b)

R̃IJ “ RIJ ´
1

2
FaIKF

a
J
K

´
1

2
ΦabDIDJΦab `

1

4
ΦabΦcdDIΦacDJΦbd, (3.2.357c)

R̃ “ R̂ ` R ´
1

4
FaIJF

aIJ ´ D
`

ΦabDΦab

˘

´
1

4
ΦabΦcd pDΦab ¨ DΦcd ` DΦac ¨ DΦbdq . (3.2.357d)

ここで，
D̃F “ DF ´ rA,F s. (3.2.358)
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作用積分 作用積分を

S “

ż

dnx dmy |g|1{2|Φ|1{2R̃ (3.2.359)

とおくと，

S “

ż

dnx |g|1{2

„

eσR ´
1

2
GABDϕADϕB ´

1

4
γPQF

P ¨ FQ ` C

ȷ

.

(3.2.360)

ここで，

Φab “ ϕApxqΦA
abpyq, (3.2.361a)

eσ “

ż

dmy|Φ|1{2, (3.2.361b)

GAB “

ż

dmy |Φ|1{2
`

ΦacΦbd ´ ΦabΦcd
˘

ΦA
abΦ

B
cd, (3.2.361c)

γPQ “

ż

dmy |Φ|1{2ξaP ξ
b
QΦab, (3.2.361d)

C “

ż

dmy |Φ|1{2R̂pΦq. (3.2.361e)

ここで，

gµν Ñ e´ 2
n´2

σgµν , (3.2.362a)

Φab “ e
2σ
m Φ̄ab, ϕA “ e

2σ
m ϕ̄A (3.2.362b)

とおくと，

S “

ż

dnx
?
g

„

R ´ αpDσq2 ´
1

2
ḠABDϕ̄ADϕ̄B ` e´2ασC̄ ´

1

4
e2ασγ̄PQF

P ¨ FQ

ȷ

.

(3.2.363)

ここで，

α “
1

n ´ 2
`

1

m
, (3.2.364a)

1 “

ż

dmy |Φ̄|1{2, (3.2.364b)

ḠAB “
1

2

`

Φ̄acΦ̄bd ´ Φ̄abΦ̄cd
˘

ΦA
abΦ

B
cd, (3.2.364c)

C̄ “ R̂pΦ̄q, (3.2.364d)

γ̄PQ “ ξaP ξ
b
QΦ̄ab. (3.2.364e)
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ゲージ対称性 M “ X ˆ Y の変換で次の構造をもつものを考える：

fpx, yq “ px, fgpxqpyqq. (3.2.365)

ここで，fgは g P Gに対応するY の変換．fgはYxの等長変換となるので，

f˚
g Φ “ Φ ô Φabpx, yq “ Φcdpx, fgpyqqppfgq˚qcappfgq˚qdb. (3.2.366)

また，

rf˚pdya ` Aaqsp “ dpyapfgppqqq ` ξafgppqpAq

“ ppfgq˚qabdy
b ` dxpyapfgppqqq ` ξafgppqpAq.(3.2.367)

ここで，

dxpyapfgppqqq “ dxµ
B

Bϵµ
ya

`

fgpxqfgpxq´1gpx`ϵqppq
˘

“ ppfgq˚qabξ
b
ppg

´1dgq.

(3.2.368)

また，

d

dϵ
fgpϵqppq “ ξp

ˆ

dg

dϵ

˙

, (3.2.369)

d

dϵ
fafgpϵqppq “

d

dϵ
fagpϵqa´1pfappqq “ ξfappq

ˆ

Ada

ˆ

dg

dϵ

˙˙

(3.2.370)

より，
ppfg´1qabξfgppqpAq “ ξp pAdg´1pAqq . (3.2.371)

よって，

f˚ds2 “ Φabpy, xq
`

dya ` ξapĀq
˘ `

dyb ` ξbpĀq
˘

` gµνdx
µdxν . (3.2.372)

ここで，
Ā “ g´1Ag ` g´1dg. (3.2.373)

したがって，変換 f はAに対するゲージ変換として表される．
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3.3 球対称解

3.3.1 4次元

3.3.1.1 Schwarzschild解

Schwarzschild形式:

ds2 “ ´

ˆ

1 ´
2M

r

˙

dt2 `
dr2

1 ´ 2M
r

` r2dΩ2
2. (3.3.1)

等方座標系 ρを

r ´ M “ ρ `
M2

4ρ
(3.3.2)

により定義すると，

ds2 “ ´

˜

ρ ´ M
2

ρ ` M
2

¸2

dt`
ˆ

1 `
M

2ρ

˙4

pdρ2 ` ρ2dΩ2q. (3.3.3)

ただし，
r Ñ 2M ñ ρ Ñ M{2, ρ ě M{2. (3.3.4)

Eddington-Finkelstein形式： 時間座標

t̄ “ t ` 2M ln |r ´ 2M | (3.3.5)

を用いると，

ds2 “ ´

ˆ

1 ´
2M

r

˙

dt̄2 `
4M

r
dt̄dr `

ˆ

1 `
2M

r

˙

dr2 ` r2dΩ2
2. (3.3.6)

Painlev’e形式: 自由落下時間座標

τ “ t̄ ` 2p2Mrq1{2 ´ 4M ln

ˆ

1 `

´ r

2M

¯1{2
˙

(3.3.7)

を用いると，

ds2 “ ´dτ 2 `

˜

dr `

ˆ

2M

r

˙1{2

dτ

¸2

` r2dΩ2. (3.3.8)
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Kasner Embedding: 6次元擬 Euclid空間E4,2

ds2 “ ´dY 2
1 ´ dY 2

2 ` dY 2
3 ` ¨ ¨ ¨ ` dY 2

6 (3.3.9)

への埋め込み [Kasner E 1965[Kas65]]：

pY1, Y2q :“ 2M

ˆ

1 ´
2M

r

˙1{2

pcospt{2Mq, sinpt{2Mqq,(3.3.10a)

Y3 :“

ż

dr

ˆ

2Mp2M3 ` r3q

r3pr ´ 2Mq

˙1{2

, (3.3.10b)

pY4, Y5, Y6q :“ rΩ2. (3.3.10c)

Kasner Embedding: 6次元擬 Euclid空間E5,1

ds2 “ ´dY 2
1 ` dY 2

2 ` dY 2
3 ` ¨ ¨ ¨ ` dY 2

6 (3.3.11)

への埋め込み [Fronsdal C 1959[Fro59]]：

pY1, Y2q :“ 4M

ˆ

1 ´
2M

r

˙1{2

psinhpt{4Mq, coshpt{2qq,(3.3.12a)

Y3 :“

ż

dr

ˆ

2Mpr2 ` 2Mr ` 4M2q

r3

˙1{2

, (3.3.12b)

pY4, Y5, Y6q :“ rΩ2. (3.3.12c)

3.3.2 高次元解 (Einstein理論）

pn ` 2q次元静的球対称計量

ds2 “ ´fprqdt2 `
dr2

hprq
` r2dΩ2

n (3.3.13)

に対して，Einstein方程式は

Gtt “
nf

2rn
rrn´1p1 ´ hqs1 “ κ1

n
2fρprq, (3.3.14a)

Rt
t ´ Rr

r “
nf

2r

ˆ

h

f

˙1

“ κ1
n
2 tP prq ´ ρprqu , (3.3.14b)

∇µT
µ
r “ P 1 `

f 1

2f
pρ ` P q “ 0. (3.3.14c)

191 目次へ



目次へ

ここで，
κ1
n
2 :“ nΩnG

1 “ 8πG. (3.3.15)

（Ωnは Snの面積）．
これより，

h “ 1 ´
2G1Mprq

rn´1
. (3.3.16)

ここで，

Mprq :“ Ωn

ż r

0

drrnρprq. (3.3.17)

真空解 Kretchmann不変量は

RabcdR
abcd “ n2pn2 ´ 1q

a2n´2

r2n`2
, 2G1M “ an´1. (3.3.18)

3.3.3 高次元解 (Einstein-Maxwell)

Einstein-Maxwell系

作用積分

S “

ż

dn`2x
?

´g

„

1

16πG
pR ´ 2Λq ´

1

2
F ¨ F

ȷ

(3.3.19)

場の方程式

dF “ 0, ˚d ˚F “ ´J “ 0, (3.3.20a)

Gµν ` Λgµν “ 8πGTµν ; (3.3.20b)

Tµν “ Fµ˚Fν
˚ ´

1

2
F ¨ Fgµν . (3.3.20c)

Λ-Reissner-Nordstrøm解

ds2 “ ´fprqdt2 `
dr2

fprq
` r2gpSnq; (3.3.21a)

fprq “ 1 ´
2M

rn´1
`

Q2

r2n´2
´

2Λ

npn ` 1q
r2, (3.3.21b)

F “ ϕ1dt ^ dr, A “ ´ϕprqdt; ϕ “
q

volpSnqrn´1
, (3.3.21c)

M “
8πG

n volpSnq
E, Q2 “

n

n ´ 1

8πGq2

volpSnq2
. (3.3.21d)
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3.3.4 高次元解（Einstein-Gauss-Bonnet)

Einstein-Gauss-Bonnet理論

作用積分

S “
1

16πG

ż

dnx
?

´g
”

R ´ 2Λ `
c

2
LGB

ı

`
1

8πG

ż

dn´1x
?
hK,

LGB “ R2 ´ 4RabR
ab ` RabcdR

abcd (3.3.22)

Boulware-Deser解

ds2 “ ´fprqdt2 `
dr2

fprq
` r2dΩ2

n´2, (3.3.23a)

fprq “ 1 `
r2

cpn ´ 3qpn ´ 4q

«

1 ` ϵ

d

1 `
4cpn ´ 3qpn ´ 4q

pn ´ 1qpn ´ 2q

"

pn ´ 1qµ

rn´1
` Λ

*

ff

(3.3.23b)

ここで，ϵ “ ˘1. また，µとブラックホール質量は

M “
µΩn´2

8πG
(3.3.24)

の関係にある．

3.3.5 測地線

測地線は平面曲線となるので，その平面を θ “ π{2と選ぶと，測地線
の方程式は次の１階系に帰着される：

´f 9t2 `
9r2

h
` r2 9ϕ2 “ ´ϵ, (3.3.25a)

E “ f 9t, (3.3.25b)

L “ r2 9ϕ. (3.3.25c)

ここで，時間的な測地線に対して ϵ “ 1，光的な測地線に対して ϵ “ 0．こ
れより，

9r2 “
h

f

"

E2 ´ f

ˆ

ϵ `
L2

r2

˙*

, (3.3.26a)

9t “
E

f
, (3.3.26b)

9ϕ “
L2

r2
. (3.3.26c)
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特に，軌道の方程式は，

dϕ “ ˘L
dr

r2

„

h

f

"

E2 ´ f

ˆ

ϵ `
L2

r2

˙*ȷ´1{2

. (3.3.27)

3.3.5.1 円軌道

円軌道の半径を決める方程式は，f “ hのとき（真空），

f 1

f
“

2L2

rpϵr2 ` L2q
. (3.3.28)

光線 光線の円軌道半径 rcpは，f “ h “ 1 ´ prh{rqn´1のとき，

rcp “

ˆ

n ` 1

2

˙
1

n´1

rh. (3.3.29)
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3.4 3次元解

3.4.1 真空解

【定理 3.62 (3次元真空解の局所自明性)】 　 3次元時空におけるEinstein

方程式の真空解は，定曲率である．特に，宇宙項 Λ “ 0なら局所平坦，
Λ ą 0なら局所 dS、Λ ă 0なら局所 adS． l

Proof. 3次元では，Riemann曲率がRicci曲率で完全に決まってしまう
ため． Q.E.D.

【定理 3.63 (質点の質量と欠損角の関係)】 　 Λ “ 0のとき，真空解は
各質点において円錐特異性をもち，欠損角∆φは質点の質量mを用いて，
κ2m “ ∆φと表される． l

Proof. 一般に，物質分布が回転対称で静的なとき，計量は，

ds2 “ ´e2ϕpρqdt2 ` e2ξpρqdρ2 ` ρ2dφ2 (3.4.1)

と表される．この計量に対するHamiltonian拘束条件

2R “ 2κ2µ (3.4.2)

において，空間のスカラ曲率は

2R “
2ξ1

ρ
e´2ξ. (3.4.3)

よって，物質が ρ ă ρ0に confineされているとき

κ2m “ κ2
ż 2π

0

dϕ

ż ρ0

0

dρ ρeξµ “ r´2πe´ξs
ρ0
0 “ 2πp1 ´ αq. (3.4.4)

ここで，α “ e´ξpρ0q．ρ ą ρ0では ξは定数となるので，ρ{α “ ρ̃, αφ “ φ̃

とおくと，ds2 “ ´dt2 ` dρ̃2 ` ρ̃2dφ̃2 となるが，0 ď φ ă 2π のとき
0 ď φ̃ ă 2πα．よって，欠損角は 2π ´ 2πα “ κ2m. Q.E.D.
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3.4.2 BTZブラックホール

【公式 3.64 (BTZ解)】 　

1. E2,2の 2次超曲面として実現された adS3

´py0q2 ´ py3q2 ` py1q2 ` py2q2 “ ´ℓ2 (3.4.5)

の計量を，静的双曲チャート

y0 “
?
R2 ´ ℓ2 sinhpT {ℓq, y1 “

?
R2 ´ ℓ2 coshpT {ℓq,

y2 “ R sinh θ, y3 “ R cosh θ (3.4.6)

で表すと，BTZ解

ds2 “ ´pR2{ℓ2 ´ 1qdT 2 `
dR2

R2{ℓ2 ´ 1
` R2dθ2 (3.4.7)

が得られる．この解は，adS3の y1 ą |y0|で定義される領域を覆う．
ただし，θ ` 2π „ θの同一視が必要である．

2. 時間座標 vを

v “ T ` R˚; (3.4.8)

R˚ “

ż

dR

R2{ℓ2 ´ 1
“
ℓ

2
ln

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

R ´ ℓ

R ` ℓ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ô R “ ℓ cothpR˚{ℓq (3.4.9)

により導入すると，BTZ BHの R ą ℓの領域は，標準の静的全域
チャート pt, r, ϕqを用いて

r cosϕ “ R coshpv{ℓq ` ℓ sinhpv{ℓq, (3.4.10a)

r sinϕ “ R sinh θ, (3.4.10b)

tanpt{ℓq “
R sinhpv{ℓq ` ℓ coshpv{ℓq

R cosh θ
. (3.4.10c)

と表され，future horizon H `は

r cosϕ “ ℓev{ℓ, (3.4.11a)

r sinϕ “ ℓ sinh θ, (3.4.11b)

tanhpt{ℓq “
ev{ℓ

cosh θ
(3.4.11c)
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図 1: BTZブラックホールのホライズン．外の円筒は pt, χ, ϕq座標系での
3次元反 de Sitter時空の無限遠I : χ “ π{2．BTZブラックホールは，
θ “ ˘πに対応する葉っぱ型のホライズンの 2つの端を同一視して得ら
れる．

と表される．同様に，時間座標 uを

u “ T ´ R˚ (3.4.12)

により導入すると，BTZ BHのR ą ℓの領域は，

r cosϕ “ R coshpu{ℓq ´ ℓ sinhpu{ℓq, (3.4.13a)

r sinϕ “ R sinh θ, (3.4.13b)

tanpt{ℓq “
R sinhpu{ℓq ´ ℓ coshpu{ℓq

R cosh θ
. (3.4.13c)

と表され，past horizon H ´が pt, r, ϕq座標系で

r cosϕ “ ℓe´u{ℓ, (3.4.14a)

r sinϕ “ ℓ sinh θ, (3.4.14b)

tanhpt{ℓq “ ´
e´u{ℓ

cosh θ
(3.4.14c)

と表される．

l
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3.5 4次元円筒対称解

3.5.1 4次元静的円筒対称真空解

【命題 3.65】 　 4次元静的円筒対称真空解は次の計量で与えられる：

ds2 “ ´ρ2ndt2 ` ρ
2n2

n`1dρ2 ` ρ2dϕ2 ` ρ´ 2n
n`1dz2. (3.5.1)

これは，Banchiモデルの vacuum Kasnerに対応． l

Proof. 静的円筒対称時空は適当な座標変換により

ds2 “ ´e2Upρqdt2 ` e2W pρqdρ2 ` ρ2dϕ2 ` e2Spρqdz2 (3.5.2)

と表される．Einstein方程式は

Gρ
ρ “ e´2W

„

S 1U 1 `
1

ρ
pU 1 ` S 1q

ȷ

“ 0, (3.5.3a)

Gz
z “ e´2W

„

U2 ` pU 1q2 ´ U 1W 1 `
1

ρ
pU 1 ´ W 1q

ȷ

“ 0, (3.5.3b)

Gt
t “ e´2W

„

S2 ` pS 1q2 ´ S 1W 1 `
1

ρ
pS 1 ´ W 1q

ȷ

“ 0, (3.5.3c)

Gϕ
ϕ “ e´2W

`

U2 ` S2 ` pU 1q2 ` pS 1q2 ` U 1S 1 ´ S 1W 1 ´ U 1W 1
˘

“ 0.(3.5.3d)

Gz
z ` Gt

t ´ Gϕ
ϕ ´ Gρ

ρより，W
1 “ U 1 ` S 1. よって，W “ U ` Sとおいて

良い．このとき，Gz
zとGt

tは，pρU 1q1 “ pρS 1q1 “ 0となるので，

U “ n log ρ` const, S “ m log ρ` const, W “ pn`mq log ρ` const.

(3.5.4)

これをGρ
ρに代入して，

nm ` n ` m “ 0 ñ m “ ´
n

n ` 1
(3.5.5)

Q.E.D.
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3.6 4次元定常軸対称解

3.6.1 Ernst Formalism

3.6.2 pρ, zq座標系での表示

計量:

ds2 “ ´fpdt ` Adϕq2 ` f´1rρ2dϕ2 ` e2kpdρ2 ` dz2qs (3.6.1)

キリングベクトルは
ξ “ Bt, η “ Bϕ. (3.6.2)

対応する１形式は

ξ˚ “ ´fpdt ` Adϕq, η˚ “ f´1ρ2dϕ ` Aξ˚. (3.6.3)

以下，向き付けを
ϵtϕρz “

?
´g ą 0 (3.6.4)

に取る．

電磁場 :

F “
?
GpF ` i ˚F q, (3.6.5)

dΦ “ IξF , (3.6.6)

F “ f´1 rdΦ ^ ξ˚ ` i ˚pdΦ ^ ξ˚qs (3.6.7)

pρ, zq座標では

G´1{2dΦ “

ˆ

Ftρ ´ i
f

ρ
Fϕz

˙

dρ `

ˆ

Ftz ` i
f

ρ
Fϕρ

˙

dz (3.6.8)

Ernstポテンシャル : Killingベクトル ξの回転を

ω “ ´Iξ ˚dξ˚ “ ˚pξ˚ ^ dξ˚q (3.6.9)

とおくとき，
dE “ df ` iω ´ 2Φ̄dΦ. (3.6.10)

pρ, zq座標では ωは

ω “
f 2

ρ
p´Aρdz ` Azdρq. (3.6.11)
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Ernstポテンシャルを用いて計量成分を表すと，E “ E1 ` iE2として，

f “ E1 ` |Φ|2, (3.6.12a)

BζA “ f´2ρ
“

iBζE2 ` Φ̄BζΦ ´ ΦBζΦ̄
‰

, (3.6.12b)

Bζk “
ρ

2f 2

`

BζE ` 2Φ̄BζΦ
˘ `

Bζ Ē ` 2ΦBζΦ̄
˘

´ 2
ρ

f
BζΦBζΦ̄

“
ρ

2f 2
pBζfq2 ´

f 2

2ρ
pBζAq2 ´ 2

ρ

f
BζΦBζΦ̄. (3.6.12c)

ここで，

Bζ “
1

2
pBρ ´ iBzq. (3.6.13)

Ernst方程式 : B “ pBρ, Bzqとして，

fρ´1B ¨ pρBE q “ BE ¨ pBE ` 2Φ̄BΦq, (3.6.14a)

fρ´1B ¨ pρBΦq “ BΦ ¨ pBE ` 2Φ̄BΦq. (3.6.14b)

3.6.2.1 px, yq座標での表示

pρ, zq座標との関係 :

ρ2 “ σ2px2 ´ 1qp1 ´ y2q, z “ σxy. (3.6.15)

計量は

dρ2 ` dz2 “ σ2px2 ´ y2q

ˆ

dx2

x2 ´ 1
`

dy2

1 ´ y2

˙

. (3.6.16)

また，
ρdρ ^ dz “ σ3px2 ´ y2qdx ^ dy (3.6.17)

Aの表式 :

BxA “
σp1 ´ y2q

f 2

“

ByE2 ` ipΦByΦ̄ ´ Φ̄ByΦq
‰

, (3.6.18a)

ByA “ ´
σpx2 ´ 1q

f 2

“

BxE2 ` ipΦBxΦ̄ ´ Φ̄BxΦq
‰

. (3.6.18b)
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kの表式 :

Bxk “
1 ´ y2

x2 ´ y2

„

xB ´ 2ypx2 ´ 1qC

4f 2
´
xD ´ 2ypx2 ´ 1qE

f

ȷ

,(3.6.19a)

Byk “
x2 ´ 1

x2 ´ y2

„

yB ` 2xp1 ´ y2qC

4f 2
´
yD ` 2xp1 ´ y2qE

f

ȷ

.(3.6.19b)

ここで，

B “ px2 ´ 1q|BxE ` 2Φ̄BxΦ|2 ´ p1 ´ y2q|ByE ` 2Φ̄ByΦ|2

“ px2 ´ 1qpBxfq2 ´ p1 ´ y2qpByfq2

´
f 4

σ2px2 ´ 1qp1 ´ y2q

“

px2 ´ 1qpBxAq2 ´ p1 ´ y2qpByAq2
‰

,(3.6.20a)

C “ Re
␣

pBxE ` 2Φ̄BxΦqpByĒ ` 2ΦByΦ̄q
(

“ BxfByf ´
f 4

σ2px2 ´ 1qp1 ´ y2q
BxAByA, (3.6.20b)

D “ px2 ´ 1q|BxΦ|2 ´ p1 ´ y2q|ByΦ|2, (3.6.20c)

E “ RepBxΦByΦ̄q. (3.6.20d)

3.6.3 Weyl解

計量

ds2 “ ´e2Udt2 ` e´2U

„

e2kpx2 ´ y2q

ˆ

dx2

x2 ´ 1
`

dy2

1 ´ y2

˙

` ρ2dϕ2

ȷ

;

(3.6.21)

e2U “

ˆ

x ´ 1

x ` 1

˙δ

, (3.6.22a)

e2k “ m2

ˆ

x2 ´ 1

x2 ´ y2

˙δ2

, (3.6.22b)

ρ2 “ m2px2 ´ 1qp1 ´ y2q. (3.6.22c)

この計量は，δ “ 0のときMinkowski時空を，δ “ 1のとき正質量Schwarzschild

BHを，δ “ ´1のとき負質量 Schwarzschild BHを表す．

Weylテンソル 基底

θ0 “ eUdt, θ1 “ e´Uρdϕ, θ2 “ ek´Udρ, θ3 “ ek´Udz (3.6.23)
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に関して，

Ψ2 “
δpx ´ δqpx2 ´ y2qδ

2´1

2px ´ 1qδ
2´δ`1px ` 1qδ

2`δ`1
, (3.6.24a)

Ψ0 ` Ψ4 “
δpx2 ´ y2qδ

2´3

px ´ 1qδ
2´δ`1px ` 1qδ

2`δ`1

”

3px ´ 1qpx2 ´ y2qp2x2y2 ´ x2 ´ y2q

`pδ ´ 1q
␣ `

´8pδ ` 1qx3 ` 6x2 ` 6pδ ` 1qx ´ 3
˘

y4

`
`

´6x3 ` 10pδ ` 1qx2 ´ 6pδ ` 1q
˘

xy2 ` 3x4 ´ 2pδ ` 1qx3
(

ı

, (3.6.24b)

ipΨ0 ´ Ψ4q “ ´
2δρypx2 ´ y2qδ

2´3

px ´ 1qδ
2´δ`1px ` 1qδ

2`δ`1

”

3xpx ´ 1qpx2 ´ y2q

`pδ ´ 1q
␣ `

´4pδ ` 1qx2 ` 3x ` δ ` 1
˘

y2 ´ 3x3 ` 3pδ ` 1qx2
(

ı

.(3.6.24c)

基底によらない不変量（`C0I0J の固有値）は，

´2Ψ2, Ψ2 ˘
a

Ψ0Ψ4. (3.6.25)

特に，

9Ψ2
2 ´ Ψ0Ψ4 “

δ2pδ2 ´ 1qpx2 ´ y2q2δ
2´3py2 ´ 1qp3x2 ´ 3δx ` δ2 ´ 1q

rpx ´ 1qδ
2´δ`1px ` 1qδ

2`δ`1s2
.

(3.6.26)

また，

Ψ0Ψ4 “
δ2px2 ´ y2q2δ

2´3

4rpx ´ 1qδ
2´δ`1px ` 1qδ

2`δ`1s2
ˆ

”

9px ´ 1q2px2 ´ y2q

`pδ ´ 1q
␣

r´12pδ ` 1qx2 ` 6p2δ2 ` 2δ ` 3qx ´ δ ´ 1 ´ 4pδ ` 1qpδ2 ` 1qsy2

´18x2 ` 21pδ ` 1qx2 ´ 12δpδ ` 1qx ` 4pδ ´ 1qpδ ` 1q2
(

ı

. (3.6.27)

これらの量のいずれかがゼロとなることとPetrov型Dとなることは同等．
基底

θ̃0 “ θ0, θ̃1 “
ek´U

a

x2 ´ y2
?
x2 ´ 1

dx, θ̃2 “
ek´U

a

x2 ´ y2
a

1 ´ y2
dy, θ̃3 “ θ1

(3.6.28)
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に関するWeyl曲率の成分は

Ψ̃2 “ ´
δpx2 ´ y2qδ

2´2 r2x3 ´ 2δx2 ` pδ2 ´ 1qx ` p´x ´ δ2x ` 2δqy2s

2px ´ 1qδ
2´δ`1px ` 1qδ

2`δ`1
,

(3.6.29a)

Ψ̃1 “ ´Ψ̃3 “
δpδ2 ´ 1qy

a

1 ´ y2px2 ´ y2qδ
2´2

2px ´ 1qδ
2´δ`1{2px ` 1qδ

2`δ`1{2
, (3.6.29b)

Ψ̃0 “ Ψ̃4 “
δpδ2 ´ 1qxp1 ´ y2qpx2 ´ y2qδ

2´2

2px ´ 1qδ
2´δ`1px ` 1qδ

2`δ`1
. (3.6.29c)

不変量は，

´pΨ̃2 ` Ψ̃0q, tΨ̃0 ` Ψ̃2 ˘ rpΨ̃0 ´ 3Ψ̃2q
2 ` 16Ψ̃2

1s
1{2u{2. (3.6.30)

3.6.4 Kerr解

3.6.4.1 計量

ρ, ∆, Γ, Ωを

ρ2 “ r2 ` a2 cos2 θ, (3.6.31a)

∆ “ r2 ´ 2Mr ` a2, (3.6.31b)

Γ “ pr2 ` a2q2 ´ a2∆sin2 θ, (3.6.31c)

Ω “
2aMr

Γ
(3.6.31d)

とする．

Kerr-Schild形式

ds2 “ ´dt2 `
ρ2

r2 ` a2
dr2 ` ρ2dθ2 ` pr2 ` a2q sin2 θdϕ2

`
2Mr

ρ2
k2˚. (3.6.32)

ここで，k˚は次の 1形式

k˚ “ ´dt ´
ρ2

r2 ` a2
dr ` a sin2 θdϕ. (3.6.33)
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対応するベクトルは，PNDとなる．２つの PNDを含む null tetradは

k “
∆ ` 4Mr

∆

ˆ

Bt `
a

r2 ` a2
Bϕ

˙

` Br, (3.6.34a)

ℓ “
∆

2ρ2

ˆ

Bt `
a

r2 ` a2
Bϕ ´ Br

˙

, (3.6.34b)

m “
1

?
2ρ

"

Bθ ` i

ˆ

a sin θBt `
1

sin θ
Bϕ

˙*

. (3.6.34c)

また，Ψaは

Ψ0 “ Ψ1 “ 0, Ψ2 “ ´
M

pr ´ Ia cos θq3
, Ψ3 “ Ψ4 “ 0. (3.6.35)

Boyer-Lindquist座標

ds2 “ ´
∆ρ2

Γ
dt2 `

Γ sin2 θ

ρ2
pdϕ ´ Ωdtq2 ` ρ2

ˆ

dr2

∆
` dθ2

˙

“ ´
∆ ´ a2 sin2 θ

ρ2
dt2 ´

4aMr sin2 θ

ρ2
dtdϕ

`

"

r2 ` a2 `
2a2Mr

ρ2

*

sin2 θdϕ2 ` ρ2
ˆ

dr2

∆
` dθ2

˙

.(3.6.36)

２つの PNDと対応する null基底のこの座標系での表示は，

k˚ “ ´dt ` a sin2 θdϕ `
ρ2

∆
dr, (3.6.37a)

k “
r2 ` a2

∆

ˆ

Bt `
a

r2 ` a2
Bϕ

˙

` Br, (3.6.37b)

l “
1

2ρ2
`

pr2 ` a2qBt ` aBϕ ´ ∆Br
˘

, (3.6.37c)

m “
1

?
2ρ

"

Bθ ` i

ˆ

a sin θBt `
1

sin θ
Bϕ

˙*

. (3.6.37d)

Doran座標： [Dor00] 新しい時間座標と角度座標を

dτ “ du` ´
dr

1 ` p2Mrq1{2{pr2 ` a2q1{2
, (3.6.38a)

dϕ̃ “ dϕ` ´
adr

pr2 ` a2qr1 ` p2Mrq1{2{pr2 ` a2q1{2s
, (3.6.38b)

(3.6.38c)
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とおくと，

ds2 “ ´dτ 2 `

ˆ

ρdr

pr2 ` a2q1{2
` αpdτ ´ a sin2 θdϕ̃q

˙2

`ρ2dθ2 ` pr2 ` a2q sin2 θdϕ̃2. (3.6.39)

ここで，

ρ2 “ r2 ` a2 cos2 θ, (3.6.40a)

α “
p2Mrq1{2

ρ
(3.6.40b)

3.6.4.2 horizon

ホライズン半径

∆ “ 0 ñ r “ r˘ “ M ˘
?
M2 ´ a2 (3.6.41)

ホライズン面積
A “ 4πpr2h ` a2q “ 8πMrh. (3.6.42)

表面重力

κ “
rh ´ M

r2h ` a2
“ ˘

?
M2 ´ a2

2Mrh
(3.6.43)
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3.6.4.3 測地線

測地線の方程式

´E “ ´
∆ ´ a2 sin2 θ

ρ2
9t ´

2aMr sin2 θ

ρ2
9ϕ, (3.6.44a)

L “ ´
2aMr sin2 θ

ρ2
9t `

Γ sin2 θ

ρ2
9ϕ, (3.6.44b)

ˆ

ρ2

∆
9r

˙.
“

Mp´r2 ` a2 cos2 θq

ρ4
9t2 ´

2aMp´r2 ` a2 cos2 θq sin2 θ

ρ4
9t 9ϕ

`

ˆ

r `
a2Mp´r2 ` a2 cos2 θq

ρ4
sin2 θ

˙

sin2 θ 9ϕ2

`
Mp´r2 ` a2 cos2 θq ` ra2 sin2 θ

∆2
9r2 ` r 9θ2, (3.6.44c)

´

ρ2 9θ
¯.

“ sin θ cos θ

„

2a2Mr

ρ4
9t2 ´

4Marpr2 ` a2q

ρ4
9t 9ϕ

`

ˆ

∆ ´
2Mrpr2 ` a2q

ρ4

˙

9ϕ2 ´
a2

∆
9r2 ´ a2 9θ2

ȷ

, (3.6.44d)

´ϵ “ ´
∆ρ2

Γ
9t2 `

Γ sin2 θ

ρ2
p 9ϕ ´ Ω 9tq2 ` ρ2

ˆ

9r2

∆
` 9θ2

˙

(3.6.44e)

光的円軌道 9r “ 0, θ “ π{2とおくと，測地線の方程式は

´
␣

rpr2 ` a2q ` 2a2M
(

E2 ` 4aMrEL ` pr ´ 2MqL2 “ 0,(3.6.45a)

p4a2Mr ´ r4 ´ 2a2r2 ´ a4qE2 ´ 2ap4Mr ´ 3r2 ´ a2qLE

`
`

4M2r ´ 4Mr2 ` r3 ´ Ma2
˘ L2

M
“ 0. (3.6.45b)

これらは次の２式と同等：

rpr ´ 3Mq2 “ 4Ma2, (3.6.46a)

L

E
“

3rp3M ´ rq

2a
´ a. (3.6.46b)

時間的円軌道 9r “ 0, θ “ π{2とおくと，測地線の方程式は

´
␣

rpr2 ` a2q ` 2a2M
(

E2 ` 4aMrEL ` pr ´ 2MqL2 “ ´r∆,(3.6.47a)

p4a2Mr ´ r4 ´ 2a2r2 ´ a4qE2 ´ 2ap4Mr ´ 3r2 ´ a2qLE

`
`

4M2r ´ 4Mr2 ` r3 ´ Ma2
˘ L2

M
“ 0. (3.6.47b)

206 目次へ



目次へ

これらより，円軌道の半径は次の方程式の解：

pE4 ´ 8E2 ` 16qr6 ` Mp´6E4 ` 56E2 ´ 128qr5

`M2p9E4 ´ 128E2 ` 384qr4

`
␣

M3p96E2 ´ 512q ` Ma2p´4E4 ` 24E2 ´ 32q
(

r3

`M2
␣

256M2 ` a2p´40E2 ` 128q
(

r2

´128M3a2r ` 16M2a4 “ 0. (3.6.48)

対応する Lは

L “
1

2aME

␣

p4 ´ E2qr3 ` p3E2 ´ 16qMr2 ` 16M2r

`p2E2 ´ 4qMa2
(

(3.6.49)

3.6.4.4 スピン接続係数

Null tetrad Boyer-Lindquist座標で

k “
r2 ` a2

∆

ˆ

Bt `
a

r2 ` a2
Bϕ

˙

` Br, (3.6.50a)

l “
1

2Σ2

␣

pr2 ` a2qBt ` aBϕ ´ ∆Br
(

, (3.6.50b)

m “
1

?
2Σ

"

Bθ ` i

ˆ

a sin θBt `
1

sin θ
Bϕ

˙*

. (3.6.50c)

対応する微分形式の基底は

k˚ “ ´dt ` a sin2 θdϕ `
Σ2

∆
dr, (3.6.51a)

l˚ “
∆

2Σ2

`

´dt ` a sin2 θdϕ
˘

´
1

2
dr, (3.6.51b)

m˚ “
1

?
2pr ` ia cos θq

␣

Σ2dθ ´ ia sin θdt ` ipr2 ` a2q sin θdϕ
(

.(3.6.51c)

この基底に対応する曲率テンソルのNP係数は

Ψ2 “ ´
M

pr ´ ia cos θq3
, Ψ0 “ Ψ1 “ Ψ3 “ Ψ4 “ 0. (3.6.52)

Finkelstein座標系 pu˘, ϕ˘, r, θq

du˘ “ dt ˘
r2 ` a2

∆
dr, dϕ˘ “ dϕ ˘

a

∆
dr (3.6.53)
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では，

Bt “ Bu˘
, Bϕ “ Bϕ˘

, Bθ “ Bθ, (3.6.54a)

Br “ B˘
r ˘

r2 ` a2

∆
Bu˘

˘
a

∆
Bϕ˘

(3.6.54b)

より，H `近傍で

k “
2pr2 ` a2q

∆
Bu`

`
2a

∆
Bϕ`

` B`
r , (3.6.55a)

l “ ´
∆

2Σ2
B`
r , (3.6.55b)

m “
1

?
2Σ

"

Bθ ` i

ˆ

a sin θBu`
`

1

sin θ
Bϕ`

˙*

, (3.6.55c)

H ´近傍で

k “ B´
r , (3.6.56a)

l “
r2 ` a2

Σ2
Bu´

`
a

Σ2
Bϕ´

´
∆

2Σ2
B´
r , (3.6.56b)

m “
1

?
2Σ

"

Bθ ` i

ˆ

a sin θBu´
`

1

sin θ
Bϕ´

˙*

, (3.6.56c)

共変微分

∇kk “ 0, (3.6.57a)

∇kl “ iAm ´ iĀm̄, (3.6.57b)

∇km “ ´iAk ´
ia cos θ

Σ2
m, (3.6.57c)

∇lk “ Bk ´ iAm ` iĀm̄, (3.6.57d)

∇ll “ ´Bl, (3.6.57e)

∇lm “ iĀl ´
i∆a cos θ

2Σ4
m, (3.6.57f)

∇mk “ ´iAk ´ ρ̄m, (3.6.57g)

∇ml “ iAl ´ Cm, (3.6.57h)

∇mm “
r2 ` a2
?
2Σ3

cot θm, (3.6.57i)

∇mm̄ “ ´Ck ` ρ̄l ´
r2 ` a2
?
2Σ3

cot θ m̄. (3.6.57j)
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ここで，

A :“
a sin θ

?
2Σpr ` ia cos θq

, (3.6.58a)

B :“
Mr2 ´ a2r sin2 θ ´ a2M cos2 θ

Σ4
, (3.6.58b)

C :“
∆

2Σ2pr ´ ia cos θq
, (3.6.58c)

ρ “
1

r ´ ia cos θ
. (3.6.58d)

Spin係数

α “
´pr2 ` a2q cos θ ` iapr ` ia cos θq sin2 θ

2
?
2Σ3 sin θ

, (3.6.59a)

β “
pr2 ` a2q cos θ ´ iapr ´ ia cos θq sin2 θ

2
?
2Σ3 sin θ

, (3.6.59b)

ϵ “ ´i
a cos θ

2Σ2
, (3.6.59c)

γ “
2Mpr2 ´ a2 cos2 θq ´ 2a2r sin2 θ ´ ia∆cos θ

4Σ4
, (3.6.59d)

ρ “
1

r ´ ia cos θ
, (3.6.59e)

µ “
∆

2Σ2
ρ, (3.6.59f)

τ “ i
a sin θ
?
2Σ

ρ, (3.6.59g)

π “ τ̄ , (3.6.59h)

σ “ λ “ κ “ ν “ 0. (3.6.59i)

これより，特に，
α ` β̄ “ ´τ. (3.6.60)
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これらを用いると，null tetradの共変微分は，

∇k “ ´pγ ` γ̄qk b k ` τ̄pk b m ´ m̄ b kq ` τpk b m̄ ´ m b kq

´ρm b m̄ ´ ρ̄m̄ b m, (3.6.61a)

∇l “ pγ ` γ̄qk b l ` τ̄p´l b m ` m̄ b lq ` τp´l b m̄ ` m b lq

`µ̄m b m̄ ` µm̄ b m, (3.6.61b)

∇m “ τk b l ´ τ̄ l b k ` µ̄m b k ´ pγ ´ γ̄qk b m

´ρm b l ´ pϵ ´ ϵ̄ql b m ` pα ´ β̄qm b m ´ pᾱ ´ βqm̄ b m.

(3.6.61c)

さらにlの作用は

lk “ ´
E

Σ6
k `

2

Σ2
l `

?
2ia sin θ

Σ3
pm ´ m̄q, (3.6.62a)

ll “ ´
∆2

2Σ6
k `

´∆ ` 2a2p1 ` cos2 θq

Σ4
l

`
a sin θ
?
2Σ5

␣

2apM ´ rq cos θ ` ipr2 ´ a2q
(

m

`
a sin θ
?
2Σ5

␣

2apM ´ rq cos θ ´ ipr2 ´ a2q
(

m̄, (3.6.62b)

lm “ ´
∆cos θ

?
2Σ3pr ` ia cos θq sin θ

k `

?
2 cos θ

Σpr ´ ia cos θq
l

´
F

Σ6 sin2 θ
m ´

a2 sin2 θ

Σ4
m̄. (3.6.62c)

ここで，

E “ r4 ´ 2Mr3 ` a2p3 cos2 θ ´ 1qr2 ` 2Ma2r cos2 θ

`a4 cos2 θp2 cos2 θ ´ 1q, (3.6.63a)

F “ r4 ´ 2Mr3 sin2 θ ` a2p1 ` cos2 θq cos2 θr2 ` 4a2Mr sin2 θ cos2 θ

`a4 cos6 θ. (3.6.63b)

Chiral basis Chiral basis

V “ k ^ m, U “ ´l ^ m̄, W “ ´k ^ l ` m ^ m̄ (3.6.64)
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に対し，共変微分は

∇kV “ ´A1V, ∇lV “ B1V ´ C 1W, (3.6.65a)

∇mV “ D1V, ∇m̄V “ E 1V ´ ρW, (3.6.65b)

∇kU “ A1U ´ C 1W, ∇lU “ ´B1U, (3.6.65c)

∇mU “ ´D1U ` F 1W, ∇m̄U “ ´E 1U, (3.6.65d)

∇kW “ ´2C 1V, ∇lW “ ´2C 1U, (3.6.65e)

∇mW “ 2F 1V, ∇m̄W “ ´2ρU. (3.6.65f)

ここで，

A1 “
ia cos θ

Σ2
, (3.6.66a)

B1 “
2Mr2 ´ 2pM cos2 θ ` r sin2 θqa2 ´ ia∆cos θ

2Σ4
, (3.6.66b)

C 1 “
ia sin θ

?
2Σpr ´ ia cos θq

, (3.6.66c)

D1 “
Σ2 cos θ ´ iar sin2 θ

?
2Σ3 sin θ

, (3.6.66d)

E 1 “
´ cos θpr2 ` 2a2 ´ a2 cos2 θq ` iar sin2 θ

?
2Σ3 sin θ

, (3.6.66e)

F 1 “
∆

2Σ2pr ´ ia cos θq
. (3.6.66f)

lの作用は，

lV “ ´
A2

Σ6 sin2 θ
V ´

?
2rr cos θ ` iap2 cos2 θ ´ 1qs

Σ3 sin θ
W,(3.6.67a)

lU “ ´
B2

Σ6 sin2 θ
U `

C2

?
2Σ5 sin θ

W, (3.6.67b)

lW “ ´
2pr2 ´ 2Mr ` a2 cos2 θq

Σ2pr ´ ia cos θq2
W. (3.6.67c)
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ここで，

A2 “ r4 ´ 2Mr3 sin2 θ ´ a2r2p1 ´ 5 cos2 θ ` 2 cos4 θq

8a2Mr cos2 θ sin2 θ ´ a4p1 ´ 4 cos2 θ ` 2 cos4 θq cos2 θ

`2iaM sin2 θ cos θpa2 cos2 θ ´ 3r2q, (3.6.68a)

B2 “ A2 ´ 4a2pr2 ` 2Mr ` a2 cos2 θq sin2 θ cos2 θ, (3.6.68b)

C2 “
␣

r3 ´ 2Mr2 ´ a2p2 cos2 θ ´ 3qr ´ 2Ma2 sin2 θ
(

cos θ

´ia
␣

r2 ´ a2 ` 2rpM ´ rq cos2 θ
(

. (3.6.68c)

3.6.5 Kerr-Newman解

Ernstポテンシャルと電磁ポテンシャル

E “
p1 ´ |µ|2qppx ´ iqyq ´ p1 ` |µ|2q

p1 ´ |µ|2qppx ´ iqyq ` p1 ` |µ|2q
, (3.6.69a)

Φ “ ´
2µ

p1 ´ |µ|2qppx ´ iqyq ` p1 ` |µ|2q
. (3.6.69b)

px, yq座標での計量成分

f “
p1 ´ |µ|2q2pp2x2 ` q2y2 ´ 1q

p1 ´ |µ|2q2pp2x2 ` q2y2q ` 2p1 ´ |µ|4qpx ` p1 ` |µ|2q2
,(3.6.70a)

A “
2σq

p

p1 ´ y2q rp1 ´ |µ|4qpx ` 1s

p1 ´ |µ|2q2pp2x2 ` q2y2 ´ 1q
, (3.6.70b)

e2k “
p2x2 ` q2y2 ´ 1

p2px2 ´ y2q
. (3.6.70c)

標準パラメーターとの関係

p “
σ

?
m2 ´ e2

, (3.6.71a)

q “
a

?
m2 ´ e2

, (3.6.71b)

µ “ ´
e

m `
?
m2 ´ e2

, (3.6.71c)

σ “
?
m2 ´ a2 ´ e2. (3.6.71d)
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pr, θq座標での表示
σx “ r ´ m, y “ cos θ. (3.6.72)

E “ 1 ´
2m

r ´ ia cos θ
, Φ “

e

r ´ ia cos θ
. (3.6.73)

ds2 “ ´
∆ρ2

Γ
dt2 `

Γ sin2 θ

ρ2
pdϕ ´ Ωdtq2 ` ρ2

ˆ

dr2

∆
` dθ2

˙

(3.6.74)

ここで，

∆ “ r2 ´ 2mr ` a2 ` e2, (3.6.75a)

ρ2 “ r2 ` a2 cos2 θ, (3.6.75b)

Γ “ pr2 ` a2q2 ´ a2∆sin2 θ, (3.6.75c)

Ω “
ap2mr ´ e2q

Γ
(3.6.75d)

Future Finkelstein座標

dv “ dt `
r2 ` a2

∆
dr, (3.6.76a)

dϕ` “ dϕ `
a

∆
dr. (3.6.76b)

Future Finkelstein座標での座標基底を B`
v , B

`
r , B

`
p hi, B

`
θ と表すと，

Bt “ B`
v , Br “ B`

r `
r2 ` a2

∆
B`
v `

a

∆
B`
ϕ , Bϕ “ B`

ϕ , Bθ “ B`
θ . (3.6.77)

Surface gravity

∇ξξ “ ´
1

2
∇pξ ¨ ξq “ κξ. (3.6.78)

Kerr-Newman解に対しては，

ξ “ Bt ` ΩHBϕ, (3.6.79)

ΩH “
a

r2H ` a2
. (3.6.80)

より，

ξ ¨ ξ “ ´
∆ρ2

Γ
. (3.6.81)
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この量は，ホライズン上で正則．一般に，ホライズン上で正則な量Xに
対して，

∇X “
BrX

ρ2
“

∆B`
r ` pr2 ` a2qB`

v ` aB`
ϕ

‰

`
BθX

ρ2
B`
θ

Ñ
r2H ` a2

ρ2
BrXξ `

BθX

ρ2
B`
θ (3.6.82)

より，

∇pξ ¨ ξq|H “
pr2H ` a2qBrpξ ¨ ξq

ρ2
ξ “ ´

r2H ` a2

Γ
Br∆ξ. (3.6.83)

よって，

κ “
rH ´ m

r2H ` a2
. (3.6.84)

Area formula

A “ 4πpr2` ` a2q “ 4πp2mr` ´ e2q (3.6.85)

κ

8π
dA “ dm ´ ΩHdJ ´ ΦHde. (3.6.86)

ここで，
ΦH “ Φpr “ r`, θ “ 0q “

er`

r2` ` a2
. (3.6.87)

（注）単位系はG “ c “ 1.

漸近挙動 Descartes座標を

x “ r sin θ cosϕ, y “ r sin θ sinϕ, z “ r cos θ

により導入すると，計量の r Ñ 8での漸近挙動は

ds2 “ ´dt2 ` dx2 ` dy2 ` dz2 `
2m

r
ds21 `

ds22
r2

` O

ˆ

1

r3

˙

, (3.6.88a)

ds21 “ dt2 ` sin2 θpcos2 ϕdx2 ` sin2 ϕdy2q ` cos2 θdz2

` sin2 θ psin 2ϕdxdy ` 2 cosϕdxdz ` 2 sinϕdydzq , (3.6.88b)

ds22 “ ´e2dt2 ` 4am sin θpsinϕdx ´ cosϕdyqdt

`
␣

p4m2 ´ e2q cos2 ϕ sin2 θ ` a2p1 ´ 2 cos2 ϕ sin2 θq
(

dx2

`
␣

p4m2 ´ e2q sin2 ϕ sin2 θ ` a2p1 ´ 2 sin2 ϕ sin2 θq
(

dy2

`p4m2 ´ e2q cos2 θdz2 ´ pe2 ` 2a2 ´ 4m2q sin 2ϕ sin2 θdxdy

´pe2 ` a2 ´ 4m2q sin 2θpcosϕdx ` sinϕdyqdz. (3.6.88c)
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3.6.6 C-metric

計量

ds2 “
1

A2px ´ yq2

„

Hpyqdt2 ´
dy2

Hpyq
`

dx2

Gpxq
` Gpxqdϕ2

ȷ

. (3.6.89)

ここで，

Hpyq “ ´λ ´ Ky2 ´ 2mAy3, (3.6.90a)

Gpxq “ 1 ´ Kx2 ´ 2mAx3. (3.6.90b)

A ě 0，m ě 0としても一般性を失わない．この計量は，宇宙項

Λ “ ´3A2pλ ` 1q (3.6.91)

をもつEinstein方程式に対する，Petrov型Dの静的軸対称真空解となる．

座標の範囲：

Weyl class 特に，Λ “ 0(λ “ ´1)のとき，

ρ “

a

´HpyqGpxq

A2px ´ yq2
, z “

xyr´K ` mApx ` yqs ´ 1

A2px ´ yq2
(3.6.92)

と定義すると，計量はWeyl形式で表され，ポテンシャルは

e2U “ ´
Hpyq

A2px ´ yq2
, (3.6.93)

e2k “ ´
Hpyq

A4px ´ yq4Gpxqpρ2x ` z2xq
(3.6.94)

で与えられる．
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Christoffel

Γttx “ ´
1

x ´ y
, Γtty “

2H ` px ´ yqH 1

2px ´ yqH
, (3.6.95a)

Γϕϕx “
´2G ` px ´ yqG1

2px ´ yqG
, Γϕϕy “

1

x ´ y
, (3.6.95b)

Γxtt “
GH

x ´ y
, Γxϕϕ “

Gp2G ´ px ´ yqG1q

2px ´ yq
,

Γxxx “ ´
2G ` px ´ yqG1

2px ´ yqG
, Γxxy “

1

x ´ y
, Γxyy “

G

px ´ yqH
,(3.6.95c)

Γytt “
Hp2H ` px ´ yqH 1q

2px ´ yq
, Γyϕϕ “

GH

x ´ y
,

Γyxx “
H

px ´ yqG
, Γxxy “ ´

1

x ´ y
, Γxyy “

2H ´ px ´ yqH 1

2px ´ yqH
.(3.6.95d)

接続形式 正規直交基底

θ0 “

?
´H

Apx ´ yq
dt, θ1 “

dy

Apx ´ yq
?

´H
, θ2 “

dx

Apx ´ yq
?
G
, θ3 “

?
G

Apx ´ yq
dϕ,

(3.6.96)

に関して，

ω0
1 “ ω1

0 “ A
?

´H

ˆ

1 `
px ´ yqH 1

2H

˙

θ0, (3.6.97a)

ω0
2 “ ω2

0 “ ´A
?
Gθ0, (3.6.97b)

ω1
2 “ ´ω2

1 “ ´A
?
Gθ1 ´ A

?
´Hθ2, (3.6.97c)

ω1
3 “ ´ω3

1 “ ´A
?

´Hθ3, (3.6.97d)

ω2
3 “ ´ω3

2 “ ´A
?
G

ˆ

1 ´
px ´ yqG1

2G

˙

θ3. (3.6.97e)

曲率形式

R0
1 “ Xθ0 ^ θ1, (3.6.98a)

R2
3 “ Xθ2 ^ θ3, (3.6.98b)

R0
C “ Y θ0 ^ θC , pC “ 2, 3q (3.6.98c)

R1
C “ Y θ1 ^ θC , pC “ 2, 3q. (3.6.98d)
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ここで，

X “ ´p1 ` λqA2 ` 2mA3px ´ yq3, (3.6.99a)

Y “ ´p1 ` λqA2 ´ mA3px ´ yq3. (3.6.99b)

Ricciテンソル

Ra
b “ ´3p1 ` λqA2δab , (3.6.100a)

R “ ´12p1 ` λqA2, (3.6.100b)

Ga
b “ 3p1 ` λqA2δab . (3.6.100c)

特に，C-metricは
Λ “ ´3p1 ` λqA2 (3.6.101)

の宇宙項に対応する真空解．

Weylテンソル

C 01 “ 2mA3px ´ yq3θ0 ^ θ1, (3.6.102a)

C 23 “ 2mA3px ´ yq3θ2 ^ θ3, (3.6.102b)

C 0C “ ´mA3px ´ yq3θ0 ^ θC , pC “ 2, 3q (3.6.102c)

C 1C “ ´mA3px ´ yq3θ1 ^ θC , pC “ 2, 3q. (3.6.102d)

`C01 “ ´2mA3px ´ yq3 `Σ01, (3.6.103a)
`C0C “ mA3px ´ yq3 `Σ0C , pC “ 2, 3q. (3.6.103b)

特に，C-metricは Petrov型D：

Ψ2 “ ´mA3px ´ yq3. (3.6.104)

m “ 0の場合 : このとき定曲率時空を表し，変換

r “

a

˘py2 ` λx2q

A|x ´ y|
, ρ “

d

1 ´ Kx2

˘py2 ` λx2q
(3.6.105)

により，C計量は

ds2 “
dr2

´Λr2{3 ¯ λ
` r2

„

¯p˘λρ2 ` Kqdt2 `
dρ2

˘λρ2 ` K
` ρ2dϕ2

ȷ

(3.6.106)
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と表される．これより，t, ρ, ϕのリスケールによりK “ 0,˘1と規格化す
ると，´λが rs内の計量で表される３次元時空スライス（r “一定）の断
面曲率を表すことが分かる．

Flat case 特に，λ “ ´1のとき，upper signに対してはK “ 1のみが
可能で，ρ “ sin θとおいて，pr, θ, ϕqに対応するデカルト座標 px, y, zqを
導入すると，計量は

ds2 “ ´z2dt2 ` dz2 ` dx2 ` dy2 (3.6.107)

となる．これは，Minkowski計量のRindler座標での表示である．実際，

T “ z sinh t, Z “ z cosh t, X “ x, Y “ y, (3.6.108)

とおくと，計量は

ds2 “ ´dT 2 ` dZ2 ` dX2 ` dY 2 (3.6.109)

と表される．
一般に，m “ 0, λ “ ´1のとき，C-metricはMinkowski時空を表し，

Minkowski座標系 pT,X, Y, Zqと px, y, t, ϕqとの関係は次のように与えら
れる．

i) K “ 0のとき：

ds2 “
1

A2px ´ yq2
pdt2 ´ dy2 ` dx2 ` dϕ2q. (3.6.110)

ApZ ` T q “
1

x ´ y
, (3.6.111a)

ApZ ´ T q “ x ` y `
t2 ` ϕ2

x ´ y
, (3.6.111b)

AX “
t

x ´ y
, AY “

ϕ

x ´ y
. (3.6.111c)

この逆変換は，

x ´ y “
1

ApZ ` T q
, (3.6.112a)

x ` y “ ApZ ´ T q ´ A
X2 ` Y 2

Z ` T
, (3.6.112b)

t “
X

Z ` T
, ϕ “

Y

Z ` T
. (3.6.112c)
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この変換は，x ą ypx ă yqを T ą ´ZpT ă ´Zqに一対一に写す：

A4dZ ^ dT ^ dX ^ dY “
dx ^ dy ^ dt ^ dϕ

px ´ yq4
. (3.6.113)

また，Killingベクトルは

Bt “ pT ` ZqBX ´ XpBT ´ BZq, (3.6.114a)

Bϕ “ pT ` ZqBY ´ Y pBT ´ BZq. (3.6.114b)

ii) K “ 1:

ds2 “
1

A2px ´ yq2

„

p1 ´ y2qdt2 ´
dy2

1 ´ y2
`

dx2

1 ´ x2
` p1 ´ x2qdϕ2

ȷ

.

(3.6.115)

pT, Zq “

a

1 ´ y2

Apx ´ yq
pcosh t, sinh tq, (3.6.116a)

pZ, T q “

a

y2 ´ 1

Apx ´ yq
pcosh t, sinh tq, (3.6.116b)

pX,Y q “

?
1 ´ x2

Apx ´ yq
pcosϕ, sinϕq. (3.6.116c)

逆変換は

y “ ´
A2pR2 ´ T 2q ` 1

?
F

, (3.6.117a)

x “ ´
A2pR2 ´ T 2q ´ 1

?
F

, (3.6.117b)

tanh t “ Z{T, T {Z, (3.6.117c)

tanϕ “ Y {X. (3.6.117d)

ここで，R2 “ X2 ` Y 2 ` Z2. また，

F :“ tA2pR2 ´ T 2q ` 1u2 ` 4A2pT 2 ´ Z2q ą 0 (3.6.118)

変換の Jacobianは

dx ^ dy ^ dt ^ dϕ “
16A4

F 2
dT ^ dX ^ dY ^ dZ (3.6.119)
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ただし，dϕ “ pXdY ´Y dXq{pX2 `Y 2q，dt “ pTdZ´ZdT q{pT 2 ´

Z2qより，T ´Z平面および T “ ˘Z平面で変換は特異．Killingベ
クトルの対応は，

Bt “ ZBT ` ZBZ , (3.6.120a)

Bϕ “ ´Y BX ` XBY . (3.6.120b)

iii) K “ ´1:

ds2 “
1

A2px ´ yq2

„

p1 ` y2qdt2 ´
dy2

1 ` y2
`

dx2

1 ` x2
` p1 ` x2qdϕ2

ȷ

.

(3.6.121)

pT, Zq “

?
1 ` x2

Apx ´ yq
pcoshϕ, sinhϕq, (3.6.122a)

pX,Y q “

a

1 ` y2

Apx ´ yq
pcos t, sin tq. (3.6.122b)

逆変換は

x “
A2pT 2 ´ R2q ` 1

?
F

, (3.6.123a)

y “
A2pT 2 ´ R2q ´ 1

?
F

, (3.6.123b)

tan t “ Y {X, (3.6.123c)

tanhϕ “ Z{T. (3.6.123d)

ここで，R2 “ X2 ` Y 2 ` Z2. また，

F :“ ´tA2pT 2 ´ R2q ` 1u2 ` 4A2pT 2 ´ Z2q (3.6.124)

F ą 0より，このチャートはMinkowski時空の部分領域

”

Z2 ` p
?
X2 ` Y 2 ´ 1q2

ı1{2

ă T 2 ă

”

Z2 ` p
?
X2 ` Y 2 ` 1q2

ı1{2

(3.6.125)

を覆う．Killingベクトルは

Bϕ “ ZBT ` ZBZ , (3.6.126a)

Bt “ ´Y BX ` XBY . (3.6.126b)
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したがって，このチャートと ii)のチャートは本質的に同じもので，
ii)の表式を与える px, y, t, ϕqと iii)の表式を与える px1, y1, t1, ϕ1qの関
係は

x1 ` iy1 “
x ` iy

a

1 ´ x2 ´ y2
, t1 “ ϕ, ϕ1 “ t (3.6.127)

で与えられる．

3.6.7 TS解

計量の構造

ds2 “ ´fpdt ´ ωdϕq2 ` f´1
“

ρ2dϕ2 ` e2kpdρ2 ` dz2q
‰

,

“ ´
ρ2

R2
dt2 ` R2pdt ´ Ωdϕq2 ` Σ2

ˆ

dx2

x2 ´ 1
`

dy2

1 ´ y2

˙

.(3.6.128)

f “ ´ξ ¨ ξ “
A

B
, (3.6.129a)

fω “ ξ ¨ η “ ´R2Ω “
2δσq

p

p1 ´ y2qC

B
, (3.6.129b)

R2 “ η ¨ η “
σ2p1 ´ y2qD

p2B
, (3.6.129c)

f´1e2k “
Σ2

σ2px2 ´ y2q
“

B

p2δpx2 ´ y2qδ
2 . (3.6.129d)

ここで，

pη ¨ ξq2 ´ pξ ¨ ξqpη ¨ ηq “ f 2ω2 ` fR2 “ ρ2, (3.6.130)

AD “ p2px2 ´ 1qB2 ´ 4δ2q2p1 ´ y2qC2. (3.6.131)

ただし，Aは x2 ´ 1, y2 ´ 1に関して δ2次の同次多項式，B ´ Aと Cは
x, yに関して，それぞれ 2δ2 ´ 1次および 2δ2 ´ 2次の多項式．また，Dは
δ “ 1, 2, 3, 4のとき，x, yに関して 2δ2 ` 2次の多項式．

計量関数の表式 一般に，Ernstポテンシャルを

E “
α ´ β

α ` β
(3.6.132)
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とおくとき，TS解ではαと βが x, yに関してそれぞれ δ2次および δ2 ´ 1

次の多項式となる．また，

A “ |α|2 ´ |β2|, B “ |α ` β|2, (3.6.133a)

H “ Re pαβ̄q, I “ Im pαβ̄q, G “ |β|2 (3.6.133b)

とおくと

ξ “
α

β
“
H ` iI

G
, (3.6.134a)

H2 ` I2 “ pA ` GqG (3.6.134b)

が成り立つ．
a, bを

a “ x2 ´ 1, b “ y2 ´ 1, (3.6.135)

Dと∆を

fkpa, bq “ p2ak ` q2bk, (3.6.136)

D “ det

ˆ

fi`j´1

i ` j ´ 1

˙

i,j“1,¨¨¨ ,δ

, (3.6.137)

∆ “ det

ˆ

1

i ` j ´ 1

˙

i,j“1,¨¨¨ ,δ

“
r2!3! ¨ ¨ ¨ pδ ´ 1q!s3

δ!pδ ` 1q! ¨ ¨ ¨ p2δ ´ 1q!
,(3.6.138)

Djと∆jをそれぞれ行列式D, ∆の p1, jq-要素に対する余因子として，

Fδ2´j “
Dj

∆j

(3.6.139)

とおく．DとFδ2´jは a, bに関して，δ2次および δ2 ´ j次の同次多項式で
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ある．このとき，

A “
D

∆
“ 2

δ
ÿ

j“1

dj`1cjpδqfjpa, bqFδ2´jpa, bq, (3.6.140a)

B “ A ` 2pG ` Hq, (3.6.140b)

C “ ´

δ
ÿ

j,k“1

tpxgj,kpδq ´ hj,kpδqu a1´kbj´1Fδ2´jpa, bq,(3.6.140c)

G “

δ
ÿ

j“1

cjpδqFδ2´jpa, bq, (3.6.140d)

H “ px
δ
ÿ

j“1

˜

j
ÿ

k“1

dkp´aqk´1

¸

cjpδqFδ2´jpa, bq, (3.6.140e)

I “ ´qy
δ
ÿ

j“1

˜

j
ÿ

k“1

dkp´bqk´1

¸

cjpδqFδ2´jpa, bq. (3.6.140f)

ここで，

cjpδq “
22j´1δpδ ` j ´ 1q!

pδ ´ jq!p2jq!
, (3.6.141a)

dj “
p2j ´ 3q!!

p2pj ´ 1qq!!
, (3.6.141b)

gj,kpδq “
p´1qj´122k´2

j!pj ´ 1q!p2k ´ 2q!

δ
ÿ

l“maxpj,kq

pl ` j ´ 2q!pl ` k ´ 2q!

pl ´ jq!pl ´ kq!
,(3.6.141c)

hj,kpδq “
p´1qj´122k´2pδ ` j ´ 1q!pδ ` k ´ 1q!

pj ` k ´ 1qpδ ´ jq!j!pj ´ 1q!pδ ´ kq!p2k ´ 1q!
.(3.6.141d)

静的極限 TS解は静的極限 (q “ 0)で ZVW解に一致する．これより
q “ 0のとき，

A|q“0 “ aδ
2

, (3.6.142a)

B|q“0 “ aδ
2´δpa ` 2x ` 2qδ, (3.6.142b)

4G|q“0 “ aδ
2´δ

“

pa ` 2x ` 2qδ ` pa ´ 2x ` 2qδ ´ 2aδ
‰

,(3.6.142c)

4H|q“0 “ aδ
2´δ

“

pa ` 2x ` 2qδ ´ pa ´ 2x ` 2qδ
‰

, (3.6.142d)

4I|q“0 “ 0. (3.6.142e)
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線分 Iでの値 I:a “ 0, b ă 0では，

Apx “ 1, yq “ p´1qδq2δp1 ´ y2qδ
2

, (3.6.143a)

Bpx “ 1, yq “
p ` 1

2
q2δ´2

”

q2p1 ` yq2δ `
␣

p1 ´ yqδ ´ p´1qδpp1 ` yqδ
(2
ı

.(3.6.143b)

R2px “ 1, yq “ ´
4σ2δ2q2p1 ´ y2q2C2

p2AB
. (3.6.143c)

3.6.7.1 TS2

Ernst Potential

α “ p2px4 ´ 1q ´ 2ipqxypx2 ´ y2q ´ q2p1 ´ y4q, (3.6.144a)

β “ 2pxpx2 ´ 1q ´ 2iqyp1 ´ y2q. (3.6.144b)

解の表式

A “ p1 ´ y2q4gpZqgp´Zq, (3.6.145a)

B “ pgpxq ` q2y4q2 ` 4q2y2
“

px3 ` 1 ´ ppx ` 1qy2
‰2
, (3.6.145b)

C “ q2ppx ` 1qy4p´y2 ` 3q `
␣

´2q2ppx3 ` 1q ` ppx ` 1qgpxq
(

y2

´p2px3 ´ px ` 1qgpxq, (3.6.145c)

D “ p2q2px2 ´ 1qy8 ` 4q2ppx ` 1qpp3x3 ` 3p2x2 ´ p3x ` 4px ´ 3p2 ` 4qy6

´2q2p3p4x6 ` 4p3x5 ´ 3p4x4 ` 8p3x3 ` 37p2x2 ´ 12p3x ` 48px ´ 13p2 ` 24qy4

`4q2pp4x8 ´ p4x6 ` 4p3x5 ´ 4p3x3 ` 15p2x2 ` 24px ´ 3p2 ` 12qy2

`gpxqpp4x6 ` 6p3x5 ´ p4x4 ` 16p2x4 ´ 12p3x3 ` 32px3

`15p2x2 ` 6p3x ´ 15p2 ` 16q. (3.6.145d)

ここで，

gpxq “ p2x4 ` 2px3 ´ 2px ´ 1, (3.6.146)

Z2 :“
x2 ´ y2

1 ´ y2
“

1

X2
` 1. (3.6.147)
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3.6.8 Toroidalブラックホール

3.6.8.1 Lemos-Zanchin解

計量

ds2 “ ´fprq
´

λdt ´
ω

α2
dϕ

¯2

` r2pλdϕ ´ ωdtq2 `
dr2

fprq
` α2r2dz2;(3.6.148)

fprq “ α2r2 ´
b

αr
. (3.6.149)

質量と角運動量

M “ bc

ˆ

2λ2 `
ω2

α2

˙

, (3.6.150)

J “ 3bcλ
ω

α2
. (3.6.151)

3.6.8.2 Klemm-Moretti-Vanzo解

計量

ds2 “ ´
ρ2∆z∆r

Σ2
dt2 `

Σ2

ρ2
pdϕ ´ Ωdtq2 ` ρ2

ˆ

dr2

∆r

`
dz2

∆z

˙

;(3.6.152)

ρ2 “ r2 ` a2 ˚ z2, (3.6.153)

∆r “ a2 ´ 2 ˚ M ˚ r ` l´2r4, (3.6.154)

∆z “ 1 `
a2z2

L2
, (3.6.155)

Σ2 “ r4 ˚ Deltaz ´ a2z4∆r, (3.6.156)

Ω “ a
z2∆r ` r2∆z

Σ2
. (3.6.157)

Ricci

Rµ
ν “ ´

3

l2
δµν Λ “ ´

3

l2
. (3.6.158)

NP係数

Ψ2 “
iM

2paz ´ irq3
, (3.6.159)

Ψ0Ψ4 “ ´
9M2

4paz ´ irq6
. (3.6.160)
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Klemm-Moretti-Vanzoの論文 [KlemmD, Moretti V & Vanzo L, PRD57:6127(1998)]

では，適当な zに関する同一視によりホライズンがトーラスとなるよう
にできるとあるが，上記のNP係数の振る舞いよりこれは間違い．

3.6.9 Einstein-Maxwell-dilaton系

作用積分

S “

ż

d4x
?

´g

„

R

2
´

1

2
p∇ϕq2 ´

1

4
e´

?
2aϕF ¨ F

ȷ

. (3.6.161)

双対変換
F Ñ e´

?
2aϕ ˚F, ϕ Ñ ´ϕ. (3.6.162)

静的球対称解 [Gibbons GW, Maeda K (1988)]

ds2 “ ´λ2dt2 `
dr2

λ2
` Rprq2gpS2q, (3.6.163a)

e´
?
2aϕ “

´

1 ´
r´

r

¯2a2{p1`a2q

, (3.6.163b)

A “
?
2qp1 ´ cos θqdφ. (3.6.163c)

ここで

λ2 “

´

1 ´
r`

r

¯´

1 ´
r´

r

¯p1´a2q{p1`a2q

, (3.6.164)

R2 “ r2
´

1 ´
r´

r

¯2a2{p1`a2q

, (3.6.165)

q “

ˆ

r`r´

1 ` a2

˙1{2

. (3.6.166)

BH質量は

m “
r`

2
`

1 ´ a2

1 ` a2
r´

2
. (3.6.167)

荷電ディラトンC計量解 [Dowker F, Gauntlett JP, Kastor DA, Traschen

J (1994); Kinnersley W, Walker M (1970)]
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ds2 “
1

A2px ´ yq2

„

F pxq

ˆ

Gpyqdt2 ´
dy2

Gpyq

˙

` F pyq

ˆ

dx2

Gpxq
` Gpxqdφ2

˙ȷ

,

(3.6.168a)

e´
?
2aϕ “

F pyq

F pxq
, (3.6.168b)

A “
?
2qxdφ. (3.6.168c)

ここで，

F pξq “ p1 ` r´Aξq2a
2{p1`a2q, (3.6.169a)

Gpξq “
␣

1 ´ ξ2p1 ` r`Aξq
(

p1 ` r´Aξqp1´a2q{p1`a2q.(3.6.169b)

この解で，加速度A Ñ 0極限を取ると，上記の静的球対称解に帰着．

背景磁場を変化させる変換 [Dowker F, Gauntlett JP, Kastor DA, Traschen

J (1994)]

ds2 “ gijpxqdxidxj ` gφφpxqdφ2 (3.6.170)

とおくとき，Bを任意パラメータとする次の変換は EMD系に対する軸
対称解を再び軸対称解に移す：

g1
ij “ Λ2{p1`a2qgij. (3.6.171a)

g1
φφ “ Λ´2{p1`a2qgφφ, (3.6.171b)

e´
?
2aϕ1

“ e´
?
2aϕΛ2a2{p1`a2q, (3.6.171c)

A1
φ “

´2

p1 ` a2qBΛ

ˆ

`
1 ` a2

2
BAφ

˙

. (3.6.171d)

ここで，

Λ “

ˆ

1 `
1 ` a2

2
BAφ

˙2

`
1 ` a2

2
B2gφφe

?
2aϕ. (3.6.172)

Dilaton Melvin解 [Gibbons GW, Maeda K (1988)]

平坦な計量に上記の変換を施すと，

ds2 “ Λ2{p1`a2q
`

´dt2 ` dρ2 ` dz2
˘

` Λ´2{p1`a2qρ2dφ2,(3.6.173a)

e´
?
2aϕ “ Λ2a2{p1`a2q, (3.6.173b)

A “ ´
2

p1 ` a2qBΛ
dφ. (3.6.173c)
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ここで，

Λ “ 1 `
1 ` a2

2
B2ρ2. (3.6.174)

磁場中で加速する磁化をもつBH対を表す解 [Dowker F, Gauntlett JP,

Kastor DA, Traschen J (1994)]

上記の荷電ディラトンC計量解に変換を施すと，

ds2 “
Λ2{p1`a2q

A2px ´ yq2

„

F pxq

ˆ

Gpyqdt2 ´
dy2

Gpyq

˙

` `
F pyq

Gpxq
dx2

ȷ

`
px ´ yq2

A2
Λ´2{p1`a2qF pyqGpxqdφ2, (3.6.175a)

e´
?
2aϕ “ Λ2a2{p1`a2qF pyq

F pxq
, (3.6.175b)

A “ ´
2

p1 ` a2qBΛ

ˆ

1 `
1 ` a2

?
2
Bqx

˙

dφ. (3.6.175c)

ここで，

Λ “

ˆ

1 `
1 ` a2

?
2
Bqx

˙2

`
p1 ` a2qB2

2A2px ´ yq2
p1 ´ x2 ´ r`Ax

3qp1 ` r´Axq.

(3.6.176)
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3.7 5次元軸対称解

3.7.1 KKタイプの真空解

4次元Einstein-Maxwell-Dilaton系の解 pgµν , Aµ, ϕqは，Dilaton結合係
数 (e´

?
2aϕF ¨ F {2)を a “

?
3と取り

ds2 “ e´2
?

2{3ϕpdx5 `
?
2Aµdx

µq2 ` e
?

2{3ϕgµνdx
µdxν (3.7.1)

とおくと，KK型の 5次元真空解が得られる．

KKブラックホール/モノポール解 [Sorkin R (1983); Gross D, Perry

MJ (1983)]

4次元 EMD系の静的球対称Gibbons-Maeda解のKK upliftは

ds2 “ ´
1 ´ r`{r

1 ´ r´{r
dt2 `

dr2

1 ´ r`{r
`

´

1 ´
r´

r

¯

r2q tdψ ` p1 ´ cos θqdφu
2

`r2pdθ2 ` sin2 θdφ2qs. (3.7.2)

この解は，一般にKK型ブラックホールを表すが，r “ r´で特異．
Extremal極限 (r` “ r´)を取ると

ds2 “ ´dt2 `
dr2

1 ´ r`{r
`

´

1 ´
r`

r

¯

rr` tdψ ` p1 ´ cos θqdφu
2

`r2pdθ2 ` sin2 θdφ2qs. (3.7.3)

この解は，ρ “ 2r
1{2
` pr ´ r`q1{2とおくと，ρ « 0近傍で

ds2 « ´dt2 ` dρ2 ` ρ2gpS3q (3.7.4)

となるので，至る所正則なKKモノポール解となる．

ブラックリング型解 [Dowker F, Gauntlett JP, Giddings SB, Horowitz

GT (1994)]

磁場中の加速する磁荷をもつブラックホール対を表すC計量型の解の
KK upliftは

ds2 “
e´4ϕ0ΛF̄ pyq

F̄ pxq
pdx5 `

?
2Aφdφq2 `

e2ϕ0

A2px ´ yq2

ˆ

„

F̄ pxq2
ˆ

Ḡpyqdt2

F̄ pyq
´

dy2

Ḡpyq

˙

` F̄ pyq

ˆ

F̄ pxqdx2

Ḡpxq
`
Ḡpxqdφ2

Λ

˙ȷ

.

(3.7.5)
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ここで，

Aφ “ ´
e3ϕ0

2BΛ
p1 ` 2

?
2Bqxq ` k, (3.7.6a)

Λ “ p1 ` 2
?
2Bqxq2 `

2B2ḠpxqF̄ pxq

A2px ´ yq2
, (3.7.6b)

F̄ pξq “ 1 ` r´Aξ, (3.7.6c)

Ḡpξq “ 1 ´ ξ2 ´ r`ξ
3. (3.7.6d)

この解において，次の置き換え

B Ñ 0, A Ñ iA, 2q Ñ i
1

A

c

ν

ξ1
,

r´A Ñ ´1{ξ1, r`A Ñ ´ν,

x Ø y, (3.7.7)

と double Wick rotation

pt, x5, ϕq Ñ piϕ, it, ψq (3.7.8)

を行うと，ブラックリング解

ds2 “ ´
F pxq

F pyq

ˆ

dt `

c

ν

ξ1

ξ2 ´ y

A
dψ

˙2

`
1

A2px ´ yq2

ˆ

„

´F pxq

ˆ

Gpyqdψ2 `
F pyq

Gpyq
dy2

˙

` F pyq2
ˆ

dx2

Gpxq
`
Gpxq

F pxq
dφ2

˙ȷ

(3.7.9)

が得られる．ここでの F pξq, Gpξqは前のものと違い，

F pξq “ 1 ´
ξ

ξ1
, Gpξq “ 1 ´ ξ2 ` νξ3. (3.7.10)

この解は，B “ 0である荷電ディラトンC計量解からの double Wick回
転によっても直接得られる．
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3.8 5次元ブラックリング解

3.8.1 Emparan-Reall解

Reference

• Emparan R, Reall HS (2002) PRD65:084025

”Generalized Weyl solutions”

• Emparan R, Reall HS (2002) PRL88:101101

”A rotating black ring in five dimensions”

• Emparan R, Reall HS (2006) CQG23: R169

”Black Rings”

• Emparan R, Reall HS (2008) LLR11: 6

”Black Holes in Higher Dimensions”

3.8.1.1 計量

計量の一般型:

ds2 “ ´
F pyq

F pxq

ˆ

dt ´ CR
1 ` y

F pyq
dψ

˙2

`
R2

px ´ yq2
F pxq

„

´
Gpyq

F pyq
dψ2 ´

dy2

Gpyq
`

dx2

Gpxq
`
Gpxq

F pxq
dϕ2

ȷ

.

(3.8.1)

ここで，一般に

F pξq “ 1 ` λξ, (3.8.2a)

Gpξq “ g0 ` g1ξ ` g2ξ
2 ` g3ξ

3, (3.8.2b)

C “ ˘

a

´λ4Gp´1{λq

1 ´ λ
(3.8.2c)

のとき，この計量は真空Einstein方程式の解となる．ただし，Gpξqの係
数のうち 2個は ξの線形変換，パラメータの線形変換，座標の線形変換に
より適当な値に固定できる．

231 目次へ



目次へ

Kretschmann不変量は

RabcdR
abcd “

3px ´ yq4P px, yq

2R4F pxq6
. (3.8.3)

ここで，P は次の多項式：

P “
`

8λ4g23x
4 ` 32λ3g23x

3 ` 32λg23x ` 48λ2g23x
2 ` 8g23

˘

y2

`
␣

´4λ4g23x
5 ` 4λ3g3p´4g3 ` g2λqx4

´4λ2g3p9g3 ` g1λ
2 ´ 6g2λqx3 ´ 4g3λp10g3 ` 3g0λ

3 ´ 9g2λqx2

´4g3p4g3 ´ 4g2λ ´ 3g1λ
2 ` 6g0λ

3qx ´ 4g3λp3g0λ ´ 2g1q
(

y

`3λ4g23x
6 ` 14λ3g23x

5 ` λ2g3p27g3 ` 2g1λ
2qx4

`4g3λp2g3 ` 2g0λ
3 ´ g1λ

2 ` 4g2λqx3

`p8g23 ´ 16λg2g3 ´ 16λ3g2g1 ` 16λ2g22 ` 3λ4g21 ` 4g0λ
4g2 ` 18λ2g3g1qx

2

`2λp8g0g1λ
3 ´ 5λ2g21 ´ 12g0g2λ

2 ` 12λg0g3 ` 8λg2g1 ´ 4g1g3qx

`λ2p16g20λ
2 ´ 16g0g1λ ` 3g21 ` 4g0g2q. (3.8.4)

ただし，
P p´1{λ, yq “ 16λ4Gp´1{λq2. (3.8.5)

特に，x “ ´1{λでKretschmann不変量が有界であるためには，Gpξq “

cF pξq2となることが必要十分であることが示される．よって，この場合
を除くと，λ ‰ 0なら，x “ ´1{λは曲率特異点．
また，Killing軌道に誘導される計量hij :“ gpξi, ξjq(ξ0 “ Bt, ξ1 “ Bψ, ξ2 “

Bϕ)は，

Bt ¨ Bt “ ´
F pyq

F pxq
, (3.8.6a)

Bt ¨ Bψ “ C
1 ` y

RF pxq
, (3.8.6b)

Bt ¨ Bϕ “ 0, (3.8.6c)

Bψ ¨ Bψ “
R2Qpx, yq

p1 ´ λq2px ´ yq2F pxq
, (3.8.6d)

Bψ ¨ Bϕ “ 0, (3.8.6e)

Bϕ ¨ Bϕ “
R2Gpxq

px ´ yq2
. (3.8.6f)

232 目次へ



目次へ

ここで，Qは

Q “ pλ3g0 ´ λ2g1 ` λg2 ´ g3qy
3

`
␣

p2λ2g3 ´ λ3g3 ´ λg3qx2

`
`

´2λ3g0 ` p2g1 ´ 2g3qλ2 ` p´2g2 ` 4g3qλ
˘

x

`2λ3g0 ` p´2g1 ´ g0qλ2 ` p2g2 ´ g3 ` g1qλ ´ g2
(

y2

`
␣`

p´g2 ` g0qλ3 ` pg3 ` 2g2 ´ g1qλ
2 ´ 2λg3

˘

x2

`
`

´4λ3g0 ` p´2g2 ` 4g1 ` 2g0qλ2 ` p´2g1 ` 2g3qλ
˘

x

`λ3g0 ` p´2g0 ´ g1qλ
2 ` p2g1 ` g0qλ ´ g1

(

y

`
`

p´g1 ` 2g0qλ
3 ` pg2 ´ g0qλ2 ´ λg3

˘

x2

`p4λ2g0 ´ 2λg0 ´ 2λ3g0qx ` 2λg0 ´ λ2g0 ´ g0. (3.8.7)

また，その行列式は

∆ :“ deth “
R4GpxqGpyq

px ´ yq4
. (3.8.8)

これより，特に，CTCが存在しないための必要条件はGpxq ą 0．このと
き，計量の各（直交）成分の符号は

F pxq F pyq rts rψs rϕs rys rxs Gpyq

` ` ´ ` ` ` ` ´ ⃝
´ ´ ` ´ ` ` ˆ

` ´ ` ´ ` ` ` ´ ⃝
` ` ` ´ ` ` ⃝

´ ` ` ´ ` ´ ´ ´ ˆ

` ` ` ` ´ ` ⃝
´ ´ ´ ` ` ´ ´ ´ ˆ

´ ´ ` ` ´ ` ˆ

以上より，漸近的に平坦な領域があるとすると，無限遠では，

x “ y, Gpxq “ Gpyq “ 0, F pxq “ F pyq ą 0. (3.8.9)

よって，漸近的に平坦なDOCでは，CTCが無いとすると

F pxq ą 0, Gpxq ą 0, Gpyq ă 0 (3.8.10)

で無限遠の近傍では F pyq ą 0. また，F pyq ă 0の領域はエルゴ領域で，
ホライズンではGpyq “ 0．
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   − +)

Black Ring: x-y plane
( 0<λ<ν<1 )

正則解 Gpξqのパラメータを

Gpξq “ p1 ´ ξ2qp1 ` νξq, (3.8.11)

(1 ą ν ą 0)と選ぶと，

Cpν, λq “

c

λpλ ´ νq
1 ` λ

1 ´ λ
. (3.8.12)

このとき，正質量の漸近的平坦な領域およびそれに接する物理領域は，

´1 ď x ď 1, ´8 ă y ď ´1. (3.8.13)

パラメータ λ, νの変域は

0 ă ν ď λ ă 1. (3.8.14)

このときに，計量が Lorentz型となる領域は図のようになる．
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Conical singularity: ２次元面 x “ ´1および y “ ´1で conical singu-

larityを持たない条件は

∆ψ “ ∆ϕ “ 2π

?
1 ´ λ

1 ´ ν
. (3.8.15)

さらに，２次元面 x “ 1で conical singularityを持たない条件は，

λ “
2ν

1 ` ν2
(3.8.16)

特殊な場合：

• 静的ブラックリング解：λ “ ν．

• 正則回転ブラックリング解 (ER解）：λ “ 2ν
1`ν2

.

• 特殊MP解：次式で定義されるm, aを一定に保って，λ, ν Ñ 1, R Ñ 0

の極限をとる．

m “
2R2

1 ´ ν
, a2 “ 2R2 λ ´ ν

p1 ´ νq2
(3.8.17)

3.8.1.2 回転正則ブラックリング解

物理パラメーター: 質量M , 角運動量 J，ホライズン面積AH，表面重
力 κは [ER06]

M “
3πR2

4G

λ

1 ´ ν
, (3.8.18a)

J “
πR3

2G

a

λpλ ´ νqp1 ` λq

p1 ´ νq2
, (3.8.18b)

AH “ 8π2R3ν
3{2
a

λp1 ´ λ2q

p1 ´ νq2p1 ` νq
, (3.8.18c)

κ “ 2πTH “
1 ` ν

2R

d

1 ´ λ

λνp1 ` λq
. (3.8.18d)

M,J,AH から無次元量

j2 :“
27π J2

32GM3
, aH :“

3
?
3

16
?
π

AH

pGMq3{2
(3.8.19)

を定義すると，

aH “ 2
a

νp1 ´ νq, j2 “
p1 ` νq3

8ν
. (3.8.20)
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Kretchman不変量

RabcdR
abcd “

6ν2p1 ` ν2q2px ´ yq4P

R4p1 ` ν2 ` 2νxq6
, (3.8.21)

P :“
␣

32ν4x4 ` 64ν3p1 ` ν2qx3 ` 48ν2p1 ` ν2q2x2

`16νp1 ` ν2q3x ` 2p1 ` ν2q4
(

y2

`
␣

´ 16ν4x5 ´ 16ν3p2ν2 ` 1qx4 ´ 4ν2p´3 ` 9ν4 ` 2ν2qx3

´4νp5ν6 ` 6ν4 ´ 4 ´ 15ν2qx2 ´ 4p1 ` ν2qpν6 ` 4ν4 ´ 10ν2 ´ 1qx

´4νpν2 ´ 2qp1 ` ν2q2
(

y

`12ν4x6 ` 28ν3p1 ` ν2qx5 ` ν2p46ν2 ` 27ν4 ` 27qx4

`4νp5ν2 ` ν6 ` 5 ` 9ν4qx3 ` p10 ` 2ν8 ` 14ν2 ´ 18ν6 ` 12ν4qx2

`4νp3 ` 6ν2 ´ 12ν4 ` ν6qx ´ 4 ´ 30ν4 ` 3ν6 ` 27ν2.

(3.8.22)

3.8.1.3 MP極限

座標変換

x “ ´1 ` 2δ
R2 cos2 θ

r2 ´ mδ cos2 θ
, (3.8.23a)

y “ ´1 ´ 2δ
R2 sin2 θ

r2 ´ mδ cos2 θ
, (3.8.23b)

pψ, ϕq Ñ

?
2mδ

2R
pψ, ϕq, (3.8.23c)

m “
2R2

1 ´ ν
, a2 “ 2R2 λ ´ ν

p1 ´ νq2
, δ “ 1 ´

a2

m
(3.8.23d)

の後，m, aを一定にして，R Ñ 0の極限を取ると，単純回転MP解

ds2 “ ´

´

1 ´
m

Σ

¯

ˆ

dt ´
ma sin θ

Σ ´ m
dψ

˙2

`
∆sin2 θ

1 ´ m{Σ
dψ2 ` r2 sin2 θdϕ2

`Σ

ˆ

dr2

∆
` dθ2

˙

, (3.8.24)

Σ “ r2 ` a2 cos2 θ, (3.8.25)

∆ “ r2 ` a2 ´ m (3.8.26)

を得る．
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3.8.2 Pomeransky-Senkov解

Ref: Pomeransky AA, Sen’kov RA: ”Black ring with two angular mo-

menta”, hep-th/0612005.

計量:

ds2 “ ´
Hpy, xq

Hpx, yq
pdt ` Ωq2 ´

F px, yq

Hpy, xq
dϕ2 ´ 2

Jpx, yq

Hpy, xq
dϕdψ

`
F py, xq

Hpy, xq
dψ2 `

2k2Hpx, yq

p1 ´ σq2px ´ yq2

ˆ

dx2

Gpxq
´

dy2

Gpyq

˙

.(3.8.27)

ここで，

Gpxq “ p1 ´ x2qp1 ` νx ` σx2q, (3.8.28a)

Hpx, yq “ 1 ` ν2 ´ σ2 ` 2νσp1 ´ x2qy ` 2νxp1 ´ σ2y2q

`σp1 ´ ν2 ´ σ2qx2y2, (3.8.28b)

Jpx, yq “
2k2ν

?
σp1 ´ x2qp1 ´ y2q

p1 ´ σq2px ´ yq

␣

1 ` ν2 ´ σ2

`2νσpx ` yq ´ σp1 ´ ν2 ´ σ2qxy
(

, (3.8.28c)

F px, yq “
2k2

p1 ´ σq2px ´ yq2

”

Gpxqp1 ´ y2q
␣ `

p1 ´ σq2 ´ ν2
˘

p1 ` σq

`νp1 ` 2σ ´ 3σ2 ´ ν2qy
(

` Gpyq
␣

2ν2 ` ν
`

p1 ´ σq2 ` ν2
˘

x

`p1 ` σq
`

p1 ´ σq2 ´ ν2
˘

x2 ` νp1 ´ ν2 ´ 3σ2 ` 2σ3qx3

`σp1 ´ σqp1 ´ ν2 ´ σ2qx4
(

ı

, (3.8.28d)

Ω “ ´
2kν

a

p1 ` σq2 ´ ν2

Hpy, xq

”?
σp1 ´ x2qydψ `

1 ` y

1 ´ ν ` σ

ˆ
␣

1 ` ν ´ σ ` σp1 ´ ν ´ σqx2y ` 2σxp1 ´ yq
(

dϕ
ı

.(3.8.28e)

計量を

ds2 “ Φabpx, yqdzadzb ` k2px, yq

ˆ

dx2

Gpxq
´

dy2

Gpyq

˙

(3.8.29)

と表記するとき（pzaq “ pt, ϕ, ψq），

ρ2 :“ detpΦabq “ ´
4k4GpxqGpyq

p1 ´ σq2py ´ xq4
, (3.8.30)

´g “
16k8Hpx, yq2

p1 ´ σq6py ´ xq8
. (3.8.31)
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3.8.3 双極子型ブラックリング解

Ref: Emparan R (2004)[Emp04]

作用積分: Einstein-Maxwell-Dilaton系とみたとき，

S “
1

16πG

ż

d5x
?

´g

ˆ

R ´
1

2
p∇ϕq2 ´

1

2
e´αϕ|Fr2s|

2

˙

. (3.8.32)

変換
ϕ̃ “ ´ϕ, Hr3s “ dBr2s “ e´αϕ ˚Fr2s (3.8.33)

により，

S “
1

16πG

ż

d5x
?

´g

ˆ

R ´
1

2
p∇ϕ̃q2 ´

1

2
e´αϕ|Hr3s|

2

˙

. (3.8.34)

以下，N を

α2 “
4

N
´

4

3
, p0 ă N ď 3q (3.8.35)

により定義する．

計量の一般型:

ds2 “ ´
F pyq

F pxq

ˆ

Hpxq

Hpyq

˙N{3ˆ

dt ` Cpν, λqR
1 ` y

F pyq
dψ

˙2

`
R2

px ´ yq2
F pxq

`

HpxqHpyq2
˘N{3

ˆ

„

´
Gpyq

F pyqHpyqN
dψ2 ´

dy2

Gpyq
`

dx2

Gpxq
`

Gpxq

F pxqHpxqN
dϕ2

ȷ

.(3.8.36)

ここで，

F pξq “ 1 ` λξ, Gpξq “ p1 ´ ξ2qp1 ` νξq, Hpξq “ 1 ´ µξ(3.8.37a)

Cpν, λq “

c

λpλ ´ νq
1 ` λ

1 ´ λ
. (3.8.37b)

変数 x, yの変域は

´1 ď x ď 1, ´8 ă y ď ´1. (3.8.38)

パラメータ λ, ν, µの変域は

0 ă ν ď λ ă 1, 0 ď µ ă 1. (3.8.39)
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Conical singularity: ２次元面 x “ ´1および y “ ´1で conical singu-

larityを持たない条件は

∆ψ “ ∆ϕ “ 4π
Hp´1qN{2

a

F p´1q

|G1p´1q|
“ 2π

p1 ` µqN{2
?
1 ´ λ

1 ´ ν
. (3.8.40)

さらに，２次元面 x “ 1で conical singularityを持たない条件は，

∆ϕ “ 4π
Hp1qN{2

a

F p1q

|G1p1q|
ô

1 ´ λ

1 ` λ

ˆ

1 ` µ

1 ´ µ

˙N

“

ˆ

1 ´ ν

1 ` ν

˙2

. (3.8.41)

物理パラメーター

M “
3πR2

4G

p1 ` µqN

1 ´ ν

ˆ

λ `
N

3

µp1 ´ λq

1 ` µ

˙

, (3.8.42a)

J “
πR3

2G

p1 ` µq3N{2
a

λpλ ´ νqp1 ` λq

p1 ´ νq2
, (3.8.42b)

AH “ 8π2R3 p1 ` µqNνp3´Nq{2pµ ` νqN{2
a

λp1 ´ λ2q

p1 ´ νq2p1 ` νq
, (3.8.42c)

TH “
1

4πR

νpN´1q{2p1 ` νq

pµ ` νqN{2

d

1 ´ λ

λp1 ` λq
, (3.8.42d)

ΩH “
1

Rp1 ` µqN{2

d

λ ´ ν

λp1 ` λq
, (3.8.42e)

Q “ R
?
N

p1 ` µqpN´1q{2
a

µpµ ` νqp1 ´ λq

p1 ´ νq
?
1 ´ µ

, (3.8.42f)

ΦH “
πR

?
N

2G

p1 ` µqpN´1q{2
a

µp1 ´ µqp1 ´ λq
?
µ ` ν

. (3.8.42g)

ここで，

Q :“
1

4π

ż

S2

e´αϕ̃ ˚H, (3.8.43)

ΦH :“
π

2G

“

Btψ̃px “ y “ ´1q ´ Btψ̃py “ ´1{νq
‰

, ψ̃ :“
2π

∆ψ
ψ.(3.8.44)

熱力学関係式： Smarr関係式は

M “
3

2

ˆ

1

4G
AHTH ` ΩHJ

˙

`
1

2
QΦH . (3.8.45)
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微分関係式は

dM “
1

4G
THdAH ` ΩHdJ ` ΦHdQ. (3.8.46)
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3.9 一様系

3.9.1 群の不変計量

群Gの左不変ベクトル場の基底を ξaとする：

rξa, ξbs “ Cc
abξc. (3.9.1)

このとき，右不変ベクトル場の基底Xaは

rXa, Xbs “ ´Cc
abXc (3.9.2)

その双対基底 χaは

dχa “
1

2
Ca
bcχ

b ^ χc (3.9.3)

を満たす．

不変計量: Gの右不変計量は定数行列 gabを用いて

ds2 “ gabχ
aχb (3.9.4)

と表される．以下，添え字の上げ下げは gabで行うものとする．

接続形式： χaに関する接続形式は

ωab “
1

2
pCabc ´ Cbac ´ Ccabqχ

c (3.9.5)

Riemann曲率：

Rabcd “
1

2

`

CrabspC
p
cd ` CrcdspC

p
ab

˘

´
1

2

´

CpabC
p
cd ` CparcC

p
|b|ds

¯

´Cpacq
pCpbdqp ` Cpadq

pCpbcqp. (3.9.6)

Ricci曲率，スカラ曲率：

Rab “ ´Cppqq
aCppqqb `

1

4
CapqCb

pq ` CpCpabqp, (3.9.7)

R “ ´
1

2
CabcC

bac ´
1

4
CabcC

abc ´ CaC
a. (3.9.8)

ここで，
Ca “ Cc

ac. (3.9.9)

(check: 2008.5.24)
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3.9.2 単純一様系の分類

3.9.2.1 一般論

Lie代数L の基底XI に関する構造定数をCI
JK とする；

rXI , XJ s “ CK
IJXK (3.9.10)

このとき，構造定数は次の関係式を満たす：

CK
IJ “ ´CK

IJ , (3.9.11a)

CL
IPC

P
JM ´ CL

JPC
P
IM “ CK

IJC
L
KM . (3.9.11b)

基底の変換
X 1
I “ XJT

J
I (3.9.12)

に対して，構造定数は

C 1I
JK “ pT´1qILC

L
MNT

M
JT

N
K (3.9.13)

と変換する．

3.9.2.2 2次元一様系

２次元Lie代数 ２次元 Lie代数は次の２つのいずれかと同型である．

I rX1, X2s “ 0.

II rX1, X2s “ X1.

II型の一様計量

構造定数

C1
12 “ ´C1

21 “ 1 ñ C1 “ 0, C2 “ ´1. (3.9.14)

不変基底の座標表示

X1 “ Bx, X2 “ xBx ` By, (3.9.15a)

χ1 “ dx ´ xdy, χ2 “ dy. (3.9.15b)
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計量

ds2 “ Apdx ´ xdyq2 ` 2Bpdx ´ xdyqdy ` Cdy2

“ Adx2 ` 2pB ´ Axqdxdy ` pAx2 ´ 2Bx ` Cqdy2.(3.9.16)

スカラ曲率

R “ ´
2A

AC ´ B2
. (3.9.17)

これより，

– Riemannianのとき: 常に負曲率，すなわち，H2と局所同相

例えば，
X “ xe´y, Y “ e´y (3.9.18)

に対して，

ds2 “ pdx ´ xdyq2 ` dy2 “
dX2 ` dY 2

Y 2
. (3.9.19)

– Lorentzianのとき：Aの符号に応じて，ゼロ，正，負いずれの
曲率も可能．

例えば，
xe´y “ u, ey “ v (3.9.20)

とおくと，
ds2 “ pdx ´ xdyqdy “ dudv. (3.9.21)

3.9.2.3 3次元一様系

【命題 3.66】 　 3次元 Lie代数の構造定数CI
JK は，

N IJ “
1

2
C

rI
MNϵ

JsMN , (3.9.22a)

aI “
1

2
CM
IM (3.9.22b)

により定義される３次対称行列N IJ と 3次元ベクトル aI を用いて，

CI
JK “ N IMϵMJK ` 2arJδ

I
Ks (3.9.23)
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と表される．また，Jacobi恒等式は

N IMaM “ 0 (3.9.24)

と同等となる．
基底の変換に対して，行列表示のもとでN “ pN IJqと a “ paIqは

N 1 “ pdetT qT´1Np TT q´1, a1 “ TTa (3.9.25)

と変換する． l

【定理 3.67 (Bianchi,Ellis-MacCallum)】 　 ３次元実リー代数は、ベク
トル aの大きさ A “ paIaIq

1{2と行列N の３つの固有値N1, N2, N3によ
り、表 4 に示した I „ IX までの９つの方に分類される。任意の３次元
リー代数はこのいずれかと同型である。 l

Class G3A G3B

Type I II VI0 VII0 VIII IX V IV III VIh VIIh
h “ ´1

A 0 0 0 0 0 0 1 1 1
?

´h
?
h

N1 0 1 0 0 -1 1 0 0 0 0 0

N2 0 0 -1 1 1 1 0 0 -1 -1 1

N3 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1

表 4: ３次元リー代数の分類
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Type I: CI
JK “ 0

rξI , ξJ s “ 0

ξ1 “ B1, ξ2 “ B2, ξ3 “ B3

X1 “ B1, X2 “ B2, X3 “ B3

χ1 “ dx1, χ2 “ dx2, χ3 “ dx3

Type II: C1
23 “ ´C1

32 “ 1

rξ2, ξ3s “ ξ1, rξ1, ξ2s “ 0, rξ1, ξ3s “ 0

ξ1 “ B2, ξ2 “ B3, ξ3 “ B1 ` x3B2
X1 “ B2, X2 “ x1B2 ` B3, X3 “ B1

χ1 “ dx2 ´ x2dx3, χ2 “ dx3, χ3 “ dx1

Type III: C1
13 “ ´C1

31 “ 1

rξ1, ξ3s “ ξ1, rξ1, ξ2s “ 0, rξ2, ξ3s “ 0

ξ1 “ B2, ξ2 “ B3, ξ3 “ B1 ` x2B2
X1 “ ex

1
B2, X2 “ B3, X3 “ B1

χ1 “ e´x1dx2, χ2 “ dx3, χ3 “ dx1

Type IV: C1
13 “ ´C1

31 “ 1, C1
23 “ ´C1

32 “ 1, C2
23 “ ´C2

32 “ 1

rξ1, ξ3s “ ξ1, rξ2, ξ3s “ ξ1 ` ξ2, rξ1, ξ2s “ 0

ξ1 “ B2, ξ2 “ B3, ξ3 “ B1 ` px2 ` x3qB2 ` x3B3
X1 “ ex

1
B2, X2 “ ex

1
px1B2 ` B3q, X3 “ B1

χ1 “ e´x1pdx2 ´ x1dx3q, χ2 “ e´x1dx3, χ3 “ dx1

Type V: C1
13 “ ´C1

31 “ 1, C2
23 “ ´C2

32 “ 1.

rξ1, ξ3s “ ξ1, rξ2, ξ3s “ ξ2, rξ1, ξ2s “ 0

ξ1 “ B2, ξ2 “ B3, ξ3 “ B1 ` x2B2 ` x3B3
X1 “ ex

1
B2, X2 “ ex

1
B3, X3 “ B1

χ1 “ e´x1dx2, χ2 “ e´x1dx3, χ3 “ dx1

Type VIh: C
1
13 “ ´C1

31 “ 1, C2
23 “ ´C2

32 “ q,

h “ ´p1 ` qq2{p1 ´ qq2 pq “ 0, 1q

rξ1, ξ3s “ ξ1, rξ2, ξ3s “ qξ2, rξ1, ξ2s “ 0

ξ1 “ B2, ξ2 “ B3, ξ3 “ B1 ` x2B2 ` qx3B3
X1 “ ex

1
B2, X2 “ eqx

1
B3, X3 “ B1

χ1 “ e´x1dx2, χ2 “ e´qx1dx3, χ3 “ dx1

表 5: ３次元実リー群に対する対する不変基底と双対基底 (1)
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Type VIIh: C
2
13 “ ´C2

31 “ 1, C1
23 “ ´C1

32 “ ´1, C2
23 “ ´C2

32 “ q,

h “ q2{p4 ´ q2q pq2 ă 4q

rξ1, ξ3s “ ξ2, rξ2, ξ3s “ ´ξ1 ` qξ2, rξ1, ξ2s “ 0

ξ1 “ B2, ξ2 “ B3, ξ3 “ B1 ´ x3B2 ` px2 ` qx3qB3

X1 “ pA ` kBqB2 ´ BB3, X2 “ BB2 ` pA ´ kBqB3, X3 “ B1

χ1 “ pC ´ kDqdx2 ´ Ddx3, χ2 “ Ddx2 ` pC ` kDqdx3, χ3 “ dx1

A “ ekx
1
cospax1q, B “ ´a´1ekx

1
sinpax1q

C “ e´kx1 cospax1q, B “ ´a´1e´kx1 sinpax1q

k “ q{2, a “ p1 ´ k2q1{2 “ p4 ´ q2q1{2{2.

Type VIII: C1
32 “ C2

31 “ C3
12 “ 1, C1

23 “ C2
13 “ C3

21 “ ´1

rξ1, ξ2s “ ξ3, rξ2, ξ3s “ ´ξ1, rξ3, ξ1s “ ξ2
ξ1 “ 1

2
e´x3B1 ` 1

2
pex

3
´ px2q2e´x3qB2 ´ x2e´x3B3,

ξ2 “ B3,

ξ3 “ 1
2
e´x3B1 ´ 1

2
pex

3
` px2q2e´x3qB2 ´ x2e´x3B3,

X1 “ 1
2
p1 ` px1q2qB1 ` 1

2
p1 ´ 2x1x2qB2 ´ x1B3,

X2 “ ´x1B1 ` x2B2 ` B3,

X3 “ 1
2
p1 ´ px1q2qB1 ´ 1

2
p1 ´ 2x1x2qB2 ` x1B3,

χ1 “ dx1 ` p1 ` px1q2qdx2 ` px1 ´ x2 ´ px1q2x2qdx3,

χ2 “ 2x1dx2 ` p1 ´ 2x1x2qdx3,

χ3 “ dx1 ` p´1 ` px1q2qdx2 ` px1 ` x2 ´ px1q2x2qdx3,

Type IX: C1
23 “ C2

31 “ C3
12 “ 1, C1

32 “ C2
13 “ C3

21 “ ´1

rξ1, ξ2s “ ξ3, rξ2, ξ3s “ ξ1, rξ3, ξ1s “ ξ2
ξ1 “ B2,

ξ2 “ cosx2B1 ´ cotx1 sinx2B2 ` sinx2

sinx1
B3,

ξ3 “ ´ sinx2B1 ´ cotx1 cosx2B2 ` cosx2

sinx1
B3,

X1 “ ´ sinx3B1 ` cosx3

sinx1
B2 ´ cotx1 cosx3B3,

X2 “ cosx3B1 ` sinx3

sinx1
B2 ´ cotx1 sinx3B3,

X3 “ B3,

χ1 “ ´ sinx3dx1 ` sinx1 cosx3dx2,

χ2 “ cosx3dx1 ` sinx1 sinx3dx2,

χ3 “ cosx1dx2 ` dx3

表 6: ３次元実リー群に対する対する不変基底と双対基底 (2)
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表 7: Thurston types and Bianchi types

Space Gmax G`
max Gmin Bianchi type

E3 IOp3q ISOp3q R3p“ Iq I

VII
p˘q

0 VII0

S3 O(4) SOp4q SUp2qp“ IXq IX

H3 O`p3, 1q PSL2C G`
max V, VIIhph “ 0q

Nil Nil ¸ Op2q Gmax Nilp“ IIq II

Sol Sol ¸ D4 Sol ¸ D2 Solp“ VI0q VI0

ĆSL2R ĆSL2R ¸ Op2q Gmax
ĆSL2Rp“ VIIIq VIII

Gmax III

H2 ˆ E1 O`p2, 1q ˆ IOp1q pPSL2R ˆ Rq ¸ Z2 PSL2R ˆ R III

S2 ˆ E1 O(3)ˆ IOp1q pSOp3q ˆ Rq ¸ Z2 SOp3q ˆ R Kantowski-Sachs

models

3.9.3 Thurston type
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3.9.4 行列群の不変基底

【公式 3.68 (行列群の不変基底 (2006.6.14))】 　 Gを行列群，xを局所
座標系，gをGのLie代数に対応する行列の線形集合（TepGq)とする．こ
のとき，A P gに対応する左不変ベクトル場 V pAqは

V pAqx ” V pAqixBiU “ UpxqA

で与えられる．特に，AIを gの基底とするとき，左不変ベクトル場の基
底 VI は

VI ” V i
I BiU “ UAI

で，また，左不変双対基底 χI は

AIχ
I “ U´1dU

により決まる．
右不変ベクトル場，双対基底の対応する表式は

V pAqx ” V pAqixBiU “ AUpxq,

VI ” V i
I BiU “ AIU,

AIχ
I “ dUU´1

で与えられる． l

【公式 3.69 (SUp2qの不変基底 (2006.6.14))】 　 U P SUp2qは Euler角
pθ, ϕ, ψqを用いて，

U “ D

ˆ

ϕ

2

˙

R

ˆ

θ

2

˙

D

ˆ

ψ

2

˙

“

˜

cos θ
2
ei
ψ`ϕ
2 ´ sin θ

2
e´iψ´ϕ

2

sin θ
2
ei
ψ´ϕ
2 cos θ

2
e´iψ`ϕ

2

¸

と表される．ここで，

Dpαq :“

˜

eiα 0

0 e´iα

¸

, Rpθq :“

˜

cos θ ´ sin θ

sin θ cos θ

¸

(3.9.26)

この座標系では，iσI{2に対応する SUp2qの左不変基底 χILは

χ1
L “ sinψdθ ´ cosψ sin θdϕ, (3.9.27a)

χ2
L “ ´ cosψdθ ´ sinψ sin θdϕ, (3.9.27b)

χ3
L “ dψ ` cos θdϕ (3.9.27c)
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と表され，次のMauer-Cartan方程式を満たす：

dχIL “
1

2
ϵIJKχ

J
L ^ χKL . (3.9.28)

対応する右不変基底 χIRは

χ1
R “ ´ sinϕdθ ` cosϕ sin θdψ, (3.9.29a)

χ2
R “ ´ cosϕdθ ´ sinϕ sin θdψ, (3.9.29b)

χ3
R “ dϕ ` cos θdψ (3.9.29c)

と表され，次のMauer-Cartan方程式を満たす：

dχIR “ ´
1

2
ϵIJKχ

J
R ^ χKR . (3.9.30)

l
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3.9.5 対称空間

3.9.5.1 GLpnqとRHpnq

以下、RHpnqを非退化対称 n次実行列の集合，RSpnqを対称 n次実行
列の集合とする：

RSpnq :“
␣

X P Mpnq
ˇ

ˇ

TX “ X
(

, (3.9.31a)

RHpnq :“ RSpnq X GLpnq. (3.9.31b)

【定理 3.70 (RHpnqの位相構造)】 　 RHpnqの行列はその符号指数（対
角化したときの固有値の正符号の数）pにより分類され，同じ符号指数 p

を持つものからなる部分集合をRHppnqとおくと，各RHppnqはRHpnqの
連結成分となり，その位相は

RHppnq « SOpnq ˆ Rnpn`1q{2{SOpp, n ´ pq

« SOpnq{pSOppq ˆ SOpn ´ pqq ˆ Rnpn`1q{2´ppn´pq.(3.9.32)

l

【定理 3.71 (GLpnq,RHpnq)】 　 GLpnqおよびその上の関数 fpΦqに対
して，

X P GLpnq ÞÑ pX̃fqpΦq :“
dfpΦ ` ϵXq

dϵ
|ϵ“0 (3.9.33)

によりMpnqからGLpnq上のベクトル場への１対１線形対応が定義され
る．これによりMpnqをGLpnqのベクトル場の線形部分空間と同一視す
ると，Mpnqの基底はGLpnq上のベクトル場の基底を与える．同様にし
て，RSpnqの基底はRHpnqのベクトル場の基底を与える．以下，この対
応により，GLpnqおよびRHpnq上のベクトル場を，それぞれMpnqおよ
びRSpnqに値をとるGLpnqおよびRHpnq上の関数と見なす．

1) M をGLpnqないしRHpnqとして，それぞれMpnqおよびRSpnqの
元X,Y に対応するM 上のベクトル場を X̃, Ỹ とすると，ベクトル
場として

rX̃, Ỹ s “ 0 (3.9.34)

が成り立つ．さらに，M 上のRiemann計量を

gΦpX̃, Ỹ q :“ ATr
`

Φ´1XΦ´1Y
˘

`BTr
`

Φ´1X
˘

Tr
`

Φ´1Y
˘

(3.9.35)
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により定義すると，Riemann接続は

∇X̃ Ỹ ÞÑ ´
1

2
pXΦ´1Y ` Y Φ´1Xq (3.9.36)

で与えられる．対応するRiemann曲率は

RpX̃, Ỹ qZ̃ ÞÑ
1

4
ΦrΦ´1Z, rΦ´1X,Φ´1Y ss, (3.9.37a)

RpX̃, Ỹ , Z̃, W̃ q ÞÑ
A

4
Tr

`

rΦ´1X,Φ´1Y srΦ´1Z,Φ´1W s
˘

(3.9.37b)

となる．これより
∇R “ 0 (3.9.38)

が示される．したがって，この計量に関して，GLpnqおよびRHpnq

は局所対称Riemann空間となる．

2) GLpnq上の１形式の基底 dΦabを

dΦabpX̃q “ Xab; X̃ ÞÑ X P M pnq (3.9.39)

により定義する．このとき，GLpnq上のベクトル場の基底 Babを

Bab ÞÑ Eab P Mpnq; pEabqcd “ δac δ
b
d (3.9.40)

により定義すると，dΦabと Babは互いに双対となる：

dΦabpBcdq “ δcaδ
d
b . (3.9.41)

l

（注） RHnpnq(正値対称正則行列の集合）に対しては，上の定理の計量
はGL`pnqの作用X ÞÑ TX TT pT P GL`pnqqに対して不変な計量の一般
形である．
【命題 3.72 (RHppnqの正規直交基底)】 　 GLpnqのベクトル場をMpnq

に値を取るGLpnq上の関数と同一視する．同様に，RHppnqを符号指数が
pの n次対称実正則行列の集合，RSpnqを n次対称実行列の集合として，
RHppnqのベクトル場をRSpnqに値を取るRHppnq上の関数と同一視する．
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RHppnqに

gΦpX̃, Ỹ q “ ATrpΦ´1XΦ´1Y q`BTrpΦ´1XqTrpΦ´1Y q, X, Y P RSpnq; C “ ˘k2

(3.9.42)

によりRiemann計量を定義する．このとき，Φ P RHppnqを局所的に

Φab “ ηABϕ
A
a ϕ

B
b , Φab “ ηABϕaAϕ

b
B (3.9.43)

と分解し（ηABは符号指数 pの単位計量），

e
˝AB :“ k´1ϕAa ϕ

B
b E

ab, (3.9.44a)

θ
˝

AB :“ kϕaAϕ
b
BdΦab (3.9.44b)

とおく．さらに

A “ ϵk2, A ` nB “ ϵ1l2; ϵ, ϵ1 “ ˘1 (3.9.45)

に対して，

θAA :“ kCB
A η

BBθ
˝

BB p1 ď A ď n ´ 1q, (3.9.46a)

θnn :“
l

?
n
ηABθ

˝

AB, (3.9.46b)

θAB :“ kθ
˝

AB (3.9.46c)

および

eAA :“
1

k
CB
A ηBBe

˝BB p1 ď A ď n ´ 1q, (3.9.47a)

enn :“
1

l
?
n
ηABe

˝AB, (3.9.47b)

eAB :“
1

k
e
˝AB (3.9.47c)

とおく．ただし，CA
B(1 ď A ď n, 1 ď B ď n ´ 1)は

CC
AC

C
B “ δAB p1 ď A,B ď n´1q,

n
ÿ

A“1

CA
B “ 0 p1 ď B ď n´1q (3.9.48)

を満たす行列で

n´1
ÿ

C“1

CA
CC

B
C “ δAB ´

1

n
p1 ď A,B ď nq (3.9.49)
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を満たす．このとき，
␣

eAA,
?
2epABqpA “ Bq

(

と
␣

θAA,
?
2θpABqpA “ Bq

(

が互いに双対的な正規直交基底となる：

θpABqpe
pCDqq “ δCpAδ

D
Bq, (3.9.50a)

ηpABqpCDqθpABqθCD “ pAΦacΦbd ` BΦabΦcdqdΦpabqdΦpcdq

“ ATrpΦ´1dΦΦ´1dΦq ` BTrpΦ´1dΦqTrpΦ´1dΦq,(3.9.50b)

ηpABqpCDqe
pABqepCDq “

1

A
ΦapcΦdqbE

abEcd

´
B

ApA ` nBq
ΦabΦcdE

abEcd. (3.9.50c)

ここで，ηpABqpCDqはΦ “ ηにおける計量

ηpAAqpBBq “ ϵδAB p1 ď A,B ď n ´ 1q, (3.9.51)

ηpnnqpAAq “ 0 p1 ď A ď n ´ 1q, (3.9.52)

ηpnnqpnnq “ ϵ1, (3.9.53)

ηpABqpCDq “ ϵpηACηBD ` ηADηBCq pA “ B or C “ Bq (3.9.54)

である．
これより，

RXY “ ´
nA ` pn2 ´ 2qB

4pA ` nBq
TrpΦ´1XΦ´1Y q

`
A ` pn ´ 2qB

4pA ` nBq
TrpΦ´1XqTrpΦ´1Y q, (3.9.55a)

R “ ´
pn ´ 1q rnA2 ` 2pn2 ` n ` 1qAB ` pn ` 2qpn2 ´ 2qB2s

8ApA ` nBq2
(3.9.55b)

が得られる． l

【公式 3.73】 　RHppnqの計量

ds2 “ ATrpΦ´1dΦΦ´1dΦq ` BTrpΦ´1dΦqTrpΦ´1dΦq (3.9.56)

に対する正規直交基底を eI（I “ pABq, A ď B）とし，

XI :“ Φ´1eI (3.9.57)
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とおくとき，任意の行列A,B P Mpnqに対して次の公式が成り立つ（eI P

RSpnqと見なしている）：

eIe
I “

A ` pn ´ 2qB

2ApA ` nBq
Φ2 `

1

2A
TrpΦqΦ, (3.9.58a)

eIPe
I “

1

2A

“

Φ TPΦ ` ΦTrpΦP q
‰

´
B

ApA ` nBq
ΦPΦ, (3.9.58b)

XIPX
I “

1

2A

“

Φ´1 TPΦ ` TrpΦPΦ´1q
‰

´
B

ApA ` nBq
P,(3.9.58c)

TrpeIP qTrpeIQq “
1

2A

`

TrpPΦ TQΦq ` TrpPΦQΦq
˘

´
B

ApA ` nBq
TrpΦP qTrpΦQq, (3.9.58d)

TrpXIP qTrpXIQq “
1

2A

`

TrpPΦ´1 TQΦq ` TrpPQq
˘

´
B

ApA ` nBq
TrpP qTrpQq, (3.9.58e)

TrpXIX
IP q “

x

2A
TrpP q, (3.9.58f)

TrpXIPX
IQq “

1

2A

“

TrpΦ´1 TPΦQq ` TrpP qTrpQq
‰

´
B

ApA ` nBq
TrpPQq. (3.9.58g)

ここで，

x :“
pn ` 1qA ` pn ´ 1qpn ` 2qB

A ` nB
. (3.9.59)
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ただし，Iについては和を取るものとする．特に，

TrpXIX
Iq “ n

x

2A
, (3.9.60a)

TrpXIqTrpX
Iq “

n

A ` nB
, (3.9.60b)

TrpXIX
IXJX

Jq “ n
´ x

2A

¯2

, (3.9.60c)

TrpXIXJX
IXJq “

n rx2 ´ pn ´ 1qpn ` 2qs

4A2
, (3.9.60d)

TrpXIXJqTrpXIXJq “
nx

2A2
´

nB

ApA ` nBq2

“
n rnx2 ´ pn ´ 1qpn ` 2qx ` pn ` 2qpn2 ´ 1qs

4A2
,(3.9.60e)

TrpXIX
IXJXKX

KXJq “ n
´ x

2A

¯3

, (3.9.60f)

TrpXIXJXKX
IXJXKq “

1

8A3
rx3 ´ 3pn ´ 1qpn ` 2qx

`2pn2 ´ 1qpn ` 2qs, (3.9.60g)

TrpXIX
IXJXKX

JXKq “
nx rx2 ´ pn ´ 1qpn ` 2qs

8A3
, (3.9.60h)

TrpXIXJX
IXKXJX

Kq “
n

8A3
rx2 ` pn ` 1qx2

´3pn ´ 1qpn ` 2qx ` pn ` 2qpn ´ 1q2s. (3.9.60i)

l
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3.10 定曲率空間

3.10.1 ２次超曲面による実現

【公式 3.74】 　En`1´k,kの２次曲面

Σ : X ¨ X ” ηµνX
µXν “ ˘ℓ2 (3.10.1)

の内部座標を xA，誘導計量を

gAB “ BAX ¨ BBX (3.10.2)

とすると，外部曲率およびRiemann曲率は

KAB “ ˘
1

ℓ
gAB, (3.10.3)

RABCD “ ˘
1

ℓ2
pgACgBD ´ gADgBCq (3.10.4)

で与えられる． l

Proof. Σの単位法ベクトルは

nµ “
1

ℓ
Xµ; n ¨ n “ ˘1.

Σの接ベクトル場 V,W に対して，Gaussの公式

BVW “ DVW ´ KpV,W qn

より，
KpV,W q “ ¯ηpn, BVW q “ ˘ηpBV n,W q.

ここで，

BV n “
1

ℓ
V.

よって，

KpV,W q “ ˘
1

ℓ
gpV,W q.

さらに，Gauss方程式より

RABCD “ ˘pKACKBD ´ KADKBCq “ ˘
1

ℓ2
pgACgBD ´ gADgBCq.

Q.E.D.
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【命題 3.75 (同次座標の性質)】 　 (3.10.1)で与えられる２次曲面Σに
対して，XµをΣ上の関数と見なすと，

DADBX
µ “ ¯

1

ℓ2
gABX

µ, (3.10.5)

△DAX
µ “ ¯

1

ℓ2
DAX

µ. (3.10.6)

l

Proof. gAB “ DAX ¨ DBXより

pDADBXq ¨ DCX “ DAgBC ´ DBX ¨ DCDAX “ ´
1

2
DCpDAX ¨ DBXq

“ ´
1

2
DCgAB “ 0.

また，X ¨ DAX “ 0より

pDADBXq ¨ X “ ´DBX ¨ DAX “ ´gAB.

よって，

ηµν “ ˘
1

ℓ2
XµXν ` gABDAX

µDBX
ν

より，

DADBX
µ “ DADBX

ν

ˆ

˘
1

ℓ2
XνX

µ ` gCDDCXνDDX
µ

˙

“ ˘
1

ℓ2
pDADBXq ¨ XXµ “ ¯

1

ℓ2
gABX

µ.

Q.E.D.

3.10.2 共形変換

【公式 3.76】 　En,1(En´1,2)の定曲率超曲面M を

X ¨ X :“ ´pX0q2 ` pX1q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pXn´1q2 ˘ pXnq2 “ ˘ℓ2 (3.10.7)

とする．点Qp0, ¨ ¨ ¨ , 0, ℓqにおける接超平面Π上の点はX “ px, ℓq(x P Rn)

と表される．M 上の点 P p0, ¨ ¨ ¨ ,´ℓqを中心とするΠへの射影は

Xµ “
˘4ℓ2

x ¨ x ˘ 4ℓ2
xµ pµ “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q, Xn “ ´ℓ

x ¨ x ¯ 4ℓ2

x ¨ x ˘ 4ℓ2
,(3.10.8)

xµ “ ´
2ℓ

ℓ ` Xn
Xµ pµ “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q (3.10.9)
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で与えられる．この射影によりM の計量は

ds2 “ dX ¨ dX “
16ℓ2

px ¨ x ˘ 4ℓ2q2
dx ¨ dx (3.10.10)

と表される． l

【公式 3.77 (2004.8.10)】 　 ηµνをEp,q (p` q “ n)の標準平坦計量とし
て，Ep`1,q`1の原点を中心とする錘

C : Y ¨ Y :“ ηµνY
µY ν ` ϵ

`

pY nq2 ´ pY n`1q2
˘

“ 0 pϵ “ ˘1q (3.10.11)

を考える．

1. この錘Cの Y n`1 “ 0の部分からRn`1への写像

f : Y A ÞÑ Xa “
Y a

Y n`1
, a “ 0, ¨ ¨ ¨ , n (3.10.12)

を考えると，Rn`1の内積をX ¨ X “ XµX
µ ` ϵpXnq2とおくとき，

X ¨ X “ ϵ, (3.10.13a)

dX ¨ dX “
dY ¨ dY

pY n`1q2
(3.10.13b)

が成り立つ．これより，特に，q “ 1の時，この写像によりEn,2の
等長変換群 SOpn, 2qは dSn(ϵ “ 1)およびAdSn(ϵ “ ´1)の共形変換
群へ写される．また，一般にEp,qの無限小等長変換

δY a “ Ωa
bY

b ` AaY n`1, (3.10.14a)

δY n`1 “ ϵAaY
a (3.10.14b)

に対応する２次曲面 fpCqの無限小共形変換は

δXa “ Ωa
bX

b ` Aa ´ ϵpA ¨ XqXa (3.10.15)

で与えられる．

2. Cの Y n ` Y n`1 “ 0の部分からEp,qへの写像

g : Y A ÞÑ xµ “
2Y µ

Y n ` Y n`1
, µ “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1 (3.10.16)
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に対して，

dx ¨ dx “
4dY ¨ dY

pY n ` Y n`1q2
(3.10.17)

が成り立つ．これより，写像 gはEp`1,q`1の等長変換群SOpp`1, q`

1qをEp,qの共形変換群に写す．Ep`1,q`1の無限小等長変換

δY µ “ ωµνY
ν `

aµ

2
pY n ` Y n`1q ` ϵbµpY n ´ Y n`1q,(3.10.18a)

δY n “ ´

´ ϵ

2
aµ ` bµ

¯

Y µ ` cY n`1, (3.10.18b)

δY n`1 “

´ ϵ

2
aµ ´ bµ

¯

Y µ ` cY n (3.10.18c)

に対応する無限小共形変換は

δxµ “ ωµνx
ν ` aν ` b ¨ xxµ ´

1

2
px ¨ xqbµ ` cxµ (3.10.19)

で与えられる．

l

3.10.3 様々な座標系

3.10.3.1 球面

SpˆSq型座標 Ep`q`2 “ Ep`1 ˆEq`1 Q pxp`1,yq`1qにおいて，単位球面

x2
p`1 ` y2

q`1 “ 1 (3.10.20)

上の点は

xp`1 “ sin θΩp, Ωp P Spp1q Ă Ep`1, (3.10.21a)

yq`1 “ cos θΩq, Ωq P Sqp1q Ă Eq`1 (3.10.21b)

と表される．このとき，

dΩp`q`1 “ dθ2 ` sin2 θ dΩ2
p ` cos2 θ dΩ2

q. (3.10.22)
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3.10.3.2 Euclide空間

ブラックリング型座標 Lを任意の正定数，p, qを０以上の整数として，

ds2 “
L2

px ´ yq2

„

dy2

y2 ´ 1
` py2 ´ 1qdΩ2

p `
dx2

1 ´ x2
` p1 ´ x2qdΩ2

q

ȷ

(3.10.23)

いま，r, θを

r sin θ “ L

a

y2 ´ 1

x ´ y
, r cos θ “ L

?
1 ´ x2

x ´ y
, (3.10.24)

により導入すると，

ds2 “ dr2 ` r2
`

dθ2 ` sin2 θ dΩ2
p ` cos2 θ dΩ2

q

˘

. (3.10.25)

3.10.3.3 双曲空間

以下，断面曲率 (-1)の n次元双曲空間Hnを考える．

Gauss型座標 基準点Oからの距離をχとして，Oに関するGauss正規
座標系で

ds2 “ dχ2 ` sinh2 χdΩ2
n´1 (3.10.26)

Poincare型座標 Hnを共形変換でEnの単位球

R2 “ X2 ď 1 (3.10.27)

に写すと，

ds2 “
4

p1 ´ R2q2
dX2 “

4

p1 ´ R2q2

`

dR2 ` R2dΩ2
n´1

˘

. (3.10.28)

極座標表示のもとで，Gauss型座標系との関係は

eχ “
1 ` R

1 ´ R
. (3.10.29)
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上半面座標 Poincare型座標系において，

Xn “
x2 ` y2 ´ 1

x2 ` p1 ` yq2
, pX1, ¨ ¨ ¨ , Xn´1q “

2x

x2 ` p1 ` yq2
(3.10.30)

により，座標系 px, yq (x P Rn´1）を導入すると，単位球はRnの上半面
y ą 0に共形的に写される：

ds2 “
dy2 ` dx2

y2
, (3.10.31)

3.10.3.4 de Sitter時空

dSn:

´py0q2 ` py1q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pynq2 “ ℓ2. (3.10.32)

Killingベクトル: dSnを En,1の２次超曲面と見なすとき，IsompdSnq

はOpn, 1qより誘導される．よって，Killingベクトルは反対称定数テンソ
ルAMN を用いて

ξM “ AMNy
N (3.10.33)

と表され，そのノルムは

ξ ¨ ξ “ ANLA
N
My

LyM “: BLMy
LyM (3.10.34)

で与えられる．
【命題 3.78 (Killingホライズンの存在)】 　 de Sitter時空には至る所
時間的なKillingベクトルは存在しない． l

Static chart: 座標系 pt, r,Ωn´2q(|Ωn´2| “ 1)を

y0 “
?
ℓ2 ´ r2 sinhpt{ℓq, yn “

?
ℓ2 ´ r2 coshpt{ℓq,

yj “ rΩj
n´2 pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q (3.10.35)

により導入すると，

ds2 “ ´

ˆ

1 ´
r2

ℓ2

˙

dt2 `

ˆ

1 ´
r2

ℓ2

˙´1

dr2 ` r2pdΩn´2q
2. (3.10.36)

ここで，r “ aはKillingベクトル ξ “ Btが光的となる (ξ ¨ ξ “ 0)面で，
Killingホライズンと呼ばれる．
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Complete chart: 座標系 pτ,Ωn´1q(|Ωn´1| “ 1)を

y0 “ ℓ sinh τ, yj “ ℓ cosh τΩj
n´1 pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq (3.10.37)

により導入すると，

ds2 “ ℓ2
“

´dτ 2 ` cosh2 τpdΩn´1q
2
‰

. (3.10.38)

Flat chart: 座標系 pτ1,xn´1q(xn´1 P Rn´1)を

y0 ` yn “ ℓeτ1 , yj “ ℓeτ1xjn´1 pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q (3.10.39)

により導入すると，

ds2 “ ℓ2
“

´dτ 21 ` e2τ1pdxn´1q
2
‰

. (3.10.40)

Open chart: 座標系 pτ2, z
0, ¨ ¨ ¨ , zn´1qを

yn “ ℓ cosh τ2, yj “ ℓ sinh τ2z
j pj “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q :

´pz0q2 ` pz1q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pzn´1q2 “ ´1. (3.10.41)

により導入すると，

ds2 “ ℓ2
“

´dτ 22 ` sinh2 τ2dH
2
n´1

‰

. (3.10.42)

3.10.3.5 Anti de Sitter時空

AdSn:

´py0q2 ´ pynq2 ` py1q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pyn´1q2 “ ´ℓ2. (3.10.43)

Global static chart: 座標系 pt, r,Ωn´2q(|Ωn´2| “ 1)を

y0 “
?
r2 ` ℓ2 sinpt{ℓq, yn “

?
r2 ` ℓ2 cospt{ℓq,

yj “ rΩj
n´2 pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1q (3.10.44)

により導入すると，

ds2 “ ´

ˆ

1 `
r2

ℓ2

˙

dt2 `

ˆ

1 `
r2

ℓ2

˙´1

dr2 ` r2pdΩn´2q
2. (3.10.45)
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【命題 3.79】 　

反 de Sitter時空は大域的双曲型でない．

l

Open chart: 座標系 pτ, z1, ¨ ¨ ¨ , znqを

y0 “ ℓ sin τ, yj “ ℓ cos τzj pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq;

pz1q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pzn´1q2 ´ pznq2 “ ´1 (3.10.46)

により導入すると，

ds2 “ ℓ2p´dτ 2 ` cos2 τdH2
n´1q. (3.10.47)

Quasi-flat chart: 座標系 py, x0, ¨ ¨ ¨ , xn´2qを

yn ´ yn´1 “ ℓey, yµ “ ℓeyxµ pµ “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 2q (3.10.48)

により導入すると，

ds2 “ ℓ2
“

dy2 ` e2yηµνdx
µdxν

‰

. (3.10.49)

ここで，ηµνはMinkowski計量．

de Sitter chart: 座標系 py, w0, ¨ ¨ ¨ , wn´1qを

yn “ ℓ cosh y, yj “ ℓwj sinh y;

´pw0q2 ` pw1q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pwn´1q2 “ 1 (3.10.50)

により導入すると，

ds2 “ ℓ2rdy2 ` sinh2 ydσ2
dSn´1s. (3.10.51)

Anti de Sitter chart: 座標系 py, z0, ¨ ¨ ¨ , zn´1qを

yn´1 “ ℓ sinh y, yn “ ℓ cosh yzn´1, yj “ ℓ cosh yzj pj “ 0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 2q;

´pz0q2 ´ pzn´1q2 ` pz1q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pzn´2q2 “ ´1, (3.10.52)

により導入すると，

ds2 “ ℓ2
“

dy2 ` cosh2 ydσ2
AdSn´1

‰

. (3.10.53)
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Static hyperbolic chart: 座標系 pT,R, Y 0, ¨ ¨ ¨ , Y n´2qを

y0 “
?
R2 ´ ℓ2 sinh

ˆ

T

ℓ

˙

, yn´1 “
?
R2 ´ ℓ2 cosh

ˆ

T

ℓ

˙

,

yn “ RY 0, yi “ RY i pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 2q;

´pY 0q2 ` pY 1q2 ` ¨ ¨ ¨ ` pY n´2q2 “ ´1 (3.10.54)

により導入すると，

ds2 “ ´

ˆ

R2

ℓ2
´ 1

˙

dT 2 `
dR2

R2

ℓ2
´ 1

` R2dY 2 (3.10.55)

ここで，dY 2は曲率´1の n ´ 2次元定曲率空間の計量．

3.10.3.6 (a)dS3

標準的な (a)dS3計量の表式

ds2 “ ´p1 ´ λr2qc2dt2 `
dr2

1 ´ λr2
` r2dϕ2 (3.10.56)

において，λ ‰ 0のとき，r, ϕの代わりに，x, y座標を

r2 “
c2 ` xy

c2λ
, (3.10.57a)

e´2iϕ “
pxy ´ c2qa ` 2c2λpx ` yq ` 2ic

a

gpxqgpyq

pxy ` c2qpa2 ` 4c2λ2q1{2
,(3.10.57b)

gpxq “ c2λ ` ax ´ λx2 (3.10.57c)

とおくと，

ds2 “ xydt2 `
x ´ y

4

ˆ

dx2

xgpxq
´

dy2

ygpyq

˙

. (3.10.58)

3.10.4 場の振る舞い

3.10.4.1 反 de Sitter時空

スカラ場 静的チャート

ds2 “ ´fprqdt2 ` fprq´1dr2 ` r2dΩ2
n, (3.10.59)

fprq “ 1 `
r2

ℓ2
(3.10.60)
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のもとで，場の方程式は

lΦ “ ´
1

f
B2
tΦ `

1

rn
Br prnfBrΦq `

1

r2
△nΦ “ 0. (3.10.61)

Φが
Φ9e´iωtYlpΩq (3.10.62)

のとき，場の方程式は

1

rn
DprnDΦq `

"

ω2 ´
lpl ` n ´ 1q

r2
f

*

Φ “ 0. (3.10.63)

以下，ℓ “ 1の単位系を用いる．
基本解の漸近挙動は，

r Ñ 8: 1, 1
rn`1

r Ñ 0: rl, 1
rl`n´1 .

基本解に対する厳密な表示は

X1 “ rlp1 ` r2q´ω{2F

ˆ

l

2
´
ω

2
,
l ` n ` 1

2
´
ω

2
, l `

n ` 1

2
;´r2

˙

“ rlp1 ` r2q´l{2F

ˆ

l

2
´
ω

2
,
l

2
`
ω

2
, l `

n ` 1

2
;

r2

1 ` r2

˙

, (3.10.64a)

X2 “ r´l´n`1p1 ` r2q´ω{2F

ˆ

1 ´
l

2
´
ω

2
,´

l ` n ´ 1

2
´
ω

2
,´l ´

n ´ 3

2
;´r2

˙

“ r´l´n`1p1 ` r2ql{2´1F

ˆ

1 ´
l

2
´
ω

2
, 1 ´

l

2
`
ω

2
,´l ´

n ´ 3

2
;

r2

1 ` r2

˙

(3.10.64b)

または，

Y1 “

ˆ

r2

1 ` r2

˙ω{2

F

ˆ

l

2
´
ω

2
,´

l ` n ` 1

2
´
ω

2
,´

n ´ 1

2
;´

1

r2

˙

,

(3.10.65a)

Y2 “
1

rn`1

ˆ

r2

1 ` r2

˙ω{2

F

ˆ

1 ´
l

2
´
ω

2
,
l ` n ` 1

2
´
ω

2
,
n ` 3

2
;´

1

r2

˙

.

(3.10.65b)
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3.11 Einstein空間

Rij “ pn ´ 1qKgij. (3.11.1)

3.11.1 モジュライ

【命題 3.80 (無限小モジュライ変形 [2004.9.4])】 　 n次元Einstein空間
の無限小モジュライ変形 hij “ δgijは，ゲージ条件

hii “ 0, Djhij “ 0 (3.11.2)

のもとで，方程式
△hij ` 2Ripjqh

pq “ 0 (3.11.3)

に従う．特に，等曲率空間では

△hij “ 2Khij. (3.11.4)

l
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3.12 複素多様体

3.12.1 Kähler多様体

3.12.1.1 代数多様体

【公式 3.81 (Conifold)】 　 C4内の２次超曲面

C3
2 : z21 ` z22 ` z23 ` z24 “ 0 (3.12.1)

において，計量

ds2 “ |dz1|
2 ` |dz2|

2 ` |dz3|
2 ` |dz4|

2

を考える．この計量は，座標系

z1 ` iz2 “
?
2r cos

θ1
2
cos

θ2
2
eipψ´ϕ1´ϕ2q{2, (3.12.2a)

z1 ´ iz2 “
?
2r sin

θ1
2
sin

θ2
2
eipψ`ϕ1`ϕ2q{2, (3.12.2b)

z3 ` iz4 “
?
2r cos

θ1
2
sin

θ2
2
eipψ´ϕ1`ϕ2q{2, (3.12.2c)

z3 ´ iz4 “ ´
?
2r sin

θ1
2
cos

θ2
2
eipψ`ϕ1´ϕ2q{2 (3.12.2d)

において，

ds2 “ dr2 `
r2

4

“

pdψ ´ dϕ1 cos θ1 ´ dϕ2 cos θ2q2 (3.12.3)

`dθ21 ` sin2 θ1dϕ
2
1 ` dθ22 ` sin2 θ2dϕ

2
2

‰

(3.12.4)

l
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3.13 ブレイン解

3.13.1 ブラックストリング

【公式 3.82 (真空ブラックストリング解)】 　 D “ n ` 1次元計量

ds̃2 “ dy2 ` ρpyq2ds2pXnq; ds2pXnq “ gµνpxqdxµdxν

が真空 Einstein方程式

G̃MN ` Λ̃g̃MN “ 0

の解となる条件は

G̃yy “ ´
R

2ρ2
`
npn ´ 1qpρ1q2

2ρ2
“ ´Λ̃,

G̃µν “ Gµν ` pn ´ 1q

„

ρρ2 `
n ´ 2

2
pρ1q2

ȷ

gµν “ ´Λ̃ρ2gµν .

これらは

Gµν “ ´Λgµν ,

pρ1q2 “ ´
2Λ̃

npn ´ 1q
ρ2 `

2Λ

pn ´ 1qpn ´ 2q

と同値．許される解は，
2|Λ̃|

npn ´ 1q
“

1

L2

として次のようになる：

1. Λ̃ “ 0. このとき，Λ ě 0.

Λ “ 0 : ds2 “ dy2 ` ds2pXq, RµνpXq “ 0.

Λ ą 0 : ds2 “ dy2 ` y2ds2pXq, RµνpXq “ ´pn ´ 1qgµν .

2. Λ̃ ą 0. このときΛ ą 0のみ許される．

Λ ą 0 : ds2 “ dy2 ` L2 sin2pLyqds2pXq, RµνpXq “ ´pn ´ 1qgµν .

3. Λ̃ ă 0. このときΛは任意．

Λ “ 0 : ds2 “ dy2 ` e2y{Lds2pXq, RµνpXq “ 0.

Λ ą 0 : ds2 “ dy2 ` l2 sinh2pLyqds2pXq, RµνpXq “ ´pn ´ 1qgµν .

Λ ă 0 : ds2 “ dy2 ` l2 cosh2pLyqds2pXq, RµνpXq “ pn ´ 1qgµν .

l
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3.14 回転ブラックホール解

3.14.1 GLPP解

Ref:

• Gibbons GW, Lü H, Page DN, Pope CN(2004)

3.14.1.1 GLPP解のKerr-Schild形:

ds2 “ ds̄2 `
2M

U
k˚ b k˚; (3.14.1)

ds̄2 “ ´p1 ´ λr2qWdt2 `
Fdr2

1 ´ λr2
`

N`ϵ
ÿ

i“1

r2 ` a2i
1 ` λa2i

dµ2
i `

N
ÿ

i“1

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µ2
i dϕ

2
i

`
λ

p1 ´ λr2qW

˜

N`ϵ
ÿ

i“1

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µidµi

¸2

, (3.14.2)

k˚ “ Wdt `
Fdr

1 ´ λr2
´

N
ÿ

i“1

aiµ
2
i

1 ` λa2i
dϕi, (3.14.3)

U “ rϵ´2F
N
ź

j“1

pr2 ` a2jq, (3.14.4)

W “

N`ϵ
ÿ

i“1

µ2
i

1 ` λa2i
, (3.14.5)

F “ r2
N`ϵ
ÿ

i“1

µ2
i

r2 ` a2i
. (3.14.6)

ここで，
D “ 2N ` 1 ` ϵ; ϵ “ 0, 1, (3.14.7)

で，ϵ “ 1のとき，aN`1 “ 0．また，µiは

N`ϵ
ÿ

i“1

µ2
i “ 1 (3.14.8)

を満たす．（注：F の定義は，Gibbons-Lu-Page-Popeと少し異なる．）
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3.14.1.2 Boyer-Lindquist形

Kerr-Schild形の座標系に対して変換

dt1 “ dt ´
2Mr2´ϵ

p1 ´ λr2qfprqΠ1
ipr

2 ` a2i q
, (3.14.9a)

dϕ1
i “ dϕi ´

2Mair
2´ϵ

pr2 ` a2i qfprqΠ1
jpr

2 ` a2jq
(3.14.9b)

を施す．ここで、Π1
i “ ΠN

i“1で、fprqは次式で与えられる rのみの関数．

fprq :“ 1 ´ λr2 ´
2Mr2´ϵ

Π1
ipr

2 ` a2i q
. (3.14.10)

変換後 t1 Ñ t, ϕ1 Ñ ϕと書き換えると，計量は次の形になる：

ds2 “ ´p1 ´ λr2qWdt2 `
ÿ1

i

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µ2
i dϕ

2
i

`
2M

U

˜

Wdt ´
ÿ

i

ai
1 ` λa2i

µ2
i dϕi

¸2

`
F

fprq
dr2 `

ÿ

i

r2 ` a2i
1 ` λa2i

dµ2
j ,

`
λ

p1 ´ λr2qW

ˆ

ÿ r2 ` a2i
1 ` λa2i

µidµi

˙2

. (3.14.11)

一様セクター pt, ϕ1, ¨ ¨ ¨ , ϕNqの計量を gpqdy
pdyqとおくと，

∆̄ “ ´ detpgpqq “ fprqWΠ1
i

r2 ` a2i
1 ` λia2i

µ2
i . (3.14.12)

よって，ホライズンの位置は

fprq “ 0 (3.14.13)

の解として決まる．また，体積要素は

?
´g dDx “ dtdr

F

µN`ϵ

˜

N
ź

i“1

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µidϕidµi

¸

ˆ

1

rdµN`ϵ

˙1´ϵ

(3.14.14)

次に，
k “ ξ ` ciηi (3.14.15)
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に対して，

k ¨ k “
ÿ1

i

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µ2
i pc

i ´ Ωiq2 `
2M

U

ˆ

ÿ1

i

aiµ
2
i

1 ` λa2i
pci ´ Ωiq

˙2

´
fprqW

X
(3.14.16)

ここで，

X “ 1 `
2M

U

ÿ1

i

a2iµ
2
i

pr2 ` a2i qp1 ` λa2i q
“
f ` 2MW

U

1 ´ λr2
, (3.14.17)

Ωi “
2MW

UX

ai
r2 ` a2i

. (3.14.18)

これより，ホライズンの null geodesic generatorは

k “ ξ ` Ωi
hηi, (3.14.19)

Ωi
h “ p1 ´ λr2hq

ai
r2h ` a2i

. (3.14.20)

また，計量は次のように書き換えられる：

ds2 “ ´
∆Σ2

Γ
dt2 `

Σ2

∆
dr2

`
λ

p1 ´ λr2qW

ˆ

ÿ r2 ` a2i
1 ` λa2i

µidµi

˙2

`
ÿ

i

r2 ` a2i
1 ` λa2i

dµ2
j

`
ÿ1

i

r2 ` a2i
1 ` λa2i

µ2
i pdϕi ´ Ωidtq2

`
2M

U

"

ÿ1

i

aiµ
2
i

1 ` λa2i
pdϕi ´ Ωidtq

*2

. (3.14.21)

ここで，

∆ :“ r2fprq, Σ2 :“ r2F, (3.14.22a)

Γ :“
UX

W

r6´ϵ

Π1
ipr

2 ` a2i q
. (3.14.22b)

Γはホライズン状では定数となる：

Γ0 :“ Γ|r“rh “
2M

1 ´ λr2h

r6´ϵ
h

Π1pr2h ` a2i q
. (3.14.23)
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したがって，

ϕ̃i “ ϕ ´ Ωht, (3.14.24a)

du˘ “ dt ˘
Γ
1{2
0

∆
dr (3.14.24b)

とおくと，座標系 pu˘, ϕ̃i, r, µiqは未来（過去）のホライズンで正則な座
標系を与える．
計量に現れる諸関数の r Ñ 8での漸近挙動は

F Ñ 1 ´
ÿ1

i

µ2
i a

2
i

r2
` ¨ ¨ ¨ , (3.14.25a)

U Ñ r2pN´1q`ϵ

ˆ

1 `
ÿ1

i

p1 ´ µ2
i qa

2
i

r2
` ¨ ¨ ¨

˙

, (3.14.25b)

X Ñ 1 `
2M

r2N`ϵ

ÿ1

i

a2iµ
2
i

1 ` λa2i
` ¨ ¨ ¨ , (3.14.25c)

Ωi Ñ
2MaiW

r2N`ϵ
. (3.14.25d)

これより一般に，Killingベクトル kのノルムの無限遠での漸近挙動は

k ¨ k “ r2
ˆ

ÿ1

i

µ2
i c

2
i

1 ` λa2i
` λW

˙

`
ÿ1

i

µ2
i a

2
i c

2
i

1 ` λa2i
´ W ` O

ˆ

1

r2pN´1q`ϵ

˙

. (3.14.26)

これより，時空次元Dが奇数で λ “ ´1{ℓ2 ă 0のときには，

c2i “
1

ℓ2
(3.14.27)

に対して（かつその時のみ）k2は無限遠で有界となる．このとき，その
漸近値は

k2 Ñ ´1 (3.14.28)

となる．一方，時空次元Dが偶数の時には k2の漸近挙動における r2の
係数が

λ `
ÿ1

i

pc2i ´ λ2a2i qµ
2
i

1 ` λa2i
(3.14.29)

となるので，この係数をゼロとすることはできない．しかし，

c2i “ λ2a2i (3.14.30)

と取れば，µiに依存しなくなる．このとき，

k2 Ñ λr2 ` λ
ÿ1

i
a2iµ

2
i ´ 1 ` O

ˆ

1

r2pN´1q`ϵ

˙

. (3.14.31)
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3.14.2 単純GLPP解

3.14.2.1 Kerr-Schild形

一般GLPP解で，

a1 “ a, a2 “ ¨ ¨ ¨ “ arpD´1q{2s “ 0 (3.14.32)

のとき，D “ n ` 4として，

ds2 “ ´
p1 ` λa2 cos2 θqp1 ´ λr2q

1 ` λa2
dt2 `

ρ2dr2

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

`
ρ2dθ2

1 ` λa2 cos2 θ
`
r2 ` a2

1 ` λa2
sin2 θdϕ2 ` r2 cos2 θdΩ2

n

`
2M

rn´1ρ2

ˆ

1 ` λa2 cos2 θ

1 ` λa2
dt `

ρ2dr

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q
´
a sin2 θ

1 ` λa2
dϕ

˙2

.

(3.14.33)

ここで，
ρ2 :“ r2 ` a2 cos2 θ. (3.14.34)

この計量は，a, b “ t, ϕ, r, θとして，

ds2 “ gabpyqdyadyb ` Spyq2dΩ2
n (3.14.35)

とまとめられる．ここで，

Spyq “ r cospθq. (3.14.36)

また，
detpgabq

1{2 “ p1 ` λa2q´1ρ2 sin θ. (3.14.37)
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具体的な計量成分は

gtt “ ´p1 ´ λr2qσ `
2Mσ2

ρ2rn´1

“ ´
σ2

ρ2

„

∆ ´
a2 sin2 θ

1 ` λa2 cos2 θ
p1 ´ λr2q2

ȷ

, (3.14.38a)

gtϕ “ ´
2aMσ sin2 θ

ρrn´1p1 ` λa2q

“ ´
ap1 ´ λr2qpr2 ` a2qσ sin2 θ

p1 ` λa2qρ2

„

1 ´
∆

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

ȷ

,

(3.14.38b)

gϕϕ “

ˆ

r2 ` a2 `
2a2M sin2 θ

ρ2rn´1

˙

sin2 θ

1 ` λa2

“
pr2 ` a2q2 sin2 θ

p1 ` λa2q2ρ2

„

1 ` λa2 cos2 θ ´
∆a2 sin2 θ

pr2 ` a2q2

ȷ

, (3.14.38c)

gtr “
2Mσ

rn´1p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

“ σ

„

1 ´
∆

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

ȷ

, (3.14.38d)

gϕr “ ´
a sin2 θ

1 ` λa2 cos2 θ
gtr, (3.14.38e)

grr “
ρ2

pr2 ` a2qp1 ´ λr2q

„

1 `
2M

rn´1pr2 ` a2qp1 ´ λr2q

ȷ

“
ρ2

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

„

2 ´
∆

p1 ´ λr2qpr2 ` a2q

ȷ

, (3.14.38f)

gθθ “
ρ2

1 ` λa2 cos2 θ
. (3.14.38g)

ここで，

σ :“
1 ` λa2 cos2 θ

1 ` λa2
, (3.14.39a)

∆ :“ pr2 ` a2qp1 ´ λr2q ´
2M

rn´1
. (3.14.39b)
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また，gµνは

gtt “ ´
1

p1 ´ λr2qσ
´

2M

rn´1ρ2p1 ´ λr2q2

“ ´
r2p2 ` λa2q ` a2 ` a2p1 ` λr2 ` 2λa2q cos2 θ

p1 ´ λr2qρ2p1 ` λa2 cos2 θq
`

∆

p1 ´ λr2q2ρ2
,

(3.14.40a)

gtϕ “ ´
2aM

rn´1ρ2pr2 ` a2qp1 ´ λr2q

“ ´
a

ρ2

„

1 ´
∆

pr2 ` a2qp1 ´ λr2q

ȷ

, (3.14.40b)

gϕϕ “
1 ` λa2

pr2 ` a2q sin2 θ
´

2a2M

rn´1pr2 ` a2q2ρ2

“
p1 ` 2λa2qr2 ´ a2 ` a2p2 ` λa2 ´ λr2q cos2 θ

pr2 ` a2qρ2 sin2 θ
`

a2∆

pr2 ` a2q2ρ2
,

(3.14.40c)

gtr “
2M

rn´1ρ2p1 ´ λr2q
“
r2 ` a2

ρ2
´

∆

ρ2p1 ´ λr2q
, (3.14.40d)

gϕr “
2aM

rn´1pr2 ` a2qρ2
“

a

ρ2

ˆ

1 ´ λr2 ´
∆

r2 ` a2

˙

, (3.14.40e)

grr “
pr2 ` a2qp1 ´ λr2q

ρ2
´

2M

rn´1ρ2
“

∆

ρ2
, (3.14.40f)

gθθ “
1 ` λa2 cos2 θ

ρ2
. (3.14.40g)

3.14.2.2 Boyer-Lindquist形

Boyer-Lindquist型座標を

dt1 “ dt ´
2M

rn´1∆

dr

1 ´ λr2
, (3.14.41a)

dϕ1 “ dϕ ´
2M

rn´1∆

adr

r2 ` a2
(3.14.41b)

275 目次へ



目次へ

により導入し，dt1 Ñ dt, dϕ1 Ñ dϕと置くと，計量は

grr “
ρ2

∆
, (3.14.42a)

gθθ “
ρ2

X
, (3.14.42b)

gtt “
X

C2ρ2

"

2M

rn´1
X ´ Cp1 ´ λr2qρ2

*

, (3.14.42c)

gtϕ “ ´
2aMX

C2ρ2rn´1
sin2 θ, (3.14.42d)

gϕϕ “
sin2 θ

C2ρ2

"

Cpr2 ` a2qρ2 `
2a2M

rn´1
sin2 θ

*

. (3.14.42e)

ここで，
C “ 1 ` λa2, X “ 1 ` λa2 cos2 θ. (3.14.43)

すなわち，

ds2 “
X

C2ρ2

„

2M

rn´1
X ´ Cp1 ´ λr2qρ2

ȷ

dt2 ´
4aMX sin2 θ

C2ρ2rn´1
dtdϕ

`
sin2 θ

C2ρ2

„

Cpr2 ` a2qρ2 `
2a2M

rn´1
sin2 θ

ȷ

dϕ2

`
ρ2

∆
dr2 `

ρ2

X
dθ2 ` r2 cos2 θdΩ2

n. (3.14.44)

さらに，ϕ座標を
ϕ ` λat Ñ ϕ (3.14.45)

と変換すると，計量は次のように書き換えられる．

ds2 “ ´
∆

ρ2

´

dt ´
a

C
sin2 θdϕ

¯2

`
X sin2 θ

ρ2

ˆ

adt ´
r2 ` a2

C
dϕ

˙2

`
ρ2

∆
dr2 `

ρ2

X
dθ2 ` r2 cos2 θdΩ2

n

“ ´
∆ ´ a2X sin2 θ

ρ2
dt2 ´

2a sin2 θ

Cρ2

"

λρ2pr2 ` a2q `
2M

rn´1

*

dtdϕ

`
sin2 θ

C2ρ2

„

Cpr2 ` a2qρ2 `
2a2M

rn´1
sin2 θ

ȷ

dϕ2

`
ρ2

∆
dr2 `

ρ2

X
dθ2 ` r2 cos2 θdΩ2

n. (3.14.46)
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この最後の座標系において

ξ “ Bt, η “ Bϕ (3.14.47)

とおくと，r Ñ 8 (Λ ă 0で)

gpξ, ξq Ñ λpr2 ` a2q. (3.14.48)

これに対して，一つ前の座標系において gpBt, Btqの r Ñ 8での極限は θ

に依存する．このような角度依存性がなくなるのは，ξないし ξ ` 2λaη

のみ．

3.14.2.3 共通の性質

Horizon ホライズンは，

gpξ, ξqgpη, ηq ´ gpξ, ηq2 “ ´
1

C2
∆X sin2 θ (3.14.49)

より，
∆ “ 0. (3.14.50)

未来のホライズン近傍で正則な座標は

du` “ dt `
r2 ` a2

∆
dr, dϕ` “ dϕ `

aC

∆
dr. (3.14.51)

この座標を用いると，計量は

ds2 “ ´
∆

ρ2

´

du` ´
a

C
sin2 θdϕ`

¯2

` 2dr
´

du` ´
a

C
sin2 θdϕ`

¯

`
X sin2 θ

ρ2

ˆ

adu` ´
r2 ` a2

C
dϕ`

˙2

`
ρ2

X
dθ2 ` r2 cos2 θdΩ2

n. (3.14.52)

これより，ホライズンの面積は

Ah “ Ωn`2r
n
h

r2h ` a2

C
(3.14.53)

ここで，Ωn`2は n ` 2次元単位球面の面積．
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角速度と表面重力 一般に，

k “ ξ ` Aη (3.14.54)

に対して，

gpk, kq “ ´
pC ´ aA sin2 θq2

C2ρ2
∆`

X sin2 θ

C2ρ2
␣

aC ´ Apr2 ` a2q
(2
. (3.14.55)

これより，ブラックホールの角速度は

Ωh “
aC

r2h ` a2
. (3.14.56)

また，

∇kk “ ´
1

2
∇gpk, kq (3.14.57)

より，r Ñ rhで

∇kk Ñ
ρ2∆1

2pr2h ` a2q2
∇r. (3.14.58)

一方，

du`pkq “ 1, du`p∇rq “
r2 ` a2

ρ2
(3.14.59)

より，r Ñ rhで

∇r Ñ
r2h ` a2

ρ2
k. (3.14.60)

よって，

∇kk Ñ
∆1

2pr2h ` a2q
k. (3.14.61)

すなわち，表面重力は

κ “
∆1

2pr2h ` a2q
“

´3λr4h ` p1 ´ λa2qr2h ´ a2

2pr2h ` a2q
. (3.14.62)

特異点 見かけ上，

´g “
ρ4

C2
sin2 θpr2 cos2 θqn (3.14.63)

も考慮すると，計量は

∆ “ 0, ρ2 “ 0, r “ 0 (3.14.64)
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a2

l
2

0

1

l
M

x=
1

x=
1/
3
1/
2

図 2: ４次元AdS-Kerrがホライズンをもつ条件

で特異となる．ここで，∆ “ 0はホライズン．また，r “ 0はn “ 1(D “ 5)

のとき，ρ2 ‰ 0なら座標特異点，n ą 1では曲率特異点となる（nが奇数
のとき，計量は r2の有理関数となるが，´g ě 0を要求すると，r2 ě 0の
制限が得られる）．よって，特異点はD “ 5のとき，

S D“5
sing “

␣

ρ2 “ 0
(

Y “ tr “ cos θ “ 0u , (3.14.65)

D ą 5のとき，
S Dě6

sing “ tr “ 0u (3.14.66)

3.14.2.4 AdSブラックホール

以下，

λ “ ´
1

ℓ2
(3.14.67)

とおく．

Horizon radius ∆の振る舞いは nにより大きく代わる．

1 . n “ 0 (D “ 4)の場合：

この場合，固定した a{ℓの値し対し，M{ℓがある臨界値を超えると
ホライズンが存在する．臨界値は∆ “ 0が重解を持つ条件

∆prhq “ 0, ∆1prhq “ 0 (3.14.68)
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より，x “ rh{ℓによるパラメーター表示で

a2

ℓ2
“
x2p1 ` 3x2q

1 ´ x2
,

M

ℓ
“
xp1 ` x2q2

1 ´ x2
. (3.14.69)

この臨界値は，図の実線に対応し，この線の下かつ a2{ℓ2 ă 1でホ
ライズンが存在（∆ “ 0が２つの実根 r “ r`, r´をもち，rh “ r`）．
この図で，x “ rh{ℓの等高線は直線群

M

ℓ
“
xp1 ` x2q

2
`

1 ` x2

2x

a2

ℓ2
(3.14.70)

となり，実線はその包絡線となっている．この実線と a{ℓ “ 1との
交わりは

x “
1

?
3
, M{ℓ “

8

3
?
3

(3.14.71)

に対応．実線上で xは 1{
?
3からゼロまで単調に変化．
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3.15 F pRq重力

3.15.1 一般論

3.15.1.1 基礎方程式

作用積分

SG “

ż

d4x
?

´g
1

2κ2
F pRq.

場の方程式

F p1qRµν ´ ∇µ∇νF
p1q `

ˆ

lF p1q ´
1

2
F

˙

gµν “ κ2Tµν .

3.15.2 厳密解

3.15.2.1 静的球対称真空解

計量

ds2 “ ´fprqdt2 `
dr2

hprq
` r2dΩ2.

基礎方程式
ˆ

f 1

f
´
h1

h

˙"

F p1q

r
´
F p2q

2
R1

*

“
`

F p1q
˘2
, (3.15.1)

`

F p1q
˘2

`
1

2

ˆ

f 1

f
`
h1

h

˙

pF p1qq1 `
1

3h
pF p1qR ´ 2F q “ 0,(3.15.2)

F p1q

r2
trp1 ´ hqu

1
“ ´

hf 1

2f
F p2qR1 `

1

6

`

RF p1q ` F
˘

. (3.15.3)

ここで，

R “ ´h
f2

f
`
f 1

2f

ˆ

h
f 1

f
´ h1

˙

´
2h

r

ˆ

f 1

f
`
h1

h

˙

`
2

r2
p1 ´ hq. (3.15.4)

3.16 超重力理論

3.16.1 5次元 IIA/K3ˆS1

3.16.1.1 理論内容

基本変数
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• 計量： ds2 “ gµνdx
µdxν

• スカラ場： dilaton ϕ, moduli σ

• ゲージ場 A
pjq

r1s
: Vr1s, Xr1s, B̃r1s, Ãr1s

対応するフラックスは

Gpjq “ dApjq : Vr2s “ dVr1s, Xr2s “ dXr2s, H̃r2s “ dB̃r1s, Fr2s “ dAr1s.

作用積分

2κ2S “

ż

M5

"

R ´
4

3
p∇ϕq2 ´ p∇σq2

*

˚1 ´
1

2

ÿ

j

Cj ˚Gpjq ^ Gpjq

˘
1

2

´

Xr1s ^ Vr2s ^ H̃r2s ` B̃r1s ^ Fr2s ^ Fr2s

¯

. (3.16.1)

ここで，

CV “ e2σ´4ϕ{3, CX “ e8π{3, CH “ e´2σ´4ϕ{3, CF “ eσ`2ϕ{3.

(3.16.2)

場の方程式

8lϕ ` 2CV V ¨ V ´ 4CXX ¨ X ` 2CHH̃ ¨ H̃ ´ CFF ¨ F “ 0,(3.16.3a)

4lσ ´ 2CV V ¨ V ` 2CHH̃ ¨ H̃ ´ CFF ¨ F “ 0, (3.16.3b)

dpCV ˚Vr2sq ˘
1

2
Xr2s ^t H “ 0, (3.16.3c)

dpCX ˚Xr2sq ˘
1

2
Vr2s ^ H̃ “ 0, (3.16.3d)

dpCH ˚H̃q ˘
1

2
pXr2s ^ Vr2s ` F ^ F q “ 0, (3.16.3e)

dpCF ˚F q ˘ H̃ ^ F “ 0, (3.16.3f)

Rµν “
4

3
BµϕBνϕ ` BµσBνσ `

1

2

ÿ

j

Cj

ˆ

Gpjq
µ˚G

pjq
ν

˚ ´
1

3
gµνG

pjq ¨ Gpjq

˙

.

(3.16.3g)

3.16.1.2 BMPV解

• Breckenridge, Myers, Peet, Vafa
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計量

ds2 “ ´∆2 pdt ´ Ωχ3q
2

`
dr2

∆2
` r2ds2pS3q,

∆ “ 1 ´
µ

r2
, Ω “

µω

r2 ´ µ
. (3.16.4)

ここで，S3 P peiϕ1 sin θ, eiϕ2 cos θqの不変基底を

χ1 ` iχ2 “ ´
1

2
e´iψ p2dθ ` idϕ cosp2θqq , (3.16.5a)

χ3 “ dϕ1 sin
2 θ ` dϕ2 cos

2 θ “
1

2
pdψ ` dϕ cosp2θqq (3.16.5b)

とおくとき，

ds2pS3q “ pχ1q2 ` pχ2q2 ` pχ3q2

“ dθ2 ` dϕ2
1 sin

2 θ ` dϕ2
2 cos

2 θ. (3.16.6)

スカラ場
σ “ ϕ “ const. (3.16.7)

ゲージ場

X “ V “ 0, (3.16.8a)

B̃ “
λ3
?
2
A, (3.16.8b)

A “

?
2

λ

µ

r2
dt `

?
2

λ

ωµ

r2
χ3. (3.16.8c)

Killingベクトル

R ˆ Up2q – R ˆ SUp2q ˆ Up1q

漸近荷

M “
3πµ

4G5

, (3.16.9)

J1 “ J2 “
πωµ

4G5

. (3.16.10)
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3.17 ブラックホール熱力学

3.17.1 ４次元ブラックホール

3.17.1.1 球対称ブラックホール

adSブラックホール

計量

ds2 “ ´fprqdt2 `
dr2

fprq
` r2dΩ2

2, (3.17.1)

f “ 1 ´
2M

r
`
r2

ℓ2
, (3.17.2)

熱力学量 rhを独立パラメーターとすると，

M “
rh
2

`
r3h
2ℓ2

, (3.17.3a)

S “
A

4
“ πr2h, (3.17.3b)

T “
κ

2π
, κ “

1

2rh
`

3rh
2ℓ2

. (3.17.3c)

特徴M と Sは rhの単調増加関数であるが，T は rh “ ℓ{
?
3で最小

値 Tmin “
?
3
ℓ
をもつ．

3.17.1.2 回転ブラックホール

Kerr BH

• ホライズン半径: r` “ M `
?
M2 ´ a2

• ホライズン面積: A “ 4πpr2` ` a2q “ 8πMr`

• 回転角速度: Ωh “ a
2Mr`

• 表面重力: κ “
?
M2´a2

2Mr`

• 第２法則:
κ

8π
dA “ dM ´ ΩhdJ. (3.17.4)

• Smarr公式
κ

4π
A “ M ´ 2ΩhJ. (3.17.5)
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3.18 光学

3.18.1 一般論

【公式 3.83 (BH19951995.12.16)】 　

時空内の空間的面Σとそれに含まれる２次元面F を考える．Σの
未来向きの単位法ベクトルを n，F の Σ内での外向き単位法ベク
トルをm，Σの平均曲率をK，F のΣ内での平均曲率を kとする．
このとき，F を通過する外向きおよび内向き光的面の膨張率 θ˘は

θ˘ “
1

?
2

p´K ` Kjkm
jmk ˘ kq. (3.18.1)

l

3.18.2 球対称系

【公式 3.84 (BH1995.12.16)】 　

計量: 球対称時空

ds2 “ ´N2dτ 2 ` Λ2pdχ ` βdτq2 ` r2dΩ2
2, (3.18.2)

（N,Λ, β, rは τ, χのみの関数）．

Στ 内の 2-surface χ “constの外部曲率は

kjk “
r1

rΛ
γjk, k “

2r1

rΛ
. (3.18.3)

この 2-surfaceを通過する光的面の膨張率は

θ˘ “
?
2

ˆ

´Kθ
θ ˘

r1

rΛ

˙

. (3.18.4)

l
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3.19 正準理論

3.19.1 スカラ場系

3.19.1.1 球対称系

【公式 3.85 (BH1995.12.16)】 　

計量: 球対称時空

ds2 “ ´N2dτ 2 ` Λ2pdχ ` βdτq2 ` r2dΩ2
2, (3.19.1)

（N,Λ, β, rは τ, χのみの関数）．上の球対称スカラ場 ϕpτ, χqに対し
て，拘束関数は

κ2
?
q
Hχ “

2r1

r
Kχ
χ ´

2

r
prKθ

θ q1 `
κ2
?
q
π ¨ ϕ1, (3.19.2)

κ2
?
q
HK “ ´Kθ

θ pKθ
θ ` 2Kχ

χq ´
2

r2r1

«

r

˜

1 ´

ˆ

r1

Λ

˙2
¸ff1

`
κ2

2

„

π2

q
` Λ´2pϕ1q2 ` 2V pϕq

ȷ

. (3.19.3)

l

3.20 摂動論

3.20.1 1次摂動

3.20.1.1 計量・接続・曲率

【公式 3.86】 　計量テンソル gµνの変分

δgµν “ hµν
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に対して、接続係数、曲率テンソルなどの幾何学的諸量の１次変分は次
のようになる：

δgµν “ ´hµν ,

δ|g| “ |g|h; h “ gµνhµν ,

δΓµνλ “
1

2
p∇νh

µ
λ ` ∇λh

µ
ν ´ ∇µhνλq,

δRµ
νλσ “ ∇λδΓ

µ
νσ ´ ∇σδΓ

µ
νλ

“
1

2
p∇λ∇νh

µ
σ ´ ∇σ∇νh

µ
λ ´ ∇λ∇µhνσ ` ∇σ∇µhνλ

`Rλσ
µ
βh

β
ν ` Rλσν

βhµβq,

δRµν “
1

2
p´∇2hµν ´ ∇µ∇νh ` ∇µ∇αh

α
ν ` ∇ν∇αh

α
µ

`Rµαh
α
ν ` Rναh

α
µ ´ 2Rµανβh

αβq,

δR “ ´hµνR
µν ` ∇µ∇νhµν ´ ∇2h.

l

【公式 3.87】 　正規直交 1形式基底 θaの摂動 δθa “ χaに対し、

δωab “
1

2
rpDχaqbc ´ pDχbqac ´ pDχcqab.s θ

c

l

3.20.1.2 Einstein方程式

【公式 3.88 (Lichnerowicz作用素)】 　 Lichinerowicz作用素△Lを次式
で定義する：

p△Lhqµν :“ ´∇ ¨ ∇hµν ` 2Rα
pµhνqα ´ 2Rµανβh

αβ. (3.20.1)

この作用素について次の式が成り立つ：

p△Lhqαα “ ´△h,
∇αp△Lhqµα “ ´∇ ¨ ∇p∇αhµαq ` Rα

µ∇βhαβ ` p2∇αRµβ ´ ∇µRαβqhαβ.
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また，hµνの分解

hµν “ tgµν `

ˆ

∇µ∇ν ´
1

n
gµνl

˙

s ` 2∇pµvνq ` wµν ; (3.20.2)

∇µv
µ “ 0, (3.20.3)

wµµ “ 0, ∇νwνµ “ 0, (3.20.4)

∇νhµν “ ∇µ

`

t `
`

1 ´ 1
n

˘

△s
˘

` Rν
µ∇νs ` △vµ ` Rν

µvν ,(3.20.5)

に対し，

△Lhµν “ ´△tgµν ´

ˆ

∇µ∇ν ´
1

n
gµνl

˙

ls ` 2∇pµ△r1svνq ` △Lwµν

`
`

∇αRµν ´ 2∇pµR
α
νq

˘

p∇αs ` 2vαq; (3.20.6)

△r1svµ ” ´△vµ ` Rν
µvν , (3.20.7)

∇ν△Lwµν “ ´
`

∇µRαβ ´ 2∇pαRβqµ

˘

wαβ. (3.20.8)

したがって，Einstein時空では，hµνのテンソル分解の構造は△Lにより
保たれ，

t Ñ ´lt, (3.20.9a)

s Ñ ´ls, (3.20.9b)

vµ Ñ △r1svµ, (3.20.9c)

wµν Ñ △Lwµν (3.20.9d)

と対応する． l

【公式 3.89】 　 pn ` 2q次元時空における Einstein方程式

Rµν ´
1

2
Rgµν ` Λgµν “ κ2Tµν

の線形摂動は、Lichnerowicz作用素△Lを用いて、次のように表される：

p△Lhqµν ´ ∇µ∇νh ` 2∇pµ∇αhνqα ` p´∇α∇βhαβ ` △h ` Rαβhαβqgµν

`p2Λ ´ Rqhµν “ 2κ2δTµν .

ここで，ψµνを

ψµν “ hµν ´
1

2
hgµν
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により定義すると，

hµν “ ψµν ´
1

n
ψgµν ,

h “ ´
2

n
ψ

および

Rµν “ κ2
ˆ

Tµν ´
T

n
gµν

˙

`
2Λ

n
gµν ,

R “
2pn ` 2q

n
Λ ´

2κ2

n
T

より，

△Lψµν ´
4Λ

n
ψµν ` 2∇pµ∇αψνqα ´ ∇α∇βψαβgµν

“ 2κ2δTµν ´
2κ2

n
Tψµν ´ κ2

ˆ

Tαβψ
αβ ´

T

n
ψ

˙

gµν .

l

3.20.1.3 摂動の pm ` nq分解

背景時空の計量が

ds2 “ gµνpxqdxµdxν “ gabpyqdyadyb ` rpyq2γijpzqdzidzj (3.20.10)

で与えられるとし，共変微分を

gµν ñ ∇µ, Rµ
νλσ, (3.20.11a)

gab ñ Da, Ra
bcd “ mRa

bcd, (3.20.11b)

γij ñ 9Di, R̂i
jkl (3.20.11c)

と表す．対応して，曲率テンソルとRicci曲率の非ゼロ成分は

Ra
bcd “ mRa

bcd, (3.20.12a)

Ra
ibj “ ´

DaDbr

r
gij, (3.20.12b)

Ri
jkl “ R̂i

jkl ´ pDrq2pδikγjl ´ δilγjkq. (3.20.12c)
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と

Rab “ mRab ´ n
DaDbr

r
, (3.20.13a)

Rai “ 0, (3.20.13b)

Rij “ R̂ij ´

ˆ

lr

r
` pn ´ 1q

pDrq2

r2

˙

gij, (3.20.13c)

R “ mR `
R̂

r2
´ n

ˆ

2
lr

r
` pn ´ 1q

pDrq2

r2

˙

. (3.20.13d)

で与えられる．
この背景時空での計量の摂動を

hµν “ δgµν (3.20.14)

とおくとき以下の公式が成り立つ．
【公式 3.90 (∇hの分解)】 　

∇ah
b
c “ Dah

b
c, (3.20.15a)

∇ah
b
i “ rDa

ˆ

1

r
hbi

˙

, (3.20.15b)

∇ah
i
b “

1

r
Daprh

i
bq, (3.20.15c)

∇ah
i
j “ Dah

i
j, (3.20.15d)

∇ih
a
b “ D̂ih

a
b ´

Dar

r
hib ´

Dbr

r
hai , (3.20.15e)

∇ih
a
j “ D̂ih

a
j ´ rDarγikh

k
j ` rDbrγijh

a
b , (3.20.15f)

∇ih
j
a “ D̂ih

j
a `

Dbr

r
δjih

b
a ´

Dar

r
hji , (3.20.15g)

∇ih
j
k “ D̂ih

j
k `

Dar

r
δjih

a
k `

Dar

r
γikγ

jmham. (3.20.15h)

l
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【公式 3.91 (∇2hの分解)】 　

∇a∇bh
c
d “ DaDbh

c
d, ∇a∇bh

i
j “ DaDbh

i
j,

∇a∇bh
c
i “ rDaDb

ˆ

1

r
hci

˙

,

∇a∇bh
i
c “

1

r
DaDbprh

i
cq,

∇a∇ih
b
c “ rDa

ˆ

1

r
D̂ih

b
c

˙

` rDa

ˆ

´
Dbr

r2
hic´

Dcr

r2
hbi

˙

,

∇a∇ih
b
j “ r2Da

ˆ

1

r2
D̂ih

b
j

˙

` r2Da

ˆ

´
Dbr

r
γikh

k
j `

Dcr

r
γijh

b
c

˙

,

∇a∇ih
j
b “ DaD̂ih

j
b ` Da

ˆ

´
Dbr

r
hji `

Dcr

r
δjih

c
b

˙

,

∇a∇ih
j
k “ rDa

ˆ

1

r
D̂ih

j
k

˙

` rDa

ˆ

Dbr

r2
γikγ

jmhmb `
Dbr

r2
δjih

b
k

˙

,

∇i∇ah
b
c “ rDa

ˆ

1

r
D̂ih

b
c

˙

´rDcrDa

ˆ

1

r2
hbi

˙

´ rDbrDa

ˆ

1

r2
hic

˙

,

∇i∇ah
b
j “ r2Da

ˆ

1

r2
D̂ih

b
j

˙

` r2DcrγijDa

ˆ

1

r
hbc

˙

´ r2DbrγikDa

ˆ

1

r
hkj

˙

,

∇i∇ah
j
b “ DaD̂ih

j
b ` Dcrδ

j
iDa

ˆ

1

r
hcb

˙

´ DbrDa

ˆ

1

r
hij

˙

,

∇i∇ah
j
k “ rDa

ˆ

1

r
D̂ih

j
k

˙

` Dbrδ
j
iDa

ˆ

1

r2
hbk

˙

` rDbrγikγ
jmDa

ˆ

1

r2
hmb

˙

,

∇i∇jh
a
b “ D̂iD̂jh

a
b ` γij prDcrDch

a
b ´ DarDcrh

c
b ´ DbrD

crhacq

´2rDarγkpiD̂jqh
k
b´2

Dbr

r
D̂pih

a
jq ` 2DarDbrγkpih

k
jq,

∇i∇jh
a
k “ D̂iD̂jh

a
k ` γij

"

r2DbrDb

ˆ

1

r
hak

˙

´ DarDbrh
b
k

*

´pDrq2γikh
a
j

´2DarDbrγkpihjqb ` 2rDbrγkpiD̂jqh
a
b ´ 2rDarγlpiD̂jqh

l
k,

∇i∇jh
k
a “ D̂iD̂jh

k
a´

pDrq2

r2
δki hja ` γij

␣

DbrDbprh
k
aq ´ DarD

brhkb
(

´2
DarDbr

r2
δkpih

b
jq ` 2

Dbr

r
δkpiD̂jqh

b
a ´ 2

Dar

r
D̂pih

k
jq,

∇i∇jh
k
l “ D̂iD̂jh

k
l ` rDarγijDah

k
l ´ pDrq2

`

γilh
k
j ` δki γjmh

m
l

˘

`2
Dar

r
δkpiD̂jqh

a
l ` 2rDarγlpiD̂jqh

k
a ` 2DarDbrγlpiδ

k
jqh

b
a.

l
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【公式 3.92 (lhの分解)】 　

lhab “ D2hab ` n

ˆ

Dcr

r
Dch

a
b ´

DarDcr

r2
hcb ´

DbrD
cr

r2
hac

˙

`
1

r2
△̂hab ´ 2

Dar

r
D̂kh

k
b ´ 2

Dbr

r3
γijD̂ih

a
j

`2
DarDbr

r2
hkk, (3.20.16a)

lhai “ 2
Dbr

r
D̂ih

a
b

`
1

r2
△̂hai ` D2hai ` pn ´ 2q

Dbr

r
Dbh

a
i

´

"

pn ´ 1q
pDrq2

r2
`

lr

r

*

hai ´ pn ` 2q
DarDbr

r2
hbi

´2
Dar

r
D̂jh

j
i , (3.20.16b)

(3.20.16c)

lhia “ 2
Dar

r
γikD̂kh

b
a

`
1

r2
△̂hia ` D2hia ` pn ` 2q

Dbr

r
Dbh

i
a

`

"

D2r

r
` pn ´ 1q

pDrq2

r2

*

hia ´ pn ` 2q
DarD

br

r2
hib

´2
Dar

r3
γjkD̂jh

i
k, (3.20.16d)

(3.20.16e)

lhij “ 2
DarD

br

r2
habδ

i
j

`2
Dar

r

´

gikD̂kh
a
j ` D̂jh

i
a

¯

`D2hij `
1

r2
△̂hij ` n

Dar

r
Dah

i
j ´ 2

pDrq2

r2
hij. (3.20.16f)

l
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【公式 3.93 (δRの分解)】 　

δRab
cd “ ´2DrcD

rah
bs
ds

` Rf ra
cdh

bs
f , (3.20.17a)

δRab
ci “ ´Dc

"

rDra

ˆ

1

r
h
bs
i

˙*

`

ˆ

DcDrar

r
`
DcrDrar

r2

˙

h
bs
i

`DrarDbs

ˆ

1

r
hic

˙

` rDra

ˆ

1

r
D̂ih

bs
c

˙

, (3.20.17b)

δRab
ij “ ´2r2Dra

ˆ

1

r2
D̂rih

bs
js

˙

, (3.20.17c)

δRai
cd “

1

r
Drc

ˆ

1

r
D̂ihads

˙

`γij
„

´
1

r
Drc

ˆ

1

r
Dahdsj

˙

´
Drdr

r3
Dcsh

a
j ´

1

2r2
Rab

cdhjb

ȷ

,(3.20.17d)

δRai
bj “ ´

1

2r2
D̂jD̂

ihab ` δij

"

Dcr

r
Drbh

a
cs `

1

r
DcDbrh

a
c `

Dcr

2r
Dahcb

*

`
1

2r
DaprD̂jh

i
bq `

1

2r
Db

ˆ

1

r
D̂ihaj

˙

`
Dar

2r3
D̂ihjb`

Dbr

2r
D̂jh

ia

´
1

2
DbD

ahij ´
1

2r
pDarDb ` DbrD

aqhij, (3.20.17e)

δRai
jk “

Dbr

r
δirkD̂jsh

a
b ´ DbD

a

ˆ

1

r2
δirjh

b
ks

˙

` DbrDb

ˆ

1

r
δirjh

a
ks

˙

`
1

r2
D̂rjD̂

ihaks `
1

2r2

!

R̂il
jk ´ 2pDrq2δirjδ

l
ks

)

hal

´DaD̂jh
i
k, (3.20.17f)

δRij
ab “ ´

2

r2
DraD̂

rih
js

bs, (3.20.17g)

δRij
ak “

Dbr

r3
δ

rj
k D̂

ishba

`2
Dbr

r
δ

ri
kDrbh

js

as
`

pDrq2

r2
δ

ri
k h

js
a `

1

r2
D̂kD̂

rihjs
a ´ 2

DbDar

r
δ

ri
k h

js

b

´
1

r2
Da

´

D̂rih
js

k

¯

, (3.20.17h)

δRij
kl “ 2

DarDbr

r2
δ

ri
k δ

js

l h
a
b ` 2

Dar

r3

´

δ
ri
rkD̂

jshals ´ δ
ri
rlγ

jsmD̂ksh
a
m

¯

´2
Dar

r
δ

ri
rkDah

js

ls ´
2

r2
D̂rkD̂

rih
js

ls `
1

r2
R̂mri

klh
js
m. (3.20.17i)

l
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3.20.1.4 諸公式

【公式 3.94 (Laplacianの共形変換)】 　 pn ` 2q次元時空における計量
gµνおよび２階対称テンソル hµνの共形変換

ĝµν “ e2Ωgµν , ĥµν “ e2Ωhµν

に対して，

∇̂ ¨ ∇̂ĥµν “ ∇ ¨ ∇hµν ` n∇Ω ¨ ∇hµν ´ 2p∇Ωq2hµν ´ 4hαpµ∇νq∇αΩ

`4∇pµ

`

hνqα∇αΩ
˘

´ 2pn ` 2q∇pµΩhνqα∇αΩ

`2hαα∇µΩ∇νΩ ` 2gµνhαβ∇αΩ∇βΩ ´ 4∇αhαpµ∇νqΩ.

l

3.20.2 2次摂動

3.20.2.1 計量・接続・曲率

【公式 3.95 (計量・接続・曲率の 2次摂動)】 　 （擬）Riemann多様体
の計量の摂動

g̃µν “ gµν ` hµν (3.20.18)

に対して，

g̃µν “ gµν ´ hµν ` hµαh
να ` O

`

h3
˘

, (3.20.19a)

g̃ “ g

„

1 ` h `
1

2
h2 ´

1

2
hµνh

µν ` O
`

h3
˘

ȷ

, (3.20.19b)

a

´g̃ “
?

´g

„

1 `
1

2
h `

1

8
h2 ´

1

4
hµνh

µν ` O
`

h3
˘

ȷ

,(3.20.19c)

Γ̃µνλ “ Γµνλ ` Hµ
νλ ´ hµαH

α
νλ ` O

`

h3
˘

. (3.20.19d)
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ここで，

Hµ
νλ :“ gµαHανλ, (3.20.20a)

Hµνλ :“
1

2
p∇νhµλ ` ∇λhµν ´ ∇µhνλq , (3.20.20b)

Hα
αµ “

1

2
∇µh, (3.20.20c)

Hµ :“ Hµα
α “ ∇αhµα ´

1

2
∇µh, (3.20.20d)

∇αHpµνqα “
1

2
lhµν , (3.20.20e)

∇αH
α
µν “ ∇α∇pµh

α
νq ´

1

2
lhµν . (3.20.20f)

これより，

R̃µ
νλσ “ Rµ

νλσ ` 2∇rλH
µ
σsν

´2hµα∇rλH
α
σsν ´ 2∇rλh

µ
|α|
Hα

σsν

`Hµ
λαH

α
νσ ´ Hµ

σαH
α
νλ ` O

`

h3
˘

. (3.20.21)

R̃µν “ Rµν ` ∇αH
α
µν ´

1

2
∇µ∇νh

`hαβ p´∇βHαµν ` ∇νHαβµq ´ ∇βh
β
αH

α
µν ` ∇νh

β
αH

α
βµ

`
1

2
∇αhH

α
µν ´ HαµβH

βνα ` O
`

h3
˘

,

“ Rµν ` ∇αH
α
µν ´

1

2
∇µ∇νh

´∇αphαβH
β
µνq `

1

4
∇µ∇νphαβh

β
αq

`
1

2
∇αhH

α
µν ´ Hα

βµH
β
αν . (3.20.22)

R̃ “ R ` ∇α∇βh
αβ ´ lh ´ hαβRαβ

`hαβ
`

∇α∇βh ´ ∇α∇µh
µ
β ` lhαβ ´ ∇µ∇αh

µ
β

˘

´HαH
α ` HαβγH

αβγ ` hµαh
ανRµn ` O

`

h3
˘

“ R ` ∇µH
µ ´ Rµνh

µν ´
1

2
lh

´∇α

"

hµνHα
µν ` hαµp∇βh

β
µ ´ ∇µhq `

1

4
lphαβh

β
αq

*

`∇αh
µνHα

µν ´
1

2
∇αh∇αh ´ HαβγH

βαγ ` Rµνh
µ
αh

να.(3.20.23)
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l

3.20.2.2 Einstein-Hilbert作用

【公式 3.96 (Einstein-Hilbert作用)】 　 Einstein-Hilbertタイプ作用密
度の計量に関する 2次摂動は

R̃˜̊1 “ ˚1
”

R ` ∇µ∇νh
µν ´ lh ´ hµνGµν

`hµν p∇µ∇νh ´ ∇µ∇αh
α
ν ´ ∇α∇µh

α
ν ` lhµνq

`
h

2
p∇µ∇νh

µν ´ lhq ´ HαHα ` HαβγH
αβγ

`hµαh
ανRµν ´

1

2
hhµνRµν ´

1

4
hµνhµνR `

h2

8
R

`O
`

h3
˘

ı

“ ˚1
”

R ` ∇µ∇νh
µν ´ lh ´ hµνGµν

`
1

4
hµνlhµν ´

1

2
hµν∇α∇µh

α
ν `

1

2
h∇α∇βh

αβ ´
1

4
hlh

`hµαh
ανRµν ´

1

2
hhµνRµν ´

1

4
hµνhµνR `

h2

8
R

`O
`

h3
˘

ı

. (3.20.24)

（注：2015/8/2に 2次項から得られる線形方程式とEinstein方程式より直
接得られる線形摂動方程式が一致することを確認．）
この hµνについての 1次変分は

2κ2

˚1

δ

δhµν

ż

˜̊1
1

2κ̃2
R̃ “ κ2 p∇µ∇ν ´ gµνl ´ Gµνq

ˆ

1

κ̃2

˙

´
1

?
´g

δhp
?

´gGµνq.

(3.20.25)

l

3.20.2.3 理想流体の作用

【公式 3.97 (理想流体の作用)】 　 理想流体の作用密度の１次変分は

δLM “
1

2
T µνδgµν ˚1

T µν “ pρ ` P quµuν ` Pgµν (3.20.26)
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と表されるので，２次変分は

δp2qLM “
1

4
hµν tδρuµuν ` δP puµuν ` gµνq ` 2pρ ` P qδuνuµu ˚1

`

ˆ

´
P

4
hµνh

ν
µ `

1

8
T µνhhµν

˙

˚1. (3.20.27)

l

3.20.2.4 Chern-Simons型作用 (4D)

【公式 3.98 (Chern-Simons型作用 (4D))】 　 Chern-Simons型作用密度

CCS “ σpϕqTrpR ^ Rq “ 2σp ˚RqabcdR
abcd ˚1 (3.20.28)

に対して，

C̃CS “ CCS ´ 2∇α

`

σp ˚RqµναβHνµβ

˘

˚1 ` 2∇ασp ˚Rqµναβ∇µhνβ ˚1

`2∇α

`

σp ˚RqµναβhνγH
γ
µβ

˘

˚1

´

”

σϵαβγδ∇αH
µν
β∇γHνµδ ` 2σp ˚RqµναβHναγH

γ
µβ

`2∇ασp ˚RqµναβhνγH
γ
µβ

ı

˚1 ` O
`

h3
˘

. (3.20.29)

これより，

TCSµν :“
2

˚1

δ

δhµν

ż

CCS

“ ´
1

4
p ˚RqµανβRαβ

p1q

δ σ

´
1

4
∇γ∇δσ

´

ϵαβγpν∇α∇µqhδβ ´ ϵαβγpν∇α∇|δ|h
µq

β

´p ˚Rqδαγpνhµq
α ` p ˚Rqαpµνqγhδα

¯

´
1

4
∇γσ

!

`

´p ˚Rqαpν|βγ| ` p ˚Rqαβpν|γ| ´ p ˚Rqβpν|αγ|
˘

∇αh
µq

β

`p ˚Rqαpν|βγ|∇µqhαβ ` p ˚Rqαpµνqγ∇βh
β
α

´ϵγβδpν∇βRδαh
µqα ` p∇δ ˚Rαpµνqγqhδα

`ϵαβγpν
´

∇δ∇α∇µqhδβ ´ ∇δ∇α∇|δ|h
µq

β

¯)

. (3.20.30)

(2010.7.23:場の方程式との摂動から方程式と一致することを確認．） l
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3.21 諸定理

3.21.1 共形Killingベクトル

【命題 3.99 (CK場の最大数)】 　 多様体の次元を nとするとき，共形
Killing方程式

∇µξν ` ∇νξµ “ 2ωgµν , ω “
1

n
∇ ¨ ξ (3.21.1)

の解 ξに対し，
Fµν “ ∇rµξνs, ωµ “ ∇µω (3.21.2)

とおくと，

pn ´ 2q∇µ∇νω “ ´ω
`

2Rµν ´ R
n´1

gµν
˘

´ 2Rα
pµFνqα

´

´

∇αRµν ´ 1
2pn´1q

∇αRgµν

¯

ξα (3.21.3)

が成り立つ．これより，任意の曲線Cにそって次の常微分方程式が成り
立つ：

∇uξµ “ uµω ` uνFνµ, (3.21.4a)

∇uFµν “ ´Rµνλσu
λξσ ´ 2urµωνs, (3.21.4b)

∇uω “ uµωµ, (3.21.4c)

∇uωµ “ ´
1

n ´ 2

`

2Rµνu
ν ´ 1

n´1
Ruµ

˘

ω ´
2

n ´ 2
uνRα

pµFνqα

´
1

n ´ 2
puν∇αRµν ´ 1

2pn´1q
uµ∇αRqξα. (3.21.4d)

ここで，uはCの接ベクトル．これより，n ą 2のとき，共形Killing方
程式の線形独立な解の個数は，高々，pn ` 1qpn ` 2q{2. l

【命題 3.100 (定曲率空間のCKV)】 　次元Dの定曲率空間（ED, SD, HD)

の共形Killingベクトルの作るLie代数は，SOpD`1, 1qのLie代数と同型
となる．また，定曲率時空 (ED´1,1, dSD, adSD)の共形Killingベクトルの
作るLie代数は，SOpD, 2qのLie代数と同型となる．具体的な共形Killing

ベクトルの表式は

1. ED, ED´1,1: 生成元は次の表式で定義されるベクトル場Pa, Mab, D,
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Qa：

Pa “ Ba, (3.21.5a)

Mab “ xbBa ´ xaBb, (3.21.5b)

D “ xaBa, (3.21.5c)

Qa “ xax ¨ B ´ 1
2
x2Ba (3.21.5d)

Lie代数は

rMab,Mcds “ 2ηarcMcsb ´ 2ηbrdMcsa,

rMab, Pcs “ 2δarcPbs, rMab, Qcs “ 2ηcraQbs,

rD,Pas “ ´Pa, rD,Qas “ Qa, rD,Mabs “ 0,

rPa, Pbs “ 0, rQa, Qbs “ 0

rPa, Qbs “ ηabD ` Mab. (3.21.6)

これらの生成元は SOpD ` 1, 1qないし SOpD, 2qの Lie代数の基底
と次の様に対応：

D ÞÑ M`´, Pa ÞÑ M`a, Qa ÞÑ M´a. (3.21.7)

2. SD, HD, dSD, adSD: これらをEp,q(p ` q “ D ` 1)の 2次超曲面

ηABX
AXB “ ϵp“ ˘1q (3.21.8)

として実現する．ただし，SD Ă ED`1, HD, dSD Ă ED,1, adSD Ă

ED´1,2で，ϵは曲率．このとき，等長変換群 Opp, qqに含まれない
pD ` 1q個の非等長共形Killingベクトルが次の表式で与えられる：

ξµ : δXA “ lA ´ ϵpl ¨ XqXA (3.21.9)

ここで，lAはEp,qの勝手な定数ベクトル．

l

【命題 3.101】 　EDおよびED´1,1の非等長共形Killingベクトル

laQa “ lapxax ¨ B ´ 1
2
x2Baq (3.21.10)
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の生成する局所 1径数変換は

Φspx0q : x
a “

xa0 ´ s
2
x20l

a

s2

4
l2x20 ´ sx0 ¨ l ` 1

(3.21.11)

SD, HD, dSD, adSDの非等長共形Killingベクトル

δXA “ lA ´ ϵpl ¨ XqXA (3.21.12)

が生成する局所 1径数変換は

XA “
XA
a ` lA

␣

1
c
sinhpcsq ` l¨X0

l2
pcoshpcsq ´ 1q

(

coshpcsq ` ϵ l¨X0

c
sinhpcsq

. (3.21.13)

ここで，
c “

?
ϵℓ2. (3.21.14)

ただし，l2 “ 0の時には，

XA “
XA

0 `
␣

s ` 1
2
s2pl ¨ X9q

(

lA

1 ` ϵspl ¨ X0q
. (3.21.15)

この変換族は，lAが光的ないし時間的な場合は特異点をもち，全空間（時
空）に正則に拡張できない．しかし，SDの場合のみ，SOpD ` 1, 1qが大
域的変換群として実現される． l

T2¿共形変換

3.21.2 共形変換

【命題 3.102 (E定数を変える共形変換 [DG2005.10.6])】 　 n次元多様
体上の計量 gµνが

Rµν “ pn ´ 1qλgµν (3.21.16)

を満たとする．このとき，gµνからWeyl変換で得られる計量

ĝµν “ ϕ´2gµν (3.21.17)

に対して，
R̂µν “ pn ´ 1qλ̂ĝµν (3.21.18)
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が成り立つなら，ϕは，ある定数 cに対して

∇µ∇νϕ “ pc ´ λϕqgµν (3.21.19)

を満たす．
逆に，この方程式を満たす ϕが存在すると，Weyl変換

ĝµν “ k´2pϕ ` bq´2gµν (3.21.20)

に対して

R̂µν “ pn ´ 1qλ̂ĝµν ; (3.21.21)

λ̂ “ k2
“

´λϕ2 ` 2cϕ ´ p∇ϕq2 ` λb2 ` 2cb
‰

p“ constq(3.21.22)

が成り立つ． l

【命題 3.103 (Scalar Killing][DG2005.10.5])】 　 n次元（擬）Riemann

多様体X上で
∇µ∇νu “ agµν , du “ 0 (3.21.23)

を満たす関数 uが存在する．このとき、Rµν∇νu “ 0が成り立つ．

1) p∇uq2 “ 0のとき：このとき，局所的にX “ Rˆ Y で計量は，bを
定数，qijを Y 上の計量として，

ds2 “ |2au ` b|

„

˘
du2

p2au ` bq2
` qijpyqdyidyj

ȷ

(3.21.24)

と表される．また，Xと Y のRicci曲率は次の関係で結ばれる：

RijpY q “ RijpXq ˘ pn ´ 2qa2qijpY q. (3.21.25)

2) p∇uq2 ” 0のとき：このとき，a “ 0で，局所的に計量は

ds2 “ 2dupdρ ` adu ` bidz
iq ` gijdz

idzj (3.21.26)

と書かれる．ここで，a, bi, gijは ρに依存しない関数．

l
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【命題 3.104 (共形スカラKilling[GR2005.10.6])】 　 n次元（擬）Rie-

mann多様体 pM, gµνqにおいて，

∇µ∇νϕ “
1

n
∇2ϕgµν , p∇ϕq2 “ 0 (3.21.27)

を満たす関数 ϕが存在するとする．このとき，∇2ϕおよび p∇ϕq2は ϕの
みの関数となる．さらに，∇µϕは計量

g̃µν “
1

|p∇ϕq2|
gµν (3.21.28)

に対するスカラKillingベクトルとなる：

∇̃µ∇̃νϕ̃ “ 0, (3.21.29)

dϕ̃ “
dϕ

p∇ϕq2
. (3.21.30)

したがって，もとの計量 gµνは

ds2 “
dϕ2

p∇ϕq2
` |p∇ϕq2|gijpyqdyidyj (3.21.31)

と表される． l

【命題 3.105 (共形Killingスカラに対する球面定理)】 　 pn ` 1q次元
（擬）Riemann多様体M 上に

∇µ∇νϕ ` m2gµνϕ “ 0 (3.21.32)

を満たすスカラ場が存在すると，計量と ϕは

ds2 “
1

m2
dχ2 ` m2ϕ2

0 sin
2 χgpYnq, (3.21.33a)

ϕ “ ϕ0 cosχ (3.21.33b)

と表される．
特に，M がコンパクト閉の滑らかな Riemann多様体なら，M は半径

1{mの球面 Sn`1となる． l

【系 3.106】 　 pn`1q次元コンパクト閉Einstein空間M (Rab “ nm2gab)

において，スカラ場が

△n`1ϕ “ ´pn ` 1qm2ϕ (3.21.34)

の至る所正則な解なら，方程式

∇a∇bϕ ` m2gabϕ “ 0 (3.21.35)

を満たす．したがって，M は球面 Sn`1となる． l
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3.21.3 保存則

【定理 3.107 (一般Noether公式)】 　 場の組 ϕの作用積分が

S “

ż

dnxL pϕ, Bµϕ, Bµνϕ, ¨ ¨ ¨ ;ωq

で与えられるとする．ここで，ωは非力学的背景場である．いま，時空お
よび場に対して作用する変換族

f “ fϵ : x ÞÑ x1 “ fpxq, ϕ ÞÑ f˚ϕ

に対して，

f˚ pdnxL pf˚ϕ, Bµpf˚ϕq, ¨ ¨ ¨ ;ωqq “ dnxL pϕ, Bµϕ, ¨ ¨ ¨ : ωq

が成り立つとすると，current

ϵJµ :“ δxµL `
BL

Bϕµ
δ̄ϕ `

BL

Bϕµν
Bν δ̄ϕ ´ Bν

ˆ

BL

Bµν

˙

δ̄ϕ

`
BL

Bϕµνλ
BνBλδ̄ϕ ´ Bν

ˆ

BL

Bϕµνλ

˙

Bλδ̄ϕ ` BνBλ

ˆ

BL

Bϕµνλ

˙

δ̄ϕ

` ¨ ¨ ¨

が保存される：
BµJ

µ “ 0.

ここで，
x1 “ x ` δx, f˚ϕ “ ϕ ` δ̄ϕ

である．（δ̄ϕ “ ´Ĺδxϕ ` ¨ ¨ ¨ .) l

3.22 公式・命題・定理の証明

公式 3.2.4.2 の証明. 定義より，

F
p˘q

0I
1 “

1

2

ˆ

Λ0
aΛI

bFab ¯
i

2
ϵIJKΛ

J
aΛ

K
bF

ab

˙

“
1

2
Λp˘q

I
JF0J ¯

i

4
ϵIJKΛ

J
LΛ

K
MF

LM `
1

2
Λ0

JΛI
KFJK

“
1

2
Λp˘q

I
JF

p˘q

0J

¯
i

4
ϵIJKΛ

J
LΛ

K
MF

LM ˘
i

4
pΛ0

0ΛI
J ´ ΛI

0Λ0
JqϵJKLF

KL

`
1

2
Λ0

JΛI
KFJK ´

1

4
ϵIKLΛ

K
0Λ

L
JϵJMPF

MP
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ここで，

ϵabcdΛ
c
pΛ

d
qΛ

a
rΛ

b
s “ ϵpqrs pdetΛ “ 1q ô ϵabcdΛ

c
pΛ

d
q “ Λa

rΛb
sϵrspq

において，a “ 0, b “ Iとおくと，

p “ 0, q “ J ñ ϵIKLΛ
K

0Λ
L
J “ Λ0

KΛI
LϵKLJ ,

p “ K, q “ L ñ ϵIJKΛ
J
LΛ

K
M “ pΛ0

0ΛI
J ´ Λ0

JΛI
0qϵJLM

が成り立つ．これらを上式に代入して，題意の変換式を得る．
次に，Λp˘q P SOp3,Cqを示す．まず，一般に，F p˘q P A 2

˘に対して，

F
p˘q

ab F
p˘qab “ 4F

p˘q

0I F p˘q0I

また，
p1 ¯ q̊pqabp1 ¯ q̊pq

cd “ ´2p1 ¯ q̊ab
cd

よって，

Λp˘q
I
KΛp˘q

JK “ 4p1 ¯ i q̊0KabΛ0
aΛI

bp1 ¯ i q̊0KcdΛ0
cΛJ

d

“ p1 ¯ i q̊pqabp1 ¯ i q̊pqcdΛ0
aΛI

bΛ0
cΛJ

d

“ ´2p1 ¯ q̊abcdΛ0
aΛI

bΛ0
cΛJ

d “ δIJ .

Q.E.D.

【公式 3.2.4.2 に戻る】
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4 公式集：物理一般
Last update: 2009年 6月 23日

4.1 電磁気学

4.1.1 単位系

4.1.1.1 真空中の電磁気学

真空中の電磁気学で用いられる単位系のほとんどは，次の法則に含ま
れる２つの定数 k1, k3で分類される：

• Coulombの法則： F “ qE “ k1
qq1

r2
.

• Ampereの法則： dF
dl

“ IB “ 2k1
ck3

II 1

d
. I “

ş

Σ
dΣn ¨ J

• 真空中の電磁波が光速 cで伝播する.

• 荷電保存則：Btρ ` ∇ ¨ j “ 0

これらの要請より，Maxwell方程式は

∇ ¨ E “ 4πk1ρ, (4.1.1a)

ck3∇ ˆ B ´
1

c
BtE “

4πk1
c

j, (4.1.1b)

∇ ˆ E ` k3BtB “ 0, (4.1.1c)

∇ ¨ B “ 0. (4.1.1d)

電磁テンソルと電流密度４元ベクトルを

F 0i “ Ei, Fij “ ck3ϵijkB
k, (4.1.2a)

J0 “ ρ, J i “
1

c
ji (4.1.2b)

と定義すると，対応する Lorentz不変形式は

BrµFνλs “ 0, BνF
µν “ 4πk1J

µ. (4.1.3)

作用積分は

S “

ż

´mcds ` qAµdx
µ ´

ż

d4x
1

16πk1
FµνF

µν . (4.1.4)
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また，エネルギー運動量テンソルは

Tµν “
1

4πk1

"

FµαFν
α ´

1

4
ηµνFαβF

αβ

*

. (4.1.5)

電場，磁場を用いて表すと

ρ :“ T00 “
1

8πk1

␣

E2 ` pck3q2B2
(

, (4.1.6a)

S :“ pT i0q “ ´
ck3
4πk1

E ˆ B, (4.1.6b)

Tij “
1

4πk1

"

´EiEj ´ pck3q
2BiBj `

1

2
pE2 ` pck3q

2B2qδij

*

.(4.1.6c)

Heaviside-Lorentz単位系での電磁場に関する物理量の次元は以下のよ
うになる：

rEs “ rBs “

«?
ℏc
L2

ff

, (4.1.7a)

rQs “

”?
ℏc
ı

ñ rJs “

«?
ℏc
L3

ff

, rIs “

«?
ℏc
L

ff

. (4.1.7b)

なお，磁荷が存在するとする場合，

B “ k1
Qm

r2
(4.1.8)

を要請するのが自然である．このとき，

∇ ¨ B “ 4πk1ρm (4.1.9)

となる．ただし，磁場が磁気単極子に及ぼす力は，作用反作用の法則を
考慮しても，比例係数を除いてしか決まらない：

F “ k4QmB (4.1.10)

4.2 量子論

4.2.1 井戸型ポテンシャル

ˆ

´
1

2m

d2

dx2
` V pxq

˙

Ψpxq “ EΨpxq (4.2.1)
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単位系 4πk1 ck3 Qe E I B

Heaviside-Lorentz 1 1 1 1 1 1

Gauss 4π 1 1{
?
4π

?
4π 1{

?
4π

?
4π

esu 4π c 1{
?
4π

?
4π

a

c{p4πq
a

4π{c

emu 4πc2 c 1{
?
4πc

?
4πc 1{

?
4πc

?
4πc

有理MKSA 1
ϵ0

c
?
ϵ0 1{

?
ϵ0

?
cϵ0 1{

?
cϵ0

表 8: 主要単位系での k1と k3. 1{ϵ0 “ 4π ˆ 10´7c2

4.2.1.1 階段ポテンシャル

ポテンシャル：

V “

#

V0p“ constq ;x ą 0

0 ;x ă 0
(4.2.2)

正規直交基底： p, k, κを

2mE “ p2, 2mpE ´ V q “ k2 “ ´κ2 (4.2.3)

により定義する．このとき，E ą V0に対し，

Ψ
p1q

E “

$

&

%

b

k
πppp`kq

cosppxq ;x ă 0,
b

k
πppp`kq

cospkxq ;x ą 0
, (4.2.4a)

Ψ
p2q

E “

$

&

%

b

1
πpp`kq

sinppxq ;x ă 0,

p
k

b

1
πpp`kq

sinpkxq ;x ą 0
, (4.2.4b)

E ă V0に対し

Ψ
pBq

E “

$

&

%

b

p
2πmV0

e´κx ;x ą 0,
b

p
2πmV0

´

cosppxq ´ κ
p
sinppxq

¯

;x ă 0
, (4.2.5a)

Ψ
pUq

E “

$

&

%

b

p
2πmV0

eκx ;x ą 0,
b

p
2πmV0

´

cosppxq ` κ
p
sinppxq

¯

;x ă 0
, (4.2.5b)

(4.2.5c)

とおくと，Ψp1q,Ψp2q,ΨpBq がエネルギー固有値問題の正規直交基底を与
える：

´

Ψ
piq
E1 ,Ψ

pjq

E

¯

“ δijδpE ´ E 1q. (4.2.6)
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反射率と透過率： E ą V0に対し

Ψ
pRq

E :“
a

πpp ` kq

ˆ
c

p

k
Ψ

p1q

E ` i
k

p
Ψ

p2q

E

˙

(4.2.7)

とおくと，

Ψ
pRq

E “

#

eikx ;x ą 0
1
2

´

1 ` k
p

¯

eipx ` 1
2

´

1 ´ k
p

¯

e´ipx ;x ă 0
(4.2.8)

より，x ă 0で右に伝わる波の反射率Rと透過率 T は，

R “
pp ´ kq2

pp ` kq2
, T “

2pk

pp ` kq2
. (4.2.9)

4.2.1.2 簡単な井戸型ポテンシャル

ポテンシャル：

領域 I x ą L: V “ V1 “ const

領域 II x ă 0 ă L: V “ 0

領域 III x ă 0: V “ V3 “ const

拘束状態

領域 I

Φ “ C1e
´κ1x, κ1 “

a

2mpV1 ´ Eq. (4.2.10)

領域 II

Φ “ A2e
ikx ` B2e

´ikx, k “
?
2mE. (4.2.11)

領域 III

Φ “ D3e
κ3x, κ3 “

a

V3 ´ E (4.2.12)

接続条件より，

A2 “
C1

2

ˆ

1 `
iκ1
k

˙

e´pik`κ1qL, (4.2.13a)

B2 “
C1

2

ˆ

1 ´
iκ1
k

˙

e´p´ik`κ1qL, (4.2.13b)

および，
A2 ` B2 “ D3, ikpA2 ´ B2q “ κ3D3 (4.2.14)

を得る．
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4.3 素粒子物理

4.3.1 散乱断面積

4.3.1.1 一般論

4.4 統計物理

4.4.1 熱力学関係式

4.4.1.1 熱力学的ポテンシャル

• エントロピー

断熱微分関係式

TdS “ dE ` PdV ´ µdN (4.4.1)

• 自由エネルギー

定義：
F :“ E ´ TS (4.4.2)

断熱微分関係式

dF “ ´SdT ´ PdV ` µdN (4.4.3)

• 熱力学ポテンシャル

定義:

Ω :“ E ´ TS ´ µN (4.4.4)

恒等関係式
Ω “ ´PV (4.4.5)

断熱微分関係式

dΩ “ ´SdT ´ PdV ´ Ndµ (4.4.6)
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4.4.2 自由粒子

4.4.2.1 一般公式

• 熱力学的ポテンシャル

Ω ” ´PV “ ˘gTV

ż

d3p

p2πℏq3
ln
`

1 ¯ e´βpω´µq
˘

. (4.4.7)

• 粒子数密度

n ” ´
1

V

BΩ

BV
“ g

ż

d3p

p2πℏq3
1

eβpω´µq ˘ 1
(4.4.8)

• エネルギー密度

ρ ”
Ω ` TS ` µN

V
“ g

ż

d3p

p2πℏq3
ω

eβpω´µq ˘ 1
(4.4.9)

• エントロピー密度

s ” ´
1

V

BΩ

BT
“
P ` ρ ´ µn

T

“ g

ż

d3p

p2πℏq3

„

¯ ln
`

1 ¯ e´βpω´µq
˘

`
βpω ´ µq

eβpω´µq ˘ 1

ȷ

(4.4.10)

4.4.2.2 近似式

• Boltzmann近似：mc2 ´ µ " T 粒子数密度は

n » geβpµ´mc2q

ˆ

mT

2πℏ2

˙3{2

F1

`

T {mc2
˘

, (4.4.11a)

P » nT, (4.4.11b)

ρ » nmc2F2

`

T {mc2
˘

{F1

`

T {mc2
˘

, (4.4.11c)

Ts “ ρ ` P ´ µn. (4.4.11d)

ここで，

Fnpαq “

ˆ

2

π

˙1{2 ż 8

0

dtp1 ` αtqn
a

tp2 ` αtqe´t. (4.4.12)
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– 非相対論的: T ! mc2

n » g

ˆ

mT

2πℏ2

˙3{2

eβpµ´mc2q, (4.4.13a)

P » nT, (4.4.13b)

ρ » n

ˆ

mc2 `
3

2
T

˙

, (4.4.13c)

s » n

ˆ

5

2
` ln

gpmT {2πq3{2

nℏ3

˙

. (4.4.13d)

– 相対論的: T " mc2

n »
g

π2

ˆ

T

ℏc

˙3

eβµ, (4.4.14a)

P » nT, (4.4.14b)

ρ » 3P, (4.4.14c)

s » n

ˆ

4 ` ln
gT 3

π2npℏcq3

˙

“
g

π2

ˆ

T

ℏc

˙3
´

4 ´
µ

T

¯

eβµ.(4.4.14d)

• 光子型相対論極限：T " |µ|,mc2 (ボゾンの場合は，µ ď 0)

n »
gζp3q

π2

ˆ

T

ℏc

˙3

pˆ3{4 for fermionq, (4.4.15a)

ρ »
gπ2

30pℏcq3
T 4pˆ7{8 for fermionq, (4.4.15b)

P »
1

3
ρ, (4.4.15c)

s »
4

3

ρ

T
. (4.4.15d)

注：光子のエネルギー分布関数9E3{peE{T ´ 1qが最大となるのは，
E » 2.82T．対応する波長は λ “ ch{p2.82T q.

• 非相対論縮退低温極限: mc2 " µ ´ mc2 " T

n »
g

6π2

p3F
ℏ3
, (4.4.16a)

P “
g

30π2

p5F
mℏ3

ˆ

1 ` O

ˆ

m2T 2

p4F

˙˙

(4.4.16b)
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• 相対論縮退低温極限: µ ´ mc2 " T,mc2

n »
g

6π2

p3F
ℏ3
, (4.4.17a)

P “
g

24π2

cp4F
ℏ3

ˆ

1 ` O

ˆ

T 2

c2p2F

˙˙

(4.4.17b)

4.5 宇宙物理

4.5.1 宇宙論

4.5.1.1 CMB

• 温度 TCMB “ 2.728 ˘ 0.004p95%CLq[COBE 1996].

• Peak波長 λ “ 1.87mm, Peak振動数 ν “ 160GHz.

4.5.1.2 水素再結合

バリオンと輻射の摩擦係数 ：vを輻射に対するバリオンの相対速度と
して

9v “ ´γv; (4.5.1)

γ

H
“
ργ
ρb

neσT
H

» 1.3 ˆ 104Xe

ˆ

T

2700K

˙5{2ˆ
0.02

Ωb0h2

˙ˆ

Ω0h
2

0.2

˙1{2

(4.5.2)

4.5.1.3 Hubbleホライズンサイズ

輻射優勢時 Hubble方程式

H2 “
8πG

3c2
ρ “

8πG

3c2
ge

π2

30pℏcq3
T 4

“ ge
4πG

45c2
T 4

pℏcq3
“

4πge
45

ˆ

T

Mpl

˙4

tpl. (4.5.3)

より，温度 T の時刻でのHubbleホライズン半径は

lH “
c

H
“

ˆ

45

4πge

˙1{2ˆ
Mpl

T

˙2

Lpl. (4.5.4)
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対応する現在のサイズは

a3gsT
3 “ 2T 3

CMB ` 6T 3
ν “

˜

2 `

ˆ

7

11

˙3
¸

T 3
CMB (4.5.5)

より，

LH “

ˆ

gs
2 ` p7{11q3

˙1{3ˆ
45

4πge

˙1{2 M2
pl

TTCMB

Lpl

“ 1.44
g
1{3
s

g
1{2
e

M2
pl

TTCMB

Lpl “ 0.13cm
g
1{3
s

g
1{2
e

Mpl

T
(4.5.6)

4.5.2 ブラックホール

4.5.2.1 成長

球対称降着 エネルギー密度 ρのガスが質量M の球対称ブラックホール
に球対称に降着するとき，ガスの音速を csとして，

c2 9M « csρ ˆ 4πp2GM{c2q2. (4.5.7)

よって，
1

M0

´
1

M
« 16πG2 csρ

c6
pt ´ t0q. (4.5.8)

よって，M “ M0 Ñ M1となる時間∆tは

∆t «
c6

16πG2M0csρ

ˆ

1 ´
M0

M1

˙

. (4.5.9)

特に，M0 ! M1のとき，この時間はM0のみで決まり，

∆t «
c6

16πG2M0csρ
« 109yr

ˆ

1015g

M0

˙ˆ

0.01c

cs

˙ˆ

2.8 ˆ 1014g{cm3

ρ{c2

˙

.

(4.5.10)

4.5.2.2 蒸発

温度 一般に，ブラックホールの表面重力加速度をκ(rκs “ L{T 2)として，

TH “
ℏ
2πc

κ. (4.5.11)
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例えば，Schwarzschild BHに対して，

κ “
c4

4GM
ñ TH “

c3ℏ
8πGM

“ 20

ˆ

5 ˆ 1014g

M

˙

MeV “ 5ˆ10´12

ˆ

Md

M

˙

eV.

(4.5.12)

蒸発時間の評価

c2 9M “ ´4π

ˆ

2GM

c2

˙2

ˆ
gπ2

30pℏcq3
T 4
H ˆ c (4.5.13)

より，

M3
0 ´ M3 “ g

ℏc4

2560πG2
t. (4.5.14)

よって，

τ «
2560πG2M3

gℏc4
» 1.3ˆ1010yr

ˆ

12.75

g

˙ˆ

M

5 ¨ 1014g

˙3

» 2.6ˆ1066yr

ˆ

4

g

˙ˆ

M

Md

˙3

.

(4.5.15)

4.5.3 磁場

4.5.3.1 ジャイロ運動

静磁場中での荷電粒子の運動 静止質量をm, エネルギーを E , 電荷を q，
磁場をB，磁場方向の速度を vz，磁場に垂直方向の速度を vK “ vx ` ivy
として，運動方程式は

d

dt
E “ 0, (4.5.16a)

d

dt
pmγv{{q “ 0, (4.5.16b)

d

dt
pmγvKq “ ´i

qB

c
vK (4.5.16c)

よって，ジャイロ角振動数は

Ω “
qB

cmγ
“
cqB

E
. (4.5.17)

対応する速度 vKは，Lamor半径をRとして，

vK “ RΩ. (4.5.18)

Rについて解くと

R “
βKE

qB
. (4.5.19)
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ジャイロ振動数 (gyration frequency)

Ω

2π
“
cZeB

E
“ 1.43Z

ˆ

B

1µG

˙ˆ

1MeV

E

˙

Hz. (4.5.20)

Larmor半径

R “
βKE

qB
“ 1.08

ˆ

βKE

106GeV

˙ˆ

10´6G

ZB

˙

pc (4.5.21)
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