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1 位相空間
Last update: today

1.1 空間の基本性質

1.1.1 連結性

【定義 1.1 (連結，連結成分，局所連結)】 　

i) 位相空間X が連結 (connected)であるとは，Xの真部分閉集合A,B

で，AXB “ HかつAYB “ X となるものが存在しないことであ
る（C. Jordan，Cours d’analyse I，1893）．Xの部分集合 S が連
結であるとは S が部分空間†として連結であることをいう．

ii) X の 1 点 pに対し，pを含む連結集合全体の和集合は pを含む最
大の連結集合である．これをX における p の連結成分 (connected

component)という．

iii) 位相空間X がその 1点 pで局所連結 (locally connected)であると
は，p の任意の近傍† U に対し，V Ă U となる p の連結な開近傍
V が存在することである．すべての点で局所連結であるとき，Xは
局所連結であるという．

l

【定義 1.2 (弧状連結)】 　

i) 位相空間Xの 2点 a, b に対し，fp0q “ a, fp1q “ bである連続写像
f : I “ r0, 1s Ñ Xが存在するとき，f の像を a と b を結ぶ弧 (arc)

といい，a と bはXにおいて弧で結べるという．

ii) 位相空間Xの任意の 2 点が（X における）弧で結べるとき，Xは
弧状連結 (arcwise connected)であるという．

iii) 位相空間Xの 1点 pに対し pと弧で結べる点全体は pを含む最大の
弧状連結集合である．それを p の弧状連結成分 (arcwise connected

component)という．
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iv) 位相空間Xがその1点pで局所弧状連結 (locally arcwise connected)

であるとは，p の任意の近傍 U に対し，V Ă U となる p の開近傍
V で，V の任意の 2点がUにおける弧で結べるものが存在すること
である．すべての点で局所弧状連結であるとき，Xは局所弧状連結
であるという．局所弧状連結かつ　連結な空間は弧状連結である．

l

【例 1.3 (連結性の間の関係)】 　

i) 弧状連結なら連結であるが，その逆は正しくない．例えば，次のシ
ヌソイドは連結であるが弧状連結ではない：

X “
␣

px, yq P R2
ˇ

ˇ y “ sinp1{xq p0 ă x ď 1q
(

Y
␣

p0, yq P R2
ˇ

ˇ ´ 1 ď y ď 1
(

. (1)

ii) 弧状連結でも局所連結とは限らない．例えば，次の櫛形空間 (comb

space)は，弧状連結だが，線分 x “ 0,´1 ď y ď 1上で局所連結で
はない：

X “
␣

px, yq P R2
ˇ

ˇ x “ 0, 1{npn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q,´1 ď y ď 1
(

Y
␣

px, 0q P R2
ˇ

ˇ 0 ď x ď 1
(

. (2)

iii) 完備距離空間は，連結かつ局所連結なら弧状連結である．[K. Ku-

ratowski, Topology II, Academic Press, 1968].

iv)

l

【定義 1.4 (単連結，n連結)】 　

i) SnをRn`1 のn次元単位球面，Dn`1をn`1次元単位球体†とする．
位相空間Xがn連結 (n-connected)であるとは，各m “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n

に対し，任意の連続写像 f : Sm Ñ XがDm`1へ拡張できることで
ある．0連結は弧状連結と同等である．1 連結であることを単連結
(simply connected)であるという.
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ii) 位相空間X がその 1 点 p で局所 n連結 (locally n-connected)であ
るとは，p の任意の近傍Uに対し，V Ă U となる p の開近傍 V で，
各m “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ , nに対し，任意の連続写像 f : Sm Ñ V が U へ
の写像としてDm`1 へ拡張できるものが存在することである．すべ
ての点で局所 n連結であるとき，Xは局所 n連結であるという．局
所 1 連結であることを局所単連結であるという．

l

【例 1.5 (n連結空間)】 　

i) SnおよびRn`1 ´ t0uは，pn ´ 1q連結であるが n連結でない．

ii) Xが n連結なら，その懸垂 SXは pn` 1q連結，ループ空間ΩXは
n ´ 1連結である．

iii) 次のハワイ風耳飾り (Hawaiian earring)は，局所単連結でない．

X “
␣

px, yq P R2
ˇ

ˇ px ´ 1{nq2 ` y2 “ 1{n2 pn “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q
(

(3)

また，この空間の錐CXは，単連結であるが局所単連結でない．

l

1.1.2 可縮性

【定義 1.6 (（局所）可縮)】 　

i) 位相空間Xが可縮 (contractible)であるとは，Xの恒等写像 1X が
X のある 1点 x0 への定値写像 cx0 とホモトピックであることであ
る（K. Borsuk, Fund. Math., 24, 1935）．

例：n次元単体∆n, n次元ユークリッド空間Rn, Rnの凸集合，
AR.

ii) 位相空間Xがその 1点 pで局所可縮 (locally contractible)であると
は，pの任意の近傍 U に対し，V Ă U となる pの開近傍 V で，包
含写像 i : V Ñ U と定値写像 cp が U でホモトピックなものが存在
することである．すべての点で局所可縮であるとき，Xは局所可縮
であるという．
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例：位相多様体，多面体，ANR.

l
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2 ホモロジーとコホモロジー
Last update: 2011.7.18

2.1 加群についての基礎事項

【定義 2.1 (移入的（単車的）加群)】 　 環R上の加群Qが移入的ある
いは単射的 (で)あるとは，任意の単射 u : Q Ñ M に対して，M の部分
加群N が存在してM – upQq ‘ N となることである． l

【定義 2.2 (射影的加群)】 　環R上の加群Pが射影的であるとは，任意の
全射 v : N Ñ P に対して，Nの部分加群 V が存在して，N “ Kerpvq ‘V

となることである． l

【定義 2.3 (自由加群)】 　 Rを可換環として，R加群M において元の
列 e1, ¨ ¨ ¨ , enが存在して，M の任意の元 xが c1e1 ` ¨ ¨ ¨ cnen(ci P R)と一
意的に表されるとき，M を自由加群, e1, ¨ ¨ ¨ , enをその基底，nを階数と
いう． l

【定義 2.4 (有限生成加群)】 　 可換環Rを係数とする加群Mにおいて，
元の組 e1, ¨ ¨ ¨ , enが存在して，M “ Re1 ` ¨ ¨ ¨ ` Renとなるとき，M は
有限生成であるという．また，e1, ¨ ¨ ¨ , enはその生成元という．
一般に，Mのm個の元u1, ¨ ¨ ¨ , umに対して，c1u1`¨ ¨ ¨`cmum “ 0(ci P

R)なら c1 “ ¨ ¨ ¨ “ cm “ 0となるとき，u1, ¨ ¨ ¨ , umは一次独立であると
いう．有限生成加群M に含まれる１次独立な元の集合の個数の最大値を
M の階数といい，rpMqで表す． l

【定義 2.5 (捩れ部分加群)】 　 整域Rを係数とする加群M において，
M の元 xで ax “ 0となるRの元 a ‰ 0が存在するものの全体を

tpMq “ tx P M | ax “ 0, Da P R, a ‰ 0u

で表し，M の捩れ部分加群という．また，tpMqのときM には捩れがな
い，tpMq M のときM は捩れ加群という． l

【定理 2.6 (自由加群の部分加群)】 　
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i) 自由加群の部分加群は捩れがない．

ii) 捩れがない有限生成加群は，階数が有限な自由加群の部分加群に同
型である．

l

【定理 2.7 (単項イデアル整域上の加群)】 　 単項イデアル整域上の加
群 P について，次は同値である：

a) 有限生成で捩れがない．

b) 有限生成で射影的である．

c) 階数有限の自由加群である．

l

【系 2.8 (単項イデアル整域上の加群の部分加群)】 　 単項イデアル整
域上の加群M に体して，

i) M の任意の部分加群は自由加群で，その階数はM の階数を超え
ない．

ii) M の任意の部分加群 N に対して，M の部分加群W が存在して，
W “ N ‘ W となる．

l

【定理 2.9 (自由加群の部分加群の標準基底)】 　 Gを単項イデアル整域
R上の自由加群，H をその部分加群とするとき，Gの基底 e1, ¨ ¨ ¨ , enを
適当にとると，θ1e1, ¨ ¨ ¨ θmumがH の基底になるようにできる．ただし，
θ1, ¨ ¨ ¨ , θmは正の整数 pm ď nqで，θiは θi`1の約数である． l

【定理 2.10 (加群の基本定理)】 　 単項イデアル整域R上の有限生成加
群Gは，巡回加群の直和

R{θ1R ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ R{θmR

と同型である．ここで，θ1, ¨ ¨ ¨ , θmは，θiが θi`1の約数となる正の整数
で，一意的に定まる． l
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2.2 鎖複体のホモロジーとコホモロジー

出典

• 服部晶尾夫著: 「位相幾何学」（岩波講座基礎数学 1977)

2.2.1 ホモロジー

【定義 2.11 (チェイン複体の圏)】 　 次数付R加群C˚ “ pCjqとその準
同型 B “ pBjq,

¨ ¨ ¨
Bj`2

ÝÝÝÑ Cj`1
Bj`1

ÝÝÝÑ Cj
Bj

ÝÝÝÑ Cj´1
Bj´1

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

は B2 “ 0を満たすとき，チェイン複体といい，C˚ “ pCj, Bqと表す．２
つのチェイン複体の次数付R加群の準同型 ϕ : C˚ Ñ D˚ が Bϕ “ ϕBを満
たすとき，ϕをチェイン写像といい，対象をチェイン複体，射を複体写像
とする圏をチェイン複体の圏と呼ぶ． l

【定義 2.12 (チェインホモトピー)】 　 チェイン複体C˚, D˚の射 f, g :

C˚ Ñ D˚に対して，R線形写像の列Φn : Cn Ñ Cn`1が存在して，

f ´ g “ Bn`1 ˝ Φn ` Φn´1 ˝ Bn

が成り立つとき，Φ˚を f と gを結ぶチェインホモトピーという．このと
き，f˚ “ g˚ : H˚pC˚q Ñ H˚pD˚qとなる． l

【定義 2.13 (ホモロジー関手)】 　 チェイン複体C˚に対して，

H˚pC˚q “ Z˚pC˚q{B˚pC˚q; Z˚pC˚q “ Ker B, B˚pC˚q “ Im B

により，次数付きR加群H˚pC˚q “ pHjpC˚qq, Z˚pC˚q “ pZjpC˚qq, B˚pC˚q “

pBjpC˚qqを定義する．H˚pC˚qをC˚のホモロジー群，その元をホモロジー
類，Z˚の元をサイクル，B˚の元をバウンダリーと呼ぶ．さらに，任意の
チェイン写像 ϕ : C˚ Ñ D˚に対して，ホモロジー写像と呼ばれるR準同
型 ϕ˚ : H˚pC˚q Ñ H˚pD˚qが ϕ˚prcsq “ rϕpcqsにより誘導される．チェイ
ン複体にそのホモロジー群を，チェイン写像にそれから誘導されるホモ
ロジー群のR準同型を対応させることにより定義される，チェイン複体
の圏から次数付きR加群の圏への関手をホモロジー関手H˚と呼ぶ． l
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【命題 2.14 (連結準同型とホモロジー完全系列)】 　

1) 3つのチェイン複体 pA, B1q, pX, Bq, pY, B2qの間の完全系列を

0 ÝÝÝÑ A
f

ÝÝÝÑ X
g

ÝÝÝÑ Y ÝÝÝÑ 0

とする．このとき，y P ZnpY qに対して，

B˚rys “ rf´1 ˝ B ˝ g´1pyqs

によりR-線形写像 B˚ : HnpY q Ñ Hn´1pAqが定まる．この写像を，
連結準同型という．さらに，次の完全系列が成り立つ：

¨ ¨ ¨
B˚

ÝÝÝÑ HnpAq
f˚

ÝÝÝÑ HnpXq
g˚

ÝÝÝÑ HnpY q
B˚

ÝÝÝÑ Hn´1pAq
f˚

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

2) ２組の完全系列の間の可換図式

0 ÝÝÝÑ A ÝÝÝÑ X ÝÝÝÑ Y ÝÝÝÑ 0
§

§

đ

ϕ

§

§

đ

§

§

đ

ψ

0 ÝÝÝÑ A1 ÝÝÝÑ X 1 ÝÝÝÑ Y 1 ÝÝÝÑ 0

に対して，B1
˚ ˝ ψ˚ “ ϕ˚ ˝ B˚ : H˚pY q Ñ H˚pA1qが成り立つ．

l

2.2.2 コホモロジー

【定義 2.15 (コチェイン複体)】 　 次数付R加群C˚ “ pCjqとその準同
型 δ “ pδjq,

¨ ¨ ¨
δj´2

ÝÝÝÑ Cj´1 δj´1

ÝÝÝÑ Cj δj
ÝÝÝÑ Cj`1 δj`1

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

は δ2 “ 0を満たすとき，コチェイン複体 (と)いい，C˚ “ pCj, δqと表す．
２つのコチェイン複体の次数付R加群の準同型 ϕ : C˚ Ñ D˚が δϕ “ ϕδ

を満たすとき，ϕをコチェイン写像といい，対象をコチェイン複体，射を
コチェイン写像とする圏をコチェイン複体の圏と呼ぶ． l
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【定義 2.16 (コホモロジー関手)】 　 コチェイン複体C˚に対して，

H˚pC˚q “ Z˚pC˚q{B˚pC˚q; Z˚pC˚q “ Ker δ, B˚pC˚q “ Im δ

により，次数付きR加群H˚pC˚q “ pHjpC˚qq, Z˚pC˚q “ pZjpC˚qq, B˚pC˚q “

pBjpC˚qqを定義する．H˚pC˚qを C˚のコホモロジー群 (，)その元をコ
ホモロジー類，Z˚の元をコサイクル，B˚の元をコバウンダリーと呼ぶ．
さらに，コチェイン写像 ϕ : C˚ Ñ D˚は，ϕ˚rus “ rϕpuqsによりコホモロ
ジー群の間のR準同型 ϕ˚ : H˚pC˚q Ñ H˚pD˚qを誘導する．コチェイン
複体にそのコホモロジー群を，コチェイン写像にそれから誘導されるコ
ホモロジー群のR準同型を対応させることにより定義される，コチェイ
ン複体の圏から次数付きR加群の圏への関手をコホモロジー関手H˚と
呼ぶ． l

【命題 2.17 (連結準同型とコホモロジー完全系列)】 　

1) 3つのコチェイン複体 pY, δ1q, pX, δq, pA, δ2qの間の完全系列を

0 ÝÝÝÑ Y
f

ÝÝÝÑ X
g

ÝÝÝÑ A ÝÝÝÑ 0

とする．このとき，a P ZnpAqに対して，

δ˚ras “ rf´1 ˝ δ ˝ g´1paqs

によりR-線形写像 δ˚ : HnpAq Ñ Hn`1pY qが定まる．この写像を，
連結準同型という．さらに，次の完全系列が成り立つ：

¨ ¨ ¨
δ˚

ÝÝÝÑ HnpY q
f˚

ÝÝÝÑ HnpXq
g˚

ÝÝÝÑ HnpAq
δ˚

ÝÝÝÑ Hn`1pY q
f˚

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

2) ２組の完全系列の間の可換図式

0 ÝÝÝÑ Y ÝÝÝÑ X ÝÝÝÑ A ÝÝÝÑ 0
§

§

đ

ϕ

§

§

đ

§

§

đ

ψ

0 ÝÝÝÑ Y 1 ÝÝÝÑ X 1 ÝÝÝÑ A1 ÝÝÝÑ 0

に対して，δ1
˚ ˝ ψ˚ “ ϕ˚ ˝ δ˚ : H˚pAq Ñ H˚pY qが成り立つ．

l
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2.3 普遍係数定理とKunnethの定理

2.3.1 TorとExt

【定義 2.18 (加群のねじれ積)】 　 Rを単項イデアル整域とする．

1) R-加群Aに対して，R-自由加群F0, F1とR線形写像 d : F1 Ñ F0, ϵ :

F0 Ñ Aが存在して，

0 ÝÝÝÑ F1
d

ÝÝÝÑ F0
ϵ

ÝÝÝÑ A ÝÝÝÑ 0

が完全系列となるとき，この短完全系列をAの左自由分解という．

2) R加群A,BおよびAの左自由分解 1)に対して，チェイン複体

0 ÝÝÝÑ F1 bR B
db1

ÝÝÝÑ F0 bR B ÝÝÝÑ 0

の１次ホモロジー群をAとBのねじれ積とよび，TorRpA,Bqと表す：

TorRpA,Bq “ ker d b 1

このとき，次の完全系列が成り立つ．

0 ÝÝÝÑ TorRpA,Bq ÝÝÝÑ F1 bR B ÝÝÝÑ F0 bR B ÝÝÝÑ A bR B ÝÝÝÑ 0

ねじれ積は自由分解の取り方によらず同型を除いて一意的である．

l

【命題 2.19 (加群のねじれ積の性質)】 　 加群のねじれ積は次の性質を
持つ．

i) C をR加群の圏とするとき，TorはC ˆ C からC への関手で，い
ずれの変数についても共変的である．

ii) TorpA,Bq “ TorpB,Aq.

iii) TorpA ‘ B,Cq “ TorpA,Cq ‘ TorpB,Cq.

iv) Aが自由加群の時，TorZpA,Bq “ 0.

v) Kが標数 0の体，Aが有限生成加群のとき，TorZpK,Aq “ 0.
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vi) TorZpZm,Znq – Zd (m,n ą 0, d “GCDpm,nq).

vii) Kが体の時，TorKpA,Bq “ 0.

l

【定義 2.20 (Ext)】 　 Rを単項イデアル整域，A,BをR加群とする．
Aの左自由分解

0 ÝÝÝÑ F1
d

ÝÝÝÑ F0
ϵ

ÝÝÝÑ A ÝÝÝÑ 0

から誘導されるコチェイン複体

0 ÝÝÝÑ HomRpF0, Bq
Td

ÝÝÝÑ HomRpF1, Bq ÝÝÝÑ 0

の１次コホモロジー群を ExtRpA,Bqと定義する：

ExtRpA,Bq “ HomRpF1, Bq{Im Td.

このとき，次の完全系列が存在する．

0 ÝÝÝÑ HomRpA,Bq ÝÝÝÑ HomRpF0, Bq ÝÝÝÑ HomRpF1, Bq ÝÝÝÑ ExtRpA,Bq.

ExtRpA,Bqは，Aの自由分解の取り方によらず同型を除いて一意的に定
まる． l

【命題 2.21 (Extの性質)】 　 加群の Ext積は次の性質をもつ．

i) C をR加群の圏とするとき，ExtはC ˆ C からC への関手を与え，
第１変数について反変的，第２変数について共変的である．

ii) 任意のR加群A,B,Cに対して，

ExtRpA ‘ B,Cq – ExtRpA,Cq ‘ ExtRpB,Cq,

ExtRpA,B ‘ Cq – ExtRpA,Bq ‘ ExtRpA,Cq.

iii) 任意の加群Aに対して，

ExtZpZ, Bq “ 0, ExtZpZm, Bq – B{mB pm ą 0q.

l
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2.3.2 普遍係数定理

【定理 2.22 (普遍係数定理 (ホモロジー))】 　 Rを単項イデアル整域，
C˚を自由R加群のチェイン複体，GをR 加群とするとき，自然な短完
全系列が存在する：

0 ÝÝÝÑ HnpC˚q b G ÝÝÝÑ HnpC˚ b Gq ÝÝÝÑ TorRpHn´1pC˚q, Gq ÝÝÝÑ 0.

この完全系列は分解する．
これより，空間対 pX,Aqと加群Gに対して，自然な完全系列

0 // HnpX,A;Zq b G // HnpX,A;Gq // TorZpHn´1pX,A;Zq, Gq // 0

が成り立つ．この短完全系列は分解する． l

【定理 2.23 (普遍係数定理 (コホモロジー))】 　 Rを単項イデアル整域，
C˚を自由R加群のチェイン複体，GをR 加群とするとき，次の短完全
系列が存在する：

0 ÝÝÝÑ ExtRpHn´1pC˚q, Gq ÝÝÝÑ HnpHomRpC˚, Gqq

ÝÝÝÑ HomRpHnpC˚q, Gq ÝÝÝÑ 0.

この短完全系列は分解する．
これより，空間対 pX,Aqと加群Gに対して，自然な完全系列

0 // ExtZpHn´1pX,A;Zq, Gq // HnpX,A;Gq // HompHnpX,A;Zq, Gq // 0

が存在する．この短完全系列は分解する． l

2.3.3 Kunnethの定理

【定理 2.24 (Künnethの定理 (ホモロジー))】 　 Rは単項イデアル整
域，C˚は自由R加群のチェイン複体，D˚はR加群のチェイン複体とす
る．このとき，短完全系列

0 ÝÝÝÑ
ř

p`q“nHppC˚q bR HqpD˚q
ˆ

ÝÝÝÑ HnpC˚ bR D˚q

ÝÝÝÑ
ř

p`q“n´1Tor
RpHppC˚q, HqpD˚qq ÝÝÝÑ 0

が存在する．D˚も自由R加群のチェイン複体のときには，この間全系列
は分解する． l
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【定理 2.25 (Künnethの定理 (コホモロジー))】 　 Rは単項イデアル整
域，C˚は自由R加群のコチェイン複体，D˚はR加群のコチェイン複体
とする．このとき，短完全系列

0 ÝÝÝÑ
ř

p`q“nH
ppC˚q bR H

qpD˚q
ˆ

ÝÝÝÑ HnpC˚ bR D
˚q

ÝÝÝÑ
ř

p`q“n`1Tor
RpHppC˚q, HqpD˚qq ÝÝÝÑ 0

が存在する．D˚も自由R加群のコチェイン複体のときには，この間全系
列は分解する． l

2.4 位相空間のホモロジーとコホモロジー

出典

• 服部晶尾夫著: 「位相幾何学」（岩波講座基礎数学 1977)

2.4.1 単体的（コ）ホモロジー

出典

• 田村一郎著 「トポロジー」（岩波全書，1972)

2.4.1.1 定義

【定義 2.26 (単体複体)】 　

1) 集合Kとその部分集合の属Σが次の２条件を満たすとき，組 pK,Σq

を単体複体という：

i) s P Σに対して，s1 Ă s(s1 “ H)なら，s1 P Σ.

ii) 任意の v P Kに対して，tvu P Σ．さらに，H R Σ.

s P ΣがKの pn` 1qこの元からなるとき，sを n(次元)単体，とく
に 0単体を頂点という．また，Kの濃度が有限，可算，任意の頂点
を含む単体が有限個，可算個のとき，それぞれ有限，可算，局所有
限，局所可算単体複体という．
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2) 単体複体 pK,Σq, pK0,Σ0qに対して，K0 Ă KかつΣ0 Ă Σが成り立
つとき，K0をKの部分複体という．

3) K,Lを単体複体とし，ϕ : K Ñ Lを頂点集合の写像とする．Kの
任意の単体 s “ tv0, ¨ ¨ ¨ , vnuに対して，tϕpv0q, ¨ ¨ ¨ , ϕpvnquから重複
する頂点を取り除いたものがLの単体となるとき，ϕを単体写像と
いう．さらに，単体複体K,Lの間の全単射 ϕで，ϕと ϕ´1が共に単
体写像となるものが存在するとき，Kと Lは同型であるという．

3) Kを単体複体とし，その q単体 sとする．sの頂点の列の集合にお
いて偶置換で移り合うものは同値という同値関係を与えたとき，各
同値類を sの向きという．向きの与えられた q単体を向きのついた
q単体と呼び，σと表す．sの頂点が tv0, ¨ ¨ ¨ , vquのとき，対応する
向きのついた単体を σ “ rv0, ¨ ¨ ¨ , vqsと表記しする．

l

【定義 2.27 (単体的ホモロジーとコホモロジー)】 　

1) 単体複体K の各単体に向きを与え，向きのついた q単体全体から
生成される自由 Abel群を CqpKqとする．さらに，線形写像 Bq :

CqpKq Ñ Cq´1pKqを

Bqprv0, ¨ ¨ ¨ , vqsq “

q
ÿ

k“0

p´1qkrv0, ¨ ¨ ¨ , vk´1, vk`1, ¨ ¨ ¨ , vqs

により定義する．ただし，σqの向きを反転した単体は´σqと同一
視する．これにより定義されるチェイン複体 C˚ “ pCq, Bqqのホモ
ロジー群をHqpKqと表し，単体複体K の整係数ホモロジー群とい
う．また，R加群Gに対して，R加群のチェイン複体C˚ bZGから
定義されるホモロジー群H˚pK;GqをK のG係数ホモロジー群と
いう．さらに，R 加群のコチェイン複体C˚ “ HomZpC˚, Gqのコホ
モロジー群H˚pK;GqをG係数コホモロジー群という．

2) 単体分割可能な位相空間Xに対して，Kをその単体分割とするとき，
H˚pK;Gq, H˚pK;Gqは単体分割Kの取り方によらない．H˚pK;Gq

およびH˚pK;GqをXの単体的ホモロジー群，単体的コホモロジー
群という．

l
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2.4.1.2 Mayer-Vietoris完全系列

【命題 2.28】 　K1, K2をK “ K1 Y K2となる単体複体Kの部分複体
とするとき，K1 X K2はK1, K2, K の共通の複体となる．いま，鎖複体
C˚pK1 X K2q, C˚pK1q ‘ C? ˚ pK2q，C˚pKqの間の鎖準同形を

ψq : CqpK1 X K2q Q c ÞÑ c ‘ p´cq P CqpK1q ‘ CqpK2q,

ϕq : CqpK1q ‘ CqpK2q Q c1 ‘ c2 ÞÑ c1 ` c2 P CqpKq

により定義すると，次の鎖準同形の短系列は完全となる：

0 ÝÝÝÑ C˚pK1 X K2q
ψ˚

ÝÝÝÑ C˚pK1q ‘ C˚pK2q
ϕ˚

ÝÝÝÑ C˚pKq ÝÝÝÑ 0

l

Proof. まず，c P CqpK1 X K2qに対して，ψ˚pcq “ c ‘ p´cq “ 0なら
c “ 0となるので，ψ˚ は単射である．次に，任意の c P CqpKqに対し
て，cはK1ないしK2の単体の線形結合なので，適当な c1 P CqpK1qと
c2 P CqpK2qを用いて c “ c1 `c2と表される．よって，c “ ϕqpc1 ‘c2qとな
るので，ϕ˚は全射である．最後に，c P CqpK1 XK2qに対して，ϕqψqpcq “

ϕqpc ‘ p´cqq “ c ` p´cq “ 0および，c1 ‘ c2 P CqpK1q ‘ CqpK2qに対し
て，ϕqpc1 ‘ c2q “ c1 ` c2 “ 0ならが，ψqpc1q “ c1 ‘ p´c1q “ c1 ‘ c2とな
るので，Kerpϕ˚q “ Im pψ˚qとなる． Q.E.D.

【定理 2.29 (単体複体に対するMayer-Vietoris完全系列)】 　 Kを単
体的複体，K1, K2をK1 Y K2 “ Kとなるその部分複体とするとき，前
命題より，次のホモロジー完全系列が成り立つ：

¨ ¨ ¨
∆q`1

ÝÝÝÑ HqpK1 X K2q
ψq

ÝÝÝÑ HqpK1q ‘ HqpK2q
ψq

ÝÝÝÑ HqpKq

∆q
ÝÝÝÑ Hq´1pK1 X K2q

ψq´1
ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

∆1
ÝÝÝÑ H0pK1 X K2q

ψ0
ÝÝÝÑ H0pK1q ‘ H0pK2q

ϕ0
ÝÝÝÑ H0pKq

∆0
ÝÝÝÑ 0

l

【系 2.30 (重心細分のホモロジー)】 　単体複体Kとその重心細分SdpKq

のホモロジーは同型となる：

H˚pKq – H˚pSdpKqq

l
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Proof. Kの次元に対する数学的帰納法により証明する．まず，dimK “ 0

のとき，SdpKq “ Kなので明らかに成立．次に，m´1次元以下の任意の複
体に対して成り立つとして，m次元の複体Kを考える．K0をKのm´1次
元以下の単体全体からなる部分複体，Kのm次元単体をσmi (i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k),

Ki “ K0 Y σm1 ¨ ¨ ¨ Y σmi とする．このとき，H˚pKiq – H˚pSdpKiqqとなる
ことを，iについての数学的帰納法により示す．まず，i “ 0に対しては仮
定より成立する．いま，i “ jに対して成り立つとすると，pKj, σ

m
j`1qに対

するMayer-Vietoris系列から pSdpKjq, Sdpσmj`1qに対するMayer-Vietoris

系列への準同型 Sd˚は，帰納法の仮定よりH˚pσmj`1 XKjq(dim “ m´ 1),

H˚psigmamj`1q ‘ H˚pKjqに対して同型となるので，5項補題より，Sd˚ :

H˚pKj`1q Ñ H˚pSdpKj`1qqも同型となる．したがって，j “ m ´ 1とし
て，H˚pKq “ H˚pSdpKqqが次元mでも成立． Q.E.D.

2.4.1.3 鎖ホモトピー

【定義 2.31 (K ˆ Iの単体分割)】 　 Kを単体複体，Iを線分 r0, 1sとす
るとき，Kの頂点全体に順序をつけた列を a1, a2, ¨ ¨ ¨ , aNとする．Kの単
体 σ “

@

ai0 , ¨ ¨ ¨ , aiq
D

(i0 ă ¨ ¨ ¨ iq)に対して，単体

|pai0 , 0q, ¨ ¨ ¨ , pair , 0q, pair , 1q, ¨ ¨ ¨ , paiq , 1q|, r “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , q

とその辺の全体Kpσ ˆ Iqは複体で，|Kpσ ˆ Iq| “ σ ˆ Iとなる．
したがって，

K ˆ I “ YσPKKpσ ˆ Iq

は複体で |K ˆ I| “ |K| ˆ Iとなる．この複体をKと Iの積複体という．
l

【定理 2.32 (鎖ホモトピー定理)】 　 K,K 1を単体複体，K ˆ IをKと
I の積複体とする．このとき，単体写像 Φ : K ˆ I Ñ K 1が存在すると，
KからK 1への単体写像 ϕ0pxq “ Φpx, 0qと ϕ1pxq “ Φpx, 1qから誘導され
るホモロジー群の準同型 ϕ0˚, ϕ1˚ : H˚pKq Ñ H˚pK 1qは一致する． l

Proof. Kの q単体σqと Iの積複体をσqˆIとして，その各単体にσqの向
きから誘導される自然な向きを与え，σqˆIの向きづけられた q`1単体の
和を xσq ˆ Iyで表す．このとき，Φは単体写像なので，Φ7q : CqpKˆIq Ñ
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CqpK
1qに対して，B1

qΦ7q “ Φ7q´1Bqが成り立つ．よって，

B1Φ7 xσq ˆ Iy “ Φ7B xσq ˆ Iy

“ Φ7 xBσq ˆ Iy ` p´1qq`1Φ7pσ
q ˆ t1u ´ σq ˆ t0uq

となる．そこで，

CqpKq Q σq ÞÑ Dqpσ
qq “ p´1qq`1Φ7 xσq ˆ Iy P Cq`1pK

1q

により線形写像Dq : CqpKq Ñ Cq`1pK 1qを定義すると，

B1
q`1Dq ` Dq´1Bq “ ϕ17 ´ ϕ07, ϕi7pσq “ Φ7pσ ˆ tiuq

を得る．これは，任意の zq P ZqpKqに対し，ϕ17pzqq ´ ϕ07pzqq P Bq`1pKq

を意味するので，ϕ1˚, ϕ0˚ : H˚pKq Ñ H˚pK 1qは一致する． Q.E.D.

2.4.1.4 単体近似

【定義 2.33 (単体分割)】 　 位相空間Xに対して，単体複体Kと多面
体 |K|からXへの同相写像 t : |K| Ñ Xが存在するとき，pK, tqをXの
単体分割という． l

【定義 2.34 (星状体)】 　 K を単体複体とするとき，多面体 |K|の任
意の点 pに対し，pを含むKの単体およびその辺の全体からなるKの部
分複体を pの星状体と喚び，SKppqで表す．また，SKppqの単体のうち p

を含まない単体からなる部分複体を pの絡み複体 (Link complex)と喚び，
LKppqで表す．
Kの頂点 aに対し，aを頂点とする単体の内部の和集合をKにおける

aの開星状体といい，OKpaqと書く． l

【命題 2.35 (頂点集合が単体を張る条件)】 　 単体複体Kの頂点の集合
ta0, ¨ ¨ ¨ , aquがある q単体の頂点となるための必要十分条件は

OKpa0q X ¨ ¨ ¨OKpaqq ‰ H

となることである． l
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Proof. qq “ |a0, ¨ ¨ ¨ , aq| P Kのとき，pσqq˝ Ă OKpaiqより題意の条件が
成り立つ．逆に，p P OKpaiq pi “ 0, ¨ ¨ ¨ , qq存在すると，OKpaiqは aiを頂
点とする単体の内部の和集合なのでそれらの共通部分はすべての aiを頂
点として含む単体となる．その辺はすべてKに含まれるので，|a0, ¨ ¨ ¨ , aq|

も単体としてKに含まれる． Q.E.D.

【定義 2.36 (単体写像と単体近似)】 　 複体Kの頂点集合から別の複体
K 1の超点集合への写像 ϕに対して，tp0, ¨ ¨ ¨ , pkuがKの単体ならば，常
に tϕpp0q, ¨ ¨ ¨ , ϕppkquがK 1の単体となっているとき，ϕをKからK 1への
単体写像という．
K,K 1を単体複体として，多面体 |K|から多面体 |K 1|への連続写像 f :

|K| Ñ |K 1|に対して，単体写像 ϕ : K Ñ K 1が存在して，Kの任意の頂
点 aについて，常に

fpOKpaqq Ă OK1pϕpaqq

となるとき，ϕを f の単体近似という． l

【定理 2.37 (単体近似のホモトピー同値性)】 　 単体複体K,K 1に対し，
連続写像 f : |K| Ñ |K 1|の単体近似を ϕ : K Ñ K 1，対応する連続写像を
ϕ̄ : |K| Ñ |K 1|とすると，f » ϕ̄である． l

Proof. 任意の点x P |K|に対し，xを内点として含む単体をσ “ |a0 ¨ ¨ ¨ aq|

とすると，単体近似の定義より，fpxq P Oa0pK 1q X ¨ ¨ ¨OaqpK 1qとなるの
で，fpxqと ϕ̄pxqが同じK 1の単体に含まれるため． Q.E.D.

【定義 2.38 (重心細分からの単体写像)】 　 Kを単体複体，SdpKqをその
重心細分とする．このとき，Kの各単体σに対して，その頂点を一つ選び，
πprσsqとする．このとき，SdpKqの任意の q単体 π : |rσ0s ¨ ¨ ¨ rσqs| pσ0 ň

¨ ¨ ¨ ň σqqに対して， πpσ0q, ¨ ¨ ¨ , πpσqqはすべてKの頂点となるので，単
体写像 π : SdpKq Ñ Kとなり，恒等写像 id : |SdpKq| Ñ |K|に対する単
体近似を与える． l

【定理 2.39 (ホモロジー群の重心細分不変性)】 　単体写像π : SdpKq Ñ

K から導かれる準同形写像 π˚ : H˚pSdpKqq Ñ H˚pKqは同型写像で，
鎖複体の写像 Sd : C˚pKq Ñ C˚pSdpKqqから誘導される準同形 Sd˚ :

H˚pKq Ñ H˚pSdpKqqと逆の関係 π˚ “ pSd˚q´1にある：

π˚ “ pSd˚q´1 : H˚pSdpKqq
–

ÝÝÝÑ H˚pKq

l
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Proof. πから誘導される鎖複体の準同形を π7 : C˚pSdpKqq Ñ C˚pKqtと
すると，π7˝Sd “ idとなることと，Sd˚が同型となることより． Q.E.D.

【定理 2.40 (単体近似写像の誘導するホモロジー準同型)】 　 単体複体
間の連続写像 f : |K| Ñ |K 1|に対して，ϕ, ϕ1が共にその単体近似となっ
ているなら，

ϕ˚, ϕ
1
˚ : H˚pKq Ñ H˚pK 1q

に対して，ϕ˚ “ ϕ1
˚となる． l

Proof. 積複体K ˆ Iの頂点集合からK 1の頂点集合への写像Φを

Φpa, 0q “ ϕpaq, Φpb, 1q “ ϕpbq

により定義する．このとき，Kの q単体の頂点 a0, ¨ ¨ ¨ , aqに対して，

OK1pΦpa0, 0qq X ¨ ¨ ¨ X OK1pΦpar, 0qq X OK1pΦpar, 1qq ¨ ¨ ¨ X OK1pΦpaq, 1qq

“ OK1pϕpa0q X ¨ ¨ ¨ X OK1pϕparqq X OK1pϕ1parqq ¨ ¨ ¨ X OK1pϕ1paqqq

Ą fpOKpa0q X ¨ ¨ ¨ X OKpaqqq ‰ H

より，K ˆ I の単体の頂点集合の Φによる像はK 1の単体の頂点となる．
よって，Φは単体写像を与えるので，ホモトピー定理 2.32 より，題意が
成り立つ． Q.E.D.

【補題 2.41】 　 2つの有限複体K,K 1と連続写像 f : |K| Ñ |K 1|に対し
て，正の実数 lが存在し，その直径が dpAq ă lを満たす |K|の任意の集
合Aに対して，K 1のある頂点 a1について，

fpAq Ă OK1pa1q

が成り立つ． l

Proof. 題意の命題が成立しないとすると，ゼロに収束する数列 liと条件
dpAiq ă liを満たす |K|の集合列が存在し，fpAiqはK 1のどの頂点に対
しても fpAiq Ă OK1pa1qとならない．しかし，このとき，|K|はコンパク
トなのでAiは一点 pに収束する．ところが，fppq P OK1pa1qとなる頂点
a1に対して，OK1pa1qは開集合なので，pを中心とする十分小さな半径の
球の f による像，したがって十分大きな iに対して fpAiqはOK1pa1qに含
まれる．これは仮定に反する． Q.E.D.
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【定理 2.42 (単体近似定理)】 　 K,K 1を単体複体，f : |K| Ñ |K 1|を連
続写像とする．Kを r回続けて重心細分して得られる複体SdrpKqとする
とき，ある自然数 nが存在して，r ě nのとき，f : |SrpKq| Ñ |K 1|の単
体近似 ϕ : SdrpKq Ñ K 1が存在する． l

Proof. 細分 Sdにより単体複体の最長辺サイズは l{2となるので，補題
で存在が示された正の実数 lに対して，rを十分大きくとると SdrpKqの
最長辺サイズは l{2以下となる．このとき，SdrpKqの各頂点の開星状体
のサイズは lより小さくなるので，補題より，各頂点 a P Kに対しK 1の
頂点 a1が存在し

fpOSdrpKqpaqq Ă OK1pa1q

が成り立つ．したがって，ϕ : SdrpKq Ñ K 1を ϕpaq “ a1により定義する
と，SdrpKqの単体 |a1, ¨ ¨ ¨ , aq|に対し，

H ‰ fpOSdrpKqpa0q X ¨ ¨ ¨ X OSdrpKqpaqqq Ă OK1pa1
0q X ¨ ¨ ¨OK1pa1

qq

より，ta1
0, ¨ ¨ ¨ , a1

quはK 1の単体の頂点となる．したがって，ϕは fの単体
近似を与える． Q.E.D.

2.4.1.5 連続写像とホモロジー群

【定義 2.43 (連続写像の定義する単体的ホモロジー群の準同型)】 　 重
心細分 Sdに対する単体写像 Sd : SdpKq Ñ K を繰り返して得られる写
像を πrs : Sd

rpKq Ñ SdspKq(r ą s)とするとき，写像 f : |K| Ñ |K 1|に対
する単体近似 ϕ : SdrpKq Ñ K 1から誘導されるホモロジー群の準同型に
対して次の可換な図式が成り立つ：

H˚pKq

f˚”ϕ˚pπr
0q´1

˚ &&NN
NNN

NNN
NNN

H˚pSdrpKqq
pπr

0q˚

–
oo

ϕ˚

��

H˚pSdspKqq
pπs

rq˚oo

ϕ1
˚vvnnn

nnn
nnn

nnn

H˚pK 1q

これより，f˚ “ ϕ˚pπr0q´1 : H˚pKq Ñ H˚pK 1qは細分の回数や単体写像の
取り方によらず，f のみで定まるので，この写像 f˚を連続写像 f の定め
るホモロジー群の準同型 (と)定義する． l
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【定理 2.44 (f˚の関手性)】 　 f : |K| Ñ |K 1|, g : |K 1| Ñ |K2|を連続写
像とするとき，pf 1fq˚ : H˚pKq Ñ H˚pK2qに関して，pf 1fq˚ “ f 1

˚f˚が成
り立つ． l

【定理 2.45 (連続写像の定める準同型のホモトピー不変性)】 　 K,K 1

を単体複体として，連続写像 f, g : |K| Ñ |K 1|がホモトープとすると，そ
の定める準同型 f˚, g˚ : H˚pKq Ñ H˚pK 1qは一致する；

f » g ñ f˚ “ g˚

l

Proof. F : |K| ˆ I Ñ |K 1|を fと gの間のホモトピーとする．Iをn個の
区間 Iiに分割すると，十分大きな nと rに対して，複体 K̂ ” YiSd

rK ˆ

Ii(|K̂| “ |K| ˆ I)からK 1への連続写像 F は単体近似 Φをもち，ϕpxq “

Φpx, 0qと ϕ1pxq “ Φpx, 1qは f と gの単体近似を与える．したがって，ϕ
と ϕ1が与えるホモロジーの準同型 ϕ˚, ϕ

1
˚ : H˚pKq Ñ H˚pK 1qは一致する．

よって，定義より，f˚ “ g˚となる． Q.E.D.

2.4.1.6 ホモロジー群の単体分割への非依存性

【定理 2.46 (ホモロジー群のホモトピー型不変性)】 　 K,K 1を単体複
体とするとき，多面体 |K|, |K 1|がホモトピー同型なら，H˚pKq – H˚pK 1q

となる． l

Proof. f : |K| Ñ |K 1|と g : |K 1| Ñ |K|が fg » id|K1|, gf » id|K|を満た
すとすると，f˚g˚ “ 1 : H˚pK 1q Ñ H˚pK 1q, g˚f˚ “ 1 : H ˚ pKq Ñ H˚pKq

より，f˚および g˚はH˚pKqとH˚pK 1qの同型対応を与える． Q.E.D.

【定理 2.47 (ホモロジー群の位相不変性)】 　 |K|, |K 1|が同相ならば，
H˚pKq – H˚pK 1qとなる． l

【定義 2.48 (位相空間のホモロジー群)】 　 単体分割可能な位相空間X

に対し，その単体分割 pK, tqにより定義されるホモロジー群H˚pKqの同
型類はKに依存しない．そこでこの同型類を位相空間Xのホモロジー群
とよび，H˚pXqで表す．特に，χpKqをXのオイラー数といい，χpXqと
書く．
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位相空間X,X 1の間の連続写像 f に対して，その単体分割K,K 1によ
り定義される準同型 f˚ : H˚pKq Ñ H˚pK 1qはK,K 1の取り方に依らない
ので，位相空間のホモロジー群の間の準同型 f˚ : H˚pXq Ñ H˚pX 1qを定
義する．このとき，f, g : X Ñ X 1がホモトープなら f˚ “ g˚である．ま
た，X,X 1が同相ならH˚pXq – H˚pX 1qとなる． l

2.4.1.7 単体的ホモロジー群とコホモロジー群の構造

【定理 2.49 (単体複体鎖群の標準基底)】 　 q次元鎖群CqpKq(q “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ )

の基

aqi pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , βq ´ τqq, bqj pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , τqq, cqk pk “ 1, . . . , Rqq,

dql pl “ 1, ¨ ¨ ¨ , τq´1q, eqm pm “ 1, ¨ ¨ ¨ , βq´1 ´ τq´1q

を適当にとって，

Bqpa
q
i q “ 0, Bqpb

q
jq “ 0, Bqpc

q
kq “ 0,

Bqpd
q
l q “ θq´1

l bq´1
l , Bqpe

q
mq “ aq´1

m

が成り立つようにできる．この基は標準基と呼ばれる．
このとき，

ZqpKq “
@

aqi , b
q
j , c

q
k

D

,

BqpKq “ xθql b
q
l , a

q
i y ,

HqpKq “ xrbql s, rc
q
ksy – ‘RqZ ‘ Zθq1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Zθqτq

となり，Rq が q次元の Betti数を，pθq1, ¨ ¨ ¨ , θqτqqが q次元のねじれ係数
を与える． l

【定理 2.50 (Z2係数のホモロジー群の構造)】 　 上で定義された複体K

のZ係数ホモロジー群のBetti数をRq，ねじれ係数 θql のうち偶数の個数
を τ`

q とすると，Z2係数のホモロジー群は

HqpK;Z2q – ‘Rq`τ`
q `τ`

q´1Z2

で与えられる． l
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【定理 2.51 (コホモロジー群の構造)】 　 単体複体Kに対し，その q次
元のBetti数をRq, ねじれ係数を θq1, ¨ ¨ ¨ , θqτq とするとき，q次元コホモロ
ジー群HqpKqは次式で与えられる：

HqpKq – ‘RqZ ‘ Zθq´1
1

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Zθq´1
τq´1

l

Proof. Kの q次元双対鎖群 CqpKqの標準基底として次のものを取るこ
とができる：

paqi q
˚ pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , βq ´ τqq, pbqjq

˚ pj “ 1, ¨ ¨ ¨ , τqq, pcqkq˚ pk “ 1, . . . , Rqq,

pdql q
˚ pl “ 1, ¨ ¨ ¨ , τq´1q, peqmq˚ pm “ 1, ¨ ¨ ¨ , βq´1 ´ τq´1q,

δqpa
q
i q

˚ “ peq`1
i q˚, δqpb

q
jq

˚ “ θqj pd
q`1
j q˚,

δqpc
q
kq˚ “ δqpd

q
l q

˚ “ δqpe
q
mq˚ “ 0.

これより，

ZqpKq “ xpcqkq˚, pdql q
˚, peqmq˚y ,

BqpKq “
@

θq´1
l pdql q

˚, peqmq˚
D

となるので，直ちに題意を得る． Q.E.D.

【定理 2.52 (Z2係数コホモロジー群)】 　 単体複体Kに対して，

HqpK;Z2q – HqpK;Z2q

l

2.4.2 特異（コ）ホモロジー

2.4.2.1 定義

【定義 2.53 (特異チェイン複体)】 　

1) 位相空間Xに対して，Rn`1の標準単体∆nからXへの連続写像

σ : ∆n Ñ X
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を X の n-特異単体という．その全体から生成される自由加群を
SnpXq として，その直和として定義される次数付加群を S˚pXq “

pSnpXqqとおく．ただし，n ă 0に対してSnpXq “ 0．Bn : SnpXq Ñ

Sn´1pXqを

Bnpσq “

n
ÿ

j“0

p´1qjσ˝ϵj, σ P SnpXq

により定義する．ここで ϵjは，∆n´1の頂点 ekpk “ 0, n ´ 1qに∆n

の頂点 ekpk ď jq，ek`1pk ą jqを対応させることにより定義される，
∆n´1から∆nへのアファイン写像である．S˚pXq “ pSjpXq, Bqは
チェイン複体をなし，特異チェイン複体と呼ばれる．

2) 位相空間の対 pX,Aq（A Ă X）に対して，チェイン複体 S˚pXq，
S˚pAqから新たなチェイン複体

S˚pX,Aq :“ S˚pXq{S˚pAq

が定義され，自然に位相空間の対の圏からZ-チェイン複体の圏への
共変関手 S˚が得られる．また，R加群Gに対して，チェイン複体
C˚に C˚ b GおよびHomZpC˚, Gqを対応させると，それぞれ自然
にチェイン複体の圏からR-チェイン複体への共変関手bG，および
R-コチェイン複体への反変関手Homp˚, Gqが得られる．関手の結合
H˚˝ bG˝S˚で得られる共変関手をG係数特異ホモロジー関手，それ
による pX,Aqの像H˚pX,A;Gqを空間対 pX,AqのG係数特異ホモ
ロジー群と呼ぶ．同様に，H˚

˝Homp˚, Gq˝S˚で得られる反変関手を
G係数特異コホモロジー関手，それによる pX,Aqの像H˚pX,A;Gq

を空間対 pX,AqのG係数特異コホモロジー群と呼ぶ．すなわち，

H˚pX,A;Gq “ H˚ppS˚pXq{S˚pAqq b Gq,

H˚pX,A;Gq “ H˚pHompS˚pXq{S˚pAq, Gqq

である．以下，

S˚pX,A;Gq “ pS˚pXq{S˚pAqq b G,

S˚pX,A;Gq “ HompS˚pXq{S˚pAq, Gq

と略記する．また，R “ G “ Zの時，Gを省略する．

l
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【注 2.54】 　

1. c P SnpXqに対して，
rcs P ZnpX,Aq ô Bc P SnpAq，
rcs P BnpX,Aq ô Dc1 P Sn`1pXq s.t. c ´ Bc1 P SnpAq

2. 一般に，R加群の短完全列 0 Ñ A Ñ B Ñ Cに対して，HompC,Gq Ñ

HompB,Gq Ñ HompA,Gq Ñ 0はやはり短完全列となる．これよ
り，SnpX,A;Gqの元は u P HompSnpXq, Gqで u|SnpAq “ 0となるも
のと一対一に対応する．この対応の元で，ă δrus, rcs ą“ă u, Bc ą．
よって，
rus P ZnpX,A;Gq ô ă u, Bc ą“ 0@c P Sn`1pXq，
rus P BnpX,A;Gq ô Dru1s P HompSn´1pXq, Gq s.t. ă u, c ą“ă

u1, Bc ą @c P Sn´1pXq．

l

2.4.2.2 普遍係数定理

【定理 2.55 ((コ)ホモロジーの普遍係数定理)】 　 pX,Aqを空間対，G
を加群とする．

1) 空間対のホモロジーに対して，自然な短完全系列

0 Ñ HnpX,A;ZqbG Ñ HnpX,A;Gq Ñ TorZpHn´1pX,A;Zq, Gq Ñ 0

が存在する．この短完全系列は分裂する．

2) 空間対のコホモロジーに対して，自然な短完全系列

0 Ñ ExtZpHn´1pX,A;Zq, Gq Ñ HnpX,A;Gq Ñ HompHnpX,A;Zq, Gq Ñ 0

が存在する．この短完全系列は分裂する．

l
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2.4.2.3 空間対の（コ）ホモロジー完全系列

【定理 2.56 (空間対のホモロジー完全系列)】 　

1. 空間対 pX,Aqに対して，次の完全系列が成り立つ：

¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ Hn`1pX,A;Gq
B˚

ÝÝÝÑ HnpA;Gq
i˚

ÝÝÝÑ HnpX;Gq

j˚
ÝÝÝÑ HnpX,A;Gq

B˚
ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ .

特に，A “ Hのとき次の完全系列が成り立つ：

¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ Hn`1pX,A;Gq
B˚

ÝÝÝÑ H̃npA;Gq
i˚

ÝÝÝÑ H̃npX;Gq

j˚
ÝÝÝÑ HnpX,A;Gq

B˚
ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ .

これらの完全系列は，空間対の連続写像に対して共変的関手性を
もつ．

2. 空間の三つ組みB Ă A Ă Xに対して，次の完全系列が成り立つ：

¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ Hn`1pX,A;Gq
B˚

ÝÝÝÑ HnpA,B;Gq
i˚

ÝÝÝÑ HnpX,B;Gq

j˚
ÝÝÝÑ HnpX,A;Gq

B˚
ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ .

この完全系列は，空間の３つ組の連続写像に対して共変的関手性を
もつ．

l

【定理 2.57 (空間対のコホモロジー完全系列)】 　

1. 空間対 pX,Aqに対して，次の完全系列が成り立つ：

¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ Hn´1pA;Gq
δ˚

ÝÝÝÑ HnpX,A;Gq
j˚

ÝÝÝÑ HnpX;Gq

i˚
ÝÝÝÑ HnpA;Gq

δ˚

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ .

特に，A “ Hのとき次の完全系列が成り立つ：

¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ H̃n´1pA;Gq
δ˚

ÝÝÝÑ HnpX,A;Gq
j˚

ÝÝÝÑ H̃npX;Gq

i˚
ÝÝÝÑ H̃npA;Gq

δ˚

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ .

これらの完全系列は，空間対の連続写像に対して反変的関手性を
もつ．
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2. 空間の三つ組みB Ă A Ă Xに対して，次の完全系列が成り立つ：

¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ Hn´1pA,B;Gq
δ˚

ÝÝÝÑ HnpX,A;Gq
j˚

ÝÝÝÑ HnpX,B;Gq

i˚
ÝÝÝÑ HnpA,B;Gq

δ˚

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ .

この完全系列は，空間の３つ組の連続写像に対して反変的関手性を
もつ．

l

2.4.2.4 切除定理とMayers-Vietorisの定理

【定義 2.58 (切除的)】 　 位相空間Xの部分空間X1, X2に対し，包含
写像

SpX1q ` SpX2q Ñ SpX1 Y X2q

がチェインホモトピー同値写像であるとき，組 tX1, X2uは切除的である
という．Y “ X1 Y X2におけるXiの内部を intYXiと書くとき，

Y “ intYX1 Y intYX2

ならば，tX1, X2uは切除的である． l

【定理 2.59 (Mayers-Vietoris完全系列)】 　 Xを位相空間，tX1, X2uを
Xの切除的な空間の組とするとき，関手性をもつ次の加群の完全系列が
存在する：

¨ ¨ ¨
∆

ÝÝÝÑ HnpX1 X X2;Gq
i1˚‘p´i˚2q

ÝÝÝÝÝÝÝÑ HnpX1;Gq ‘ HnpX2;Gq

j1˚`j2˚
ÝÝÝÝÝÑ HnpX1 Y X2;Gq

∆
ÝÝÝÑ Hn´1pX1 X X2;Gq ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ ,

¨ ¨ ¨
∆

ÝÝÝÑ HnpX1 Y X2;Gq
j˚
1 ‘pj˚

2 q
ÝÝÝÝÝÑ HnpX1;Gq ‘ HnpX2;Gq

i˚1 ´i˚2
ÝÝÝÑ HnpX1 X X2;Gq

∆
ÝÝÝÑ Hn´1pX1 Y X2;Gq ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

また，X1 X X2 “ Hであるときは，HqpH
qqを簡約ホモロジー（コホモ

ロジー）H̃qpH̃
qqで置き換えた完全系列が存在する． l
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【定理 2.60 (切除定理)】 　 U Ă A Ă X を位相空間X の部分空間の
列とし，部分空間 V で V̄ A

˝
かつ，X ´ V からX ´ U への変位レトラク

ション rtで rtpA ´ V q Ă A ´ V となるものが存在するなら，包含写像
i : pX ´ U,A ´ Uq Ñ pX,Aqは任意の係数群Gに対してホモロジー群と
コホモロジー群の同型

i˚ : HnpX ´ U,A ´ U ;Gq ÝÝÝÑ
–

HnpX,A;Gq,

i˚ : HnpX,A;Gq ÝÝÝÑ
–

HnpX ´ U,A ´ U ;Gq

を誘導する． l

2.4.3 CW複体の（コ）ホモロジー

【定義 2.61 (CW複体)】 　

1) Hausdorff空間の部分集合eに対して，相対同相写像ϕ : pDn, Sn´1q Ñ

pē, 9e “ ē ´ eqが存在するとき，すなわち，連続写像 ϕ : Dn Ñ ēで，
ϕpSn´1q Ă 9e，かつ ϕ : Dn ´ Sn´1 Ñ e “ ē ´ 9eが同相となる写
像 ϕが存在するとき，eを n(次元)胞体 (cell)，ϕをその特性写像
(characteristic map)という．

2) Hausdorff空間X の胞体の集合 teλ | λ P Λuは，次の条件を満たす
ときXの胞体分割という．

i) eµ X eν “ Hpµ “ νq.

ii) X “ YλPΛeλ.

iii) Xq :“ Yµ:dim eµďqeµとおくとき，dim eµ “ q`1ならば 9eµ Ă Xq.

3) 胞体分割の与えられたHausdorff空間Xを胞体複体，その０胞体を
頂点，Xqを q切片という．また，Xの部分集合Aと交わるXの胞
体 eに対して ē Ă Aが成り立つならば，Aと交わる胞体の全体はA

の胞体分割を与える．この胞体分割をもつAをX の部分複体とい
う．Xの胞体の数が有限，可算のときそれぞれ有限複体，可算複体
という．また，各点 x P X に対して，x P intAとなる有限（可算）
部分複体Aが存在するとき，Xは局所有限（可算）であるという．

4) 胞体複体Xから胞体複体 Y への連続写像 fは，fpXqq Ă Y qを満た
すとき，胞体写像という．
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5) 胞体複体Xは，次の２条件を満たすときCW複体という：

C) Xの各胞体 eに対して eを胞体として持つ有限部分複体が存在
する．

W) X の集合 U は，X の各胞体 eに対して U X ēが ēの開集合の
ときしかもそのときに限り開集合である．

l

【命題 2.62 (CW複体の性質)】 　 CW複体は次の性質を持つ．

1) 局所有限な胞体複体はCW複体である．（逆は成り立たない．）

2) CW複体X の胞体複体としての部分複体Aは閉集合であり，再び
CW複体となる．

3) CW複体はパラコンパクトな正規空間で，局所可縮である．

4) (胞体近似定理) CW複体の間の任意の連続写像に対して，それとホ
モトープな胞体写像が存在する．

5) CW複体とその部分複体との対は，任意の位相空間に対してホモト
ピー拡張性質をもつ．

6) CW複体は任意のファイバー空間に対して被覆ホモトピー性を持つ．

7) CW複体X,Y の積複体X ˆ Y は，X と Y のいずれかが局所有限
ないし両方が局所可算ならば，CW複体となる．

8) CW複体X,Y に対して，その積複体X ˆY はあるCW複体にホモ
トピー同値である．

9) 多面体 |K|はその開単体全体の集合を胞体分割として，正則 (ēq –

Dq)なCW複体となる．逆に，任意のCW複体に対して，それとホ
モトピー同値な多面体が存在する．

l
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【命題 2.63】 　 CW複体 X とその部分複体 Aの対 pX,Aqに対して，
X̄q “ Xq Y Aとおく．任意の係数群Gに対して

HqpX̄
n, X̄n´1;Gq “ 0 pq “ nq,

ÿ

λPΛn

ϕλ˚ :
ÿ

λPΛn

HnpDn
λ , S

n´1
λ ;Gq

–
ÝÑ HnpX̄n, X̄n´1;Gq

が成り立つ．特に，HnpX̄n, X̄n´1qは自由加群となる． l

【定義 2.64 (CW複体のチェイン複体)】 　

1) 加群CnpX,Aqを

CnpX,Aq :“ HnpX̄n, X̄n´1q

により定義する．さらに，B : CnpX,Aq Ñ Cn´1pX,Aqを空間対
pX̄n, X̄n´1qに対する連結準同型 B˚と射影準同型 j˚を用いて

B : HnpX̄n, X̄n´1q
B˚
ÝÑ Hn´1pX̄

n´1q
j˚
ÝÑ Hn´1pX̄

n´1, X̄n´2q

により定義する．このとき，pC˚pX,Aq, Bqはチェイン複体となる．
これをCW対 pX,Aqのチェイン複体という．

2) CW対 pX,Aqに対して，そのチェイン複体C˚pX,Aqから定義される
ホモロジー群H˚pC˚pX,AqbGqおよびコホモロジー群H˚pHompC˚pX,Aq, Gq

をCW対の胞体ホモロジー群および胞体コホモロジー群という．

l

2.4.4 Čechの (コ)ホモロジー

【定義 2.65 (Čechの（コ）ホモロジー)】 　位相空間Xの開被覆U に対
して，U に属する各開集合を頂点，共通部分が空でないnコの開集合の組
をn単体と定義すると，U から単体複体KpU qが作られる．Xとその部分
空間Aに対して，このようにして得られる単体複体の対を pKpU q, LpU 1qq

とすると，そのホモロジー群H˚pKpU q, LpU 1q;Gqおよびコホモロジー
群H˚pKpU q, LpU 1q;Gqが定義される．次に，Xの開被覆全体の属は，細
分により擬有向集合となり，これらのホモロジー群とコホモロジー群は
この擬有向集合に対して，それぞれ射影系および帰納系となる．それら
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の射影極限および帰納極限をそれぞれ，空間対 pX,Aqに対する Čechの
ホモロジー群およびコホモロジー群という：

Ȟ˚pX,A;Gq “ lim
Ð
H˚pKpU q, LpU 1q;Gq,

Ȟ˚pX,A;Gq “ lim
Ñ
H˚pKpU q, LpU 1q;Gq

l

【定理 2.66 (Lerayの定理 (定数係数の場合))】 　 位相空間X におい
て，その任意の開被覆に対して，その細分 U “ tUαuで開集合 Uαが可縮
なものが常に存在するならば，A加群Gを係数とする Čechコホモロジー
に対して

ȞqpU, Gq – ȞqpX,Gq

が成り立つ． l

【定理 2.67 (単体的（コ）ホモロジーと Čech(コ)ホモロジーの一致)】
　 単体分割可能な位相空間X “ |K|に対して，

H˚pK,Gq – Ȟ˚pX,Gq, H˚pK,Gq – Ȟ˚pX,Gq

が成り立つ． l

Proof. 位相空間X の任意の開被覆 U0 “ tUαuに対して，その単体分割
K0に対して重心細分を十分繰り返すと，対応するK “ SdrK0の各頂点
aiの開星状体OKpaiqは可縮で，その全体 UはXの開被覆となり Uの細
分を与える．したがって，Lerayの定理より，Ȟ˚pX,Gq – Ȟ˚pU, Gqが成
り立つ．
このとき，Čech複体 Č˚pUqの単体に対して，

ϕq : Ui0¨¨¨iq “ OKpai0q X ¨ ¨ ¨OKpaiqq ‰ H ô
@

ai0 , ¨ ¨ ¨ , aiq
D

P C˚pKq

より，Č˚pUqの単体とC˚pKqの単体が１対１に対応し，しかも ，この対
応は鎖群に対する境界作用素と可換となる：

BKq ϕq “ ϕqB̌q

よって，Ȟ˚pX,Gq – Ȟ˚pU, Gq – H˚pK,Gqとなる．この対応を余鎖複体
に翻訳することにより，直ちにコホモロジーに対する同様の結論が得ら
れる． Q.E.D.
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2.4.5 様々な (コ)ホモロジーの関係

【定義 2.68 (Eilenberg-Steenrodの公理)】 　

1) 次の３つの関数の集合をH˚で定義する：

i) 各位相空間対 pX,Aqと各整数 qに対して，Abel群HqpX,Aqを
対応させる関数．

ii) 各連続写像 f : pX,Aq Ñ pY,Bqと各整数 qに対して，準同型
f˚ : HqpY,Bq Ñ HqpX,Aqを対応させる関数．

iii) 各位相空間対 pX,Aqと各整数 qに対して，準同型 δ˚ : HqpAq “

HqpA,Hq Ñ Hq`1pX,Aqを対応させる関数．

H˚が次の７つの公理を満たすとき，H˚を位相空間対の圏上のコホ
モロジー理論という．

I) 1˚ “ 1

II) f : pX,Aq Ñ pY,Bq，g : pY,Bq Ñ pZ,Cqならば，pg ˝ fq˚ “

f˚ ˝ g˚．

III) (ホモトピー公理) f » g : pX,Aq Ñ pY,Bqならば，f˚ “ g˚．

IV) (完全性公理）つぎの系列は完全である：

¨ ¨ ¨
δ˚

ÝÝÝÑ HqpX,Aq
j˚

ÝÝÝÑ HqpXq
i˚

ÝÝÝÑ HqpAq

δ˚

ÝÝÝÑ Hq`1pX,Aq
j˚

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨ .

ここで，i : A Ă X，j : pX,ϕq Ă pX,Aq．

V) f : pX,Aq Ñ pY,Bqに対して，f˚ ˝ δ˚ “ δ˚ ˝ pf |Aq˚．

VI) (切除公理）Xの開集合 U が Ū Ă intAを満たすとき，

i˚ : HqpX,Aq – HqpX ´ U,A ´ Uq.

VII) (次元公理）Hqpptq “ 0 (q “ 0)．

コンパクトなHausdorff空間対のつくる圏上のコホモロジー理論も
同様に定義される．また，双対的に，圏上のホモロジー理論が定義
される．
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2) CW対の圏上の（コ）ホモロジー理論が，公理VI)を次の切除公理
に置き換えることにより定義される：X1, X2がある CW複体の部
分複体ならば，

i˚ : HqpX1 Y X2, X2q – HqpX1, X1 X X2q

l

【定理 2.69】 　

1) 単体複体，CW複体，多様体に対して，特異およぼ Čeckの（コ）ホ
モロジー群は同型となり，単体複体およびCW複体に対しては，そ
れぞれ単体的（コ）ホモロジー群および胞体的（コ）ホモロジー群
と同型となる．

2) Gを係数に持つ特異（コ）ホモロジー群は，位相空間対の圏上の
（コ）ホモロジー理論となる．

3) Gに係数をもつ Čeckコホモロジー群は，位相空間対の圏上のコホ
モロジー理論となる．体に係数を持つ Čeckホモロジー群は，コン
パクトなHausdorff空間の作る圏上のホモロジー理論となる．

4) Gに係数をもつ Čeck（コ）ホモロジー理論はCW対の圏上の (コ）
ホモロジー理論となり，同じ圏上で特異（コ）ホモロジー理論と同
型である．

l

2.4.6 局所系の (コ)ホモロジー

【定義 2.70 (局所系)】 　

1) Xを位相空間として，Xの点 xを点 yにつなぐ道の空間ΩpX;x, yq

のホモトピー類をMpy, xqとおく．Xの点を対象，Mpy, xqを射と
する圏をXの基本亜群とよび，ΠpXqと表す．

2) X の基本亜群 ΠpXqから圏 C への共変関手S を C に値を持つX

上の局所系という．
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3) C に値をとる局所系S に対して，γ P Mpx, xqにS pγq P AutpSxq

を対応させることにより定義される準同型

S̄x : π1pX, xq Ñ AutpSxq

を，S の xを基点とする特性準同型という．

l

【定理 2.71】 　

1) X を弧状連結な空間，x0 P X, C を圏とする．C に値をもつX 上
の局所系の同値類の全体と準同型 π1pX, x0q Ñ AutpAq(A P C )の共
役類の全体は特性準同型をとることにより１対１に対応する．

2) Xを弧状連結かつ局所弧状連結な空間とする．Xの弧状連結な開集
合の基に対して定義された圏C に値をとる前層S は，その射影が
常に同型射となるならば，そのストークSxが局所系を定義する．

l

【定義 2.72 (単純な局所系)】 　 X 上の局所系S は，特性準同型が
自明となるとき単純であるという．これは，S pγq : S pyq Ñ S pxqが
γ P Mpy, xqの取り方に依らないことと同値である． l

【定義 2.73 (n単純)】 　 位相空間X が弧状連結で，その上の局所系
tπnpX, xq;x P Xuが単純であるとき，Xは n単純であるという． l

2.4.7 無限チェインのホモロジー

【定義 2.74】 　Xを局所コンパクトな空間，S をR加群に値をもつX

上の局所系とする．このとき，X上の局所有限なS 係数特異 qチェイン
の全体を ŠqpX;S qとすると，ŠpX;S q “ pŠqpX;S q, Bqはチェイン複体
となる．このXの無限特異チェイン複体，そのホモロジー群を Ȟ˚pX;S q

と書き，Xの無限チェインのホモロジー群という． l
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2.4.8 コンパクト台のコホモロジー

【定義 2.75】 　Xを局所コンパクトな空間，S をその上の局所系とす
るとき，そのコンパクト集合の全体 tKuの帰納系 tS˚pX,X ´ K;S quに
対して，その帰納的極限

Š˚pX;S q :“ lim
Ñ
K

S˚pX,X ´ K;S q

をコンパクトな台をもつコチェイン複体，そのコホモロジー群 Ȟ˚pX;S q

をコンパクトな台のコホモロジー群という． l

【定理 2.76】 　Xを局所コンパクト空間，S をその上の局所系とする
とき，

Ȟ˚pX;S q “ lim
Ñ
K

H˚pX,X ´ K;S q

が成り立つ．さらに，自然な準同型

Ȟ˚pX;S q Ñ H˚pX;S q

が存在し，特にXがコンパクトであるときこの準同型は同型となる． l

2.5 (コ)ホモロジーの積演算

2.5.1 積の (コ)ホモロジー

【定理 2.77 (Eilenberg-Zilber)】 　 X, Y を位相空間，SpXq, SpY qを
それらの特異チェイン複体とするとき，特異チェイン複体SpX ˆY qから
SpXq b SpY qへの自然なチェイン写像 ρ : SpX ˆ Y q Ñ SpXq b SpY qで
あって，0次元において

ρpx, yq “ x b y px P X Ă S0pXq, y P Y Ă S0pyqq

を満たすものが，チェインホモトピー同値を除いて一意的に存在する．
また，SpXq bSpY qからSpXˆY qへの自然なチェイン写像κ : SpXq b

SpY q Ñ SpX ˆ Y qであって，0次元において

κpx b yq “ px, yq px P X, y P Y q

を満たすものが，チェインホモトピー同値を除いて一意的に存在し，ρの
チェインホモトピー逆写像となる． l
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【定義 2.78 (切除的)】 　 位相空間Xの部分空間X1, X2に対し，線形
写像 SpX1q ` SpX2q Ñ SpX1 Y X2qがチェインホモトピー同値写像とな
るとき，pX1, X2qは切除的であるという． l

【定義 2.79 (クロス積)】 　

1) 一般に，空間Zの特異 p単体 σに対する作用

Biσ “ σϵi : ∆
p´1 Ñ Z

(ϵi : ∆
p Ñ ∆p´1は，頂点の対応 r0, 1, ¨ ¨ ¨ , p´ 1s Ñ r0, ¨ ¨ ¨ , i´ 1, i`

1, ¨ ¨ ¨ , psにより定義される単体写像) により定義される線形写像を
Bi : SppZq Ñ Sp´1pZqとするとき，X ˆ Y の特異 n単体 pσ, τqに対
して，

ρpσ, τq “

n
ÿ

i“0

Bi`1 ¨ ¨ ¨ Bnσ b B0 ¨ ¨ ¨ Bi´1τ

で与えられる ρ : SpX ˆ Y q Ñ SpXq b SpY qは，自然なホモトピー
同値写像を与え，Alexander-Whitney写像と呼ばれる．ρのチェ
インホモトピー逆写像を κ : SpXq bSpY q Ñ SpX ˆY qと表記する．

2) 空間対 pX,Aq, pY,Bqに対して，合成写像

ˆ : HppX,A;G1q b HqpY,B;G2q
ˆ
ÝÑ Hp`qpSpX,A;G1q b SpY,B;G2qq

κ˚
ÝÑ Hp`qpSppX,Aq ˆ pY,Bq;G1 b G2qq

を特異ホモロジー群におけるクロス積という．tA ˆ Y,X ˆ Buが切
除的であるか，または pX,Aq, pY,BqがCW対でいずれか一方が局
所有限ならば，κ˚は同型写像である．

3) 空間対 pX,Aq, pY,Bqに対して，tA ˆ Y,X ˆ Buが切除的であるか，
または pX,Aq, pY,BqがCW対でいずれか一方が局所有限または有
限型（各 q切片が有限）とする．このとき，合成写像

ˆ : HppX,A;G1q b HqpY,B;G2q
ˆ
ÝÑ Hp`qpS˚pX,A;G1q b S˚pY,B;G2qq

ρ˚

ÝÑ Hp`qpS˚ppX,Aq ˆ pY,Bq;G1 b G2qq

を特異コホモロジー群におけるクロス積という．

l
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【定理 2.80 ((コ)ホモロジーに対するKünnethの公式)】 　 Rを単項イ
デアル整域であるとする．

1) 位相空間対 pX,Aq, pY,Bqに対して，tA ˆ Y,X ˆ Buが切除的であ
るとする．そのとき，標準的な短完全系列

0 ÝÝÝÑ
ř

p`q“nHppX,A;Rq bR HqpY,B;Rq
ˆ

ÝÝÝÑ HnppX,Aq ˆ pY,Bq;Rq

ÝÝÝÑ
ř

p`q“n´1Tor
RpHppX,A;Rq, HqpY,B;Rqq ÝÝÝÑ 0

が存在する．この短完全系列は分解する．

2) pX,Aq, pY,BqはCW複体対で，Xは有限型のCW複体とする．そ
のとき，自然な短完全系列

0 ÝÝÝÑ
ř

p`q“nH
ppX,Aq bZ H

qpY,Bq
ˆ

ÝÝÝÑ HnppX,Aq ˆ pY,Bqq

ÝÝÝÑ
ř

p`q“n`1Tor
ZpHppX,Aq, HqpY,Bqq ÝÝÝÑ 0

が存在する．この短完全系列は分解する．

l

2.5.2 カップ積とキャップ積

【定義 2.81 (カップ積)】 　 空間X とその部分空間 A1, A2を考える．
tA1 ˆ X,X ˆ A2uがX ˆ X で切除的であるか，tA1, A2uがX で切除的
であるとする．標準対角写像∆ : X Ñ X ˆ Xとクロス積の合成

⌣: HppX,A1;G1q ˆ HqpX,A2;G2q
ˆ
ÝÑ Hp`qppX,A1q ˆ pX,A2q;G1 b G2q

∆˚

ÝÝÑ Hp`qpX,A1 Y A2;G1 b G2q

をカップ積という．u P SppX;G1q, v P SqpX;G2q，σ P Sp`qpXqに対して

xσ, u ⌣ vy :“ xBp`1 ¨ ¨ ¨ Bp`qσ, uyxB0 ¨ ¨ ¨ Bp´1σ, vy P G1 b G2

とおくとき，

δpu ⌣ vq “ pδuq ⌣ v ` p´1qpu ⌣ pδvq,

rus ⌣ rvs “ ru ⌣ vs

が成り立つ． l
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【命題 2.82 (カップ積の性質)】 　 u P HppX,A1;Rq, v P HqpX,A2;Rq, w P

HrpX,A3;Rqとし，カップ積 u ⌣ vなどがすべて定義されているものと
する．

1) 連続写像 f : Y Ñ X で fpBiq Ă Ai(i “ 1, 2)となるものに対して，
f˚u ⌣ f vが定義されていれば，

f˚pu ⌣ vq “ f˚puq ⌣ f˚pvq P Hp`qpY,B1 Y B2;Rq

が成り立つ．

2) (結合律) pu ⌣ vq ⌣ w “ u ⌣ pv ⌣ wq．

3) Rが単位元を持つとする．そのとき，1 P H0pX;Rqに対して，

u ⌣ 1 “ 1 ⌣ u “ u P HppX,A1;Rq

4) Rは可換環であるとする．そのとき，

v ⌣ u “ p´1qpqu ⌣ v P Hp`qpX,A1 Y A2;Rq

l

【定義 2.83 (キャップ積)】 　 G1, G2を加群として，c “
ř

i σi b gi P

SnpX;G1q, u P SppX;G2qに対して，c ⌢ u P Sn´ppX;G1 b G2qを

c ⌢ u “
ÿ

i

B0 ¨ ¨ ¨ Bp´1σipgi b xBp`1 ¨ ¨ ¨ Bnσi, uyq

により定義する．このとき，

Bpc ⌢ uq “ p´1qppBc ⌢ u ´ c ⌢ δuq

が成り立ち，A,BがXの中で切除的ならば，積演算

⌢: HnpX,A Y B;G1q ˆ HppX,A;G2q Ñ Hn´ppX,B;G1 b G2q

が，rcs ⌢ rus “ rc ⌢ usにより定義される．この積をキャップ積という．
l
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【命題 2.84 (キャップ積の性質)】 　 Rは単位元をもつ可換環，X,Y は
位相空間，A,AiはXの部分空間，Biは Y の部分空間とする．

1) tA1, A2uはXの中で切除的，tB1, B2uは Y の中で切除的，f : X Ñ

Y は fpAiq Ă Bi(i “ 1, 2)となる連続写像とする．そのとき，c P

HnpX,A1 Y A2;Rq, v P HppY,B1;Rqに対して，

f˚pc ⌢ f˚vq “ f˚pcq ⌢ v P Hn´ppY,B2;Rq

が成り立つ．

2) c P HnpX,A1 Y A2 Y A3;Rq, u P HppX,A1;Rq, v P HqpX,A2;Rqに
対し，c ⌢ uなどのキャップ積はすべて定義されているものとする．
そのとき，

pc ⌢ uq ⌢ v “ c ⌢ pu ⌣ vq P Hn´p´qpX,A3;Rq

3) 単位コホモロジー類 1 P H0pX;Rqと任意の c P HnpX,A;Rqに対
して，

c ⌢ 1 “ c.

4) c P HnpX,A;Rq, u P HnpX,A;Rqに対し，

ϵ˚pc ⌢ uq “ xc, uy P R

が成り立つ．ただし，ϵ˚は添加写像 ϵ : S0pXq Ñ Zが誘導するホモ
ロジーの準同型H0pX;Rq Ñ Rを表す．

l
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2.6 例

2.6.1 Euler数とLefschetz数

【定義 2.85 (Lefschetz数とEuler数)】 　 pX,Aqが有限型のホモロジー
をもち，十分大きい nに対してHnpX,Aq “ 0となるとき，pX,Aqは有限
生成ホモロジーをもつという．このとき，HnpX,Aqの捻れ部分群をTnと
して，H̄npX,Aq “ HnpX,Aq{Tnとおくと，連続写像 f : pX,Aq Ñ pX,Aq

から誘導される写像 f
pnq
˚ : H̄npX,Aq Ñ H̄npX,Aqから定義される整数

Lpfq :“
8
ÿ

n“0

p´1qntrf pnq
˚

を f のLefschetz数という．また，特にLp1q，すなわち

χpX,Aq :“
8
ÿ

n“0

p´1qnbn

を空間対 pX,AqのEuler数という． l

【定理 2.86 (Hopf)】 　 pX,Aqを有限CW複体の対，f : pX,Aq Ñ pX,Aq

を胞体写像，それから誘導されるCnpX,Aqの準同型を f
pnq

7 とするとき，

Lpfq “

8
ÿ

n“0

p´1qntrf
pnq

7

が成り立つ．特に，f “ idに対して，Xの n胞体でAに含まれないもの
の個数を cnとするとき，

χpX,Aq “
ÿ

n

p´1qncn.

l

【定理 2.87 (和空間)】 　 Xを位相空間，tX1, X2uを切除的部分空間の
組でX1, X2および A “ X1 X X2がすべて有限生成ホモロジーをもつと
する．このとき，X “ X1 YX2も有限生成ホモロジーをもち，連続写像
f : X Ñ Xで fpXiq Ă Xiとなるものに対し，

Lpfq ` Lpf |Aq “ Lpf |X1q ` Lpf |X2q

が成り立つ．特に，

χpXq ` χpAq “ χpX1q ` χpX2q.

l
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【定理 2.88 (積空間)】 　 X,Y はともに有限生成ホモロジーをもつ
空間とする．このとき，X ˆ Y も有限生成ホモロジーをもち，連続写像
f : X Ñ X, g : Y Ñ Y に対し，

Lpf ˆ gq “ LpfqLpgq

が成り立つ．特に，
χpX ˆ Y q “ χpXqχpY q.

l

2.6.2 多様体

2.6.2.1 連結和

【命題 2.89】 　任意の位相空間Xに対して

HqpX ˆ I,X ˆ BIq – Hq´1pXq,

HqpX ˆ I,X ˆ BIq – Hq´1pXq.

l

【命題 2.90 (ホモロジー群)】 　 X,Y を n次元多様体（n ě 3）とする
とき，

HqpX7Y q – HqpXq ‘ HqpY q; 1 ď q ď n ´ 2

が成り立つ．さらに，X,Y が境界を持たないコンパクト多様体の時，

Hn´1pX7Y q – Hn´1pXq ‘ Hn´1pY q

l

【定理 2.91 (Euler数)】 　 X,Y を n次元多様体とするとき，

χpX7Y q “

$

’

&

’

%

χpXq ` χpY q ´ 1 ´ p´1qn ;X,Y compact,

χpXq ` χpY q ´ 1 ` p´1qn ;X,Y noncompact,

χpXq ` χpY q ´ 1 ; the other cases.

l
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2.6.2.2 RP n

1 Snの CW分割と CWチェイン複体： 単位球体Dk Ă Rkの標準の
向きを

uk : ∆
k “ p0, 1, ¨ ¨ ¨ , kq Ñ pv1, ¨ ¨ ¨ , vk, 0q Ă Dk

の定めるHkpDk, Dk ´ pv1 ` ¨ ¨ ¨ ` vkq{kq – HkpDk, Dk ´ 0qの元と
定義する．ここで，vjは j座標軸の単位点を表すベクトル．標準の
入射列

¨ ¨ ¨ Ă Rn´1 Ă Rn Ă ¨ ¨ ¨

に対して，Sn Ă Rn`1の k胞体を

ēk˘ “ Sn X Rk
˘ pk “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , nq

とおくと，
Sn “ e0` Y e0´ Y ¨ ¨ ¨ en` Y en´.

j : Rk`1 Ñ Rk を標準射影 jpx1, ¨ ¨ ¨ , xk`1q “ px1, ¨ ¨ ¨ , xkqとして，
ek˘の向きを

j˚rēk˘, Bē
k
˘s “ ˘rDk, BDks

により定めると，

BDk
˘ „ ˘Bpv1, ¨ ¨ ¨ , vk´1,˘vk, 0q

„ ˘p´1qk´1pv1, ¨ ¨ ¨ , vk´1, 0q ˘ p´1qkpv1, ¨ ¨ ¨ , vk´1,˘vkq ` ¨ ¨ ¨

において，

j˚pv1, ¨ ¨ ¨ , vk´1,˘vkq “ pv1, ¨ ¨ ¨ , vk´1, 0q „ Dk´1

より，
B˚rDk

˘, BD
k
˘s “ ¯p´1qkDk´1 ` p´1qkek´1

˘

よって，

Bek˘ “ ˘BrDk, BDk´1s “ ˘p´1qkpek´1
` ` ek´1

´ q pk “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq.

2) T : Rn`1 Ñ Rn`1を T pxq “ ´xにより定めると，

π : Sn Ñ RP n “ Sn{ t1, T u .
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RP nの胞体を
ek “ π˚pek`q

により定めると，e0, ¨ ¨ ¨ , enはRP nの胞体分割を与える：

RP n “ e0 Y e1 Y ¨ ¨ ¨ Y en.

このとき，
π˚pek´q “ p´1qk`1ek

より，
Bek “ p1 ` p´1qkqek´1.

すなわち，

0 Ñ Cn
ˆp1`p´1qnq
ÝÝÝÝÝÝÝÑ Cn´1 ¨ ¨ ¨C2

ˆ2
ÝÑ C1

0
ÝÑ C0 Ñ 0.

よって，
H0pRP nq “ Z,
H2kpRP nq “ 0 pk ą 0q,

H2k´1pRP nq “ Z2 p2k ´ 1 ă nq,

H2k´1pRP nq “ Z p2k ´ 1 “ nq.
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3 ホモトピー
Last update: 2011.7.18

3.1 基本事項

【定義 3.1 (ホモトープ)】 　位相空間X,Y の間の２つの写像f, g : X Ñ Y

に対して，I を区間 r0, 1sとして，連続写像 F : I ˆ X Ñ Y が存在し
て，F p0, xq “ fpxq, F p1, xq “ gpxqとなるとき，f と g はホモトープ
(homotope)であるといい，f » gで表す． l

【定義 3.2 (ホモトピー同値，ホモトピー型)】 　位相空間X,Y の間の写
像 f : X Ñ Y および g : Y Ñ Xが存在して，g˝f » idXおよび f ˝g » idY
が成り立つとき，Xと Y はホモトピー同値，または同じホモトピー型を
持つという．
また，写像 f : X Ñ Y がXとY のホモトピー群の間の同型を誘導する
とき，Xと Y とは弱ホモトピー同値であるという．Xと Y がホモトピー
同値なら，弱ホモトピー同値である． l

【定理 3.3 (J. H. C. Whitehead)】 　 CW複体X,Y が弱ホモトピー
同値なら，ホモトピー同値である．すなわち，CW複体については，ホ
モトピー同値類はホモトピー群で完全に決定される． l

3.2 Lie群のホモトピー

3.2.1 コンパクトLie群

【定理 3.4 (安定ホモトピー)】 　 nを kに対して十分大きく取れば，古
典コンパクト単純 Lie群Gのホモトピー群は nに依存しなくなる．具体
的には，k ě 2のとき，

πkpUq “ πkpUpnqq – πkpSUpnqq, n ě pk ` 1q{2, (4)

πkpOq “ πkpSOpnqq, n ě k ` 2, (5)

πkpSpq “ πkpSppnqq, n ě pk ´ 1q{4. (6)

l
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【定理 3.5 (Bottの周期性)】 　

πkpUq –

#

8 ; k ” 1pmod2q,

0 ; k ” 0pmod2q.
(7)

πkpOq –

$

’

&

’

%

8 ; k ” 3, 7pmod8q,

2 ; k ” 0, 1pmod8q,

0 ; k ” 2, 4, 5, 6pmod8q.

(8)

πkpOq –

$

’

&

’

%

8 ; k ” 3, 7pmod8q,

2 ; k ” 4, 5pmod8q,

0 ; k ” 0, 1, 2, 6pmod8q.

(9)

l

【定理 3.6 (低次のホモトピー群)】 　 Gをコンパクト連結 Lie群とす
る：G “ SOpnq pn ě 2q, Spinpnq pn ě 3q, Upnq pn ě 1q, SUpnq pn ě 2q,

Sppnq pn ě 1q, G2, F4, E2, E6, E8.

1) 基本群 π1pGq:

π1pGq –

$

’

&

’

%

8 ;G “ Upnq pn ě 1q, SOp2q,

2 ;G “ SOpnq pn ě 3q,

0 ;その他
(10)

2) π2pGq:

π2pGq “ 0. (11)

3) π3pGq:

π3pGq –

$

’

&

’

%

0 ;G “ U p1q – SOp2q

8 ` 8 ;G “ SOp4q Spinp4q

8 ;その他
(12)

4) π4pGq:

π4pGq –

$

’

&

’

%

2 ` 2 ;G “ SOp4q Spinp4q

2 ;G “ Sppnq, SUp2q, SOp3q, SOp5q, Spinp3q, Spinp5q

0 ;G “ SUpnq pn ě 3q, SOpnq pn ě 6q, G2, F4, E6, E7, E8

(13)
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5) π5pGq:

π5pGq –

$

’

’

’

&

’

’

’

%

2 ` 2 ;G “ SOp4q Spinp4q,

2 ;G “ Sppnq, SUp2q, SOp3q, SOp5q, Spinp3q, Spinp5q

8 ;G “ SUpnq pn ě 3q, SOp6q, Spinp6q

0 ;G “ SOpnq, Spinpnq pn ě 7q, G2, F4, E6, E7, E8

(14)

l
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4 Manifolds

Last update: 2023 年 2 月 9 日

4.1 ホモロジー多様体

出典

• 田村一郎著「トポロジー」 (岩波全書, 1972)

4.1.1 局所ホモロジー群

【定義 4.1 (星状複体とまつわり複体)】 　 Kを n次元単体複体 (n ě 1)

とする．

i) 多面体 |K|の１点 pに対して，Kの単体で pを含むものの全体とそ
のすべての辺単体からなるK の部分複体を，K における pの星状
複体といい，SKppqで表す：

SKppq “ tσ P K | Dσ1 P K : σ ă σ1u (15)

ii) Kにおける pの星状複体 SKppqに属する単体 σで p R σとなるもの
の全体 LKppqはKの部分複体となる. この部分複体をKにおける
pのまつわり複体，|LKppq|を pのまつわり多面体という．

l

【定義 4.2 (局所ホモロジー群)】 　複体Kの点pに対して，HqpLKppqq(q “

0, 1, ¨ ¨ ¨ 9をKにおけるPの局所ホモロジー群という．Kがn次元 (n ě 2)

で，pが n単体の内点のとき，

HqpLKppqq “ HqpKpBσnqq “

#

Z ; q “ 0, n ´ 1

0 ; q ‰ 0, n ´ 1

となる． l

【定理 4.3 (局所ホモロジー群 vs単体分割)】 　 K, K 1 を単体複体，
f˚ : |K| Ñ |K 1|を同相写像とするとき，H˚pLKppqqとH˚pLK1pfppqqqは
同型である．すなわち，局所ホモロジー群は単体分割の取り方に依存し
ない． l
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【定義 4.4 (単体分割な能な位相空間の局所ホモロジー群)】 　 X を
単体分割可能な位相空間，pK, tqをその単体分割とするとき，p P X に
対して，H˚pLKpt´1ppqqqをX の点 pに関する局所ホモロジー群といい，
H˚pLXppqqで表す． l

【定理 4.5 (複体次元の不変性)】 　 単体複体K, K 1に対して，|K|と
|K 1|が同相なら，常に，dimK “ dimK 1となる． l

4.1.2 ホモロジー多様体

【定義 4.6 (ホモロジー多様体)】 　 位相空間M が単体分割可能で，あ
る自然数 nに対して，その任意の点 xにおける局所ホモロジー群が

H˚pLMpxqq – H˚pSn´1q

を満たすとき，M をホモロジー多様体という．nをM の次元 (と)いい，
dimM で表す． l

【定義 4.7 (局所ユークリッド的)】 　 位相空間M の任意の点 xに対し
て，xを含み pDnq˝と同相な近傍が存在するとき，M は局所ユークリッ
ド的であるという．nをM の次元といい，dimM で表す． l

【定理 4.8】 　位相空間M が局所ユークリッド的で n次元なら，M は
n次元ホモロジー多様体である． l

【注 4.9 (局所ユークリッド的 vs ホモロジー多様体)】 　 １次元，２次
元，３次元ホモロジー多様体は局所ユークリッド的であるが，４次元の
ホモロジー多様体は必ずしも局所ユークリッド的ではない． l

4.1.3 組合せ多様体

【定義 4.10 (複体の細分)】 　 単体複体 K, K̃ に対して，同相写像
h : |K̃| Ñ |K|が，「 任意の σ̃ P K̃ に対して，hpσ̃q Ă σ P K となる単体
σが存在し，h|σ̃ : σ̃ Ñ σが線形写像となる」という条件を満たすとき，
pK̃, hqをKの細分という． l
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【例 4.11 (重心細分)】 　 単体複体Kの単体列：σ0 ă σ1 ¨ ¨ ¨ ă σkにそ
の各単体の重心の列 pb0, ¨ ¨ ¨ , bkqを頂点とする単体を対応させるとき，こ
のようにして得られる単体全体は単体複体となる．この複体をKの重心
細分 (と)よび，SdpKqで表す．|SdpKq| “ |K|でSdpKqはKの細分とな
る． l

【定義 4.12 (組合せ的に同値)】 　 複体K, K 1に対して，両者の細分と
なる複体 K̃が存在するとき (共通細分), KとK 1は組合せ的に同値である
という． l

【定義 4.13 (組み合わせ多様体)】 　 位相空間Mのある単体分割 tK, tu

が存在して，|K|の任意の点 pにおいてLKppqとKpBσnqが常に組合せ的
に同値であるとき，対 (M, K)を組合せ多様体という． l

【注 4.14 (様々な多様体の定義の関係)】 　

単体複体 Ąホモロジー多様体 Ą単体分割可能な位相多様体 Ą組合せ多様体

l

4.1.4 多様体の向きと基本ホモロジー類

【定義 4.15 (結い)】 　 複体Kに対して，その部分複体K1, K2が次の
３条件を満たすとき，KをK1とK2の結いといい，K1 ˚ K2と表す．

i) K1 X K2 “ H.

ii) Kの頂点はK1かK2に属する．

iii) |ai0 ¨ ¨ ¨ air |をKの単体，|a1
j0

¨ ¨ ¨ a1
js |をK 1の単体とするとき，|ai0 ¨ ¨ ¨ aira

1
j0

¨ ¨ ¨ a1
js |

が常にKの単体となっている．

l

【補題 4.16】 　

1) K 1 を r 個の点からなる０次元複体とするとき，n ě 1に対して，
HnpK 1 ˚ KpBσnqq – ‘r´1Zとなる．
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2) 複体 K が H˚pKpBσ1q ˚ Kq – H˚pSnq を満たすなら，H˚pKq –

H˚pSn´1qである．

l

【定理 4.17 (ホモロジー多様体の基本構造)】 　 Mをn次元ホモロジー
多様体，tK, tuをM の単体分割とするとき，

(i) dimK “ nで，Kの任意の単体はKのある n単体の辺単体である．

(ii) Kの任意の pn´ 2q単体 σn´1に対して，σn´1を辺単体に持つKの
n単体がちょうど２つある．

l

Proof. (i) まず，dimK “ n1として，pをσn
1

P Kの内点とすると，明
らかにLKppq “ Bσn

1

– Sn
1´1なので，H˚pLKppqq – H˚pSn´1qより，

n1 “ nとなる．次に，σ P Kを含む単体の最大次元mが n´ 1以下
だとすると，対応する σmの内点 qに対し，LKpqq “ Bσm – Sm´1

となるので，H˚pLKpqqq – H˚pSn´1qに反する．

(ii) K の勝手な pn ´ 1q 単体 σn´1 に対し，それを辺とする n 単体を
σn1 , ¨ ¨ ¨ , σnr (σ

n
i “ qi˚σ

n´1)とすると，σn´1の内点pのまつわり複体は
LKppq – tq1, ¨ ¨ ¨ , qru˚KpBσn´1q. よって，Hn´1pLKppqq – ‘r´1Z –

Zとなるので，r “ 2.

Q.E.D.

【定義 4.18 (向き付け可能)】 　 M を n次元ホモロジー多様体，tK, tu

をその単体分割とする．いま，Kの n単体すべてに向きを与えて，２つ
の接する n単体から共有する pn´ 1q単体に誘導される向きがちょうど反
対向きとなっているようにできるとき，Mは向き付け可能であるという．

l

【定理 4.19 (弧状連結成分)】 　 Mを n次元ホモロジー多様体とすると
き，その各弧状連結成分は再び n次元ホモロジー多様体となる． l

【補題 4.20】 　M を弧状連結な n次元ホモロジー多様体，tK, tuをそ
の単体分割とするとき，Kの任意の２つの n単体 σ, σ1に対して，n単体
の列 σ “ σ0, σ1, ¨ ¨ ¨ , σr “ σ1が存在して，σiと σi`1(i “ 0.1, ¨ ¨ ¨ , r ´ 1)が
共通の pn ´ 1q単体を辺単体として持つようにできる． l
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【定理 4.21 (向き付け可能性のホモロジーによる特徴付け)】 　 Mを弧
状連結な n次元ホモロジー多様体とするとき，つぎのことが成り立つ．

(i) HnpMqは Zと同型か 0.

(ii) Mが向き付け可能であるための必要十分条件はHnpMq – Zである．

l

【定義 4.22 (基本ホモロジー類)】 　 向き付け可能で弧状連結なホモロ
ジー多様体M の単体分割 tK, tuに向きをつけることは，HnpMq – Zの
生成元を一つ指定することと同等である．そこで，HnpMqの生成元を指
定することをM に向きをつけるといい，この生成元をM の基本ホモロ
ジー類 (と)いう． l

【定理 4.23 (Z2係数の基本ホモロジー類)】 　 M を弧状連結な n次元
ホモロジー多様体とすると，HnpM,Z2q – Z2である．このHnpM,Z2qの
生成元を，Z2係数の基本ホモロジー類と呼ぶ． l

4.1.5 ２次元ホモロジー多様体（閉曲面）の分類定理

【定理 4.24 (1次元ホモロジー多様体)】 　弧状連結な１次元ホモロジー
多様体は１次元球面 S1と同相である．特に，１次元ホモロジー多様体は
組合せ多様体となる． l

【定理 4.25 (２次元ホモロジー多様体の多角形構成)】 　

(i) 正 2n角形 (n ě 2)において，2n個の辺を任意に２つずつ対にし，
対になっている２辺を同一視すれば，弧状連結なホモロジー多様体
が得られる．逆に，弧状連結な２次元ホモロジー多様体は常にこの
ような構成で得られる．

(ii) ２次元ホモロジー多様体は２次元組合せ多様体である．

l

56 目次へ



目次へ

Proof. • (i)の前半：図 1 に示したように，pが多角形Ωの内点の時
および頂点以外の辺上にあるとき，明らかにLKppqはKpBσ2qと組
合せ的に同値．また，pが多角形の頂点の場合も，pと同一視され
る多角形の各頂点の Ωにおける星状体 (– I1)を p端点とする線分
に沿って順次つないでできる多角形が pの星状体となるので，やは
りLKppqはKpBσ2qと組合せ的に同値となる．よって，Ωから得ら
れる面は，弧状連結な２次元組合せ多様体となる．

• (i)の後半：逆に，２次元ホモロジー多様体Mの単体分割Kにより
得られる２単体の一つ σ1p“ Ω1qを取り，その辺の一つ選ぶと，基
本定理 4.17 より，それと辺を共有する別の２単体 σ2が一つだけ存
在する．この単体を共有辺に沿って σ1に貼り付け，σ2に適当な線
形変換を施すと凸多角形Ω2がえら得る．次のこの多角形の辺を一
つ選び，それを共有２単体 σ3をΩ2に接着し変形すると，再び凸多
角形Ω3が得られる．複体に含まれる２単体の数は有限でMは弧状
連結なので，この操作を有限会繰り返すことにより，すべての 2単
体を貼り付けた凸多角形Ωが得られ，元の複体は，この多角形の適
当な２辺ずつを貼り合わせたものと一致する．したがって，Ωの辺
の数は偶数で，Ωは同相変換により正多角形に同相となる．

Q.E.D.

【定義 4.26 (多角形の辺の同一視の記述)】 　 ホモロジー曲面に対応す
る 2n多角形の境界と各辺に向きを与え，各辺に適当に記号を付与し，辺
の向きが境界の向きと同じときは x, 逆向きの時は x´1と表記する．また，
同一視される辺には同じ記号を用いる．これにより，多角形の境界の同
一視の構造は，xyxzy´1z´1 ¨ ¨ ¨ のように記号列で表される．
この記述法のもとで，境界を表す記号列に辺の対xが ¨ ¨ ¨ x ¨ ¨ ¨ x´1 ¨ ¨ ¨ な
いし ¨ ¨ ¨ x´1 ¨ ¨ ¨ x ¨ ¨ ¨の用に現れるとき，xは第１種の辺といい，̈ ¨ ¨ x ¨ ¨ ¨ x ¨ ¨ ¨

ないし ¨ ¨ ¨ x´1 ¨ ¨ ¨ x´1¨という形で現れるとき第２種の辺という． l

【定理 4.27 (向き付け可能性との対応)】 　 正 2n角形Ωから対になっ
ている辺を同一視して得られる２次元ホモロジー多様体（閉曲面）M が
向き付け可能であるための必要十分条件は，辺の対のすべてが第１種で
あることである． l

Proof. ２単体の取りかで向きを定めると Ωのすべての２単体には，（平
行移動により）自然な向きが定まり，Ωの辺でない１単体の向きに関し
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図 1: n “ 4の場合の２次元曲面の単体分割

てそれらは整合的である．このとき，この多角形の向きから誘導される
各辺の向きに関して，同一視される辺の両側の向きが整合的であるため
には，対応する辺の対が第１種でなければならない．したがって，向き
付け可能なら第１種のみとなる．逆に第１種のみなら，多角形内部の自
然な向き付けが内部においても，辺においても整合的となりM の向きを
定める． Q.E.D.

【定義 4.28 (2次元ホモロジー多様体の多角形表示の同値変形)】 　 2

次元ホモロジー多様体M の多角形表示に対する次の変形は，ホモロジー
多様体の同型を与える：

I 多角形の周の文字列をサイクリックにずらす： xP Ñ Px (P は任
意の文字列）

II xx´1の簡約： Pxx´1Q, Px´1xQ Ñ PQ
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III xQ Ñ w: PxQRx´1 Ñ PwRQw´1

IV xQ Ñ w: PxQxR Ñ PwwQ´1R

V Qx Ñ w: PQxxR Ñ PwQ´1wR
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VI 互いに同一視される多角形の頂点の数を１つ増やす変換：

l

【定理 4.29 (２次元閉曲面の標準多角形表示)】 　 弧状連結な２次元ホ
モロジー多様体（閉曲面）は，正 2n角形Ωの辺を次の文字列に従って同
一視したものと同相である．

(i) M0: xx
´1

(ii) Mg: x1y1x
´1
1 y´1

1 ¨ ¨ ¨ xgygx
´1
g y´1

g

(iii) M 1
k: x1x1x2x2 ¨ ¨ ¨ xkxk

ここで，(i)と (ii)の場合は向き付け可能，(iii)の場合は向き付け不可能
である． l

【定理 4.30 (2次元閉曲面のホモロジー群)】 　 定理 4.29 で得た２種類
の閉曲面のホモロジー群は次式で与えられる：

(i) H0pM0q – H2pM0q – Z, H1pM0q “ 0,

(ii) H0pMgq – H2pMgq – Z, H1pM0q “ 0 ‘2g Z

(iii) H0pM 1
kq – Z, H2pM 1

kq “ 0, H1pM
1
kq – Z2 ‘k´1 Z

l

Proof. 閉曲面に対応する正 2n角形の単体分割K に関する中心 Oの星
状体を SKpOq，K の重心細分 K̃ に関する O の星状体 SK̃pOqに含まれ
ない K̃ の 2単体とその辺の全体からなる K̃ の部分複体をK 1とすると，
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|K 1| Y |SKpOq| “ |K|かつ |BSKpOq| – S1が |K 1 X SKpOq|の変異レトラ
クトとなっている．よって，Meyers-Vietrisの定理より，完全系列

¨ ¨ ¨ ÝÝÝÑ H2pS
1q “ 0

ψ2
ÝÝÝÑ H2pK

1q ‘ H2pSKpOqq
ϕ2

ÝÝÝÑ H2pKq

∆2
ÝÝÝÑ H1pS

1q
ψ1

ÝÝÝÑ H1pK
1q ‘ H1pSKpOqq

ϕ1
ÝÝÝÑ H1pKq

∆1
ÝÝÝÑ H0pS

1q
ψ0

ÝÝÝÑ H0pK
1q ‘ H0pSKpOqq

ϕ0
ÝÝÝÑ H0pKq ÝÝÝÑ 0

が得られる．ここで，ψ “ i1˚ ‘ p´i2˚q, ϕ “ j1˚ ` j2˚である．

一点Oは SKpOqの変位レトラクト，図に示した S1の 2gp“ 2hq個およ
び k個のS1のウェッジ和F “

Žm S1(m “ 2g, k)がK 1の変位レトラクト
となるので，上の完全系列は次のように分解する：

0
ϕ2

ÝÝÝÑ H2pKq
∆2

ÝÝÝÑ Z ψ1
ÝÝÝÑ ‘mZ ϕ1

ÝÝÝÑ H1pKq ÝÝÝÑ 0

0 ÝÝÝÑ Z ψ0
ÝÝÝÑ Z ‘ Z ϕ0

ÝÝÝÑ H0pKq ÝÝÝÑ 0

ここで，Kが向き付け可能なとき，

ψ1prS1sq “ ra1b1a
´1
1 b´1

1 ¨ ¨ ¨ agbga
´1
g b´1

g s “ ra1s ` rb1s ´ ra1s ´ rb1s ` ¨ ¨ ¨ “ 0

したがってH1pKq – ‘2gZとなる．また，Kは弧状連結なので，H0pKq –

Zとなる．
一方，Kが向き付け可能でないとすると，H2pKq “ 0．また，

ψ1prS1sq “ ra1a1a2a2 ¨ ¨ ¨ akaks “ 2pra1s ` ¨ ¨ ¨ ` raksq

より，H1pKq – Z2 ‘k´1 Zとなる．やはり，弧状連結性より H0pKq –

Z． Q.E.D.

【定理 4.31 (２次元閉曲面の分類定理)】 　 ２つの２次元ホモロジー多
様体が同相であるための必要十分条件は，そのホモロジー群が同型とな
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ることである．さらに，オイラー数は

χpMgq “ 2 ´ 2g pg “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ q,

χpM 1
kq “ 2 ´ k pk “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q

となるので，弧状連結な２次元ホモロジー多様体は向き付け可能性とオ
イラー数により分類される． l

4.2 位相多様体

【定義 4.32 (位相多様体)】 　 n次元Euclide空間Rnの半空間tx “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq P Rn | xn ě 0u

をHn，その部分空間 tx P Hn | xn “ 0uを BHnと表す．

i) Hausdorff空間M の各点 pがHnの開集合と同相な近傍 Uppqをも
つとき，M を n次元位相多様体という．

ii) n次元位相多様体M の開近傍 U と U からHnの開集合への同相写
像 ψの組 pU, ψqを，座標近傍という．さらに，座標近傍の族 S “

tUα, ψαuαPAで tUαuαPAがM の開被覆となるものを，座標近傍系と
いう．

iii) n次元位相多様体Mの座標近傍系S “ tUα, ψαuαPAに対して，BM “

YαPAψ
´1
α pBHnqをM の境界という．

l

4.3 Poincaréの双対定理

4.3.1 ホモロジー多様体における双対定理

【定義 4.33 (ホモロジー多様体)】 　 nを非負整数とする．位相空間X

が局所有限な単体集合Kによる単体分割をもち，各点 x Pで

HqpX,X ´ x;Zq “

#

Z pq “ nq

0 pq ‰ nq
(16)

が成り立つとき，Xは n次元ホモロジー多様体という．ホモロジー多様
体は局所コンパクトHaussdorf空間である． l
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4.3.1.1 双対分割

【定義 4.34 (双対胞体)】 　 Mを弧状連結な n次元ホモロジー多様体多
様体（n ě 2），tK, tuをその単体分割とする．Kの q単体 σqに対し，そ
の重心を rσqsと表すことにすると，rσqsは，Kの重心細分 SdpKqの頂点
となる．したがって，Kの増大する単体列に，次のように，SdpKqの単
体を対応させる：

σq ň σ1 ň ¨ ¨ ¨ ň σr ÞÑ |rσqsrσ1s ¨ ¨ ¨ rσrs|

σqを一つ固定するとき，このようにして定義される単体とそのすべての
辺単体からなる集合

∇pσqq ” tτ P SdpKq | τ ă |rσqsrσ1s ¨ ¨ ¨ rσrs|, σ
q ň σ1 ň ¨ ¨ ¨ ň σru

は SdpKqの n ´ q次元部分複体となる．このようにして得られる複体に
対応する多面体 |∇pσqq|をKにおける σqの双対胞体と呼ぶ．SKppqと同
様，∇pσqqは可縮である．
∇pσqqに属する単体で，rσqsを含まないものの全体を

Lpσqq ” tτ P ∇pσqq | rσqs R τu

で表すと，Lpσqqは∇pσqqのn´q´1次元部分複体となり，rσqs ˚Lpσqq “

∇pσqqが成り立つ． l

【定理 4.35 (Lpσqqの基本的性質)】 　 0 ď q ď n ´ 2とすると，Lpσqq

は向き付け可能な n´ q ´ 1次元ホモロジー多様体となる．特に，次が成
り立つ．
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(i) τ をLpσqqの任意の単体とすると，Lpσqqの n´ q ´ 1単体で τ を辺
単体に持つものが存在する．

(ii) τn´q´2を Lpσqqの n ´ q ´ 2単体とすると，それを共通の辺として
持つ Lpσqqの n ´ q ´ 1単体がちょうど２つある．

(iii) H˚pLpσqqq – H˚pSn´q´1q

(iv) Lpσqqのすべての n´ q ´ 1単体 τn´q´1
1 , ¨ ¨ ¨ , τn´q´1

s を互いに同調す
る向き

@

τn´q´1
i

D

pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , sqがとれて，

zn´q´1 ”
@

τn´q´1
1

D

` ¨ ¨ ¨ `
@

τn´q´1
s

D

に代表されるホモロジー類 rzn´q´1sがHn´q´1pLpσqqq – Hn´q´1pS
n´q´1q –

Zの生成元となる．

l

【定義 4.36 (双対鎖複体のホモロジー群)】 　ホモロジー多様体Mの単体
分割を tK, tuとして，その q単体σqの双対複体∇pσqqから，Cn´qp∇pσqqq

の元を
x∇pσqqy ” rσqs ˚ zn´q´1 “

ÿ

j

rσqs ˚
@

τn´q´1
j

D

により定義し，その生成するCn´qpSdpKqqの部分加群をC∇
n´qpKqと表す．

このとき，σqを辺とするKの q ` 1単体の全体を σ̄q`1
1 , ¨ ¨ ¨ , σ̄q`1

u とする
とき，適当に ϵi “ ˘1を選ぶと，B1を SdpKqの境界準同形として，

B1px∇pσqqyq “ ϵ1
@

∇pσ̄q`1
1 q

D

` ¨ ¨ ¨ ` ϵu
@

∇pσ̄q`1
u q

D

が成り立つ．したがって，B1を pC∇
˚ pKqに制限した準同形を B∇と書くこ

とにすると，pC∇
˚ pKq, B∇qは B∇

q`1B∇
q “ 0を満たす鎖複体となる．この鎖

複体から定義されるホモロジー群をH∇
˚ pKqで表す． l

【定理 4.37】 　H∇
˚ pKq – H˚pSdpKqqが成り立つ． l
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4.3.1.2 Poincaréの双対定理

【補題 4.38 (∇pσqqの n ´ q単体の向き付け)】 　 まず，SdpKqの単体
|rσ0s, ¨ ¨ ¨ , rσqs|(dimσj “ j, σ0 ň σ1 ň ¨ ¨ ¨ ň σq)を σqの向きから誘導され
た向きに向き付けたものを

ϵσ0,¨¨¨ ,σq xrσ0s, ¨ ¨ ¨ , rσqsy

とおく．ϵ˚ “ ˘1である．次に，SdpKqの基本ホモロジー類 µを一つ選
び，SdpKqの単体 |rσqs, ¨ ¨ ¨ , rσns|の向き付け

ϵσq ,¨¨¨ ,σn xrσqs, ¨ ¨ ¨ , rσnsy

を，
ϵσ0,¨¨¨ ,σqϵσq ,¨¨¨ ,σn xrσ0s, ¨ ¨ ¨ , rσnsy

が µから SdpKqの n単体 |rσ0s ¨ ¨ ¨ rσns|に誘導された向きと一致するよう
に決める．
このとき，

x∇ xσqyy “
ÿ

σq`1ň¨¨¨ňσn

ϵσq ,¨¨¨ ,σn xrσqs, ¨ ¨ ¨ , rσnsy

となり，
B∇
n´q x∇ xσqyy “ p´1qq`1

ÿ

σq`1

ησqσq`1 x∇ xσq`1yy

が成り立つ．ここで，

Bq`1 xσq`1y “
ÿ

σq

ησqσq`1 xσqy

である． l

Proof. まず，ϵσ0¨¨¨σqと ϵσ0¨¨¨σq`1 (σ0 ň ¨ ¨ ¨ ň σq`1)の関係を求める．いま，

xσq`1y “ ϵq`1 xx0, ¨ ¨ ¨ , xq`1y ,

xσqy “ ϵq xx0, ¨ ¨ ¨ , xqy ,

vi “ xi ´ x0 pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , q ` 1q,

ci “
1

i ` 1
pv1 ` ¨ ¨ ¨ ` viq pi “ 1, ¨ ¨ ¨ , q ` 1q
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に対し，

Ω ” ϵq`1v1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vq`1 “ aϵσ0¨¨¨σq`1c1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ cq`1 pa ą 0q,

Ω1 ” ϵqv1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vq ^ n “ bϵσ0¨¨¨σqc1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ cq ^ n pb ą 0q

が成り立つ．ここで，ϵq`1, ϵq “ ˘1は，それぞれ，単体 σq`1, σqの向き，
nは σqにおける σq`1からみて外向きの法ベクトルで，

n “ xq`1cq`1 ` xqcq ` ¨ ¨ ¨ ñ n “
xq`1

q ` 1
vq`1 ` yqvq ` ¨ ¨ ¨

より，

Ω1 “ ϵqϵq`1
xq`1

q ` 1
Ω “ bxq`1ϵσ0¨¨¨σqc1^. . . cq`1 “ aϵqϵq`1

xq`1

q ` 1
ϵσ0¨¨¨σq`1c1^¨ ¨ ¨ cq`1

より，
ϵσ0¨¨¨σq`1 “ ϵqϵq`1ϵσ0¨¨¨σq`1

よって，
ϵσq ¨¨¨σn “ ϵqϵq`1ϵσq`1¨¨¨σn

を得る．ここで，

B xσq`1y “ p´1qq`1ϵq`1 xx0, ¨ ¨ ¨ , xqy ` ¨ ¨ ¨ “ p´1qq`1ϵqϵq`1 xσqy ` ¨ ¨ ¨

より，

ϵqϵq`1 p´1qq`1ησqσq`1 ñ ϵσq ¨¨¨σn “ p´1qq`1ησqσq`1ϵσq`1¨¨¨σn .

よって，

B∇
n´q x∇ xσqyy “

ÿ

σq`1,¨¨¨ ,σn

ϵσq ,¨¨¨ ,σnB1 xrσqs, ¨ ¨ ¨ , rσnsy

“ p´1qq`1
ÿ

σq`1

ÿ

σq`2¨¨¨σn

ησqσq`1ϵσq`1¨¨¨σn xrσq`1s, ¨ ¨ ¨ , rσnsy

“ p´1qq`1
ÿ

σq`1

ησqσq`1 x∇ xσq`1yy

Q.E.D.

【定理 4.39 (Poincaréの双対定理)】 　 M を弧状連結で向き付け可能
な n次元ホモロジー多様体とすると，単体的ホモロジーとコホモロジー
の同型対応

HqpMq – Hn´qpMq pq “ 9, 1, ¨ ¨ ¨ , nq

が成り立つ． l

66 目次へ



Proof. C∇
n´qpKqの元に，K の q次元双対鎖群 CqpKqの元 xσqy˚を対応

させると，同型対応

ηq : C
∇
n´qpKq Ñ CqpKq

を得る．このとき，

B
@

σq`1
D

“
ÿ

σq

ησqσq`1 xσqy ñ δq xσqy˚
“

ÿ

σq`1

ησqσq`1

@

σq`1
D˚

および，補題の結果

B∇
n´q x∇ xσqyy “ p´1qq`1

ÿ

σq`1

ησqσq`1

@

∇
@

σq`1
DD

より，鎖複体の写像

¨ ¨ ¨
B∇
n´q`1// C∇

n´qpKq

ηq

��

B∇
n´q // C∇

n´q´1pKq

ηq`1

��

// ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
δq´1

// CqpKq
δq // Cq`1pKq // ¨ ¨ ¨

に対して
ηq`1˝B∇

n´q “ p´1qq`1δq˝ηq

よって，
HqpKq – H∇

n´qpKq – Hn´qpSdKq – Hn´qpKq

が成り立つ． Q.E.D.

【定理 4.40 (Z2係数でのPoincarëの双対定理)】 　 M を n次元ホモ
ロジー多様体とすると，

HqpM ;Z2q – Hn´qpM ;Z2q

が成り立つ． l
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5 微分位相幾何学
Last update: 2011.7.18

5.1 歴史

1934 Morse理論 [Morse M. (1934)]

1940 3角形分割定理 [Cairns SS (1935), Whitehead JHC (1940)]

1944 Whitneyの埋め込み定理，Whitneyトリック: n次元C8多様体
は，R2n´1にはめ込み可能，R2nに埋め込み可能 [Whitney H(1944)]

1952 Rokhlinの定理 [Rokhlin (1952)]

1954 同境群に対するThomの基本定理 [Thom R (1954)]

1960 Stiefe-Whitney数およびPontryagin数による同境条件の完全な特徴
付け [Wall CTC (1960)]

1961 コンパクト多様体上のMorse関数の存在とハンドル体分解 [Smale S

(1961), Thom R, Wallace, Morse M]

n ě 5に対する一般Poincare予想の解決 [Smale S (1961)]

1962 h-同境定理: 5次元以上の単連結コンパクトC8多様体に対する h-

同境定理 [Smale S(1962)]

単連結コンパクト５次元スピン多様体の微分同相類の決定 [Smale S

(1962)]

2連結コンパクト C8 ６次元多様体の微分同相類の決定 [Smale S

(1962)]

1963 n ´ 1連結 2n次元多様体の微分同相類の決定 [Wall CTC (1962)]

• n ´ 1連結 2n ` 1次元多様体の微分同相類の決定 [Tamura I(1963),

Wall CTC (1963)]

手術手法の開発 [Kervaire MA and Milnor JW (1963)]
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Atiyah-Singerの指数定理 [Atiyah and Singer (1963)]

1981 4次元Poincare予想の解決 [Freedman MH(1982)]

1982 R4の異なる微分構造の存在 [Donaldson SK (1983)]

1985 Donaldson多項式 [Donaldson SK]

1987 4次元 h同境定理の反例 [Donaldson SK]

5.2 多様体のコホモロジー

5.2.1 多様体のコホモロジーに関する de Rahmの定理

【定義 5.1 (単純開被覆)】 　 n次元多様体Mの開被覆U “ tUα, α P Au :

M “ YαPAUαにおいて，その任意の有限部分集合 Uα1 , ¨ ¨ ¨Uαm に対して，
Uα1¨¨¨αm ” Uα1 X ¨ ¨ ¨ X UαmがRnと同相となるとき，U をM の単純開被
覆と呼ぶ．
〔出典：志賀浩二著「多様対論」（岩波，1990)〕 l

【定理 5.2 (単純開被覆による細分)】 　 多様体 M の任意の開被覆
W “ tWα, α P Auに対して，W の局所有限な単純開被覆による細分V “

tVβ, β P Buで，V̄βがコンパクトとなるようなものが存在する．
〔出典&証明：志賀浩二著「多様対論」（岩波，1990)〕 l

5.2.1.1 Čechコホモロジー

【定義 5.3 (Čech複体)】 　 位相空間X の開被覆U に対して，U に
属する各開集合を頂点，共通部分が空でない nコの開集合の組を n単体
と定義すると，U から単体複体 ǨpU qが作られる．この複体の双対複体
Ǩ˚pU ;Rq “ pHompǨpU q, Rq, δqを Čech複体と呼ぶ．余境界作用素 δ

は，具体的には

σ P ǨppU q ÞÑ pδσqα0¨¨¨αp`1 “

p`1
ÿ

j“0

p´1qjσα0¨¨¨αj´1αj`1¨¨¨αp`1 P Ǩp`1pU q

(17)

で与えられる．
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この複体には，カップ積

σ P ǨppU q, κ P ǨqpU q ÞÑ pσ Y κqα0¨¨¨αp`q “ σα0¨¨¨αpκαp¨¨¨αp`q P Ǩp`qpU q

(18)

により自然に次数付き環の構造が入る． l

【定義 5.4 (Čechコホモロジー)】 　 位相空間Xの開被覆U に対して，
その Čech複体のコホモロジー群を Ȟ˚pU ;Rqで表す．このとき，Xの開
被覆全体の族に細分により擬有向集合の構造を与えると，コホモロジー
群 Ȟ˚pU ;Rqはこの有向集合に対して帰納系をなす．この系それらの帰
納極限を空間Xに対する Čechコホモロジー群という：

Ȟ˚pX;Rq “ lim
Ñ
Ȟ˚pU ;Rq (19)

Ȟ˚pX;Rqにはカップ積により自然に次数付き環の構造が入る．この次数
付き環は Čechコホモロジー環と呼ばれる．
位相空間Xに Čech複体および Čechコホモロジー環 Ȟ˚pX;Rqを対応

させる対応は，位相空間のカテゴリーから次数付き多元環のカテゴリー
への反変関手となる． l

【命題 5.5 (単純開被覆への制限)】 　 多様体に対する Čechコホモロ
ジー環は，開被覆U を単純開被覆に制限した Ȟ˚pU ;Rqの帰納的極限と
一致する．〔出典&証明：志賀浩二著「多様対論」（岩波，1990)〕 l

【定理 5.6 (Lerayの定理)】 　 多様体M の開被覆U “ tUα, α P Auが
層F に対して非輪状，すなわち，

ȞqpUα0 X ¨ ¨ ¨Uαp ,F q “ 0, q ą 0, @pα0, ¨ ¨ ¨ , αpq

がなりたつとき，
Ȟ˚pU ,F q – Ȟ˚pM,F q

が成り立つ．〔出典：Griffiths P, Harris J: ”Principles of Algebraic Geom-

etry” (Wiley, 1994)〕 l

【定理 5.7 (Čechコホモロジーと単体的コホモロジーの一致)】 　 R

を勝手な係数環として，単体複体Kに対して，その単体的コホモロジー
H˚pK;Rqと Čechコホモロジー Ȟ˚p|K|, Rqは同型となる：

H˚pK;Rq – Ȟ˚p|K|, Rq

〔出典& 証明：Griffiths P, Harris J: ”Principles of Algebraic Geometry”

(Wiley, 1994)〕 l
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【証明あり】

5.2.1.2 de Rahmコホモロジー

【定義 5.8 (de Rahmコホモロジー)】 　 多様体M 上のなめらかな体
R “ R,Cに値を取る大域的 p形式の全体をAppMqで表すとき，外微分 d

を用いて定義される系列

0 ÝÝÝÑ A0pMq
d

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨
d

ÝÝÝÑ AppMq
d

ÝÝÝÑ Ap`1pMq
d

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

(20)

は余鎖複体となる．この鎖複体をde Rahm複体, それより定義されるコ
ホモロジー群H˚

DRpMqを de Rahmコホモロジー群という:

H˚
DRpMq “ ‘n

p“0H
p
DRpMq

de Rahm複体には外積により次数付き環の構造が入り，対応して，de

Rahmコホモロジー群はコホモロジー環となる．
多様体M に de Rahm複体および de Rahmコホモロジー環を対応させ
る対応は，なめらかな多様体のカテゴリーから次数付き多元環のカテゴ
リーへの反変関手となる． l

【定理 5.9】 　多様体M とM ˆ Rに対して，射影 π : M ˆ R Ñ M か
ら誘導される de Rahmコホモロジー環の準同形射は同型となる：

π˚ : H˚
DRpMq

–
ÝÝÝÑ H˚

DRpM ˆ Rq

〔出典&証明：志賀浩二著「多様対論」（岩波，1990)〕 l

【系 5.10】 　

Hp
DRpRnq “

#

R pp “ 0q

0 pp ‰ 0q
(21)

l

【系 5.11 (Poincareの補題)】 　 R “ R,Cとして，任意の ω P AppRnq

に対して χ P Ap´1pRnqが存在して，ω “ dχが成り立つ． l

71 目次へ



目次へ

【系 5.12 (de Rahmコホモロジーのホモトピー不変性)】 　 なめら
かな多様体間の 2つの射 ϕ0, ϕ1 : M Ñ N がホモトープ，さなわち射
F : M ˆ R Ñ N が存在して，F px, 0q “ ϕ0pxq, F px, 1q “ ϕ1pxqが成り立
つとき，

ϕ˚
0 “ ϕ˚

1 : H˚
DRpNq Ñ H˚

DRpMq

となる． l

【系 5.13 (可縮な多様体)】 　多様体Mが可縮，すなわち，idM :M Ñ M

と ϕ :M Ñ pt P M がホモトープのとき，

Hp
DRpM ;Rq –

#

R pp “ 0q

0 pp ‰ 0q

l

5.2.1.3 de Rahmの定理

【定理 5.14 (de Rahmの定理)】 　 係数が体K “ R,Cのとき，なめ
らかな多様体Mの Čechコホモロジー環と de Rahmコホモロジー環は同
型となる：

H˚
DRpMq – Ȟ˚pMq

〔出典&証明：志賀浩二著「多様対論」（岩波，1990)〕 l

【証明の概要】.

(1) 2重複体: U “ tUα, α P AuをMの開被覆として，M上のなめらか
な局所 q形式の層A qに値をとる p次の Čech双対単体Kp,qpU qを

Kp,qpU q ” ǨppU ;A qq “
␣

σα0¨¨¨αp P AqpUα0¨¨¨αpq
(

により定義し，2つの境界作用素D1, D2を

D1 : σ P KppU : A qq Ñ δσ P Kp`1pU : A qq,

D2 : σ P KppU ;A qq Ñ p´1qpdσ P KppU : A q`1q

により定義すると，

D12 “ D22 “ 0, D1D2 ` D2D1 “ 0

が成り立つ．このようにして得られる複体K˚˚pU q “ pKp,qpU q, D1, D2q

を開被覆U に伴う 2重複体と呼ぶ．
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de Rahm複体AqpMqからK0,qpU qへの準同形写像を

α : AqpMq Q ω ÞÑ ω̃ P K0,qpU q; ω̃α “ ω|Uα

により定義すると，αはde Rahm鎖複体A˚pMqから鎖複体K0,˚pU q

への準同形射となり，系列

0 ÝÝÝÑ AqpMq
α

ÝÝÝÑ K0,qpU q
D1

ÝÝÝÑ K1,qpU q

は完全となる．

Čech複体 ǨppU qから複体Kp,0pU qへの準同形写像を

β : ǨppU q Q c ÞÑ c̃ “ tc̃α0¨¨¨αppxq “ cα0¨¨¨αpu P Kp,0pU q

により定義すると，βは Čech鎖複体Ǩ˚pU qから Čech鎖複体K˚,0pU q

への準同形射となり，各 Uα0¨¨¨αpが連結なら系列

0 ÝÝÝÑ ǨppU q
β

ÝÝÝÑ Kp,0pU q
D2

ÝÝÝÑ Kp,1pU q

は完全となる．

(2) 2重複体の完全性: まず，開被覆U が単純被覆のとき，Poincareの
補題より，2重複体において，各横と縦の系列

0 ÝÝÝÑ AqpMq
α

ÝÝÝÑ K0,qpU q
D1

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨
D1

ÝÝÝÑ Kp,qpU q
D1

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

0 ÝÝÝÑ ǨppU q
β

ÝÝÝÑ Kp,0pU q
D2

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨
D2

ÝÝÝÑ Kp,qpU q
D2

ÝÝÝÑ ¨ ¨ ¨

は完全となる．

(3) 2重複体のコホモロジー: 2重鎖複体K˚,˚pU qから

KmpU q “

m
ÿ

p“0

Kp,m´ppU q, D “ D1 ` D2, D2 “ 0

により鎖複体K˚pU qおよびそのコホモロジー群

H˚pK˚pU qq “ ‘mH
mpK˚pU qq

が定義され，カップ積に関して多元環となる．
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...
... ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

... ¨ ¨ ¨

AqpMq

d

OO

α // K0,qpU q

D2

OO

D1
// ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

D1
// Kp,qpU q

D2

OO

D1
// ¨ ¨ ¨

...

d

OO

...

D2

OO

...
...

D2

OO

A1pMq

d

OO

α // K0,1pU q

D2

OO

D1
// K1,1pU q

D2

OO

D1
// ¨ ¨ ¨

D1
// Kp,1pU q

D2

OO

D1
// ¨ ¨ ¨

A0pMq

d

OO

α // K0,0pU q

D2

OO

D1
// K1,0pU q

D2

OO

D1
// ¨ ¨ ¨

D1
// Kp,0pU q

D2

OO

D1
// ¨ ¨ ¨

Ǩ0pU q

β

OO

δ // Ǩ1pU q

β

OO

δ // ¨ ¨ ¨
δ // ǨppU q

β

OO

δ // ¨ ¨ ¨

図 2: Čech二重複体

(4) H˚
DR – Ȟ˚pMq: U が単純被覆のとき，写像 αおよび βから誘導さ
れるコホモロジーの準同形射

α˚ : H˚
DR Ñ H˚pK˚pU qq,

β˚ : Ȟ˚pU q Ñ H˚pK˚pU qq

は多元環としての同型射となることが示されるので，H˚
DRpMqと

Ȟ˚pU qは多元環として同型となる．一方，機能的極限により定義
される Čechコホモロジーは開被覆を単純開被覆に制限してもよい
ので，結局，H˚

DRpMqと Ȟ˚pMqが多元環として同型である事が結
論される．

Q.E.D.

【注 5.15 (同型写像 ηU : H˚
DRpMq Ñ Ȟ˚pU qの具体形)】 　 kp,q P

Kp,qpU qとして，Km´1の元

k “ k0,m´1 ` k1,m´1 ` ¨ ¨ ¨ km´1,0
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に対して，Dkは

Dk “ D2k0,m´1 `
`

D1k0,m´1 ` D2k1,m´2
˘

` ¨ ¨ ¨

`
`

D1km´2,1 ` D2km´1,0
˘

` D1km´1,0 P ‘m
p“0K

p,m´p

と表される．
いま，ω P ZmpA˚pMqqに対して，x0,m “ αpωqとすると，D2x0,m “ 0

となるので，2重鎖複体の完全性より，

x0,m “ D2k0,m´1

となる k0,m´1 P K0,m´1pU qが存在する．このとき，

D2D1k0,m´1 “ ´D1x0,m “ ´D1αω “ 0

より，
D1k0,m´1 ` D2k1,m´2 “ 0, D2D1k1,m´2 “ 0 (22)

を満たす元 k1,m´2 P K1,m´2pU qが存在する．
これを繰り返すと，結局

Dk “ x0,m ` D1km´1,0

となる k P Km´1pU qが存在する．ここで，

D2k0,m´1 “ x0,m,

D2k1,m´2 “ ´D1k0,m´1,
...

D2km´1,0 “ ´D1km´2,1

一方，
ym,0 “ ´D1km´1,0 ñ D2ym,0 “ D2D1km´1,0 “ 0

より，
ym,0 “ βpσq;σ P ǨmpU q (23)

となる σが存在し，

rx0,ms “ rym,0s in H˚pK˚pU qq (24)

となる．したがって，同型対応 ηU は

ηU : Hm
DR Q ω ÞÑ αpωq “ D2k0,m´1 ÞÑ βpσq “ ´D1km´1,0 ÞÑ rσs P Ȟm

で与えられる． l
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【定理 5.16 (de Rahmの定理の単体的コホモロジーとの関係)】 　単体
分割可能な多様体M において，十分細かな区分的になめらかな単体分割
Kを取ると，その各頂点 aに関する星状体SKpaqにおいて，dϕp`1 “ 0な
ら dϕp “ ψp`1が解を持つとしてよい．このとき，開被覆U “ tOKpaq, a P

K0uに関する Čech鎖複体を Č˚として，単体 xa0, ¨ ¨ ¨ , apy P K に対応す
る Čech単体は，Ua0¨¨¨ap “ OKpa0q X ¨ ¨ ¨ XOKpapqで与えられ，zp P ZppKq

に対して

Hp
DRpMq Q ωp ÞÑ σp P HppKq ñ σppz

pq “

ż

zp
ωp

が成り立つ． l

Proof. Kの有向p単体をxa0 ¨ ¨ ¨ apy(a0, ¨ ¨ ¨ , ap P Kp0q)と表すとき，P pa0, ¨ ¨ ¨ , apq

を完全反対称な関数として，pサイクル zpは

zp “
ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apq xa0 ¨ ¨ ¨ apy ,

Bzp “ 0 ô
ÿ

ai

P pa0, ¨ ¨ ¨ , apq “ 0 pi “ 0, ¨ ¨ ¨ , pq

と表される．このとき，
ż

zp
ωp “

ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apqp´1qpj`1qp´1

ż

xaj`1¨¨¨apy

kj,p´j´1
a0¨¨¨aj

, j “ 0, ¨ ¨ ¨ , p´1

が成り立つことを数学的帰納法で示す．まず，各OKpaiqにおいて，ωp “

p´1qp´1dk0,p´1
ai

および Bzp “ 0より，

ż

zp
ωp “

ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apq

ż

xa0¨¨¨apy

p´1qp´1

p ` 1

´

dk0,p´1
a0

` ¨ ¨ ¨ ` dk0,p´1
ap

¯

“
ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apq

p´1qp´1

p ` 1

ż

Bxa0¨¨¨apy

´

k0,p´1
a0

` ¨ ¨ ¨ ` k0,p´1
ap

¯

“
ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apqp´1qp´1

ż

xa1¨¨¨apy

´

k0,p´1
a0

` ¨ ¨ ¨ ` k0,p´1
ap

¯

“
ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apqp´1qp´1

ż

xa1¨¨¨apy

k0,p´1
a0
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より，j “ 0の時に成立．つぎに，j Ñ jで成立するとすると，pδkj,p´j´1qa0¨¨¨aj`1
“

p´1qp´j´1dkj`1,p´j´2
a0¨¨¨aj`1

より，

ż

zp
ωp “

ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apqp´1qpj`1qp´1p´1qj`1

ż

xaj`1¨¨¨apy

pδkj,p´j´1qa0¨¨¨aj`1

“
ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apqp´1qpj`2qp´1

ż

xaj`1¨¨¨apy

dkj`1,p´j´2
a0¨¨¨aj`1

“
ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apqp´1qpj`2qp´1

ż

Bxaj`1¨¨¨apy

kj`1,p´j´2
a0¨¨¨aj`1

“
ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apqp´1qpj`2qp´1

ż

Bxaj`2¨¨¨apy

kj`1,p´j´2
a0¨¨¨aj`1

となるので，j Ñ j ` 1でも成り立つ．この公式において，j “ p ´ 1と
おくと，
ż

zp
ωp “

ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apqp´1qp

2´1

ż

xapy

kp´1,0
a0¨¨¨ap´1

,

“
ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apqp´1qp

2´1

ż

xa0y`¨¨¨`xapy

kp´1,0
a0¨¨¨ap´1

,

“
ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apq

p´1qp
2`p´1

p ` 1

ż

xa0y`¨¨¨`xapy

pδkp´1,0qa0¨¨¨ap ,

“
ÿ

paq

1

pp ` 1q!
P pa0, ¨ ¨ ¨ , apqσa0¨¨¨ap ,

“ σppz
pq.

Q.E.D.
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5.3 モース関数

【定義 5.17 (モース関数)】 　 M を n次元C8多様体とする．

1. C1関数 f に対して，dfp “ 0となる点 p P M を f の臨界点という．

2. p P M をC2関数 f の臨界点とする．このとき，

Hµνppq “ pBµBνfqppq

は pにおける２階の対称テンソルとなり，Hesse行列と呼ばれる．

3. p P M をC2関数 f の臨界点とする．その点におけるHesse行列が
正則であるとき，臨界点 pは非退化であるという．非退化な臨界点
に対しては，Hesse行列の負固有値の数をその指数という．

4. M 上のC8関数 f が非退化な臨界点しか持たず，かつ BM “ Hの
ときには BM 上に臨界点をもたないとき，f をMorse関数という．

l

【定理 5.18】 　M を n次元C8多様体とするとき，M 上にMorse関数
が存在する． l

【定義 5.19 (多様体の三つ組み)】 　

1. W をコンパクトなC8多様体として（連結でなくてもよい），その
境界 BW（空集合でもよい）を連結成分の和集合で表される２成分
V0, V1の分解する：

BW “ V0 Y V1, V0 X V1 “ H.

このとき，pW ;V0, V1qをC8多様体の三つ組という．

2. C8多様体の三つ組み pW ;V0, V1q上のMorse関数が次の条件を満た
すとき，f を pW ;V0, V1qに適合するMorse関数という：

i) fpW q “ ra, bs (a ă b).

ii) V0 “ Hのとき，V0 “ f´1paq．V1 “ Hのとき，V1 “ f´1pbq．

l

【定理 5.20】 　 C8多様体の三つ組み pW ;V0, V1qに対して，それに適
合するMorse関数が常に存在する． l
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5.4 5次元以上の多様体

5.4.1 h同境定理

【定理 5.21 (h同境定理)】 　 W nをコンパクトな n次元 C8 多様体，
pW n;V0, V1qをC8多様体の３つ組とするとき，この３つ組が次の３条件
を満たしていれば，W n “ V0 ˆ Iが成り立つ．特に，V0 “ V1である．

i) W n, V0, V1はすべて連結かつ単連結である．

ii) n ě 6.

iii) HqpW
n, V0q “ 0 pq “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

l

【定義 5.22 (h同境)】 　 n次元閉（可微分）多様体 V, V 1が同境 V Y

V 1 “ BW n`1 でかつ，包含写像 V Ñ W n`1，V 1 Ñ W n`1 が共にホモ
トピー同値写像となるとき，V と V 1は h同境であるという．このとき，
H˚pW n`1, V q “ 0が成り立つ． l

【定理 5.23 (Smale:可微分多様体の h同境定理)】 　 V, V 1を連結かつ単
連結な閉じた n次元C8多様体とする．もしも，n ě 5であって V と V 1

が h同境ならば，V とV 1はC8同相である．[Smale, S.: On the structure

of manifolds, Amer. J. Math. 8, 387-399 (1962); Smale, S.: Lectures on

h-cobordism theorem,Princeton Univ. Press (1965)] [田村一郎：微分位相
幾何学] l

【定理 5.24 (Kirby-Siebenmann:位相多様体の h同境定理)】 　 V, V 1を
連結で単連結なn次元位相多様体とする．n ě 5で V と V 1が h同境なら，
V とV 1は同相である．[Kirby, R.C. and Siebenmann, L.C.: Foundational

Essays on Topological Manifolds, Smoothings, and Triangulations, Ann.

Math. Studies 88, Princeton (1977)] l

5.4.2 Poincare予想

【定理 5.25 (Stallings 1960; Zeeman 1961)】 　 Mn を次元 n ě 5の
有限単体複体で Snと同じホモトピー型をもち，局所的に Euclid空間と
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PL同型であるとする．このとき，Mnは Snと同相で，１点以外ではPL

同型となる同相写像が存在する．[Stallings J 1960[Sta60]; Zeeman CW

1961[?, ?]] l

【定理 5.26 (Smale 1960)】 　 W nを連結でコンパクトな n次元C8多
様体とする．このとき，次の３条件が満たされればW nは n次元球体Dn

とC8同相である：

i) n ě 6.

ii) W nは単連結で，HqpW
nq “ HqpD

nq(q “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ ).

iii) BW nは単連結．

l

【定理 5.27】 　Mnを連結かつ単連結で，Snと同じホモロジーをもつ
n次元C8多様体とする．もし，n “ 5または 6ならば，コンパクトで可
縮な n` 1次元C8多様体W n`1で BW n`1 “ Mnとなるものが存在する．

l

【定理 5.28 (n ě 5に対する一般化されたPoincare予想 [Smale])】 　Mn

は連結で単連結な閉じた n次元C8多様体で，Snと同じホモロジー群を
もつとする．もし，n ě 5ならMnはSnとC0同相である．特に，n “ 5, 6

ならMnは Snと C8同相である．[Smale S 1960, 1961[Sma60, Sma61]]

l

【定理 5.29】 　W 5を連結でコンパクトな 5次元C8多様体とする．こ
のとき，次の２条件が満たされればW 5は 5次元球体 D5と C8 同相で
ある：

i) W 5は単連結で，HqpW
5q “ HqpD

5q(q “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ ).

ii) BW 5は S4とC8同相．

l

【定理 5.30 (Schoenfliesの定理)】 　 f : Sn´1 Ñ SnをC8埋め込みとす
と，fpSn´1qは Snを２つの連結成分に分ける：Sn ´ fpSn´1q “ A1 YA2．
もし，n ě 5なら，M1 “ A1 Y fpSn´1qとM2 Y fpSn´1qは共にDnにC8

同相である． l
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5.5 ４次元多様体

5.5.1 基本事項

【定義 5.31 (整係数ユニモジュラー対称２次形式)】 　 Q : ZmˆZm Ñ Z
を整数係数ユニモジュラー対称２次形式とする．

1) 任意の v P Zmに対してQpv, vq ” 0pmod2qが成り立つときQは II

型，II型でないとき I型という．

2) Qの正固有値の数と負固有値の差を符号数 (signature)という．

l

【命題 5.32 (整係数ユニモジュラー対称２次形式の性質)】 　 Qを整係
数ユニモジュラー対称２次形式とするとき次の命題が成り立つ：

1) Qが II型なら，その符号数は８の倍数である．

2) Qが II型で不定値なら，Qはいくつかの p1qと p´1qの直和に同型
である．

3) Qが I型で不定値なら，QはいくつかのE8と p 0 1
1 0 qの直和に同型で

ある．

4) 正定値ないし負定値で既約な整係数ユニモジュラー対称２次形式の
同型類は無限個ある．

l

5.5.2 Rokhlinの定理

【定理 5.33 (古典的Rokhlinの定理)】 　 向きのついた 4次元C8閉多
様体がスピン多様体であれば，その符号数は 16で割り切れる． l

【定理 5.34】 　E8を交点形式として持つ単連結な４次元C8閉多様体
は存在しない． l
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5.5.3 ４次元位相多様体の分類

【定理 5.35 (ホモトピー類 [Milnor (1956)])】 　 単連結４次元閉多様体
M,Nがホモトピー同値であることと，交点形式が同型であることは同値
である． l

【定理 5.36 ([Wall(1964)])】 　 単連結４次元閉多様体M,N がホモト
ピー同値なら，h同境である．また，M とN が h同境なら，ある自然数
kが存在して，M7kpS2 ˆ S2q « N7kpS2 ˆ S2qとなる． l

【定理 5.37 (Freedmanの定理 [Freedman (1982)])】 　 Cassonハンドル
はD2 ˆ R2に同相である． l

【定理 5.38 (４次元位相 h同境定理 [Freedman])】 　 N を 5次元境界付
き単連結コンパクト位相多様体，BN “ M` YM´，M` XM´ “ H，M˘

は単連結，H˚pM´;Zq Ñ H˚pN ;Zqが同型とすると，N はM´ ˆ r0, 1sに
同相である．[Freedman, M.H.: The topology of 4-dimensional manifolds,

J. Diff. Geom. 17 (1982), 357-453.] l

【定理 5.39 (固有 h同境定理 [Freedman(1982)])】 　単連結４次元閉C8

多様体M,N が h同境なら，それらは同相である． l

【定理 5.40 (４次元Poincare予想の解決 [Freedman (1982))】 　] S4にホ
モトピー同値な４次元位相多様体は S4に同相である．[Freedman, M.H.:

The topology of 4-dimensional manifolds, J. Diff. Geom. 17 (1982), 357-

453.] l

【注 5.41 (４次元異種球面)】 　 4次元異種球面が存在するかどうかは
不明である． l

【定理 5.42 (Freedman-Quinnの定理 [Freedman (1982), Quinn (1982)])】
　 任意のユニモジュラー２次形式に対して，それを交叉形式とする単連
結で閉じた４次元位相多様体が存在する．さらに，単連結閉４次元位相
多様体Xに対して，kspXq P H4pX;Z2qをそのKirby ´ Siebenmann類
とするとき，次が成り立つ：

i) kspXqと交叉形式で単連結閉４次元位相多様体の同相類が一意的に
決まる．
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ii) kspXq “ 0とX ˆ S1が可微分構造を持つことは同値である．

iii) 交叉形式が I型の時，与えられた交叉形式に対して，kspXq “ 0, 1

となる２つの位相多様体が存在する．

iv) 交叉形式が II型の時，kspXqの値は交叉形式の符号数の 1{8倍とな
り，単連結閉４次元位相多様体の同相類が交叉形式のみで一意的に
決まる．

[Freedman, M.H. and Quinn, F.: Topology of 4-manifolds, Princeton

Math. Ser. 39, Princeton, 1990] l

5.5.4 Donaldson理論

【定理 5.43 (Donaldsonの定理 [Donaldson(1983,1987)])】 　閉じた４次
元C8多様体の交点形式 bが負定値ならば，b – p´1q ‘ p´1q ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ p´1q.

bが正定値の場合についても同様の結果が成り立つ． l

【定理 5.44 (Donaldson(1983), Taubes(1986))】 　 R4に同相であるが
微分同相でない４次元 C8多様体が非可算個存在する．（４次元以外では
存在しない [Kirby and Siebermann (1977), Moise(1952)] l

5.5.5 同境理論

【定義 5.45 (有向同境)】 　

i) 向きの与えられた２つの閉 (可微分)多様体M1,M2に対して，(M1X

M2 “ Hとして)その向きづけられた和M1YM2をM1`M2で表す．

ii) 向きづけられた (可微分)多様体M に対して，その向きを変えた多
様体を´M で表す．

iii) 向きづけられた２つの n次元閉（可微分）多様体Mn, V nに対して，
向きづけられたコンパクトな n` 1次元（可微分）多様体W n`1で，

BW n`1 “ Mn ` p´V nq 向きを保って同相
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を満たすものが存在するとき，MnとV nは有向同境 (oriented cobor-

dant)であるという．ただし，BW n`1にはW n`1の向きからホモロ
ジー的に導入された向きを与えるものとする．

iv) M nを向きづけられた n次元閉（可微分）多様体全体の集合におい
て，有向同境による同値類を有向同境類といい，有向同境類の集合
をΩn，Ωnpn “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ qの直和をΩ˚ “

ř

Ωnと表す．

l

【命題 5.46】 　

i) Ωnの元 tMn
1 u, tMn

2 uに対して，和を

tMn
1 u ` tMn

2 u :“ tMn
1 ` Mn

2 u

で定義すると，Ωnは tHuをゼロ元とする可換群となる．これを有
向同境群という．

ii) Ω˚の元 tMnu, tNmuの積を

tMnu ˆ tNmu :“ tMn ˆ Nmu

で定義すると，Ω˚は環となる．これを有向同境環という．

l

【定理 5.47 (Thom)】 　

可微分多様体のカテゴリーにおいて，有向同境群Ωnは,

i) n “ 0mod4のとき，有限群である．

ii) n “ 4mのとき，階数が nの分割数と一致する自由加群と有限群の
直和である．

[田村一郎：微分位相幾何学] l

【定理 5.48】 　可微分多様体のカテゴリーにおいて，テンソル積Ω˚ bQ
は偶数次元射影空間 CP 2,CP 4, ¨ ¨ ¨ により生成されるQ上の多項式環で
ある．[田村一郎：微分位相幾何学] l
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【定理 5.49 (Wall)】 　 向きづけられた n次元閉可微分多様体がゼロ
同境であるための必要十分条件は，すべての Pontrjagin数およびすべて
の Stiefel-Whitney数がゼロとなることである．したがって，可微分多様
体のカテゴリーにおける同境群 Ωnは Pontrjagin数に対応する無限巡回
群Zと Stiefel-Whitney数に対応する位数２の群Z2の直和である．[Wall,

C.T.C: Determination of the cobordism ring, Ann. of Math. 72 (1960)]

l
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6 ファイバー束
Last update: 2011.7.18

6.1 ファイバー空間

6.1.1 基本事項

【定義 6.1 (ファイバー積)】 　 位相空間 Y とZから位相空間Xへの連
続写像 f : Y Ñ X，g : Z Ñ Xに対して，新たな位相空間 Y ˆX Zとそ
れからX,Y, Zへの連続写像 f ˆX g, π1, π2を

Y ˆX Z ” tpy, zq P Y ˆ Z | fpyq “ gpzqu ,

f ˆX g : Y ˆX Z Q py, zq ÞÑ fpyq “ gpzq P X,

π1 : Y ˆX Z Q py, zq ÞÑ y P Y,

π2 : Y ˆX Z Q py, zq ÞÑ z P z

により定義する．このとき，

f ˝π1 “ g˝π2 “ f ˆX g Y ˆX Z Q py, zq

π1wwnnn
nnn

nnn
nnn

fˆXg

��

π2

''PP
PPP

PPP
PPP

P

Y Q y
f

''PP
PPP

PPP
PPP

Z Q z

g
wwnnn

nnn
nnn

nnn

X Q fpyq “ gpzq

が成り立つ．また，W を任意の位相空間として，連続写像 h : W Ñ X,

π̃1 : W Ñ Y , π̃2 : W Ñ Zが条件

f ˝π̃1 “ g˝π̃2 “ h

を満たせば，連続写像 π̃ : W Ñ Y ˆX Zが一意的に定まり，

π1˝π̃ “ π̃1, π2˝π̃ “ π̃2

を満たす．ファイバー積 Y ˆX Z は，このような性質を持つ空間として
同型を除いて一意的に定まる． l
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【定義 6.2 (写像のリフト)】 　 E,Xを位相空間，π : E Ñ Xを連続写像
とする．このとき，位相空間Y と連続写像 f : Y Ñ Xに対して，πKg “ f

となる連続写像 g : Y Ñ Eが存在するとき，gを f のリフト (lift)または
持ち上げという．特に，Y “ Xのとき，恒等写像 idX のリフトを右逆写
像または切断 (cross section)という．
π : E Ñ Xと f : Y Ñ Xのファイバー積を f ˆX g : Y ˆX E Ñ Xと
すると，ファイバー積の性質より，f のリフト gと射影 π̃ : Y ˆX E Ñ Y

の切断 g1が１対１に対応する．

Y ˆX E

π̃
��

f̃ // Y

π

��
Y

g1

OO
g

::

f
// X

l

【定義 6.3 (被覆ホモトピー性質)】 　連続写像 π : E Ñ Xと位相空間Y

において，Y からXへの任意の写像のホモトピー ft : Y Ñ Xに対して，
f0がリフト g0を持つなら常に ftのリフト gt : Y Ñ E が存在するとき，
連続写像 π : E Ñ Xは位相空間 Y に関し被覆ホモトピー性質 (coverling

homotopy property)をもつという． l

【定義 6.4 (ファイバー空間)】 　 連続写像 π : E Ñ Xが全射で，かつ
すべての位相空間に対して被覆ホモトピー性質をもつとき，π : E Ñ X

は（Hurewiczの意味での）ファイバー空間 (fiber space)という．
また，立方体 In(n “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ )に関して被覆ホモトピー性質をもつ

とき，Serreの意味でのファイバー空間という．Serreの意味でのファイ
バー空間は，任意のCWf複体に対して被覆ホモトピー性質をもつ．
いずれの場合も，Eを全空間，Xを底空間，πを射影，π´1pxqを x上
のファイバーという． l

【定理 6.5 (ファイバーバンドルの被覆も下ピー性質)】 　 ファイバー
バンドルは，任意のパラコンパクト空間に対して被覆ホモトピー性をも
つ．したがって，Serreの意味でのファイバー空間となる．また，パラコ
ンパクト空間を底空間とするファイバーバンドルは，Hurewiczの意味で
のファイバー空間となる．
[出典： 服部晶夫「位相幾何学」（岩波講座基礎数学, 1979)第９章] l
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【定理 6.6 (ファイバーのホモトピー同値性)】 　 底空間が弧状連結な
ファイバー空間では，底空間の任意の２点でのファイバーは同じホモト
ピー型を持つ．また，Serreの意味でのファイバー空間でも，底空間か弧
状連結なら，すべてのファイバーのホモロジー群とホモトピー群は同型
となる．
[出典・証明：服部晶夫「位相幾何学」（岩波講座基礎数学, 1979)第９章]

l

6.1.2 ファイバー空間のホモロジー

6.1.2.1 Serreスペクトル系列の応用

【定理 6.7 (Euler票数の積公式)】 　 pY, Y0qをファイバー空間π : Y Ñ X

とその部分ファイバー空間π0 : Y0 Ñ Xの組として，πとπ0のファイバー
を F , F0で表す．底空間X が有限 CW複体で，ファイバー対 pF, F0qは
有限生成のホモロジーを持つとする．このとき，Y も有限生成のホモロ
ジーをもち，Euler数に対して積公式

χpY, Y0q “ χpXqχpF, F0q

が成り立つ．
[出典・証明： 服部晶夫「位相幾何学」（岩波講座基礎数学, 1979)第１０
章] l

6.2 ベクトル束

6.2.1 K理論

【定義 6.8 (K群)】 　 空間X上の F -ベクトル束の同値類全体の作る可
換半群VF pXqに対して，そのGrothendiek可換群をK群といい，KF pXq

と表す．KF pXq の元は仮想束と呼ばれる．特に，F “ Cおよび F “ R
のとき，KF pXqをそれぞれKpXq，KOpXqと表す． l

【命題 6.9】 　コンパクト空間XのK群KF pXqについて次の性質が成
り立つ：
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i) KF pXqは束の直和‘とテンソル積bにより可換環となり，KF は
（コンパクト）位相空間の圏から可換環の圏への反変関手となる．

ii) KF pXqの任意の元は適当なベクトル束 V と自明なN 次元ベクトル
束 θNF (N ě 0)を用いて，rV s ´ rθNF sと表される．

iii) KF pXqにおいて rV s ´ rW s “ 0となるための必要十分条件は，適
当な自明ベクトル束 θNF に対して V ‘ θNF – W ‘ θNF となることで
ある．

l

【定義 6.10 (簡約Ｋ群)】 　 X を基点 ptを持つ空間として，制限写像
KF pXq Ñ KF pptq – Z の核を簡約K群と呼び，K̃F pXqと表す． l

【定義 6.11 (安定同値)】 　 位相空間X 上の２つのベクトル束 V，W
に対して，２つの自明なベクトル束 θm, θnが存在して V ‘ θm – W ‘ θn

となるとき，V とW は安定同値であるという． l

【命題 6.12】 　コンパクト空間X の簡約K群 K̃F pXqについて次の性
質が成り立つ：

i) K̃F pXqはKF pXqから誘導される和と積により可換環となり，K̃F

は（コンパクト）位相空間の圏から可換環の圏への反変関手となる．

ii) K̃F pXqの任意の元は，適当なベクトル束 V と V と同じ次元Nの自
明なベクトル束 θNF (N ě 0)を用いて，rV s ´ rθNF sと表される．

iii) K̃F pXqにおいて rV s “ rW sとなるための必要十分条件は，V とW

が安定同値となることである．特に，K̃F pXqとX上のF -ベクトル
束の安定同値類全体の集合は一対一に対応する．

l

【定義 6.13 (相対K群)】 　 空間Xとその空でない閉部分空間 Y の組
に対して，相対Ｋ群KF pX,Y qを

KF pX,Y q :“ K̃F pX{Y q

により定義する．ただし，X{Y の基点を Y とする．Y “ H に対しては

KF pX,Hq :“ KF pXq

と定義する． l
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【定義 6.14 (L群)】 　位相空間対 pX,Aq(AはXの閉部分空間)に対して，
X上のベクトル束 V0, V1とそのAへの制限の間の束写像 σ : V0|A Ñ V1|A
の組V “ pV0, V1;σqからなる集合をL pX,Aqとする．L pX,Aqの２つの
元V ,V 1は，束同型 ϕi : Vi Ñ V 1

i で ϕ1˝σ “ σ1
˝ϕ0となるとき同値といい，

V – V 1と表す．L pX,Aq は束の直和から誘導される和により自然に可
換半群となる．L pX,Aq の元E “ pE0, E1;σqは，E0 “ E1かつ σ “ id

のとき要素的であるという．さらに，L pX,Aqの２つの元V ,V 1に対し
て，適当な要素的元E,E1が存在して

V ‘ E – V 1 ‘ E1

となるとき，同値とする．この同値関係によるL pX,Aqの同値類 rV0, V1;σs

の集合を LpX,Aqと表す．LpX,Aqは可換群である． l

【命題 6.15】 　A “ Hのとき，

χprV0, V1sq “ rV0s ´ rV1s

となる，関手の間の同値変換 χ : LpX,Aq Ñ KpX,Aqが一意的に存在す
る．具体的には，一般のV “ rV0, V1;σs P LpX,Aqに対して，χpV q は次
のように構成される．X0 “ X ˆ 0, X1 “ X ˆ 1をXのコピーとして，

rṼ s ´ rθN s “ rV0 Yσ V1s ´ rV1 Yid V1s P KpX0 YA X1q

を作ると，この元のX “ X0への制限はKpXqでゼロとなる．これより，
Ṽ はX1上で自明束安定同値となり，KpX{Aqの元 χpV q を一意的に決
定する． l

【定義 6.16】 　X,Y を位相空間，pX : XˆY Ñ X, pY : XˆY Ñ Y を標
準射影とする．このとき，abb P KpXqbKpY qにp˚

Xpaqp˚
Y pbq P KpXˆY q

を対応させることにより定義される群準同型KpXq bKpY q Ñ KpXˆY q

をK群のクロス積という．これは，部分集合に制限することにより，K̃
群のクロス積 K̃pXq b K̃pY q Ñ K̃pX ˆ Y qを誘導する． l

【命題 6.17】 　X,Y を基点付き空間とするとき，そのブーケX _ Y お
よびスマッシュ積X ^ Y に対して次が成り立つ：

i) 包含写像 i : X _ Y Ă X ˆ Y および射影 p : X ˆ Y Ñ X ^ Y は次
の完全列を誘導する：

0 Ñ K̃pX ^ Y q
p˚

ÝÑ K̃pX ˆ Y q
i˚

ÝÑ K̃pX _ Y q Ñ 0.
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ii) クロス積と i˚の結合

K̃pXq b K̃pY q Ñ K̃pX ˆ Y q
i˚

ÝÑ K̃pX _ Y q

はゼロ写像である．

l

【定義 6.18 (K群のカップ積)】 　 上の命題より誘導される写像

K̃pXq b K̃pY q Ñ K̃pX ^ Y q

を簡約K群のカップ積と呼ぶ．さらに，２つの空間対 pX,Aq，pY,Bqに
対して K̃群のカップ積

K̃pX{AqbK̃pY {Bq Ñ K̃ppX{Aq^pY {Bqq “ K̃ppXˆY q{pXˆBqYpAˆY qq

から誘導される写像

KpX,Aq b KpY,Bq Ñ KpX ˆ Y, pX ˆ Bq Y pA ˆ Y qq

を相対K群のカップ積という． l

【定義 6.19 (次数付きK群)】 　 iを非負整数として，基点を持つコン
パクト空間Xに対して，

K̃´ipXq :“ K̃pSi ^ Xq,

コンパクト空間対 pX,Y qに対して，

K´ipX,Y q :“ K̃´ipX{Y q,

基点を持たないコンパクト空間Xに対して，X` “ pX, ˚q(˚は仮想基点），
ptを Siの基点として

K´ipXq ” K´ipX,Hq :“ K̃´ipX`q “ KpSi ˆ X, pt ˆ Xq

と定義する．特に，
K´ipptq “ K̃pSiq

である． l
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【命題 6.20】 　位相空間X,Y と非負整数 i, jに対して，簡約K群のカッ
プ積

K̃pSi ^ Xq b K̃pSj ^ Y q Ñ K̃ppSi ^ Xq ^ pSj ^ Y qq

は次数付き簡約K群のカップ積

K̃´ipXq b K̃´jpY q Ñ K̃´i´jpX ^ Y q

を誘導する．この積により，K˚pptqは次数付き環となる．また，K˚pXq

は次数付きK˚pptq-加群となる． l

【定理 6.21 (Bottの周期性定理：複素K群)】 　

i) 環K´˚pptqは ξ P K´2pptq – K̃pS2qを生成元とする多項式環に同
型である：

K´˚pptq – Zrξs.

ii) pX,Aqを任意のコンパクト Hausdorff空間対とする．このとき，ξ
によるカップ積から誘導される準同型

µξ : K
´ipX,Aq Ñ K´i´2pX,Aq

は任意の非負整数 iに対して同型となる．

l

【定理 6.22 (Bottの周期性定理：実K群)】 　

i) 環KO´˚pptqは，

η P KO´1pptq, y P KO´4pptq, x P KO´8pptq,

として，

KO´˚pptq – Zrη, y, xs{ ă 2η, η3, ηy, y2 ´ 4x ą .
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ii) pX,Aqを任意のコンパクト Hausdorff空間対とする．このとき，x
によるカップ積から誘導される準同型

µx : KO
´ipX,Aq Ñ KO´i´8pX,Aq

は任意の非負整数 iに対して同型となる．

l

【定義 6.23 (コンパクト台のK群)】 　 局所コンパクト空間X に対し
て，X`をXの一点コンパクト化X` “ X Y tptuとして，Xのコンパク
ト台のK群を

KcptpXq :“ K̃pX`q,

K´i
cptpXq :“ KcptpX ˆ Riq

で定義する．また，空間対 pX,Aq(Aは閉集合)に対して，コンパクト台
の相対K群を

K´i
cpt :“ KcptppX ´ Aq ˆ Riq

により定義する． l

【定理 6.24 (Kcptに対する Bottの周期性定理)】 　 任意の局所コンパ
クト空間Xに対して，次の関係が成り立つ：

KcptpXq – KcptpX ˆ Cq,

KOcptpXq – KOcptpX ˆ R8q.

この同型は，それぞれ ξ P KcptpCq – K̃pS2q，x P KOcptpR8q – K̃OpS8q

とのカップ積により誘導される． l

【命題 6.25】 　W “ W 0 ‘ W 1を Z2次数付き C ´ Cℓn加群，Ek “

Dn ˆW k を n次元球体Dn(Ă Cℓn)上の自明なベクトル束，µ : E0|Sn´1 Ñ

E1|Sn´1(Sn´1 “ BDn)を同型 µpu,wq “ pu, u ¨ wq(|u| “ 1)として，

ϕpW q :“ rE0, E1;µs P KpDn, Sn´1q

とおくと，ϕはZ2次数付きC´Cℓn加群のGrothendieck環からK群への
準同型

ϕ : M̂C
n Ñ KpDn, Sn´1q

93 目次へ



目次へ

を与える．このとき，包含写像 i : Rn Ñ Rn`1から誘導されるGrothendieck

環の準同型 i˚ : M̂C
n`1 Ñ M̂C

n に対して，i
˚

˝ϕ “ 0 となる．よって，ϕは
準同型

ϕn : M̂C
n {i˚M̂C

n`1 Ñ KpDn, Sn´1q – K´npptq

を与える．同様に，Z2次数付きClifford加群の実表現環に対して

ϕn : M̂n{i˚M̂n`1 Ñ KOpDn, Sn´1q – KO´npptq

が定義される．ここで，

M̂C
n {i˚M̂C

n`1 – MC
n´1{i

˚MC
n –

#

Z n : even

0 n : odd

および

M̂n{i˚M̂n`1 – Mn´1{i˚Mn –

$

’

&

’

%

Z n ” 0, 4pmod8q

Z2 n ” 1, 2pmod8q

0 他の場合

が成り立つ． l

【定理 6.26 (Atiyah-Bott-Shapiro同型)】 　 次の次数付き環としての同
型が成り立つ：

ϕ˚ : M̂C
˚ {i˚M̂C

˚`1
–

ÝÑ K´˚pptq,

ϕ˚ : M̂˚{i˚M̂˚`1
–

ÝÑ KO´˚pptq

l

6.2.2 乗法列とChern指標

【命題 6.27 (Splitting Principle)】 　

i) Eを位相空間X 上の複素ベクトル束とする．このとき，次の性質
を満たすファイバー空間 π : Y Ñ Xが存在する：

a) 準同型 π˚ : H˚pXq Ñ H˚pY qは単射である．
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b) ベクトル束 π˚Eは１次元複素ベクトル束の直和となる：

π˚E – ℓ1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ ℓn.

Xが多様体ならば，Y も多様体に取れ，πはなめらかな束射影とで
きる．

ii) EをX上の 2n次元の向きづけられた実ベクトル束とする．このと
き，次の性質を満たすファイバー空間 π : Y Ñ Xが存在する：

a) 準同型 π˚ : H˚pXq Ñ H˚pY qは単射である．

b) ベクトル束 π˚Eは

Ek b C – ℓk b ℓ̄k

となる向きづけられた２次元実ベクトル束Ekの直和となる：

π˚E – E1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ En.

Xが多様体ならば，Y も多様体に取れ，πはなめらかな束射影とで
きる．

l

【定義 6.28 (乗法列)】 　 Q係数の fp0q “ 1となる形式べき級数 fpxq P

Qrrxssに対して，σnを x1, ¨ ¨ ¨ , xnの n次基本対称式とすると，

fpx1q ¨ ¨ ¨ fpxnq “ 1 ` F1pσ1q ` F2pσ1, σ2q ` ¨ ¨ ¨

により定義される Fjpσ1, ¨ ¨ ¨ , σjq(xjに関して j次の同次式) は n Ñ 8で
nに依存しない多項式となる．これを fpxq より決まる乗法列と呼ぶ． l

【命題 6.29】 　次数付き代数A “ tAkuの元の形式無限和 a “ 1 ` a1 `

a2 ` ¨ ¨ ¨ の全体の作る乗法群をAとする．乗法列 tFkuに対して，写像
F : A Ñ A を

F paq “ 1 ` F1pa1q ` F2pa1, a2q ` ¨ ¨ ¨

と定義すると，F はAから自分自身への群の準同型となる：

F pabq “ F paqF pbq.

l
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【例 6.30 (全Todd類)】 　 形式べき級数

tdpxq “
x

1 ´ e´x
“ 1 `

1

2
x `

1

12
x2 ` ¨ ¨ ¨

から定義される乗法列TdをTodd乗法列と呼ぶ．特に，全Chernクラ
ス cpEqから定義される類TdCpEq “ TdpcpEqqを全Todd類，n次元コ
ンパクト複素多様体に対してTdpXq :“ TdnpTXqrXsをXのTodd種数
という． l

【例 6.31 (全 Â類)】 　 形式べき級数

âpxq “

?
x{2

sinhp
?
x{2q

“ 1 ´
1

24
x `

7

27 ¨ 32 ¨ 5
x2 ` ¨ ¨ ¨

から定義される乗法列 Âを Â乗法列と呼ぶ．特に，全Pontrjaginクラス
cpEqから定義される類 ÂpEq “ ÂpcpEqqを全 Â類という．また，apxq “

âp16xqに対応する乗法列Am “ 16mÂmをA系列という． l

【命題 6.32】 　任意の向きづけられた実ベクトル束Eに対して次の関
係が成り立つ：

T̄ dCpE b Cq “ ÂpEq2

l

【例 6.33 (全 L類)】 　 形式べき級数

lpxq “

?
x

tanhp
?
xq

“ 1 `
1

3
x ´

1

45
x2 ` ¨ ¨ ¨

から定義される乗法列 L̂をHirzebruchL乗法列と呼ぶ．特に，全 Pon-

trjaginクラス cpEqから定義される類 L̂pEq “ L̂pcpEqqを全 L類という．
また，l̂pxq “ lpx{4qに対応する乗法列 L̂m “ 4´mLmを L̂系列という． l

【例 6.34 (Chern指標)】 　 n次元複素ベクトル束Eの全Chernクラス
cpEqを，Splitting Principle に従って形式的に

cpEq “ 1 ` c1 ` ¨ ¨ ¨ ` cn “

n
ź

k“1

p1 ` xkq

と因数分解するとき（すなわち cjは xの j次基本対称式），

chpEq “ ex1 ` ¨ ¨ ¨ ` exn “ n ` c1 ` pc21 ´ c2q ` ¨ ¨ ¨

で定義されるH2˚pX;Qqの元をEのChern指標という． l
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【命題 6.35】 　Chern指標について次が成り立つ：

i) E,E 1をX上の複素ベクトル束とするとき，

chpE ‘ E 1q “ chpEq ` chpE 1q,

chpE b E 1q “ chpEqchpE 1q.

ii) 任意のコンパクトHausdorff空間Xに対して，Chern指標は次の環
としての準同型を与える：

ch : KpXq Ñ H2˚pX;Qq.

l

6.2.3 Clifford束

【定義 6.36】 　空間X上の非退化な内積を持つ n次元ベクトル束Eに
対して，そのテンソル束T pEq “

ř8

r“0 bjEの部分ベクトル束I pEqを，
vbv` ă v, v ą(v P Ex)の形の元全体で生成されるイディアルとする．こ
のとき，商束

CℓpEq :“ T pEq{I pEq

をEのClifford束と呼ぶ．特に，X が擬Riemann多様体のとき，接束
T pXqのClifford束をXのClifford束といい，CℓpXqと表す． l

【命題 6.37】 　Eのファイバーの計量が pp, qq型であるとする．POpEq

をEの正規直交基底から作られるOp,q-主束，clpρp,qqをOp,qのRp,qへの
標準表現 ρp,q から誘導されるCℓpRp,qqへの表現

clpρp,qq : Op,q Ñ CℓpRp,qq

とする．このとき，

CℓpEq “ POpEq ˆclpρp,qq CℓpRp,qq.

さらに，Eが向き付け可能のとき，PSOpEqを正の向きをもつ正規直交基
底の作る SOp,q-主束とすると，

CℓpEq “ PSOpEq ˆclpρp,qq CℓpRp,qq.

l
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【命題 6.38】 　

i) Clifford束 CℓpEqは，自然に X 上の Clifford 代数の束と見なされ
る．すなわち，a, b P CℓpExqに対して，ab P CℓpExqが定義され，
v, w P Ex Ă CℓpExqに対して

vw ` wv “ ´2 ă v, w ą

が成り立つ．

ii) Clifford代数の主自己同型に対応するClifford束の自己同型

α : CℓpEq Ñ CℓpEq

が，αpvq “ ´vpv P E Ă CℓpEqqにより定義される．αは`1と´1

を固有値として持ち，その固有空間によりCℓpEqは

CℓpEq “ Cℓ0pEq ‘ Cℓ1pEq

と直和分解される．

iii) e1, ¨ ¨ ¨ , enをExの正規直交基底 (ă ei, ej ą“ ηij) とするとき，ϕ P

CℓpExqに

Lpϕq “ ´

n
ÿ

i,j“1

eiϕejη
ij

を対応させる写像は，CℓpEqの束写像

L : CℓpEq Ñ CℓpEq

を定義する．

iv) 対応

v1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ vk P ΛkEx ÞÑ
1

k!

ÿ

σPSk

signpσqvσp1q ¨ ¨ ¨ vσpkq

によりEの外積束からClifford束への標準ベクトル束同型

λ : Λ˚pEq
–

ÝÑ CℓpEq
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が定義される．この対応に対して，

λpΛevenEq “ Cℓ0pEq, λpΛoddEq “ Cℓ1pEq,

λpΛpEq “ tϕ P CℓpEq | α˝Lpϕq “ pn ´ 2pqϕu p “ 0, ¨ ¨ ¨ , n

が成り立つ．

l

【命題 6.39】 　多様体X上の向きづけられたRiemannベクトル束Eの
Riemann接続はClifford束CℓpEqのRiemann接続を一意的に誘導し，対
応する共変微分∇はΓpCℓpEqqの作る代数に対して微分作用素として作用
する：

∇pϕ ¨ ψq “ p∇ϕq ¨ ψ ` ϕ ¨ p∇ψq.

したがって，∇の具体的作用は，Eの局所基底 e1, ¨ ¨ ¨ , en に対する作用

∇ei “

n
ÿ

j“1

ωj i b ej

により決定される．さらに，∇の曲率形式を線形変換

RpV,W q : CℓpExq Ñ CℓpExq

と見なすとき，RpV,W qは微分作用素として働く：

RpV,W qpϕ ¨ ψq “ pRpV,W qϕq ¨ ψ ` ϕ ¨ pRpV,W qψq.

l

6.2.4 スピノール束

【定義 6.40 (ベクトル束のスピン構造)】 　 Eを位相空間X 上の向き
づけられたRiemannベクトル束，PSOpEq をEに随伴する SOn主束とす
る．このとき，PSOpEqが各ファイバー上で非自明となる２価の被覆空間

ξ : PSpinpEq Ñ PSOpEq

を持つとき，PSpinpEqをEのスピン構造という．このとき，PSpinpEqに
は一意的に Spinn主束の構造が入り，

ξpugq “ uξ0pgq @u P PSpinpEq, @g P Spinn

が成り立つ．ここで ξ0 : Spinn Ñ SOnは標準被覆写像である． l
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【定理 6.41 (スピン構造の存在条件)】 　 空間X 上のベクトル束Eが
スピン構造を持つための必要十分条件は，Eの１次および２次の Stiefel-

Whitney類がゼロ，w1pEq “ w2pEq “ 0，となることである．この条件
が満たされるとき，Eのスピン構造とH1pX;Z2qの元が一対一に対応す
る． l

【定義 6.42 (Riemann多様体のスピン構造)】 　 向きづけられたRie-

mann多様体Xに対して，その接束 T pXqのスピン構造をXのスピン構
造と呼ぶ．スピン構造が与えられたRiemann多様体をXをスピン多様体
という． l

【例 6.43 (スピン多様体)】 　 Stiefel多様体，リー群，３次元以下の向
き付け可能多様体，K3面はスピン構造を持つ． l

【定義 6.44 (スピノール束)】 　 Eを向きづけられたRiemannベクトル
束，ξ : PSpinpEq Ñ PSOpEq をそのスピン構造，M を左CℓpRnq加群とす
る．このとき，Spinn Ă Cℓ0pRnq Ă CℓpRnqから誘導される Spinnの表現

µ : Spinn Ñ SOpMq

により定義される，M をファイバーとする PSpinpEqの随伴ベクトル束

SpEq : PSpinpEq ˆµM

を Eの実スピノール束 (real spinor bundle)という．また，左 CℓpCnq加
群MCに対して同様に定義されるベクトル束

SCpEq : PSpinpEq ˆµMC

をEの複素スピノール束 (complex spinor bundle)という． l

【命題 6.45】 　向きづけられたRiemannベクトル束EのClifford束は

CℓpEq “ PSpinpEq ˆAd CℓpRnq

と表される．これより，スピノール束 SpEqは左CℓpEq加群となる． l

【命題 6.46 (スピノール束のRiemann接続)】 　 向きづけられたRie-

mannベクトル束EのRiemann接続は，スピノール束 SpEqのRiemann

接続を一意的に誘導する．この接続に対して，
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i) Eの局所基底 re1, ¨ ¨ ¨ , ensの共変微分が

∇ei “

n
ÿ

j“1

ωji b ej

で与えられるとき，rejsに対応する SpEqの局所基底 rσαs の共変微
分は

∇σα “
1

2

ÿ

iăj

ωjieiej ¨ σα

と表される．さらに，曲率形式から誘導される変換

RpV,W q : SpExq Ñ SpExq

は

RpV,W qσ “
1

2

ÿ

iăj

ă RpV,W qei, ej ą eiejσ

と表される．

ii) ∇は SpEqに対して，左CℓpEq加群の微分作用素として働く：

∇pϕ ¨ σq “ p∇ϕq ¨ σ ` ϕ ¨ p∇σq.

RpV,W qも同様に左CℓpEq加群の微分作用素として働く．

l

6.2.5 Dirac作用素

【定義 6.47】 　X をRiemann多様体，Sを左 CℓpXq加群となるX 上
のRiemannベクトル束とする．Sの各Riemann接続∇に対して，

Dσ :“
n
ÿ

j“1

ej∇ejσ

で定義される ΓpSq上の一階の微分作用素

D : ΓpSq Ñ ΓpSq

をDirac作用素と呼ぶ．ここで，e1, ¨ ¨ ¨ , enは T pXqの局所正規直交基底
であるが，Dはその取り方に依らない． l
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【定義 6.48】 　多様体X上のベクトル束Eのm階微分作用素D : ΓpEq Ñ

ΓpEqが，点 xにおいてXの局所座標系 xkとAαpxq : Ex Ñ Exを用いて

D “
ÿ

|α|ďm

Aαpxq
B|α|

Bxα

と表されるとき，各 ξ “
ř

k ξkdxk P T ˚
x pXqに対して定義される線形写像

σξpDq : Ex Ñ Ex，
σξpDq :“ im

ÿ

|α|“m

Aαpxqξα

をDの主シンボルという．特に，任意の ξ “ 0に対して σξpDqが常に同
型写像となるときDは楕円型であるという． l

【定義 6.49】 　Riemann多様体X 上の左 CℓpXq-加群束 Sが次の２条
件を満たすRiemann計量ă,ąと接続∇を持つとき，SをX上のDirac

束という：

i) T pXqの任意の単位ベクトル eは Sのファイバーの等長変換を引き
起こす．

ă eσ1, eσ2 ą“ă σ1, σ2 ą @e P TxpXqs.t. ă e, e ą“ 1, @σ1, σ2 P Sx.

ii) 任意の ϕ P ΓpCℓpXqqと σ P ΓpSqに対して，

∇pϕ ¨ σq “ p∇ϕq ¨ σ ` ϕ ¨ p∇σq.

l

【定理 6.50】 　X を完備Riemann多様体，DをX 上のDirac束 S上
のDirac作用素とする．このときDは L2pSq(Sの２乗可積分断面の作る
ヒルベルト空間）で唯一の自己共役な拡張を持ち，

Ker D “ Ker D2

が成り立つ．さらに，Xがコンパクの時，Ker Dは有限次元である． l
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6.2.6 Rnの擬微分作用素

【定義 6.51 (シンボル)】 　 m P Rを一つ固定し，ppx, ξqを，行列に値
を取るRn ˆ Rn 上のなめらかな関数とする．各多重指数 α, α1に対して，

|Dα
xD

α1

ξ ppx, ξq| ď Cα,α1p1 ` |ξ|qm´|α|

となる定数Cα,α1が存在するとき，ppx, ξqを階数mのシンボルといい，そ
の全体を Symmと表す． l

【定義 6.52 (擬微分作用素)】 　 p P Symmとする．upxq P §(§はRnの
急減少関数の作る Frechet空間)に対して，

upxq “ p2πq ´ n{2

ż

eiăx,ξąûpξqdξ,

に

Pupxq “ p2πq ´ n{2

ż

eiăx,ξąppx, ξqûpξqdξ,

を対応させる写像は，線形写像 P : § Ñ §となる．この写像をRn上の階
数mの擬微分作用素といい，その全体をΨDOmと表す．さらに，シンボ
ル p P Symmを持つ擬微分作用素 P P ΨDOmに対して，

σpP q “ rps P Symm{Symm´1

を P の主シンボルと呼ぶ． l

【定理 6.53】 　擬微分作用素 P P ΨDOm, Q P ΨDOlに対して次が成り
立つ：

i) P は任意の s P Rに対して，有界作用素P : L2
s Ñ L2

s´m に一意的に
拡張される．

ii) 任意の開集合 U P Rnに対して

u|U P C8pUq ñ Pu|U P C8pUq.

iv) Q˝P P ΨDOm`l.

v) 主シンボル σpP qは，Rnの微分同相写像に対して，T pRnq上の関数
として変換する．
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l

【定義 6.54】 　K を Rnのコンパクト集合，P P ΨDOmとする．任
意の u P C8

0 に対して supppPuq Ă K，かつ suppu X K “ Hなら常に
Pu “ 0がなりたつとき，P をK に台を持つ擬微分作用素といい，その
全体をΨDOK,m と表す． l

【命題 6.55】 　ϕ : U Ñ V をRnの開集合U, V の間の微分同相写像とする．
このとき，任意のコンパクト集合K Ă Uに対して，pϕ˚P qu “ P pu˝ϕq˝ϕ´1

は線形写像
ϕ˚ : ΨDOK,m Ñ ΨDOϕK,m

を与える． l

【定義 6.56 (無限平滑作用素)】 　 線形写像 τ : § Ñ §が任意の s,m P R
に対して有界線形写像 τ : L2

s Ñ L2
s`mに拡張されるとき，無限平滑作用

素とよぶ．また，２つの擬微分作用素P,Qの差が無限平滑作用素のとき，
P とQ は同値であるという． l

【定義 6.57 (楕円型擬微分作用素)】 　 P P ΨDOmをシンボル pを持つ
擬微分作用素とする．ある定数 c ą 0が存在して，|ξ| ě cとなる任意の ξ

に対して ppx, ξqが逆行列を持ち，かつ

|ppx, ξq´1| ď cp1 ` |ξ|q´m

が成り立つとき，P を楕円型と定義する． l

【定理 6.58】 　 P P ΨDOmを楕円型擬微分作用素とする．

i) P に対して次の式を満たすQ P ΨDO´mが同値を除いて一意的に存
在する：

PQ “ Id ´ S 1, QP “ Id ´ S.

ここで S, S 1は無限平滑作用素である．

ii) u P L2
sとする．このとき，Rnの任意の開集合 U に対して

Pu|U P C8pUq ñ u|U P C8pUq.

特に，m ą 0のとき，Pu “ λuが λ P Cに対して成り立てば u P

C8pRnqである．

l
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6.2.7 ベクトル束の擬微分作用素

【定義 6.59 (擬微分作用素)】 　

i) X を n次元コンパクト多様体，E,F を X 上のなめらかな複素ベ
クトル束，ΓpEq,ΓpF qをそれらのなめらかな断面の作る線形空間，
L2
spEq, L2

spF qを断面の作る Sobolev空間とする．このとき，線形
写像 P : ΓpEq Ñ ΓpF qが任意の s,m P Rに対して有界線形写像
P : Lms pEq Ñ L2

s`mpF qに拡張できるとき，P を無限平滑作用素と
いう．

ii) 線形写像 P : ΓpEq Ñ ΓpF qが，適当な局所座標系でコンパクトな
台をもつ擬微分作用素Pα P ΨDOmに一致する有限個の線形作用素
と無限平滑作用素の和として表されるとき，P を階数mの擬微分
作用といい，その全体を ΨDOmpE,F qと表す．２つの擬微分作用
素は差が無限平滑作用素となるとき，同値とする．

l

【定理 6.60】 　E,F,Gをコンパクト多様体X上のベクトル束とする．
このとき，擬微分作用素 P P ΨDOmpE,F q, Q P ΨDOlpF,Gqに対して次
が成り立つ：

i) P は任意の s P Rに対して，有界作用素 P : L2
spEq Ñ L2

s´mpF q に
一意的に拡張される．

ii) 任意の開集合 U P Xに対して

u|U P C8pUq ñ Pu|U P C8pUq.

iv) Q˝P P ΨDOm`lpE,Gq.

v) ϕ : X Ñ Xを微分同相写像とする．このとき，ϕ˚rpϕ˚P qus “ P pϕ˚uq

は線形写像

ϕ˚ : ΨDOmpϕ˚E, ϕ˚F q Ñ ΨDOmpE,F q

を与える．
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l

【定義 6.61】 　 π : T ˚pXq Ñ XによりX上のベクトル束E,F から誘導
される T ˚pXq上の束を π˚E, π˚F，pを T ˚pXq上の束Hompπ˚E, π˚F qの
なめらかな断面とする．pが適当な局所座標系でSymmの元となるとき，p
を階数mのシンボルといい，その全体の作るベクトル空間をSymmpE,F q

と表す． l

【定理 6.62】 　各P P ΨDOmpE,F qは主シンボルσpP q P SymmpE,F q{Symm´1pE,F q

を定める． l

【定義 6.63 (楕円型擬微分作用素)】 　 P P ΨDOmpE,F qに対して，
σpP qの適当な代表元が，T ˚pXqのコンパクト集合の外で可逆，かつXの
適当なRiemann計量と適当な定数C に対して |ppξq´1| ď Cp1` |ξ|q´mを
満たすとき，P は楕円型という． l

【定義 6.64 (Fredholm作用素)】 　 ヒルベルト空間の間の有界線形作用
素 T : H1 Ñ H2は，ran T が閉集合でKer T およびCoker T が有限次元
のとき，Fredholm作用素といい，その指数を

T q “ dimpKer T q ´ dimpCoker T q

で定義する． l

【定理 6.65】 　P P ΨDOmpE,F qをコンパクト多様体X上の楕円型擬
微分作用素とする．このとき，次が成り立つ：

i) Q P ΨDO´mpE,F qが同値を除いて一意的に存在し，

PQ “ Id ´ S 1, QP “ Id ´ S

が成り立つ．ここで S, S 1は無限平滑作用素である．

ii) u P L2
spEqとする．このとき，Xの任意の開集合 U に対して

Pu|U P C8pUq ñ u|U P C8pUq.

iii) 任意の s P Rに対して，PはFredholm作用素P : L2
spEq Ñ L2

s´mpEq

に拡張される．さらに，その指数は sに依らない．
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l

【定理 6.66】 　 P : ΓpEq Ñ ΓpEqをコンパクト Riemann多様体X 上
の自己共役なm階擬微分作用素とする．

i) ΓpEqは L2pEqに関する直交分解

ΓpEq “ Ker P ‘ Im P

を持つ．

ii) H : ΓpEq Ñ Ker P を直交射影とすると，次の性質をもつGreen作
用素と呼ばれる擬微分作用素Q P ΨDO´mpEqが存在する：

PG “ GP “ Id ´ H.

iii) m ą 0のとき，P の固有値 λは離散的ですべて実数である．また，
各固有空間Eλは有限次元で，なめらかな断面からなる．

dpΛq :“ dim

˜

à

|λ|ďΛ

Eλ

¸

とおくと，
dpΛq ď cΛnpn`2m`2q{2m

を満たす定数 cが存在する．さらに，tEλuはL2pEqの完全系となる．

l

6.2.8 Atiyah-Singer指数定理

6.2.8.1 整数型指数定理

【定理 6.67】 　F “ F pH1, H2qをノルム位相をもつ Fredholm作用素
の空間とする．このとき，写像F Ñ ZはF の各連結成分で一定となり，
一対一対応

π0pF q Ñ Z

を与える． l
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【定理 6.68】 　コンパクト多様体上のベクトル束に対する楕円型擬微分
作用素P の指数P qは，その主シンボル σpP qの正則ホモトピー類にのみ
依存する． l

【定義 6.69 (位相的指数)】 　 コンパクト多様体X上の複素ベクトル束
Eから F への楕円型擬微分作用素 P : ΓpEq Ñ ΓpF qを考える．接束 TX

の球体部分束DXを適当にとると，主シンボル σpP qは BDX “ SX上の
各点でEからF への同型写像を与える．したがって，σpP qはKcptpTXq

の元を定義する：

σpP q :“ rπ˚E, π˚F ;σpP qs P KcptpTXq – KpDX,SXq.

Xの適当な埋め込み f : X Ñ RN は，XのRN での管状近傍N への埋め
込み f : X Ñ Nから誘導されるThom同型 KcptpTXq Ñ KcptpTNq と自
然な準同型 i! : KcptpTNq Ñ KcptpTRNqの結合により，準同型

f! : KcptpTXq Ñ KcptpTRNq

を定める．さらに，TRN を原点 ptの複素ベクトル束と見なして得られる
Thom同型を

q! : KcptpKRnq Ñ Kpptq – ZR

とする．これらを用いて，P の位相的指数 top ´ indexpP qを次のように
定義する：

top ´ indexpP q :“ q!f!σpP q P Z.

l

【定理 6.70 (整数型Atiyah-Singer指数定理)】 　 n次元コンパクト多様
体X上の楕円型作用素 P に対して，次が成り立つ：

i)

P q “ top ´ indexpP q.

ii)

P “ p´1qntchpσpP qq ¨ π˚ÂpXq2urTXs.

iii) Xが向きづけられているとき，

P “ p´1qnpn`1q{2tπ!chpσpP qq ¨ ÂpXq2urXs.
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l

【例 6.71 (Euler特性数)】 　 XをコンパクトRiemann多様体，Sをそ
のClifford束とする：

S “ CℓpXq “ Cℓ0pXq ‘ Cℓ1pXq.

このとき，CℓpXqのDirac作用素は楕円型微分作用素

D0 : ΓpCℓ0pXqq Ñ ΓpCℓ1pXqq

を与え，
d ` d˚ : ΓpΛevenpXqq Ñ ΓpΛoddpXqq

と一致する．この作用素の指数は，H˚を調和微分形式の次数付き加群と
して，

D0 “ dimHeven ´ dimHodd “ χpXq

となる． l

【例 6.72 (符号数作用素)】 　 X を 4k次元のコンパクトで向きづけら
れたRiemann多様体とし，そのClifford 束の（体積要素ωC “ p´1qkωに
よる）カイラル分解を

S “ CℓpXq “ Cℓ`pXq ‘ Cℓ´pXq

とおく．このとき，Dirac束CℓpXqのDirac作用素は，擬微分作用素

D` : ΓpCℓ`pXqq Ñ ΓpCℓ´pXqq

を誘導し，その指数はXの符号数（H2kpX;Rqのカップ積から誘導され
る対称２次形式の符号数）と一致する：

D` “ dimpH2kq` ´ dimpH2kq´ “ sigpXq.

Atiyah-Singerの指数定理より，これはさらに L種数と一致する：

LpXq “ sigpXq.

一般に，Eを 2m次元の向きづけられたコンパクト多様体X上の勝手な
複素ベクトル束とすると，楕円型作用素

D`
E : ΓpCℓ`pXq b Eq Ñ ΓpCℓ´pXq b Eq
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に対して，
pD`

Eq “ tch2pEq ¨ LpXqurXs

が成り立つ．ここで，

ch2pEq :“
ÿ

k

2kchkE.

l

【例 6.73 (Atiyah-Singer Â作用素)】 　 X を 2m次元のコンパクト
Riemannスピン多様体として，その複素スピノール束 {SCとその上のDirac

作用素Dを考える．複素体積要素による {SCのカイラル分解 {SC “ {S`

C‘{S´

C

は楕円型微分作用素
{D` : Γp{S`

Cq Ñ Γp{S´

Cq

を与える．その指数はXの Â種数と一致する：

p {D`
q “ ÂpXq.

さらに，一般に，EをX上の勝手な複素ベクトル束とするとき，楕円型
作用素

{D`

E : Γp{S`

CpXq b Eq Ñ Γp{S´

CpXq b Eq

に対して，
p {D`

Eq “ tchpEq ¨ ÂpXqurXs.

l

6.2.8.2 楕円型作用素の族
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7 特性類
Last update: 2011.7.18

7.1 分類空間

7.1.1 実ベクトルバンドル

【定義 7.1 (実Grassmann多様体)】 　

1) Rn`k の n枠 (n個の一次独立なベクトル列)全体の集合を Vn,k “

VnpRn`kqとおく．Vn,k Ă Rnpn`kqと見なして，Vn,kにRnpn`kqからの
誘導位相を与えた空間をStiefel多様体という．Vn,kはC8級npn`kq

次元開多様体である．Vn,kと Vk,nはC8同相である．

2) Rn`kの n次元線形部分空間の集合をGn,k “ GnpRn`kqとおく．自
然な射影 π : Vn,k Ñ Gn,kが連続となる極大位相をGn,kに入れて得
られる空間は，コンパクトな nk次元多様体となる．この多様体を
実Grassmann多様体という．Gn,kとGk,nはC8同相である．

3) 空間
Epγnk q “

␣

pP, vq
ˇ

ˇ P P Gn,k, v P P Ă Rn`k
(

（位相は誘導位相）に対して，

π : Epγnk q Q pP, vq ÞÑ P P Gn,k

とおくと，γnk “ pEpγnk q, Gn,k, πqはGn,k上の n次元実ベクトルバン
ドルとなる．これをGn,kを底空間とする n次元標準ベクトルバン
ドルという．

4) 標準的な入射Rn`k Ă Rn`k`1から誘導される入射Gn,k Ă Gn,k`1に
関して，pGn,kqkě0は帰納系をなす．この帰納的極限をGn “ Gn,8 “

GnpR8qと表し，無限次元実Grassmann多様体という．また，自然
な入射 γnk Ă γnk`1の帰納的極限を γnとおく．このとき，

Epγnq “ tpP, vq | P P Gn, v P P Ă R8u Ă Gn ˆ R8

が成り立つ．
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l

【定義 7.2 (有向実Grassmann多様体)】 　

1) Rn`kの向きづけられたn次元線形部分空間の集合を G̃n,k “ G̃npRn`kq

とおく．自然な射影 π : Vn,k Ñ G̃n,kが連続となる極大位相を G̃n,k

に入れて得られる空間は，コンパクトな nk次元多様体となる．こ
の多様体を有向実Grassmann多様体という．G̃n,kと G̃k,nはC8同
相である．また，G̃n,kはGn,kの連結な２価の被覆空間である．

2) 空間

Epγ̃nk q “

!

pP, vq

ˇ

ˇ

ˇ
P P G̃n,k, v P P Ă Rn`k

)

（位相は誘導位相）に対して，

π : Epγ̃nk q Q pP, vq ÞÑ P P G̃n,k

とおくと，γ̃nk “ pEpγ̃nk q, G̃n,k, πqは G̃n,k上の n次元実ベクトルバン
ドルとなる．これを G̃n,kを底空間とする n次元標準ベクトルバン
ドルという．

3) pG̃n,kqkě0は帰納系をなす．この帰納的極限を G̃n “ G̃n,8 “ G̃npR8q

と表し，無限次元有向実 Grassmann多様体という．また，自然な
入射 γ̃nk Ă γ̃nk`1の帰納的極限を γ̃nとおく．このとき，

Epγ̃nq “

!

pP, vq

ˇ

ˇ

ˇ
P P G̃n, v P P Ă R8

)

Ă G̃n ˆ R8

が成り立つ．

l

【定理 7.3 (実ベクトルバンドルの分類空間)】 　

1) ξn “ pE,B, πqをパラコンパクトHausdorff空間B上の n次元実ベ
クトルバンドルとする．このとき，連続写像 f : B Ñ Gnが存在し，
ξn – f˚γnとなる．さらに，この対応により，B上の n次元実ベク
トルバンドルの同型類とBからGnへの連続写像のホモトピー類が
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１対１に対応する．したがって，GnはパラコンパクトHausdorff空
間上の n次元実ベクトルバンドルに対する分類空間，γnは普遍バ
ンドルとなる．

2) 全く同様に，G̃nはパラコンパクトHausdorff空間上の向き付けられ
た n次元実ベクトルバンドルに対する分類空間，γ̃nはその普遍バ
ンドルとなる．

l

7.1.2 複素ベクトルバンドル

【定義 7.4 (複素Grassmann多様体)】 　

1) Cn`kのn枠 (n個の複素一次独立なベクトル列)全体の集合をV C
n,k “

VnpCn`kqとおく．V C
n,k Ă Cnpn`kqと見なして，V C

n,kに Cnpn`kqから
の誘導位相を与えた空間を複素 Stiefel多様体という．V C

n,kはC8級
2npn ` kq次元開多様体である．V C

n,kと V C
k,nはC8同相である．

2) Cn`kの複素 n次元線形部分空間の集合をGC
n,k “ GnpCn`kqとおく．

自然な射影 π : V C
n,k Ñ GC

n,kが連続となる極大位相をGC
n,kに入れて

得られる空間は，コンパクトな 2nk次元多様体となる．この多様体
を複素Grassmann多様体という．GC

n,kとGC
k,nはC8同相である．

3) 空間
Epγn,Ck q “

␣

pP, vq
ˇ

ˇ P P GC
n,k, v P P Ă Cn`k

(

（位相は誘導位相）に対して，

π : Epγn,Ck q Q pP, vq ÞÑ P P GC
n,k

とおくと，γn,Ck “ pEpγn,Ck q, GC
n,k, πqはGC

n,k上の n次元複素ベクト
ルバンドルとなる．これをGC

n,kを底空間とする n次元標準複素ベ
クトルバンドルという．

4) 標準的な入射Cn`k Ă Cn`k`1から誘導される入射GC
n,k Ă GC

n,k`1に
関して，pGC

n,kqkě0は帰納系をなす．この帰納的極限をGC
n “ GC

n,8 “
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GnpC8qと表し，無限次元複素Grassmann多様体という．また，自
然な入射 γn,Ck Ă γn,Ck`1の帰納的極限を γn,Cとおく．このとき，

Epγn,Cq “
␣

pP, vq
ˇ

ˇ P P GC
n , v P P Ă C8

(

Ă GC
n ˆ C8

が成り立つ．

l

【定理 7.5 (複素ベクトルバンドルの分類空間)】 　 ωn “ pE,B, πqをパ
ラコンパクトHausdorff空間B上の n次元複素ベクトルバンドルとする．
このとき，連続写像 f : B Ñ GC

n が存在し，ω
n – f˚γn,Cとなる．さら

に，この対応により，B上の n次元複素ベクトルバンドルの同型類とB

からGC
n への連続写像のホモトピー類が１対１に対応する．したがって，

GC
n はパラコンパクトHausdorff空間上の n次元複素ベクトルバンドルに
対する分類空間，γn,Cは普遍バンドルとなる． l

7.1.3 分類空間の位相

【定理 7.6 (コホモロジー環)】 　

1) c1, ¨ ¨ ¨ , cnを無限次元複素Grassmann多様体GnpC8qのChern類と
するとき，

H˚pBUpnqq “ H˚pBGLpn,Cqq “ Zrc1, ¨ ¨ ¨ , cns, (25)

H˚pBSUpnqq “ H˚pBSLpn,Cqq “ Zrc2, ¨ ¨ ¨ , cns. (26)

2) q1, ¨ ¨ ¨ , qnをシンプレクティック Pontryagin類とするとき，

H˚pBSppnqq “ Zrq1, ¨ ¨ ¨ , qns. (27)

3) w1, ¨ ¨ ¨ , wnを Stiefel-Whitney類，p1, ¨ ¨ ¨ , pnをPontryagin類，eを
Euler類，K2を標数 2の体，Kは標数が 2でない体とするとき，

H˚pBOpnq;K2q “ H˚pBGLpn,Rq;Z2q “ K2rw1, ¨ ¨ ¨ , wns,(28)

H˚pBSOpnq;K2q “ H˚pBSLpn,Rq;Z2q “ K2rw2, ¨ ¨ ¨ , wns,(29)

H˚pBSOp2m ` 1q;Kq “ Krp1, ¨ ¨ ¨ , pms, (30)

H˚pBSOp2mq;Kq “ Krp1, ¨ ¨ ¨ , pm´1, es. (31)
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l

7.2 ベクトルバンドル

7.2.1 Poincaré-Hopfの定理

【定義 7.7 (ベクトル場の指数)】 　 n次元 C8多様体M 上の C8ベク
トル場をXとする．

1) Xが開集合Uにおいて点 pに孤立した零点をもつとする．Uにおけ
るベクトル場の基底 ea “ pe1, ¨ ¨ ¨ , enqを一つ取ると，eaはM の接
バンドル T pMqのUにおける自明化 pπ, π1q : T pUq Ñ U ˆTppMqを
与える．このとき，pを含む球体Dnと同相な領域 V pĂ Uqを取る
と，Xにより定まるV 上のT pMqの切断は，π1との合成により，写
像 g : pV, V ´ pq Ñ pTppMq, TppMq ´ pqを定める（p P M を TppMq

のゼロベクトルと同一視する）．gから誘導される写像

g˚ : HnpV, V ´ pq Ñ HnpTppMq, TppMq ´ pq

は，eaや V の取り方に依存しない．また，局所座標系を用いると，
HnpV, V ´ pq – Hn´1pBV q – Zの生成元 un（すなわち U の向き）
は，HnpTppMq, TppMq ´ pq – Zの生成元 u1

n（すなわち TppMqの向
き）を定める．そこで，Xの点 pにおける指数 IndpX, pqを

g˚un “ IndpX, pqu1
n

により定義する．

2) X がM 上で有限個の孤立したゼロ点 p1, ¨ ¨ ¨ , pkを持つとき，X の
指数 IndpXqを

IndpXq “

k
ÿ

j“1

IndpX, pjq

により定義する．

l
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【定理 7.8 (Poincaé-Hopf)】 　 M をコンパクトな n次元 C8多様体と
し，XをM上のC8ベクトル場でその零点は有限個であり，BM “ Hの
ときには，i) X の零点はM ´ BM に含まれる，ii) X は BM では外向き
であるという２条件を満たすとする．このとき，

IndpXq “ χpMq.

l

Proof. 概要 [田村一郎著「微分位相幾何学」(岩波書店，1992)]

1) M がRnの n次元部分多様体U であるとする．BU の外向き法ベク
トルW によりGauss写像

g : BU Q p Ñ Wp{}Wp} P Sn´1

を定義するとき，

g˚ : Hn´1pBUq Ñ Hn´1pS
n´1q

に対して
g˚rBU s “ IndpXqrSn´1s

が成り立つ．すなわち，IndpXqは U（の形）のみで決まる．

2) 一般のM に対して，M をRmに埋め込む．このとき，M のRmに
おける法近傍NpMqにおいて，次の条件を満たすベクトル場 Y が
存在する．

i) Y はM 上でXと一致し，NpMq ´ M に零点を持たない．

ii) Y は BNpMqにおいて外向きの接ベクトルである．

iii) Xの各零点 pjにおいて，IndpX, pjq “ IndpY, pjqが成り立つ．

3) ３つ組 pM ;H, BMqに適合したMorse関数 fから（適当なRiemann

計量を用いて）定義されるベクトル場∇f に対して，

Indp∇fq “ χpMq

が成り立つ．

4) 1)より，2)における IndpXq “ IndpY qは法近傍NpMqの形態にの
み依存し，Xによらない．したがって，3)より IndpXq “ χpXqと
なる．

Q.E.D.
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7.2.2 Euler類とThom同型

【定義 7.9】 　 ξ “ pE,B, πqをn次元ベクトルバンドルとする．Bを ξの
ゼロ切断と同一視して，E´Bを ξの部分バンドルと見なし ξ0 “ pE0, B, πq

と表す． l

【定理 7.10 (Thom類とThom同型)】 　 ξ “ pE,B, πqを向きが与えら
れた n次元ベクトルバンドルとし，

jb : F “ Rn Ñ Fb “ π´1pbq Ă E

を F の標準的向きを Fbの向きに写す同型写像，U P HnpF, F0;Zqを F

の標準の向きを表すHnpF, F0;Zqの生成元に対する双対コホモロジー類
とする．このとき，pE,E0qの整係数コホモロジー群H˚pE,E0;Zqおよび
カップ積⌣: H˚pE;Zq bH˚pE,E0;Zq Ñ H˚pE,E0;Zqに対して，次の命
題が成り立つ：

i) H ipE,E0;Zq “ 0 pi ă nq.

ii) HnpE,E0;Zqの元 Upξqで，任意の b P Bに対して，

j˚
b pUpξqq “ U

を満たすものが一意的に存在する．Upξqを ξのThom類ないし基本
コホモロジー類という．

iii) 写像

ϕ : H ipB;Zq Q α Ñ ϕpαq “ π˚pαq ⌣ Upξq P H i`npE,E0;Zq

は同型である．この同型写像をThom同型という．

iv) Thom類はバンドル写像に対して自然性をもつ．すなわち，２つ
の向きの与えられた n次元ベクトルバンドル ξ “ pE,B, πq, ξ1 “

pE 1, B1, π1qの間の向きを保つバンドル写像 f̃ : ξ Ñ ξ1 に対して，
f : B Ñ B1を対応する底空間の写像とするとき，

Upξq “ Upf´1ξ1q “ f̃˚pUpξ1qq

が成り立つ．
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l

【定義 7.11 (Euler類)】 　 ξ “ pE,B, πqを向き付けられた n次元ベク
トルバンドルとする．ξのThom類Upξqと j : pE,Hq Ă pE,E0qを用いて

epξq “ pπ˚q´1 ˝ j˚pUpξqq P HnpB;Zq

により定義されるコホモロジー類を ξの Euler類という． l

【定理 7.12 (Gysin完全系列)】 　 ξ “ pE,B, πqを向き付けられた n次
元ベクトルバンドルとする．このとき，空間対 pE,E0qに対するコホモロ
ジー完全系列

¨ ¨ ¨ Ñ Hq´1pE0q
δ˚

ÝÑ HqpE,E0q
j˚

ÝÑ HqpEq
i˚
ÝÑ HqpE0q Ñ ¨ ¨ ¨

およびThom同型より次の (Thom-)Gysinの完全系列が成り立つ：

¨ ¨ ¨ Ñ Hq´1pE0;Zq
ϕ´1δ˚

ÝÝÝÑ Hq´npB;Zq
⌣epξq
ÝÝÝÑ HqpB;Zq

pπ|E0
q˚

ÝÝÝÝÑ HqpE0;Zq Ñ ¨ ¨ ¨ .

l

【定理 7.13 (Euler類の性質)】 　 ξ “ pE,B, πq, ξ1 “ pE 1, B1, π1qを向き
付けられた n次元ベクトルバンドルとする．このとき，次の命題が成り
立つ．

i) Euler類はバンドル写像に対して自然性をもつ．すなわち，f : B1 Ñ

Bを任意の連続写像，f´1ξをB1上の誘導バンドルとするとき，

epf´1ξq “ f˚pepξqq.

ii) epξq “ ϕ´1pUpξq ⌣ Upξqq.

iii) ξの向きを逆にしたベクトルバンドルを ξ´とするとき，

epξ´q “ ´epξq.

iv) nが奇数の時，
2epξq “ 0.

v) ξが至る所ゼロでない切断をもてば，epξq “ 0.
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vi) ξ と ξ1 の積バンドル ξ ˆ ξ1 “ pE ˆ E 1, B ˆ B1, π ˆ π1qの向きを
jb ˆ j1

b1 : F ˆ F 1 Ñ π´1pbq ˆ π1´1pb1qが正の向きとなるように定め
る．このとき，

epξ ˆ ξ1q “ epξq ˆ epξ1q,

epξ ‘ ξ1q “ epξq ⌣ epξ1q.

l

【定理 7.14 (多様体のEuler類)】 　 Mnを向きの与えられた n次元C8

多様体とする．このとき，Mnの接バンドルのEuler類をMnのEuler類
という：

epMnq “ epτpMnqq.

特に，Mnが閉多様体のとき，χpMnqをMnのEuler数，rMnsをMnの
基本ホモロジー類とするとき，

χpMnq “ xepMnq, rMnsy

が成り立つ． l

【定理 7.15 (法バンドルの Euler類)】 　 向き付け可能な n次元C8多
様体Mnが n` k次元Euclid空間Rn`kの閉集合として埋め込まれている
とき，Mnの向きの与えられた法バンドル νkに対して epνkq “ 0が成り
立つ． l

【定理 7.16 (CP nの整係数コホモロジー環)】 　

i) γ1,C “ pEpγ1,Cq,CP8, πqのEuler類をα P H2pCP8;Zqとするとき，

H˚pCP8;Zq “ Zrαs.

ii) γ1,Ck Ă γ1,Cに対応する包含写像 ι : CP k Ă CP8に対して，

H˚pCP k;Zq “ Zrι˚pαqs{pι˚pαqk`1 “ 0q.

l

119 目次へ



目次へ

7.2.3 Z2-Euler類とThom同型

【定理 7.17 (Thom類とThom同型)】 　 ξ “ pE,B, πqを n次元ベクト
ルバンドルとし，

j1
b : F “ Rn Ñ Fb “ π´1pbq Ă E

を同型写像，U 1をHnpF, F0;Z2qの生成元とする．このとき，pE,E0qの
Z2 係数コホモロジー群 H˚pE,E0;Z2qおよびカップ積 ⌣: H˚pE;Z2q b

H˚pE,E0;Z2q Ñ H˚pE,E0;Z2qに対して，次の命題が成り立つ：

i) H ipE,E0;Z2q “ 0 pi ă nq.

ii) HnpE,E0;Z2qの元 U 1pξqで，任意の b P Bに対して，

j˚
b pU 1pξqq “ U 1

を満たすものが一意的に存在する．U 1pξqを ξのZ2-Thom類ないし
Z2基本コホモロジー類という．

iii) 写像

ϕ : H ipB;Z2q Q α Ñ ϕpαq “ π˚pαq ⌣ U 1pξq P H i`npE,E0;Z2q

は同型である．この同型写像を Z2-Thom同型という．

iv) Z2-Thom類はバンドル写像に対して自然性をもつ．すなわち，２つ
n次元ベクトルバンドル ξ “ pE,B, πq, ξ1 “ pE 1, B1, π1qの間のバン
ドル写像 f̃ : ξ Ñ ξ1に対して，f : B Ñ B1を対応する底空間の写像
とするとき，

U 1pξq “ U 1pf´1ξ1q “ f̃˚pU 1pξ1qq

が成り立つ．

l

【定義 7.18 (Z2-Euler類)】 　 ξ “ pE,B, πqを n次元ベクトルバンドル
とする．ξの Z2-Thom類 U 1pξqと j : pE,Hq Ă pE,E0qを用いて

e1pξq “ pπ˚q´1 ˝ j˚pU 1pξqq P HnpB;Z2q

により定義されるコホモロジー類を ξの Z2-Euler類という． l
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【定理 7.19 (Gysin完全系列)】 　 ξ “ pE,B, πqを n次元ベクトルバン
ドルとする．このとき，空間対 pE,E0qに対するコホモロジー完全系列

¨ ¨ ¨ Ñ Hq´1pE0q
δ˚

ÝÑ HqpE,E0q
j˚

ÝÑ HqpEq
i˚
ÝÑ HqpE0q Ñ ¨ ¨ ¨

およびThom同型より次の (Thom-)Gysinの完全系列が成り立つ：

¨ ¨ ¨ Ñ Hq´1pE0;Z2q
ϕ´1δ˚

ÝÝÝÑ Hq´npB;Z2q
⌣e1pξq
ÝÝÝÑ HqpB;Z2q

pπ|E0
q˚

ÝÝÝÝÑ HqpE0;Z2q Ñ ¨ ¨ ¨ .

l

【定理 7.20 (Z2-Euler類の性質)】 　 ξ “ pE,B, πq, ξ1 “ pE 1, B1, π1qを n

次元ベクトルバンドルとする．このとき，次の命題が成り立つ．

i) Z2-Euler類はバンドル写像に対して自然性をもつ．すなわち，f :

B1 Ñ B を任意の連続写像，f´1ξ を B1 上の誘導バンドルとする
とき，

e1pf´1ξq “ f˚pe1pξqq.

ii) e1pξq “ ϕ´1pU 1pξq ⌣ U 1pξqq.

iii) ξが至る所ゼロでない切断をもてば，e1pξq “ 0.

iv)

e1pξ ˆ ξ1q “ e1pξq ˆ e1pξ1q,

e1pξ ‘ ξ1q “ e1pξq ⌣ e1pξ1q.

l

【定理 7.21 (多様体のZ2-Euler類)】 　 Mnを n次元C8多様体とする．
このとき，Mnの接バンドルの Z2-Euler類をMnの Z2-Euler類という：

e1pMnq “ e1pτpMnqq.

特に，Mnが閉多様体のとき，χpMnqをMnのEuler数，rMns1をMnの
Z2基本ホモロジー類とするとき，

χpMnq ” xe1pMnq, rMns1y mod2

が成り立つ． l
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【定理 7.22 (RP nの Z2係数コホモロジー環)】 　

i) γ1 “ pEpγ1q,RP8, πqの Z2-Euler類を α̂ P H1pRP8;Z2qとする
とき，

H˚pRP8;Z2q “ Z2rα̂s.

ii) γ1k Ă γ1に対応する包含写像 ι : RP k Ă RP8に対して，

H˚pRP k;Z2q “ Z2rι
˚pα̂qs{pι˚pα̂qk`1 “ 0q.

l

【定理 7.23 (法バンドルの Z2-Euler類)】 　 n次元 C8多様体Mnが
n ` k次元 Euclid空間Rn`kの閉集合として埋め込まれているとき，Mn

の法バンドル νkに対して e1pνkq “ 0が成り立つ． l

7.2.4 Stiefel-Whitney類

【定義 7.24 (Stiefel-Whitney類の公理)】 　 次の５つの公理を満たす，
パラコンパクトHausdorff空間を底空間とするベクトルバンドルに対する
特性類を Stiefel-Whitney類という．

(SW I) 各ベクトルバンドル ξ “ pEpξq, Bpξq, πqに対して，コホモ
ロジー類の列

wipξq P H ipBpξq;Z2q pi “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q

が対応する．ただし，w0pξq “ 1 P H0pBpξq;Z2qで，ξが n次元ベ
クトルバンドルの時，wipξq “ 0pi ą nq．wipξqを ξの i次 Stiefel-

Whitney類，

wpξq “ 1 ` w1pξq ` w2pξq ` ¨ ¨ ¨ P H˚pBpξq;Z2q

を全 Stiefel-Whitney類という．

(SW II) (自然性）f̃ : ξ Ñ ηをバンドル写像，f : Bpξq Ñ Bpηqを
f̃ が定める底空間の間の写像とするとき，

wpξq “ f˚pwpηqq.
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(SW III) (Whitney積）ξと ξ1が同じ底空間上のベクトルバンドル
の時，

wpξ ‘ ξ1q “ wpξq ⌣ wpξ1q.

(SW IV) G1,1 “ RP 1を底空間とする１次元標準ベクトルバンドル
γ11 に対して，α̂をH1pRP 1;Z2q – Z2の生成元とするとき，

w1pγ
1
1q “ α̂ P H1pRP 1;Z2q.

(SW V) ξ が n次元ベクトルバンドルであるとき，wnpξqは ξ の
Z2-Euler類と一致する：

wnpξq “ e1pξq.

l

【定理 7.25 (Stiefel-Whiney類の存在と一意性)】 　 公理 (SW I)-(SW

V)を満たす Stiefel-Whitney類は存在し，一意的に決まる． l

【定理 7.26 (ベクトルバンドルの分類空間のコホモロジー)】 　 n次元ベ
クトルバンドルの分類空間Gnの Z2係数コホモロジー環H˚pGn;Z2qは，
対応する普遍ベクトルバンドル γnの Stiefel-Whitney類により生成され
る Z2上の多項式環である：

H˚pGn;Z2q – Z2rw1pγ
nq, ¨ ¨ ¨ , wnpγnqs

l

【定理 7.27 (ベクトルバンドルの向き付け可能性)】 　 ξをパラコンパ
クトHausdorff空間上のベクトルバンドルとするとき，ξが向き付け可能
であるための必要十分条件は，w1pξq “ 0. l

【定理 7.28 (ベクトルバンドルのフレーム断面)】 　 ξをパラコンパク
トHausdorff空間上の n次元ベクトルバンドルとする．ξが各点で一次独
立な q個の断面をもつならば，

wnpξq “ wn´1pξq “ ¨ ¨ ¨ “ wn´q`1pξq “ 0

が成り立つ． l
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【定理 7.29 (実射影空間の Stiefel-Whitney類)】 　実射影空間RP kに対
して，１次元標準ベクトルバンドル γ1kのZ2-Euler類を α̂ P H1pRP k;Z2q

とするとき
wpRP kq “ p1 ` α̂qk`1.

l

7.2.5 Chern類

【定義 7.30 (Chern類の公理)】 　 次の５つの公理を満たす，パラコン
パクトHausdorff空間を底空間とする複素ベクトルバンドルに対する特性
類をChern類という．

(C I)各ベクトルバンドルω “ pEpωq, Bpωq, πqに対して，コホモロ
ジー類の列

cipωq P H2ipBpωq;Zq pi “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q

が対応する．ただし，c0pωq “ 1 P H0pBpωq;Zqで，ωがn次元複素ベ
クトルバンドルの時，cipωq “ 0pi ą nq．cipωqを ωの i次Chern類，

cpωq “ 1 ` c1pωq ` c2pωq ` ¨ ¨ ¨ P H˚pBpωq;Zq

を全Chern類という．

(C II) (自然性）f̃ : ω Ñ θをバンドル写像，f : Bpωq Ñ Bpθqを f̃

が定める底空間の間の写像とするとき，

cpωq “ f˚pcpθqq.

(C III) (Whitney積）ωと ω1が同じ底空間上のベクトルバンドル
の時，

cpω ‘ ω1q “ cpωq ⌣ cpω1q.

(C IV) GC
1,1 “ CP 1を底空間とする１次元標準複素ベクトルバンド

ル γ1,C1 に対して，αをH2pCP 1;Zq – Zの生成元とするとき，

c1pγ1,C1 q “ α P H2pCP 1;Zq.
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(C V) ωが n次元複素ベクトルバンドルであるとき，cnpωqは ωの
基礎実ベクトルバンドル ωRの Euler類と一致する：

cnpωq “ epωRq.

l

【定理 7.31 (Chern類の存在と一意性)】 　 公理 (C I)-(C V)を満たす
Chern類は存在し，一意的に決まる． l

【定理 7.32 (複素ベクトルバンドルの分類空間のコホモロジー)】 　 n次元
複素ベクトルバンドルの分類空間GC

nの整係数コホモロジー環H˚pGC
n ;Zq

は，対応する普遍複素ベクトルバンドル γn,CのChern類により生成され
る Z上の多項式環である：

H˚pGC
n ;Zq – Zrc1pγn,Cq, ¨ ¨ ¨ , cnpγn,Cqs

l

【定理 7.33 (複素ベクトルバンドルのフレーム断面)】 　 ωをパラコン
パクトHausdorff空間上の n次元複素ベクトルバンドルとする．ωが各点
で複素一次独立な q個の断面をもつならば，

cnpωq “ cn´1pωq “ ¨ ¨ ¨ “ cn´q`1pωq “ 0

が成り立つ． l

【定理 7.34 (複素射影空間の Chern類)】 　 複素射影空間CP kに対し
て，１次元標準複素ベクトルバンドル γ1,Ck の Euler類を α P H2pCP k;Zq

とするとき
cpCP kq “ p1 ` αqk`1.

l

7.2.6 Pontrjagin類

【定義 7.35 (Pontrjagin類)】 　 ξ “ pE,B, πqをパラコンパクトHausdorff

空間B上の n次元実ベクトルバンドルとするとき，ξの複素化 ξ b Cの
Chern類 c2jpξbCqにより ξのPontrjagin類 pjpξqを次のように定義する：

pjpξq “ p´1qjc2jpξ b Cq P H4jpB;Zq pj “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.
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また，H˚pB;Zqの元 ppξqを

ppξq “ 1 ` p1pξq ` ¨ ¨ ¨

で定義し，ξの全 Pontrjagin類という． l

【定理 7.36 (Pontrjagin類の性質)】 　 Pontrjagin類は次の性質をもつ．

(P I) 各ベクトルバンドル ξ “ pEpξq, Bpξq, πqに対して，ξの Pon-

tjagin類と呼ばれるコホモロジー類の列

Pipξq P H4ipBpξq;Zq pi “ 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ q

が対応する．ただし，p0pξq “ 1 P H0pBpξq;Zqで，ξが n次元ベク
トルバンドルの時，i ą rn{2sに対して，pipξq “ 0．

(P II) (自然性）f̃ : ξ Ñ ηをバンドル写像，f : Bpξq Ñ Bpηqを f̃

が定める底空間の間の写像とするとき，

ppξq “ f˚pppηqq.

(P III) (Whitney積）ξ と ξ1 が同じ底空間上のベクトルバンドル
の時，

ppξ ‘ ξ1q “ ppξq ⌣ ppξ1q modA.

が成り立つ．ただし，AはH˚pBpξq;Zqの位数 2の元すべてからな
る部分環である．

(P IV) ξが向き付けられている 2n次元ベクトルバンドルのとき，

pnpξq “ epξq2.

l

【定理 7.37 (有向ベクトルバンドルの分類空間のコホモロジー)】 　 Λ

を 1{2を含む整域とする．

i) 2n ` 1次元有向ベクトルバンドルの分類空間 G̃2n`1の Λ係数コホ
モロジー環H˚pG̃2n`1; Λqは，対応する普遍ベクトルバンドル γ̃2n`1

の Pontrjagin類により生成されるΛ上の多項式環である：

H˚pG̃2n`1; Λq – Λrp1pγ̃
2n`1q, ¨ ¨ ¨ , pnpγ̃2n`1qs
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i) 2n次元有向ベクトルバンドルの分類空間 G̃2nのΛ係数コホモロジー
環H˚pG̃2n; Λqは，対応する普遍ベクトルバンドル γ̃2nのPontrjagin

類および Euler類により生成されるΛ上の多項式環である：

H˚pG̃2n; Λq – Λrp1pγ̃
2nq, ¨ ¨ ¨ , pn´1pγ̃

2nq, epγ̃2nqs

このとき，
pnpγ̃2nq “ epγ̃2nq2

がなりたつ．

l

【定理 7.38 (Chern類との関係)】 　 n次元複素ベクトルバンドル ωの
Chern類と ωRの Pontrjagin類の間には次の関係式が成り立つ：

1 ´ p1pωRq ` p2pωRq ´ ¨ ¨ ¨ ` p´1qnpnpωRq “ cpωqcpω̄q.

ここで，ω̄は ωの複素共役バンドルで，

cpω̄q “ 1 ´ c1pωq ` c2pωq ´ ¨ ¨ ¨ ` p´1qncnpωq.

l

7.2.7 障害類

【定理 7.39 (Euler類)】 　 ξがCW複体Bを底空間とする向きの与え
られた n次元ベクトルバンドル，ξ̂をそれに同伴した球バンドルとする．
nが偶数ならば，Bの n´ 1切片上の ξ̂の切断を n切片上に拡大するため
の障害類 opξ̂q P HnpB;Zqは ξの Euler類 epξqと一致する． l

【定理 7.40 (Stiefel-Whitney類)】 　 ξがCW複体Bを底空間とする向
きの与えられた n次元ベクトルバンドルとする．Bの q´ 1切片上の正規
直交n´q`1粋を q切片上に拡大するためのZ2-障害類 oqpξq P HqpB;Z2q

は ξの Stiefel-Whitney類wqpξqと一致する． l

【定理 7.41 (Chern類)】 　 ωがCW複体Bを底空間とする向きの与えら
れた複素n次元ベクトルバンドルとする．Bの 2q´1切片上の複素（正規
直交）n´ q` 1粋を 2q切片上に拡大するための障害類 oqpωq P H2qpB;Zq

は ωのChern類 cqpωqと一致する． l
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【定理 7.42 (構造群の簡約)】 　

1) ξをCW複体B上のベクトルバンドルとするとき，ξが向き付け可
能であるための必要十分条件は，w1pξq “ 0である．(この定理は，
Bが一般にパラコンパクトHaussdorf空間なら成り立つ．)また，向
き付け可能であるとき，ξの向きはH0pX;Z2qの元と一対一に対応
する．

2) ωをCW複体上の複素 n次元ベクトルバンドルとする．ωの構造群
が SUpnqに簡約できるための必要十分条件は，c1pωq “ 0である．

l

Proof.

1) 一般に，主バンドルP pG,Bqの部分主バンドルP 1pH,Bqは，P pG,Bq

に同伴したファイバーバンドル pP {H,B,G{Hqの大域的切断と一対
一に対応する．また，ξが向き付け可能であるための必要十分条件は，
ξに同伴した主バンドルP pOpnq, Bqの部分主バンドルP 1pSOpnq, Bq

が存在すること，すなわちP の構造群Opnqを SOpnqに簡約できる
ことである．ところが，Opnq{SOpnq – Z2で，任意のZ2バンドルに
ついて，そのB1の切断は常にB全体に拡張可能であるので，Bp1q

上で ξが向き付け可能なら，B全体で向き付け可能となる．したがっ
て，問題は Bp1q上で考えればよい．まず，ξが向き付け可能なら，
Bp1q上で構造群の SOpnqへの簡約が存在する．ところが，SOpnqは
連結なので，このとき構造群はBp1q上で自明群に簡約できる．すな
わち，Bp1q上で ξの n粋が存在する．逆に，Bp1q上で ξの n粋が存
在すれば，明らかにBp1q上で ξは向き付け可能である．したがって，
向き付けの障害は，障害類 opξq P H1pB; Opnq{SOpnqq “ H1pB;Z2q，
すなわちw1pξqのみとなる．次に，向き付け可能なら，B上のZ2バ
ンドルは自明となり，向きはBの各連結成分上で定数となるZ2値
関数と一対一に対応する．この関数は明らかに，H0pB;Z2qの元と
同一視できる．

2) Bp2q上でSUpnqへの簡約が存在すれば，πjpUpnq{SUpnqq “ πjpS
1q “

0 pj ě 2qより，B全体で簡約が存在するので，Bp2q上で考えればよ

128 目次へ



目次へ

い．さらに，Bp2q上で SUpnqへの簡約が存在すれば，SUpnqは連結
でπ1pSUpnqq “ 0よりωはBp2q上で自明となる．したがって，SUpnq

への簡約可能条件は，Bp2q上でωが自明となることで，P pUpnq, Bq

が連結なのでその障害は，障害類 o1pξq “ c1pξq P H2pB;Zqのみと
なる．

Q.E.D.

7.2.8 スピン構造

【定義 7.43 (スピン構造)】 　 ξをCW複体X上の n次元ベクトルバン
ドルとするとき，ξのスピン構造を次のいずれかで定義する．3つの定義
は同等である．

i) ϵをX 上の自明な 1次元ベクトルバンドル，XpjqをX の j切片と
するとき，ξが向き付け可能で，適当な非負整数 kに対して ξ ‘ ϵk

のXp1q上の自明化 σでXp2q上に拡張可能なものが存在するとき，ξ
はスピン構造をもつといい，σのホモトピー類をスピン構造と呼ぶ．
ただし，n ě 3のときには k “ 0，n “ 2のときには k “ 1，n “ 1

のときには k “ 2ととれる．

ii) ξの随伴Opnq主バンドルがSOpnq主バンドルPに簡約可能で，Pの
２重被覆となっている Spinpnq主バンドル P̃ が存在して次の図式が
可換となるとき，ξはスピン構造を持つといい，２重被覆 p : P̃ Ñ P

の同値類をスピン構造と呼ぶ．

Spinpnq
λ

ÝÝÝÑ SOpnq

▽ ▽

ẼpP q
p

ÝÝÝÑ EpP q
§

§

đ

§

§

đ

X
“

ÝÝÝÑ X

(32)

iii) ξの随伴Opnq主バンドルが SOpnq主バンドルP に簡約可能で，σ P

H1pEpP q;Z2qでその各ファイバーへの制限が H1pSOpnq;Z2qの生
成元となっているものが存在するとき，ξはスピン構造 σを持つと
いう.

l
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【定理 7.44 (スピン構造の存在)】 　 ξをCW複体X上の n次元ベクト
ルバンドルとする．

1) ξがスピン構造をもつための必要十分条件は，w1pξq “ w2pξq “ 0で
ある．

2) ξがスピン構造をもつとき，次の完全系列がなりたち，各スピン構
造 σ P H1pEpP q;Z2qは i˚pσq “ 1で特徴付けられる．また，σは
H1pX;Z2qの元と一対一に対応する．

0 Ñ H1pX;Z2q
π˚

ÝÝÝÑ H1pEpP q;Z2q
i˚

ÝÝÝÑ H1pSOpnq;Z2q – Z2 Ñ 0
(33)

l
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8 Knots and Links

Last update: 2011.7.18

8.1 正則表示

8.1.1 数論的不変量

8.1.1.1 最小交点数

【定義 8.1 (最小交点数)】 　

crLs
def
“ 正則表示における交点数の最小値

l

8.1.1.2 絡み数 (linking number)

【定義 8.2 (交点符号)】 　 絡み目の正則表示Dの交点 cにおいて，上橋
を下橋が右から下をくぐるとき signpcq “ `1,左からくぐるとき signpcq “

´1. l

【定義 8.3 (絡み数)】 　 ２つの結び目K1, K2からなる絡み目に対して

LinkpK1, K2q
def
“

1

2

ÿ

cPK1XK2

signpcq.

l

8.1.1.3 橋指数 (bridge index)

【定義 8.4 (橋指数)】 　

br
def
“ height関数の local maximum pointsの最小数

l

131 目次へ



目次へ

性質
brrL17L2s “ brrL1s ` brrL2s ´ 1.

2-橋結び目と 2-橋絡み目は Schubert標準形 Spα, βqにより完全に分類さ
れる：

Spα, βq : gcdpα, βq “ 1, ´α ă β ă α, β :奇数

【定理 8.5】 　

(i) 2-橋結び目 Spα, βqと Spα1, β1qが同型であるための必要十分条件：

α “ α1, β˘1 ” β1pmodαq.

(ii) 2-橋絡み目が成分の向きを無視して同型となる条件は (i)と同じ．向
きまで含めて同型となる必要十分条件は

α “ α1, β˘1 ” β1pmod2αq.

l

8.1.1.4 組み紐指数 (braid index)

【定義 8.6 (組み紐指数)】 　

brLs
def
“ braid表示をするために必要なひもの最小数．

l

性質 結び目に対して

brK17K2s “ brK1s ` brK2s ´ 1.

8.1.1.5 結び目解消数 (unknoting number)

【定義 8.7 (結び目解消数)】 　

urLs
def
“ 結び目を自明にするために必要な最小の交差数

l
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8.2 Seifert曲面

【定義 8.8 (Seifert曲面)】 　 S3内の絡み目Lに対して，閉じた成分を
含まない向きづけられたコンパクトな曲面F で，向きまで含めて BF “ L

となるものを，Lの Seifert曲面という． l

【定義 8.9 (Seifert行列)】 　 LをS3内の絡み目，F をLの連結なSeifert

曲面とする．f : F ˆ r´1, 1s Ñ S3を，S3における F のカラー（正則近
傍）で向きを保つものとし，f`pxq “ fpx, 1q, f´ “ fpx,´1qとおく．こ
のとき，F の１次元サイクル c1, c2に対して，c`

1 “ f`pc1qと c´
2 “ f´pc2q

の S3における絡み数Lpc`
1 , c

´
2 qは c1, c2のホモロジー類のみで決まり，双

線形形式 ϕ : H1pF q ˆ H1pF q Ñ Zを与える．これを，絡み目 Lの連結
Seifert曲面F に付随した Seifert形式という．また，H1pF qの基底に関す
る ϕの行列表示を Seifert行列という． l

【定義 8.10 (S-同値)】 　 ２つの正方整数行列 V,W に対して，

W “

¨

˚

˝

0 0 0

1 x u

0 v V

˛

‹

‚

のとき，W は V の行拡大，V はW の行縮小， TW は TV の列拡大， TV

は TW の列縮小という．
S-同値とは，ユニモジュラー合同，行拡大，行縮小，列拡大，列縮小と
いう関係から生成される同値関係のことである． l

【定理 8.11】 　絡み目Lから得られる任意の２つの Seifert行列は S-同
値である． l

8.2.1 数論的不変量

8.2.1.1 種数 (genus)

【定義 8.12 (種数)】 　

grLs
def
“ 組み紐 Lに対する Seifert曲面の種数の最小値

l
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8.2.1.2 符号数 (signature)と退化次数

絡み目Lに対して，その一つのSeifert曲面をF , F のSeifert行列をMF

とする．
【定義 8.13 (双曲平面形式)】 　非特異な対称双一次偶形式 b : HˆH Ñ Z
でH – Z ˆ Z となるもの．

ô b –

˜

0 1

1 0

¸

l

【定義 8.14 (安定同型)】 　 ２つの対称双一次形式 pH, bq, pH 1, b1qに対
して，それぞれにいくつかの双曲平面形式を直和により添加したものが
同型となるとき，それらは安定同型であるという． l

【定理 8.15】 　絡み目Lの任意の Seifert曲面 F から得られる対称双一
次偶形式MF ` TMF は互いに安定同型類である． l

【定義 8.16 (符号数)】 　

σrLs
def
“ signpMF ` TMF q.

l

性質

σrL17L2s “ σrL1s ` σrL2s,

σr˘L˚s “ ´σrLs.

結び目Kに対して，
σrKs ď 2urKs. (34)

【定義 8.17 (退化数)】 　

nrLs
def
“ pdim´rankqpMF ` TMF q.

l

性質
nrLs ď r ´ 1 pr “ Lの成分数 q.
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8.3 絡み目群

【定義 8.18 (絡み目群)】 　

GrLs :“ π1pEq; E :“ S3 ´ NpLq.

l

【定義 8.19 (普遍アーベル被覆空間)】 　 Hurwitz全射準同型

γ : G “ π1pEq Ñ H1pEq – Zr pr “ Lの成分数 q

の kernel Ker γ “ rG,Gsに対応するEの被覆空間

p : Eγ Ñ E.

l

【定義 8.20】 　H1pEqの基底 t1, ¨ ¨ ¨ , trに対して，ZH1pEqはLaurent多
項式環Λ “ Zrt1, ¨ ¨ ¨ , trsと同型となる．このとき，H1pEq – π1pEq{π1pEγq

はEγの被覆変換群となるので，H1pEγqはΛ-加群と見なせる．

(1) Lの絡み目加群 = Λ-加群H1pEγq.

(2) LのAlexander加群ArLs = Λ-加群H1pEγ, p
´1peqq(e P E).

l

8.4 不変多項式

絡み目Lの正則表示Dの交点 cにおいて，交差を正交差に変えたもの
をL`pD, cq，負交差に変えたものをL´pD, cq，組み替えにより向きを保っ
て交差を解消したものを L0pD, cqと表すことにする．

8.4.1 Alexander-Conway多項式

8.4.1.1 Skein関係による定義

【定義 8.21 (Alexander-Conway多項式)】 　 有向絡み目 Lの正則表示
から定義される一変数多項式∇Lpzq P Zrzsで次の性質を満たすもの．
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(AC0) Lと L1が全同位ならば，∇L “ ∇L1．

(AC1) ∇⃝ “ 1.

(AC2) ∇L`
´ ∇L´

“ z∇L0 .

l

性質 : L “ L1 Y L2, L1 X L2 “ Hならば，∇L “ 0.

8.4.1.2 構成的定義

【定義 8.22 (1変数Alexander多項式)】 　 絡み目Lの Seifert曲面をF，
F の Seifert行列をMF とすると，

∆Lptq
def
“ ˘tm detpMF ´ t TMF q “ a0 ` ¨ ¨ ¨ akt

k pa0 ą 0q (35)

で定義される多項式は，F の取り方によりず，絡み目不変量となる．こ
れを 1変数Alexander多項式という． l

Alexander-Conway多項式との関係：

∆Lptq
.

“ ∇Lpt1{2 ´ t´1{2q.

性質 Mn を絡み目 Lにそう S3 の n重分岐被覆空間とすると，1変数
Alexander多項式∆Lptqと 1の原始 n乗根 ωに対して，

H1pMnqのアーベル群としての位数 “ |

n
ź

k“1

∆Lpωkq|.

ただし，|8| “ |0| “ 0とする．
【定義 8.23】 　

(1) M を有限生成 Λ-加群とすると，適当な自然数 m,nに対して完全
系列

Λm Ñ Λn Ñ M Ñ 0

が存在する．このとき，最初の写像Λm Ñ Λnを表すΛ ´ pm,nq行
列 P をM の行列表現とよぶ．
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(2) 非負整数 dに対して，P の pn ´ dq次の小行列全体で生成される Λ

のイデアルEdpMqをM の d番基本イデアルと呼ぶ．また，Λの単
元を法として定まるEdpMqの最大公約元∆dpMqをM の d番特性
多項式と呼ぶ．

l

【定義 8.24 (多変数 Alexander多項式)】 　 絡み目 Lの絡み目加群を
H1pEγq，Alexander加群をApLqとするとき，

d番Alexander多項式: ∆
pdq

L
def
“ ∆d`1pApLqq “ ∆dpH1pEγqq,

Alexander多項式: ∆L
def
“ ∆

p0q

L

l

性質

トレース条件: r成分絡み目 L “ K1 Y ¨ ¨ ¨ Y Krに対して，

i) ∆Lpt1, ¨ ¨ ¨ , trq
.

“ ∆Lpt´1
1 , ¨ ¨ ¨ , t´1

r q.

ii) L “ L1 Y Kr, λi “LinkpKi, Krqとするとき，r “ 2に対して，

∆Lpt1, ¨ ¨ ¨ , tr´1, 1q
.

“
tλ11 ´ 1

t1 ´ 1
∆L1pt1q,

r ą 2に対して，

∆Lpt1, ¨ ¨ ¨ , tr´1, 1q
.

“ ptλ11 ¨ ¨ ¨ t
λr´1

r´1 ´ 1q∆L1pt1, ¨ ¨ ¨ , tr´1q.

以上で .
“は (mod 単元)で等しいことを意味する．

1変数Alexander多項式との関係：r ą 1のとき，

∆Lptq “ pt ´ 1q∆Lpt, ¨ ¨ ¨ , tq.
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8.4.2 Jones多項式

8.4.2.1 Skein関係による定義

【定義 8.25 (Jones多項式)】 　 有向絡み目 Lの正則表示に対して定義
される 1変数式 VLptq P Zrt1{2, t´1{2sで次の性質を満たすもの：

(J0) Lと L1が全同位ならば，VL “ VL1．

(J1) V⃝ptq “ 1.

(J2) t´1VL`
ptq ´ tVL´

ptq “ pt1{2 ´ t´1{2qVL0ptq.

l

性質 7pLqで絡み目Lの成分数を，MnでLに沿って分岐する S3の n重
巡回分岐多様体を表すとき，

iq VLp1q “ p´2q7pLq´1,

iiq VLp´1q “ ∇Lp2iq,

iiiq VLpe2πi{3q “ 1,

ivq VLpiq “

#

2p7L´1q{2p´1qArfpLq pArfpLqが定義可能の時 q

0 pそれ以外の時 q
,

vq VLpeπi{3q “ ˘i7pLq´1p
?
3iqrankH1pM2pLq;Z3q.

絡み目 Lの 1つの成分 K の向きを変えて得られる絡み目を L1 と表し，
λ “ LinkpK,L ´ Kqとおくと，

VL1ptq “ t´3λVLptq.

8.4.2.2 Stateモデル

絡み目 Lの交叉 cにおいて cの近傍は４つの領域に分割される．これ
らのうち，上橋に対してその反時計回りの位置にある２つの領域をA領
域，残りを B領域と名付ける．cにおいて，A領域をつなぐことにより
交叉を解消する操作を R`pcq，B領域をつないで交叉を解消する操作を
R´pcqと表す．
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【定義 8.26 (Kauffmanブラッケト)】 　無向絡み目 |L|に対して，A,B, d
を可換な変数として，

xKy “ xKypA,B, dq “
ÿ

σ

xK|σyd}σ}

を Kauffmanブラケットという．ただし，σ は Lの交叉点の集合から
t`,´uへの写像を，}σ}は全交叉の解消された絡み目

ś

cRσpcqpcqLのルー
プの数´1を，また，xK|σyは

ź

c

pAR`pcq ` BR´pcqq “
ÿ

σ

xK|σy
ź

c

Rσpcqpcq

で定義されるA,Bの同次多項式である． l

【定理 8.27】 　有向絡み目Lに対して，wpLqをその捻り数とするとき，

LLpAq :“ p´A3q´wpLqxKypA,A´1,´A2 ´ A´2q

により定義される一変数 Laurent多項式は，全同位に対する不変量とな
る．この不変量と Jones多項式との間には次の関係がある．

VLptq “ LLpt´1{4q.

l

8.4.3 Homfly多項式

8.4.3.1 Skein関係による定義

【定義 8.28 (Homfly多項式)】 　 有向絡み目 Lの正則表示から定義さ
れる 2変数多項式 PLpα, zq P Zrα, α´1, z, z´1sで次の性質を満たすもの．

(H0) Lと L1が全同位ならば，PL “ PL1．

(H1) P⃝ “ 1.

(H2) αPL`
´ α´1PL´

“ zPL0 .

l
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特殊化

∇Lpzq “ PLp1, zq,

VLptq “ PLpt, t1{2 ´ t´1{2q.

性質 7LとMnpLqは Jones多項式の場合と同じもの表すとして，

iq P´Lpa, zq “ PLpa, zq,

iiq PL˚pa, zq “ PLp´a´1, zq,

iiiq PL17L2pa, zq “ PL1pa, zqPL2pa, zq,

ivq PL1`L2pa, zq “
a´1 ´ a

z
PL1pa, zqPL2pa, zq,

vq PLpa, a´1 ´ aq “ 1,

viq PLp´a,´zq “ PLpa, zq,

viiq PLpa,´zq “ PLp´a, zq “ p´1q7pLq´1PLpa, zq,

viiiq PLpi, iq “ p
?
2iqrankH1pM3pLq;Z2q.

8.4.4 Q-多項式

8.4.4.1 Skein関係による定義

向きのついていない絡み目 |L|に対して，|L|˘は L˘と同様に定義し，
組み替えにより交差を解消して得られる 2通りの絡み目を |L|0，|L|1と
表す．
【定義 8.29 (Q-多項式)】 　無向絡み目 |L|に対する1変数多項式Q|L|pxq P

Zrx, x´1sで次の性質をもつもの：

(Q0) Lと L1が全同位ならば，QL “ QL1 .

(QI) Q⃝pxq “ 1.

(QII) Q|L|`pxq ` Q|L|´pxq “ xtQ|L|0pxq ` Q|L|1pxqu.

l
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性質

iq Q|L|p1q “ 1,

iiq Q|L|p´1q “ p´3qrankH1pM2pLq;Z3q,

iiiq Q|L|p2q “ |∇Lp2iq|2,

ivq Q|L|p´2q “ p´2q7pLq´1.

8.4.5 Kauffman多項式

8.4.5.1 Skein関係による定義

【定義 8.30 (Kauffman多項式)】 　 無向絡み目 |L|に対する 2変数多項
式Λ|L|pa, xq P Zra, a´1, z, z´1sで次の性質を満たすものをΛLとする：

(K0) ΛとΛ1が正則同位ならば，ΛL “ ΛL1 .

(K1) Λ⃝pα, zq “ 1.

(K2) Λ|L|`pα, zq ` Λ|L|´pα, zq “ ztΛ|L|0pα, zq ` Λ|L|1pα, zqu.

(K3) ΛT`
“ αΛD, ΛT´

“ α´1ΛD.

ただし，T˘はL内の符号正（負）のねじりを，Dはそのねじりを解消し
た絡み目を表す．有向絡み目Lに対して，wpLqをLの捻り数とするとき，

FLpα, zq :“ α´wpLqΛLpα, zq

で定義される 2変数多項式FLは，有向絡み目に対する全同位不変量とな
りKauffman多項式という． l

特殊化

QLpzq “ FLp1, zq,

VLptq “ FLp´t´3{4, t1{4 ` t´1{4q.
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8.5 抽象テンソルとYang-Baxter方程式

8.5.1 抽象テンソル表示

【定義 8.31 (無向抽象テンソル表示)】 　 ある一定の次数をもつ各テン
ソルに対して次のような規則でダイアグラムブロックを対応させる：

δij ÞÑ
i

|
j

T i¨¨¨jk¨¨¨l ÞÑ

i¨¨¨j

|¨¨¨|

T
|¨¨¨|

k¨¨¨l

この規則により，テンソルの積の各要素にダイアグラムブロックを対応
させ，和を取る（縮約する）添え字の対を曲線で結ぶことにより，縮約
を含むテンソル積とダイアグラムが対応する．このダイアグラムを無向
抽象テンソル表示という．この表示では，上添え字と下添え字を区別す
るために，テンソルブロックの向きは上（下）添え字に対応する線が常
に上（下）向きに出るように固定する． l

【定義 8.32 (有向抽象テンソル表示)】 　 テンソル積に無向テンソル表
示と同様に抽象テンソル図式を対応させる．この図式の各部ロックを結
ぶ曲線に下添え字から上添え字に向かうように向きを付けたものを有向
抽象テンソル表示という．この表示では，テンソルブロックの向きや各添
え字に対応する線の出る向きは任意でよいが，線の順序は固定する． l

【定義 8.33】 　有向絡み目Lの各交叉に対して，それが正交叉の時ŒÖ p`q，
負交叉の時ŒÖ p´qとあらわす．この記法のもとで，Lの各交叉に次のよう
な抽象テンソルブロックを対応させることにより，有向絡み目に対する
抽象テンソル表示が得られる：

ŒÖ p`q ÞÑ a
b ŒÖ‚ c

d “ Rab
cd,

ŒÖ p´q ÞÑ a
b ŒÖ̋c

d “ R̄ab
cd.

l

【定理 8.34】 　有向絡み目 Lに対して，その抽象テンソル表示に対応
する値を T pLqと表すと，T pLqが正則同位の不変量となるための必要十
分条件は，R行列が次の３つの条件を満たすことである：
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i) (channel unitarity) R̄ab
ijR

ij
cd “ δac δ

b
d.

ii) (cross-channel unitarity) Ria
jbR̄

jd
ic “ δac δ

d
b .

iii) (Yang-Baxter方程式)

Rab
ijR

jc
kfR

ik
de “ Rbc

ijR
ai
dkR

kj
ef ,

R̄ab
ij R̄

jc
kf R̄

ik
de “ R̄bc

ij R̄
ai
dkR̄

kj
ef .

l

【例 8.35】 　R行列

Rab
cd “ Aδac δ

b
d ` A´1δabδcd,

R̄ab
cd “ A´1δac δ

b
d ` Aδabδcd

は上の３条件を満たし，テンソルの次元 nとAが

n “ ´A2 ´ A´2

を満たすとき，T pLqはAの特殊値に対するKauffmanブラケット xKyと
一致する． l

【定義 8.36】 　無向絡み目 Lの正則表示において，平面に時間とよぶ
単調レベル関数を定義する．この時間に関する極大点と極小点を含む線
分に対して次の抽象テンソルを対応させる：

極大点 ÞÑ Mab,

極小点 ÞÑ Mab.

さらに，各交叉に対して，その近傍で時間の向きにそって交叉弧に向き
を与えるとき，抽象テンソルを次のように対応させる：

正交叉 ÞÑ Rab
cd,

負交叉 ÞÑ R̄ab
cd.

また，時間に関して単調な鉛直方向の弧には δab を対応させる．これによ
り，無向絡み目に対する抽象テンソル表示が得られる． l

143 目次へ



【定理 8.37】 　無向絡み目 |L|に対して，その抽象テンソル表示の値を
τp|L|qと表す．行列Mab,M

ab, R, R̄が次の条件を満たすとき，τp|L|qは正
則同位不変量となる：

i) (位相的移動不変性）MaiMib “ δab .

ii) （捻り不変性）R̄ab
cd “ MciR

ia
djM

jb.

iii) （II型移動）R̄ab
ijR

ij
cd “ δac δ

b
d.

iv) R, R̄に対するYang-Baxter方程式．

l

【例 8.38】 　行列M “ pMabq, Rを

M “ ´Aσ2 “

˜

0 iA

´iA 0

¸

,

R “ AM´1 b M ` A´1I

と選ぶと，
d “ TrMp TMq´1 “ ´A2 ´ A´2

より，τpLqはKauffmanブラケットに比例する：

τpLq “ dxKy.

これは，Kauffmanブラケットに対する Yang-Baxterモデルと呼ばれる．
特に，A “ ´1pd “ ´2qのとき，τpLqは全同位不変量となり，Penroseの
バイノールと一致する． l
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