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散逸系のゆらぎの定理と一般化Green-Kubo公式

早川尚男

京都大学基礎物理学研究所

量子系と古典系の散逸粒子系に共通な非平衡統計力学の性質をまとめる。特に散逸系の一般
化 Green-Kubo公式とゆらぎの定理についてまとめる。

§1. はじめに

Green-Kubo公式1) は非平衡統計力学での最も基本的な関係式である。もともとの
導出は散逸のない線形非平衡系に対するものであったが、その後様々な一般化が試みら
れている。2)–6) またGreen-Kubo公式を含む形でゆらぎの定理が提案され、Jarzynski
等式を含めた類似の様々な恒等式が導出されている。7)–11) これらの公式群の発見は近
年の非平衡統計力学の最も顕著な進展と言ってよく、その広汎な応用と相互の関係の
理解と適用範囲の理解は重要な課題となっている。
ゆらぎの定理や一般化 Green-Kubo公式の中でも重要なのは散逸の役割であり、

また散逸の導入によってこれらの公式の導出で仮定されていた時間反転対称性や詳細
つり合いが使えない場合にどう変更を受けるかという問いについて堪えないといけな
い。また系に散逸がないと仮定するが故に人工的に収束因子を導入して議論していた
が、その結果、散逸を表す輸送係数が導かれるという理論形式はまことにまずく誤解
を招く。現実には系は環境と相互作用をしており、電流であれば電池の中等は切り離
した系だけで議論しているのであるから散逸系を最初から解析すべきである。またそ
のことで粉体を含めた様々な系に適用可能な枠組を提示できる。
本論文は最近の著者の研究を中心に紹介する。そのうち、鄭・大槻・早川12)はEvans

and Morriss.2)の自然な拡張として古典的な散逸粒子系である一様せん断粉体系と散逸
ローレンツガスの系で一般化Green-Kubo公式を導出し、ゆらぎの定理を導いた。ま
た早川13)では同様の考察を量子ブラウン粒子系に適用し、ほぼ同じ結果が量子系で成
り立つことを示している。（但しその論文では量子ゆらぎの定理の導出は成功してい
ない）。
本論文ではそれらの成果を踏まえてできるだけ系の固有の性質を廃して、普遍的

な性質を議論する。その中で新しい試みと今後の課題についてまとめる。

§2. 一般的枠組

以下では着目している系が環境とカップルして散逸が常に存在する場合を考える。
古典系をイメージしているが量子系でも成立する話で枠組を紹介する。
位相変数を Γ (t) ≡ (q(t),p(t))で導入する。Γ (t)の時間発展は

Γ (t) = U→(0, t)Γ (0) (2.1)

で記述される。また Γ (t)の任意関数 f(Γ (t))に対して

U→(0, t)f(Γ (0)) = f(Γ (t)) (2.2)

typeset using PTPTEX.cls 〈Ver.0.9〉



2

と作用する。このU→(0, t)は孤立系ではユニタリ行列であるが開放系では一般に散逸
のためにユニタリ性は失われる。従って

Γ̇ (Γ (t), t) = Γ̇ (U→(0, t)Γ (0), t) = U→(0, t)Γ̇ (Γ (0), t) (2.3)

ここで Γ̇ (Γ (t), t)は外場の影響下で現在の位相変数Γ (t)に作用する時間微分に対して、
Γ̇ (Γ (0), t)は外場の影響下で初期位相Γ (0)に作用する時間微分である。更にU→(0, t)
は外場に含まれる時間に陽な影響は与えない。よって

d

dt
B(Γ (t)) = Γ̇ (Γ (t), t) · ∂B

∂Γ
|` (t) = U→(0, t)Γ̇ (Γ , t) · ∂B(Γ )

∂Γ
|`

= U→(0, t)iL(t)B(Γ ) =
∂

∂t
U→(0, t)B(Γ ) (2.4)

が成り立つ。この結果は量子系でも全く同様である。
従って operator identityとして

∂U→(0, t)
∂t

= U→(0, t)iL(t) (2.5)

が成り立つ。(2.5)式の解は逐次的に求めることが可能である。両辺を積分すると

U→(0, t) = 1 +
∫ t

0
dsU→(0, s)iL(s)

= 1 +
∫ t

0
dsiL(s) +

∫ t

0
ds1

∫ s1

0
ds2U→(0, s2)iL(s2)iL(s1)

=
∞∑

n=0

∫ t

0
ds1

∫ s1

0
ds2 · · ·

∫ sn−1

0
dsniL(sn) · · · iL(s2)iL(s1)

= T→ exp[i
∫ t

0
L(s)ds] (2.6)

という解になることが分かる。ここでT→は時間整序演算子で t1 < t2に対してT→(A(t1)A(t2)) =
A(t1)A(t2) であり、それ以外はA(t2)A(t1)である。
詳細は省略するが U←(t, 0) ≡ U−1

→ (0, t)は

∂

∂t
U←(t, 0) = −iL(t)U←(t, 0), U←(t, 0) = T← exp[−i

∫ t

0
dsL(s)] (2.7)

を充たす。
一方、古典系での分布関数或いは量子系の密度行列 ρ(Γ , t)は

∂

∂t
ρ(Γ , t) = − ∂

∂Γ
· (Γ̇ (Γ , t)ρ(Γ , t)) = −iL†(t)ρ(Γ , t) (2.8)

を充たす. ここで分布関数或いは密度行列の時間発展を

ρ(Γ , t) = U †
←(t, 0)ρ(Γ , 0) (2.9)
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で表し∗)、(2.8)式に代入すると

∂

∂t
U †
←(t, 0) = −iL†(t)U †

←(t, 0) (2.10)

という微分方程式に従うことになる。その解は明らかに

U †
←(t, 0) =

∞∑
n=0

(−)n

∫ t

0
ds1

∫ s1

0
ds2 · · ·

∫ sn−1

0
dsniL†(s1)iL†(s2) · · · iL†(sn)

= T← exp[−i

∫ t

0
dsiL†(s)] (2.11)

である。
古典系では部分積分によって∫

dΓ ρ(Γ )iL(t)B(Γ ) = −
∫

dΓB(Γ )iL†(t)ρ(Γ ) (2.12)

が成り立つので

〈B(t)〉 =
∫

dΓB(Γ (t))ρ(Γ , 0) =
∫

dΓ ρ(Γ , 0)U→(0, t)B(Γ )

=
∫

dΓB(Γ )ρ(Γ , t) =
∫

dΓB(Γ )U †
←(t, 0)ρ(Γ , 0) (2.13)

も成り立つ。量子系においても

tr{ρ(Γ )iL(t)B(Γ )} = −tr{B(Γ )iL†(t)ρ(Γ )} (2.14)

と
〈B(t)〉 = tr{ρ(Γ , 0)U→(0, t)B(Γ )} = tr{B(Γ )U †

←(t, 0)ρ(Γ , 0)} (2.15)

が成り立つ。よって任意の２つの Liouville operators iL(t), iL0(t)に対して

U→(0, t) = U0
→(0, t) +

∫ t

0
dsU→(0, s)(iL(s) − iL0(s))U0

→(s, t)

= U0
→(0, t) −

∫ t

0
dsU0

→(0, s)(iL(s) − iL0(s))U→(s, t) (2.16)

というDyson方程式が成り立つ。但し U0
→(0, t) = T→ exp[i

∫ t
0 L0(s)ds]である。ここ

で iL0(t)を基準状態を作る Liouvillianとし、iL(t)を外場が加わった Liouvillianと考
える。
同様に

U †
←(t, 0) = U0

←
†(t, 0) −

∫ t

0
dsU †

←(s, 0)(iL†(s) − iL†
0(s))U

0
←

†(t, s)

= U0
←

†(t, 0) −
∫ t

0
dsU0

←
†(s, 0)(iL†(s) − iL†

0(s))U
†
←(t, s) (2.17)

∗) 余り良い記法ではない。U→(0, t)のダガーという意味である。時間整序が反対になるのはダガー
行列の性質である。
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も成り立つ。また任意のLiouville operatorsについて成り立つ式であり、iL†(s), iL(s)
についても同様の関係式が成り立つため

iL†(t) − iL(t) = Λ(Γ , t) =
∂

∂Γ
· Γ̇ (t) (2.18)

を用いると∗)

U †
←(t, 0) = T→ exp[

∫ t

0
dsΛ(Γ (s), s)]U→(0, t) (2.19)

が成り立つ。ここで Λ(Γ (s2), s2) = U→(0, s2)Λ(Γ , s2)U←(s2, 0)を用いた。(2.19)式
がKawasaki representationである。

§3. ゆらぎの定理

ゆらぎの定理は (2.13)或いは (2.15)と (2.19)を組み合わせると時間反転対称性の
ない系であっても量子系か古典系かに関わらず直ちに導かれる。∗∗)

初期時刻から十分時間が経った状態では、その選び方に依らない統計平均が得ら
れることが期待されている。実際、そのことの証明は古典系に関しては文献 12)で示
されている。従って t → ∞での分布をカノニカル分布

ρeq(Γ ) =
e−βH(` )

Z(β)
(3.1)

に取ってみよう。ここで β はその初期状態での逆温度であり、量子系では Z(β) =
tre−βH、古典系では Z =

∫
dΓ e−βH である。

(2.15)を (2.19)に代入すると

tr{ρ(Γ )U→(0, t)B(Γ )} = tr{B(Γ )
(
T→e

R t
0 dsΛ(s)ρ(Γ (t))

)
} (3.2)

である。ここで任意の f に対してU→(0, t)f(Γ ) = f(Γ (t))と作用することに注意。勿
論古典系では (3.2)は∫

dΓ ρ(Γ )U→(0, t)B(Γ ) =
∫

dΓB(Γ )
(
T→e

R t
0 dsΛ(s)ρ(Γ (t))

)
(3.3)

となる。
ここで B(Γ ) = 1 とおくと (3.2) の左辺は１である。一方、ρ(Γ ) = ρeq(Γ ) =

e−βH(` )/Z とすると ρeq(Γ (t)) = T→e−β
R t
0 dsḢ(s)ρeq(Γ ) なので

T→e−
R t
0 dsΩ(s) ≡ T→e

R t
0 dsΛ(s)T→e−β

R t
0 dsḢ(s) (3.4)

と置くことで分布関数或いは密度行列は

ρ(Γ , t) = T→ exp[−
∫ t

0
dsΩ(−s)]ρeq(Γ ) (3.5)

∗) 最後の式はさしあたって古典系のみと考えてよい。また Λは古典的には散逸に伴う位相体積の収
縮を表し、ユニタリ性の破れに対応している。

∗∗) 文献 12)の導出法は位相体積の変化を用いたので古典系限定であるが、ここでの導出は量子系で
も有効である。
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と書ける。従って Integral fluctuation theorem10), 12)

〈T→e−
R t
0 dsΩ(s)〉eq = tr{ρeq(Γ )T→e−

R t
0 dsΩ(s)} = 1 (3.6)

を得る。勿論、古典系では

〈T→e−
R t
0 dsΩ(s)〉eq =

∫
dΓ ρeq(Γ )T→e−

R t
0 dsΩ(s) = 1 (3.7)

となる。この導出では、古典系特有の性質も時間反転軌道の性質も使っていない。従っ
て量子系でも Integral fluctuation theoremは時間反転対称性や古典性とは無関係に成
立することになる。
ここで明らかなのは fluctuation theoremは初期条件依存の定理である点である。

しかし、mixingを仮定すれば十分長時間経てばその初期条件には依存しない。従って
一般には

〈T→e−
R ∞
0 dsΩ(s)〉eq = 1 (3.8)

が fluctuation theoremの普遍的な表現になる。

§4. 一般化Green-Kubo公式

一般化Green-Kubo公式も同様に導くことが可能である。ここでは２つの導き方
を示す。一つ目のやり方は有限時間での Integral fluctuation theoremを使って平均値
の表現

〈B(Γ (t)) = 〈T→e
R t
0 dsΩ(s)B(Γ (0)〉eq (4.1)

を用いる。この式を時間で微分すると

d

dt
〈B(Γ (t)〉eq =

∫
dΓB(Γ (0))Ω(−Γ )(−t))T→e

R t
0 dsΩ(−s)ρeq(Γ )

=
∫

dΓ ρ(Γ , t)B(Γ )Ω(0) =
∫

dΓ ρeq(Γ )B(t)Ω(0)

= 〈A(t)Ω(0)〉 (4.2)

となる。但しここで便宜的に古典系の積分表現を用いたが、量子系でも同じである。
これを時間で積分することで

〈B(Γ (t)〉eq = 〈B(Γ (0)〉eq +
∫ t

0
ds〈B(Γ (s))Ω(Γ (0)〉eq (4.3)

を得る。
2つ目の導出法では恒等式

T← exp[−i

∫ t

0
dsL†(s)] = 1 +

∫ t

0
dt1T← exp[−i

∫ t1

0
dt2L†(t2)](−iL†(t1)), (4.4)

を使う。このとき密度行列或いは分布関数は

ρ(t) = ρeq +
∫ t

0
dt1T←e−i

R t1
0 dt2L†(t2)(−iL†(t1))ρeq (4.5)
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を充たす。ここで (3.4)式を用いれば

T← exp[−i

∫ t

0
dsL†(s)](−L†(t))ρeq = (−iL†(t))ρ(t) = Ω(t)ρ(t) (4.6)

となるので (4.5)式は

ρ(t) = ρeq +
∫ t

0
dt1T←e−i

R t1
0 dt2L†(t2)[Ω(t1)ρeq], (4.7)

となる。従って

〈B(Γ (t)〉eq = tr(B(Γ )ρ(Γ (t))

= 〈B(Γ )〉eq +
∫ t

0
ds〈B(Γ )U †

←(s, 0)Ω(s)〉eq

= 〈B(Γ )〉eq +
∫ t

0
ds〈[U→(0, s)B(Γ )]Ω(Γ (0))〉eq

= 〈B(Γ )〉eq +
∫ t

0
ds〈B(t)Ω(0)〉eq (4.8)

となる。(4.3)或いは (4.8)を一般化Green-Kubo公式と呼んでもよいが t → ∞とした
ときに 〈B〉SS ≡ limt→∞〈B(t)〉eqを導入し

〈B〉SS = 〈B(0)〉eq +
∫ ∞

0
ds〈B(s)Ω(0)〉eq (4.9)

を一般化Green-Kubo公式と呼ぶのが相応しいだろう。
このとき (周期外力であればその周期での平均等を使って）、混合性の条件

d

dt
〈B(t)〉eq = 〈B(t)Ω(0)〉 → 〈B(t)〉eq〈Ω(0)〉eq = 0 (4.10)

を充たすと仮定しておけば広汎な初期条件に対して結果が初期値依存性を持たないこ
とを示すことが可能である。12)

さて (4.9)式が一般化Green-Kubo公式に相応しいのは古典系のせん断応力 σxyに
対して、その定常値 σss ≡ −〈σxy〉ss/V を導入し、

σss = −
〈σxy(0)〉β

V
− 1

V

∫ ∞

0
ds 〈σxy(s)Ω(0)〉eq (4.11)

となることから分かるのではなかろうか。一様せん断系で散逸を無視すると〈σxy(0)〉eq =
0 とΩ = −βγ̇σxy となる。よってそのとき形式的に Eq. (4.11)は

σss =
βγ̇

V

∫ ∞

0
ds 〈σxy(s)σxy(0)〉eq. (4.12)

となる。これはよく知られたGreen-Kubo公式の一表現である。しかし散逸がない場
合は収束因子を付けない限りこの積分は収束しない。従って散逸込みで常に問題を考
えるべきである。
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§5. 量子系のブラウン粒子モデル

量子系のモデルはちょっと複雑なので項を改めてまとめてみる。? ここでモデルは
外場Fex(t)の影響下でのブラウン粒子のマスター方程式に基づく。14) これはCaldeira-
Leggett model?と本質的に同等である.
粒子質量m, 位置 x, 運動量 pがポテンシャル V (x)と環境の影響の中で動くとす

る。環境の影響は質量mn、振動数 ωnの調和振動子で表されるとする。従ってハミル
トニアンは

H(t) = HS + HC + HB + HI + Hex(t)

=
p2

2m
+ V (x) − xFex(t) +

∑
n

{
p2

n

2mn
+

1
2
mnω2

n

(
xn − κn

x

mnω2
n

)2
}

(5.1)

ここで系のハミルトニアンは

HS =
p2

2m
+ V (x), (5.2)

であり、熱浴のそれは

HB =
∑

n

~ωn

(
b†nbn +

1
2

)
=

∑
n

(
1

2mn
p2

n +
1
2
mnω2

nx2
n

)
. (5.3)

である。ここで b†nと bnは熱浴の生成消滅演算子であり、xnと pn は熱浴粒子の位置
と運動量である。また相互作用ハミルトニアンは

HI = −x
∑

n

κnxn = −xB, (5.4)

である。ここで κnはカップリング定数であり、熱浴演算子は

B ≡
∑

n

κnxn =
∑

n

κn

√
~

2mnωn
(bn + b†n) (5.5)

である。外場ハミルトニアンは

Hex(t) = −xFex(t). (5.6)

である。また相互作用のハミルトニアンの結果、反作用の演算子

HC = Kx2 ≡ x2
∑

n

κ2
n

2mnω2
n

. (5.7)

を導入する必要がある。
このモデルでマルコフ近似を用いると密度行列 ρは次の方程式に従うことが知ら

れている。14)

d

dt
ρ(t) = − i

~
[HS+HC , ρ(t)]+

iFex(t)
~

[x, ρ(t)]− 1
~

∫ ∞

0
dτtrB[HI , [HI(−τ), ρS(t)⊗ρB]]

(5.8)
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但し ρB は熱浴の密度行列である。更に

D(τ) ≡ i〈[B,BB(−τ)]〉B, D1(τ) ≡ 〈{B,BB(−τ)}〉B (5.9)

を導入しよう。但し BB(t) ≡ eiHBt/~Be−iHBt/~と {A,B} ≡ AB + BAである。する
と (5.8)式は次のように書き換えられる。14)

d

dt
ρS(t) = − i

~
[HS + HC , ρS(t)] +

iFex(t)
~

[x, ρS(t)]

+
1

2~2

∫ ∞

0
dτ (iD(τ)[x, {xS(−τ), ρS(t)}] − D1(τ)[x, [xS(−τ), ρS(t)]]) .(5.10)

これが基礎方程式である。
この場合計算の結果

Ω(t) ≡ Fex(t)
m

∫ β

0
dλpS(−i~λ) − K

m

∫ β

0
dλ{xS(−i~λ), pS(−i~λ)}

+
i

2~m

∫ ∞

0
dτ{D̃−(τ)

∫ β

0
dλpS(−i~λ)xS(−τ − i~β)

− D̃+(τ)
∫ β

0
dλpS(−i~λ)xS(−τ)}

+
1

2~2

∫ ∞

0
dτ

(
D̃+(τ)[x, xS(−τ)] − D̃−(τ)[x, xS(−τ − i~β)]

)
. (5.11)

となる。記号の詳細については文献 13)を参照のこと。
定常極限 t → ∞では

〈p〉SS ≡ lim
t→∞

〈p〉t =
∫ ∞

0
dttrS [ρeqΩ(t)pH(t)]. (5.12)

となる。ここで trSは系の自由度に対するトレースであり、pH(t)は全系のハミルトニ
アンに対するHeisenberg描像の時間発展を表している。

(5.11)式の右辺第一項は

〈p〉(1)SS =
F0

m

∫ ∞

0
dt

∫ β

0
dλ〈pS(−i~λ)pH(t)〉eqeiω0t, (5.13)

となるが、これは通常のGreen-Kubo公式である。その他、このモデルは (5.11)式の
右辺第 2項は

〈p〉(2)SS = −K
m

∫ ∞

0
dt

∫ β

0
dλ〈{xS(−i~λ), pS(−i~λ)}pH(t)〉eq, (5.14)

となり、第 3項は

〈p〉(3)SS =
i

2~m

∫ ∞

0
dt

∫ ∞

0
dτ{D̃−(τ)

∫ β

0
dλ〈pS(−i~λ)xS(−τ̃)pH(t)〉eq

− D̃+(τ)
∫ β

0
dλ〈pS(−i~λ)xS(−τ)pH(t)〉eq} (5.15)
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である。更にHC からの寄与は

〈p〉(4)
SS =

1
2~2

∫ ∞

0
dτ

∫ ∞

0
dt

(
D̃+(τ)〈[x, xS(−τ)]pH(t)〉eq − D̃−(τ)〈[x, xS(−τ̃)]pH(t)〉eq

)
.

(5.16)
である。これらをまとめて一般化Green-Kubo公式は

〈p〉SS =
4∑

i=1

〈p〉(i)SS. (5.17)

となる。また外場込みの非線形効果は pH(t)に含まれていることに注意されたい。

§6. まとめと今後の展望

本稿では量子系も含めて時間反転対称性のない散逸系でも有効な揺らぎの定理を
導いた。これは文献?, 16)の論争にも重要な貢献を与える。ゆらぎの定理は常に成り
立っている。次に一般化Green-Kubo公式を導いて、従来のGreen-Kubo公式の拡張
になっていることを見た。量子系に対しての例はもうひとつすっきりしていないが、
明らかに久保1)の一般化になっている。
ここで注意すべきは本論文で論じた一般化Green-Kubo公式は応答理論になって

いない点である。つまり外場を加え続けた後に定常化するまでの統計平均の関係式を
論じているだけであり、その非平衡定常状態に外場を加えた際の応答理論は一般には
別形式になる。現在、その応答理論を整備しつつあり、その結果については別の機会
に報告できるであろう。
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