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String Field Theory (SFT)
• bosonic SFT [Witten(1986)]

• modified cubic super SFT [Preitschopf-Thorn-Yost, 
Arefeva-Medvedev-Zubarev (1990)]

のように計算できる。ここで [7]における関係式：
∫ π

2

−π
2

dx
1

sin2(x+ iy)
= 2πδ(y) (41)

を使った。1

(40)を用いれば、(39)は matterに依存しなくなり、始めから J = 0としたものつまり、
Erler-Schnablと同じ値：

〈Φ,Φ ∗ Φ〉 = 3

π2
(43)

になる。つまり、

S[Φ] = −1

2
〈Φ, QBΦ〉 −

1

3
〈Φ,Φ ∗ Φ〉 = 1

6
〈Φ,Φ ∗ Φ〉 = 1

2π2
(44)

次に gauge invariant overlap 〈I|V (i)|Φ〉 を考えよう。

〈I|V (i)Q′ = 0, 〈I|V (i)|A ∗B〉 = 〈I|V (i)|B ∗ A〉 (45)

を使うと、(22)より
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π
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4 )

J̃a(
2it

x
+ u)

)
c̃(−π

2
)

〉

(46)

となる。

1これは次のようにしても示せる：z = e2ix とおいて単位円上の積分にして
∫ π

2

−π
2

dx
1

sin2(x+ iy)
=

∮

|z|=1

dz

2πi

−4πe2y

(z − e2y)2
=

d

dy

∮

|z|=1

dz

2πi

−2π

z − e2y
= −2π

d
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θ(−y) = 2πδ(y). (42)
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S[A,Ψ] =
1

2
〈A, Y−2QBA〉+

1

3
〈A, Y−2A ∗ A〉+

1

2
〈Ψ, Y QBΨ〉+ 〈A, YΨ ∗Ψ〉.



KBc algebra in SFT
• Schnabl(2005): tachyon solution using sliver frame

• Okawa(2006): notation simplified, a class of solutions 

Bc+ cB = 1, B2 = 0, c2 = 0

QBB = K, QBK = 0, QBc = cKc

BK = KB

B ≡ π

2
BL

1 I, K ≡ π

2
KL

1 I, c ≡ 1

π
c(1)I



Erler-Schnabl solution
• “phantomless” tachyon solution (2009)

Φ =
1√

1 +K
(c+ cKBc)

1√
1 +K

QBΦ+ Φ ∗ Φ = 0

E = −S[Φ] = − 1

2π2 : a D-brane vanishes



Identity-based marginal solution in SSFT

• a solution in super SFT using supercurrent [I.K.-T.Takahashi(2005)] : a 
super extension of Takahashi-Tanimoto’s marginal solution(2001)

where we have used the commutation relation [T (f), ṼL(F )] = −ṼL(∂(fF )). We note that

F ′(z) satisfies F ′(−1/z) = z2F ′(z). Accordingly, we find that the function form of F (z) are

redundant under the gauge transformation. However, we cannot change the half integration

mode of F (z). Indeed, we find that, from eq. (2.100),

f =
∫

Cleft

dz

2πi
F (z) =

∫

Cleft

dz

2πi
F ′(z), (2.101)

where we have used ε(±i) = F (±i) = 0 due to ε(−1/z) = z−2ε(z) and F (−1/z) = z2F (z).

These are consistent results with our expectation. The half integration mode of F (z), which

is to be a physical quantity, is invariant but other modes can be gauged away.

3 Marginal deformations and classical solutions

In the previous section, we have described a class of solutions which correspond to the Wilson

lines. It turns out that they are based on algebra satisfied by u(1) supercurrent J(z, θ) =

ψ(z) + θ i√
2α′ ∂X(z). From this point of view, we can use the same method to construct

classical solutions of superstring field theory which correspond to more general supercurrents

or marginal deformations in the context of conformal field theory.17

Here we consider a supercurrent Ja(z, θ) = ψa(z) + θJa(z) associated with a Lie algebra G
in the matter sector (a = 1, · · · , dimG). In terms of component fields, we suppose that OPE

is given by

ψa(y)ψb(z) ∼ 1

y − z

1

2
Ωab , (3.1)

Ja(y)ψb(z) ∼ 1

y − z
fab

cψ
c(z) , (3.2)

Ja(y)J b(z) ∼ 1

(y − z)2

1

2
Ωab +

1

y − z
fab

cJ
c(z) , (3.3)

where fab
c is the structure constant of G (fab

c = −f ba
c, f

ab
df

cd
e + f bc

df
ad

e + f ca
df

bd
e = 0) and

Ωab is an invertible matrix18 which satisfies

Ωab = Ωba , fab
cΩ

cd + fad
cΩ

cb = 0 . (3.4)
17As a comparison, we discuss a similar generalization in the context of the Witten’s bosonic string field

theory in appendix D.
18In the case of semi-simple Lie algebra, we can take Ωab as the Killing form γab = fac

df
bd

c. However, we
have supposed the existence of invertible Ωab in order to include the cases of non-semi-simple algebra after
ref. [45].

17

Ωab = Ωba, fab
cΩ

cd + fad
cΩ

cb = 0, fab
c = −f ba

c, fab
df

cd
e + f bc

df
ad
e + f ca

df
bd
e = 0(149)

としている。特に（後で使う）２行目の第 2式は Jaが次元 1であることからCFT の一般論に
よって

〈Ja1(z1)J
a2(z2)J

a3(z3)〉 =
Ca1a2a3

(z1 − z2)(z1 − z3)(z2 − z3)
(150)

の形になるが、左辺で z1 → z2の場合と z2 → z3を比較することにより、

Ca1a2a3 =
1

2
fa1a2

bΩ
ba3 =

1

2
fa2a3

bΩ
a1b (151)

となることから従う。
まず任意の εa(z)と zi(i = 1, · · ·n)を囲む積分路Cを用いて

∮

C

dz

2πi
εa(z) 〈Ja(z)Ja1(z1) · · · Jan(zn)〉

=
n∑

i=1

∮

z=zi

dz

2πi
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∮
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1
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〈
Ja1(z1) · · · J̌ai · · · Jan(zn)

〉
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b
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〈
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〉
]

=
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1

2
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〈
Ja1(z1) · · · J̌ai · · · Jan(zn)

〉

+ εa(zi)f
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〈
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〉
]

=

∮

C

dz

2πi
εa(z)

n∑
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1
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aai
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〈
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〉
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〈
J b(zi)J
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〉
]

(152)

となる。ここで J̌ai(zi)は i番目だけ除くことを表すとしている。最初と最後を比べて

〈Ja(z)Ja1(z1) · · · Jan(zn)〉

=
n∑

i=1

[
1
2Ω

aai

(z − zi)2
〈
Ja1(z1) · · · J̌ai · · · Jan(zn)

〉

+
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b

z − zi

〈
J b(zi)J

a1(z1) · · · J̌ai · · · Jan(zn)
〉
]

(153)

が成り立つ。これをz = tan z̃により、sliver frameで表現すると、各Jaがdimension 1のprimary
であることから

〈
J̃a(z̃)J̃a1(z̃1) · · · J̃an(z̃n)

〉
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Ψ0 = −V a
L (Fa)I +

1

8
ΩabCL(FaFb)I, F

∫
dz 1

3 Modified cubic superstring field theoryの場合 (I)

superへの拡張を考えよう。Schnablのタキオン解の素朴な拡張は cubicの場合に [8]で得られ
ている。そこで、まず、identity-basedなmarginal解の１つとして、Berkovits’ WZW型 SSFT
に [3]で構成したものを cubicのものに焼き直すと、

Ψ0 = −V a
L (Fa)I +

1

8
ΩabCL(FaFb)I, Fa(−1/z) = z2Fa(z), (47)

V a
L (f) ≡

∫

CL

dz

2πi

1√
2
f(z)(cJa(z) + γψa(z)), CL(f) ≡

∫

CL

dz

2πi
f(z)c(z), (48)

となる。この解のまわりのBRST演算子Q′は

Q′ = QB + [Ψ0, · }∗

= QB − V a(Fa) +
1

8
ΩabC(FaFb) (49)

となる。（ここで Ja,ψaなどのOPEについては [3]参照。）Lm = {QB, bm} → L′
m = {Q′, bm}の

ようにプライムをつけたVirasoro generatorを定義すると、bosonicのときと全く同様な関係式
が成り立つ。

以上のことに注意して [8]の phantomless版に似たΦ：

Φ =
2

π

1√
1 + π

2K
L′
1

I∗
(
Û1c1|0〉∗(1 +

π

2
KL′

1 )BL
1 Û1c1|0〉+BL

1 Û1γ̃
2(0)|0〉

)
∗ 1√

1 + π
2K

L′
1

I (50)

を考えよう。bosonicの場合と同様な式変形をすると（ただし、今 superなので {Q′, c(z)} =
{QB, c(z)} = c∂c(z)− γ2(z) に注意する。）結局、見た目は全く同様な式：

Φ =
2

π

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

ds
e−t−s

π
√
ts
e−tπ2K

L′
1 I ∗ Û1c1|0〉 ∗ e−sπ

2K
L′
1 I

+Q′ 1

π

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

ds
e−t−s

π
√
ts
e−tπ2K

L′
1 I ∗ B̂Û1c1|0〉 ∗ e−sπ

2K
L′
1 I. (51)

に書き換えられることがわかる。したがって、bosonic のときとほとんど同様な計算により
marginal解まわりのQ′での運動方程式：

Q′Φ+ Φ ∗ Φ = 0 (52)

を満たすことがわかる。

作用の評価については、double step inverse picture changing operator Y−2が入るが 〈I|Y−2(i)Q′ =
0 に注意して

〈Y−2|Φ3〉 = 〈I|Y−2(i)|Φ ∗ Φ ∗ Φ〉

= − 1

π2

∫ ∞

0

dy

∫ ∞

0

dxe−(x+y)(1+π
2 C)(x+ y)2〈Ỹ−2(i∞)c̃(

π

2

x− y

x+ y
){QB, c̃(−

π

2

x− y

x+ y
)}〉gh

×
〈
exp

(∫ π
2

−π
2

du

∫ ∞

−∞

dt

2π
√
2

Fa(tan(it+
π
4 ))

cos2(it+ π
4 )

J̃a(
2it

x+ y
+ u)

)〉

mat

(53)
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QBΨ0 +Ψ0 ∗Ψ0 = 0 :equation of motion in the NS sector

structure constants of a Lie algebra



SFT around the solution
• Action around an NS solution:

Therefore, the relation (4.5) implies that the string field Ac (4.1) with (4.13) and (4.14)
in the NS sector (and vanishing string field in the R sector) can be regarded as a classical
solution to the equations of motion (4.4). The action around the solution is obtained by
re-expanding (4.3) (and subtracting the S[Ac, 0]) as

S ′[A,Ψ] ≡ S[A+ Ac,Ψ]− S[Ac, 0]

=
1

2
〈A, Y−2Q

′A〉+
1

3
〈A, Y−2A ∗ A〉+

1

2
〈Ψ, Y Q′Ψ〉+ 〈A, YΨ ∗Ψ〉, (4.15)

where the BRST operator Q′ at the solution is defined by

Q′B = QBB + Ac ∗B − (−1)|B|B ∗ Ac (4.16)

for a string field B. ((−1)|B| denotes the Grassmann parity of the string field B.) Substi-
tuting the concrete expression of Ac to the above formula and using the relations (4.9),
the BRST operator Q′ at the solution Ac is obtained:

Q′ = QB + (QL(f) + CL(g) +ΘL(h)) + (QR(f) + CR(g) +ΘR(h))

= Q(eλ) + C

(
−
1

2
(∂λ)2eλ

)
+Θ

(
−
1

4
(∂λ)eλ

)
, (4.17)

where the last expression is given by integrations along a full circle. It is equal to the
deformed BRST operator (2.6) investigated in §2.

Next, let us consider the relation to the expression using a similarity transformation:
Q′ = eq(λ)QBe−q(λ) (2.34). As in the case of bosonic SFT, one expects that Ac may be
related to eqL(λ)IQBe−qL(λ)I , where the symbol “∗” for the star product among string fields
is omitted. For the half integrations of jgh:

qL(λ) =

∫

CL

dz

2πi
λ(z)jgh(z), qR(λ) =

∫

CR

dz

2πi
λ(z)jgh(z), (4.18)

we note that (4.6) should be modified such as

(qR(λ)B1) ∗B2 = −B1 ∗ (qL(λ)B2) + k(λ)B1 ∗B2, k(λ) =

∫

CL

dz

2πi

λ(z)

z
, (4.19)

for λ(−1/z) = λ(z) because the ghost number current jgh = −bc− βγ is not primary and
is transformed as jgh(z) = w2 jgh(w)−w for w = −1/z. Then, corresponding to (4.8) and
(4.9), we have the relations:

qR(λ)I = −qL(λ)I + k(λ)I, (qL(λ)I) ∗B = qL(λ)B. (4.20)

Using the second equation in the above and the commutation relations given in (A.14),
(A.15), (A.16) and (A.17), we can calculate as follows:

eqL(λ)IQBe
−qL(λ)I = (eqL(λ)QBe

−qL(λ))I =

(
∞∑

k=1

1

k!
(adqL(λ))

kQB

)

I
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QB → Q�

3 Modified cubic superstring field theoryの場合 (I)

superへの拡張を考えよう。Schnablのタキオン解の素朴な拡張は cubicの場合に [8]で得られ
ている。そこで、まず、identity-basedなmarginal解の１つとして、Berkovits’ WZW型 SSFT
に [3]で構成したものを cubicのものに焼き直すと、

Ψ0 = −V a
L (Fa)I +

1

8
ΩabCL(FaFb)I, Fa(−1/z) = z2Fa(z), (47)

V a
L (f) ≡

∫

CL

dz

2πi

1√
2
f(z)(cJa(z) + γψa(z)), CL(f) ≡

∫

CL

dz

2πi
f(z)c(z), (48)

となる。この解のまわりのBRST演算子Q′は

Q′ = QB + [Ψ0, · }∗

= QB − V a(Fa) +
1

8
ΩabC(FaFb) (49)

となる。（ここで Ja,ψaなどのOPEについては [3]参照。）Lm = {QB, bm} → L′
m = {Q′, bm}の

ようにプライムをつけたVirasoro generatorを定義すると、bosonicのときと全く同様な関係式
が成り立つ。

以上のことに注意して [8]の phantomless版に似たΦ：

Φ =
2

π

1√
1 + π

2K
L′
1

I∗
(
Û1c1|0〉∗(1 +

π

2
KL′

1 )BL
1 Û1c1|0〉+BL

1 Û1γ̃
2(0)|0〉

)
∗ 1√

1 + π
2K

L′
1

I (50)

を考えよう。bosonicの場合と同様な式変形をすると（ただし、今 superなので {Q′, c(z)} =
{QB, c(z)} = c∂c(z)− γ2(z) に注意する。）結局、見た目は全く同様な式：

Φ =
2

π

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

ds
e−t−s

π
√
ts
e−tπ2K

L′
1 I ∗ Û1c1|0〉 ∗ e−sπ

2K
L′
1 I

+Q′ 1

π

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

ds
e−t−s

π
√
ts
e−tπ2K

L′
1 I ∗ B̂Û1c1|0〉 ∗ e−sπ

2K
L′
1 I. (51)

に書き換えられることがわかる。したがって、bosonic のときとほとんど同様な計算により
marginal解まわりのQ′での運動方程式：

Q′Φ+ Φ ∗ Φ = 0 (52)

を満たすことがわかる。

作用の評価については、double step inverse picture changing operator Y−2が入るが 〈I|Y−2(i)Q′ =
0 に注意して

〈Y−2|Φ3〉 = 〈I|Y−2(i)|Φ ∗ Φ ∗ Φ〉

= − 1

π2

∫ ∞

0

dy

∫ ∞

0

dxe−(x+y)(1+π
2 C)(x+ y)2〈Ỹ−2(i∞)c̃(

π

2

x− y

x+ y
){QB, c̃(−

π

2

x− y

x+ y
)}〉gh

×
〈
exp

(∫ π
2

−π
2

du

∫ ∞

−∞

dt

2π
√
2

Fa(tan(it+
π
4 ))

cos2(it+ π
4 )

J̃a(
2it

x+ y
+ u)

)〉

mat

(53)
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In the case of our solution:

matter parts of the super Virasoro generators are modified

Ln → L�
n, Gr → G�

r



ことからもわかる。
このとき Q̂ ≡ Qσ3とすると string fieldの関係として次が成り立つ：

Bc+ cB = 1, G2 = K, B2 = 0, c2 = 0, (73)

Q̂B = K, Q̂K = 0, Q̂G = 0, Q̂c = cKc− γ2, (74)

BG−GB = 0, BK −KB = 0, GK −KG = 0, Bγ + γB = 0, cγ + γc = 0. (75)

（特にChan-Paton因子のため、可換性、反可換性に注意する。）また string fieldに対し、

∂Φ ≡ KΦ− ΦK, δΦ ≡ GΦ− (−)F (Φ)ΦG. (76)

という記号の元で、string fieldのworldsheet super変換は

δc = 2iγ, δγ = − i

2
∂c, δG = 2K, δK = 0, δB = 0 (77)

となる。

これらの代数の identity-based marginal解 [3]まわりのバージョンを考えよう。[3]まわりの
BRST operator Q′は通常のRNSのQの中のVirasoro generator Ln, Grをそれぞれ次のように
matter部分だけ変化させたもの：

L′
n = {Q′, bn} = Ln −

1√
2

∑

k∈Z

Fa,kJ
a
n−k +

1

8
Ωab

∑

k∈Z

Fa,n−kFb,k, (78)

G′
r = [Q′, βr] = Gr −

1√
2

∑

k∈Z

Fa,kψ
a
r−k (79)

であり、L′
n, G

′
rはプライムなしのLn, Grの代数と同じ super Virasoro代数を満たす。このプラ

イムをつけたバージョンで、Erlerと同様に

K ′ =
π

2
K ′L

1 I, G′ = G ′
LIσ1 (80)

とする。特に ψa
r の identity state上の接続条件：



ψa
r −

∑

s≥1/2

Ir,sψ
a
−s



 |I〉 = 0, (r ≥ 1/2), (81)

Ir,s =






r(2s−1)
r2−s2

(
−1/2

(r − 1/2)/2

)(
−1/2

(s− 3/2)/2

)
(r − 1/2 : even; s− 1/2 : odd) ,

s(2r−1)
r2−s2

(
−1/2

(r − 3/2)/2

)(
−1/2

(s− 1/2)/2

)
(r − 1/2 : odd; s− 1/2 : even) ,

0 (otherwise)

(82)

と Fa,k = −(−1)kFa,−kから

(G ′ − G)I =
−
√
π

2

[ ∞∑

p=0

∞∑

q=1

Fa,2q

{(
1/2
q − p

)
+

∞∑

m=1

(
1/2

m+ q

)
I2m− 1

2 ,2p+
1
2

11

Algebra of L’ and G’
• The same form as the original super Virasoro algebra:

on any string field B, namely,

Q′
B = QB − V a(Fa) +

1

8
ΩabC(FaFb) , (3.27)

V a(Fa) =
∮ dz

2πi
Fa(z)va(z) , C(FaFb) =

∮ dz

2πi
Fa(z)Fb(z)c(z) . (3.28)

We can directly check {η0, Q′
B} = 0 and nilpotency Q′2

B = 0 noting {QB, va(z)} = 0 from (3.22)

and

va(y)vb(z)∼ −Ωab

4(y − z)
(c∂c − η∂ηe2φ)(z), {V a(Fa), V

b(Fb)} =
−Ωab

4
{QB,C(FaFb)}. (3.29)

We note that the above BRS operator Q′
B is obtained by replacing the matter Virasoro oper-

ators G(z), T (z) in (3.15) with G(z) − 1√
2
Fa(z)ψa(z), T (z) − 1√

2
Fa(z)Ja(z) + 1

8Ω
abFa(z)Fb(z)

respectively. In fact, if we define G′(z) =
∑

r G′
rz

−r−3/2 and T ′(z) =
∑

n L′
nz−n−2 as

G′
r = Gr −

1√
2

∑

k

Fa,kψ
a
r−k , (3.30)

L′
n = Ln − 1√

2

∑

k

Fa,kJ
a
n−k +

1

8
Ωab

∑

k

Fa,n−kFb,k , (3.31)

where ψa(z) =
∑

r ψa
rz

−r−1/2, Ja(z) =
∑

n Ja
nz−n−1, G(z) =

∑

r Grz−r−3/2, T (z) =
∑

n Lnz−n−2

and Fa,n =
∮ dσ

2πei(n+1)σFa(eiσ), then, using OPEs among (ψa, Ja, G, T ), we can check that they

satisfy the super Virasoro algebra:

[L′
m, L′

n] = (m − n)L′
m+n +

c

12
(m3 − m)δm+n,0 , (3.32)

{G′
r, G

′
s} = 2L′

r+s +
c

12
(4r2 − 1)δr+s,0 , (3.33)

[L′
m, G′

r] =
(

m

2
− r

)

G′
m+r , (3.34)

with the same central charge as original G(z), T (z) system. Furthermore, let us define ψ′a(z) =
∑

r ψ′a
r z−r−1/2 and J ′a(z) =

∑

n J ′a
n z−n−1 by

ψ′a
r =

∑

k

Ma
b,kψ

b
r−k , J ′a

n =
∑

k

Ma
b,k

(

J b
n−k −

1

2
√

2
ΩbcFc,n−k

)

, (3.35)

where Ma
b,n is given by a path-ordered form:

Ma
b(σ) =

∑

n

Ma
b,ne

−inσ =
[

P exp
(

i
∫ 1

0
dt σA(tσ)

)]a

b

= δa
b +

∞
∑

n=1

inσn
∫ 1

0
dt1

∫ t1

0
dt2 · · ·

∫ tn−1

0
dtnAa

cn
(tnσ)Acn

cn−1
(tn−1σ) · · ·Ac2

b(t1σ), (3.36)

Aa
b(σ) ≡ 1√

2
fac

be
iσFc(e

iσ) . (3.37)

20

などとなることを示せる。結局整理すると（表現の仕方はいろいろあり得るが）次のように比
較的単純な式の和に帰着する:

(1) = −(γ2, cK ′)′ + 5(γ2, c∂cB)′ − 4(cBγ, γK ′c)′

+2(Bcγ, ∂cγ)′ − 2(cBγ, ∂γc)′ + 2(γ, K ′γc)′, (106)

(2) = (Bγ2, K ′c∂c)′ + 4(BcγK ′, cγK ′)′ + 2(Bc∂γ, cγK ′)′ − 2(Bγ∂c, cγK ′)′ + (Bγ∂γ, c∂c)′

−(γ2, K ′cK ′)′ − (cBγ, ∂γ∂c)′ − 2(cBγ, ∂2γc)′ + (cBγ, γ∂2c)′. (107)

これらの各項において、次に (103)を計算しなければならないがその際、string fieldのスター
積に関する「逆」を

1

1 +K ′ =

∫ ∞

0

dxe−x(1+K′) (108)

という積分表示で表そう。（これで定義できると仮定する。）これは、プライムのつかないもと
のQの理論の場合は、単に sliver state e−xK による展開であるが、ここではプライムに置き換
わっているので、一般に非可換性に注意して、(38)と同じ計算により、

1

1 +K ′ =

∫ ∞

0

dxe−x(1+π
2 C)Ûx+1Pu exp

(
π

4

∫ x

−x

du

∫ ∞

−∞
dtfa(t)J̃

a(it+
π

4
u)

)
|0〉, (109)

fa(t) ≡
Fa(tan(it+

π
4 ))

2π
√
2 cos2(it+ π

4 )
, Fa(z) =

∑

n∈Z

Fa,nz
−n−1, (110)

C =

∫

CL

dz

2πi
(1 + z2)

Ωab

8
Fa(z)Fb(z) =

π

2

∫ ∞

−∞
dtΩabfa(t)fb(t). (111)

となる。さて、(106),(107)にあらわに見えている string fieldとしてはK ′以外には identity state
かける b, c, γのworldsheet ghostしかないことに注意し、また、K ′は− ∂

∂te
−tK′ のように書くこ

とで、一旦 1
1+K′ の積分にして、被積分関数の CFT correlatorを計算したあとで微分する、と

いう方針に持っていくことができることにも注意する。これにより、(106),(107)のどの項にお
いても、matter部分の計算は 2つの 1

1+K′ を積分表示にした後、その被積分関数の中では共通
な形になる。具体例をあげると (106)の第 1項については、

(γ2, cK ′)′ = −
∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

dse−t−s ∂

∂s
〈〈γ2e−tK′

ce−sK′〉〉 (112)

としておいて [4]のテクニックを用い、また特に

〈I|Y−2B1 = 0, 〈I|Y−2(B0 − B†
0) = 0, (113)

(B0 + B†
0)Ûr+1 = −1

r
(B0 − B†

0)Ûr+1 +
2

r
Ûr+1B0, Û1Ûr+1 = Ûr, (114)

〈c̃(x)c̃(y)∂c̃(z)〉 = 2 sin(x− y) cos(x+ y − 2z), (115)

〈δ′(γ̃(iM))δ′(γ̃(−iM))γ̃(x)γ̃(y)〉 = −i((tanhM)2 cos x cos y + sin x sin y)

4(coshM)4(tanhM)3
(116)

等に注意すると

〈〈γ2e−tK′
ce−sK′〉〉

=
4

π2
〈I|Y−2Ût+s+1γ̃

2(
π

4
(t+ s))c̃(

π

4
(s− t))
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ことからもわかる。
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Bc+ cB = 1, G2 = K, B2 = 0, c2 = 0, (73)
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∂Φ ≡ KΦ− ΦK, δΦ ≡ GΦ− (−)F (Φ)ΦG. (76)

という記号の元で、string fieldのworldsheet super変換は

δc = 2iγ, δγ = − i

2
∂c, δG = 2K, δK = 0, δB = 0 (77)

となる。

これらの代数の identity-based marginal解 [3]まわりのバージョンを考えよう。[3]まわりの
BRST operator Q′は通常のRNSのQの中のVirasoro generator Ln, Grをそれぞれ次のように
matter部分だけ変化させたもの：

L′
n = {Q′, bn} = Ln −

1√
2

∑

k∈Z

Fa,kJ
a
n−k +

1

8
Ωab

∑

k∈Z

Fa,n−kFb,k, (78)

G′
r = [Q′, βr] = Gr −

1√
2

∑

k∈Z

Fa,kψ
a
r−k (79)

であり、L′
n, G

′
rはプライムなしのLn, Grの代数と同じ super Virasoro代数を満たす。このプラ

イムをつけたバージョンで、Erlerと同様に

K ′ =
π

2
K ′L

1 I, G′ = G ′
LIσ1 (80)

とする。特に ψa
r の identity state上の接続条件：



ψa
r −

∑

s≥1/2

Ir,sψ
a
−s



 |I〉 = 0, (r ≥ 1/2), (81)

Ir,s =






r(2s−1)
r2−s2

(
−1/2

(r − 1/2)/2

)(
−1/2

(s− 3/2)/2

)
(r − 1/2 : even; s− 1/2 : odd) ,

s(2r−1)
r2−s2

(
−1/2

(r − 3/2)/2

)(
−1/2

(s− 1/2)/2

)
(r − 1/2 : odd; s− 1/2 : even) ,

0 (otherwise)

(82)

と Fa,k = −(−1)kFa,−kから

(G ′ − G)I =
−
√
π

2

[ ∞∑

p=0

∞∑

q=1

Fa,2q

{(
1/2
q − p

)
+

∞∑

m=1

(
1/2

m+ q

)
I2m− 1

2 ,2p+
1
2
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NS action including GSO(-) sector
• Chan-Paton factor using the Pauli matrix included

4 Modified cubic superstring field theoryの場合 (II)

ここでは、Erler [9]にならってKBc代数の超弦への拡張として γ だけでなく、G も導入し、
さらにそれをmarginal解まわりの理論にあわせて変形したものを考える。この場合、GSO(−)
sectorも入ってくるので、それに伴い Chan-Paton factorをパウリ行列により導入する。つま
り、前節のmarginal解まわりのQ′の理論の作用を (59)のかわりに

S ′[Φ] =
1

2
〈〈ΦQ̂′Φ〉〉+ 1

3
〈〈Φ3〉〉, (61)

〈〈Ψ〉〉 ≡ 1

2
Tr〈Ŷ−2|Ψ〉 (62)

のようにとる。ここで Ŷ−2および Q̂′は

Ŷ−2 = Y−2σ3, Q̂′ = Q′σ3, (63)

Φ = Φ+σ3 + Φ−σ2 (64)

のように解釈する。Φ± は string fieldの GSO(±) sectorである。(conventionの詳細は [9]を
参照。)
さて [9]ではKBc代数の拡張となる基本量として次のものを考えている：

K =
π

2
KL

1 I, B =
π

2
BL

1 Iσ3, c =
1

π
c(1)Iσ3 =

2

π
Û1c̃(0)|0〉σ3, (65)

G = GLIσ1, γ =
1√
π
γ(1)Iσ2 =

√
2

π
Û1γ̃(0)|0〉σ2. (66)

ただし、BL
1 , K

L
1 = {Q,BL

1 }は [4]の記号に従った。また GL は次のように定義される、K の
(worldsheet) super版にあたる、つまり

GL =
1

2
(G + G!), (67)

G =

∮
dz

2πi

√
π

2

√
1 + z2G(z) =

√
π

2

∞∑

n=1

(
1/2
n

)
G2n− 1

2
, (68)

G! =

∮
dz

2πi

√
π

2
z
√
1 + z−2G(z) =

√
π

2

∞∑

n=1

(
1/2
n

)
G 1

2−2n (69)

となっており、GLは半分積分であらわされ、π
2K1Φ = KΦ− ΦKに対応する式：

(Gσ1)Φ = GΦ− (−)F (Φ)ΦG (70)

が成り立つ。ここで F (Φ)は Φが対応する worldsheet vertex operatorの次元が半奇数の場合
oddであり、整数の場合は evenであると定義している。特に consistencyから GI = 0となるこ
とに注意する。これは

[L†
0,G] = −1

2
G (71)

より、一般にwedge state |r〉 = U †
r |0〉の上で消える：

GU †
r |0〉 =

(
2

r

)L†
0+

1
2

G|0〉 = 0 (72)
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r |0〉 =

(
2

r

)L†
0+

1
2

G|0〉 = 0 (72)
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4 Modified cubic superstring field theoryの場合 (II)

ここでは、Erler [9]にならってKBc代数の超弦への拡張として γ だけでなく、G も導入し、
さらにそれをmarginal解まわりの理論にあわせて変形したものを考える。この場合、GSO(−)
sectorも入ってくるので、それに伴い Chan-Paton factorをパウリ行列により導入する。つま
り、前節のmarginal解まわりのQ′の理論の作用を (59)のかわりに

S ′[Φ] =
1

2
〈〈ΦQ̂′Φ〉〉+ 1

3
〈〈Φ3〉〉, (61)

〈〈Ψ〉〉 ≡ 1

2
Tr〈Ŷ−2|Ψ〉 (62)

のようにとる。ここで Ŷ−2および Q̂′は

Ŷ−2 = Y−2σ3, Q̂′ = Q′σ3, (63)

Φ = Φ+σ3 + Φ−σ2 (64)

のように解釈する。Φ± は string fieldの GSO(±) sectorである。(conventionの詳細は [9]を
参照。)
さて [9]ではKBc代数の拡張となる基本量として次のものを考えている：

K =
π

2
KL

1 I, B =
π

2
BL

1 Iσ3, c =
1

π
c(1)Iσ3 =

2

π
Û1c̃(0)|0〉σ3, (65)

G = GLIσ1, γ =
1√
π
γ(1)Iσ2 =

√
2

π
Û1γ̃(0)|0〉σ2. (66)

ただし、BL
1 , K

L
1 = {Q,BL

1 }は [4]の記号に従った。また GL は次のように定義される、K の
(worldsheet) super版にあたる、つまり

GL =
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2
(G + G!), (67)

G =

∮
dz
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√
π

2

√
1 + z2G(z) =

√
π

2

∞∑

n=1

(
1/2
n

)
G2n− 1

2
, (68)

G! =

∮
dz

2πi

√
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2
z
√
1 + z−2G(z) =

√
π

2

∞∑

n=1

(
1/2
n

)
G 1

2−2n (69)

となっており、GLは半分積分であらわされ、π
2K1Φ = KΦ− ΦKに対応する式：

(Gσ1)Φ = GΦ− (−)F (Φ)ΦG (70)

が成り立つ。ここで F (Φ)は Φが対応する worldsheet vertex operatorの次元が半奇数の場合
oddであり、整数の場合は evenであると定義している。特に consistencyから GI = 0となるこ
とに注意する。これは
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2
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Û1c̃(0)|0〉σ3, (65)

G = GLIσ1, γ =
1√
π
γ(1)Iσ2 =

√
2

π
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Grassmann
parity

worldsheet 
spinor CP factor

even even 1

odd even σ3

even odd σ2

odd odd σ1

GSO unprojected:
Non-BPS D-brane



• We find the same form as Erler’s algebra (2010) using the original L, G

K’Bc algebra

Bc+ cB = 1, B2 = 0, c2 = 0

−
∞∑

m=q

(
1/2

m− q

)
I2m− 1

2 ,2p+
1
2

}
ψa
−2p− 1

2
+

∞∑

p=1

∞∑

q=0

Fa,2q+1

{(
1/2

q + 1− p

)

+
∞∑

m=0

(
1/2

m+ q + 1

)
I2m+ 1

2 ,2p−
1
2
+

∞∑

m=q

(
1/2

m− q

)
I2m+ 1

2 ,2p−
1
2

}
ψa
−2p+ 1

2

]
|I〉 (83)

となるが、この中括弧の中の和はそれぞれゼロになる。3 つまり、G ′I = 0となる。
このことから、プライム無しと同様の代数が成立する：

G′2 = K ′, Q̂′B = K ′, Q̂′K ′ = 0, Q̂′G′ = 0, (84)

Q̂′c = cK ′c− γ2 = cKc− γ2 = Q̂c, (85)

BG′ −G′B = 0, BK ′ −K ′B = 0, G′K ′ −K ′G′ = 0, (86)

∂′Φ ≡ K ′Φ− ΦK ′, δ′Φ ≡ G′Φ− (−)F (Φ)ΦG′, (87)

δ′c = 2iγ, δ′γ = − i

2
∂′c = − i

2
∂c, δ′G′ = 2K ′, δ′K ′ = 0, δ′B = 0. (88)

また、後で使う関係式として

Q̂′γ = Q̂γ = c∂γ − 1

2
(∂c)γ (89)

に注意しておこう。∂は (76)の意味であるが、c∂γ = −(∂γ)c, γ∂c = −(∂c)γとなる。
よって、Q′の理論の解として Erlerの解に類似した、

Φ =
√
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)√
f ′ =

√
f ′ c

K ′f ′

1− f ′Bc
√

f ′ + Q̂′
(√

f ′Bc
√
f ′
)
, (90)

f ′ = f ′
+ +G′f ′

−. (91)

（ここで f±はK ′の適当な関数。）が運動方程式を満たすことが、上で述べた代数を形式的に用
いればわかる。実際、

Q̂′Φ =
√

f ′
(
(cK ′c− γ2)

K ′f ′

1− f ′Bc− c
K ′2f ′

1− f ′ c+ c
K ′f ′

1− f ′B(cK ′c− γ2)
)√

f ′, (92)

Φ2 =
√
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)√
f ′

=
√

f ′
(
c
K ′B

1− f ′ cf
′c

K ′B

1− f ′ c+Bγ2f ′c
K ′B

1− f ′ c+ c
K ′B

1− f ′ cf
′Bγ2

)√
f ′

=
√

f ′
(
c

K ′

1− f ′ (f
′ − cBf ′ − f ′Bc)

K ′

1− f ′ c+ γ2 K ′f ′

1− f ′Bc+ cB
K ′f ′

1− f ′γ
2
)√

f ′ (93)

なので

Q̂′Φ+ Φ2 =
√
f ′

(
c

(
−K ′2f ′

1− f ′ +
K ′2f ′

(1− f ′)2

)
c+ c

(
K ′ − K ′

1− f ′

)
c
K ′f ′

1− f ′Bc

+cB
K ′f ′

1− f ′ c

(
K ′ − K ′

1− f ′

)
c

)
√

f ′

3直接はこの和がゼロになることを示していないが、具体的な数値はMathematicaで計算する限り、最初の数
十個についてゼロになることがわかる。GI = 0との consistensyから一般にゼロになるはずである。
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ことからもわかる。
このとき Q̂ ≡ Qσ3とすると string fieldの関係として次が成り立つ：

Bc+ cB = 1, G2 = K, B2 = 0, c2 = 0, (73)

Q̂B = K, Q̂K = 0, Q̂G = 0, Q̂c = cKc− γ2, (74)

BG−GB = 0, BK −KB = 0, GK −KG = 0, Bγ + γB = 0, cγ + γc = 0. (75)

（特にChan-Paton因子のため、可換性、反可換性に注意する。）また string fieldに対し、

∂Φ ≡ KΦ− ΦK, δΦ ≡ GΦ− (−)F (Φ)ΦG. (76)

という記号の元で、string fieldのworldsheet super変換は

δc = 2iγ, δγ = − i

2
∂c, δG = 2K, δK = 0, δB = 0 (77)

となる。

これらの代数の identity-based marginal解 [3]まわりのバージョンを考えよう。[3]まわりの
BRST operator Q′は通常のRNSのQの中のVirasoro generator Ln, Grをそれぞれ次のように
matter部分だけ変化させたもの：

L′
n = {Q′, bn} = Ln −

1√
2

∑

k∈Z

Fa,kJ
a
n−k +

1

8
Ωab

∑

k∈Z

Fa,n−kFb,k, (78)

G′
r = [Q′, βr] = Gr −

1√
2

∑

k∈Z

Fa,kψ
a
r−k (79)

であり、L′
n, G

′
rはプライムなしのLn, Grの代数と同じ super Virasoro代数を満たす。このプラ

イムをつけたバージョンで、Erlerと同様に

K ′ =
π

2
K ′L

1 I, G′ = G ′
LIσ1 (80)

とする。特に ψa
r の identity state上の接続条件：



ψa
r −

∑

s≥1/2

Ir,sψ
a
−s



 |I〉 = 0, (r ≥ 1/2), (81)

Ir,s =






r(2s−1)
r2−s2

(
−1/2

(r − 1/2)/2

)(
−1/2

(s− 3/2)/2

)
(r − 1/2 : even; s− 1/2 : odd) ,

s(2r−1)
r2−s2

(
−1/2

(r − 3/2)/2

)(
−1/2

(s− 1/2)/2

)
(r − 1/2 : odd; s− 1/2 : even) ,

0 (otherwise)

(82)

と Fa,k = −(−1)kFa,−kから

(G ′ − G)I =
−
√
π

2

[ ∞∑
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Fa,2q
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1/2
q − p
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∞∑

m=1

(
1/2

m+ q
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I2m− 1

2 ,2p+
1
2
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Q̂′c = cK ′c− γ2 = cKc− γ2 = Q̂c, (85)

BG′ −G′B = 0, BK ′ −K ′B = 0, G′K ′ −K ′G′ = 0, (86)

∂′Φ ≡ K ′Φ− ΦK ′, δ′Φ ≡ G′Φ− (−)F (Φ)ΦG′, (87)

δ′c = 2iγ, δ′γ = − i

2
∂′c = − i

2
∂c, δ′G′ = 2K ′, δ′K ′ = 0, δ′B = 0. (88)

また、後で使う関係式として

Q̂′γ = Q̂γ = c∂γ − 1

2
(∂c)γ (89)

に注意しておこう。∂は (76)の意味であるが、c∂γ = −(∂γ)c, γ∂c = −(∂c)γとなる。
よって、Q′の理論の解として Erlerの解に類似した、

Φ =
√
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)√
f ′ =

√
f ′ c

K ′f ′

1− f ′Bc
√

f ′ + Q̂′
(√

f ′Bc
√
f ′
)
, (90)

f ′ = f ′
+ +G′f ′

−. (91)

（ここで f±はK ′の適当な関数。）が運動方程式を満たすことが、上で述べた代数を形式的に用
いればわかる。実際、

Q̂′Φ =
√

f ′
(
(cK ′c− γ2)

K ′f ′

1− f ′Bc− c
K ′2f ′

1− f ′ c+ c
K ′f ′

1− f ′B(cK ′c− γ2)
)√

f ′, (92)

Φ2 =
√
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)√
f ′

=
√

f ′
(
c
K ′B

1− f ′ cf
′c

K ′B

1− f ′ c+Bγ2f ′c
K ′B

1− f ′ c+ c
K ′B

1− f ′ cf
′Bγ2

)√
f ′

=
√

f ′
(
c

K ′

1− f ′ (f
′ − cBf ′ − f ′Bc)

K ′

1− f ′ c+ γ2 K ′f ′

1− f ′Bc+ cB
K ′f ′

1− f ′γ
2
)√

f ′ (93)

なので

Q̂′Φ+ Φ2 =
√
f ′

(
c

(
−K ′2f ′

1− f ′ +
K ′2f ′

(1− f ′)2

)
c+ c

(
K ′ − K ′

1− f ′

)
c
K ′f ′

1− f ′Bc

+cB
K ′f ′

1− f ′ c

(
K ′ − K ′

1− f ′

)
c

)
√

f ′

3直接はこの和がゼロになることを示していないが、具体的な数値はMathematicaで計算する限り、最初の数
十個についてゼロになることがわかる。GI = 0との consistensyから一般にゼロになるはずである。
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4 Modified cubic superstring field theoryの場合 (II)

ここでは、Erler [9]にならってKBc代数の超弦への拡張として γ だけでなく、G も導入し、
さらにそれをmarginal解まわりの理論にあわせて変形したものを考える。この場合、GSO(−)
sectorも入ってくるので、それに伴い Chan-Paton factorをパウリ行列により導入する。つま
り、前節のmarginal解まわりのQ′の理論の作用を (59)のかわりに

S ′[Φ] =
1

2
〈〈ΦQ̂′Φ〉〉+ 1

3
〈〈Φ3〉〉, (61)

〈〈Ψ〉〉 ≡ 1

2
Tr〈Ŷ−2|Ψ〉 (62)

のようにとる。ここで Ŷ−2および Q̂′は

Ŷ−2 = Y−2σ3, Q̂′ = Q′σ3, (63)

Φ = Φ+σ3 + Φ−σ2 (64)

のように解釈する。Φ± は string fieldの GSO(±) sectorである。(conventionの詳細は [9]を
参照。)
さて [9]ではKBc代数の拡張となる基本量として次のものを考えている：

K =
π

2
KL

1 I, B =
π

2
BL

1 Iσ3, c =
1

π
c(1)Iσ3 =

2

π
Û1c̃(0)|0〉σ3, (65)

G = GLIσ1, γ =
1√
π
γ(1)Iσ2 =

√
2

π
Û1γ̃(0)|0〉σ2. (66)

ただし、BL
1 , K

L
1 = {Q,BL

1 }は [4]の記号に従った。また GL は次のように定義される、K の
(worldsheet) super版にあたる、つまり

GL =
1

2
(G + G!), (67)

G =

∮
dz

2πi

√
π

2

√
1 + z2G(z) =

√
π

2

∞∑

n=1

(
1/2
n

)
G2n− 1

2
, (68)

G! =

∮
dz

2πi

√
π

2
z
√
1 + z−2G(z) =

√
π

2

∞∑

n=1

(
1/2
n

)
G 1

2−2n (69)

となっており、GLは半分積分であらわされ、π
2K1Φ = KΦ− ΦKに対応する式：

(Gσ1)Φ = GΦ− (−)F (Φ)ΦG (70)

が成り立つ。ここで F (Φ)は Φが対応する worldsheet vertex operatorの次元が半奇数の場合
oddであり、整数の場合は evenであると定義している。特に consistencyから GI = 0となるこ
とに注意する。これは

[L†
0,G] = −1

2
G (71)

より、一般にwedge state |r〉 = U †
r |0〉の上で消える：

GU †
r |0〉 =

(
2

r

)L†
0+

1
2

G|0〉 = 0 (72)
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ことからもわかる。
このとき Q̂ ≡ Qσ3とすると string fieldの関係として次が成り立つ：

Bc+ cB = 1, G2 = K, B2 = 0, c2 = 0, (73)

Q̂B = K, Q̂K = 0, Q̂G = 0, Q̂c = cKc− γ2, (74)

BG−GB = 0, BK −KB = 0, GK −KG = 0, Bγ + γB = 0, cγ + γc = 0. (75)

（特にChan-Paton因子のため、可換性、反可換性に注意する。）また string fieldに対し、

∂Φ ≡ KΦ− ΦK, δΦ ≡ GΦ− (−)F (Φ)ΦG. (76)

という記号の元で、string fieldのworldsheet super変換は

δc = 2iγ, δγ = − i

2
∂c, δG = 2K, δK = 0, δB = 0 (77)

となる。

これらの代数の identity-based marginal解 [3]まわりのバージョンを考えよう。[3]まわりの
BRST operator Q′は通常のRNSのQの中のVirasoro generator Ln, Grをそれぞれ次のように
matter部分だけ変化させたもの：

L′
n = {Q′, bn} = Ln −

1√
2

∑

k∈Z

Fa,kJ
a
n−k +

1

8
Ωab

∑

k∈Z

Fa,n−kFb,k, (78)

G′
r = [Q′, βr] = Gr −

1√
2

∑

k∈Z

Fa,kψ
a
r−k (79)

であり、L′
n, G

′
rはプライムなしのLn, Grの代数と同じ super Virasoro代数を満たす。このプラ

イムをつけたバージョンで、Erlerと同様に

K ′ =
π

2
K ′L

1 I, G′ = G ′
LIσ1 (80)

とする。特に ψa
r の identity state上の接続条件：



ψa
r −

∑

s≥1/2

Ir,sψ
a
−s



 |I〉 = 0, (r ≥ 1/2), (81)

Ir,s =






r(2s−1)
r2−s2

(
−1/2

(r − 1/2)/2

)(
−1/2

(s− 3/2)/2

)
(r − 1/2 : even; s− 1/2 : odd) ,

s(2r−1)
r2−s2

(
−1/2

(r − 3/2)/2

)(
−1/2

(s− 1/2)/2

)
(r − 1/2 : odd; s− 1/2 : even) ,

0 (otherwise)

(82)

と Fa,k = −(−1)kFa,−kから

(G ′ − G)I =
−
√
π

2

[ ∞∑

p=0

∞∑

q=1

Fa,2q

{(
1/2
q − p

)
+

∞∑

m=1

(
1/2

m+ q

)
I2m− 1

2 ,2p+
1
2
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Solutions
• A primed version of Erler’s solution:

−
∞∑

m=q

(
1/2

m− q

)
I2m− 1

2 ,2p+
1
2

}
ψa
−2p− 1

2
+

∞∑

p=1

∞∑

q=0

Fa,2q+1

{(
1/2

q + 1− p

)

+
∞∑

m=0

(
1/2

m+ q + 1

)
I2m+ 1

2 ,2p−
1
2
+

∞∑

m=q

(
1/2

m− q

)
I2m+ 1

2 ,2p−
1
2

}
ψa
−2p+ 1

2

]
|I〉 (83)

となるが、この中括弧の中の和はそれぞれゼロになる。3 つまり、G ′I = 0となる。
このことから、プライム無しと同様の代数が成立する：

G′2 = K ′, Q̂′B = K ′, Q̂′K ′ = 0, Q̂′G′ = 0, (84)

Q̂′c = cK ′c− γ2 = cKc− γ2 = Q̂c, (85)

BG′ −G′B = 0, BK ′ −K ′B = 0, G′K ′ −K ′G′ = 0, (86)

∂′Φ ≡ K ′Φ− ΦK ′, δ′Φ ≡ G′Φ− (−)F (Φ)ΦG′, (87)

δ′c = 2iγ, δ′γ = − i

2
∂′c = − i

2
∂c, δ′G′ = 2K ′, δ′K ′ = 0, δ′B = 0. (88)

また、後で使う関係式として

Q̂′γ = Q̂γ = c∂γ − 1

2
(∂c)γ (89)

に注意しておこう。∂は (76)の意味であるが、c∂γ = −(∂γ)c, γ∂c = −(∂c)γとなる。
よって、Q′の理論の解として Erlerの解に類似した、

Φ =
√
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)√
f ′ =

√
f ′ c

K ′f ′

1− f ′Bc
√

f ′ + Q̂′
(√

f ′Bc
√
f ′
)
, (90)

f ′ = f ′
+ +G′f ′

−. (91)

（ここで f±はK ′の適当な関数。）が運動方程式を満たすことが、上で述べた代数を形式的に用
いればわかる。実際、

Q̂′Φ =
√

f ′
(
(cK ′c− γ2)

K ′f ′

1− f ′Bc− c
K ′2f ′

1− f ′ c+ c
K ′f ′

1− f ′B(cK ′c− γ2)
)√

f ′, (92)

Φ2 =
√
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)√
f ′

=
√

f ′
(
c
K ′B

1− f ′ cf
′c

K ′B

1− f ′ c+Bγ2f ′c
K ′B

1− f ′ c+ c
K ′B

1− f ′ cf
′Bγ2

)√
f ′

=
√

f ′
(
c

K ′

1− f ′ (f
′ − cBf ′ − f ′Bc)

K ′

1− f ′ c+ γ2 K ′f ′

1− f ′Bc+ cB
K ′f ′

1− f ′γ
2
)√

f ′ (93)

なので

Q̂′Φ+ Φ2 =
√
f ′

(
c

(
−K ′2f ′

1− f ′ +
K ′2f ′

(1− f ′)2

)
c+ c

(
K ′ − K ′

1− f ′

)
c
K ′f ′

1− f ′Bc

+cB
K ′f ′

1− f ′ c

(
K ′ − K ′

1− f ′

)
c

)
√

f ′

3直接はこの和がゼロになることを示していないが、具体的な数値はMathematicaで計算する限り、最初の数
十個についてゼロになることがわかる。GI = 0との consistensyから一般にゼロになるはずである。
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f � = f+(K
�) +G�f−(K

�)

In particular, we investigate a “simple” solution:

=
√
f ′

(
c

(
K ′f ′

1− f ′

)2

c− c
K ′f ′

1− f ′ (cB +Bc)
K ′f ′

1− f ′ c

)
√
f ′ = 0 (94)

となる。この解で特に f ′ = 1
1+K′ と選んだものが前節で調べた (50)である。

ここでは、Erlerが [9]で主に調べた simple解にならって

f ′ =
1

1 + iG′ =
1

1 +K ′ − i
G′

1 +K ′ (95)

と選んだ場合の解4

Φsimp =
1√

1 + iG′

(
−icG′Bc+ Q̂′(Bc)

) 1√
1 + iG′

(96)

を調べよう。（iは虚数単位
√
−1のことである。）

上記で述べた代数および cyclicity, Q̂′に関する性質：

〈〈ΦΨ〉〉 = (−1)(ε(Φ)+F (Φ))(ε(Ψ)+F (Ψ))〈〈ΨΦ〉〉, (97)

Q̂′(ΦΨ) = (Q̂′Φ)Ψ+ (−1)ε(Φ)+F (Φ)Φ(Q̂′Ψ), (98)

〈〈Q̂′(· · · )〉〉 = 0, (99)

（ここで ε(Φ)は対応するworldsheet vertex operatorがGrassmann oddなら oddでありGrass-
mann evenなら evenであると定義している。）を形式的に用いると

〈〈ΦsimpQ̂
′Φsimp〉〉 = −〈〈cG′Bc

1− iG′

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

1− iG′

1 +K ′ 〉〉 (100)

となるが、Chan-Paton factorに関する traceで自明に消える項を除くと

〈〈ΦsimpQ̂
′Φsimp〉〉 = −〈〈cG′Bc

1

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

1

1 +K ′ 〉〉+ 〈〈cG′Bc
G′

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

G′

1 +K ′ 〉〉

≡ −(1)+ (2) (101)

となる。ここで [9]にならって（ただしプライムをつけて）

(1) = (cG′Bc, Q̂′(cG′Bc))′, (2) = (cG′BcG′, Q̂′(cG′Bc)G′)′, (102)

(Φ,Ψ)′ ≡ 〈〈Φ 1

1 +K ′Ψ
1

1 +K ′ 〉〉, (103)

としている。計算を進める上で、worldsheet super変換への書き換え則

〈〈G′ · · · 〉〉 = 1

2
〈〈δ′(· · · )〉〉, δ′Q̂′ = Q̂′δ′, δ′∂′ = ∂′δ′ (104)

により、G′を消去していけること、および、Y−2の βγ sector は δ′(γ(i))δ′(γ(−i)) であること
から、〈〈· · · 〉〉の中に γ がなかったり、4つ現れた項はゼロになることがわかる。さらにBcを入
れてBをぐるっと回すことで、

(γ2, ∂c)′ = 0, (γ, γ∂c)′ = 0, (γ2, K ′∂c)′ = 0, (∂γ, γ ∂2c)′ = 0, (105)

4これは [9]の v1の取り方。v2ではなぜか i → −iとしていることに注意しておく。
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から、〈〈· · · 〉〉の中に γ がなかったり、4つ現れた項はゼロになることがわかる。さらにBcを入
れてBをぐるっと回すことで、

(γ2, ∂c)′ = 0, (γ, γ∂c)′ = 0, (γ2, K ′∂c)′ = 0, (∂γ, γ ∂2c)′ = 0, (105)

4これは [9]の v1の取り方。v2ではなぜか i → −iとしていることに注意しておく。
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Equation of motion

−
∞∑

m=q

(
1/2

m− q

)
I2m− 1

2 ,2p+
1
2

}
ψa
−2p− 1

2
+

∞∑

p=1

∞∑

q=0

Fa,2q+1

{(
1/2

q + 1− p

)

+
∞∑

m=0

(
1/2

m+ q + 1

)
I2m+ 1

2 ,2p−
1
2
+

∞∑

m=q

(
1/2

m− q

)
I2m+ 1

2 ,2p−
1
2

}
ψa
−2p+ 1

2

]
|I〉 (83)

となるが、この中括弧の中の和はそれぞれゼロになる。3 つまり、G ′I = 0となる。
このことから、プライム無しと同様の代数が成立する：

G′2 = K ′, Q̂′B = K ′, Q̂′K ′ = 0, Q̂′G′ = 0, (84)

Q̂′c = cK ′c− γ2 = cKc− γ2 = Q̂c, (85)

BG′ −G′B = 0, BK ′ −K ′B = 0, G′K ′ −K ′G′ = 0, (86)

∂′Φ ≡ K ′Φ− ΦK ′, δ′Φ ≡ G′Φ− (−)F (Φ)ΦG′, (87)

δ′c = 2iγ, δ′γ = − i

2
∂′c = − i

2
∂c, δ′G′ = 2K ′, δ′K ′ = 0, δ′B = 0. (88)

また、後で使う関係式として

Q̂′γ = Q̂γ = c∂γ − 1

2
(∂c)γ (89)

に注意しておこう。∂は (76)の意味であるが、c∂γ = −(∂γ)c, γ∂c = −(∂c)γとなる。
よって、Q′の理論の解として Erlerの解に類似した、

Φ =
√
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)√
f ′ =

√
f ′ c

K ′f ′

1− f ′Bc
√

f ′ + Q̂′
(√

f ′Bc
√
f ′
)
, (90)

f ′ = f ′
+ +G′f ′

−. (91)

（ここで f±はK ′の適当な関数。）が運動方程式を満たすことが、上で述べた代数を形式的に用
いればわかる。実際、

Q̂′Φ =
√

f ′
(
(cK ′c− γ2)

K ′f ′

1− f ′Bc− c
K ′2f ′

1− f ′ c+ c
K ′f ′

1− f ′B(cK ′c− γ2)
)√

f ′, (92)

Φ2 =
√
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)
f ′
(
c
K ′B

1− f ′ c+Bγ2

)√
f ′

=
√

f ′
(
c
K ′B

1− f ′ cf
′c

K ′B

1− f ′ c+Bγ2f ′c
K ′B

1− f ′ c+ c
K ′B

1− f ′ cf
′Bγ2

)√
f ′

=
√

f ′
(
c

K ′

1− f ′ (f
′ − cBf ′ − f ′Bc)

K ′

1− f ′ c+ γ2 K ′f ′

1− f ′Bc+ cB
K ′f ′

1− f ′γ
2
)√

f ′ (93)

なので

Q̂′Φ+ Φ2 =
√
f ′

(
c

(
−K ′2f ′

1− f ′ +
K ′2f ′

(1− f ′)2

)
c+ c

(
K ′ − K ′

1− f ′

)
c
K ′f ′

1− f ′Bc

+cB
K ′f ′

1− f ′ c

(
K ′ − K ′

1− f ′

)
c

)
√

f ′

3直接はこの和がゼロになることを示していないが、具体的な数値はMathematicaで計算する限り、最初の数
十個についてゼロになることがわかる。GI = 0との consistensyから一般にゼロになるはずである。
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=
√
f ′

(
c

(
K ′f ′

1− f ′

)2

c− c
K ′f ′

1− f ′ (cB +Bc)
K ′f ′

1− f ′ c

)
√
f ′ = 0 (94)

となる。この解で特に f ′ = 1
1+K′ と選んだものが前節で調べた (50)である。

ここでは、Erlerが [9]で主に調べた simple解にならって

f ′ =
1

1 + iG′ =
1

1 +K ′ − i
G′

1 +K ′ (95)

と選んだ場合の解4

Φsimp =
1√

1 + iG′

(
−icG′Bc+ Q̂′(Bc)

) 1√
1 + iG′

(96)

を調べよう。（iは虚数単位
√
−1のことである。）

上記で述べた代数および cyclicity, Q̂′に関する性質：

〈〈ΦΨ〉〉 = (−1)(ε(Φ)+F (Φ))(ε(Ψ)+F (Ψ))〈〈ΨΦ〉〉, (97)

Q̂′(ΦΨ) = (Q̂′Φ)Ψ+ (−1)ε(Φ)+F (Φ)Φ(Q̂′Ψ), (98)

〈〈Q̂′(· · · )〉〉 = 0, (99)

（ここで ε(Φ)は対応するworldsheet vertex operatorがGrassmann oddなら oddでありGrass-
mann evenなら evenであると定義している。）を形式的に用いると

〈〈ΦsimpQ̂
′Φsimp〉〉 = −〈〈cG′Bc

1− iG′

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

1− iG′

1 +K ′ 〉〉 (100)

となるが、Chan-Paton factorに関する traceで自明に消える項を除くと

〈〈ΦsimpQ̂
′Φsimp〉〉 = −〈〈cG′Bc

1

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

1

1 +K ′ 〉〉+ 〈〈cG′Bc
G′

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

G′

1 +K ′ 〉〉

≡ −(1)+ (2) (101)

となる。ここで [9]にならって（ただしプライムをつけて）

(1) = (cG′Bc, Q̂′(cG′Bc))′, (2) = (cG′BcG′, Q̂′(cG′Bc)G′)′, (102)

(Φ,Ψ)′ ≡ 〈〈Φ 1

1 +K ′Ψ
1

1 +K ′ 〉〉, (103)

としている。計算を進める上で、worldsheet super変換への書き換え則

〈〈G′ · · · 〉〉 = 1

2
〈〈δ′(· · · )〉〉, δ′Q̂′ = Q̂′δ′, δ′∂′ = ∂′δ′ (104)

により、G′を消去していけること、および、Y−2の βγ sector は δ′(γ(i))δ′(γ(−i)) であること
から、〈〈· · · 〉〉の中に γ がなかったり、4つ現れた項はゼロになることがわかる。さらにBcを入
れてBをぐるっと回すことで、

(γ2, ∂c)′ = 0, (γ, γ∂c)′ = 0, (γ2, K ′∂c)′ = 0, (∂γ, γ ∂2c)′ = 0, (105)

4これは [9]の v1の取り方。v2ではなぜか i → −iとしていることに注意しておく。
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Calculation using the K’Bc algebra:
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∞∑
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∞∑

q=0

Fa,2q+1

{(
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∞∑
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∞∑
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1
2

}
ψa
−2p+ 1

2

]
|I〉 (83)

となるが、この中括弧の中の和はそれぞれゼロになる。3 つまり、G ′I = 0となる。
このことから、プライム無しと同様の代数が成立する：

G′2 = K ′, Q̂′B = K ′, Q̂′K ′ = 0, Q̂′G′ = 0, (84)

Q̂′c = cK ′c− γ2 = cKc− γ2 = Q̂c, (85)

BG′ −G′B = 0, BK ′ −K ′B = 0, G′K ′ −K ′G′ = 0, (86)

∂′Φ ≡ K ′Φ− ΦK ′, δ′Φ ≡ G′Φ− (−)F (Φ)ΦG′, (87)

δ′c = 2iγ, δ′γ = − i

2
∂′c = − i

2
∂c, δ′G′ = 2K ′, δ′K ′ = 0, δ′B = 0. (88)

また、後で使う関係式として

Q̂′γ = Q̂γ = c∂γ − 1
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(∂c)γ (89)

に注意しておこう。∂は (76)の意味であるが、c∂γ = −(∂γ)c, γ∂c = −(∂c)γとなる。
よって、Q′の理論の解として Erlerの解に類似した、

Φ =
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f ′
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f ′ c
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√

f ′ + Q̂′
(√

f ′Bc
√
f ′
)
, (90)

f ′ = f ′
+ +G′f ′

−. (91)

（ここで f±はK ′の適当な関数。）が運動方程式を満たすことが、上で述べた代数を形式的に用
いればわかる。実際、

Q̂′Φ =
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K ′f ′

1− f ′B(cK ′c− γ2)
)√

f ′, (92)

Φ2 =
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f ′
(
c
K ′B
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)
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f ′
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f ′
(
c
K ′B
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K ′B
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K ′B

1− f ′ c+ c
K ′B

1− f ′ cf
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)√
f ′

=
√

f ′
(
c

K ′

1− f ′ (f
′ − cBf ′ − f ′Bc)

K ′

1− f ′ c+ γ2 K ′f ′

1− f ′Bc+ cB
K ′f ′

1− f ′γ
2
)√
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なので

Q̂′Φ+ Φ2 =
√
f ′

(
c

(
−K ′2f ′

1− f ′ +
K ′2f ′

(1− f ′)2

)
c+ c

(
K ′ − K ′

1− f ′

)
c
K ′f ′

1− f ′Bc

+cB
K ′f ′

1− f ′ c

(
K ′ − K ′

1− f ′

)
c

)
√

f ′

3直接はこの和がゼロになることを示していないが、具体的な数値はMathematicaで計算する限り、最初の数
十個についてゼロになることがわかる。GI = 0との consistensyから一般にゼロになるはずである。
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Evaluation of the action

=
√
f ′

(
c

(
K ′f ′

1− f ′

)2

c− c
K ′f ′

1− f ′ (cB +Bc)
K ′f ′

1− f ′ c

)
√
f ′ = 0 (94)

となる。この解で特に f ′ = 1
1+K′ と選んだものが前節で調べた (50)である。

ここでは、Erlerが [9]で主に調べた simple解にならって

f ′ =
1

1 + iG′ =
1

1 +K ′ − i
G′

1 +K ′ (95)

と選んだ場合の解4

Φsimp =
1√

1 + iG′

(
−icG′Bc+ Q̂′(Bc)

) 1√
1 + iG′

(96)

を調べよう。（iは虚数単位
√
−1のことである。）

上記で述べた代数および cyclicity, Q̂′に関する性質：

〈〈ΦΨ〉〉 = (−1)(ε(Φ)+F (Φ))(ε(Ψ)+F (Ψ))〈〈ΨΦ〉〉, (97)

Q̂′(ΦΨ) = (Q̂′Φ)Ψ+ (−1)ε(Φ)+F (Φ)Φ(Q̂′Ψ), (98)

〈〈Q̂′(· · · )〉〉 = 0, (99)

（ここで ε(Φ)は対応するworldsheet vertex operatorがGrassmann oddなら oddでありGrass-
mann evenなら evenであると定義している。）を形式的に用いると

〈〈ΦsimpQ̂
′Φsimp〉〉 = −〈〈cG′Bc

1− iG′

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

1− iG′

1 +K ′ 〉〉 (100)

となるが、Chan-Paton factorに関する traceで自明に消える項を除くと

〈〈ΦsimpQ̂
′Φsimp〉〉 = −〈〈cG′Bc

1

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

1

1 +K ′ 〉〉+ 〈〈cG′Bc
G′

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

G′

1 +K ′ 〉〉

≡ −(1)+ (2) (101)

となる。ここで [9]にならって（ただしプライムをつけて）

(1) = (cG′Bc, Q̂′(cG′Bc))′, (2) = (cG′BcG′, Q̂′(cG′Bc)G′)′, (102)

(Φ,Ψ)′ ≡ 〈〈Φ 1

1 +K ′Ψ
1

1 +K ′ 〉〉, (103)

としている。計算を進める上で、worldsheet super変換への書き換え則

〈〈G′ · · · 〉〉 = 1

2
〈〈δ′(· · · )〉〉, δ′Q̂′ = Q̂′δ′, δ′∂′ = ∂′δ′ (104)

により、G′を消去していけること、および、Y−2の βγ sector は δ′(γ(i))δ′(γ(−i)) であること
から、〈〈· · · 〉〉の中に γ がなかったり、4つ現れた項はゼロになることがわかる。さらにBcを入
れてBをぐるっと回すことで、

(γ2, ∂c)′ = 0, (γ, γ∂c)′ = 0, (γ2, K ′∂c)′ = 0, (∂γ, γ ∂2c)′ = 0, (105)

4これは [9]の v1の取り方。v2ではなぜか i → −iとしていることに注意しておく。
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となるが、Chan-Paton factorに関する traceで自明に消える項を除くと

〈〈ΦsimpQ̂
′Φsimp〉〉 = −〈〈cG′Bc

1

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

1

1 +K ′ 〉〉+ 〈〈cG′Bc
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(Φ,Ψ)′ ≡ 〈〈Φ 1
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2
〈〈δ′(· · · )〉〉, δ′Q̂′ = Q̂′δ′, δ′∂′ = ∂′δ′ (104)

により、G′を消去していけること、および、Y−2の βγ sector は δ′(γ(i))δ′(γ(−i)) であること
から、〈〈· · · 〉〉の中に γ がなかったり、4つ現れた項はゼロになることがわかる。さらにBcを入
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(BcγK ′, cγK ′)′ = − 6

π4
+

1

π2
, (Bc∂γ, cγK ′)′ =

1

π2
, (Bγ∂c, cγK ′)′ =

1

2π2
,

(Bγ∂γ, c∂c)′ = 0, (γ2, K ′cK ′)′ = − 1

π2
, (cBγ, ∂γ∂c)′ = − 1

π2
,

(cBγ, ∂2γc)′ =
1

π2
, (cBγ, γ∂2c)′ = 0 (122)

のようになる。これらを使うと (102)は

(1) = (cG′Bc, Q̂′(cG′Bc))′ =
3

π2
− 24

π4
, (123)

(2) = (cG′BcG′, Q̂′(cG′Bc)G′)′ =
9

2π2
− 24

π4
, (124)

と計算され、

〈〈ΦsimpQ̂
′Φsimp〉〉 =

3

2π2
(125)

となる。結局

S ′[Φsimp] =
1

2
〈〈ΦsimpQ̂

′Φsimp〉〉+
1

3
〈〈Φ3

simp〉〉 =
1

6
〈〈ΦsimpQ̂

′Φsimp〉〉 =
1

4π2
(126)

となる。これは (59)の値のちょうど半分である。

次に gauge invariant overlapを計算しよう。[9]にならって

〈〈Φ〉〉V =
1

2
Tr〈I|V̂ (i)|Φ〉 (127)

という記号を使う。V̂ (i)は picture数 (−2)を持ち、Chan-Paton factor σV を持つとする。特に

〈I|V (i)Q′ = 0, 〈I|V (i)(B0 − B†
0) = 0, 〈I|V (i)(L′

0 − L′†
0 ) = 0, (128)

を満たすことに注意しておく。このとき、

〈〈Φsimp〉〉V = −〈〈cG′Bc
G′

1 +K ′ 〉〉V = −
∫ ∞

0

dte−t〈〈cG′BcG′e−tK′〉〉V (129)

と表せる。
1

2
(L′

0 − L′†
0 )c = −c,

1

2
(L′

0 − L′†
0 )B = B, (130)

t
1
2 (L

′
0−L′†

0 )(cG′BcG′e−K′
) = cG′BcG′e−tK′

(131)

となることに注意すると tの積分が自明に行えて

〈〈Φsimp〉〉V = −〈〈cG′BcG′e−K′〉〉V = −〈〈cB(cK ′ + 2iγG′)e−K′〉〉V (132)

となる。また

−cK ′e−K′
=

1

2
(L′

0 − L′†
0 )(ce

−K′
) + ce−K′

(133)
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a half of D-brane tension!

(BcγK ′, cγK ′)′ = − 6

π4
+

1

π2
, (Bc∂γ, cγK ′)′ =

1

π2
, (Bγ∂c, cγK ′)′ =

1

2π2
,

(Bγ∂γ, c∂c)′ = 0, (γ2, K ′cK ′)′ = − 1

π2
, (cBγ, ∂γ∂c)′ = − 1

π2
,

(cBγ, ∂2γc)′ =
1

π2
, (cBγ, γ∂2c)′ = 0 (122)

のようになる。これらを使うと (102)は

(1) = (cG′Bc, Q̂′(cG′Bc))′ =
3

π2
− 24

π4
, (123)

(2) = (cG′BcG′, Q̂′(cG′Bc)G′)′ =
9

2π2
− 24

π4
, (124)

と計算され、

〈〈ΦsimpQ̂
′Φsimp〉〉 =

3

2π2
(125)

となる。結局

S ′[Φsimp] =
1

2
〈〈ΦsimpQ̂

′Φsimp〉〉+
1

3
〈〈Φ3

simp〉〉 =
1

6
〈〈ΦsimpQ̂

′Φsimp〉〉 =
1

4π2
(126)

となる。これは (59)の値のちょうど半分である。

次に gauge invariant overlapを計算しよう。[9]にならって

〈〈Φ〉〉V =
1

2
Tr〈I|V̂ (i)|Φ〉 (127)

という記号を使う。V̂ (i)は picture数 (−2)を持ち、Chan-Paton factor σV を持つとする。特に

〈I|V (i)Q′ = 0, 〈I|V (i)(B0 − B†
0) = 0, 〈I|V (i)(L′

0 − L′†
0 ) = 0, (128)

を満たすことに注意しておく。このとき、

〈〈Φsimp〉〉V = −〈〈cG′Bc
G′

1 +K ′ 〉〉V = −
∫ ∞

0

dte−t〈〈cG′BcG′e−tK′〉〉V (129)

と表せる。
1

2
(L′

0 − L′†
0 )c = −c,

1

2
(L′

0 − L′†
0 )B = B, (130)

t
1
2 (L

′
0−L′†

0 )(cG′BcG′e−K′
) = cG′BcG′e−tK′

(131)

となることに注意すると tの積分が自明に行えて

〈〈Φsimp〉〉V = −〈〈cG′BcG′e−K′〉〉V = −〈〈cB(cK ′ + 2iγG′)e−K′〉〉V (132)

となる。また

−cK ′e−K′
=

1

2
(L′

0 − L′†
0 )(ce

−K′
) + ce−K′

(133)
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=
√
f ′

(
c

(
K ′f ′

1− f ′

)2

c− c
K ′f ′

1− f ′ (cB +Bc)
K ′f ′

1− f ′ c

)
√
f ′ = 0 (94)

となる。この解で特に f ′ = 1
1+K′ と選んだものが前節で調べた (50)である。

ここでは、Erlerが [9]で主に調べた simple解にならって

f ′ =
1

1 + iG′ =
1

1 +K ′ − i
G′

1 +K ′ (95)

と選んだ場合の解4

Φsimp =
1√

1 + iG′

(
−icG′Bc+ Q̂′(Bc)

) 1√
1 + iG′

(96)

を調べよう。（iは虚数単位
√
−1のことである。）

上記で述べた代数および cyclicity, Q̂′に関する性質：

〈〈ΦΨ〉〉 = (−1)(ε(Φ)+F (Φ))(ε(Ψ)+F (Ψ))〈〈ΨΦ〉〉, (97)

Q̂′(ΦΨ) = (Q̂′Φ)Ψ+ (−1)ε(Φ)+F (Φ)Φ(Q̂′Ψ), (98)

〈〈Q̂′(· · · )〉〉 = 0, (99)

（ここで ε(Φ)は対応するworldsheet vertex operatorがGrassmann oddなら oddでありGrass-
mann evenなら evenであると定義している。）を形式的に用いると

〈〈ΦsimpQ̂
′Φsimp〉〉 = −〈〈cG′Bc

1− iG′

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

1− iG′

1 +K ′ 〉〉 (100)

となるが、Chan-Paton factorに関する traceで自明に消える項を除くと

〈〈ΦsimpQ̂
′Φsimp〉〉 = −〈〈cG′Bc

1

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

1

1 +K ′ 〉〉+ 〈〈cG′Bc
G′

1 +K ′ Q̂
′(cG′Bc)

G′

1 +K ′ 〉〉

≡ −(1)+ (2) (101)

となる。ここで [9]にならって（ただしプライムをつけて）

(1) = (cG′Bc, Q̂′(cG′Bc))′, (2) = (cG′BcG′, Q̂′(cG′Bc)G′)′, (102)

(Φ,Ψ)′ ≡ 〈〈Φ 1

1 +K ′Ψ
1

1 +K ′ 〉〉, (103)

としている。計算を進める上で、worldsheet super変換への書き換え則

〈〈G′ · · · 〉〉 = 1

2
〈〈δ′(· · · )〉〉, δ′Q̂′ = Q̂′δ′, δ′∂′ = ∂′δ′ (104)

により、G′を消去していけること、および、Y−2の βγ sector は δ′(γ(i))δ′(γ(−i)) であること
から、〈〈· · · 〉〉の中に γ がなかったり、4つ現れた項はゼロになることがわかる。さらにBcを入
れてBをぐるっと回すことで、

(γ2, ∂c)′ = 0, (γ, γ∂c)′ = 0, (γ2, K ′∂c)′ = 0, (∂γ, γ ∂2c)′ = 0, (105)

4これは [9]の v1の取り方。v2ではなぜか i → −iとしていることに注意しておく。
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などとなることを示せる。結局整理すると（表現の仕方はいろいろあり得るが）次のように比
較的単純な式の和に帰着する:

(1) = −(γ2, cK ′)′ + 5(γ2, c∂cB)′ − 4(cBγ, γK ′c)′

+2(Bcγ, ∂cγ)′ − 2(cBγ, ∂γc)′ + 2(γ, K ′γc)′, (106)

(2) = (Bγ2, K ′c∂c)′ + 4(BcγK ′, cγK ′)′ + 2(Bc∂γ, cγK ′)′ − 2(Bγ∂c, cγK ′)′ + (Bγ∂γ, c∂c)′

−(γ2, K ′cK ′)′ − (cBγ, ∂γ∂c)′ − 2(cBγ, ∂2γc)′ + (cBγ, γ∂2c)′. (107)

これらの各項において、次に (103)を計算しなければならないがその際、string fieldのスター
積に関する「逆」を

1

1 +K ′ =

∫ ∞

0

dxe−x(1+K′) (108)

という積分表示で表そう。（これで定義できると仮定する。）これは、プライムのつかないもと
のQの理論の場合は、単に sliver state e−xK による展開であるが、ここではプライムに置き換
わっているので、一般に非可換性に注意して、(38)と同じ計算により、

1

1 +K ′ =

∫ ∞

0

dxe−x(1+π
2 C)Ûx+1Pu exp

(
π

4

∫ x

−x

du

∫ ∞

−∞
dtfa(t)J̃

a(it+
π

4
u)

)
|0〉, (109)

fa(t) ≡
Fa(tan(it+

π
4 ))

2π
√
2 cos2(it+ π

4 )
, Fa(z) =

∑

n∈Z

Fa,nz
−n−1, (110)

C =

∫

CL

dz

2πi
(1 + z2)

Ωab

8
Fa(z)Fb(z) =

π

2

∫ ∞

−∞
dtΩabfa(t)fb(t). (111)

となる。さて、(106),(107)にあらわに見えている string fieldとしてはK ′以外には identity state
かける b, c, γのworldsheet ghostしかないことに注意し、また、K ′は− ∂

∂te
−tK′ のように書くこ

とで、一旦 1
1+K′ の積分にして、被積分関数の CFT correlatorを計算したあとで微分する、と

いう方針に持っていくことができることにも注意する。これにより、(106),(107)のどの項にお
いても、matter部分の計算は 2つの 1

1+K′ を積分表示にした後、その被積分関数の中では共通
な形になる。具体例をあげると (106)の第 1項については、

(γ2, cK ′)′ = −
∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

dse−t−s ∂

∂s
〈〈γ2e−tK′

ce−sK′〉〉 (112)

としておいて [4]のテクニックを用い、また特に

〈I|Y−2B1 = 0, 〈I|Y−2(B0 − B†
0) = 0, (113)

(B0 + B†
0)Ûr+1 = −1

r
(B0 − B†

0)Ûr+1 +
2

r
Ûr+1B0, Û1Ûr+1 = Ûr, (114)

〈c̃(x)c̃(y)∂c̃(z)〉 = 2 sin(x− y) cos(x+ y − 2z), (115)

〈δ′(γ̃(iM))δ′(γ̃(−iM))γ̃(x)γ̃(y)〉 = −i((tanhM)2 cos x cos y + sin x sin y)

4(coshM)4(tanhM)3
(116)

等に注意すると

〈〈γ2e−tK′
ce−sK′〉〉

=
4

π2
〈I|Y−2Ût+s+1γ̃

2(
π

4
(t+ s))c̃(

π

4
(s− t))
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0)Ûr+1 +
2

r
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Tr�δ�(γ(i))δ�(γ(−i))c(i)c(−i) · · · �



Inverse of a string field 1+K’

などとなることを示せる。結局整理すると（表現の仕方はいろいろあり得るが）次のように比
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1

1 +K ′ =

∫ ∞

0

dxe−x(1+π
2 C)Ûx+1Pu exp

(
π

4

∫ x

−x

du

∫ ∞

−∞
dtfa(t)J̃

a(it+
π

4
u)

)
|0〉, (109)

fa(t) ≡
Fa(tan(it+

π
4 ))

2π
√
2 cos2(it+ π

4 )
, Fa(z) =

∑

n∈Z

Fa,nz
−n−1, (110)

C =

∫

CL

dz

2πi
(1 + z2)

Ωab

8
Fa(z)Fb(z) =

π

2

∫ ∞

−∞
dtΩabfa(t)fb(t). (111)

となる。さて、(106),(107)にあらわに見えている string fieldとしてはK ′以外には identity state
かける b, c, γのworldsheet ghostしかないことに注意し、また、K ′は− ∂

∂te
−tK′ のように書くこ

とで、一旦 1
1+K′ の積分にして、被積分関数の CFT correlatorを計算したあとで微分する、と

いう方針に持っていくことができることにも注意する。これにより、(106),(107)のどの項にお
いても、matter部分の計算は 2つの 1

1+K′ を積分表示にした後、その被積分関数の中では共通
な形になる。具体例をあげると (106)の第 1項については、

(γ2, cK ′)′ = −
∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

dse−t−s ∂

∂s
〈〈γ2e−tK′

ce−sK′〉〉 (112)

としておいて [4]のテクニックを用い、また特に

〈I|Y−2B1 = 0, 〈I|Y−2(B0 − B†
0) = 0, (113)

(B0 + B†
0)Ûr+1 = −1

r
(B0 − B†

0)Ûr+1 +
2

r
Ûr+1B0, Û1Ûr+1 = Ûr, (114)

〈c̃(x)c̃(y)∂c̃(z)〉 = 2 sin(x− y) cos(x+ y − 2z), (115)

〈δ′(γ̃(iM))δ′(γ̃(−iM))γ̃(x)γ̃(y)〉 = −i((tanhM)2 cos x cos y + sin x sin y)

4(coshM)4(tanhM)3
(116)

等に注意すると

〈〈γ2e−tK′
ce−sK′〉〉

=
4

π2
〈I|Y−2Ût+s+1γ̃

2(
π

4
(t+ s))c̃(

π

4
(s− t))
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などとなることを示せる。結局整理すると（表現の仕方はいろいろあり得るが）次のように比
較的単純な式の和に帰着する:
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(2) = (Bγ2, K ′c∂c)′ + 4(BcγK ′, cγK ′)′ + 2(Bc∂γ, cγK ′)′ − 2(Bγ∂c, cγK ′)′ + (Bγ∂γ, c∂c)′

−(γ2, K ′cK ′)′ − (cBγ, ∂γ∂c)′ − 2(cBγ, ∂2γc)′ + (cBγ, γ∂2c)′. (107)
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であり、uiについて解くと

u1 =
1

2t
(y1 − y2), · · · , ui =

1

2t
(yi − yi+1), · · · , uN =

1

2t
yN +

1

2
(142)

となるので、この変数変換のヤコビアンは

∂(u1, · · · , uN)

∂(y1, · · · , yN)
= 2−N t−N (143)

と求まる。従って、

e−tK+tJ |O(JN )

=
πN

4N

∫ t

−t

dy1

∫ y1

−t

dy2 · · ·
∫ yN−1

−t

dyN

∫ ∞

−∞
dt1fa1(t1)

∫ ∞

−∞
dt2fa2(t2) · · ·

∫ ∞

−∞
dtNfaN (tN)

× Ût+1J̃
a1(it1 +

π

4
y1)J̃

a2(it2 +
π

4
y2) · · · J̃aN (itN +

π

4
yN)|0〉 (144)

となる。これを使うと座標の実部の大きい方を左に書く orderingを用いて

e−tK′
= e−tπ2 CÛt+1Pu exp

(
π

4

∫ t

−t

du

∫ ∞

−∞
dt′fa(t

′)J̃a(it′ +
π

4
u)

)
|0〉 (145)

となる。したがって、gauge invariant overlapは (136)

〈〈Φsimp〉〉V =
e−

π
2 C

2π
Tr(σVσ3)〈I|V (i)c̃(

π

4
)Pu exp

(
π

4

∫ 1

−1

du

∫ ∞

−∞
dt′fa(t

′)J̃a(it′ +
π

4
u)

)
|0〉

=
e−

π
2 C

4π
Tr(σVσ3)〈0|Ṽ (i∞)c̃(

π

2
)Pu exp

(∫ π
2

−π
2

du

∫ ∞

−∞
dt′fa(t

′)J̃a(2it′ + u)

)
|0〉

=
e−

π
2 C

4π
Tr(σVσ3)

〈
Ṽ (i∞)c̃(

π

2
) exp

(∫ π
2

−π
2

du

∫ ∞

−∞
dt′fa(t

′)J̃a(2it′ + u)

)〉
(146)

という式が得られる。Chan-Paton factorの構造から ΦsimpのうちGSO(−) sectorは gauge in-
variant ovelapには寄与しないことがわかる。また、Ja = 0, σV = σ3 の場合は 〈〈Φsimp〉〉V =
1
2π 〈Ṽ (i∞)c̃(π2 )〉 となり (60)で Ja = 0と置いた値のちょうど半分である。

A 構造定数の部分が寄与しないこと
(57)のmatter部分（T ≡ x+ y）：

Imat ≡
〈
exp

(∫ π
2

−π
2

du

∫ ∞

−∞

dt

2π
√
2

Fa(tan(it+
π
4 ))

cos2(it+ π
4 )

J̃a(
2it

T
+ u)

)〉

mat

. (147)

が構造定数 fab
cがあらわには寄与しない（従って (40)の計算のように Imat = e

π
2 CT になる）こ

とを示そう。ここでmatterカレント Ja 同士のOPEは [3] に合わせて

Ja(y)J b(z) ∼ 1

(y − z)2
1

2
Ωab +

1

y − z
fab

cJ
c(z), (148)
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Sliver frame and star product

• Schnablの解の構成は sliver frameではないものへの一般化もできる。[5],[6].

• Ψλの構成法をある意味まねると、nonsingularなカレントに対し、marginal解と
呼ばれる解を構成できる。[7],[8]. これはBerkovitsのWZW型 SFTの解の構成に
も拡張できる。[9],[10]. それらは（Schnablのタキオン解も形式的には）全てある
クラスの解に属し、形式的には identity stateを元に構成した単純な解とゲージ同
値である。[12],

• pure gaugeの形から出発した、別の種類のmarginal解も提唱されている。[13],[14],[15].

• Schnabl解の cubic super SFTへの拡張も提唱されている。[16]

2 準備
Schnablが [1]で用いた重要なテクニックに関してまとめる。

2.1 sliver frame

上半面 (UHP, z) から半無限シリンダー (Cπ, z̃) (ここで z̃ ∼ z̃ + π)への conformal map：

arctan z = z̃ (2.1)

を考える。(Fig. 1) このmapのもとでweight hのプライマリ場 φは

Figure 1: 左図 (UHP)の単位半円は arctanにより右図（1周 πの半無限シリンダーCπ, Rez̃ =
π/2とRez̃ = −π/2は同一視。）の幅 π/2の領域に写される。

φ̃(z̃) =

(
dz

dz̃

)h

φ(z) = (cos z̃)−2hφ(tan z̃) ( = (1 + z2)hφ(z), z = tan z̃), (2.2)

φ̃(z̃) =
∑

n

φ̃nz̃
−n−h, φ(z) =

∑

n

φnz−n−h , (2.3)

7

Figure 2: 右上図 (Crπ/2)と左上図 (Csπ/2) のそれぞれの両側 (全幅 π/2)の領域を切り取ってそ
れぞれのRと Lで貼り合わせてC(r+s−1)π/2内の領域に写したのが下図。
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tan ◦s3(z̃) = f3 ◦ tan(z̃) , (2.138)

I ◦ f3 ◦ tan(z̃) = − cot((2/3)z) = f3 ◦ tan(z + 3π/4) , (2.139)

を使った。f3(z)はwedge stateを定義するときにでてきたmapである。以上よりスター積の
公式：

φ̃1(0)|0〉 ∗ φ̃2(0)|0〉 = U †
3U3φ̃1(π/4)φ̃2(−π/4)|0〉 (2.140)

を得る。それでは一般に

|ϕ̃〉 ≡ U †
r Urφ̃1(x̃1) · · · φ̃n(x̃n)|0〉 , − r − 1

4
π ≤ xi ≤

r − 1

4
π , (2.141)

という形の stateを考えよう。（r ≥ 1とする。）χ̃(0)|0〉 との内積をとると

〈χ̃, ϕ̃〉 = 〈Urχ̃, Ur(φ̃1(x̃1) · · · φ̃n(x̃n))〉
= 〈I◦fr◦tan◦χ(0)fr◦tan◦φ1(x̃1) · · · fr◦tan◦φn(x̃n)〉UHP

= 〈fr◦tan◦χ(rπ/4)fr◦tan◦φ1(x̃1) · · · fr◦tan◦φn(x̃n)〉UHP

= 〈tan◦sr◦χ(rπ/4) tan◦sr◦φ1(x̃1) · · · tan◦sr◦φn(x̃n)〉UHP

= 〈sr◦χ(rπ/4)sr◦φ1(x̃1) · · · sr◦φn(x̃n)〉Cπ

= 〈χ(rπ/4)φ1(x̃1) · · ·φn(x̃n)〉Crπ/2
. (2.142)

ここで

sr(z̃) ≡ 2

r
z̃ , (2.143)

tan ◦sr(z̃) = fr ◦ tan(z̃) , (2.144)

I ◦ fr ◦ tan(z̃) = − cot((2/r)z) = fr ◦ tan(z + rπ/4) , (2.145)

を使った。図でみると (2.142)の correlatorはFig. 2の右上図で半無限シリンダーCrπ/2上各境
界 x̃iにφiが挿入され、rπ/4(∼ −rπ/4)にχが挿入された状況を表している。この種の stateの
スター積をとる、ということは、右上図で半無限シリンダーCrπ/2上の黄色で表した canonical

な幅 π/2の領域を切り取って stringの（右／左）半分にあたる部分をしかるべき順番で貼り
合わせればよい。（correlatorで見るときには、水色の部分を貼り合わせた後、canonicalな幅
π/2の領域を貼りあわせて半無限シリンダーにする。これを図で書いたのがFig. 2であり、式
で読み取ると

U †
r Urφ̃1(x̃1) · · · φ̃n(x̃n)|0〉 ∗ U †

sUsψ̃1(ỹ1) · · · ψ̃m(ỹm)|0〉
= U †

r+s−1Ur+s−1φ̃1(x̃1 +
π

4
(s − 1)) · · · φ̃n(x̃n +

π

4
(s − 1)) (2.146)

× ψ̃1(ỹ1 −
π

4
(r − 1)) · · · ψ̃m(ỹm − π

4
(r − 1))|0〉
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sliver frame technique
by Schnabl (2005)
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e−tK = Ût+1|0� = U†
t+1Ut+1|0� :wedge state



Extended Feynman’s formula

(tij ≡ ti − tj, uij ≡ ui − uj の略号を用いた。) となるが、右辺の大括弧内の第１項の部分は、
duidti積分を行うと Ia12 が出てきて

Ia1n (
2it1
T

+ u1) =
1

n!
(n− 1) · 2Ia12 (

2it1
T

+ u1) · (n− 2)!In−2

+
1

n!

n∑

i=2

∫
di

cos(2itiT + ui)f
a1ai

b

cos(2it1T +u1) sin(
2it1i
T +u1i)

×
∫

d2 · · · dǐ · · · dn
〈
J̃ b(

2iti
T

+ui)J̃
a2(

2it2
T

+u2)· · · ˇ̃Jai · · ·J̃an(
2itn
T

+un)

〉

=
2

n
Ia12 (

2it1
T

+ u1)In−2 +
1

n

n∑

i=2

∫
di

cos(2itiT + ui)f
a1ai

b

cos(2it1T +u1) sin(
2it1i
T +u1i)

Ibn−1(
2iti
T

+ ui) (165)

のようになる。ここで
∫
di ≡

∫ π
2
−π

2
dui

∫∞
−∞dtifai(ti) の略号を用いた。ここで数学的帰納法を用

いよう。n− 1まで (163)が正しいとすると、(165)は

Ia1n (
2it1
T

+ u1)

=
2

n
Ia12 (

2it1
T

+ u1)In−2

+
πT

4n

n∑

i=2

∫ π
2

−π
2

dui

∫ ∞

−∞
dtifai(ti)fc(ti)

cos(2itiT + ui)f
a1ai

bΩ
bc

cos(2it1T +u1) sin(
2it1i
T +u1i)

=
2

n
Ia12 (

2it1
T

+ u1)In−2

+
πT

8n

n∑

i=2

∫ π
2

−π
2

dui

∫ ∞

−∞
dtifai(ti)fc(ti)

cos(2itiT + ui)(f
a1ai

bΩ
bc + fa1c

bΩ
bai)

cos(2it1T +u1) sin(
2it1i
T +u1i)

=
2

n
Ia12 (

2it1
T

+ u1)In−2 (166)

となり、nの場合が示された。(最後で (149)を用いた。) (163)を用いると、In = 2
nI2In−2 とな

るので、

I2m =
2m

(2m)!!
Im2 I0 =

1

m!
Im2 , I2m+1 = 0 (167)

より、

Imat =

〈
exp

(∫ π
2

−π
2

du

∫ ∞

−∞
dt′fa(t

′)J̃a(
2it′

T
+u)

)〉

mat

=
∞∑

n=0

In =
∞∑

m=0

1

m!
Im2 = exp

(π
2
TC

)
= exp

(
π2

4
T

∫ ∞

−∞
dtΩabfa(t)fb(t)

)
(168)
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Evaluation using CFT correlator
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（ここでmatter部分について (168)を用いた。）となるので、結局
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Conclusion
• リー代数に基づいた(super)currentによるidentity-based 

marginal解周りの(超)弦理論においてK’Bc代数を用いて
古典解を構成した。

• Erler-Schnabl解（のsuper版）とErlerのhalf-brane解に
対応するK’Bc代数による解のvacuum energyを計算
し、元のKBc代数による解と値が同じことを確かめた。

• 今回の結果は元のidentity-based marginal解のvacuum 

energyがゼロであるという予想と整合する。



Comments
• bosonic SFTのErler-Schnabl解をレベルトランケーションして数値計算：
（kinetic term: Erler-Schnabl, cubic term: Arroyo-I.K.)

Furthermore, we have used the Padé-Borel approximation. For a function f(z), which is Ẽ2(z) or Ẽ(z)
in our case, expanded as

f(z) =
∞∑

n=0

fnzn, (10)

we define f̂(z) by replacing the coefficients as

f̂(z) =
∞∑

n=0

(fn/(pn)!)zn, (p > 0) (11)

and take an (m,n)-Padé approximant f̂(z)|mn for f̂(z). Then, we have a Padé-Borel approximant [2]:

f(z) !
∫ ∞

0
dt e−t f̂(ztp )|mn (12)

In the case of Ẽ2(z) (8) and Ẽ(z) (9), which are even functions of z, we adopt the p = 1/2 approximation
after [1] (and m = n = L for Ẽ2(z) and m = n = 3L/2 for Ẽ(z)) and then we set z = 1 to get each value.
More explicitly, we have used

Ẽ2,PB|LL =
∫ ∞

0
dt e−t ̂̃E2(

√
t)|LL, (13)

ẼPB|3L/2
3L/2 =

∫ ∞

0
dt e−t ̂̃E(

√
t)|3L/2

3L/2 =
∫ ∞

0
dt e−t2(2t) ̂̃E(t)|3L/2

3L/2 . (14)

L Ẽ2 Ẽ2,P|LL Ẽ2,PB|LL Ẽ ẼP|3L/2
3L/2 ẼPB|3L/2

3L/2

0 −0.85247 −0.85247 −0.85247 −0.654908 −0.654908 −0.654908
2 −0.914146 −0.85247 −0.85247 −1.33686 −1.38342 −1.38798
4 −1.03467 −0.787834 −0.871988 −0.532599 −0.421667 −0.358173
6 −0.930637 −0.787834 −0.871988 −1.55434 −1.19306 −1.08516
8 −1.06335 −0.992052 −0.983242 −0.167462 −1.14097 −1.00745

10 −0.904984 −0.992052 −0.983242 −1.87271 −0.919443 −1.07258
12 −1.10973 −0.992013 −0.984516 −0.166042 −0.850702 −1.05767*
14 −0.841643 −0.992013 −0.984516 −1.83972 −0.972165 −0.933839**
16 −1.20564 −0.99608 −0.993936 +1.83619 −1.00666 −0.92572*
18 −0.709632 −0.99608 −0.993933 −4.22806 −1.01865 −0.981341**
20 −1.39169 −0.999595 −0.993687 −1.1971 −1.02464 −1.01792*
22 −0.449641 −0.999595 −0.993574 −0.188021 −0.994601 −1.00019**
24 −1.75829 −0.997321 −0.995001 +12.4404 −0.997754 −1.01338**
26 +0.0590993 −0.997321 −0.993171 −24.5744 −0.999148 −1.02392**
28 −2.46306 −0.99769 −0.993253
30 +1.03342 −0.99769 −0.989787

Table 1: Numerical results. Ẽ2, Ẽ are direct evaluations. Ẽ2,P|LL, ẼP|3L/2
3L/2 are evaluated by a diagonal Padé

approximation. Ẽ2,PB|LL and ẼPB|3L/2
3L/2 are evaluated by (13) and (14), respectively. (Actually, values with *

are evaluated by the first expression of (14). The values with ** are evaluated by NIntegrate in (14) and
other values in (13) and (14) are evaluated by Integrate with an option PrincipalValue in Mathematica
8.) The cubic terms for the levels L = 18, 20, 22, 24, 26 are evaluated by our C++ program.
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2

生の値は「発散」するがレベル毎の寄与に基づく多項式をパデ近似すると「厳密値」に近い。

Ẽ = 2π2E = −2π2S[Φ]


