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1 はじめに

本論文のテーマは非交差経路の数え上げの手法とその様々な応用である. 非交

差経路の数え上げの問題については LindströmとGessel, Viennotによる数え上げ

の母関数を表示する公式 (LGV公式)が知られている. LGV公式は交差する経路

も考慮に入れた和を考えて, それらの各項に符号をつけることで交差する経路から

の寄与を打ち消す, というアイデアに基づく. この公式を用いることによって, 例

えば平面上の非交差格子経路の数え上げが行列式の計算に帰着する. そのように

して得られた行列式はKrattenthalerの公式などを用いて具体的に計算することが

できる. その結果としてMacMahonによる 3次元Young図形の数え上げの母関数

が得られる [2].

LGV公式はこの他にも様々な問題に応用される. 一例として, 組み合わせ論や

表現論では Schur関数と呼ばれるものが重要な役割を果たしているが [4, 7], Schur

関数の行列式表示 (Jacobi-Trudi公式)を LGV公式によって導出することもでき

る. またMacMahonによる 3次元Young図形の母関数公式には様々な一般化が知

られており, その中には交代符号行列予想と呼ばれる組み合わせ論的な予想の解決

とも関係するものがあるが [2], そこでも LGV公式とその変種 [8](行列式の代わり

に Pfaff式が現れる)が基本的な役割を果たしている.

本論文では LGV公式を用いる数え上げの方法とその 3次元 Young図形に関連

するいくつかの問題への応用を解説する. 特に最終的な目標として, 最近の研究で

あるDi Francescoらによるある種の閉路 (de Bruijn 閉路と呼ばれる)の数え上げ

を紹介し, その 3次元Young図形に対する応用を扱う.

本論文の構成は以下の通りである. 第 2章では [1]を参考に Young図形に関す

る基本的な事項について触れる. ここでYoung図形の母関数やYoung図形による

二項係数の拡張を扱い, 3次元Young図形と平面分割について軽く述べる. 第 3章

では格子経路における非交差経路の数え上げの問題を扱った後, [8, 6]を参考に一

般の経路における非交差経路の問題を LGV公式の観点から考察する. 第 4章で

は直方体の内部に制限された 3次元 Young図形の個数と, 個数に関する母関数を

非交差経路の数え上げ問題に帰着させることで行列式表示として求め, その結果

としてMacMahonの公式も導く. また回転に対する対称性を備えた 3次元Young

図形についても扱う. 第 5章では Schur関数を組み合わせ論的な観点から導入し,

Jacobi-Trudi公式を非交差経路の数え上げに帰着して導出する. またそこから得ら

れるWeyl公式を使って直方体内部の 3次元Young図形の母関数を 4章と違うやり

方で導出し, さらに対称性を持つ 3次元Young図形の母関数の導出も行う. 最後に

第 6章において de Bruijn 閉路の数え上げに関するDi Francesco らの研究 [3]を紹

介する. また de Bruijn 閉路の応用として対称性を持つ 3次元Young図形の数え上

げを再び扱う.
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2 Young図形についての基本的な事項

この章ではまずYoung図形と整数分割の基本的な事項を説明する. さらに 3次

元Youngについても軽くふれた後, 差積やVandermondeの行列式などの対称式を

使った等式についてもふれる.

2.1 Young図形と整数分割

2.1.1 Young図形

Young図形とは, 1辺の長さが 1の正方形の箱を縦横に図のような形で敷き詰め

たものである.

図 1: 分割 λ = (7, 5, 3, 2)に対応するYoung図形. 2番目の行と 3番目の列をマー

クした.

図 1のように, 上部は水平な辺で, 左側は垂直な辺で, そして左下の角から右上

の角に至るまでは階段状の縁が囲った形をしている.

Young図形の行と列を行列にならって次のように定める. Young図形の i番目の

行とは, Young図形の中で横一列に端から端まで並んだ部分で上から i番目のもの

のことである. Young図形の j番目の行とは, Young図形の中で縦一列に端から端

まで並んだ部分で左から j番目のもののことである.

2.1.2 整数分割

整数分割 (integer partition)とは,自然数nを n = λ1 +λ2 + · · ·+λm というよう

にいくつかの自然数λ1, · · · , λm(文献 [1]に従って和因子と呼ぶ)の和に分けたものの

ことである. λ = (λ1, λ2, · · · , λm)がnの分割である,すなわちn = λ1+λ2+· · ·+λm

であることを記号 `を使って λ ` nと表す.

和因子の順番を入れ替えても同一の分割を表すものとみなし, 通常は λ1 ≥ λ2 ≥

5



· · · ≥ λmという条件を置く. このように並べると λに対して, i行目の正方形の数

が λiとなるYoung図形が 1対 1に対応する.

λの和 λ1 + · · ·+ λmを記号 |λ|で表す. また, 和因子の個数mを λの長さと呼び,

記号 l(λ)で表す. |λ|はYoung図形の正方形の個数に, l(λ)はYoung図形の行の数

に対応する.

例外的に 0の分割も考えて, 記号Ø で表すことにする. Øは空のYoung図形に

対応するものである.

以降表記の上ではYoung図形と整数分割を同じものと見なす.

自然数 nの分割の総数を分割数 (partition number)と呼び, 記号 p(n)で表す. 分

割数を母関数で表せば次のようになる.

1 +
∞∑
i=1

p(n)qn = 1 + q + 2q2 + 3qq + 5q4 + 7q5 + · · · .

和因子に, 使用できる自然数が 1から l, 使用回数が p回以内という条件が加わった

ときの母関数は, 整数 iを使用する回数を tiとして次のように求まる.

p∑
t1=0

qt1

p∑
t2=0

(q2)t2 · · ·
p∑

tl=0

(ql)tl

=
l∏

i=1

p∑
ti=0

(qi)ti

=
l∏

i=1

1− (qi)p+1

1− qi
.

よって, 使用できる数の制限も使用回数の上限もないときには母関数は, 上式にお

いて l, p →∞とすれば求まり (ただし |q| < 1とする),

1 +
∞∑
i=1

p(n)qn =
∞∏
i=1

1

1− qi

となる. さらに p(0) = 1と定めれば, これは

∞∑
i=0

p(n)qn =
∞∏
i=1

1

1− qi

と書き直せる.

2.1.3 整数分割と格子経路

格子経路とは, 格子上の始点 (0, 0)から出発して, (1, 0)方向または (0, 1)方向に

距離 1だけ移動することを繰り返して終点 (m,n)へと至る道のことである.
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合計m + nのステップのうちのmステップが (1, 0), 残り nステップが (0, 1)と

なるので経路の総数は

(
m + n

m

)
となる. 例としてm = 3, n = 2のときの経路全

てを図 2に示す. 総数は

(
3 + 2

3

)
= 10 通りである.

図 2: m = 3, n = 2となる格子経路を全て挙げたもの.

各格子経路の左上に 1辺の長さが 1の正方形を敷き詰めればYoung図形ができ

る (図 3). Young図形と分割は 1対 1対応するので, 格子経路に分割が 1対 1対応

図 3: 図 2の 10通りの格子経路に正方形を敷き詰めたもの.

する. 例えば図 3の 10通りの格子経路に対応する分割はそれぞれ,

(3, 3) (3, 2) (2, 2) (3, 1) (2, 1)

(3) (1, 1) (2) (1) Ø

となる.

終点が (m,n)のときの格子経路に対応する

(
m + n

m

)
個の分割の qを変数とし

た母関数を, 二項係数の組み合わせ論的定義の類似として

[
m + n

m

]
と表記する

ことにする.

[
m + n

m

]
を q-二項係数と呼ぶ. 例えば先のm = 3, n = 2のときの

q-二項係数

[
3 + 2

3

]
は次のように求まる.

[
3 + 2

3

]
= q3+3 + q3+2 + q2+2 + q3+1 + q2+1 + q3 + q1+1 + q2 + q1 + q0

= 1 + q + 2q2 + 2q3 + 2q4 + q5 + q6.
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一般に q-二項係数は次のように定義される.[
N + M

M

]
=

∑

λ⊆B(M,N)

q|λ|.

ただしB(M, N)は縦の長さがM で横の長さがN の長方形の形をしたYoung図形

であり, λ ⊂ B(M,N)は λに対応するYoung図形がこの長方形に含まれることを

表す.

q-二項係数

[
m + n

m

]
は q = 1としたとき

(
m + n

m

)
と一致する.

2.1.4 q-二項係数の明示式

二項係数の多くの性質が q-二項係数に拡張される. 例えば, 二項係数の対称性(
m + n

m

)
=

(
m + n

n

)

に対応する q-二項係数の対称性[
m + n

m

]
=

[
m + n

n

]

は, Young図形において行と列を入れ替える操作 (この操作によって得られるYoung

図形はもとの Young図形の共役と呼ばれる)を考えれば自然に導かれる. ここで

は, 二項係数の明示式(
m + n

m

)
=

(m + n)!

m!n!

に対応する q-二項係数の明示式を求めたい.

二項係数の明示式は, 二項係数の再帰的関係(
m + n

m

)
=

(
m + n− 1

m− 1

)
+

(
m + n− 1

n− 1

)

と境界条件(
m

0

)
=

(
m

m

)
= 1

によって復元できる. そこで二項係数の再帰的関係と境界条件に対応するような q-

二項係数の再帰的関係と境界条件を利用して q-二項係数の明示式を求めるという

方針が得られる.

公式 1 (q-二項係数の再帰的関係)[
m + n

m

]
=

[
m + n− 1

m− 1

]
+ qm

[
m + n− 1

n− 1

]
.
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証明
[

m + n

m

]
=

∑

λ⊆nm

q|λ|

=
∑

λ⊆nm−1

q|λ| +
∑

λ=(λ1,··· ,λm)⊆nm,λm≥1

q|λ|

=
∑

λ⊆nm−1

q|λ| +
∑

λ=(λ1,··· ,λm)⊆nm,λm≥1

qmq|(λ1−1,λ2−1,··· ,λm−1)|

=
∑

λ⊆nm−1

q|λ| + qm
∑

µ⊆(n−1)m

q|µ|

=

[
m + n− 1

m− 1

]
+ qm

[
m + n− 1

n− 1

]

q.e.d.

この証明では図 4において♥部分に正方形が詰まっているかどうかで場合分け
をした. ♥部が空である Young図形に関しては, m番目の行を取り除いてしまう

図 4:

ことが出来るので, 横の長さ n, 縦の長さm− 1の長方形に入っているということ

ができる. 他方♥部に正方形が詰まっているYoung図形に関しては, 1番目の列と

2列目以降を分ければ 1×m の長方形と, 横の長さ n− 1, 縦の長さmの長方形に

入っているYoung図形とを分けて数えることに帰着する.

公式 2 (q-二項係数の境界条件)
[

m

0

]
=

[
m

m

]
= 1.

9



証明 どちらも長方形ではなく線分となるので, 可能な経路はØに対応するもの

だけである. よって, 母関数は q|Ø| = 1となる.

q.e.d

q-二項係数の再帰的関係と境界条件から q-二項係数の明示式を求める.

公式 3 (q-二項係数の明示式)

[
m + n

m

]
=

(1− qm+n)(1− qm+n−1) · · · (1− qn+1)

(1− qm) · · · (1− q)
.

証明

(∗):
[

m + n

m

]
=

m∏
i=1

1− qn+i

1− qi

を演繹的に示す.

m + n = 1のとき, 右辺は 1であり, またm = 0か n = 0なので境界条件から左

辺も 1となるので (∗)は成立する.

ある lについて, m + n = lを満たす全てのm,n ≥ 0について (∗)が成立すると
仮定する. このとき q-二項定理の再帰的関係より,

[
m + n + 1

m + 1

]
=

[
m + n

m

]
+ qm+1

[
m + n

n− 1

]

=
m∏

i=1

1− qn+i

1− qi
+ qm+1

m+1∏
i=1

1− qn−1+i

1− qi

=
(1− qm+1)

∏m
i=1(1− qn+i)∏m+1

i=1 (1− qi)
+ qm+1 (1− qn)

∏m
i=1(1− qn+i)∏m+1

i=1 (1− qi)

=

∏m
i=1(1− qn+i)∏m+1
i=1 (1− qi)

(
(1− qm+1) + qm+1(1− qn)

)

=

∏m
i=1(1− qn+i)∏m+1
i=1 (1− qi)

(1− qm+n+1)

=
m+1∏
i=1

1− qn+i

1− qi
.

よってm + n = l + 1を満たす全てのm, n ≥ 0についても (∗)が成立する.

q.e.d.

q-二項係数の明示式の具体例としてm = 3, n = 2のときの q-二項係数

[
3 + 2

3

]
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を求めると
[

3 + 2

3

]
=

(1− q5)(1− q4)(1− q3)

(1− q3)(1− q2)(1− q)

=
1− q5

1− q

1− q4

1− q2

= (1 + q + q2 + q3 + q4)(1 + q2)

= 1 + q + 2q2 + 2q3 + 2q4 + q5 + q6

となり, 先の値と一致する.

q-二項係数の明示式は
[

m + n

m

]
=

(1− qm+n)(1− qm+n−1) · · · (1− q)

(1− qm) · · · (1− q) (1− qn) · · · (1− q)

となることを示しているが,

1 + q + q2 + · · ·+ qi−1 =
1− qi

1− q

を整数 iの q-類似と考えるとこの式は二項係数の明示式

(
m + n

m

)
=

(m + n)!

m!n!
の

自然な拡張であることがわかる.

また

(x; q)k = (1− x)(1− xq)(1− xq2) · · · (1− xqk−1)

という記法を使えば, q-二項係数の明示式は
[

m + n

m

]
=

(q; q)m+n

(q; q)m(q; q)n

=
(qn+1; q)m

(q; q)m

と表せる.

明示式を使えば q-二項係数においてm, n → ∞とすることによって, 分割数に

ついての母関数が次のようにして得られる.

lim
m,n→∞

[
m + n

m

]
= lim

m,n→∞

m∏
i=1

1− qn+i

1− qi

= lim
m→∞

m∏
i=1

1

1− qi

=
∞∏
i=1

1

1− qi
.

格子経路については次章でより一般的な定義を与えた上で再び考察する.
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2.2 3次元Young図形と平面分割

3次元Young図形とは, 図のように 3次元空間の第一象限において原点のある隅

に向かって一辺の長さ 1の立方体を, (−1,−1,−1)方向の重力に対して安定になる

ように隙間なく積んだものである.

図 5: 3次元Young図形の例

これまでは 2次元的なYoung図形を直線的な整数分割に対応させてきたが, 3次

元Young図形には平面的な整数分割を対応させる. 平面的な整数分割 (平面分割,

plane partition)とは整数分割の平面版であり, 与えられた整数 nを次のような条

件を満たす和因子 πijに分割する.

π = (πij)i,j≥1, πij ∈ Z
πij ≥ πi+1,j ≥ 0, πij ≥ πi,j+1 ≥ 0.

平面分割を 3次元Young図形を対応付けるには, 平面分割の各和因子の場所に和

因子の値だけ立方体を積み上げていけばよい. 例えば, 図 5の 3次元Young図形は,




7 7 7 7 6 6 6 6 6 6 2
7 7 7 6 6 6 5 5 5 4 2
7 7 7 6 6 6 5 4 2 2 2
7 7 6 6 6 5 4 2 2 1 1
7 6 6 5 5 4 2 2 1 1 1
5 3 3 3 3 3 2 1 1 1 1
3 3 2 2 2 2 2 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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図 6: π ` 4となる平面分割を全て並べたもの. 全部で 13通りある.

という平面分割に対応すると考えればよい.

3次元Young図形が a× b× cの直方体B(a, b, c)に収まっているとする. この 3次

元Young図形を, 長さが a, b, cの辺 2本ずつで作られる六角形 H(a, b, c) 内部の 3

種類のひし形によるタイリングであると解釈することができる (図 7). 4章ではこ

図 7: 図 6の 3次元Young図形を 6角形H(a, b, c)内部のひし形のタイリングと見

たもの. 敷き詰める 3種類のひし形を右上に示してある.

のタイリングを利用して, 3次元 Young図形と非交差経路とを対応付けることで,

3次元Young図形の数え上げとその母関数を求める.

pp(n)で nを分割する平面分割の総数を表す. nを分割する整数分割の総数 p(n)
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に関しては母関数の公式

∞∑
i=0

p(n)qn =
∞∏
i=1

1

1− qi

があるが, pp(n)の母関数の公式としては次のMacMahonの公式が知られている.

定理 1 (MacMahonの平面分割公式)

∞∑
n=0

pp(n)qn =
∞∏
i=1

1

(1− qi)i
, ただし |q| < 1,また pp(0) = 1と定めた.

MacMahonの公式の証明は本論の一つの山場である. この証明は 4章の最後に与

えられる.

2.3 差積・Vandermonde行列式・Krattenthalerの公式

2章の最後に, Young図形とは直接的な関係はないが後に使う道具として重要に

なる差積周辺の話題を押さえておこう.

2.3.1 差積とVandermonde行列式

定理 2 f(x1, · · · , xn) が d次の交代多項式であれば,

f(x1, · · · , xn)∏
1≤i<j≤n(xi − xj)

は d− n(n−1)
2
次の対称多項式である.

証明 まず f を x1 についての多項式と見る. f を x1 − x2 で割ったときの商を

g2(x1, · · · , xn), 余りを r(x2, · · · , xn)とする.

(∗): f(x1, · · · , xn) = (x1 − x2)g2(x1, · · · , xn) + r(x2, · · · , xn).

このとき,

f(x2, x1, · · · , xn) = −f(x1, x2, · · · , xn) (f は交代式なので)

に x1 = x2を代入すれば,

f(x2, x2, · · · , xn) = −f(x2, x2, · · · , xn)

⇔ f(x2, x2, · · · , xn) = 0

となるので, (∗)に x1 = x2を代入すれば r(x2, · · · , xn) = 0であることがわかる.
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以上から

(∗∗): f(x1, · · · , xn) = (x1 − x2)g2(x1, x2, · · · , xn).

先と同様にして, f(x3, x2, x3, · · · , xn) = 0 であることがわかるので, (∗∗)に x1 =

x3を代入すると

0 = (x3 − x2)g2(x3, x2, x3, · · · , xn).

よって, g2(x3, x2, x3, · · · , xn) = 0となるので, g2は x1 − x3で割り切れる. つまり,

このときの商を g3(x1, · · · , xn)とすれば

g2(x1, · · · , xn) = (x1 − x3)g3(x1, · · · , xn)

となる. よって, f は (x1 − x2)(x1 − x3)で割り切れる.

f(x1, · · · , xn) = (x1 − x2)(x1 − x3)g3(x1, · · · , xn).

これを続けると,

f(x1, · · · , xn) = h1(x1, · · · , xn)
n∏

i=2

(x1 − xi).

となる.

次に, f を x2についての多項式と見て, x2 = x3, x2 = x4, · · · , x2 = xnとして先

の操作を続けると,

f(x1, · · · , xn) = h2(x1, · · · , xn)
n∏

i=2

(x1 − xi)
n∏

i=3

(x2 − xi).

を得る.

同様の操作を xn−1まで続けると,

f(x1, · · · , xn) = hn−1(x1, · · · , xn)
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)

を得る.
∏

1≤i<j≤n(xi− xj)は
n(n−1)

2
次の交代式なので, hn−1は d− n(n−1)

2
次の対称

多項式であることがわかる.

q.e.d.

公式 4 (Vandermonde 行列式)

det
(
xn−i

j

)
=

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj).
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証明 det
(
xn−i

j

)
は n(n−1)

2
次の交代式なので, 定理 2 より

det
(
xn−i

j

)
∏

1≤i<j≤n(xi − xj)
= C (Cは定数)

となる. xn−1
1 xn−2

2 · · · xn−1の係数を比べてC = 1を得る.

q.e.d.

2.3.2 Krattenthaler の公式

定理 2 を使うことで, Krattenthaler の公式を導くことが出来る. Krattenthaler

の公式は後に行列式の計算で使う.

公式 5 (Krattenthaler の公式)

det

(( n∏

k=j+1

(xi + ak)

j∏

k=2

(xi + bk)

)n

i,j=1

)
=

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj)
∏

2≤i≤j≤n

(bi − aj).

行列式の中身

( n∏

k=j+1

(xi + ak)

j∏

k=2

(xi + bk)

)n

i,j=1

は, 次のような行列を表現したものである.




(x1+an) · · · (x1+a2) · · · (x1+an) · · · (x1+aj+1)(x1+bj) · · · (x1+b2) · · · (x1+bn) · · · (x1+b2)
(x2+an) · · · (x2+a2) · · · (x2+an) · · · (x2+aj+1)(x2+bj) · · · (x2+b2) · · · (x2+bn) · · · (x2+b2)

...
...

...
(xn+an) · · · (xn+a2) · · · (xn+an) · · · (xn+aj+1)(xn+bj) · · · (xn+b2) · · · (xn+bn) · · · (xn+b2)




証明 det

((∏n
k=j+1(xi + ak)

∏j
k=2(xi + bk)

)n

i,j=1

)
は x1, · · · , xnについての交代

式であるので, 定理 2 より,

det

((∏n
k=j+1(xi + ak)

∏j
k=2(xi + bk)

)n

i,j=1

)

∏
1≤i<j≤n(xi − xj)

= C (C=定数)

とおける. というのも, det

(∏n
k=j+1(xi + ak)

∏j
k=2(xi + bk)

)n

i,j=1

は x1, · · · , xn は

∏
1≤i<j≤n(xi−xj)と同じく,各xiについてn−1次の多項式なので, Cはx1, · · · , xn

について独立となるからである.
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2 ≤ i ≤ nにである iについて xi = −aiと代入することで. Cの値を求める.

まず xi = −ai, (2 ≤ i ≤ n)としたときの, 分子
∏

1≤i<j≤n(xi − xj)の値は,

n∏
j=2

(x1 + aj)
n∏

i=2

n∏
j=i+1

(−ai + aj)

=
n∏

k=2

(x1 + ak)
∏

2≤i<j≤n

(−ai + aj)

となる.

次に xi = −ai, (2 ≤ i ≤ n)としたときの分母 det

(∏n
k=j+1(xi + ak)

∏j
k=2(xi +

bk)

)n

i,j=1

の値を求める. このとき, 行列

(∏n
k=j+1(−ai + ak)

∏j
k=2(−ai + bk)

)n

i,j=1

は i > jとなる要素が全て 0で, 対角線の要素の i番目の値が

{ ∏n
k=2(x1 + ak), i = 1のとき∏n

k=i+1(−ai + ak)
∏i

k=2(−ai + bk), i ≥ 2のとき

である上三角行列となる. よってこのときの分母の値は,

n∏

k=2

(x1 + ak)
n∏

i=2

( n∏

k=i+1

(−ai + ak)
i∏

k=2

(−ai + bk)

)

=
n∏

k=2

(x1 + ak)
∏

2≤i<j≤n

(−ai + aj)
∏

2≤i≤j≤n

(−ai + bj)

となる.

よって xi = −ai, (2 ≤ i ≤ n)としたときの

det

((∏n
k=j+1(xi + ak)

∏j
k=2(xi + bk)

)n

i,j=1

)

∏
1≤i<j≤n(xi − xj)

の値は

∏
2≤i≤j≤n

(bj − ai)

となり, これがCに等しいことがわかる.

以上から, 公式 5は証明された.
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3 非交差経路の数え上げとLGV公式

3次元Young図形の数え上げや母関数を求める問題に対する強力なアプローチ

の一つとして, 非交差経路の数え上げに帰着させる方法がある. 非交差経路の数え

上げの問題については, Lindström-Gessel-Viennot公式 (以下 LGV公式)による解

決が知られている. ここでは Stembridge [8], 香取 [6]を参考にしながら LGV公式

を扱う.

3.1 格子経路の組と非交差経路

• 格子経路とは, 格子上の始点 αから出発して, (1, 0)方向または (0, 1)方向に距

離 1だけ移動することを繰り返して終点 βへと至る道のことである.

始点 αと終点 βを固定したときの格子経路の集合をP(α, β)と表す. P(α, β)に

含まれる経路の総数を |P(α, β)|で表すことにする.

|P(α, β)|は組み合わせの数で与えられる. 例えば α = (0, 0), β = (m, n)のとき,

合計m + nのステップのうちのmステップが (1, 0), 残り nステップが (0, 1)とな

るので経路の総数は

|P((0, 0), (m,n))| =
(

m + n

m

)

となる. 同様にして一般のときには, α = (αx, αy), β = (βx, βy)として総数を表すと

|P(a, b)| =
(
|βx − αx|+ |βy − αy|

|βx − αx|

)

となる.

• N 本の格子経路の組 (P1, · · · , PN)を, P = (P1, · · · , PN)と定める. このように,

経路の組は太字で Pと表す.

N個の始点の組A = (α1, · · · , αN)とN個の終点の組B = (β1, · · · , βN)を指定す

る. このときAの各点αiからBのある点βjに至る経路の組を考える. ただし,終点

(β1, · · · , βN)は互いに異なるものとする. このような経路の組全体の集合PN(A,B)

を

PN(A,B) = {P = (P1, · · · , PN) | Pi ∈ P(αi, βσ(i)), i = 1, 2, · · · , N}.

と表す. ここで, 経路の組は終点が置換されたものも含むので始点 αiに対して終

点を βσ(i)と表している. σは {1, 2, · · · , N} の置換となる. つまり σ ∈ SN である.

ただし SN で {1, 2, · · · , N}の置換の集合全体を表す. σは P ∈ P(A,B)に対して一

意に決まるので, そのことを強調する意味でこの σを σPと表す.
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図 8: 交差する経路の組の例

• 経路の組 Pが交差するとは, Pに含まれるいずれか 2つの経路が交差すること

である. P交差しないとき, 経路の組 Pは非交差であるという.

• A と終点の組 Bを固定したときのN 本の交差経路の組全体の集合 P int
N (A,B)

を

P int
N (A,B) = {P ∈ PN(A,B) | Pは交差する }

と表す. 始点の組A と終点の組Bを固定したときのN 本の非交差経路の組全体の

集合Pnonint
N (A,B) を

Pnonint
N (A,B) = {P ∈ PN(A,B) | Pは交差しない }.

と表す. またその総数を |Pnonint
N (A,B)|と表す.

これまでの定義から明らかに, PN(A,B)は P int
N (A,B)と Pnonint

N (A,B)の二つの

部分に分かれる. つまり

PN(A,B) = P int
N (A,B) ∪ Pnonint

N (A,B),

P int
N (A,B) ∩ Pnonint

N (A,B) = ∅.

となる. 終点が置換された経路の組は必ず交差経路の組となるので, P ∈ Pnonint
N (A,B)

であれば σP = id,となる.
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図 9: 非交差経路の例

3.2 非交差経路の総数を求める

非交差経路の総数を求めるにはどうすればよいだろうか.

N = 1のときは単純な格子経路となるので, 組み合わせの数として求めることが

できる. N ≥ 2のときは, 素朴には
∏n

i=1 |P(Ai, Bi)|から交差するものを除いて非
交差経路を求めるという方法が思いつく. しかしこのようなやり方では交差する

経路の総数がわからず, すぐに方針がたたなくなる.

ではどのようにすれば非交差経路を数え上げることができるのか. この問題は

LGV公式の特別な場合として求めることができる. LGV公式は, 交差する経路も

考慮に入れてそれらの各項に符号をつけることで, 交差するものを打ち消すという

アイデアに基づいたものである. このアイデアによって, 非交差経路の総数は

∑
σ∈SN

±
N∏

i=1

|P(Ai, Bσ(i))|

という形で求められることになる. この式にみられるように, LGV公式はσ(P) = id

となる交差経路の組の消去を, 終点の置換された経路の組 (σ(P) 6= idとなる経路

の組)をも考慮に入れることで実現するのである.

定理 3 (Lindström-Gessel-Viennot公式 (格子経路で重み 1の場合))

|Pnonint
N (A,B)| = det

(
|P(Ai, Bj)|

)N

i,j=1

.

証明
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•
∑

P∈P int
N (A,B)

sgn(σP) = 0であることを示す.

写像 ι : P int
N (A,B) → P int

N (A,B)を定義する.

図 10: ιによって交差する格子経路を交換する

格子点全体に次のような全順序を与える.

(m,n) > (m′, n′) ⇔ m > m′ or m = m′&n > n′.
そして交点のうちで, 順序が一番大きくなる点を uと名づける. uを通って交差し

ている全ての経路の中で添え字の順序が一番小さいものを i, 二番目に小さいもの

を jと名づける.

Pi(→ u)によって Piのうち始点から uまでの経路を表す, また Pi(u →)は Piの

うち uから終点までの経路である. 経路Qの終点がと経路Rの始点に等しいとき,

その連結をQ · Rで表す. このとき P ∈ P int
N (A,B)に対して, ι(P)を次のように定

義する (図 10).

ι(P) = P′ = (P ′
1, · · · , P ′

N) ∈ P int
N (A,B).

P ′
i = Pi(→ u) · Pj(u →),

P ′
j = Pj(→ u) · Pi(u →),

P ′
k = Pk, (k 6= i, j).

このように定めた ιは対合 (involution)となる. つまり,

ι · ι = id
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を満たす. よって, Pと ι(P)をペアとして扱って, P int
N (A,B)を次のような条件を満

たす 2つの部分集合P int1
N (A,B)とP int2

N (A,B)に分割することができる.

ι(P int1
N (A,B)) = P int2

N (A,B), ι(P int2
N (A,B)) = P int1

N (A,B),

P int
N (A,B) = P int1

N (A,B) ∪ P int2
N (A,B),

P int1
N (A,B) ∩ P int2

N (A,B) = ∅.

さらに, ιによって σPは, (i, j)を iと jの置換として

σP 7→ σι(P) = (σP(i) σP(j)) · σP,

と変換されるので, σPの符号は

sgn(σι(P)) = −sgn(σP).

と変わる. 以上から,

∑

P∈P int
N (A,B)

sgn(σP)

=
∑

P∈P int1
N (A,B)

sgn(σP) +
∑

P∈P int2
N (A,B)

sgn(σP)

=
∑

P∈P int1
N (A,B)

sgn(σP) +
∑

P∈P int1
N (A,B)

sgn(σι(P))

=
∑

P∈P int1
N (A,B)

sgn(σP)−
∑

P∈P int1
N (A,B)

sgn(σP)

= 0

となることがわかる.

•
∑

P∈PN (A,B)

sgn(σP) = |Pnonint
N (A,B)|であることを示す.

∑

P∈PN (A,B)

sgn(σP) =
∑

P∈Pnonint
N (A,B)

sgn(σP) +
∑

P∈P int
N (A,B)

sgn(σP)

=
∑

P∈Pnonint
N (A,B)

sgn(σP) (
∑

P∈P int
N (A,B)

sgn(σP)w(P) = 0より)

=
∑

P∈Pnonint
N (A,B)

1 (σP = idより)

= |Pnonint
N (A,B)|.
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•
∑

P∈PN (A,B)

sgn(σp) = det (|P(αi, βj)|)N
i,j=1であることを示す.

ここで, 和
∑
P∈P(A,B) sgn(σP)を置換 σについての和としてとらえれば,

∑

P∈PN (A,B)

sgn(σP) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)
∑

P∈{P∈PN (A,B)|σP=σ}
1

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)
N∏

i=1

|P(αi, βσ(i))|.

最後に行列式の定義から,

∑
σ∈SN

sgn(σ)
N∏

i=1

|P(αi, βσ(i))| = det

(
|P(αi, βj)|

)N

i,j=1

となる.

q.e.d.

3.3 いくつかの例

この節では後に帰着される非交差経路を中心にLGV公式適用の具体例を挙げる.

ここから先は格子経路の進む方向は (1, 0)と (0, 1)に限らず, (−1, 0)方向と (0, 1)

方向に進む格子経路なども考えることにする.

i) 始点と終点を αi = (i, 1), βj = (1, j), 1 ≤ i, j ≤ a と設定する. このとき

|P(αi, βj)| =
(

i + j − 2

i− 1

)

となるので, 非交差経路の総数は

|Pnonint
a (A,B)| = det

((
i + j − 2

i− 1

))a

i,j=1

と表される. 以降

Tij =

(
i + j − 2

i− 1

)

と表記し, Tijを成分とする a× b行列を

T (a, b) = (Tij)1≤i≤a,1≤j≤b

と表すことにする.
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図 11: i) a = 6としたときの非交差経路の例

この表記を使えば先の非交差経路の総数は

|Pnonint
a (A,B)| = det T (a, a)

と表される. 11からわかるとおり, この設定では非交差経路は 1通りしかできな

い. 実際 det T (a, a)の値は必ず 1である (掃きだし法によって必ず対角成分が全て

1の三角行列に変形できる).

ii) 始点と終点を αi = (ai, 1), βj = (1, bj), 1 ≤ i, j ≤ m, 1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ am ≤
a, 1 ≤ b1 ≤ · · · ≤ bm ≤ b と設定する. このとき

|P(αi, βj)| =
(

αi + βj − 2

αi − 1

)
= Tαiβj

となるので, 非交差経路の総数は

|Pnonint
m (A,B)| = det

((
αi + βj − 2

αi − 1

))m

i,j=1

= det

(
T (a, b)αiβj

)m

i,j=1

と求まる.

iii) 始点と終点を αi = (i, 1), βj = (j, j), 1 ≤ i, j ≤ a と設定する. このとき

|P(αi, βj)| =
(

i− 1

j − 1

)
=

(
i− 1

i− j

)

となるので, 非交差経路の総数は

|Pnonint
a (A,B)| = det

((
i− 1

j − 1

))a

i,j=1
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図 12: ii) m = 3, a1 = 2, a2 = 5, a3 = 7, b1 = 3, b2 = 4, b3 = 6としたときの非交差

経路の例

と求まる. 以降

Wij =

(
i− 1

j − 1

)

と表記し, Wijを成分とする a× b行列を

W (a, b) = (Wij)1≤i≤a,1≤j≤b

と表すことにする.

この表記を使えば先の非交差経路の総数は

|Pnonint
a (A,B)| = det W (a, a)

と求まる. 11からわかるとおり, この設定では i)と同じく非交差経路は 1通りしか

できない. 実際 det W (a, a)の値は必ず 1である.

iv) 始点と終点を αi = (ai, 1), βj = (bj, bj), 1 ≤ i, j ≤ m, 1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ am ≤
a, 1 ≤ b1 ≤ · · · ≤ bm ≤ b と設定する. このとき

|P(αi, βj)| =
(

αi − 1

βi − 1

)
= Wαiβj

となるので, 非交差経路の総数は

|Pnonint
m (A,B)| = det

((
αi − 1

βi − 1

))m

i,j=1

= det

(
W (a, b)αiβj

)m

i,j=1
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図 13: iii) a = 7としたときの非交差経路の例

と求まる. 定義からもわかるように, T とW の関係は次のようになる.

T (a, b) = W (a, c) tW (c, b), ただし c ≥ min(a, b).

これを示すには

(1 + x)i+j−2 = (1 + x)i−1(1 + x)j−1

の xi−1 の係数をとればよい.
(

i + j − 2

i− 1

)
=

∑

1≤k≤c

(
i− 1

i− k

)(
j − 1

k − 1

)

=
∑

1≤k≤c

(
i− 1

i− k

)(
j − 1

j − k

)

⇔ T (a, b)ij =
∑

1≤k≤c

W (a, c)ikW (b, c)jk

=
∑

1≤k≤min(a,b)

WikWjk (k ≥ min(a, b)となる kについてはWik = 0)

=

(
W (a, c)tW (c, b)

)

ij

v) 始点と終点を αi = (b + i− 1, i− 1), βj = (j − 1, c + j − 1), 1 ≤ i, j ≤ a と設

定する. このとき

|P(αi, βj)| =
(

b + c

c− i + j

)
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図 14: iv) m = 5, a1 = 3, a2 = 4, a3 = 5, a4 = 8, a5 = 9, b1 = 2, b2 = 3, b3 = 4, b4 =

5, b6 = 6としたときの非交差経路の例

となるので, 非交差経路の総数は

|Pnonint
a (A,B)| = det

((
b + c

c− i + j

))a

i,j=1

と求まる. これ以降

(Hb,c)ij =

(
b + c

c− i + j

)

と表記し, (Hb,c)ijを成分とする a× a行列を

Hb,c(a) =

(
(Hb,c)ij

)a

i,j=1

と表すことにする.

この表記を使えば先の非交差経路の総数は

|Pnonint
a (A,B)| = det Hb,c(a)

と求まる. この値は Krattenthaler の公式を用いて

∏

(i,j,k)∈B(a,b,c)

i + j + k − 1

i + j + k − 2

と表せることを 4章で確認する.
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図 15: v) a = 7, b = 3, c = 6としたときの非交差経路の例

vi) λ = (λ1, λ2, · · · , λn)は分割とする. l(λ) = kとし, λの和因子を用いて始点と

終点を次のように設定する. αi = (1, k − i), βj = (n, k − j + λj), 1 ≤ i, j ≤ k,

図

このとき

|P(αi, βj)| =
(

n− 1

λj + i− j

)

となるので, 非交差経路の総数は

|Pnonint
k (A,B)| = det

((
n− 1

λj + i− j

))k

i,j=1

と求まる.

3.4 LGV公式の一般形

ここで一般の LGV公式を証明する. 一般の LGV公式では総数の拡張として経

路に与える重みを考え, また経路も格子経路に限らない一般の経路とする. これに

より後の母関数を求める作業の見通しが得られる.

• V を全順序<を持った頂点の集合, Eを有向辺の集合, D = (V, E) =を有向グ

ラフとする.
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図 16: vi) n = 7, λ = (9, 7, 5, 3, 1)としたときの非交差経路の例

• v0, · · · , vm ∈ V, ei = (vi, vi+1) ∈ E, (i = 0, · · · ,m− 1) であれば, v0から出発し

て eiを巡にたどり vmに至る経路が決まる. この経路を頂点の列 (v0, v1, · · · , vm)で

表す. このとき v0を始点, vmを終点と呼ぶ.

辺に対する重さの関数をw : E → Rと定める. 経路 P ∈ P(a, b)上の各辺 eに重

さw(e)が指定されているとき, 経路 P の重さを次のように定義する.

w(P ) =
∏
e∈P

w(e).

• 閉路とは, 経路 (v0, v1, · · · , vk)のうちで v0 = vkとなるもののことである. 以下

Dが閉路なしの有向グラフであるとして話を進める.

• a, b ∈ V として, 始点 aから終点 bへと至る経路全体の集合をP(a, b)とする.

このとき, aを始点, bを終点とする経路 P ∈ P(a, b)の重みの総和を

G(a, b) =
∑

P∈P(a,b)

w(P )

と表し, これをGreen関数と呼ぶ.

• N 個の経路 P1, · · · , PN の組を P = (P1, · · · , PN)と定める.

経路の組の重みw(P)を次のように定める.

w(P) =
N∏

j=1

w(Pj) =
N∏

j=1

∏
e∈Pj

w(e).
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• 「V = {v1, · · · , vm} ⊂ V が昇順に並んでいる」とは, V に定められた順序で

v1 < · · · < vmとなっているということであると定義する.

A = (α1, · · · , αN)とB = (β1, · · · , βN)がそれぞれ昇順に並んでいるとき,「Aが
Bと整合的である」とは, αi < αjかつ βi′ > βj′であれば任意の経路P ∈ P(αi, βi′)

が任意の経路 P ∈ P(αj, βj′)と交差するということである.

• 昇順に並んでいる始点の組 A = (α1, α2, · · · , αN) ⊂ V と昇順に並んでいる終

点の組 B = {β1, β2, · · · , βN} ⊂ V が整合的であるとする.

この条件のもとで始点の組A と終点の組Bを固定したときのN本の経路の組全

体の集合PN(A,B) を

PN(A,B) = {P = (P1, · · · , PN) | Pi ∈ P(αi, βσ(i)), i = 1, 2, · · · , N}.

と表す. σは {1, 2, · · · , N} の置換となる. σは P ∈ P(A,B)に対して一意に決まる

ので, そのことを強調する意味でこの σを σPと表す.

図 17: 一般的な経路の組で交差するものの例

• 経路の組 Pが交差するとは, Pに含まれるいずれか 2つの経路が交差すること

である. P交差しないとき, 経路の組 Pは非交差であるという.

• 以下,それぞれ昇順に並んでいて整合的であるような始点の組A = (α1, α2, · · · , αN)

と終点の組 B = (β1, β2, · · · , βN)のみを考える.
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A と終点の組Bを固定したときのN 本の交差経路の組全体の集合P int
N (A,B) を

P int
N (A,B) = {P ∈ PN(A,B) | Pは交差する }

と表す. 始点の組A と終点の組Bを固定したときのN 本の非交差経路の組全体の

集合Pnonint
N (A,B) を

Pnonint
N (A,B) = {P ∈ PN(A,B) | Pは交差しない }.

と表す. これまでの定義から明らかに, PN(A,B)はP int
N (A,B)とPnonint

N (A,B)の二

つの部分に分かれる. つまり

PN(A,B) = P int
N (A,B) ∪ Pnonint

N (A,B)

P int
N (A,B) ∩ Pnonint

N (A,B) = ∅

となる.

• AとBは整合的なので, P ∈ Pnonint
N (A,B)であれば σP = id,となる.

• AとBを指定したときの非交差経路についてのGreen関数を次のように定義す

る.

Gnonint
N (A,B) =

∑

P∈Pnonint
N (A,B)

w(P).

定理 4 (Lindström-Gessel-Viennot公式) 次の条件が満たされているとする.

• グラフD = (V, E)が閉路なしの有向グラフで, V が全順序を持つ.

• A = (α1, · · · , αN),B = (β1, · · · , βN) ⊂ V は並んでいて, 整合的である.

このときN 本の経路からなる非交差経路の重みは次のように求められる.

Gnonint
N (A,B) = det

(
G(αi, vj)

)N

i,j=1

.

証明
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図 18: 一般の経路における ιによる交差経路の交換

•
∑

P∈P int
N (A,B)

sgn(σP)w(P) = 0であることを示す.

写像 ι : P int
N (A,B) → P int

N (A,B)を定義する.

交点のうちで, 順序が一番大きくなる点を uと名づける. uを通って交差してい

る全ての経路の中で添え字の順序が一番小さいものを i, 二番目に小さいものを j

と名づける.

Pi(→ u)によって Piのうち始点から uまでの経路を表す, また Pi(u →)は Piの

うち uから終点までの経路である. 経路Qの終点がと経路Rの始点に等しいとき,

その連結をQ · Rで表す. このとき P ∈ P int
N (A,B)に対して, ι(P)を次のように定

義する (図 18).

ι(P) = P′ = (P ′
1, · · · , P ′

N) ∈ P int
N (A,B).

P ′
i = Pi(→ u) · Pj(u →),

P ′
j = Pj(→ u) · Pi(u →),

P ′
k = Pk, (k 6= i, j).

このように定めた ιは対合 (involution)となる. つまり,

ι ◦ ι = id.
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を満たす. よって, Pと ι(P)をペアとして扱って, P int
N (A,B)を次のような条件を満

たす 2つの部分集合P int1
N (A,B)とP int2

N (A,B)に分割することができる.

ι(P int1
N (A,B)) = P int2

N (A,B), ι(P int2
N (A,B)) = P int1

N (A,B).

P int
N (A,B) = P int1

N (A,B) ∪ P int2
N (A,B),

P int1
N (A,B) ∩ P int2

N (A,B) = ∅.

また, 辺の重みの積なので ιによってw(P)の値は変わらない, つまり,

w(ι(P)) = w(P)

である. さらに, ιによって σPは

σP 7→ σι(P) = (σP(i) σP(j)) · σP

と変換されるので, σPの符号は

sgn(σι(P)) = −sgn(σP)

と変わる. 以上から,

∑

P∈P int
N (A,B)

sgn(σP)w(P)

=
∑

P∈P int1
N (A,B)

sgn(σP)w(P) +
∑

P∈P int2
N (A,B)

sgn(σP)w(P)

=
∑

P∈P int1
N (A,B)

sgn(σP)w(P) +
∑

P∈P int1
N (A,B)

sgn(σι(P))w(ι(P))

=
∑

P∈P int1
N (A,B)

sgn(σP)w(P)−
∑

P∈P int1
N (A,B)

sgn(σP)w(P)

= 0

となることがわかる.

•
∑

P∈PN (A,B)

sgn(σP)w(P) = Gnonint
N (A,B)であることを示す.
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=
∑

P∈PN (A,B)

sgn(σP)w(P).

=
∑

P∈Pnonint
N (A,B)

sgn(σP)w(P) +
∑

P∈P int
N (A,B)

sgn(σP)w(P)

=
∑

P∈Pnonint
N (A,B)

sgn(σP)w(P) (
∑
P∈P int

N (A,B) sgn(σP)w(P) = 0より)

=
∑

P∈Pnonint
N (A,B)

w(P) (σP = idより)

= Gnonint
N (A,B).

•
∑

P∈PN (A,B)

sgn(σp)w(P) = det (G(αi, βj))
N
i,j=1であることを示す.

ここで, 和
∑
P∈P(A,B) sgn(σP)w(P)を置換 σについての和としてとらえれば,

∑

P∈PN (A,B)

sgn(σP)w(P) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)
∑

P∈{P∈PN (A,B)|σP=σ}
w(P)

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)
∑

(P1,··· ,PN )∈{P∈PN (A,B)|Pi∈P(αi,βσ(i))}

N∏
i=1

w(Pi)

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)
N∏

i=1

∑

P∈P(αi,βσ(i))

w(P )

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)
N∏

i=1

G(αi, βσ(i))).

となる.

最後に行列式の定義から,

∑
σ∈SN

sgn(σ)
N∏

i=1

G(αi, βσ(i))) = det (G(αi, βj))
N
i,j=1 .

となる.

q.e.d.

4 3次元Young図形の数え上げ

この章では直方体の内部にある 3次元Young図形の個数とその母関数を非交差

経路の数え上げに帰着させ, 行列式の形で表すことを目標とする. また一つの到達

点として最後にMacMahonの公式 (定理 1)を導く.
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4.1 直方体に収まる3次元Young図形の個数の行列式表示

この節では a× b× cの直方体B(a, b, c)の内部に納まる 3次元Young図形の個数

を非交差経路に帰着させることで行列式表示し, さらにその値を計算する. この節

での計算の流れは後の母関数を求めるときの流れの概略となっている.

4.1.1 非交差経路への帰着

B(a, b, c)内部の 3次元Young図形を, 3種類のひし形による 6角形H(a, b, c)の

タイリングであると捉える. このとき 3種類のタイルのうち, 連続した 2種類のタ

イルをつないだ道の組を考える (図 19). この道は de Bruijn 経路と呼ばれること

図 19: de Bruijn 経路の描き方 1. 図 5をひし形のタイリングと見なし, 図の右上部

分に示した 2種類のタイルをつないだ道.

もある.

ひし形ではなく辺に注目することでも同様の道を得ることが出来る. それには a

方向, b方向, c方向の 3方向ある辺の中から 1つの方向を選び, その辺の中心をつ

ないでいけばよい. つまり 2種類のひし形の代わりに, その 2種類のひし形が共有

する辺に注目することでも同じ図形が得られうということだ. 辺に注目するので

あれば, つなぐ点は中心でなくともよい. 例えば a方向の辺に注目し, その下側の

頂点を b方向に長さ 1の辺あるいは c方向に長さ 1の辺によってつないでいけば図

20を得る. 図 20の方がより格子経路に対応付けしやすいので, 今回はこちらを扱

うことにする.

図 20の上に b方向と c方向を軸とする斜交格子を描くと, 図 21となる.
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図 20: de Bruijn 経路の描き方 2. 図 5の a方向の辺の下側の頂点 (図の右上部分に

赤い点で示した)に注目して得られた道.

図 21の斜交格子を直行する格子に直せば, 図 22となり, 非交差経路が得られる.

始点の組Aと終点の組Bは次のようになる.

A = (α1, · · · , αa) = (b + i− 1, i− 1)a
i=1,

B = (β1, · · · , βa) = (j − 1, c + j − 1)a
j=1.

よって

|P(ai, bj)| =
(

b + c

c− i + j

)

となるので求める数は

|Pnonint
a (A,B)| = det

((
b + c

c− i + j

))a

i,j=1

である.

これは 3.3節の例 v)になっている. 3.3節での記号

(Hb,c)ij =

(
b + c

c− i + j

)
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図 21: 図 20に b方向と c方向を軸とする斜交格子を描いたもの. さらに道の始点

と終点に番号を振った.

Hb,c(a) =

(
(Hb,c)ij

)a

i,j=1

を使えば

|Pnonint
a (A,B)| = det Hb,c(a)

と表せる.

4.1.2 行列式の計算

det

((
b + c

c− i + j

))a

i,j=1

の値を求める.
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図 22: 図 21 の斜交格子を歪めて直行格子にしたもの. この場合経路の数は a本と

なる.

• 二項係数の明示式を使って行列式の中身を変形する.

det

((
b + c

c− i + j

))a

i,j=1

= det

(
(b + c)!

(c− i + j)!(b + i− j)

)a

i,j=1

= det

(
(b + c)!

(c− i + a)!(b + i− 1)!

(c− i + a)!

(c− i + j)!

(b + i− 1)!

(b + i− j)!

)a

i,j=1

=
a∏

i=1

(b + c)!

(c− i + a)!(b + i− 1)!
det

(
(c− i + a)!

(c− i + j)!

(b + i− 1)!

(b + i− j)!

)a

i,j=1

.
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• 行列式の中身をKrattenthalerの公式が使える形に直す.

(c− i + a)!

(c− i + j)!
= = (c− i + a)(c− i + a− 1) · · · (c− i + j + 1)

=
a∏

k=j+1

(c− i + k)

= (−1)a−j

a∏

k=j+1

(i− c + k).

また

(b + i− 1)!

(b + i− j)!
= (b + i− 1)(b + i− 2) · · · (b + i− j + 1)

=

j∏

k=2

(i + b + 1− k).

以上から

det

(
(c− i + a)!

(c− i + j)!

(b + i− 1)!

(b + i− j)!

)a

i,j=1

= det

(
(−1)a−j

a∏

k=j+1

(i− c + k)

j∏

k=2

(i + b + 1− k)

)a

i,j=1

= (−1)
(a−1)a

2 det

( a∏

k=j+1

(i− c + k)

j∏

k=2

(i + b + 1− k)

)a

i,j=1

.

• ここでKrattenthaler の公式

det

(( n∏

k=j+1

(xi + ak)

j∏

k=2

(xi + bk)

)n

i,j=1

)
=

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj)
∏

2≤i≤j≤n

(bi − aj).

を適用する. xi = i, ai = −i− c, bi = −i + b + 1とおけば,

det

( a∏

k=j+1

(i−c+k)

j∏

k=2

(i+b+1−k)

)a

i,j=1

=
∏

a≤i<j≤a

(i−j)
∏

2≤i≤j≤a

(
(−i+b+1)−(−j−c)

)

となる. よって

det

( a∏

k=j+1

(i− c + k)

j∏

k=2

(i + b + 1− k)

)a

i,j=1

= (−1)
(a−1)a

2

∏
a≤i<j≤a

(j − i)
∏

2≤i≤j≤a

(−i + j + b + c + 1)

39



となるので,

det

((
b + c

c− i + j

))a

i,j=1

=
a∏

i=1

(b + c)!

(c− i + a)!(b + i− 1)!

∏
a≤i<j≤a

(j − i)
∏

2≤i≤j≤a

(−i + j + b + c + 1).

•
a∏

i=1

(b + c)!

(c− i + a)!(b + i− 1)!

∏
a≤i<j≤a

(j−i)
∏

2≤i≤j≤a

(−i+j+b+c+1) =
a∏

i=1

b∏
j=1

c + i + j − 1

i + j − 1

を示す.

∏
a≤i<j≤a

(j − i) =
a−1∏
i=1

i! =
a∏

i=1

(i− 1)!

a∏
i=1

b∏
j=1

(i + j − 1) =
a∏

i=1

(i + b− 1)!

(i− 1)!

であることから次の等式が成り立つ.

∏a
i=1(i + b− 1)!∏
a≤i<j≤a(j − i)

=
a∏

i=1

b∏
j=1

(i + j − 1).

また,

∏
2≤i≤j≤a

(−i + j + b + c + 1) =
a−1∏
i=1

(b + c + i)!

(b + c)!

=
a∏

i=1

(b + c + i− 1)!

(b + c)!

より

a∏
i=1

(b + c)!
∏

2≤i≤j≤a

(−i + j + b + c + 1) =
a∏

i=1

(b + c + i− 1)!

であることと,

a∏
i=1

(c− i + a)! =
a∏

i=1

(c + i− 1)!

a∏
i=1

b∏
j=1

(c + i + j − 1) =
a∏

i=1

(c + i + b− 1)!

(c + i− 1)!
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より

a∏
i=1

(c− i + a)!
a∏

i=1

b∏
j=1

(c + i + j − 1) =
a∏

i=1

(b + c + i− 1)!

であることから次の等式が成り立つ.

a∏
i=1

(b + c)!
∏

2≤i≤j≤a

(−i + j + b + c + 1) =
a∏

i=1

(c− i + a)!
a∏

i=1

b∏
j=1

(c + i + j − 1).

これを次のように変形する.

∏a
i=1(b + c)!

∏
2≤i≤j≤a(−i + j + b + c + 1)∏a
i=1(c− i + a)!

=
a∏

i=1

b∏
j=1

(c + i + j − 1).

以上 2つの等式により,

a∏
i=1

(b + c)!

(c− i + a)!(b + i− 1)!

∏
1≤i<j≤a

(j − i)
∏

2≤i≤j≤a

(−i + j + b + c + 1)

=

∏
1≤i<j≤a(j − i)∏a
i=1(i + b− 1)!

·
∏a

i=1(b + c)!
∏

2≤i≤j≤a(−i + j + b + c + 1)∏a
i=1(c− i + a)!

=
a∏

i=1

b∏
j=1

c + i + j − 1

i + j − 1
.

• 以上から求める値は,

det

((
b + c

c− i + j

))a

i,j=1

=
a∏

i=1

b∏
j=1

c + i + j − 1

i + j − 1

=
a∏

i=1

b∏
j=1

i + j

i + j − 1

i + j + 1

i + j
· · · i + j + c− 1

i + j + c− 2

=
a∏

i=1

b∏
j=1

c∏

k=1

i + j + k − 1

i + j + k − 2

=
∏

(i,j,k)⊆B(a,b,c)

i + j + k − 1

i + j + k − 2

となる.
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4.2 3次元Young図形の個数の母関数に対する行列式表示

今までは個数に関する数を考えていたが, 今度はその母関数
∑

π⊆B(a,b,c)

q|π| を考え

てみよう.

• 母関数を求めるためには, 経路に対して重みを定義する必要がある.

重みを次のように定義する. ただし今回は辺の重みを経路 Pi ∈ Pa(αi, βσP(i))ご

とに変えなければならないので, 辺 eの経路 Piにおける重みをwPi
(e)と表すこと

にする.

αi,yを αiの y座標, βσP(i),xを βσP(i)の x座標とする. このとき格子点 v = (γ, δ)に

対して, (−1, 0)方向に 1移動する辺の重みと (0, 1)方向に 1移動する辺の重みをそ

れぞれ次のように定める.

wPi
(v, v + (−1, 0)) = q

1
2
(δ−αi,y),

wPi
(v, v + (0, 1)) = q

1
2
(γ−βσP(i),x).

これをまとめると次のようになる. v = (γ, δ), w = v + (−1, 0), v + (0, 1)として,

wPi
(v, w) = q

1
2
(w−v)·(−(δ−αi,y),γ−βσP(i),x).

経路 Pi を点の列で (v0, v1, · · · , vb+c)と表記する. また ei = (vi, vi+1)とおく.

vk = (γk, δk)と表記する. また, vk(Pi), ek(Pi)をそれぞれ, 経路 Piにおける点 vkと

辺 ekを指すものとして定める.

このとき, 経路 Piの重みは

w(Pi) =
b+c−1∏

k=1

wPi
(ek(Pi))

= q

Pb+c−1
k=1

1
2

0
B@

γk+1 − γk

δk+1 − δk

1
CA·

0
B@
−(δk − αi,y)

γk − βσP(i),x

1
CA

= q|λ(Pi)|

となる. ただし λ(Pi)は Piに対応する分割である.

経路 Pi ∈ P(αi, βσP(i))のGreen関数は,

G(αi, βσP(i)) =
∑

Pi∈P(αi,βσP(i))

q|λ(Pi)|

=

[
b + c

c− i + σP(i)

]
.

と q-二項係数で表すことが出来る.

42



Pの重みは,

w(P) =
a∏

i=1

wPi

となる.

以上の重みを使えば求める母関数は,
∑

π⊆B(a,b,c)

q|π| =
∑

P∈Pnonint
a (A,B)

w(P)

と表すことができる.

• 重みの関数wが写像 ιに対して保存されないことを示す.

LGV公式 (公式 4)を使うにはGint(A,B) = 0が成立する必要があり, そのため

には経路の組 Pに対する重みw(Pi)が写像 ιについて不変でなければならない. し

かしこのwは ιについて不変ではない. まずはw(P)が ιによって

w(ι(P)) = q−(i−j) ( σP(i)−σP(j) )w(P)

と値を変えることを示す. その後にwに若干の修正を加えて, ιについて不変にな

るよな重みの関数w′を定める.

P ∈ P int
a (A,B)とし, 交点の中で順序が一番大きくなる点を uと名づける. uを

通って交差している全ての経路の中で添え字の順序が一番小さいものを i, 二番目

に小さいものを jと名づける. このとき次のように定める.

vk(Pi) =

(
xk

yk

)
, k ∈ N, k ≤ a.

vk(Pj) =

(
pk

qk

)
, k ∈ N, k ≤ a.

v0(Pi) = αi =

(
x0

y0

)
=

(
b + i− 1

i− 1

)
.

v0(Pj) = αj =

(
pk

qk

)
=

(
b + j − 1

j − 1

)
.

vb+c(Pi) = βσP(i) =

(
xb+c

yb+c

)
=

(
σP(i)− 1

c + σP(i)− 1

)
.

vb+c(Pj) = βσP(j) =

(
pb+c

qb+c

)
=

(
σP(j)− 1

c + σP(j)− 1

)
.

u = vn(Pi) =

(
xn

yn

)
= vn(Pj) =

(
αn

βn

)
.
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このとき,

logq w(Pi) =
1

2

b+c−1∑

k=0

(
xk+1 − xk

−(yk+1 − yk)

)
·
(
−(yk − y0)

xk − x0

)

logq w(Pj) =
1

2

b+c−1∑

k=0

(
pk+1 − pk

−(qk+1 − qk)

)
·
(
−(qk − q0)

pk − p0

)

logq w(P ′
i ) =

1

2

n−1∑

k=0

(
xk+1 − xk

−(yk+1 − yk)

)
·
(
−(yk − y0)

xk − x0

)

+
1

2

b+c−1∑

k=n

(
pk+1 − pk

−(qk+1 − qk)

)
·
(
−(qk − y0)

pk − x0

)

logq w(P ′
j) =

1

2

n−1∑

k=0

(
pk+1 − pk

−(qk+1 − qk)

)
·
(
−(qk − q0)

pk − p0

)

+
1

2

b+c−1∑

k=n

(
xk+1 − xk

−(yk+1 − yk)

)
·
(
−(yk − q0)

xk − p0

)

となるので,

2 logq

w(P)

w(ι(P))

= 2 logq

w(Pi) · w(Pj)

w(P ′
i ) · w(P ′

j)

=
b+c∑

k=n+1

(
xk − xk−1

−(yk − yk−1)

)
·
(

y0 − q0

−(x0 − p0)

)

+
b+c∑

k=n+1

(
pk − pk−1

−(qk − qk−1)

)
·
(
−(y0 − q0)

x0 − p0

)

=

(
xb+c − xn

−(yb+c − yn)

)
·
(

y0 − q0

−(x0 − p0)

)
+

(
αb+c − αn

−(qb+c − qn)

)
·
(
−(y0 − q0)

x0 − p0

)

=

(
xb+c − pb+c + pn − xn

yb+c − qb+c + qn − yn

)
·
(

y0 − q0

x0 − p0

)

=

(
xb+c − pb+c

yb+c − qb+c

)
·
(

y0 − q0

x0 − p0

)

=

(
(σP(i)− 1)− (σP(j)− 1)

(c + σP(i)− 1)− (c + σP(j)− 1)

)
·
(

(i− 1)− (j − 1)

(b + i− 1)− (b + j − 1)

)

=

(
σP(i)− σP(j)

σP(i)− σP(j)

)
·
(

i− j

i− j

)

= 2 (i− j) ( σP(i)− σP(j) ).

44



以上から

w(P ′
i ) · w(P ′

i ) = q−(i−j) ( σP(i)−σP(j) )w(Pi) · w(Pj)

⇔ w(ι(P)) = q−(i−j) ( σP(i)−σP(j) )w(P)

となることがわかる.

• 重みの関数wが写像 ιに対して保存されないことがわかったが, うまく重みを

調節することで ιに対して不変で, なおかつ非交差経路に関してはwによる値と一

致するような重みの関数w′を作ることが出来る.

先の途中の式より,

w(P ′
i ) · w(P ′

i ) = q−(i−j)(σP(i)−σP(j))w(Pi) · w(Pj)

⇔ qi(i−σP(j))w(P ′
i ) · qj(j−σP(i))w(P ′

i ) = qi(i−σP(i))w(Pi) · qi(i−σP(i))w(Pj)

⇔ qi(i−σι(P)(i))w(P ′
i ) · qj(j−σι(P)(j))w(P ′

i ) = qi(i−σP(i))w(Pi) · qi(i−σP(i))w(Pj)

⇔
N∏

i=1

qi(i−σι(P)(i))w(P ′
i ) =

N∏
i=1

qi(i−σP(i))w(Pi).

よって新しい重みの関数w′を,

w′(Pi) = qi(i−σP(i))w(Pi), w
′(P) =

N∏
i=1

qi(i−σP(i))w(Pi)

と定義すれば,

w′(ι(P)) = w′(P)

となって, w′(P)が ιによらない値になることがわかる. この重みの関数w′を使え
ば, LGV公式が利用できる. Pが交差経路のときには σP = idとなるので, 定義に

よりw′(P)はw′(P)と一致する.

以上のことから, w′(P)を使うことで 3次元Young図形の母関数を,行列式を使っ

て記述できることがわかる.
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∑

π⊂B(a,b,c)

q|π|

=
∑

P∈Pnonint
a (A,B)

w(P)

=
∑

P∈Pnonint
a (A,B)

a∏
i=1

w(Pi)

=
∑

P∈Pnonint
a (A,B)

a∏
i=1

w′(Pi)

= G
′nonint
a (A,B)

= det(G′(A,B))a
i,j=1

= det

(
qi(i−j)

[
b + c

c− i + j

])a

i,j=1

.

4.3 行列式の計算
(

qi(i−j)

[
b + c

c− i + j

])a

i,j=1

の値を求める.

• まず q-二項係数の明示式を使って行列式の中身を変形する.

det

(
qi(i−j)

[
b + c

c− i + j

])a

i,j=1

= det

(
qi(i−j) (q; q)b+c

(q; q)c−i+j(q; q)b+i−j

)a

i,j=1

= det

(
qi(i−j) (q; q)b+c

(q; q)c−i+a(q; q)b+i−1

(q; q)c−i+a

(q; q)c−i+j

(q; q)b+i−1

(q; q)b+i−j

)a

i,j=1

=
a∏

i=1

(q; q)b+c

(q; q)c−i+a(q; q)b+i−1

det

(
qi(i−j) (q; q)c−i+a

(q; q)c−i+j

(q; q)b+i−1

(q; q)b+i−j

)a

i,j=1

.
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• 行列式の中身をKrattenthalerの公式が使える形に直す.

(q; q)c−i+a

(q; q)c−i+j

= (1− qc−i+a)(1− qc−i+a−1) · · · (1− qc−i+j+1)

= (q−i(qi − qc+a)) (q−i(qi − qc+a−1)) · · · (q−i(qi − qc+j+1))

= q−i(a−j) (qi − qc+a) (qi − qc+a−1) · · · (qi − qc+j+1)

= q−i(a−j)

a∏

k=j+1

(qi − qc+k).

また

(q; q)b+i−1

(q; q)b+i−j

= (1− qb+i−1)(1− qb+i−2) · · · (1− qb+i−j+1)

= (−qb−1(qi − q−b+1)) (−qb−2(qi − q−b+2)) · · · (qb−j+1(qi − q−b+j−1))

= (−1)j−1q
(2b−j)(j−1)

2 (qi − q−b+1) (qi − q−b+2) · · · (qi − q−b+j−1)

= (−1)j−1q
(2b−j)(j−1)

2

j∏

k=2

(qi − q−b−1+k).

以上から

det

(
qi(i−j) (q; q)c−i+a

(q; q)c−i+j

(q; q)b+i−1

(q; q)b+i−j

)a

i,j=1

= det

(
(−1)j−1qi(i−j)−i(a−j)+

(2b−j)(j−1)
2

a∏

k=j+1

(qi − qc+k)

j∏

k=2

(qi − q−b−1+k)

)a

i,j=1

= det

(
(−1)j−1qi2−ai+b(j−1)+

(2b−j)(j−1)
2

a∏

k=j+1

(qi − qc+k)

j−1∏

k=1

(qi − q−b+k)

)a

i,j=1

= (−1)
Pa

j=1(j−1)q
Pa

i=1(i
2−ai)+

Pa
j=1(b(j−a)+

(2b−j)(j−1)
2

)

× det

(
a∏

k=j+1

(qi − qc+k)

j∏

k=2

(qi − q−b−1+k)

)a

i,j=1

.

ここで,

a∑
j=1

(j − 1) =
a(a− 1)

2
,
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また,

a∑
i=1

(i2 − ai) +
a∑

j=1

(b(j − a) +
(2b− j)(j − 1)

2
)

=
a∑

i=1

(

(
i2 − ai) + b(i− 1)− i(i− 1)

2

)

=
a∑

i=1

(b(i− 1)− ai +
i(i + 1)

2
)

= b
(a− 1)a

2
− a

a(a + 1)

2
+

a(a + 1)(a + 2)

6

= b
(a− 1)a

2
− (a− 1)a(a + 1)

3
.

であるので,

det

(
qi(i−j) (q; q)c−i+a

(q; q)c−i+j

(q; q)b+i−1

(q; q)b+i−j

)a

i,j=1

= (−1)
(a−1)a

2 qb
(a−1)a

2
− (a−1)a(a+1)

3 det

(
a∏

k=j+1

(qi − qc+k)

j∏

k=2

(qi − q−b−1+k)

)a

i,j=1

.

• ここで Krattenthaler の公式

det

(( n∏

k=j+1

(xi + ak)

j∏

k=2

(xi + bk)

)n

i,j=1

)
=

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj)
∏

2≤i≤j≤n

(bi − aj).

を適用する. xi = qi, ai = −qc+i, bi = −q−b−1+iとおけば,

det

(
a∏

k=j+1

(qi − qc+k)

j∏

k=2

(qi − q−b−1+k)

)a

i,j=1

=
∏

1≤i<j≤a

(qi−qj)
∏

2≤i≤j≤a

(−q−b−1+i+qc+j)

となる. これをさらに変形すれば,

=
∏

1≤i<j≤a

qi(1− qj−i)
∏

2≤i≤j≤a

(−q−b−1+i)(1− qc+b+j−i+1)

=
a∏

j=2

q
j(j−1)

2

∏
1≤i<j≤a

(1− qj−i)
a∏

j=2

(−q−b(j−1)+
j(j−1)

2 )
∏

2≤i≤j≤a

(1− qc+b+j−i+1)

= (−1)
(a−1)a

2 q
Pa−1

j=1 j(j+1)−bj
∏

1≤i<j≤a

(1− qj−i)
∏

2≤i≤j≤a

(1− qc+b+j−i+1)

= (−1)
(a−1)a

2 q−b
(a−1)a

2
+

(a−1)a(a+1)
3

∏
1≤i<j≤a

(1− qj−i)
∏

2≤i≤j≤a

(1− qc+b+j−i+1)
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となるので,

det

(
qi(i−j)

(
b + c

c− i + j

))a

i,j=1

=
a∏

i=1

(q; q)b+c

(q; q)c−i+a(q; q)b+i−1

∏
1≤i<j≤a

(1− qj−i)
∏

2≤i≤j≤a

(1− qc+b+j−i+1)

である.

•
a∏

i=1

(q; q)b+c

(q; q)c−i+a(q; q)b+i−1

∏
1≤i<j≤a

(1−qj−i)
∏

2≤i≤j≤a

(1−q−i+j+b+c+1) =
a∏

i=1

b∏
j=1

1− qc+i+j−1

1− qi+j−1

を示す.

∏
a≤i<j≤a

(1− qj−i) =
a−1∏
i=1

(q; q)i

a∏
i=1

b∏
j=1

(1− qi+j−1) = (1− q)
a∏

i=2

(q; q)i+b−1

(q; q)i−1

=

∏a
i=1(q; q)i+b−1∏a−1

i=1 (q; q)i

であることから次の等式が成り立つ.

∏a
i=1(q; q)i+b−1∏

a≤i<j≤a(1− qj−i)
=

a∏
i=1

b∏
j=1

(1− qi+j−1).

また,

∏
2≤i≤j≤a

(1− q−i+j+b+c+1) =
a−1∏
i=1

(q; q)b+c+i

(q; q)b+c

=
a∏

i=1

(q; q)b+c+i−1

(q; q)b+c

より

a∏
i=1

(q; q)b+c

∏
2≤i≤j≤a

(1− q−i+j+b+c+1) =
a∏

i=1

(q; q)b+c+i−1
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であることと,

a∏
i=1

(q; q)c−i+a =
a∏

i=1

(q; q)c+i−1

a∏
i=1

b∏
j=1

(1− qc+i+j−1) =
a∏

i=1

(q; q)c+i+b−1

(q; q)c+i−1

より

a∏
i=1

(q; q)c−i+a

a∏
i=1

b∏
j=1

(1− qc+i+j−1) =
a∏

i=1

(q; q)b+c+i−1

であることから次の等式が成り立つ.

a∏
i=1

(q; q)b+c

∏
2≤i≤j≤a

(1− q−i+j+b+c+1) = proda
i=1(q; q)c−i+a

a∏
i=1

b∏
j=1

(1− qc+i+j−1).

これを次のように変形する.

∏a
i=1(q : q)b+c

∏
2≤i≤j≤a(1− q−i+j+b+c+1)∏a

i=1(q; q)c−i+a

=
a∏

i=1

b∏
j=1

(1− qc+i+j−1).

以上 2つの等式により,

a∏
i=1

(q; q)b+c

(q; q)c−i+a(q; q)b+i−1

∏
1≤i<j≤a

(1− qj−i)
∏

2≤i≤j≤a

(1− q−i+j+b+c+1)

=

∏
1≤i<j≤a(1− qj−i)∏a

i=1(q; q)i+b−1

∏a
i=1(q; q)b+c

∏
2≤i≤j≤a(1− q−i+j+b+c+1)∏a

i=1(q; q)c−i+a

=
a∏

i=1

b∏
j=1

1− qc+i+j−1

1− qi+j−1
.
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• 以上から求める値は,

det

(
qi(i−j)

(
b + c

c− i + j

))a

i,j=1

=
a∏

i=1

b∏
j=1

1− qc+i+j−1

1− qi+j−1

=
a∏

i=1

b∏
j=1

1− qi+j

1− qi+j−1

1− qi+j+1

1− qi+j
· · · 1− qc+i+j−1

1− qc+i+j−2

=
a∏

i=1

b∏
j=1

c∏

k=1

1− qi+j+k−1

1− qi+j+k−2

=
∏

(i,j,k)⊆B(a,b,c)

1− qi+j+k−1

1− qi+j+k−2

となる.

• 最後にMacMahon の公式
∞∑

n=0

pp(n)qn =
∞∏
i=1

1

(1− qi)i

を導く.

まずB(a, b, c)を無限に大きくすれば
∑

π⊂B(a,b,c) q|π| は
∑∞

n=0 pp(n)qnと一致する.

∞∑
n=0

pp(n)qn =
∑

π⊂B(a,b,c)

q|π|.

ここで l = i + j + k − 2とおき,
∑

π⊂B(a,b,c) q|π|を lについての積として捉えれば,

lim
a,b,c→∞

∏

(i,j,k)∈B(a,b,c)

1− qi+j+k−1

1− qi+j+k−2

=
∞∏

l=1

∏

i+j+k−2=l

1− qi+j+k−1

1− qi+j+k−2

=
∞∏

l=1

(
1− ql+1

1− ql

) l(l+1)
2

(i + j + k = l + 2を満たす自然数 i, j, kの組は l(l+1)
2
通りある. )

=
1

1− q

∞∏

l=2

(1− ql)
(l−1)l

2

(1− ql)
l(l+1)

2

=
∞∏
i=1

1

(1− qi)i
.
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以上により MacMahon の公式が示された.

4.4 巡回対称3次元Young図形

巡回対称 (cyclically symmetric)3次元Young図形とは, 原点を通る (1, 1, 1)方向

の軸に関して
2π

3
回転させても一致する 3次元Young図形のことであり, 次のよう

な条件を満たす π ∈ B(a, a, a)のことである (図 23).

(i, j, k) ∈ π ⇒ (j, k, i) ∈ π

巡回対称 3次元Young図形 π ∈ B(a, a, a)を次のように変形することで非交差経

図 23: 巡回対称 3次元Young図形 1

路へと帰着させることが出来る. ここではその作業を要点的にまとめよう.

まず図 24のように πの外殻を向こう側から剥がしていく. それぞれの外殻は長

図 24: 巡回対称 3次元Young図形 2
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さがそれぞれ a1, a2, a3の骨格と, 骨格の間を埋めるYoung図形とに分けることが

出来る (図 25).

図 25: a1 = 2, a2 = 5, a3 = 7である.

外殻の底面だけを残すと図 26となる. ここで隅をそろえるようにしてこれらの

図 26: 巡回対称 3次元Young図形 4

底面を積み上げたのが図 27である. 図 27を上から見れば, それぞれの底面の外形

が非交差経路となっている (図 28).

この非交差経路の始点の組と終点の組は一致し, A = (ai, 1)m
i=1,B = (1, aj)

m
j=1と

なる.

|P(αi, βj)| =
(

ai + aj − 2

ai − 1

)

であることから, m本の非交差経路の組 P ∈ Pnonint
m (A,B)の総数は,

Pnonint
m (A,B) = det

((
ai + aj − 2

ai − 1

))

となる. 経路が m本のときの和をとるには 1 ≤ a1 < · · · < am ≤ aを満たす
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図 27: 巡回対称 3次元Young図形 5

a1, · · · , amすべてについて P ∈ Pnonint
m (A,B)を足し挙げればよいので, その値は

∑
1≤a1<···<am≤a

det

((
ai + bj − 2

ai − 1

))

となる.

これまでは経路の数がm本のもののみを考えていたが, 立方体内の巡回対称 3

次元Young図形の総数を求めるには経路の本数に対しても和を取る必要がある.

a∑
m=1

∑
1≤a1<···<am≤a

det

((
ai + bj − 2

ai − 1

))

この値は, 次の Fredholmの展開公式を使うことで求められる.

公式 6 (Fredholmの展開公式)

∑

{p1,··· ,pm}⊆{1,2,··· ,n}
det(Apipj

)m
i,j=1 = det(δij + Aij)

n
i,j=1 = det

n×n
(I + A).

証明

∑

{p1,··· ,pm}⊆{1,2,··· ,n}
det(Apipj

)m
i,j=1

=
∑

{p1,··· ,pm}⊆{1,2,··· ,n}

∑
σ∈Sm

sgn(σ)
m∏

i=1

Apipσ(i)
.

ここで, 置換 τ を次のように定義する.

• i ∈ {p1, · · · , pm}のとき, i = pkとして τ(i) = σ(pk)

• i /∈ {p1, · · · , pm}のとき, τ(i) = i
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図 28: 図 27を上から見たもの. 3.3節の例 iv)にあたる.

このとき sgn(τ) = sgn(σ)となるので, SU を i, j ∈ U となる i, jについてのみ置換

する演算子の全体として, 求める値は次のように変形できる.

=
∑

U⊆{1,2,··· ,n}

∑
τ∈SU

sgn(τ)
∏
i∈U

Ai τ(i)

=
∑

U⊆{1,2,··· ,n}

∑
τ∈SU

sgn(τ)
∏

i/∈U

1
∏
i∈U

Ai τ(i)

=
∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)
n∏

i=1

(δiρ(i) + Aiρ(i))

= det(δij + Aij)
n
i,j=1

= det
n×n

(I + A).

q.e.d.

Fredholmの展開公式により B(n, n, n)内の巡回対称 3次元Young図形の総数は

∑

{a1,··· ,am}⊆{1,2,··· ,n}
det

((
ai + aj − 2

ai − 1

))m

i,j=1

= det


In +

(
i + j − 2

i− 1

)n

i,j=1


 .
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と求まる.

また巡回対称 3次元Young図形の個数の母関数は, 重みを適切に与えれば, 二項

係数

(
ai + aj − 2

ai − 1

)
を q-二項係数 q3ai−2

[
ai + aj − 2

ai − 1

]

q3

に置き換えるだけで容

易に求めることができる. ただし

[
m + n

m

]

q3

は

[
m + n

m

]
の変数を qから q3に

代えたものである.

∑

π∈mathcalB(a,a,a)/C3

q|λ| =
∑

{a1,··· ,am}⊆{1,2,··· ,a}
det


q3ai−2

[
ai + aj − 2

ai − 1

]

q3




m

i,j=1

= det


Ia +


q3i−2

[
i + j − 2

i− 1

]

q3




a

i,j=1


 .

ただしB(a, a, a)/C3はB(a, a, a)の内部にある 3次元Young図形のなかで巡回対称

であるもの全体の集合を表す.

5 Schur 関数とその応用

Schur関数は様々な応用を持ち, Young図形の組み合わせ論でも重要な意味を持っ

ている. この節ではそのうちの一部を紹介する. Schur関数にはいくつかの表示が

あるが, 組み合わせ的な定義からは行列式の表示を導くことができ (Jacobi-Trudi

公式), そこから表現論的な表示としてのWeyl公式も導くことができる. Weyl公

式により, 3次元Young図形の母関数を求めることができる.

5.1 半標準盤とSchur関数

• Young盤とは, Young図形に自然数を一定の条件を満たすように書き込んだも

のである.

• 標準盤 (standard tableaux)とは, Young盤のうちで次のような制約を課したも

のである. Young図形 λ ` nの n個の中に自然数 1, 2, · · · , nを, 次の条件を満たす

ように埋めていく.

♦ 各行で, 数は左から右に増加する.

♦ 各列で, 数は上から下に増加する.

♦ 1, · · · , nがそれぞれ 1回ずつ現れる.

56



図 29: 分割 λ = (7, 5, 3, 2) に対応する標準盤の一つ

• 半標準盤 (semistandard tableaux)とは, Young盤のうちで次のような制約を課

したものである. Young図形 λを自然数 1, 2, · · · ,mを使って, 次の条件を満たす

ように埋めていく.

♦ 各行で, 数は左から右に非減少である.

♦ 各列で, 数は上から下に増加する.

半標準盤においては, 自然数 1, · · · ,mが全て現れる必要はなく, また複数回現れる

数があってもよい. 列の中では数が増加しなければならないので, m ≥ l(λ)を満た

さなければならない.

図 30: 分割 λ = (3, 2) に対応するYoung図形を, 自然数 1, 2, 3を書き込んだ半標

準盤を全て並べたもの. このような条件を満たす半標準盤は 15通りある.

Schur関数の組み合わせ論的な定義を与えるために,半標準盤において整数 iを変

数 xiに置き換えたものを考える. Young図形λを次の条件に従って変数 x1, · · · , xn

で埋めていく.

♦ 各行で, 変数の添え字は左から右に非減少である.

♦ 各列で, 変数の添え字は上から下に増加する.
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このような半標準盤全体の集合を Tλ(x1, · · · , xn)と表す. 半標準盤Tに現れる xi

を全て掛けたものを xTとする. つまりTの中に現れる xiの個数を ν(i) と表記し

たとき, |λ|次の単項式 xTは

xT =
n∏

i=1

xν(i)

となる.

以上の記法を使って Schur関数 sλ(x1, · · · , xn)を次のように定義する.

sλ(x1, · · · , xn) =
∑

T∈Tλ(x1,··· ,xn)

xT

sλ(x1, · · · , xn)に現れる
∏n

i=1 x
N(i)
i (N(1) + · · · + N(n) = |λ|)の係数は半標準盤

T ∈ Tλ(x1, · · · , xn)のうちで xT =
∏n

i=1 x
N(i)
i となる半標準盤の個数である. 例え

ば, 図 30から s(3,2)(x1, x2, x3)の値が次のように求まる.

s(3,2)(x1, x2, x3) = x3
1x

2
2 + x3

2x
2
3 + x3

3x
2
1 + x2

1x
3
2 + x2

2x
3
3 + x2

3x
3
1

+x3
1x2x3 + x3

2x3x1 + x3
3x1x2 + 2x1x

2
2x

2
3 + 2x2x

2
3x

2
1 + 2x3x

2
1x

2
2.

5.2 対称多項式

ここで後の計算に必要な対称多項式について軽く触れておく.

• 基本対称多項式 ek(x1, · · · , xn)を次のように定義する.

n∑

k=0

ek(x1, · · · , xn)tk =
n∏

j=1

(1 + xjt).

具体的には,

e0(x1, · · · , xn) = 1,

e1(x1, · · · , xn) = x1 + x2 + · · ·+ xn,

e2(x1, · · · , xn) = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn,

e3(x1, · · · , xn) = x1x2x3 + x1x2x4 + · · ·+ xn−2xn−1xn,
...

ek(x1, · · · , xn) =
∑

0≤i1<i2<···<ik≤n

xi1 · · · xik

となる. また, e
(i)
k (x1, · · · , xn)を次のように定義する.

k−1∑
n=0

e
(i)
k (x1, · · · , xn)tn =

∏

1≤j≤n,j 6=i

(1 + xjt).
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e
(i)
k (x1, · · · , xn)は x1, · · · , xnの中から変数 xiを除いた n − 1個の変数による基本

対称多項式である.

• 完全対称多項式 hk(x1, · · · , xn)を次のように定義する.

∞∑

k=0

hk(x1, · · · , xn)tk =
n∏

j=1

1

1− xjt
.

具体的には,

h0(x1, · · · , xn) = 1,

h1(x1, · · · , xn) = x1 + x2 + · · ·+ xn,

h2(x1, · · · , xn) = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n + x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn,

h3(x1, · · · , xn) = x3
1 + · · ·+ x3

n

+x2
1x2 + · · ·+ x2

n−1xn

+x1x
2
2 + · · ·+ xn−1x

2
n

+x1x2x3 + · · ·+ xn−2xn−1xn,
...

hk(x1, · · · , xn) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤ik≤n

xi1 · · ·xik

となる.

5.3 Jacobi-Trudi 公式

定理 5 (Jacobi-Trudi 公式)

sλ(x1, · · · , xn) = det

(
hλi+j−i(x1, · · · , xn)

)k

i,j=1

,

ただし, k = l(λ)(≤ n).

証明 辺に適当な重みを与えることで,非交差経路の数え上げに帰着させて Jacobi-

Trudi 公式を導く.

格子点 v = (s, t)に対して (1, 0)方向に移動する重みと (0, 1)方向に移動する辺

の重みを次のように定める.

w(v, v + (1, 0)) = 1,

w(v, v + (0, 1)) = xs.
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これをまとめると次のようになる. v = (s, t), w = (s′, t′) = v + (1, 0), v + (0, 1)

として,

w(v, w) = xs(t′−t).

つまり (0, 1)方向の辺に対してその辺と y軸との距離を変数の添え字にしたもの

を重みとする (図 31).

図 31: 辺の横にそれぞれの重みを書き込んだもの. x方向の辺に関しては重みは常

に 1だが, y方向の辺に関しては, その y軸からの距離を xの添え字としたものを

重みととする.

この重みwによって格子経路P = (v0, · · · , vm),
(
vi = (si, ti)

)
の重みw(P )は, P

に対応するYoung図形を µ(P )として次のようになる.

w(P ) =
m−1∏
i=0

w(vi, vi+1)

=
m−1∏
i=0

xsi(ti+1−ti)

=

l(µ(P ))∏

k=1

xµk
.

始点 v0 = α = (1, a), 終点 vm = β = (n, b)を固定した経路全体のGreen関数は,
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完全対称多項式 hb−a(x1, · · · , xn) となる.

G(α, β) = G

(
(1, a), (n, b)

)

=
∑

P∈P(α,β)

l(µ(P ))∏

k=1

xµk

=
∑

µ⊆B(b−a,n−1)|µ(b−a)≥1

b−a∏

k=1

xµk+1

=
∑

0≤ii≤i2≤···≤ib−a≤n

xi1 · · · xib−a

= hb−a(x1, · · · , xn).

ここで図 32のようにして半標準盤T ∈ Tλ(x1, · · · , xn)を始点の組をA = (1, k−
i)k

i=1, 終点の組を B = (n, k − j + λj)と定めた非交差経路 P ∈ Pnonint
A,B 対応付けら

れる. このときの経路の組の重みw(P)の値は xTの値と一致する. (図 32)

図 32: n = 7, λ = (7, 5, 3, 2)のときの例. k = l(λ) = 4である. 上から i番目の経路

は半標準盤の i盤目の行に対応する. 重みの定義によりこの場合の非交差経路の重

みw(P)は x1x
2
2x

3
3x

3
4x

4
5x

2
6x

2
7となり, xTと等しくなる.
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以上と LGV公式により,

sλ(x1, · · · , xn) =
∑

T∈Tλ(x1,··· ,xn)

xT

=
∑

P∈Pnonint
k

w(P)

= det

(
G

(
(1, k − i), (n, k − j + λj)

))k

i,j=1

(LGV公式より)

= det

(
hλi+j−i(x1, · · · , xn)

)k

i,j=1

.

q.e.d

5.4 Weyl公式

Schur関数は一般線形群の表現論とも関係がある. そこから得られる表示として

Weyl公式がある.

定理 6 (Weyl公式)

sλ(x1, · · · , xn) =
det(xn−i+λi

j )n
i,j=1

det(xn−i
j )n

i,j=1

,

ただし l(λ) < i ≤ nとなる iについては λi = 0として計算する.

ここではWeyl公式を Jacobi-Trudi 公式から導出してみよう.

証明 l(λ) = kとし, k + 1 ≤ i ≤ nとなる iについては λi = 0として計算する.

(半標準盤の定義より, n ≥ kであることに注意されたい. )このとき,

det(hλi+j−i(x1, · · · , xn))k
i,j=1 =

det(xn−i+λi
j )n

i,j=1

det(xn−i
j )n

i,j=1

であることを示す.

まずは行列Aλ, Hλ, H
′
λ,M

′を定める.

• n× n行列Aλを次のように定める.

Aλ = (xn−i+λi
j )n

i,j=1.

• k × k行列Hλを次のように定める.

Hλ = (hλi+j−i(x1, · · · , xn))k
i,j=1.
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その上で, n× n行列H ′
λを次のように定める.

H ′
λ =

(
Hλ 0

0 In−k

)
.

ただし In−kは n− k × n− kの単位行列である.

• k × n行列M を次のように定める.

M =

(
(−1)n−iej

n−i(x1, · · · , xn)

)

1≤i≤k,1≤j≤n

.

また n− k × n行列Xを次のように定める.

X = (xn−k−i
j )1≤i≤n−k,1≤j≤n.

その上で n× n行列M ′を次のように定める.

M ′ =

(
M

X

)
.

このとき,

H ′
λM

′ = Aλ

が成り立つ. この等式の成立を見るには, 1行目から k行目については次の式にお

いて tn−i+λi の係数をとればよい.

∞∑
m=0

hm(x1, · · · , xn)tm
k−1∑
n=0

e(j)
n (x1, · · · , xn)(−t)n

=
k∏

m=1

1

1− xm

k∏

1≤n≤k,n6=j

(1− xnt)

=
1

1− xjt

=
∞∑

l=0

(xjt)
l.

また, k + 1行目から n行目までについては, H ′が単位行列であり, この部分では

M ′とAλが一致することから明らかである.

H ′
λM

′ = Aλであることから

det(H ′
λ)

n
i,j=1 det(M ′)n

i,j=1 = det(Aλ)
n
i,j=1

が成り立つことがわかる.
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det(M ′)の値を求めよう,そのためには便宜的にλ = (0, · · · , 0)とおけばよい. こ

のとき, H ′
λは対角線上の要素が全て 1の上三角行列になるので det(H ′

λ) = 1とな

る. また, det(Aλ) = det(xn−i
j )となるので,

det(M ′)n
i,j=1 = det(xn−i

j )n
i,j=1

であることがわかる.

また, HλとH ′
λの定義より

det(H ′
λ)

n
i,j=1 = det(Hλ)

k
i,j=1

である.

以上から,

det(Hλ)
k
i,j=1 =

det(Aλ)
n
i,j=1

det(xn−i
j )n

i,j=1

である.

q.e.d.

Weyl公式を使えば, s(3,2)(x1, x2, x3)の値は, 図を描くことなく

s(3,2)(x1, x2, x3) =

∣∣∣∣∣∣∣

x5
1 x5

2 x5
3

x3
1 x3

2 x3
3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

x2
1 x2

2 x2
3

x1
1 x1

2 x1
3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
= x3

1x
2
2 + x3

2x
2
3 + x3

3x
2
1 + x2

1x
3
2 + x2

2x
3
3 + x2

3x
3
1

+x3
1x2x3 + x3

2x3x1 + x3
3x1x2 + 2x1x

2
2x

2
3 + 2x2x

2
3x

2
1 + 2x3x

2
1x

2
2

と計算することができる.

5.5 3次元Young図形の母関数との関係

任意の平面分割 π ⊆ B(a, b, c)に対して次の底面が a× bの平面分割 π′を足す.

π′ =




a a · · · a

a− 1 a− 1 · · · a− 1
...

...
...

2 2 · · · 2

1 1 · · · 1
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この操作により得られる平面分割は λ = (λ1, · · · , λa) = (b, b, · · · , b) = B(a, b)上の

半標準盤と見なすことができる. c方向の高さは 1から c + aまでであるので, 変数

を (qc+a, · · · , q)とおけばよいから, その母関数は sB(a,b)(q
t+r, · · · , q) となる.

3次元Young図形の母関数はそこから平面分割 π′を引けばよいので,

∑

π⊆B(a,b,c)

q|π| = q−
sr(r+1)

2 sB(a,b)(q
c+a, · · · , q)

となる.

q−
sr(r+1)

2 sB(a,b)(q
c+a, · · · , q)の値を求めよう. Weyl公式より

sB(a,b)(q
c+a, · · · , q) =

X

Y

X = det

(
(qc+a+1−j)c+a−i+λi

)c+a

i,j=1

Y = det

(
(qc+a+1−j)c+a−i

)c+a

i,j=1

となる. 分子Xと分母 Y をそれぞれ次のように変形する

X = det

(
(qc+a+1−j)c+a−i+λi

)

= qab+
(c+a)(c+a−1)

2 det

(
(qc+a−j)c+a−i+λi

)

= qab+
(c+a)(c+a−1)

2

∏
1≤i<j≤c+a

(qc+a−i+λi − qc+a−j+λj).

Y = det

(
(qc+a+1−j)c+a−i

)c+a

i,j=1

=
∏

1≤i<j≤c+a

(qc+a−i+1 − qc+a−j+1) (Vandermonde行列式より)

= q
(c+a)(c+a−1)

2

∏
1≤i<j≤c+a

(qc+a−i − qc+a−j).
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よって,

q−
sr(r+1)

2 sB(a,b)(q
c+a, · · · , q)

= q−
ba(a−1)

2

∏
1≤i<j≤c+a

qc+a−i+λi − qc+a−j+λj

qc+a−i − qc+a−j

= q−
ba(a−1)

2

∏
1≤i<j≤a

qc+a−i+b − qc+a−j+b

qc+a−i − qc+a−j

×
∏

1≤i≤a,a+1≤j≤c+a

qc+a−i+b − qc+a−j

qc+a−i − qc+a−j

×
∏

a+1≤i<j≤c+a

qc+a−i − qc+a−j

qc+a−i − qc+a−j

= q−
ba(a−1)

2

∏
1≤i<j≤a

qb
∏

a+1≤i<j≤c+a

qc+a−i+b − qc+a−j

qc+a−i − qc+a−j

∏
a+1≤i<j≤c+a

1

=
∏

a+1≤i<j≤c+a

qc+a−i+b − qc+a−j

qc+a−i − qc+a−j

=
a∏

i=1

c+a∏
j=a+1

qc+a−i+b − qc+a−j

qc+a−i − qc+a−j
.

ここで分母と分子に qj−c−aを掛けると,

=
a∏

i=1

c+a∏
j=a+1

1− q−i+j+b

1− q−i+j
.

j′ = j − a, i′ = a + 1− iと置き換えれば

=
a∏

i′=1

c∏

j′=1

1− qb+i′+j′−1

1− qi′+j′−1

=
a∏

i=1

c∏
j=1

b∏

k=1

1− qi+j+k−1

1− qi+j+k−1
.

以上から 4章で求めた 3次元Young図形の個数に関する母関数が再び得られた.

5.6 対称3次元Young図形

この節では Schur関数の応用のもう一つの例として, 対称 3次元Young図形の数

え上げを扱う.

対称 (symmetric)3次元Young図形とは,平面x = yに対して対称な 3次元Young

図形のことであり, 次のような条件を満たす π ∈ B(a, a, c)のことである.

(i, j, k) ∈ π ⇒ (j, i, k) ∈ π.
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図 33: B(7, 7, 6)の内部にある対称 3次元Young図形の例.

対称 3次元 Young図形を半標準盤に対応付けることで π ⊆ B(a, a, c)の母関数

を Schur関数を利用して求めることができる. ここではその作業を要点的にまとめ

よう.

変形を施す 3次元Young図形を πと表して話を進める.

まず πを z方向に 1段ずつ輪切りにしていく (図 34).

図 34: 対称 3次元Young図形を z方向に一段ずつ分けたもの. 当然どの段も平面

x = yについて対称である.
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さらに各々の段を図 35のように鍵型に分解する. 鍵型の一つ一つを真っ直ぐに

図 35: 各段を鍵の形に分解したもの. 平面 x = yについて対称なので, どの鍵型も

奇数個の正方形から出来ていることがわかる.

して縦に並べなおせば次のような 3次元Young図形 π′が得られる. π′の底面の形
は πによって異なるが, その底面の形を整数分割 λで表せば, λ ⊆ B(a, c)であり,

π′は Tλ(q
2a−1, q2a−3, · · · , q3, q1)に含まれる半標準盤となる (図 36).

よって π′の母関数は
∑

λ⊆{B(a,c)} sλ(q
2a−1, q2a−3, · · · , q3, q)となる. πの母関数は

π′の母関数と一致するので. これが求める母関数であることがわかる.

∑

π∈B(a,a,c)/S2

q|π| =
∑

λ⊆{B(a,c)}
sλ(q

2a−1, q2a−3, · · · , q3, q).

ただしB(a, a, c)/S2はB(a, a, c)の内部にある 3次元Young図形のなかで x=yにつ

いて対称なもの全体の集合を表す.
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図 36: 鍵型を変形して得られる 3次元Young図形 π′. 底面の形は λ = (6, 4, 2)で

ある.

ここではこれ以降の計算過程については触れないが, この値は次のように求めら

れる. (
a∏

i=1

c∏
j=1

1− q2i+k−1

1− q2i+k−2

)( ∏
1≤i<j≤a

c∏

k=1

1− q2(i+j+k−1)

1− q2(i+j+k−2)

)
.

q → 1とすれば B(a, a, c)の内部にある対称 3次元Young図形は
(

a∏
i=1

c∏
j=1

2i + k − 1

2i + k − 2

)( ∏
1≤i<j≤a

c∏

k=1

2(i + j + k − 1)

2(i + j + k − 2)

)

と求まる. 計算過程については文献 [2]が詳しい.

6 de Bruijn 閉路 の数え上げ

この章では文献 [3]を参考に, 3次元 Young図形のもう一つの数え方として de

Bruijn 閉路を使った数え上げの方法を紹介する.

6.1 3次元Young図形の数え上げを見直す

3次元Young図形を 3種類のひし形によるタイリングとみなしたとき, タイリン

グの領域は 6角形H(a, b, c)になる. H(a, b, c)を図 37のように 3つの平行四辺形
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p(a, b), p(b, c), p(c, a)に分ける. 「中心点」Oから出る 3本の半直線A,B, Cにおい

て 2つの平行四辺形が接し, Oにおいてのみ 3つ平行四辺形が接する.

図 37: 平行四辺形へ分ける

ここでそれぞれの平行四辺形について, 他の平行四辺形と共有している辺に抜け

るような de Bruijn 経路を引く. どのひし形のペアが de Bruijn 経路を構成するか

についてはそれぞれの平行四辺形ごとに異なることに注意されたい. こうして出

来た線の組は中心点の周りを周回する非交差な閉路を形作ることになる. (図 38)

この閉路を de Bruijn 閉路と呼ぶ. 4章のときと同様に, 辺に注目することで同

図 38: de Bruijn 閉路の描き方 1

様の閉路を作ることが出来る (図 39). p(a, b)については C 軸と平行な辺の, 中心

点Oから離れたほうの頂点を, A方向の辺またはB方向の辺でつないだ線を考え

ればよい. p(b, c)と p(c, a)も同様である.
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図 39: de Bruijn 閉路の描き方 2

こうして出来た d本の閉路はそれぞれ, もともとの 3次元Young図形の外殻を向

こう側から剥がしていったときの d枚の殻の形に対応する (図 40).

「中心点」Oの取り方にはもう 1通りある (図 41). O′を採用した場合にできる
de Bruijn 閉路は, タイリングの問題から 3次元Young図形の問題に設定を読み替

えるとすれば, Oを採用した場合と違った意味を持つ. しかしどちらの点を採用し

たとしても得られる行列式は変わらない.

de Bruijn閉路と非交差経路を対応付けよう.

中心点の周りに d本の非交差な閉路が出来ているとする. 経路と A,B, C 軸が

交わる点を内側からそれぞれ (a1, · · · , ad), (b1, · · · , bd), (c1, · · · , cd)とする. 平行四

辺形 p(a, b)内にある d本の非交差経路の組 Pについて考える. Pの始点の組は
A = (ai, 1)d

i=1, 終点の組はB = (1, bj)
d
j=1であることと,

|P(ai, bj)| =
(

ai + bj − 2

ai − 1

)

であることから, p(a, b)内の d本の非交差経路の組 P ∈ Pnonint
d (A,B)の総数は,

Pnonint
d (A,B) = det

((
ai + bj − 2

ai − 1

))d

i,j=1

となる. 同じことを記号 Tij =

(
i + j − 2

i− 1

)
, T (a, b) = (Tij)1≤i≤a,1≤j≤bを用いて

表せば,

Pnonint
d (A,B) = det(T (a, b)aibj

)d
i,j=1

となる. 同様にして p(b, c)内にある非交差経路の組の総数は det(T (b, c)bicj
)d
i,j=1に,

p(c, a)内にある非交差経路の組の総数は det(T (c, a)ciaj
)d
i,j=1に等しい.
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図 40: 3次元Young図形の外殻を剥く

以上から点の組 (a1, · · · , ad), (b1, · · · , bd), (c1, · · · , cd)を固定したときのde Bruijn

閉路の総数は

det
(
T (a, b)aibj

)d

i,j=1
det

(
T (b, c)bicj

)d

i,j=1
det

(
T (c, a)ciaj

)d

i,j=1

= det
((

T (a, b)aibj

)d

i,j=1

(
T (b, c)bicj

)d

i,j=1

(
T (c, a)ciaj

)d

i,j=1

)

となることがわかる. H(a, b, c)の内部にあるd本のde Bruijn閉路の総数Nd(a, b, c)

は 1 ≤ a1 < · · · < ad ≤ a, 1 ≤ b1 < · · · < bd ≤ b, 1 ≤ c1 < · · · < cd ≤ cを満たすよ

うに足し合わせたものなので,

Nd(a, b, c)

=
∑

1 ≤ a1 < · · · < ad ≤ a
1 ≤ b1 < · · · < bd ≤ b
1 ≤ c1 < · · · < cd ≤ c

det
((

T (a, b)aibj

)d

i,j=1

(
T (b, c)bicj

)d

i,j=1

(
T (c, a)ciaj

)d

i,j=1

)

=
∑

1≤a1<···<ad≤a

det

(
(T (a, b)T (b, c)T (c, a))aiaj

)d

i,j=1
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図 41: O′を中心にして作られた de Bruijn 閉路.

図 42: 3次元 Young図形上に青で斜交格子を描き, その上に de Bruijn 閉路を引

いた

である. ここで Fredholmの展開公式 (4.5節参照)を使えば経路の本数による母関

数表示が

min(a,b,c)∑

d=0

µdNd(a, b, c)

=

min(a,b,c)∑

d=0

µd
∑

1≤a1<···<ad≤a

det

(
(T (a, b)T (b, c)T (c, a))aiaj

)d

i,j=1

= det
a×a

(I + µT (a, b)T (b, c)T (c, a))

と求まる. ここで µ = 1とすればH(a, b, c)内で可能な de Bruijn 閉路の総数が

det
a×a

(I + T (a, b)T (b, c)T (c, a))
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図 43: 図 42において斜交格子と de Bruijn 閉路 だけを残したもの.

図 44: 図 43の 3つの平行四辺形 p(a, b), p(b, c), p(c, a)をそれぞれ取り出して直交

座標に直したもの.

で与えられることがわかる. この値は 4章で得たB(a, b, c)内に収まる 3次元Young

図形の個数

det
a×a

Hb,c(a)

の別の表記になっている.

de Bruijn 閉路による表記を使えば, 例えば ω = e
2π
3

iとして次のような等式が得

られる.

∑

(i,j,k)∈B(a,a,a)

i + j + k − 1

i + j + k − 2
= det

a×a

(
I + T (a, a)3

)

= det
a×a

(
I + T (a, a)

)
det
a×a

(
I + ωT (a, a)

)
det
a×a

(
I + ω2T (a, a)

)
.
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6.2 対称性を持った3次元Young図形の数え上げを de Bruijn 閉

路で見直す

最後に de Bruijn 閉路の応用として, 巡回対称 3次元Young図形, 完全対称 3次

元Young図形, そして対称 3次元Young図形の個数の数え上げを行う.

6.2.1 巡回対称 3次元Young図形の数え上げの見直し

巡回対称 3次元Young図形に de Bruijn 閉路を引くと, 一周の
1

3
に注目すれば

よいことがわかる. つまりB軸と C軸の間に非交差経路を引けば, 残りの部分は

一意に決まる (図 45).

図 45: 図 23に de Bruijn 閉路を引いたもの. この例では a1 = 2, a2 = 5, a7 = 7と

なっている. 一周の
1

3
が決まれば残りの部分も全て決まることを強調した.

よって, 始点を (i, 1), 1 ≤ i ≤ aの中から, 終点を (1, j), 1 ≤ j ≤ aの中から, 始点

の x座標と終点の y座標が一致するように選んだ非交差経路がB(a, a, a)の内部に

収まる巡回対称 3次元 Young図形と一対一対応する. 以上から, B(a, a, a)の内部

に収まる巡回対称 3次元Young図形の総数は次のように求まる.

a∑

d=0

∑
1≤a1<···<ad≤a

(
T (a, a)aiaj

)d

i,j=1

= det
a×a

(I + T (a)).

これは 4章での結果と同じものである.
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6.2.2 完全対称 3次元Young図形の数え上げ

完全対称 (totally symmetric)3次元Young図形とは, 巡回対称 3次元Young図形

でありかつ対称 3次元Young図形でもあるような 3次元Young図形のことである

(図 46).

図 46: 完全対称多項式の例.

完全対称3次元Young図形に de Bruijn閉路を引くと,一周の
1

6
に注目すればよい

ことがわかる. つまりB軸と, B軸とC軸の二等分線との間に非交差経路を引けば,

残りの部分は一意に決まる (図 47). 始点の組A = (ai, 1)d
i=1, 1 ≤ a1 < · · · < ad ≤ a

と終点の組 B = (ri, ri)
d
i=1, 1 ≤ r1 < · · · < rd ≤ a を決めたとき,

|P(ai, bj)| =
(

ai − 1

bj − 1

)
= W (a, a)ai,bj

となる. B(a, a, a)の内部に収まる完全対称 3次元Young図形の総数は次のように

求まる.

a∑

d=0

∑
1≤a1<···<ad≤a,1≤r1<···<rd≤a

(
W (a, a)ricj

)d

i,j=1

.

6.2.3 対称 3次元Young図形の数え上げの見直し

対称 3次元 Young図形に de Bruijn 閉路を引くと, 右か左のどちらか半分に注

目すればよいことがわかる. つまり C軸とその反対側の線分との間に非交差経路

を引けば, 残り半分は一意に決まる (図 48). よって B(a, a, c)の内部に収まる対称
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図 47: 図 46に de Bruijn 閉路を引いたもの. この例では a1 = 2, a2 = 5, a3 =

7, r1 = 2, r2 = 3, r3 = 4となっている. 全体の
1

6
が決まれば残りの部分も決まるこ

とを強調した.

図 48: 図 33に de Bruijn閉路を引いたもの. この例では r1 = 2, r2 = 3, c1 = 3, c2 =

7となっている. 半分が決まれば残り半分も決まることを強調した.

3次元Young図形の総数は次のように求まる.

a∑

d=0

∑
1≤r1<···<rd≤a,1≤c1<···<cd≤c

(
tW (a, a)T (a, c)ricj

)d

i,j=1

.

これは 5章での結果

(
a∏

i=1

c∏
j=1

2i + k − 1

2i + k − 2

)( ∏
1≤i<j≤a

c∏

k=1

2(i + j + k − 1)

2(i + j + k − 2)

)

の別表記になっている.
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