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概 要

トーラス上の常微分方程式の等モノドロミー変形ならびにそれらと可積分系・
共形場理論・Painlevé 方程式との関係に関する最近の研究の概要を紹介する．

1 はじめに

２０世紀初頭，R. Fuchs[1]が Painlevé VI型方程式に対して Fuchs型２階常微分
方程式のモノドロミーを一定に保つ変形（等モノドロミー変形）としての特徴付けを

与えて以来，等モノドロミー変形はさまざまな視点から研究されてきた．Fuchsと同
時代の Schlesinger[2] や Garnier[3]は Fuchsの仕事を連立系や不確定特異点をもつ
方程式に拡張した．１９７０年代後半にはこれらの等モノドロミー変形の理論と統

計物理学や場の理論の可解模型との思いがけない接点が見いだされた [4]．これが契
機となって，等モノドロミー変形の概念は８０年代から９０年代にかけて，ソリトン

方程式，２次元重力，ランダム行列，超対称場の理論，位相的場の理論，Frobenius
多様体など，数理物理のさまざまな問題に応用された．

初期の理論的研究やその後の応用はおもに Riemann球面上の常微分方程式の等
モノドロミー変形に関するものだったが，常微分方程式の舞台として球面以外の閉

Riemann面を考えることもできる．実際，等モノドロミー変形と密接に関連する問題
として，モノドロミーデータを与えてそれを実現する方程式の存在を問う「Riemann
問題」（あるいは「Riemann-Hilbert問題」）があるが，これは閉 Riemann面上で
定式化することによって幾何学の問題として解決された [5]．このことは等モノドロ
ミー変形を球面以外の閉 Riemann面上に拡張する可能性を示唆する．

R. FuchsやGarnierが考えたような単独方程式の場合，等モノドロミー変形の球
面以外への拡張は研究がすでにかなり進んでいる．岡本 [6]の先駆的研究はそのよ
うな例をトーラス上で構成するものである．これは Garnierが球面上の等モノドロ
ミー変形として構成したもの（Painlevé VI型方程式の多変数化 [7]）のトーラス版
に他ならない．岩崎 [8]は一般の閉 Riemann面上でこのような等モノドロミー変形
を幾何学的に定式化し，その応用として，Garnierや岡本の方程式がもつ Hamilton
構造の起源を説明した．これらの等モノドロミー変形は確定特異点の位置を変数と

して動かすことで得られるものだが，河井 [9]は岡本のトーラス上の例を再検討し，
トーラスの複素構造も同時に動かす（すなわち，トーラスのモジュラスも変数に含

めた）変形が可能であることを指摘した．
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これに比べて，連立系の等モノドロミー変形（その典型は Schlesingerが与えた例
である）の球面以外（特にトーラス）への拡張の試みは比較的最近になって本格化

した [10, 11, 12, 13, 14]．しかも，これらの試みは動機・方法においても単独方程式
の場合の研究とは異なるもので，いずれも（古典あるいは量子）可積分系や共形場

の理論から手掛かりを得ていることに大きな特徴がある．

最近のこのような研究はManin[15]が与えた Painlevé VI型方程式の別表現（楕
円函数からなるポテンシャルをもつ非自励 Hamilton系）とも直接・間接に深い関
わりをもつ．Maninの表現は，Painlevé方程式と可積分系との新たな関連を示す視
点として興味深いのみならず，トーラス上の等モノドロミー変形を探るうえで重要

な材料を提供する．

以下では，トーラスの場合に焦点を絞り，これらの研究の概要を紹介する．便宜

上，ここで扱う等モノドロミー変形を次のように分類する：

• スカラー型

• Calogero-Gaudin型

• Gaudin型

• Calogero-Moser型

最初の「スカラー型」はあまり適切な呼び名ではないが，岡本・岩崎・河井が扱った

ような単独高階方程式（幾何学的には射影接続）から得られるものを意味する．残

りはすべて「行列型」の連立系から得られる系であるが，いずれも可積分系との対

応があるので，対応する可積分系族の名称で代表させている．

2 スカラー型の等モノドロミー変形

最も基本的なものとして，ここでは２階の Fuchs型方程式

d2y

dz2
= p(z)y (1)

の等モノドロミー変形に話を限定する．これがR. FuchsとGarnierが球面上で，ま
た岡本と河井がトーラス上で扱った場合である．p(z) は球面上の方程式では有理函
数，トーラス上の方程式では楕円函数であり，Fuchs型（すなわちすべての極が確
定特異点）であるためには極の位数が高々２位であればよい．

等モノドロミー変形を考えるためには，確定特異点として「本当の特異点」と「見

かけの特異点」の２種類を用意する．設定は球面とトーラスで若干異なる：

• 球面の場合は前者を後者よりも３個多く用意し，そのうちの３個を z = 0, 1,∞
に固定する．残りの N 個の位置を z = t1, · · · , tN，見かけの特異点の位置を
z = λ1, · · · , λN とする．
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• トーラスの場合は本当の特異点と見かけの特異点を同数個用意する．トーラ
スを Eτ = C/(Z + τZ) とあらわして，C の座標 z に関して本当の特異点の

位置を z = t1, · · · , tN，見かけの特異点の位置を z = λ1, · · · , λN とする．

トーラスの場合，モノドロミーデータとして各特異点の周りの道のモノドロミーに加

えてトーラスの２つのサイクル α, β に沿うモノドロミーを考えなければならない．

いずれの場合も，等モノドロミー変形を考えるときには t1, · · · , tN が変形のパラ
メータ（すなわち「時間変数」）である．トーラスの場合にはさらに τ も時間変数

に加わる．λ1, · · · , λN はこれらの時間変数の函数である．前述のモノドロミーデー

タが一定に保たれるためにはこれらの函数がある微分方程式に従わなければならな

い．これが変形の方程式である．

トーラスの場合の岡本・河井の結果は，球面の場合 [7]と同様に，Hamilton形式
をとる．p(z) はWeierstrassの ℘-函数と ζ-函数を用いて次のような形に書ける：

p(z) =
N∑

j=1

3
4
℘(z − λj) −

N∑

j=1

µjζ(z − λj)

+
N∑

j=1

1
4
(θ2

j − 1)℘(z − tj) +
N∑

j=1

Hjζ(z − tj) + H0. (2)

ここに現れた量 µj , Hj はそれぞれ λj の正準共役変数と tj に関する変形のHamil-
tonianである．tj 達に関する等モノドロミー変形の方程式は時間依存のHamiltonian
をもつ（つまり非自励）Hamilton系

∂λj

∂tk
=

∂Hk

∂µj
,

∂µj

∂tk
= −∂Hk

∂λj
(3)

の形に書ける（これは球面の場合と同じ）．H0 はトーラスの場合に特有の量で，ほ

ぼ τ に関する変形の Hamiltonianに相当する．正確には

Hτ = H0 − 2η1

N∑

j=1

tjHj (4)

が τ に関する等モノドロミー変形の Hamiltonian であり（ここで η1 は ζ(z + 1) =
ζ(z) + 2η1 において現れる定数），変形方程式は

2πi
∂λj

∂τ
=

∂Hτ

∂µj
, 2πi

∂µj

∂τ
= −∂Hτ

∂λj
(5)

となる．

なお，河井の未公刊の結果によれば，上の設定を少し変えることによって，Manin
の与えた Painlevé VI型方程式の別表現もトーラス上の等モノドロミー変形として
扱えるとのことである．
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3 Maninの方程式とPainlevé-Calogero対応

行列型の例の説明に入る前に，Manin[15]が与えた Painlevé VI型方程式につい
て復習しておきたい．

Painlevé VI型方程式は

dλ2

dt2
=

1
2

(
1
λ

+
1

λ − 1
+

1
λ − t

)(
dλ

dt

)2

−
(

1
t

+
1

t − 1
+

1
λ − t

)
dλ

dt

+
λ(λ − 1)(λ − t)

t2(t − 1)2

(
α + β

t

λ2
+ γ

t − 1
(λ − 1)2

+ δ
t(t − 1)
(λ − t)2

)
(6)

という非線形微分方程式である．ちなみに，これは前節で触れた球面上の等モノド

ロミー変形では N = 1 の場合に相当する．
Maninは R. Fuchs[1]が前述の等モノドロミー変形による解釈と併せて書き記し
たアイディアを手掛かりにしてこの方程式を書き換えた．書き換えは

λ =
℘(q) − e1

e2 − e1
, t =

e3 − e1

e2 − e1
(7)

という独立変数・従属変数の変換 (λ, t) → (q, τ)による．ここで e1, e2, e3 はトーラス

（前節同様に基本周期を 1, τ に選ぶ）の３つの半周期点 ω1 = 1
2 , ω2 = 1+τ

2 , ω3 = τ
2

における ℘-函数の値である．この変数変換によって Painlevé VI型方程式は

(2πi)2
d2q

dτ2
=

3∑

k=0

αk℘′(q + ωk) (8)

（α0 = α, α1 = −β, α3 = γ, α3 = 1
2 − δ）という方程式に変わる．これは

H =
1
2
p2 −

3∑

k=0

αk℘(q + ωk). (9)

を Hamiltonianとする Hamilton系

2πi
dq

dτ
=

∂H
∂p

, 2πi
dp

dτ
= −∂H

∂q
(10)

と等価である．℘-函数が τ にも依存するので，これも非自励系である．

この結果が興味深いのは，この Hamilton系が「Calogero-Moser系」と総称され
る一群の可積分系（この種の可積分系についてはOlshanetskyと Perelomovの総説
や本 [16] が詳しい）とよく似ているからである．Calogero-Moser系は１次元多体系
の一種で，Hamiltonian

H =
1
2

∑̀

j=1

p2
j + V2(q1, · · · , q`) + V1(q1, · · · , q`) (11)
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の２体ポテンシャル部分 V2 が u−2, sin−2(u), sinh−2(u), ℘(u) という函数（それ
ぞれ有理型・三角型・双曲型・楕円型と呼ばれる）から構成され，１体ポテンシャ

ル部分 V1 もそれに準じた函数からなる．ポテンシャル全体の形はルート系で決ま

る構造をもつ．

実際，Maninの非自励系のHamiltonianは「Inozemtsev系」[17]と呼ばれるもの
の特別な場合の Hamiltonianと一致する．Inozemtsev系は BC` ルート系に付随す

る Calogero-Moser系の変種で，楕円型の場合には

V2 = g2
m

∑

j 6=k

(
℘(qj − qk) + ℘(qj + qk)

)
,

V1 =
∑̀

j=1

3∑

k=0

g2
k℘(qj + ωk). (12)

というポテンシャルをもつ．特に ` = 1 の場合には２体ポテンシャルは消えて１体
ポテンシャルだけが残り，ちょうどManinの Hamiltonianと同じ形になる．
ただし，Inozemtsev系をはじめとする Calogero-Moser系はすべて自励系である．
特に楕円型の場合には τ は定数として扱われ，それとは独立に時間変数 t が用意さ

れている．

このように，自励系と非自励系の違いを別にすれば，Maninの得たHamilton系と
（` = 1 の）楕円型 Inozemtsev系は共通のHamilton構造をもつ．このことに最初に
注目したのはLevinとOlshanetskyで，彼らはPainlevé方程式とCalogero-Moser系
のこの関係を「Painlevé-Calogero対応」と呼んだ [11]．ちなみに，Maninの論文は
Calogero-Moser系には言及しておらず，代わりに KdV方程式に関連する Treibich
と Verdierの研究 [18] （間接的にはやはり Calogero-Moser系と関係がある）との
類似性を指摘している．

4 Calogero-Gaudin型とGaudin型の場合

4.1 背景

Calogero-Gaudin型とGaudin型の等モノドロミー問題は Schlesingerの等モノド
ロミー変形をトーラス上に拡張するものである．その背景にはCalogero-Gaudin系お
よびGaudin模型と呼ばれる可積分系があり，さらにこの可積分系と共形場理論（あ
るいはKZ型方程式）との関係がある．そして，これらに共通する構造がHamilton
構造（あるいはその背後の「r-行列」）なのである．

Gaudin模型はスピン自由度をもつ量子可積分系で，Calogero-Moser系と同様，有
理型・三角型・楕円型（あるいはXXX・XXZ・XYZ）の三種類がある．Gaudin模型に
は古典論的対応物があるが，それも可積分系である．特に，有理型の模型は Sklyanin
の「変数分離法」[19]の良い応用例であり（ちなみに，前述の λj , µj は可積分系で
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見れば Sklyanin の意味の変数分離座標に他ならない！），さらに，Frenkel達はこ
の場合の変数分離法の幾何学意味を Hitchin系 [20]（正確にはその穴あき Riemann
面への拡張）とその量子化に基づく Beilinsonと Drinfeldの幾何学的 Langlands対
応 [21] の枠組みの中で解明している [22]．
有理型 Gaudin模型のこのような幾何学的解釈に現れる Riemann面は穴あき球

面であり，従って，穴あきトーラスに進めば楕円型 Gaudin模型が得られるように
思えるが，実はそうではない．代わりに得られるのが Calogero-Gaudin 系である
[24, 25]．これはGaudin系のスピン自由度に加えてCalogero-Moser系に現れたよう
な１次元粒子系の自由度 qj（およびその運動量 pj)を含む（従って本当はCalogero-
Moser-Gaudin系と呼ぶべきだろう）．
黒木と武部 [23]は幾何学的設定を少し変えることによって Calogero-Moser型自

由度の出現が抑えられて楕円型Gaudin模型が復元されることを示した．この場合，
対応する共形場理論もWZW模型と少し違うもの（「ひねられたWZW模型」）に
なる．

4.2 Schlesingerの等モノドロミー変形

トーラス上の等モノドロミー変形の例を考える前に，議論の原型として，有理型

Gaudin模型と Schlesinger の等モノドロミー変形の対応関係を説明しておこう．
有理型 Gaudin模型（以下古典論のみ考える）は

L(z) =
N∑

j=1

Aj

z − aj
(13)

という形の L-行列（そこからGaudin模型のHamiltonian が決まる）をもつが，aj

を新たな変数 tj に読み替えれば，L(z) は Schlesingerの扱った１階連立系

dY

dz
= L(z)Y =

N∑

j=1

Aj

z − tj
Y (14)

の係数行列と同一視できる．後者の等モノドロミー変形は

∂L(z)
∂tj

+
∂Aj(z)

∂z
+ [Aj(z), L(z)] = 0 (15)

という Lax方程式に従う．ただしここで Aj(z) = Aj/(z − tj) である．さらに Aj

の行列要素間の Poisson括弧を gl(n,C) ' gl(n,C)∗ 上の Kostant-Kirillov括弧で
定義すれば，変形方程式を

∂Aj

∂tk
= {Aj ,Hk} (16)
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という非自励 Hamilton系の形に書ける．Hamiltonianは

Hj = Res
z=tj

1
2

TrL(z)2 (17)

で与えられるが，実はこれはGaudin模型の Hamiltonian （の古典論的対応物）に
他ならないのである．

4.3 Gaudin型の等モノドロミー変形

Calogero-Gaudin型の例と Gaudin型の例のうち先に発見されたのは前者である
が，ここでは説明の都合で後者を先に紹介する．

Gaudin型の等モノドロミー変形 [12, 14]は楕円型Gaudin模型（L-行列はトーラ
スの上に定義される）を同様に読み替えることによって得られる．SU(n) Gaudin
模型の場合，L-行列は

L(z) =
N∑

j=1

∑

(ab)6=(00)

wab(z − tj)JabA
ab
j . (18)

で与えられる．記号は黒木と武部の論文に従う：添え字 a, b は n-周期的に解釈し，
Zn = Z/nZ を走るものとする．Aab

j はスピン変数の古典論的対応物で，等モノド

ロミー変形の従属変数となる．Jab は sl(n,C) の特別な基底で，Heisenberg 関係
gh = ωhg（ω = exp(2πi/n)）を満たす行列（適当な表現をとる）によって Jab = gahb

で定義される．wab(z)は可解格子模型の理論でBelavinの「Zn-対称Boltzman荷重」
と呼ばれるものの一種の古典極限で，1/n-characteristicをもつ１変数の Riemann
ϑ-函数 ϑ[ab](z) = ϑ a

n− 1
2 , 1

2−
b
n
(z, τ) を用いて

wab(z) =
ϑ[ab](z)ϑ′

[00](0)

ϑ[ab](0)ϑ[00](z)
(19)

と定義される z-平面上の有理型函数である．それらがトーラスの基本周期に沿って
示すモノドロミーから，L(z) 自体が

L(z + 1) = h−1L(z)h, L(z + τ) = gL(z)g−1 (20)

というモノドロミー変換に従うことがわかる．この変換則は幾何学的にはトーラス

上のベクトル束（主束ではない）を定めている．それに基づいて岩崎 [8]の流儀によ
る等モノドロミー変形の幾何学的解釈もできる．

有理型の場合に習って L(z) から Hamiltonianを定義するが，楕円型 Gaudin模
型の場合には前述のような H1, . . . , HN （H1 + · · · + HN = 0 なので独立なものは
実は N − 1 個）に加えて余分の H0 が現れることがよく知られている．これらは
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TrL(z)2/2 の次のような展開式に係数として現れる：

1
2

TrL(z)2 =
N∑

j=1

Cj℘(z − tj) +
N∑

j=1

Hjζ(z − tj) + H0 (21)

（Cj は Casimir函数すなわち Aab
j のすべてと Poisson 可換な量となる）．この式と

スカラー型等モノドロミー変形の場合の係数 p(z) の展開式との著しい類似性に注
目されたい（行列型の場合には Aab

j 達が変形の従属変数となるので，見かけの特異

点に対応する項は不要である）．このことから，H0 が τ に関する等モノドロミー

変形と関係があることが予想されるが，実際，河井の例と同様に H0 を

Hτ = H0 − 2η1

N∑

j=1

tjHj (22)

で置き換えれば τ に関する変形の Hamiltonianになることがわかる．
この場合の等モノドロミー変形の方程式はこれらの Hamiltonianの定める非自励

Hamilton系

∂Aab
j

∂tk
= {Aab

j ,Hk}, 2πi
∂Aab

j

∂τ
= {Aab

j ,Hτ} (23)

で与えられる．L(z) は

∂L(z)
∂tj

+
∂Aj(z)

∂z
+ [Aj(z), L(z)] = 0,

2πi
∂L(z)

∂τ
+

∂Aτ (z)
∂z

+ [Aτ (z), L(z)] = 0 (24)

という Lax方程式を満たす（Aj(z), Aτ (z) の形は少し複雑になるので省略する）．
このことから等モノドロミー性が従う．

4.4 Calogero-Gaudin型の等モノドロミー変形

すでに触れたように，Hitchin 系や WZW 模型の視点からトーラス上で素直に

Schlesingerの等モノドロミー変形の類似を求めれば，むしろ Calogero-Gaudin型
の例が得られる．実際，Korotkinと Samtleben[10]はトーラス上の SU(2) WZW
模型を介してそのような等モノドロミー変形の例を初めて見いだした．Levin と
Olshanetskyはこの結果を拡張して，一般の閉 Riemann面の上で（構造群 G も一

般にして）等モノドロミー変形を構成した．またその応用として，Maninの方程式
のトーラス上の等モノドロミー変形としての解釈を（ただしパラメータ αj が互い

に等しい場合に限って）与えた．

Calogero-Gaudin系とそれに対応する等モノドロミー変形の L-行列は次のような
形をしている（ただし，簡単のため G = SU(n) のベクトル表現の上で構成したも
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のを示している）：

L(z) =
n∑

a=1

(
pa +

N∑

j=1

ρ(z − tj)Aaa
j

)
Eaa

+
∑

a6=b

N∑

j=1

σ(qa − qb, z − tj)Aab
j Eab. (25)

Gaudin型変数 Aab
j に加えて Calogero-Moser型変数 qa, pa が現れていることに注

意されたい．ただしここでは，a, b は行と列の添え字であり，Eab は (a, b) 要素のみ
1 で他が 0 の行列である．σ(u, z) と ρ(z) は FelderとWieczerkovskiがトーラス上
のWZW模型の共形ブロックを記述するKnizhnik-Zamolodchikov-Bernard (KZB)
方程式の定義の際に用いた u, z-平面上の有理型函数で，Jacobiの ϑ-函数 ϑ1 を用

いて

σ(u, z) =
ϑ1(z − u)ϑ′

1(0)
ϑ1(z)ϑ(−u)

, ρ(z) =
ϑ′

1(z)
ϑ1(z)

(26)

と定義される．さらに係数の Cartan部分 Aaa
j に対して

N∑

j=1

Aaa
j = 0 (27)

という拘束条件を課す．このとき L(z) はトーラスの基本周期に沿って

L(z + 1) = L(z), L(z + τ) = e2πiQL(z)e−2πiQ (28)

というモノドロミー変換に従う．ただしここで Q = diag(q1, · · · , qn) と置いた．こ
れは背後にトーラス上の G-主束が存在する（q1, · · · , qn はそのモジュライ）ことを

示している．

この L(z) から出発して，等モノドロミー変形のHamiltonian（この場合も tj に

関する変形の Hamiltonian Hj と τ に関する変形の Hamiltonian Hτ がある）を定

義したり，Lax方程式を書き下したりすることができるが，上に述べた拘束条件の
存在のため，議論がかなり複雑になる．

5 Calogero-Moser型等モノドロミー変形

Calogero-Moser型の等モノドロミー変形の原型は Levinと Olshanetskyの仕事
[11]の中に現れるのだが，彼らの与えた例は，Calogero-Gaudin模型の特別な場合
には Gaudinスピンの自由度が消去できて Calogero-Moser系が得られる，という
事情に基づいている．実はそのように Calogero-Gaudin系の特別な場合として扱え
る Calogero-Moser系は限られており，特に，もともと単純 Lie群に対応していない
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BC 型の系（中でもManinの方程式と関係のある Inozemtsev系）は扱えない．彼
らがManinの方程式の取り扱いを特殊なパラメータの場合に限っているのは，それ
がちょうどこの特殊事情に当てはまる場合だからである．

そこで，さまざまな楕円型 Calogero-Moser系の Lax表示を構成するための統一
的な枠組みが望まれるわけだが，幸いにしてそのようなものが Bordner達の一連の
研究 [26] により開発された．なお，この研究の直前に D’Hokerと Phongによる同
様の研究 [27]が現れた．彼らの枠組みも使えなくはないが，残念ながら Inozemtsev
系が含まれていない．Bordner達の Lax表示はルート系の構造のみを用いて構成さ
れる（L-行列はルート系のWeyl群の表現空間に作用する）ので，BC 型のように

単純 Lie代数と対応しない場合も扱えるのである．
この Bordner達の Lax表示を援用することで様々な楕円型 Calogero-Moser系に

対応する等モノドロミー変形が構成できる [13]．特にこれは，すでに触れた河井の
定式化とは異なる形で，Maninの方程式のトーラス上の等モノドロミー変形として
の特徴付けを与える．以下にこの結果の要点を示す．

変形方程式自体は Hamilton 形式で説明する方が簡単である．実際，それは In-
ozemtsev 系と Maninの方程式の関係をそのまま他の楕円型 Calogero-Moser系に
敷延して得られるものである．すなわち，与えられた楕円型 Calogero-Gaudin系の
Hamiltonian （トーラスの基本周期は例のごとく 1, τ に正規化しておく）を H と
するとき，変形方程式は τ を時間変数とする非自励 Hamilton系

2πi
dqj

dτ
=

∂H
∂pj

, 2πi
dpj

dτ
= −∂H

∂qj
(29)

で与えられる．もとのCalogero-Moser系（τ は定数でそれとは独立に時間変数 t が

ある）の Hamilton表示で機械的に d/dt → 2πid/dτ という置き換えを行ったので

あるから，これは微分方程式としてはまったく別のものであるが，Hamilton構造
（相空間と Hamiltonian）は確かに同じである．
問題はこれがトーラス上の何らかの常微分方程式の等モノドロミー変形であること

を示すことであるが，Bordner達がもとの自励系のLax表示 dL(z)/dt = [L(z),M(z)]
のために構成した (L,M)-対 L(z),M(z)（ただしその構成に用いる基本的函数 x(u, z)
を前述の σ(u, z) × (−1) で置き換えておく）を用いて常微分方程式

dY

dz
= L(z)Y (30)

をつくれば，それが求めるものであることがわかる．実際，τ を時間とする上の

Hamilton方程式のもとで，L(z) と M(z) は

2πi
∂L(z)

∂τ
+

∂M(z)
∂z

= [L(z), M(z)] (31)

という形の方程式を満たすことが示せるが，これはまさしく等モノドロミー版の Lax
方程式である（M(z) は Calogero-Gaudin型やGaudin型の場合の Aτ (z) に相当す
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る）．このことと L(z),M(z) の複素解析的な性質（極の性質やトーラスの基本周
期に関するモノドロミー）から，τ についての変形が L(z) を係数とする上の常微
分方程式のモノドロミーデータを一定に保つことが従う．ちなみに，同様の議論は

D’Hokerと Phongが与えた Lax表示を用いても可能ではある．
こうして上の非自励 Hamilton系に対してトーラス上の等モノドロミー変形とし
ての解釈を与えることができる．

6 おわりに

以上のように，トーラス上の等モノドロミー変形にはいくつかの異なる型があり，

それぞれの特徴をもっている．特に，連立常微分方程式系に基づく例は可積分系や

共形場理論などと密接に関連している．そのような手掛かりなしにトーラス上の等

モノドロミー変形を構成するのはかなり難しいようにも思われる．

新たな等モノドロミー変形ができれば，当然，それをさらに詳しく調べるという

課題が待っている．たとえばKorotkin達 [14]はGaudin型の例に対して Schlesinger
変換を構成している．Maninは導いた方程式の言葉でPainlevé VI型方程式のアフィ
ンWeyl群対称性 [28]の説明を試みている．このようなことをさらに調べる必要が
ある．

「Painlevé-Calogero対応」にもまだ未知の側面が沢山あるように思われる．たとえ
ば，最近V型以下の方程式に対してもManinの非自励系の類似が存在することが明
らかになった [29]．面白いことに，それらは三角型（双曲型）や有理型の Inozemtsev
系 [17] にちょうど対応している．さらに，` > 1 の場合にも対応する Painlevé型
の方程式が存在するようである．それは Painlevé方程式の「多成分」版というべ
きもので，2` 個の正準変数 λ1, · · · , λ`, µ1, · · · , µ` によって定式化される（その点は

Garnier系 [3, 7]と似ている）．
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[4] M. Jimbo, T. Miwa. Y. Môri and M. Sato, Holonomic quantum fields —
the unanticipated link between dieformation theory of differential equations
and quantum fields, Lect. Notes. Phys. Vol. 126 (Springer-Verlag, 1980), pp.
119-142.
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