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1. はじめに 最近 Kricheverは複素代数曲線上のベクトル束の変形族を用
いて Lax方程式・零曲率方程式を構成する方法を示した [Commun. Math.
Phys. 229 (2002), 229–269]．そこでは曲線上の有理型函数の行列（もちろ
ん時間・空間変数にも依存する）によって Lax方程式や零曲率方程式を構成
する．これらの行列は「Tyurinパラメータ」と呼ばれるもので特徴付けられ
る構造をもつ．Tyurinパラメータは直線束と因子の間のよく知られた対応関
係をベクトル束に拡張したもので，種数 g の曲線 Γ 上の階数 r のベクトル
束の場合には，rg 個の点 γ1, . . . , γrg ∈ Γ とそれぞれに付随した rg 個の複
素方向ベクトル α1, . . . ,αrg ∈ Pr−1 からなる．ちなみに，γ1, . . . , γrg は等
モノドロミー変形やRiemann-Hilbert問題における「見かけの特異点」に相
当する．これらを力学的自由度として取り入れることによって Lax方程式や
零曲率方程式を構成できる，というのがKricheverの主張である．
以下ではこの構成法により得られる方程式（いわばソリトン方程式の「正
種数類似」）の一例を示し，それが佐藤理論の枠組でどのように位置づけら
れるかを明らかにする．説明を簡単かつ具体的にするためここでは g = 1 の
場合のみ考えるが，g > 1 の場合も原理的には同様に扱える．

2. AKNS階層の g = 1 類似 ここで扱う方程式はAKNS階層の正種数類
似と呼ぶべきもので，

[∂x −A(z), ∂tn −An(z)] = 0 (n = 2, 3, . . .) (1)

という Lax表示をもつ．A(z) と An(z) はトーラス上の gl(2,C) 値有理型函
数で（z ∈ C の２重周期的函数として扱う），次の解析的性質をもつ．

1. 極は z = 0, γ1, γ2 にある．ここで，γ1, γ2（前述の Tyurinパラメータ
の半分）は x, tn に依存する量である．

2. z = 0 において

A(z) =

(
z−1 u

v −z−1

)
+ O(z),

A2(z) =

(
z−2 + w3 z−1u + w1

z−1v + w2 −z−2 − w3

)
+ O(z), etc . . . . (2)



ここで u, v は通常の AKNS階層の従属変数に相当する量であり，ま
た，w1, w2, w3 はそれらと γ1, γ2 ならびに後述の α1, α2 から構成され
るやや複雑な量である（具体的な形はここでは省く）．

3. z = γs (s = 1, 2）において A(z) と An(z) は１位の極をもち，留数行
列は次のような形をしている．

Res
γs

A(z) = βs
tαs, Res

γs
An(z) = βn,s

tαs. (3)

ここで αs,βs, βn,s は x, tn に依存する２次元列ベクトルである．αs

（Tyurinパラメータの残りの半分）は t(αs, 1) という形に正規化して
おく．

A(z), An(z) はこれらの条件によって 一意的に定まり，Weierstrass の ζ 函
数を用いて具体的に表わすこともできる．零曲率方程式から u, v, γs, αs に対
する一連の発展方程式が導かれる（逆も言える）．

3. 佐藤理論への翻訳 V = gl(2,C((z))) および V− = gl(2,C[[z]]z) という
ベクトル空間対から佐藤Grassmannian

Gr = {W ⊂ V | W ↪→ V → V/V− の核と余核の次元は有限で同一 } (4)

をつくる．Tyurinパラメータの初期値 γ0
s = γs|x=tn=0, α0

s = αs|x=tn=0 に
よって次のような部分空間 W0 ∈ Gr が決まる．

W0 = {χ(z) ∈ V | χ(z) はトーラス上の gl(2,C) 値有理型函数で,

極は z = 0, γ0
1 , γ0

2 にある．γ0
s での極は１位で，留数行列は

Resγ0
s
χ(z) = (列ベクトル)(α0

s, 1) という形をしている．} (5)

W0 は「真空」と言うべきもので，Gr の big cellに属している（すなわち
W0 → V/V− は同型）．この真空に φ(z) = I + φ1z + φ2z

2 + · · · という形の
gl(2,C) 値 Laurent級数で着物を着せた部分空間 W = W0φ(z) ∈ Gr は上の
正種数AKNS階層の一般の解に相当する．時間発展は行列値指数函数の作用

W 7→ W exp
(
−

∞∑

n=1

tnJn(z)
)
, Jn(z) = z−nσ3, (6)

によって引き起こされる（t1 = xとみなす）．ここからほぼ通常の処方に従っ
て佐藤・Wilson形式や Lax形式の方程式が導かれる．
春の無限可積分系セッションでは Landau-Lifshitz方程式の階層について

同様の結果を報告した．性格の異なるこれらの方程式が佐藤理論によって統
一的に理解できることは大変興味深い．


