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筧1 とWillox2 は DKP階層（結合型 KP階層，Pfaff格子などの別名をもつ）の戸田
的類似を導入した．ここではそれを仮に（パフィアン的な戸田階層という意味で）Pfaff-
戸田階層と呼ぶことにする．そのτ函数は２個の離散変数 (s, r) と２系列の連続変数
t = (t1, t2, . . .), t̄ = (t̄1, t̄2, . . .) の函数 τ = τ(s, r, t, t̄) であり，∮

dz

2πi
zs′+r′−s−reξ(t′−t,z)τ(s′, r′, t′ − [z−1], t̄′)τ(s, r, t + [z−1], t̄)

+
∮

dz

2πi
zs+r−s′−r′−4eξ(t−t′,z)τ(s′ + 1, r′ + 1, t′ + [z−1], t̄′)τ(s − 1, r − 1, t − [z−1], t̄)

=
∮

dz

2πi
zs′−r′−s+reξ(t̄′−t̄,z−1)τ(s′ + 1, r′, t′, t̄′ − [z])τ(s − 1, r, t, t̄ + [z])

+
∮

dz

2πi
zs−r−s′+r′eξ(t̄−t̄′,z−1)τ(s′, r′ + 1, t′, t̄′ + [z])τ(s, r − 1, t, t̄ − [z])

(1)

という型双線形方程式に従う（正確に言えば，Willoxはこの方程式を少し修正したものを考
えている）．ここで左辺の積分路は z = ∞の周りを，右辺の積分路は z = 0の周りを一周
する単純閉路であり，ξ(t, z)と [z]は例によって ξ(t, z) =

∑∞
k=1 tkz

k, [z] = (z, z2

2 , z3

3 , . . .)
というものである．この双線形方程式からよく知られた手順によって無限個の広田型双
線形方程式を導出することができる．特に，最低次の方程式として

1
2
Dt1Dt̄1τ(s, r) · τ(s, r) + τ(s − 1, r)τ(s + 1, r) − τ(s, r − 1)τ(s, r + 1) = 0,

Dt1τ(s, r) · τ(s + 1, r − 1) + Dt̄1τ(s, r − 1) · τ(s + 1, r) = 0
(2)

が得られる．
荷電フェルミオン系 ψn, ψ∗

n とそのチャージ s の基底状態 〈s|, |s〉 を用いれば，(1) の
解は

τ(s, r, t, t̄) = 〈s + r | eH(t)ge−H̄(t̄) | s − r〉 (3)

という期待値で与えられる．ここで H(t), H̄(t̄) は戸田階層の場合と同じもの

H(t) =
∞∑

k=1

tkJk, H̄(t̄) =
∞∑

k=1

t̄kJ−k, Jk =
∞∑

n=−∞
: ψnψ∗

n+k

であるが，g はチャージを変える成分を含むクリフォード演算子，典型的には

g = exp
(∑

m,n

amnψmψ∗
n +

∑
m,n

bmnψmψn +
∑
m,n

cmnψ∗
mψ∗

n

)
である．ちなみに，l ∈ Z を固定するとき，τ(l + r, r, t, t̄) と τ(l − r, r, t, t̄) はそれぞれ
(t, r)と (t̄, r)に関してDKP階層（正確には神保・三輪のD′

∞ 型階層
3）のτ函数になる．

この階層に対して次のような結果を得た．
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1. 高次時間発展も含めて，補助線形方程式系全体の構造を明らかにした．t1, t̄1 に関
する補助線形方程式はWilloxが見出したものと一致する．

2. (1) から差分Fay等式（KP階層の微分Fay等式や戸田階層の差分Fay等式4に相当
するもの）を導出し，それが補助線形方程式系の母函数的表現であること（特に，
もとの階層そのものと同値であること）を確かめた．

3. 差分 Fay等式の無分散（準古典）極限を導出した．児玉と Pierce5 がDKP階層の
無分散極限に対して与えた「スペクトル曲線の変形方程式」としての解釈はこの場
合にも当てはまる．

詳細は講演の際に述べる．結果全体の要をなす差分 Fay等式は全部で６個あり，いずれ
も (1) の変数を特殊化することによって得られる．その一つは

t′ = t + [λ−1] + [µ−1], t̄′ = t, s′ = s + 1 , r′ = r

という特殊化（ λ, µ は任意パラメータである）によって得られるもので，

τ(s + 1, r + 1, t + [λ−1] + [µ−1], t̄)τ(s + 1, r, t, t̄)

= − µ

λ − µ
τ(s + 1, r, t + [µ−1], t̄)τ(s + 1, r + 1, t + [λ−1], t̄)

+
λ

λ − µ
τ(s + 1, r, t + [λ−1], t̄)τ(s + 1, r + 1, t + [µ−1], t̄)

+
1

λµ
τ(s + 2, r + 1, t + [λ−1] + [µ−1], t̄)τ(r, s, t, t̄), (4)

という等式になる．s′, r′, s, r の関係のみを少し変えた場合

t′ = t + [λ−1] + [µ−1], t̄′ = t, s′ = s , r′ = r + 1

からは

τ(s + 1, r + 1, t + [λ−1] + [µ−1], t̄)τ(s, r + 1, t, t̄)

= − µ

λ − µ
τ(s, r + 1, t + [µ−1], t̄)τ(s + 1, r + 1, t + [λ−1], t̄)

+
λ

λ − µ
τ(s, r + 1, t + [λ−1], t̄)τ(s + 1, r + 1, t + [µ−1], t̄)

+
1

λµ
τ(s + 1, r + 2, t + [λ−1] + [µ−1], t̄)τ(r, s, t, t̄), (5)

という等式が得られる．他の４個の方程式（紙幅が足りないのでここには書ききれない）
も同様に s, r, t, t̄ を適当にずらしたτ函数の積からなる４項双線形関係式の形をしてい
る．４項双線形関係式が現れるのは補助線形方程式が２成分波動函数に対する 2 × 2 行
列形式であること（DKP階層の場合と共通する特徴）とも関係している．スカラー形式
の補助線形方程式系をもつ戸田階層では差分 Fay等式は３項双線形関係式である．
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