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要旨 “resolved conifold”上の位相的弦理論に関連する溶解結晶模型
が Ablowitz-Ladik階層（あるいは，それと同値な Ruijsenaars-戸田
階層）の特殊解と対応することをτ函数と Lax形式の両面において
説明する．
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以前考えた溶解結晶模型

分配函数（3次元ヤング図形の重み付き数え上げに由来する）

Z =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)2Q|λ| =
∞∏

n=1

(1−Qqn)−n

ここで sλ(q−ρ) は無限変数のシューア函数 sλ(x) の

q−ρ = (q1/2, q3/2, . . . , qi−1/2, . . .)

における特殊値である．P は長さ無制限の分割全体の集合を表す．

この分配函数を離散変数 s ∈ Z と連続変数 t = (t1, t2, . . .) によって変
形したもの Z(s, t)は 1次元戸田階層の特殊解と関係する．（T. Nakatsu
and K. Takasaki, Comm. Math. Phys. 285 (2009), 445–468）
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今回考える溶解結晶模型

分配函数（resolved conifold上の位相的弦理論の振幅に由来する）

Z ′ =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ)Q|λ| =
∞∏

n=1

(1 +Qqn)n

Z における sλ(q−ρ)2 を sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ) （ tλ は λ の共役を表す）
に置き換えた形をしている．さらに Q→ −Q と置き換えれば，
resolved conifold上の位相的弦理論の振幅になる．

以下では，離散変数 s ∈ Z と 2系列の連続変数 t = (t1, t2, . . .),
t̄ = (t̄1, t̄2, . . .) による変形 Z ′(s, t, t̄) を考えて，それが
Ablowitz-Ladik（あるいは Ruijsenarrs-戸田）階層の特殊解と対応し
ていることを説明する．
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外部ポテンシャルを入れた分配函数

Z ′(s, t, t̄) =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ)Q|λ|+s(s+1)/2eΦ(λ,s,t,t̄)

Φ(λ, s, t, t̄) =
∞∑

k=1

tkΦk(λ, s) +
∞∑

k=1

t̄kΦ−k(s, λ),

Φk(λ, s) =
∞∑

i=1

qk(λi+s−i+1) −
∞∑

i=1

qk(−i+1) （発見的表示）

=
∞∑

i=1

(qk(λi+s−i+1) − qk(s−i+1)) +
1− qks

1− qk
qk

「発見的表示」の引算項はフェルミオン演算子の正規順序に由来する．
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フェルミオン

• フェルミオン生成消滅演算子 ψn, ψ
∗
n (n ∈ Z)

ψmψ
∗ + ψ∗

nψn = δm+n,0, ψmψn + ψnψm = ψ∗
mψ

∗
n + ψ∗

nψ
∗
m = 0

• チャージ s ∈ Z の基底状態 〈s|, |s〉 と励起状態 〈λ, s|, |λ, s〉 (λ ∈ P)

〈s| = 〈−∞| · · ·ψ∗
s−1ψ

∗
s , |s〉 = ψ−sψ−s+1 · · · | −∞〉

• 基本的なフェルミオン 2次形式

L0 =
∑
n∈Z

n:ψ−nψ
∗
n:, W0 =

∑
n∈Z

n2:ψ−nψ
∗
n:,

Hk =
∑
n∈Z

qkn:ψ−nψ
∗
n:, Jk =

∑
n∈Z

:ψ−nψ
∗
n+k:
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分配函数のフェルミオン表示

Z ′(s, t, t̄) = 〈s|Γ+(q−ρ)QL0eH(t,t̄)Γ′
−(q−ρ)|s〉

H(t, t̄) =
∞∑

k=1

tkHk +
∞∑

k=1

t̄kH−k,

Γ±(z) = exp

( ∞∑
k=1

zk

k
J±k

)
, Γ′

±(z) = exp

(
−

∞∑
k=1

(−z)k

k
J±k

)
,

Γ±(q−ρ) =
∞∏

i=1

Γ±(qi−1/2), Γ′
±(q−ρ) =

∞∏
i=1

Γ′
±(qi−1/2).
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2D戸田階層のτ函数との関係

定理 1 Z ′(s, t, t̄) は

Z ′(s, t, t̄) = exp

( ∞∑
k=1

qktk − t̄k
1− qk

)
τ(s, ι(t),−t̄)

と表せる．ここで τ(s, t, t̄) は

g = qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0Γ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−W0/2

という演算子で決まる戸田階層のτ函数

τ(s, t, t̄) = 〈s| exp

( ∞∑
k=1

tkJk

)
g exp

(
−

∞∑
k=1

t̄kJ−k

)
|s〉,

であり，ι は時間変数の交互反転 ι(t) = (−t1, t2, . . . , (−1)ktk, . . .) を
表す．
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定理 1の証明に使うもの

• 量子トーラス代数のフェルミオン 2次形式による実現

V (k)
m = q−km/2

∑
n∈Z

qkn:ψm−nψ
∗
n:

• Hk, Jk をその基底の一部とみなすこと

Hk = V
(k)
0 , Jm = V (0)

m

• Γ±(q−ρ), Γ′
±(q−ρ), qW0/2 による「シフト対称性」（随伴作用によ

り V
(k)
m の間に引き起こされる線形変換）

これらを用いて Z ′(s, t, t̄) を書き直す．やり方は以前の溶解結晶模型
の場合と同様である．
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Ablowitz-Ladik（Ruijsenaars-戸田）階層との関係

定理 2 上のτ函数に対する 2D戸田階層の Lax作用素 L, L̄ は

L = BC−1, L̄−1 = −CB−1,

B = e∂s − b, C = 1 + ce−∂s （b, c は s, t, t̄ の函数）

という因子分解された形をもつ．
系 このτ函数は Ablowitz-Ladik階層（あるいはそれと同値な Rui-
jsenaars-戸田階層）のτ函数である．

注意 有限階差分作用素の逆には 2通りの解釈が可能だが，ここでは
B,C のそれぞれの逆として B−1 = −b−1 + (e∂s の正べき),
C−1 = 1 + (e∂s の負べき) を考える．特に L 6= −L̄ である．
注意 定理 2のような Lax作用素の因子分解が Ablowitz-Ladik階層
への簡約（Toeplitz簡約）を特徴付けることは A. Brini, G. Carlet
and P. Rossi, Physica D241 (2012), 2156–2162 が示している．
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定理 2の証明に使うもの

• フェルミオン 2次形式の無限行列表示

X =
∑

i,j∈Z

xijEij ←→ X̂ =
∑

i,j∈Z

xij :ψ−iψ
∗
j :

• 対応する Γ±(q−ρ), Γ′
±(q−ρ) と g の無限行列表示（行列値の「量子

ダイログ函数」が現れる）

• 無限行列の分解問題による 2D戸田階層の解の特徴付け

• 「初期時刻」t = t̄ = 0 において分解問題の解と Lax作用素の具体
的な表示を求めること

• L, L̄ の因子分解された形が 2D戸田階層の時間発展によって保たれ
ること（Brini et al. 前掲論文）
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フェルミオン 2次形式の無限行列表現

基本的フェルミオン 2次形式と頂点作用素の Z× Z 行列表示は

L0 = ∆, W0 = ∆2, Hk = qk∆, Jk = Λk,

Γ±(z) = (1− zΛ±1)−1, Γ′
±(z) = 1 + zΛ±1

となる．ここで ∆,Λ は基本的差分作用素 s, e∂s に対応する行列

∆ =
∑
i∈Z

iEii, Λ =
∑
i∈Z

Ei,i+1

である．特に，Γ±(q−ρ), Γ′
±(q−ρ) は行列値量子ダイログ函数になる．

Γ±(q−ρ) =
∞∏

i=1

(1− qi−1/2Λ±1)−1, Γ′
±(q−ρ) =

∞∏
i=1

(1 + qi−1/2Λ±1).

これはシフト対称性に対する別の説明を与える．
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行列の分解問題による解の特徴付け

分解問題 与えられた可逆な Z×Z行列 U に対して次のような Z×Z
行列 W, W̄ を見出すこと
(i) W は下三角で，対角成分はすべて 1 である．
(ii) W̄ は上三角で，対角成分はいずれも 0 と異なる．
(iii) W, W̄ は次の等式を満たす．

exp

( ∞∑
k=1

tkΛk

)
U exp

(
−

∞∑
k=1

t̄kΛ−k

)
= W−1W̄ .

• W, W̄ から得られる Lax行列 $L = WΛW−1, L̄ = W̄ΛW̄−1 は 2D
戸田階層の Lax方程式系を満たす．2D戸田階層のすべての解が原理
的にはこのようにして捉えられる．
• 分解問題を実際に解くことは一般には難しいが，Z ′(s, t, t̄) の場合
には，初期時刻 t = t̄ = 0 における W, W̄ が具体的に求められる．
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