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要旨：�� ����	���� など，ある種の非線形可積分系は��������� 代数と深く関わりあっている．非線形

可積分系に付随する��������� 代数に注目することによって，新しい非線形可積分系を見いだしたり，様々

な非線形可積分系の間の見えない関係を探り当てることができる．そのような試みを ��� �� ����	����

や ���	 ����	���� の準古典極限，� � 自己双対重力の可積分変形，�!� �"成分 �� ����	���� の

#	����� 極限，の三つの話題について紹介する．

�$ なぜ ��������� 代数を考えるか？

非線形可積分系と ��������� 代数の関係は ��������� 代数（あるいはもっと具体的に �� や ��）

という言葉が物理学者によって導入される %�& よりも以前から実質的には知られていた % &．それが近年急に

注目されるようになったのは２次元量子重力理論の進展によるものである．実際，２次元量子重力理論，特

に位相的重力・共形場理論の研究では随所に非線形可積分系の技法や��������� 代数の概念が生かされて

いる %!&．逆に非線形可積分系研究の立場から見ても，２次元量子重力理論は新たな研究材料の宝庫なので

ある．

��������� 代数は非線形可積分系において基本的には�	��'���� 代数と同じ役割を果たす %(&．た

だ，関与する方程式のタイプは異なる．既知の非線形可積分系の大部分を占めるのはソリトン現象を記述

する方程式（ソリトン方程式）である．その中でも特に１＋１次元の方程式（代表的なものとして ��)，

非線形 ����*�������+ �����,�����+ -�����-	
 ����	
 ��
�+ などの方程式がある）はそれぞれ固有の

�	��'���� 代数を伴っていて，この �	��'���� 代数によって方程式の基本的構造が規定されている．

これに対して�� ����	���� のようなタイプのソリトン方程式はより普遍的なもので，�	��'���� 代数

に対応するいろいろなソリトン方程式を特殊化（���.�����）として含んでいる．��������� 代数はこれ

らの普遍的なソリトン方程式に現れるのである．

さらに ��������� 代数は自己双対重力（真空中の自己双対 �������� 方程式）にも現れる %/&．自己

双対重力は，自己双対 0	���'�

� 方程式と同様，高次元（４次元または２＋２次元）の非線形可積分系と

� � �



して知られている．その可積分性は従来，ソリトン方程式とはかなり異なる枠組（�1����� 理論）の中で理

解されてきた．また，そのことを反映して，��������� 代数自体も �� ����	���� に現れるもの（��

代数）とは異質のもの（�� 代数）である．しかしながら，とにかく��������� 代数という共通言語のお

かげで自己双対重力とソリトン方程式を比較研究できるのである %2&．しかも面白いことに，自己双対重力

は４次元の � 3  超弦理論の物理的状態の運動方程式としても現れる %4&．その意味で２次元量子重力と

も（間接的にではあれ）ある意味で関係している．

このように，��������� 代数という視点からさまざまな非線形可積分系を眺めると，�	��'���� 代

数とはまた一味違った世界が見えてくる．上に述べた例が示すように，��������� 代数に関係するのはな

んらかの意味で普遍的な，あるいは高次元的な非線形可積分系である．そのような方程式は今のところごく

小数しか知られていないが，工夫次第でいろいろ新しいものを見つけられるのではないかと思う．例えば，

既知の方程式に付随する ��������� 代数を適当に 5変形6 することによって別の方程式を導き出すことが

できれば，それが新しい可積分系になるかも知れない．あるいはまた，既知の方程式の間の新たな関係を同

様にして見いだせるかも知れない．この論文ではそのような試みをいくつか紹介する．

 $ ��7���	 ����	���� の準古典極限

ここでは �� ����	���� に話を絞るが，基本的に同じことが ���	 ����	���� についてもいえる．

�� ����	���� の定式化は通常 #	8 形式と呼ばれるものから出発する．#	8 形式とは非線形方程式

系を量子力学の 9�������� の運動方程式によく似た形に書き直したもので，通常は �
	��� 定数を１に

おくのだが，準古典極限を考えるにはむしろ �
	��� 定数をあらわに残しておく方が都合がよい．そのよう

な定式化では �� ����	���� の #	8 形式はつぎのようになる．
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ここで �	�� は１変数 � に関する次のような（形式的）擬微分作用素ならびに微分作用素である．
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［5 � ��� 6 は �� 3 ���� の非負巾部分への射影をあらわす］．� は �� と同一視してもよい．

ここでさらに � の係数達が :�� < において滑らかな極限をもつ
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と仮定する．このとき新たな変数 � を導入して（形式的） #	.���� 級数
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ならびに多項式
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［5 � ��� 6 はここでは � の非負巾部分への射影をあらわす］をつくると，上の #	8 方程式系からの帰

結として準古典的 #	8 方程式系
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が導かれる．ここで 5 � 	 � 6 は ��	 �� に関する ������� 括弧
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である．こうして得られる準古典的 #	8 方程式系は無分散 �� ����	���� と呼ばれる %=&．

通常の量子力学と古典力学の対応を思い出せば，上のように�� ����	���� の #	8 方程式系から準

古典的 #	8 方程式系が出てくることは直ちに納得されるだろう．量子力学での正準共役対 �:���	 �� から

なる ����>	
� の交換子は古典力学の正準共役対 ��	 �� からなる ����>	
�（つまり２次元相空間上

の函数）の ������� 括弧に

%:���	 �& 3 :� �� ��	 �� 3 � �=�

という基本関係によって対応する．#	8 方程式の交換子が:�� < の極限で ������� 括弧に化けることは

このことによっている．��������� 代数の言葉で言えば，ここで量子論的 ��������� 代数 �� から古

典論的��������� 代数 �� への 5縮約6 が起きているのである．今の場合 �� は擬微分作用素によっ

て実現されている：
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これをいわゆる 5スペクトルパラメータ6 � についての @�.���� ���� で見れば，#	.���� 級数係数の

微分作用素による実現になる：
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準古典極限においてこれは ������� 代数へと移行する：

�� �
�
����

�
	 ��	 �� 3 �� ����

ここに現れた ��	 �� は前述の ��	 �� とは別のもので，実は � とその正準共役変数 � に相当す

る．� は
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という形の #	.���� 展開をもち，準古典的 #	8 方程式系
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ならびに正準共役条件
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を満たすものとして定義される．（�� ����	���� 自体においてもこの� に相当するものがあり，そこから

これらの方程式を引き出すこともできる．）この正準共役対 ��	�� を用いることで，無分散 �� ����	����

の �1����� 理論をつくることができる %?&．それは自己双対重力の �1����� 理論とよく似ているが，その

場合の �1����� 空間が複素３次元であるのに対して，今は 複素２次元の 5�����1�����6 空間と呼ばれ

るものが現れる．このように非線形可積分系の立場から突き詰めて行くと，�1����� 理論の本質は実は面積

保存微分同型または正準変換のなす群（その #�� 代数が �� である）におけるある種の A	�����B	����

（C���	���9�
��� 問題）にあることがわかる %2&．こうして無分散 �� ����	���� を仲介として ��

����	���� と自己双対重力が比較可能になるわけである．

しかしながら，きちんと比較してみると，実は無分散 �� ����	���� に現れる ��������� 代数と自

己双対重力に現れる ��������� 代数は全く異質のものであることもわかる．実際自己双対重力では，次節

でも触れるように，ある意味で前述の正準共役対 ��	 �� のうちの � （つまり通常のスペクトルパラメー

タ）だけが残り，その代わりに別の正準共役変数対 ��	 �� に関する古典論的��������� 代数
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�
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が現れる．（前述の �� と区別するため添字の 5� 6 を上に付けた．その意図は後で明らかになる．）そし

て � をループ変数にする �� のループ代数

��� 3 �%�	 ���&	 �� 3
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が理論を特徴付ける #�� 代数になる．

!$ 自己双対重力の '��	
 代数による可積分変形

自己双対重力の可積分性を論じるには，局所的表現として'�������-D��� 型の方程式（物理学者は �
��

	���� 方程式と呼ぶ）
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を用いるのが便利である．ここに E は �*	�
�� -������	
 に相当する未知函数である．この方程式は ��	 ��

に関する ������� 括弧
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を用いて
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と書くことができる．［�F�	 F�� に関する ������� 括弧でも同様な表現が得られるが，今は上の表現を考え

る．］ここにおいてすでに前述の �� の構造が見えていることに注意されたい．
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さらに，前述のようにスペクトルパラメータ � を導入すればこの場合の #	8 方程式系に相当する微分

方程式系
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（
 	� は ��	 �	 F�	 F�	 �� の函数）が得られる．この方程式と無分散 �� ����	���� の ��	�� に対する

方程式がよく似た構造をもつことに注意されたい．この方程式によって補助変数を定義すると 自己双対重力

の �1����� 理論を A	�����B	���� の形式に翻訳することができるのである．無分散 �� ����	���� との

大きな違いは，ここでは正準共役変数以外に � というループ変数が現れていることである．前述のループ代

数 ��� はここに由来する．

次に，このループ代数を 5 量子変形 6 することを考える．ここで �� ����	���� と無分散 ��

����	���� の関係 �
�� ����	����
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を思い出して欲しい．他方，すでに注意したように，無分散 �� ����	���� と 自己双対重力は大変よく似

ている．これらのことを考え合わせると，�
G

���
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自己双対重力
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という関係で自己双対重力と結ばれる方程式があるのではないか？と思われてくる．ここで �� は ��

からの変形として得られるなんらかの量子論的 ��������� 代数である．

この 5G6 の位置に入るべき方程式がすでに見いだされている %�<&．これは ��	 �� に関する �������

括弧 � 	 � を'��	
 括弧
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である．ただしここで � �� は ��	� 積
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である．この ��	� 積 は幾何学的量子化の理論では昔から知られていたもので %��&，その実体は ���
 順

序で書いた量子力学の ����>	
�（あるいは微分作用素）の合成規則に他ならない．従って非可換で結合

的な積を定義するし，その交換子は量子論的��������� 代数の一つの実現を与える．我々が �� の実現

として選ぶのはこの代数である：
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この場合の #	8 方程式に相当するのは方程式 � <� において ������� 括弧を '��	
 括弧に置き換えた

ものである．そしてそのことに基づいて '��	
 代数変形された �
�	���� 方程式の可積分性を示すこと

ができる %� &．

同様の可積分系は任意偶数次元の ������� 括弧からもつくれる．（�
�	���� 方程式にあたるものは

連立系になる．）そのようにして得られるのは自己双対重力の一種の高次元（４の倍数次元）版で，幾何学的

には ��-����*	�
�� 幾何学と呼ばれるものに他ならない．'��	
 括弧も任意偶数次元で定義できて，そ

れを用いれば４の倍数次元の �
�	���� 方程式に対する可積分変形が得られる．

ところで無分散 �� ����	���� には ��	 �� あるいは ��	 �� という変数があり，他方，自己双対重力に

は ��	 �	 �� という変数がある．（それぞれの �1����� 理論を比較すると %2&，自己双対重力では � 3 � 3 �

と考えてよいことがわかる．）それならば ��	 �	 �	 �� と言う４つの変数を全部含む理論はつくれないだろう

か？もしもそれがつくれるのならば，今まで議論した可積分系を全部特殊化として含むような最も普遍的な

可積分系になるはずである．次節ではこの問題を考える．

($ �"成分 �� ����	���� の #	����� 極限

�� ����	���� や無分散 �� ����	���� に ��	 �� という変数を取り込むために 
	����� 
���� の考え

方を利用する．その基本的なアイディアは �
��� や �
�� � が 
� の極限において ��������� 代数

に化ける，

�
��� ��
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という主張に基づく %�!&．（�� と �� のいずれが現れるかは極限移行の際のパラメータの調節の仕方に

よって違ってくる．）�
��� の代わりに �
��� を考えると �����	
 �
����� が付け加わるだけのことだ

から，

�
��� ��
���

'��	
���	����������

（���� 3  ）ということになる．（定数函数の部分が �����	
 �
����� にちょうど対応する．）従って，

もしも考えている系が �
�� � 対称性をもつならば 
	����� 
���� によって余分の２個の次元を生成するこ

とができる可能性がある．実際，そのようにして４次元の自己双対重力を２次元の �
��� 対称な非線形σ

模型（�����H.����������� 項のみからなる #	��	���	� をもつ）の 
	����� 
���� として導き出せ

ることが指摘されている %�(&．

同じアイディアを �� ����	���� に適用すれば高次元化が得られるだろうと期待される．そのため

�
��� または �
��� の内部対称性をもつ �� ����	���� が必要である．そのような �� ����	���� は

実は 5� �成分 �� ����	����6 としてすでに知られている %�/&．これは �� ����	���� の理論に現れる

様々な擬微分作用素を� �� 行列係数のものに置き換えたものと思ってよい．�� ����	���� の理論に

おいては #	8 作用素よりも基本的なものとして �������� 作用素 と呼ばれるものがある．それは :� 3 �

の通常の定式化では
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という形をしていて #	8 作用素と
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という関係で結ばれ，それ自体は
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という方程式で時間発展する．� �成分 �� ����	���� では係数 �� 達が � �� 行列になるというわけ

である．このような � �成分 ����	���� に対応する ��������� 代数は��
� 代数と呼ばれるものになる

%�2& %�4&．（その他にも時間変数の入れ方が �� よりも細かくなる，複数個の #	8 作用素が必要になる，な

どいろいろ違いが出てくるが，いまはこれ以上の詳細に立ち入らない．）

��
� の 
	����� 極限もすでに議論されていて %�2&，４次元の �������代数 ����������+ ���� 3

(+ が極限として現れることが指摘されている．極限移行のパラメータを調節すれば'��	
 代数'��	
���

も得られると思ってよいだろう．この２種類の 
	����� 
���� をそれぞれ���+ ��
� と書くならば，
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という図式が得られる．あるいは具体的に生成系を与えれば
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ただし，前者は '��	
 代数係数の擬微分作用素としての交換子によって，また後者は ��	 �	 �	 �� を４次

元の正準座標系とみなして
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という ������� 括弧で #�� 代数の構造を入れている．自己双対重力に現れるループ代数 ���+ ���

は �! � の表示では � を含まない生成元のつくる部分代数と同一視できる．また，それらを �
��� ないし

�
��� のループ代数の 
	����� 
���� とみなすこともできる：

������ ��
���

���	 ���� �!(�

これがまさしく２次元の可積分系から４次元の自己双対重力を引き出すことに相当する．ここに現れる ��

������� 代数を��+ �� というように書いて ��+ �� と区別している理由もいまや明らかであろう．

こうして我々の求めていた４個の正準変数 ��	 �	 �	 �� あるいはその量子力学版 ���	 �	 �	 �� が ��
�

の 
	����� 
���� に伴って自然に現れてくることがわかった．対応する ����	���� の構成の手掛かりも

すでに上の考察の中に見えている．つまり，�� ����	���� のレベルで言えばスカラーまたは行列係数の

擬微分作用素の代わりに '��	
 代数係数の擬微分作用素を考えればよいのである %�=&．例えば ��������

�-��	��� としては
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というものをとり，係数（:�	 �	 �	 �	 � のスカラー値函数）の代数的演算（和および積）は '��	
 代数（正確

には ��	� 積代数）の意味で考える．#	8 作用素についても同様である．従って一見本来の �� ����	����

� � �



と同じに見えるが，係数は非可換な量である．さらに，�� ����	���� の場合と同様の準古典極限の処法

（�� � :���+ �� � :��� の置き換えを施す）により，��	 �	 �	 �� の ������� 代数に基づく ����	����

（無分散 �� ����	���� の高次元化）が得られる．明らかに，この ����	���� の構成はそのまま一般次元

の '��	
 代数や ������� 代数に拡張できる．

実際には，� �成分 �� ����	���� においてすでにそうであったように，時間変数（I�1）の入れ方

や #	8 作用素の用意の仕方なども１成分 �� ����	���� の場合とは違ってくる．具体的な説明は省くが，

面白いことに，����	���� を構成する I�1 の選び方には少なくとも次の二種類が可能である：

�� �� ����	���� と同様の可換な I�1 の組

 � ある種の非可換な I�1 の組

前者は通常のソリトン理論の I�1 の拡張であるが，後者は以下に述べる ������	��� のもとで自己双対重

力の '��	
 代数変形に帰着する．つまり，自己双対重力における２個の I�1（変数 F�+ F� を 5時間変数6

とするは）実は非可換なのである．（もっともこれは例えてみれば9�������� 代数のような非可換性で，ほ

とんど可換と言ってもよいものではある．）

自己双対重力の '��	
 代数変形に対応する解は

���

��
3 <	 
 3 �	  	 � � � �!2�

という ������	��� で特徴づけられる．このときには � において �� � � という置き換えを行って

� ��� 3 � ;
��
���

���
�� �!4�

という #	.���� 級数をつくり，それを使って理論を再構成できる．これは � �成分 �� ����	���� の理論

でもよく知られたことで，その場合には非線形 ����*������� 方程式などを含む ��J��H� ��
�1��B�

�	.-�J�1�

����.��H	��	��>���		�� 理論の拡張が得られる．対応する #�� 代数がすでに現れた

������ などのループ代数（�	��'���� 代数）に他ならない．すでに注意したように，その 
	�����


���� が ��� や��� を与えるのであるから，自己双対重力はある意味で ��J��H� 理論の 
	�����


���� と見なせるわけである．こうして２次元の可積分系から 
	����� 
���� によって自己双対重力を導

出することができる．ただしうるさく言えば I�1 としてはもとのソリトン方程式系とは違うもの（前述の

ように非可換）を選び直さなければならない．

� � �



/$ まとめ

この論文では ��������� 代数の視点からある種の非線形可積分系を系統的に取り扱う試みを紹介した．そ

のような方程式はそれぞれ固有の ���������� 代数を伴っている．これらの ��������� 代数を比較した

り，変形などの操作によって別の ��������� 代数に置き換えてみることによって，さまざまな方程式の間

の関係を明らかにすることができる．またそれによって新しい方程式を見いだせる場合もある．そのための

いくつかの技法を見てきた．

これまでに扱ったいくつかの方程式（ならびに対応する��������� 代数）の位置関係は次ページのよう

な図にまとめてみるとわかりやすいのでないかと思う．この図の出発点には �� ����	���� とその無分散極

限（���-������
��� �� ����	����）がある．�� ����	���� を多成分化することによって，���������

代数も �� から ��
� に拡張される．ここで ��依存性を落として �� � � という置き換えを行えば

��J��H� 理論（それは１＋１次元ソリトン方程式の一族を与える）になり，��
� は ������ などの

�	��'���� 代数に縮小される．ここで 
	����� 
���� をとれば（実は I�1 のタイプが違うので，それ

も取り替えねならないのだが），自己双対重力とその'��	
 代数的変形を得る．対応する ��������� 代

数は ��� や ��� である．他方，� �成分 �� ����	���� において先に 
	����� 
���� をとれば高

次元化 された �� ����	���� に到達する．その ��������� 代数は ��
� や ��� である．ここから ��

依存性を落として �� � � という置き換えを行えば再び自己双対重力とその '��	
 代数的変形に到る．

さらに，本文中では省いたが，高次元化された �� ����	���� の� �成分理論を考えることもできる．

そのためには �������� �-��	��� の係数を '��	
 代数の行列要素をもつ � � � 行列に置き換えれば

よい．対応する ��������� 代数は 5����
� 6 と呼ぶべきものである．そこから � 以外の空間変数への依

存性を落とせばもとの � �成分�� ����	���� に戻る．また別の ���.�����（具体的な手順は省く）を行

うと，自己双対 0	���'�

� 方程式や ������
�� ����	����（自己双対 0	���'�

� 方程式の２＋１

次元への ���.����� に関係する）などの高次元可積分系を引き出すこともできる．このように，この図の

最上段に位置する ����	���� は既存のソリトン方程式と高次元可積分系のいわば 5統一理論6 を与えるも

のであることがわかる．

今のところこの 5統一理論6 を与える 高次元化 された �� ����	���� がどのような物理的応用をもつ

のかまだよくわからない．一つの可能性として，ソリトン方程式と自己双対重力がともに自然な形で含まれ

ているので，２次元量子重力理論と４次元の � 3  超弦理論とを直接につなぐ手掛かりとなるかも知れな

い．また別の可能性として，位相的共形場理論や弦理論，特に � 型以外の #	��	.�,��B.�� 模型 %�?&

への応用があるかも知れない．なぜなら，� 型 #	��	.�,��B.�� 模型は１個の #	��	.�,��B.��

場しか含まず，それがちょうど無分散 �� ����	���� の変数 � に対応しているのだが，� 型以外では２

個以上の場が現れるからである．それを高次元化 ����	���� の �	 �	 � � � と解釈して扱えると面白いと思

う．このような応用例は（本当につくれるならば）大変貴重である．特に，τ函数の概念をこの ����	����

に対してどのように定義したらよいか（現在のところ不明）という問題に対して，そこから何らかの手掛か

りを得ることができるだろう．

（１９９３年２月）
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