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Matrix-tree theorem（行列と木の定理）はグラフの全域木の個数がグラ
フに付随するある行列の行列式として表せることを主張する．この定理の
原型は 19世紀半ばの Sylvester, Borchardt, Kirchhoffの論文の中に見出
せる．Sylvesterと Borchardtはグラフ理論とはまったく別の問題に由来
する行列式を論じたのだが，結果としてそこにグラフ理論的内容が隠れて
いた．Borchardtの論文のグラフ理論的意味を明らかにしたのは木の数え
上げに関する後年のCayleyの研究である．また，Kirchhoffは電気回路の
方程式の解をCramerの公式によって行列式の比として表し，それらの行
列式の展開項を回路グラフの言葉で説明した．特に分母の展開項は回路グ
ラフの全域木（正確に言えばその補集合）に対応する．それ故に行列と木
の定理はKirchhoffの定理と呼ばれることもある．その後，Maxwellの有
名な電磁気学論考の第 3版（Maxwellの死語に J.J. Thomsonを編者とし
て出版された）に同様の内容が第 VI章付録として付け加わり，Maxwell

の公式としても知られるようになった．ただし，そこで用いられている行
列（グラフのラプラシアンの部分行列）はKirchhoffの行列とは別のもの
であり，そこには公式の数学的証明も Kirchhoffの論文への言及もない．
今日では行列と木の定理はMaxwell流にグラフのラプラシアンを用いて
定式化される．その証明は 20世紀半ばの Tutteらの論文によって完成し
たと思われる．
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全域木 ( Manning tree)
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ラプラシアン 行列
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行列 と木の 定理 ( Matrix- Tree theorem )

L の (ii) 余因子 いぼ det L" は

、
Lから i行 と j 列 を

グラ つ の 全域木の 個数に 等しい 。 除去 した 行列

注意 ゼロサム性 点 L ij = 0 , 点 Lij = 0 によって

余因子 の 値は i , j n よら ない 。 また det L = 0 である。
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行列 と木 の 定理 (重みつ き )

重みつきラプラシアン行列 L = (Lip if を

L ij = {
-Wij

= - Wii ( じ もう )

を Wi に し た J )
k# i)

と 定めれば
,

い)ぼ deiじ ' = 三 T w ij
T :全域木 diNP :Tの辺
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行列 と 木の 定理の 歴史

原型

で
} 数学

}
工学
物理学

厳密 な証明 は Brooks, Smith , Stone , Tu the (1940) によって完成
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Moon " Country ldelled Trees
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o Sylvester と Bernhardt は 変数変換や終結式に 関連して

ある種の行列式 の展開項を考察した
。 そこ に は まだ グラっ

理学侖 の 考え方 は 見出せないが 、 尾間項の特徴を 述べた主張は

行列 と 木の定理 の 原型 とみなせる 。 後に Cay leg は BOrchardtの

結果を 木の 数え上げの 観点から 解釈 している
。

注意 : この 行列 式 はゼロサム性 を もつ 行列 の余因子

であるが、 行列 には グラフ理論的意味は全く ない
。
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• Kirchhoff と Maxwell は ともに 電気回路の方程式を Gamer

の 公式によって 解き 、
分子 と分母の 行列式の 展開項を 回路の

グラフ の ことばで説明 した 。 特に 、
分母 の 展開公式は

行列 と 木 の 定理 (重みつ き ) に相当する 。

ただし、 Ki rchhoff はラプラシアン行列 とは 別の行列 を 考えた 。

ラプラシアン行列 は Maxwell の 本 に 登場する 。 ときどき

ラプラシアン行列 を Kirchhoff行列 と 呼ぶ文章に 出会 3が
、

-適切な 呼び名 とは 思えない 。

.



PP 10 - 11 Airch hoff 行列 」 、

「 Kindof の定理」 が使われている

論文の例

PP 12 - 13 BOrchard の 1 8 6 0 年 の論文 から PP 119,121 抜粋

PP 14 - 15 Cm leg の 1 8 89 年 の 論文かSpp 893.895抜粋

p 16 Sylvester の 1 8 57 年 の 論文か 3 P 76 抜粋

PPI t - 1 8 Kirvhhoff の 1 847 年 の論文 (英訳1 から PP 1967-1968抜粋

pp 1 9 - 20 Maxwell の 1 89 2 年 の 本 から PP 404,409 抜粋
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まとめ

Kirchhoff : ラプラシアン行列 とは 別 の 行列 を用いて

1847 回路方程式 を定式化 し
、 解の組合せ論的

記述を 示した。

_

Maxwell : ラプラシアン行列 を 用い て 回路方程式を

1873,1892 定式化 した 。 死後 に 出版された第 3版 には

その解 の 組合せ論的記述が付録として

書き 加えられている。
特に 、 分母 の 公式 は

行列 と 木の 定理 (重みつき ) そのものである 。
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Sylvester : ある 種 の 行列式 の 展開 の項数が
1 85F (nt 1 )

M である ことを指摘 した
.

BOrchardt : ある種の 行列式 n ついて 行列 と木の 定理
1860 の原型 を 示した (証明は 怪しい )

.

Casey i Bernhardt の論文の 結果を 木の 数え上げ
1889

として 解釈 した。


