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Abstract

波数空間への２通りのフーリエ変換とBerry位相などについてまとめる．

1 ２つの基底

実空間から波数空間へのフーリエ変換は２通りの記述がある．流れと記法は，ほぼ桛栱桝に従う．

1.1 実空間基底

実空間位置rにおける複素フェルミオン（単に電子と書く）の生成演算子を

c†l 栨r栩 栨栱栩

と書く． lは内部自由度を表す．電子の位置rはr 栽 R 栫 栁rと分離され， Rは単位胞の中心座標，
栁rはRからの変位ベクトルである． 栱粒子状態を

|r, l〉 栽 c†l 栨r栩 |桶桡档〉 栨栲栩

で導入する． Gを空間群とする．要素g ∈ Gは桓桥桩桴桺表記で

g 栽 {pg|tg}, g 栺 x 7→ pgx栫 tg 栨栳栩

と書かれる． pgは点群作用を表す直行行列．電子の生成演算子に対して

桞gc†l 栨r栩桞g
−1 栽 c†l′栨pgr 栫 tg栩D

int
l′l 栨桛g桝栩, 栨栴栩

桞g |r, l〉 栽 |pgr 栫 tg〉Dint
l′l 栨桛g桝栩 栨栵栩

と作用する．ここでDint
l′l 栨g栩は内部自由度の変換性を表すユニタリ行列であり， g ∈ Gの点群部分のみ

に依存する．行列Dint
l′l 栨桛g桝栩は点群の何らかの射影表現である．

Dint栨桛g桝栩Dint栨桛h桝栩 栽 zint
[g],[h]D

int栨桛gh桝栩, zint
[g],[h] ∈ U栨栱栩. 栨栶栩

１粒子状態{|r, l〉}r,lが張る案桩桬桢桥桲桴空間において，２つの位置演算子桞r, 桞R,栁桞r 栽 桞r − 桞Rを

桞r |r, l〉 栺栽 r |r, l〉 , 栨样栩

桞R |R栫栁r, l〉 栺栽 R |R栫栁r, l〉 , 栨核栩

栁桞r |R栫栁r, l〉 栺栽 栁r |R栫栁r, l〉 栨根栩

で定義する．ここで， 桞R,栁桞rは位置rの電子が属する単位胞Rの選び方に依存することに注意する．ま
た，格子ベクトルaの並進{栱|a} ∈ Gに対して，並進演算子を特に

桞Ta |r, l〉 栽 |r 栫 a, l〉 栨栱栰栩

と書く．

栱



1.2 波数空間基底１：BZで周期的でない基底

１粒子状態における基底として，

|k,栁r, l〉 栺栽 栱√
N

∑
R

|R栫栁r, l〉 eik·(R+∆r) 栽
栱√
N

∑
R

eik·r̂ |R栫栁r, l〉 栽 eik·r̂ |k 栽 栰,栁r, l〉 栨栱栱栩

を導入する．ここでNは単位胞の数． kは並進演算子の固有値である．

桞Ta |k,栁r, l〉 栽
栱√
N

∑
R

|R栫 a栫栁r, l〉 eik·(R+∆r) 栨栱栲栩

栽 |k,栁r, l〉 e−ik·a. 栨栱栳栩

波数の並進演算子は

eik
′·r̂ |k,栁r, l〉 栽 |k 栫 k′,栁r, l〉 栨栱栴栩

で与えられる．特に，Gを逆格子ベクトルとし，逆格子ベクトルの並進は

eiG·r̂ |k,栁r, l〉 栽 |k 栫G,栁r, l〉 栽 |k,栁r, l〉 eiG·∆r 栨栱栵栩

となる．対称性作用と同じ形式でこのように，基底|k,栁r, l〉は桂桚で周期的ではない．空間群作用は

桞g |k,栁r, l〉 栽 栱√
N

∑
R

|pgR栫 pg栁r 栫 tg, l
′〉Dint

l′l 栨桛g桝栩e
ik·(R+∆r) 栨栱栶栩

栽
栱√
N

∑
R

|R栫 pg栁r 栫 tg, l
′〉Dint

l′l 栨桛g桝栩e
ipgk·(R+pg∆r) 栨栱样栩

栽
栱√
N

∑
R

|R栫栁r′, l′〉DSL
∆r′,∆r栨桛g桝栩D

int
l′l 栨桛g桝栩e

ipgk·(R+∆r′−tg) 栨栱核栩

栽 |pgk,栁r, l〉DSL
∆r′,∆r栨桛g桝栩D

int
l′l 栨桛g桝栩e

−ipgk·tg 栨栱根栩

となる．ここで栁rの足を持つ置換行列DSL
∆r′,∆r栨桛g桝栩を

DSL
∆r′,∆r栨桛g桝栩 栽

{
栱 栨栁r′ 栽 pg栁r 栫 tg 桭桯桤桵桬桯 桬桡桴桴桩档桥 桶桥档桴桯桲桳栩
栰 栨桯桴桨桥桲桷桩桳桥栩

栨栲栰栩

によって導入した． DSL栨桛g桝栩は置換行列なので乗数系は自明

DSL栨桛g桝栩DSL栨桛h桝栩 栽 DSL栨桛gh桝栩 栨栲栱栩

に注意．単位胞内の自由度をまとめてα 栽 栨栁r, l栩と書き， D栨桛g桝栩 栽 DSL栨桛g桝栩 ⊗Dint栨桛g桝栩を導入する．
D栨桛g桝栩 栽 Dαβ栨桛g桝栩はkに依存しない．

Ug栨k栩 栽 e−ipgk·tgD栨桛g桝栩 栨栲栲栩

と書くと

桞g |k, α〉 栽 |pgk, β〉Ugβα栨k栩 栨栲栳栩

と書ける．行列Ug栨k栩間の栢乗数系栢は

Ug栨phk栩U
h栨k栩 栽 e−ipgphk·tgDSL栨桛g桝栩⊗Dint栨桛g桝栩× e−iphk·thDSL栨桛h桝栩⊗Dint栨桛h桝栩 栨栲栴栩

栽 zint
g,he

−ipghk·(tg+pgth)DSL栨桛gh桝栩⊗Dint栨gh栩 栨栲栵栩

栽 zint
g,he

−ipghk·(tg+pgth−tgh)Ugh栨k栩 栨栲栶栩

栲



となる．空間群の定義より，tg栫pgth−tghは桂桲桡桶桡桩桳格子の元である．よってU栨栱栩位相e−ipghk·(tg+pgth−tgh)は桂桚で
周期的．逆格子ベクトルの並進も

|k, α〉 栽 |k 栫G, β〉Vβα栨G栩 栨栲样栩

と書こう．ここで

Vα′α栨k栩 栽 V∆r′l′,∆r,l栨k栩 栺栽 e−ik·∆rδα′α 栽 e−ik·∆rδ∆r′,∆rδl′l 栨栲核栩

を導入した．

V 栨k 栫 k′栩 栽 V 栨k栩V 栨k′栩, V 栨−k栩 栽 V 栨k栩−1 栨栲根栩

に注意．後の計算でV 栨G栩とD栨桛g桝栩の関係が必要になるのでここで計算しておこう．

桞g |k, α〉 栽 桞g |k 栫G, β〉Vβα栨G栩 栽 |pg栨k 栫G栩, γ〉Ugγβ栨k 栫G栩Vβα栨G栩 栨栳栰栩

一方で，

桞g |k, α〉 栽 |pgk, β〉Ugβα栨k栩 栽 |pgk 栫 pgG, γ〉Vγβ栨pgG栩Ugβα栨k栩 栨栳栱栩

よって，

Ug栨k 栫G栩V 栨G栩 栽 V 栨pgG栩Ug栨k栩. 栨栳栲栩

また，Ug栨k栩 栽 e−ipgk·tgD栨桛g桝栩より

e−ipgG·tgD栨桛g桝栩V 栨G栩 栽 V 栨pgG栩D栨桛g桝栩 栨栳栳栩

にも注意． pgGは逆格子ベクトルだから，関係式はg ∈ Gの点群部分のみで決まり，

e−ipgG·t[g]D栨桛g桝栩V 栨G栩 栽 V 栨pgG栩D栨桛g桝栩 栨栳栴栩

と書いて良い．

1.3 波数空間基底２：BZで周期的な基底

１粒子状態における基底として，桂桚で周期的な

|k,栁r, l栩 栺栽 栱√
N

∑
R

|R栫栁r, l〉 eik·R 栽
栱√
N

∑
R

eik·R̂ |R栫栁r, l〉 栽 eik·R̂ |k 栽 栰,栁r, l〉 , 栨栳栵栩

|k 栫G,栁r, l栩 栽 |k,栁r, l栩 栨栳栶栩

を導入することもできる．単位胞の中心の選び方に依存することに注意．基底|k,栁r, l〉との関係は

|k,栁r, l栩 栽 e−ik·∆r̂ |k,栁r, l〉 栽 |k,栁r, l〉 e−ik·∆r, 栨栳样栩

つまり

|k, α栩 栽 |k, β〉Vβα栨k栩 栨栳核栩

である．基底|k, α栩への空間群作用は

桞g|k, α栩 栽 |pgk, β栩桛Ugk 桝βα, Ugk 栽 V 栨pgk栩
−1Ug栨k栩V 栨k栩 栨栳根栩

と書ける．ここでUgkの具体形は

桛Ugk 桝∆r′l′,∆rl 栽 e−ipgk·(−∆r′+tg+pg∆r)D∆r′l′,∆rl栨g栩 栨栴栰栩

栳



である． DSL栨g栩の定義より，桛Ugk 桝∆r′l′,∆rlがゼロでない足栁r′,栁rについては

栁r′ 栫 tg − pg栁r ∈格子ベクトル 栨栴栱栩

に注意． Uk+G 栽 Ukが確認できる．

Ukの栢乗数系栢は

UgphkU
h
k 栽 V 栨pgphk栩

−1Ug栨phk栩V 栨phk栩× V 栨phk栩
−1Uh栨k栩V 栨k栩 栨栴栲栩

栽 V 栨pgphk栩
−1Ug栨phk栩U

h栨k栩V 栨k栩 栨栴栳栩

栽 V 栨pgphk栩
−1 × zint

g,he
−ipghk·(tg+pgth−tgh)Ugh栨k栩× V 栨k栩 栨栴栴栩

栽 zint
g,he

−ipghk·(tg+pgth−tgh)Ughk 栨栴栵栩

となりUg栨k栩と共通である．これは，乗数系は空間群の要素間の関係式

{pg|tg}{ph|th} 栽 {栱|tg 栫 pgth − tgh}{pgh|tgh} 栨栴栶栩

のみから決まるからである．

以下では桂桚で周期的でない基底|k, α〉における行列要素をA栨k栩と書き，桂桚で周期的な基底|k, α栩に
おける行列要素をAkと書くことにする．

• 基底|k, α〉，|k, α栩の選び方は栢ゲージ自由度栢ではない．自由度の局在位置が異なるので，それぞ
れ異なる系を記述している．物理量など計算する場合は前者の基底|k, α〉を用いるべきである．

1.4 １粒子ハミルトニアン

フェルミオン・フォック空間における１体のハミルトニアン

桞H 栽
∑

r,r′,l,l′

c†l 栨r栩Hll′栨r, r
′栩cl′栨r

′栩 栨栴样栩

を考える．１粒子状態のみを扱うのであれば１粒子状態|r, l〉で張られる案桩桬桢桥桲桴空間におけるハミルト
ニアン

桞H(1) 栽
∑

r,r′,l,l′

|r, l〉Hll′栨r, r
′栩 〈r′, l′| 栨栴核栩

を考えれば十分．格子ベクトルの並進対称性

H栨r 栫 a, r′ 栫 a栩 栽 H栨r, r′栩 栨栴根栩

より

H栨r, r′栩 栽 H栨r − r′栩 栨栵栰栩

と与えられる．

１粒子状態におけるハミルトニアンH(1)は格子ベクトルの並進演算子 桞Taと同時対角化される．

桞H(1) |ψµ栨k栩〉 栽 εµ栨k栩 |ψµ栨k栩〉 , 桞Ta |ψµ栨k栩〉 栽 e−ik·a |ψµ栨k栩〉 . 栨栵栱栩

桂桚における周期性

|ψµ栨k 栫G栩〉 栽 |ψµ栨k栩〉 栨栵栲栩

栴



を要請する． 1

桂桬桯档桨状態|ψµ栨k栩〉は基底|k, α〉，あるいは|k, α栩で展開できる．基底|k, α〉に移ると

桞H(1) 栽
栱

N

∑
k,k′

∑
R,R′,∆r,∆r′,l,l′

|k,栁r, l〉 e−ik·(R+∆r)Hll′栨R栫栁r −R′ −栁r′栩 〈k′,栁r′, l′| eik
′·(R′+∆r′)

栨栵栳栩

栽
∑
k

∑
R−R′,∆r,∆r′,l,l′

|k,栁r, l〉Hll′栨R−R′ 栫栁r −栁r′栩 〈k,栁r′, l′| e−ik·(R+∆r−R′−∆r′) 栨栵栴栩

栽
∑
k,αα′

|k, α〉Hαα′栨k栩 〈k, α′| 栨栵栵栩

となる．波数k毎のセクターに分離する．ただし，

Hαα′栨k栩 栽 H∆rl,∆r′l′栨k栩 栺栽
∑
R

Hll′栨R栫栁r −栁r′栩e−ik·(R+∆r−∆r′) 栨栵栶栩

と置いた．

V 栨G栩H栨k栩V 栨G栩† 栽 H栨k 栫G栩 栨栵样栩

に注意．一方，基底|k, α栩に移ると

桞H(1) 栽
栱

N

∑
k,k′

∑
R,R′,∆r,∆r′,l,l′

|k,栁r, l栩e−ik·RHll′栨R栫栁r −R′ −栁r′栩栨k′,栁r′, l′|eik
′·R′ 栨栵核栩

栽
∑
k

∑
R−R′,∆r,∆r′,l,l′

|k,栁r, l栩Hll′栨R−R′ 栫栁r −栁r′栩栨k,栁r′, l′|e−ik·(R+∆r) 栨栵根栩

栽
∑
k,αα′

|k, α栩桛Hk桝αα′栨k, α
′| 栨栶栰栩

となる．ただし，

桛Hk桝αα′ 栽 桛Hk桝∆rl,∆r′l′ 栺栽
∑
R

Hll′栨R栫栁r −栁r′栩e−ik·R 栨栶栱栩

と置いた．周期性

Hk+G 栽 Hk 栨栶栲栩

に注意． H栨k栩とHkの関係は

V 栨k栩HkV 栨k栩† 栽 H栨k栩 栨栶栳栩

で与えらえる．行列H栨k栩から桂桬桯档桨状態|ψµ栨k栩〉を得るにはH栨k栩を対角化する．

H栨k栩uµ栨k栩 栽 εµ栨k栩uµ栨k栩, |ψµ栨k栩〉 栽
∑
α

桛uµ栨k栩桝α |k, α〉 . 栨栶栴栩

ここで

uµ栨k 栫G栩 栽 V 栨G栩uµ栨k栩, uµ栨k栩 栽 V 栨G栩†uµ栨k 栫G栩 栨栶栵栩

1１粒子状態Hilbert空間の次元は単位胞のNと内部自由度の数で固定されているため周期的とするのが自然． |ψµ(k)〉は
大域的に取れない場合もあるが，その場合はパッチを導入する．あるいは，ゲージ不変な量だけに興味があるので，そもそ
もBloch状態のゲージ不定性に興味がない．一般論として，数値計算においては， (1)離散的なkに対して計算可能で，かつ
(2)Bloch状態のゲージに依存しない定式化をすべきである．

栵



に注意．同様に，周期的な基底で展開すると，

Hkukµ 栽 εµ栨k栩ukµ, |ψµ栨k栩〉 栽
∑
α

桛ukµ桝α|k, α栩 栨栶栶栩

である．周期性

uk+Gµ 栽 ukµ 栨栶样栩

に注意．両者の関係は

uµ栨k栩 栽 V 栨k栩ukµ 栨栶核栩

で与えられる． H栨k栩, Hkを桂桬桯档桨ハミルトニアンと呼ぶ．

異なる波数点における桂桬桯档桨状態を比較したいが，波数が異なる２つの桂桬桯档桨状態に対して

〈ψµ栨k栩|ψν栨k′栩〉 栽 栰, k 6栽 k′ 栨栶根栩

のため桂桬桯档桨状態そのものは比較できない．上で導入したベクトルuµ栨k栩,ukµを用いれば意味のある量
が定義できる．ブラケット記号を使うために，１粒子状態の案桩桬桢桥桲桴空間における状態|uµ栨k栩〉 , |ukµ栩を
以下のように導入しよう． 桂桬桯档桨状態から平面波成分∼ e−ik·rを消去した

|uµ栨k栩〉 栺栽 e−ikr̂ |ψµ栨k栩〉 栽
∑
α

桛uµ栨k栩桝α |k 栽 栰, α〉 , |uµ栨k 栫G栩〉 栽 e−iG·∆r̂ |uµ栨k栩〉 , 栨样栰栩

|ukµ〉 栺栽 e−ikR̂ |ψµ栨k栩〉 栽
∑
α

桛ukµ桝α|k 栽 栰, α栩 栽
∑
α

桛ukµ桝α |k 栽 栰, α〉 , |uk+Gµ〉 栽 |ukµ〉 栨样栱栩

を定義する． |k 栽 栰, α〉 栽 |k 栽 栰, α栩を用いた．両者の関係は

|ukµ〉 栽 eik·∆r̂ |uµ栨k栩〉 . 栨样栲栩

で与えらえる．状態|uµ栨k栩〉 , |ukµ〉の波数はゼロである．それぞれ１粒子ハミルトニアン

桞H栨k栩 栺栽 e−ik·r̂ 桞H(1)eik·r̂, 栨样栳栩

桞Hk 栺栽 e−ik·R̂ 桞H(1)eik·R̂ 栨样栴栩

の波数ゼロの固有状態

桞H栨k栩 |uµ栨k栩〉 栽 εµ栨k栩 |uµ栨k栩〉 , 桞Ta |uµ栨k栩〉 栽 |uµ栨k栩〉 , 栨样栵栩

桞Hk |ukµ〉 栽 εµ栨k栩 |ukµ〉 , 桞Ta |ukµ〉 栽 |ukµ〉 . 栨样栶栩

とも定義できる．

1.5 Blochハミルトニアンの対称性

空間群対称性が桂桬桯档桨ハミルトニアンH栨k栩, Hkにどのような制限を課すか見る．

Hαβ栨k栩 栽 〈k, α| 桞H(1)|k, β〉 栽 〈k, α|桞g−1 桞H(1)桞g|k, β〉 栨样样栩

栽 桛Ugα′α栨k栩桝
∗ 〈pgk, α′| 桞H(1)|pgk, β′〉Ugβ′β栨k栩 栽 桛Ugα′α栨k栩桝

∗Hα′β′栨pgk栩U
g
β′β栨k栩 栨样核栩

より

Ug栨k栩H栨k栩桛Ug栨k栩桝† 栽 H栨pgk栩. 栨样根栩

栶



Ug栨k栩 栽 e−ipgk·tgD栨桛g桝栩より

D栨桛g桝栩H栨k栩D栨桛g桝栩† 栽 H栨pgk栩 栨核栰栩

と書くこともできる．

同様に，

桛Hk桝αβ 栽 栨k, α| 桞H(1)|k, β栩 栽 栨k, α|桞g−1 桞H(1)桞g|k, β栩 栨核栱栩

栽 桛Ugk 桝
∗
α′α栨pgk, α

′| 桞H(1)|pgk, β′栩桛Ugk 桝β′β 栽 桛Ugk 桝
∗
α′α桛Hpgk桝α′β′ 桛U

g
k 桝β′β 栨核栲栩

より

UgkHk桛U
g
k 桝
† 栽 Hpgk. 栨核栳栩

桂桬桯档桨ハミルトニアンHkは小群Gk 栽 {g ∈ G|pgk 栽 k 栫G 桦桯桲 桳桯桭桥 G}の元と可換である．

UgkHk桛U
g
k 桝
† 栽 Hk, g ∈ Gk. 栨核栴栩

乗数系は栨栴栵栩よりpgk ≡ k, g ∈ Gk栬 tg 栫 pgth − tgh ∈ BLに注意すると

UgkU
h
k 栽 zint

g,he
−ik·(tg+pgth−tgh)Ughk , g, h ∈ Gk 栨核栵栩

で与えられる．

これを桂桚で周期的でない基底で表現するには， pgk 栽 k栫Gとして，Ugk 栽 V 栨pgk栩
−1Ug栨k栩V 栨k栩 栽

V 栨k 栫G栩−1Ug栨k栩V 栨k栩栬 Hk 栽 V 栨k栩−1H栨k栩V 栨k栩より

V 栨k 栫G栩−1Ug栨k栩H栨k栩桛Ug栨k栩桝−1V 栨k 栫G栩 栽 V 栨k栩−1H栨k栩V 栨k栩, g ∈ Gk. 栨核栶栩

V 栨k 栫G栩 栽 V 栨G栩V 栨k栩, V 栨k栩−1 栽 V 栨−k栩に注意すると

V 栨k − pgk栩Ug栨k栩H栨k栩桛V 栨k − pgk栩Ug栨k栩桝−1 栽 H栨k栩, g ∈ Gk 栨核样栩

となる．行列V 栨k − pgk栩Ug栨k栩が従う乗数系は， Ug栨k 栫G栩V 栨G栩 栽 V 栨pgG栩Ug栨k栩に注意するとUgkと
同一の形

V 栨k − pgk栩Ug栨k栩V 栨k − phk栩Uh栨k栩 栽 V 栨k − pgk栩V 栨pg栨k − phk栩栩Ug栨k − 栨k − phk栩栩Uh栨k栩 栨核核栩

栽 V 栨k − pghk栩Ug栨phk栩Uh栨k栩 栨核根栩

栽 V 栨k − pghk栩zint
g,he

−ipghk·(tg+pgth−tgh)Ugh栨k栩 栨根栰栩

栽 zint
g,he

−ik·(tg+pgth−tgh)V 栨k − pghk栩Ugh栨k栩 栨根栱栩

となる．

2 Berry位相, Wannier軌道，ねじれ演算子

本節では主に

|R,栁r, l〉 , R 栽 栱, . . . , N 栨根栲栩

で張られる１粒子案桩桬桢桥桲桴空間を考える．

样



2.1 Berry位相

|u栨k栩〉 , |uk栩は両者とも波数ゼロの部分案桩桬桢桥桲桴空間のベクトルだったことを思い出そう．異なるkにお
ける内積 〈u栨k2栩|u栨k1栩〉 , 栨uk1 |uk2栩などは有限の値を持つ．波数を

kj 栽
栲πj

aN
, j 栽 栰, . . . , N 栨根栳栩

と書く．kN 栽 2π
a 栽 Gに注意． |uk〉で定義される桂桥桲桲桹位相を

eiγP 栺栽

N−1∏
j=0

〈ukj+1
|ukj 〉 栽

N−1∏
j=0

u†kj+1
ukj 栨根栴栩

と定義する． |uk〉の周期性|uk+G〉 栽 |uk〉に注意すると， eiγは|uk〉のU栨栱栩位相の不定に依存しない，
栢ゲージ不変栢な量である． ukが滑らかに定義されているときは

eiγP 栽

N−1∏
j=0

栨栱− 栲π

L
uk∂kuk 栫O栨N−2栩栩 栨根栵栩

栽

N−1∏
j=0

e−
2π
L uk∂kuk+O(N−2) 栨根栶栩

−→
N→∞

e−
∮ 2π
0

uk∂kuk 栨根样栩

と桂桥桲桲桹接続の積分で書ける．

一方で，状態|u栨k栩〉に対するある種のねじれ境界条件

|u栨k 栫G栩〉 栽 e−iG∆r̂ |u栨k栩〉 栨根核栩

において，e−iG∆r̂は波数k 栽 栰で閉じている．境界条件栨根核栩のもとでゲージ不変な桂桥桲桲桹位相

eiγNP 栺栽

N−1∏
j=0

〈u栨kj+1栩|u栨kj栩〉 栽
N−1∏
j=0

u栨kj+1栩
†u栨kj栩 栨根根栩

が定義できる．あるいは，境界条件栨根核栩を課さずにゲージ不変性が顕な量

eiγNP 栽 〈u栨k0栩|eiG∆r̂|u栨kN 栩〉 ×
N−1∏
j=0

〈u栨kj+1栩|u栨kj栩〉 栨栱栰栰栩

定義しても良い．

２つの桂桥桲桲桹位相eiγP , eiγNPの間に簡単な関係式があるだろうか？

|uk〉 栽 eik∆r̂ |u栨k栩〉 栨栱栰栱栩

より

eiγP 栽

N−1∏
j=0

〈u栨kj+1栩|e−i(kj+1−kj)∆r̂|u栨kj栩〉 栨栱栰栲栩

栽

N−1∏
j=0

∑
∆r,l

u∆r,l栨kj+1栩
†e−i(kj+1−kj)∆ru∆r,l栨kj栩 栨栱栰栳栩

となる．すると，複数の原子局在位置栁rから成る桂桬桯档桨状態については，簡単な関係式が存在しない
可能性がある．単一の栁rから成る桂桬桯档桨状態に対してはe−i(kj+1−kj)∆rが分離し，

eiγP 栽 e−2πi∆r × eiγNP 栨栁rが１通りの場合栩 栨栱栰栴栩

となる．しかし，一般にはこのような単純な関係は存在しないだろう．（もちろん原理的になんらかの
関係はあるはずだが．）

核



例 格子定数をa 栽 栱とする． x 栽 栰, 栱/栲に自由度がある１次元系を考える．ハミルトニアンとして，
栢桓桓案模型栢

桞H(1) 栽

N∑
x=1

|x栫 栱/栲〉 〈x|栫 h.c. 栨栱栰栵栩

を考える． 栨周期境界条件|x栫栁r 栫N〉 栽 |x栫栁r〉を課す．栩 非周期的な１粒子基底は

|k, 栰〉 栽 栱√
N

N∑
x=1

|x〉 eikx, |k, 栱/栲〉 栽 栱√
N

N∑
x=1

|x栫 栱/栲〉 eik(x+1/2) 栨栱栰栶栩

と定義される．この基底でハミルトニアンを表示すると，

桞H(1) 栽
∑
k

栨|k, 栰〉 , |k, 栱/栲〉栩
(

栰 eik/2

e−ik/2 栰

)(
〈k, 栰|
〈k, 栱/栲|

)
. 栨栱栰样栩

桂桬桯档桨ハミルトニアンH栨k栩の占有状態のベクトルは

u栨k栩 栽
栱√
栲

(
栱

−e−ik/2
)

栨栱栰核栩

で与えられ，桂桬桯档桨状態は

|ψ栨k栩〉 栽 栱√
栲
栨|k, 栰〉 − e−ik/2 |k, 栱/栲〉栩 栨栱栰根栩

となる．周期性|ψ栨k 栫 栲π栩〉 栽 |ψ栨k栩〉に注意．対応して，|u栨k栩〉は

|u栨k栩〉 栽 e−ikr̂ |ψ栨k栩〉 栽 栱√
栲
栨|k 栽 栰, 栰〉 − e−ik/2 |k 栽 栰, 栱/栲〉栩. 栨栱栱栰栩

で与えらえる．境界条件

|u栨k 栫 栲π栩〉 栽 栱√
栲
栨|k 栽 栰, 栰〉栫 e−ik/2 |k 栽 栰, 栱/栲〉栩 栽 e−2πi∆r̂ |u栨k栩〉 栨栱栱栱栩

を満たしている． 桂桥桲桲桹位相eiγNPは

eiγNP 栽

N−1∏
j=0

栱 栫 ei(kj+1−kj)/2

栲
∼栽
N−1∏
j=0

ei(kj+1−kj)/4 栽 e2πi/4 栨栱栱栲栩

で与えらえる．正しく桗桡桮桮桥桲軌道の局在位置を与えることに注目したい．

次に周期的基底における桂桥桲桲桹位相を計算しよう．周期的基底は

|k, 栰栩 栽 栱√
N

N∑
x=1

|x〉 eikx, |k, 栱/栲栩 栽 栱√
N

N∑
x=1

|x栫 栱/栲〉 eikx 栨栱栱栳栩

と定義される．この基底でハミルトニアンを表示すると，

桞H(1) 栽
∑
k

栨|k, 栰栩, |k, 栱/栲栩栩
(
栰 栱
栱 栰

)(
栨k, 栰|
栨k, 栱/栲|

)
. 栨栱栱栴栩

桂桬桯档桨ハミルトニアンH栨k栩の占有状態のベクトルは

uk 栽
栱√
栲

(
栱
−栱

)
栨栱栱栵栩

根



で与えられ，桂桬桯档桨状態は

|ψ栨k栩〉 栽 栱√
栲
栨|k, 栰栩− |k, 栱/栲栩栩 栨栱栱栶栩

となる．周期性|ψ栨k 栫 栲π栩〉 栽 |ψ栨k栩〉に注意．対応して，|uk〉は波数ゼロの部分空間における定数ベク
トルとなる：

|uk〉 栽 e−ikR̂ |ψ栨k栩〉 栽 栱√
栲
栨|k 栽 栰, 栰〉 − |k 栽 栰, 栱/栲〉栩. 栨栱栱样栩

で与えらえる．よって，桂桥桲桲桹位相は自明

eiγP 栽 栱. 栨栱栱核栩

2.2 Wannier軌道

桂桬桯档桨状態|ψ栨k栩〉栬 |ψ栨k 栫G栩〉 栽 |ψ栨k栩〉がk ∈ R/栨栲π/a栩Zに対して滑らかに定義されているとする．具体
的には，|uk+2π/L − uk| 栽 O栨N−1栩とする． Rを単位胞の位置として，桗桡桮桮桩桥桲軌道を

|WR〉 栺栽
栱√
N

∑
k

e−ikR |ψ栨k栩〉 栨栱栱根栩

と定義する． 2 桂桬桯档桨状態は∼ eikrの平面波成分を有することを思い出すと， 桗桡桮桮桩桥桲状態はr ∼ Rに
局在する．実際，桗桡桮桮桩桥桲軌道を|R,α〉基底で展開すると

|WR〉 栽
栱√
N

∑
k,α

e−ikR桛uk桝α|k, α栩 栨栱栲栰栩

栽
栱

N

∑
k,α,R′

e−ik(R−R′)桛uk桝α |R′, α〉 . 栨栱栲栱栩

より|R′, α〉成分は

〈R′, α|WR〉 栽
栱

N

∑
k

e−ik(R−R′)桛uk桝α 栨栱栲栲栩

となり，ukがkに関して滑らかならばR
′ 栽 Rに局在する．（定量的なことに関しては後で調べる．）

桗桡桮桮桩桥桲軌道の単位胞位置演算子 桞Rの期待値を計算しよう． 桞RはR/aNZに値を取ることに注意す
る．

〈WR| 桞R−R|WR〉 栨栱栲栳栩

桞Ta |WR〉 栽 |WR+a〉に注意すると，R 栽 栰として良い． 桞Rを処理するために，展開

桞R 栽
L

栲πi
栨e

2πi
L R̂ − 栱栩 栫 L

∑
n≥2

an栨
桞R

L
栩n 栨栱栲栴栩

を用いる． 桞R/LはS1に値を取るので第２項の処理が気になるが， 桗桡桮桮桩桥桲軌道はR′ ∼ 栰に局在するの
で問題ないとして進める．

〈W0| 桞R|W0〉 栽 〈W0|
L

栲πi
栨e

2πi
L R̂ − 栱栩|W0〉栫O栨N−1栩 栨栱栲栵栩

栽
a

栲πi

∑
k,k′

〈φ栨k栩|栨e 2πi
L R̂ − 栱栩|φ栨k′栩〉栫O栨N−1栩. 栨栱栲栶栩

2メモ．野本さんによると，Wanneir90ではこの定義らしい． Wannier90では，ukのU(1)位相も同時に最適化するらしい．

栱栰



ukのkに関する周期性とe
ikR̂ |k 栽 栰, α〉 栽 |k, α栩, |k 栫G,α栩 栽 |k, α栩に注意すると

栽
a

栲πi

∑
k,k′

〈k 栽 栰, α| 桛uk桝αe−ikR̂栨e
2πi
L R̂ − 栱栩eik

′R̂桛uk′ 桝β |k 栽 栰, β〉栫O栨N−1栩 栨栱栲样栩

栽
a

栲πi

∑
k

u†k栨uk− 2π
L
− uk栩 栫O栨N−1栩 栨栱栲核栩

栽
a

栲πi

∑
k

u†k栨−
栲π

L
∂kuk 栫O栨N−2栩栩 栫O栨N−1栩 栨栱栲根栩

栽
a

栲πi

∑
k

u†k栨−
栲π

L
∂kuk 栫O栨N−2栩栩 栫O栨L−1栩 栨栱栳栰栩

−→
N→∞

ia

栲π

∮ 2π

0

u†k∂kuk 栨栱栳栱栩

栨栱栳栲栩

桂桥桲桲桹位相eiγPと比較して

〈W0| 桞R|W0〉 栽 a× γP
栲π

桭桯桤 a 栨栱栳栳栩

を得る．よって，桂桥桲桲桹位相γPは， 桗桡桮桮桩桥桲軌道の単位胞位置演算子 桞Rの中心位置，という意味があ
る．

同様に，位置演算子桞rの桗桡桮桮桩桥桲軌道の期待値を計算しよう．

〈WR|桞r −R|WR〉 栽 〈W0|桞r|W0〉 . 栨栱栳栴栩

展開

桞r 栽
L

栲πi
栨e

2πi
L r̂ − 栱栩 栫 L

∑
n≥2

an栨
桞r

L
栩n 栨栱栳栵栩

を用いるとu栨k栩で書くことができる．

〈W0|桞r|W0〉 栽 〈W0|
L

栲πi
栨e

2πi
L r̂ − 栱栩|W0〉栫O栨N−1栩 栨栱栳栶栩

栽
a

栲πi

∑
k,k′

〈φ栨k栩|栨e 2πi
L r̂ − 栱栩|φ栨k′栩〉栫O栨N−1栩 栨栱栳样栩

栽
a

栲πi

∑
k,k′

〈k 栽 栰, α| 桛uα栨k栩桝αe−ikr̂栨e
2πi
L r̂ − 栱栩eik

′r̂桛u栨k′栩桝β |k 栽 栰, β〉栫O栨N−1栩. 栨栱栳核栩

|ψ栨k栩〉のU栨栱栩位相を滑らかに，つまりukのそれを滑らかにとったので， u栨k栩は

u栨k 栫G栩 栽 V 栨G栩†u栨k栩 栨栱栳根栩

を満たす． N →∞極限を取り

〈W0|桞r|W0〉 栽
a

栲πi

∑
k

u栨k栩†栨u栨k − 栲π

L
栩− u栨k栩栩 栫O栨N−1栩 栨栱栴栰栩

−→
N→∞

ia

栲π

∫ G

0

u栨k栩†∂ku栨k栩 栨栱栴栱栩

を得る． 桂桥桲桲桹位相eiγNPと比較して

〈W0|桞r|W0〉 栽 a× γNP

栲π
桭桯桤 a 栨栱栴栲栩

を得る．よって，桂桥桲桲桹位相γNPは， 桗桡桮桮桩桥桲軌道の位置演算子桞rの期待値，という意味がある．

栱栱



2.3 ねじれ演算子

桂桥桲桲桹位相は，ねじれ演算子

桞U 栽 桥桸桰
∑
R,∆r,l

栲πi栨R栫栁r栩

L
桞n栨R栫栁r, l栩 栨栱栴栳栩

の基底状態期待値と関係がある． 桞n栨R 栫 栁r, l栩 栽 c†栨R 栫 栁r, l栩c栨R 栫 栁r, l栩は粒子数演算子である．
桞n栨R 栫栁r, l栩の取る値は栰, 栱なので， r ∈ R/LZとして 桞Uは桷桥桬桬栭桤桥栌桮桥桤栮 １粒子状態の案桩桬桢桥桲桴空間におい
ては

桞U 栽
∑
R,∆r,l

|R栫栁, l〉 桥桸桰 栲πi栨R栫栁r栩

L
〈R栫栁r, l| 栽 e

2πi
L r̂ 栨栱栴栴栩

となる． 栨栱栳栵栩を見るとわかるようにねじれ演算子の基底状態期待値は桂桥桲桲桹位相eiγNPを関係がある．
このノートでは詳細を書かない．

2.4 基底の選び方とBerry曲率について

関係式

|uµ栨k栩〉 栽 e−ik·∆r̂ |ukµ〉 . 栨栱栴栵栩

は占有状態のフレーム内におけるゲージ変換で書けるとは限らないから，桂桥桲桲桹曲率は一般には２つ
の基底で一致しない．ここではそのような例をひとつ与えよう．簡単のため，U栨栱栩の桂桥桲桲桹曲率を考え
る． 桂桥桲桲桹接続は

A栨k栩 栽 i 〈u栨k栩|∇ku栨k栩〉 栽 i 〈uk| eik·∆r̂∇k栨e
−ik·∆r̂ |uk〉栩 栨栱栴栶栩

栽 Ak 栫 〈uk|栁桞r|uk〉 . 栨栱栴样栩

すると桂桥桲桲桹曲率の違いは

F 栨k栩 栽 Fk 栫∇k × 〈uk|栁桞r|uk〉 栨栱栴核栩

となる．ここで，〈uk|栁桞r|uk〉はゲージ不変であることに注意しよう．第２項の閉曲面上における面積
分はゼロのため桃桨桥桲桮数には寄与しないが，局所的には有限値を取りうる．第２項が有限に残るのは，
波数kに依存して局在値栁rの重みが異なる場合である．

例えば，栲× 栲の模型

Hk 栽 hk · σ 栨栱栴根栩

に対して， σz 栽 栱, σz 栽 −栱を副格子の自由度と同一視し，単位胞中心位置Rを副格子間の中心に取り，
変位ベクトル栁rを

〈R, σz|栁桞r|R, σ′z〉 栽
b

栲
σzδσz,σ′z 栨栱栵栰栩

とする． bはσz 栽 −栱からσz 栽 栱への自由度の局在位置への変位ベクトル．ハミルトニアンHkの占有
状態はベクトルhkを極座標表示

h 栽 栨桳桩桮 θ 档桯桳φ, 桳桩桮 θ 桳桩桮φ, 档桯桳 θ栩 栨栱栵栱栩

すると

Hk 栽 |hk|e−iσzφk/2e−iσyθk/2σze
iσyθk/2eiσzφk/2 栨栱栵栲栩

栱栲



より

uk 栽

(
− 桳桩桮 θk

2

档桯桳 θk2 e
iφk

)
栨栱栵栳栩

と書ける．すると桂桥桲桲桹曲率の差F 栨k栩− Fkは

∇× 〈uk|栁桞r|uk〉 栽 −∇k 档桯桳 θk ×
b

栲
栽 −∇k

( hkz
|hk|

)
× b

栲
栨栱栵栴栩

となる．つまり，変位ベクトルbと垂直な方向に波数空間において比 hkz

|hk|に変化が存在する場合に

差F 栨k栩− Fkが生じる．

2.5 対称性によるBerry位相の量子化の例

栲栮栵栮栱 栱桤，空間反転

γNP/栲π 栽 〈W0|桞r/a|W0〉の右辺は反転対称性が存在する場合は量子化する．よって反転対称性が存在す
る場合は桂桥桲桲桹位相γNPも量子化することを直接示すことができるはずである．

空間１次元系において反転対称性を仮定する．

U I栨k栩H栨k栩 栽 H栨−k栩U I栨k栩, U I栨−k栩U I栨k栩 栽 栱. 栨栱栵栵栩

特に，対称点においては次が成立する．

桛U I栨栰栩, H栨栰栩桝 栽 栰, U I栨栰栩2 栽 栱, 栨栱栵栶栩

桛V 栨栲π栩U I栨π栩, H栨π栩桝 栽 栰, 桛V 栨栲π栩U栨π栩桝2 栽 栱. 栨栱栵样栩

占有状態をui栨k栩, i 栽 栱, . . . ,Mと書く．対称性より占有状態のフレーム

U栨k栩 栺栽 栨u1栨k栩, . . . ,uM 栨k栩栩 栨栱栵核栩

は

U I栨k栩U栨k栩 栽 U栨−k栩WI栨k栩, WI栨−k栩WI栨k栩 栽 栱 栨栱栵根栩

を満たす．また，逆格子ベクトルの並進より

V 栨G栩U栨k栩 栽 U栨k 栫G栩WG栨k栩 栨栱栶栰栩

も成立する．ここでWI栨k栩,WG栨k栩はM ×Mのユニタリ行列である． WI栨π栩 6栽WI栨−π栩に注意．対称点
においては

WI栨栰栩
2 栽 栱, 桛WG=2π栨−π栩WI栨π栩桝

2 栽 栱 栨栱栶栱栩

が成立する．

桂桥桲桲桹位相の表式

eiγNP 栽 桤桥桴桛U栨−π栩†V 栨−栲π栩U栨π栩桝×
k=π−∆k∏
k=−π

桤桥桴桛U栨k 栫栁k栩†U栨k栩桝 栨栱栶栲栩

において反転対称性より

U栨−k栩†U栨−k −栁k栩 栽WI栨k栩U栨k栩†桛U I栨k栩桝†U I栨k 栫栁k栩U栨k 栫栁k栩WI栨k 栫栁k栩† 栨栱栶栳栩

栱栳



となるが，

U I栨k栩 栽 eiktID栨I栩, tI ∈ R 栨栱栶栴栩

より

桤桥桴桛U栨−k栩†U栨−k −栁k栩桝 栽 ei∆ktI 桤桥桴桛WI栨k栩桝 桤桥桴桛U栨k栩†U栨k 栫栁k栩桝 桤桥桴桛WI栨k 栫栁k栩桝−1 栨栱栶栵栩

となる．また，逆格子ベクトルの並進より

U栨−π栩†V 栨−栲π栩U栨π栩 栽WG=2π栨−π栩†. 栨栱栶栶栩

これらから

eiγNP 栽 桤桥桴桛WG=2π栨−π栩桝−1 ×

(
π−∆k∏
k=0

ei∆ktI |桤桥桴桛U栨k栩†U栨k 栫栁k栩桝|2
)
× 桤桥桴桛WI栨栰栩桝 桤桥桴桛WI栨π栩桝

−1 栨栱栶样栩

となる．U栨栱栩位相のみ見ると

eiγNP ∼ eiπtI × 桤桥桴桛WI栨栰栩桝

桤桥桴桛WG=2π栨−π栩WI栨π栩桝
∈ eiπtI × {±栱}. 栨栱栶核栩

となる．ここでtI/栲は桞Iの反転中心を表すことに注意． 3 結局，桂桥桲桲桹位相は反転中心からのズレが量
子化し，対称点における±栱の反転の固有値の数だけで与えられる．

eiγNP/e2πitI/2 栽
桤桥桴桛U栨栰栩†U I栨栰栩U栨栰栩桝

桤桥桴桛U栨π栩†V 栨栲π栩U I栨π栩U栨π栩桝
∈ {±栱} 栨栱栶根栩

で与えられる．

栲栮栵栮栲 栲桤栬 ４回回転 栨桵桮桤桥桲 档桯桮桳桴桲桵档桴桩桯桮栩

もうひとつくらい例を見る．波数空間上の経路

` 栺 栨栰, 栰栩→ 栨π, 栰栩→ 栨π, π栩→ 栨栰, π栩→ 栨栰, 栰栩 栨栱样栰栩

に関する桂桥桲桲桹位相を計算する．ループそのものは可縮なので，２つの基底のどちらを用いても結果は
変化しないと期待できる．前節と同じく，ここではeiγNPを計算する．

栴回回転の対称性

U c栨k栩H栨k栩U c栨k栩† 栽 H栨ck栩, U c栨c3k栩U c栨c2k栩U c栨ck栩U c栨k栩 栽 栱 栨栱样栱栩

を課す．関係式

U栨ck栩 栽 U c栨k栩U栨k栩Wc栨k栩
†, 栨栱样栲栩

U栨c3k 栫 栲π桞y栩 栽 V 栨栲π桞y栩U c
3

栨k栩U栨k栩Wc3栨k栩
†W2πŷ栨c

3k栩† 栨栱样栳栩

を用いると，

U栨c栨k 栫栁k栩栩†U栨ck栩 栽Wc栨k 栫栁k栩U栨k 栫栁k栩†U c栨k 栫栁k栩†U c栨k栩U栨k栩Wc栨k栩
† 栨栱样栴栩

栽 eic∆k·tcWc栨k 栫栁k栩U栨k 栫栁k栩†U栨k栩Wc栨k栩
†, 栨栱样栵栩

U栨c3栨k 栫栁k栩 栫 栨栰, 栲π栩栩†U栨c3k 栫 栨栰, 栲π栩栩 栨栱样栶栩

栽 eic
3∆k·tc3W2πŷ栨c

3栨k 栫栁k栩栩Wc3栨k 栫栁k栩U栨k 栫栁k栩†U栨k栩Wc3栨k栩
†W2πŷ栨c

3k栩†. 栨栱样样栩

3tIに制限はない．

栱栴



より， ∏
(0,0)→(0,π)

桤桥桴桛U栨k 栫栁k栩†U栨k栩桝 栽 eiπtcy
桤桥桴Wc栨π, 栰栩

桤桥桴Wc栨栰, 栰栩

∏
(0,0)→(π,0)

桤桥桴桛U栨k 栫栁k栩†U栨k栩桝, 栨栱样核栩

∏
(0,π)→(π,π)

桤桥桴桛U栨k 栫栁k栩†U栨k栩桝 栽 eiπtc3x
桤桥桴桛W2πŷ栨π,−π栩Wc3栨π, π栩桝

桤桥桴桛W2πŷ栨栰,−π栩Wc3栨π, 栰栩桝

∏
(π,0)→(π,π)

桤桥桴桛U栨k 栫栁k栩†U栨k栩桝,

栨栱样根栩

これから，

eiγNP(`) 栽 e−iπtcy−iπtc3x × 桤桥桴桛Wc栨栰, 栰栩桝 桤桥桴桛W2πŷ栨栰,−π栩Wc3栨π, 栰栩桝

桤桥桴桛Wc栨π, 栰栩桝 桤桥桴桛W2πŷ栨π,−π栩Wc3栨π, π栩桝
栨栱核栰栩

を得る．さらに簡略化しよう．

A 空間群

空間群Gの元は桓桥桩桴桺表記

g 栽 {pg|tg} 栺 x 7→ pgx栫 tg 栨栱核栱栩

で与えられる．群構造よりtgは１コサイクル条件

tgh 栽 pgth 栫 tg 栨栱核栲栩

を満たす．また，原点のaだけの並進は等価な空間群の関係

g 栽 {pg|tg} 7→ {栱| − a}{pg|tg}{栱|a} 栽 {pg|tg 栫 pga− a} 栨栱核栳栩

を引き起こす．

栅を格子ベクトルの並進群，Pを点群とする．空間群Gは以下の完全列に入る．

栱→ 栅→ G→ P → 栱 栨栱核栴栩

ここで

栅→ G, R 7→ {栱|R}, 栨栱核栵栩

G→ P, {pg|tg} 7→ pg. 栨栱核栶栩

空間群Gは点群Pの並進群栅による拡大である．一般論から，拡大の分類は栲次の群コホモロジー

H2栨P,栅栩 栨栱核样栩

で与えられ，一つの拡大は群コサイクル栁 ∈ Z2栨P,栅栩によって与えられる．ただし，点群Pは並進
群栅へ点群として左から自然に作用する．半端な並進tgとの関係は以下である．係数群の完全列

栱→ 栅→ Rd → Rd/栅→ 栱 栨栱核核栩

とHn栨P,Rd栩 ∼栽 栰栨n 栽 栱, 栲栩に注意すると

H1栨P,Rd/栅栩
δ−→ H2栨P,栅栩 栨栱核根栩

は同相射． 栱コサイクル桛ap桝 ∈ Rd/栅, p桛aq桝− 桛apq桝 栫 桛ap桝 栽 栰, p, q ∈ Pに対して，連結準同型δは一般論
より，リフト桛ap桝 7→ ap ∈ Rdとコチェイン複体の微分の合成で与えられる．

栨δ桛a桝栩p,q 栽 paq − apq 栫 ap ∈ 栅. 栨栱根栰栩

半端な並進apは，切断P → Gに対応する．

栱栵
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