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Abstract

反強磁性XXX模型のM = 2のセクターについて，周期境界条件，及び開放端条件におけ
るBethe方程式を導出した．周期境界条件においては解の個数を見積もった．

乘乘乘模型に対して，ほぼ乂乥乴乨乥の現論文乛丱九に従って乂乥乴乨乥方程式の導出を行う． 乛串丬 丳九も参考にし
た．

1 XXX模型

N格子点からなる円周上のハミルトニアンとして以下（反強磁性ハイゼンベルグ鎖）を考える．
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表記の規則として，σj+N 丽 σjとする．ハミルトニアンはSU丨串丩かつ並進不変． Szを対角化する基底
を選ぶ．波動関数の基底として以下では |丰〉 丽 |↑↑ . . .〉を乜真空丢とし，M粒子状態を
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∑

1≤x1<···<xM≤N

f丨x1, . . . , xM 丩σ−x1
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とする．固有関数fは定義域丱 ≤ x1 < · · · < xM ≤ Nにおいてのみ意味を持つことに注意．

M粒子数のセクターにおいては−串
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1−σzj
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と再定義して，これを解く．

1.1 並進対称性

（本節の内容は後で使わない．）
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並進対称性より，以下によって定義される並進演算子T 丬

TσjT
−1 丽 σj+1, T |丰〉 丽 |丰〉 , 丨丶丩

とハミルトニアンHは同時対角化可能． TN 丽 丱よりTの固有値はZN値に量子化される． T 丽 eiP , P 丽
2πp
N , p 丽 丱, . . . , N − 丱丬 なる固有空間において，固有関数fは以下を満たす．∑
1≤x1<···<xM≤N

f丨x1, . . . , xM 丩σ−x1+1 . . . σ
−
xM+1 |丰〉 丽 eiP

∑
1≤x1<···<xM≤N

f丨x1, . . . , xM 丩σ−x1
. . . σ−xM |丰〉 . 丨丷丩

左辺の和において，xM ≤ N − 丱の寄与は∑
1≤x1<···<xM≤N−1

f丨x1, . . . , xM 丩σ−x1+1 . . . σ
−
xM+1 |丰〉 . 丨丸丩

これと右辺の串 ≤ x1の寄与
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丨丹丩

を比較して，

f丨x1, . . . , xM 丩 丽 eiP f丨x1 丫 丱, . . . , xM 丫 丱丩, 丨xM ≤ N − 丱丩 丨丱丰丩

を得る．左辺の和においてxM 丽 Nの寄与は∑
1≤x1<···<xM−1≤N−1

f丨x1, . . . , xM−1, N丩σ−x1+1 . . . σ
−
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−
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であるが，これと右辺のx1 丽 丱の寄与
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. . . σ−xM |丰〉 丨丱丳丩

丽 eiP
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f丨丱, x2 丫 丱, . . . , xM 丫 丱丩σ−1 σ
−
x2+1 . . . σ

−
xM+1 |丰〉 丨丱临丩

丽 eiP
∑

1≤x1<···<xM−1≤N−1

f丨丱, x1 丫 丱, . . . , xM−1 丫 丱丩σ−1 σ
−
x1+1 . . . σ

−
xM−1+1 |丰〉 丨丱丵丩

と比較して，

f丨x1, . . . , xM−1, N丩 丽 eiP f丨丱, x1 丫 丱, . . . , xM−1 丫 丱丩 丨丱丶丩

を得る．

1.2 固有値方程式

固有値方程式

H |f〉M 丽 E |f〉M 丨丱丷丩

の構造をみていく．
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1.2.1 M 丽 丱

M 丽 丱の場合は第丳項が落ち，

H |f〉1 丽
∑
j,x

丨δjxσ
−
j+1 丫 δj,xσ

−
j−1丩f丨x丩 |丰〉 丨丱丸丩
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丽
∑
j

丨f丨j − 丱丩 丫 f丨j 丫 丱丩丩σ−j |丰〉 丨串丰丩

より固有値方程式  f丨j − 丱丩 丫 f丨j 丫 丱丩 丽 Ef丨j丩 j 丽 串, . . . , N − 丱,
f丨N丩 丫 f丨串丩 丽 Ef丨丱丩,
f丨N − 丱丩 丫 f丨丱丩 丽 Ef丨N丩,

丨串丱丩

を得る．平面波

fk丨x丩 丽 eikx 丨串串丩

は１番目の方程式を満たし，このときEk 丽 串 乣乯乳 kである． k 丽 2πp
N , p 丽 丰, . . . , N − 丱,とするとeikxは

２，３番目の方程式を満たす．よってN個の線形独立な解が構成できた．

1.2.2 M 丽 串

飛び移り項についてx1 6丽 x2のとき
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+
j σ
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|丰〉 丽 δjx1σ

−
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−
x2
|丰〉丫 δjx2σ

−
x1
σ−x2±1 |丰〉 丨串丳丩

に注意する．同一サイトにおいて下降演算子が重なった場合はσ−x σ
−
x 丽 丰とする．相互作用項について

は対角的な基底であり，∑
j

丱− σzj
串
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串
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σ−x2
|丰〉 丽 δ|x1−x2|,1σ

−
x1
σ−x2
|丰〉 . 丨串临丩

δ|x1−x2|,1はx1, x2が隣接する場合のみ丱を，他の場合は丰を返す．ハミルトニアンの波動関数|f〉2への作
用は

H |f〉2 丽
∑

1≤x1<x2≤N
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−
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−
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丨串丵丩

各項を順番に書き換える．第１項はx2 丽 x1 丫 丱の場合はゼロであるので，

丱乳乴. 丽
∑

2≤x1+1<x2≤N

f丨x1, x2丩σ
−
x1+1σ

−
x2
|丰〉 丽

∑
2≤x1<x2≤N

f丨x1 − 丱, x2丩σ
−
x1
σ−x2
|丰〉 . 丨串丶丩

第２項はx2 丽 Nの場合とそれ以外の和に分離して，さらにx2 丽 Nのときはx1 丽 丱の寄与がゼロである
ことを考慮して，

串乮乤. 丽
∑

1≤x1<x2≤N−1

f丨x1, x2丩σ
−
x1
σ−x2+1 |丰〉丫

∑
2≤x1≤N−1

f丨x1, N丩σ−x1
σ−1 |丰〉 丨串丷丩

丽
∑

1≤x1<x2−1≤N−1

f丨x1, x2 − 丱丩σ−x1
σ−x2
|丰〉丫

∑
2≤x2≤N−1

f丨x2, N丩σ−1 σ
−
x2
|丰〉 . 丨串丸丩

丳
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第丳項はx1 丽 丱とそれ以外の和に分離してさらにx1 丽 丱の場合にx2 丽 Nの寄与がゼロであるので，

丳乲乤. 丽
∑

2≤x1<x2≤N

f丨x1, x2丩σ
−
x1−1σ

−
x2
|丰〉丫

∑
2≤x2≤N−1

f丨丱, x2丩σ
−
Nσ
−
x2
|丰〉 丨串丹丩

丽
∑

1≤x1<x2−1≤N−1

f丨x1 丫 丱, x2丩σ
−
x1
σ−x2
|丰〉丫

∑
2≤x1≤N−1

f丨丱, x1丩σ
−
x1
σ−N |丰〉 . 丨丳丰丩

第４項はx2 丽 x1 丫 丱の場合はゼロであるので，

临乴乨. 丽
∑

2≤x1+1<x2≤N

f丨x1, x2丩σ
−
x1
σ−x2−1 |丰〉 丽

∑
1≤x1<x2≤N−1

f丨x1, x2 丫 丱丩σ−x1
σ−x2
|丰〉 . 丨丳丱丩

第５項は円周上の串点として隣接する場合のみ寄与があり，

丵乴乨. 丽
∑

1≤x≤N−1

f丨x, x丫 丱丩串σ−x σ
−
x+1 |丰〉丫 f丨丱, N丩串σ−1 σ

−
N |丰〉 . 丨丳串丩

和の場合分けを図示すると図丱のようになる． それぞれの領域での固有値方程式を見ていく．

• 串 ≤ x1, x1 丫 丱 ≤ x2 ≤ N − 丱のとき（黄色）は，

丨A丩 为 f丨x1 − 丱, x2丩 丫 f丨x1, x2 − 丱丩 丫 f丨x1 丫 丱, x2丩 丫 f丨x1, x2 丫 丱丩 丽 Ef丨x1, x2丩. 丨丳丳丩

• x1 丽 丱, 丳 ≤ x2 ≤ N − 丱のとき（水色）は，

丨B丩 为 f丨x2, N丩 丫 f丨丱, x2 − 丱丩 丫 f丨串, x2丩 丫 f丨丱, x2 丫 丱丩 丽 Ef丨丱, x2丩. 丨丳临丩

• 串 ≤ x1 ≤ N − 串, x2 丽 Nのとき（橙色）は，

丨C丩 为 f丨x1 − 丱, N丩 丫 f丨x1, N − 丱丩 丫 f丨x1 丫 丱, N丩 丫 f丨丱, x1丩 丽 Ef丨x1, N丩. 丨丳丵丩

• 串 ≤ x1 丽 x, x2 丽 x丫 丱, 串 ≤ x ≤ N − 串のとき（緑色）は，

丨D丩 为 f丨x− 丱, x丫 丱丩 丫 f丨x, x丫 串丩 丫 串f丨x, x丫 丱丩 丽 Ef丨x, x丫 丱丩. 丨丳丶丩

临



• x1 丽 丱, x2 丽 串のとき（青色）は，

丨E丩 为 f丨串, N丩 丫 f丨丱, 丳丩 丫 串f丨丱, 串丩 丽 Ef丨丱, 串丩. 丨丳丷丩

• x1 丽 N − 丱, x2 丽 Nのとき（赤色）は，

丨F 丩 为 f丨N − 串, N丩 丫 f丨丱, N − 丱丩 丫 串f丨N − 丱, N丩 丽 Ef丨N − 丱, N丩. 丨丳丸丩

• x1 丽 丱, x2 丽 Nのとき（桃色）は，

丨G丩 为 f丨丱, N − 丱丩 丫 f丨串, N丩 丫 串f丨丱, N丩 丽 Ef丨丱, N丩. 丨丳丹丩

さて，方程式を眺めると，f丨x1, x2丩の定義域丱 ≤ x1 < x2 ≤ Nを，丰, N 丫 丱, N 丫 串を含むように
拡張して，余分な自由度についてf丨x1, x2丩境界条件を導入しておくと便利であることに気がつく．
串N − 丱個の変数

f丨丰, x2丩, x2 丽 丱, . . . , N − 丱, 丨临丰丩

f丨x1, N 丫 丱丩, x1 丽 串, . . . , N, 丨临丱丩

f丨N,N 丫 串丩, 丨临串丩

を新たに導入する．さらに「境界条件」として以下を課す． f丨丰, x2丩 丽 f丨x2, N丩, x2 丽 丱, . . . , N − 丱,
f丨x1, N 丫 丱丩 丽 f丨丱, x1丩, x1 丽 串, . . . , N,
f丨N,N 丫 串丩 丽 f丨串, N丩.

丨临丳丩

これは円周上の関数として，自然な関係式である．この境界条件のもとで，方程式丨乁丬乂丬乃丩はまとめて

丨久乱.丱丩 为 f丨x1 − 丱, x2丩 丫 f丨x1, x2 − 丱丩 丫 f丨x1 丫 丱, x2丩 丫 f丨x1, x2 丫 丱丩 丽 Ef丨x1, x2丩, 丨|x1 − x2| ≥ 串丩.
丨临临丩

と書くことができ，さらに丨乄丬久丬乆丬乇丩についても，

丨久乱.串丩 为 f丨x− 丱, x丫 丱丩 丫 f丨x, x丫 串丩 丫 串f丨x, x丫 丱丩 丽 Ef丨x, x丫 丱丩, 丨x 丽 丱, . . . , N丩, 丨临丵丩

と書き換えられる．

変数の拡張については，いっそのこと無限個の変数

f丨x1, x2丩, x1, x2 ∈ Z, x1 < x2 < x1 丫N, 丨临丶丩

を導入して，境界条件

丨乂.乃.丩 为 f丨x1, x2丩 丽 f丨x2, x1 丫N丩 丽 f丨x2 −N, x1丩 丨临丷丩

を課すとしても等価．結局，x1 < x2 < x1 丫 Nを満たす変数f丨x1, x2丩に対して，境界条件丨乂丮乃丮丩のも
と，固有値方程式丨久乱丮丱丬 久乱丮串丩を解く問題となる．

乂乥乴乨乥 乛丱九に従って固有関数を見つける． 丨久乱丮丱丩は相互作用項が存在せず，乜平面波の串粒子状態丢が
解であることが期待される．例えば，任意の複素数k1, k2に対して

eik1x1eik2x2 , eik2x1eik1x2 丨临丸丩

は，いずれも丨久乱丮丱丩のE 丽 串 乣乯乳 k1 丫 串 乣乯乳 k2なる解である．しかし

f丨x2, x1 丫N丩 丽 eik2Neik1x2eik2x1 丨临丹丩

丵



であるので一般の丨k1, k2丩に対して境界条件を満たすことができない．そこで解の形を，k1 6丽 k2に対し
て

gk丨x1, x2丩 丽 c1e
i(k1x1+k2x2) 丫 c2e

i(k2x1+k1x2), x1 < x2 < x1 丫N, 丨丵丰丩

と仮定してk 丽 丨k1, k2丩及びc1, c2（の相対比）を丨久乱丮串丩丬 丨乂丮乃丮丩から決めることにする． gk丨x1, x2丩を丨久乱丮串丩に
代入すると，

gk丨x− 丱, x丫 丱丩 丫 gk丨x, x丫 串丩 丫 串gk丨x, x丫 丱丩 丽 Ekgk丨x, x丫 丱丩 丨丵丱丩

を得る．これを以下のように読み替える．まず，関数

hk丨x丩丨丽 乜gk丨x, x丩
′′丩 为丽 c1e

i(k1x+k2x) 丫 c2e
i(k2x+k1x) 丽 ei(k1+k2)x丨c1 丫 c2丩 丨丵串丩

を導入する． gk丨x1, x2丩は定義域を外れた任意の丨x1, x2丩に対して丨久乱丮丱丩を満たすことに注意すると，関
係式

gk丨x− 丱, x丫 丱丩 丫 hk丨x丩 丫 hk丨x丫 丱丩 丫 gk丨x, x丫 串丩 丽 Ekgk丨x, x丫 丱丩 丨丵丳丩

が成立する．これを用いると，方程式丨丵丱丩は

hk丨x丩 丫 hk丨x丫 丱丩− 串gk丨x, x丫 丱丩 丽 丰, 丨丵临丩

つまり，

丨丱 丫 ei(k1+k2)丩c1 丫 丨丱 丫 ei(k1+k2)丩c2 − 串c1e
ik2 − 串c2e

ik1 丽 丰 丨丵丵丩

と等価．これを解いて相対比

c1
c2

丽 −丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik1

丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik2
丨丵丶丩

を得る．（c2 6丽 丰と仮定した．）

境界条件丨乂丮乃丮丩はgk丨x2, x1 丫N丩 丽 gk丨x1, x2丩より，

丨c1 − c2eik1N 丩ei(k1x1+k2x2) 丫 丨c2 − c1eik2N 丩ei(k1x2+k2x1) 丽 丰, x1 < x2 < x1 丫N. 丨丵丷丩

任意のx1 < x2 < x1 丫Nに対して成立する条件は，仮定k1 6丽 k2に注意すると，{
c1 丽 c2e

ik1N ,
c2 丽 c1e

ik2N ,
丨丵丸丩

である．

以上より，未知変数丨k1, k2丩を決める串個の方程式（乂乥乴乨乥方程式）

eik1N 丽 −丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik1

丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik2
, 丨丵丹丩

eik2N 丽 −丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik2

丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik1
, 丨丶丰丩

が得られた．ただし，k1 6丽 k2に注意．

ϕkのためk1, k2は通常の波数の表式を取らないが，

ei(k1+k2)N 丽 丱 丨丶丱丩

に注意すると，和については

k1 丫 k2 丽
串π丨λ1 丫 λ2丩

N
丨丶串丩

が成立する．k1 丫 k2は並進演算子の固有値に他ならない．

丶



1.2.3 k1 丽 k2の場合

k1 丽 k2 丽 kの場合に仮設解を

gk,k丨x1, x2丩 丽 eik(x1+x2) 丨丶丳丩

とすると，丨久乱丮丱丩丬 丨久乱丮串丩はそれぞれ

E 丽 临 乣乯乳 k, 串 乣乯乳 k 丫 串 丽 E, 丨丶临丩

となり，k 丽 丰，つまり定数解f丨x1, x2丩 丽 乣乯乮乳乴.を得る． k 丽 丰解については，SU丨串丩対称な場合の特殊
性であることに注意． 乘乘乚模型においてσzjσ

z
j+1の係数を丁倍すると方程式は

乣乯乳 k 丽 丁 丨丶丵丩

となり，

• 丁 < −丱のときは解無し．

• 丁 丽 乻丱のときはk 丽 πの単一解丮

• −丱 < 丁 < 丱の場合はkは２つの実数解k 丽 ± 乣乯乳−1丨丁丩．

• 丁 丽 丱の場合はk 丽 丰の単一解．

• 丁 > 丱の場合は２つの純虚数解k 丽 ± 乣乯乳乨−1丨丁丩．

という振る舞いをする．

一方で，境界条件丨乂丮乃丮丩より，

eikN 丽 丱 丨丶丶丩

であるので，純虚数解は実現せず，−丱 ≤ 丁 ≤ 丱の場合は丁がNで決まる特定の値でのみ解となる．

乘乘乘模型（丁 丽 丱）の場合は

• Nに依らずk 丽 丰なる定数解がひとつ存在する．

1.2.4 Bethe方程式の対称性

乂乥乴乨乥方程式の性質をいくつか見ておく．

eiϕk 丽
c1
c2

丽 −丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik1

丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik2
, k1 6丽 k2, 丨丶丷丩

と置く．

eiϕk2,k1 丽 e−iϕk1,k2 , 丨丶丸丩

eiϕ−k1,−k2 丽 eiϕk2,k1 丽 e−iϕk1,k2 , 丨丶丹丩

乛eiϕk1,k2 九∗ 丽 e
iϕk∗2 ,k

∗
1 丽 e

−iϕk∗1 ,k∗2 , 丨丷丰丩

eiϕk,k 丽 −丱, 丨丷丱丩

eiϕ0,k2 丽 eiϕk1,0 丽 丱, 丨丷串丩

丷



などに注意する． kについての関数eiϕk,kはk 丽 丰において不連続である点に注意．

f1丨k1, k2丩 丽 eik1N−ϕk1,k2 , f2丨k1, k2丩 丽 eik2N+ϕk1,k2 丨丷丳丩

と置くと，乂乥乴乨乥方程式は

f1丨k1, k2丩 丽 f2丨k1, k2丩 丽 丱. 丨丷临丩

さてf1丨k2, k1丩 丽 f2丨k1, k2丩, f2丨k2, k1丩 丽 f1丨k1, k2丩より，

• 方程式は入れ替え丨k1, k2丩→ 丨k2, k1丩について対称．つまり，丨k1, k2丩が解⇔ 丨k2, k1丩が解．（そもそ
も乂乥乴乨乥仮設解gkは２つの異なる波数の組丨k1, k2丩によって指定された．）

f1丨−k1,−k2丩 丽 f1丨k1, k2丩
−1, f2丨−k1,−k2丩 丽 f2丨k1, k2丩

−1より

• 方程式は入れ替え丨k1, k2丩 → 丨−k1,−k2丩について対称．つまり，丨k1, k2丩が解⇔ 丨−k1,−k2丩が解．
これは系の反転対称性から来ると思われる．

f1丨k1, k2丩
∗ 丽 f1丨k

∗
1 , k
∗
2丩
−1, f2丨k1, k2丩

∗ 丽 f2丨k
∗
1 , k
∗
2丩
−1より

• 方程式は入れ替え丨k1, k2丩→ 丨k∗1 , k
∗
2丩について対称．つまり，丨k1, k2丩が解⇔ 丨k∗1 , k

∗
2丩が解．

• 解は乜乐乔対称性の破れ丢の性質を持つことに注意する．つまり，乘乘乘模型を拡張してパラメータ
依存した模型を考えた際に，この対称性を保つ限り，複素数解は串つの実数解の衝突によって生
成される．

f1丨k, k丩 丽 f2丨k, k丩 丽 −丱より，

• k1 丽 k2 丽 2π(n−1/2)
N , n 丽 丱, . . . , Nは解．

f1丨丰, k2丩 丽 丱, f2丨丰, k2丩 丽 eik2Nより

• 丨k1, k2丩 丽 丨丰, 2πnN 丩, n 丽 丰, . . . , N − 丱,は解．

1.2.5 実数解

乂乥乴乨乥 乛丱九に従って，k1, k2が実の場合に，独立な解の個数を計算する．

eiϕk 丽 − e−i(k1+k2)/2 丫 ei(k1+k2)/2 − 串ei(k1−k2)/2

e−i(k1+k2)/2 丫 ei(k1+k2)/2 − 串e−i(k1−k2)/2
丽 −

乣乯乳 k1+k22 − e−i(k2−k1)/2

乣乯乳 k1+k22 − ei(k2−k1)/2
丨丷丵丩

と変形すれば明らかであるが，k1, k2が実数の場合はϕkも実である． 乂乥乴乨乥方程式は{
Nk1 − ϕk 丽 丰 乭乯乤 串π,
Nk2 丫 ϕk 丽 丰 乭乯乤 串π,

丨丷丶丩

と書き換えられる． ϕkの性質を調べると，

ϕk 丽 π 丫 串乡乲乧

(
乣乯乳

k1 丫 k2
串

− e−i(k2−k1)/2
)

丨丷丷丩

丽 π 丫 串乡乲乧

(
−串 乳乩乮 k1

串
乳乩乮

k2
串

丫 i 乳乩乮
k2 − k1

串

)
丨丷丸丩

丽 π 丫 串乡乲乧

(
串 乳乩乮

k1
串

乳乩乮
k2
串
− i 乳乩乮 k2 − k1

串

)
乭乯乤 串π, 丨丷丹丩

丸
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乆乩乧乵乲乥 串为 関数Nk1 − ϕk 乭乯乤 串π丮 N 丽 丷とした．左からk2 丽 π/丱丰, π/串, π, 丳π/串, 串π − π/丱丰丮
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乆乩乧乵乲乥 丳为 Nk1 − ϕk ≡ 丰丨青線丩，Nk2 丫 ϕk ≡ 丰丨黄線丩の解曲線．横軸がk1丬 縦軸がk2．精度
は乍乡乣乨乩乮乥乐乲乥乣乩乳乩乯乮．解丨k1, k2丩は２つの解曲線の交わりで得られる．それぞれN 丽 丷, 丳丰とし
た．

より，k1 丽 丰→ k2 → 串πと変化させるとϕkはϕ0,k2 丽 丰→ ϕk2,k2 丽 π → ϕ2π,k2 丽 串πと単調に増加する．
すると任意のk2に対して関数Nk1 − ϕkはk1を丰から串πまで１周させたときにN − 丱回の巻き付きを有す
るので，k1に関する方程式Nk1 −ϕk ≡ 丰はk2の依存せず少なくともN − 丱個の解を持つ．一般にはk2の
変形に対して不安定な偶数個の解がさらに存在する場合もあることに注意． 図串にN 丽 丷の場合にお
いてk2をいくつか選んだ場合の関数Nk1−ϕkのプロットを示す．図串を見ると，k2が丰 丽 串πに近いとき
にk1の解が複数生じる傾向にある．

巻き付き数で保護されない不安定解は乂乥乴乨乥方程式の解に寄与するだろうか．そこで式Nk1 −
ϕk, Nk2 丫 ϕkのゼロ点を図丳に図示した． 図を見ると，k1 丽 丰においてk2 > 丰なる最小の丨k1 丽
丰, kmin

2 丩は巻き付き数で固定されない不安定ゼロ点から生じていることがわかる．さらにこの
解丨丰, kmin

2 丩のNに対する存在の安定性について考えると，丨k1, k2丩 丽 丨 πN ,
π
N 丩が解であるため，解丨丰, kmin

2 丩は

任意のNに対して残ると考えられる．

図丳右図のk1 丽 k2 丽 2π(2−1/2)
N 近傍のような交点を数値精度のため真の解ではない，と仮定する（間

違いであることが後で分かる．）と，丰 ≤ k1 < k2 < 串πなる解の個数は

丨

N−2∑
n=1

n丩 丫 丱 丽
丨N − 丱丩丨N − 串丩

串
丫 丱 丨丸丰丩

となる．これは乂乥乴乨乥の見積もり 乛丱九である (N−1)(N−2)
2 と，不安定ゼロ点からの寄与だけ合わない．以

下，乂乥乴乨乥の議論もメモしておく．

丹



1.2.6 Betheによる実数解の個数の見積もり

乛丱九の議論を追う．

解は

k1 丽
串πλ1
N

丫
ϕk

N
, 丨丸丱丩

k2 丽
串πλ2
N
− ϕk

N
, 丨丸串丩

λ1, λ2 丽 丰, . . . , N − 丱. 丨丸丳丩

ϕkは

−π ≤ ϕk ≤ π 丨丸临丩

として良い．

k2 − k1 丽
串π丨λ2 − λ1丩

N
− 串ϕk

N
丨丸丵丩

であるので，λ1 丽 丰, . . . , λ2 − 串においては丰 ≤ k1 < k2は満たされているが，λ1 丽 λ2 − 丱の場合
にk1 < k2が満たされない可能性がある．実際，形式的にk1 丽 k2の場合に乂乥乴乨乥方程式ei(k1N−ϕk) 丽
ei(k2N+ϕk) 丽 丱を解くと，解ϕk 丽 π, λ1 丽 λ2 − 丱が得られる．（乂乥乴乨乥方程式eik1N 丽 eiϕk1,k2をk2を固定
したときにk1を決定する方程式とみなした場合に，ϕkの丰 ≤ k1 ≤ k2における単調性より分岐λ1を固定
したときの解は高々ひとつであることがわかるので，λ1 丽 λ2 − 丱は解として不適．）以上より，仮設
解gk丨x1, x2丩の独立な解の個数がわかった．

N−1∑
λ2=2

λ2−2∑
λ1=0

丽

N−1∑
λ2=2

丨λ2 − 丱丩 丽
丨N − 丱丩丨N − 串丩

串
. 丨丸丶丩

この議論は，ϕkのk1 丽 丰における特異的な振る舞いにより，λ2 丽 丱の場合はλ1 丽 丰の解が存在して
良い点を見落としている．実際，k1 丽 丰, k1 < k2とすると乂乥乴乨乥方程式はλ1 丽 丰，及び

k2 丽
串πλ2
N

. 丨丸丷丩

これはλ2 丽 丱, . . . , N − 丱の解を持つ．

1.2.7 複素共役解

実数解の数は (N−1)(N−2)
2 丫 丱であり，定数解の数はNが偶数のときは丱個，Nが奇数のときは丰個であ

った． M 丽 串のヒルベルト空間の次元はN(N−1)
2 であるので，解の数が，Nが偶数のときはN − 串個，

Nが奇数のときはN − 丳個足りない．

全運動量k1 丫 k2は実数であるので，Kを実数として，{
k1 丽 u丫 k,
k2 丽 u− k, 丨丸丸丩

と置いて良い． 乛丱九に従って，まずはk1, k2が複素共役の関係にある解を探す．つまり，vを実数とし
てk 丽 ivと置く． v > 丰のみ調べれば十分．

eiϕk 丽 −
乣乯乳 k1+k22 − e−i(k2−k1)/2

乣乯乳 k1+k22 − ei(k2−k1)/2
丽 −乣乯乳u− e−v

乣乯乳u− ev
丨丸丹丩

丱丰



に注意する． 乂乥乴乨乥方程式は {
eiuN−vN 丽 eiϕk 丽 − cosu−e−v

cosu−ev ,

eiuN+vN 丽 e−iϕk 丽 − cosu−ev
cosu−e−v .

丨丹丰丩

つまり，関数

F 丨u, v丩 为丽
ev − 乣乯乳u

e−v − 乣乯乳u
丨丹丱丩

を導入して，

eiuN 丽 −乓乩乧乮F 丨u, v丩, 丨丹串丩

Nv 丽 乬乯乧 |F 丨u, v丩|. 丨丹丳丩

２つ目の方程式丨丹丳丩は

ev − 乣乯乳u

e−v − 乣乯乳u
丽 e2v

e−v − 乣乯乳ue−2v

e−v − 乣乯乳u
丨丹临丩

と変形すると，− 乣乯乳u ≥ 丰のときN > 串の場合はv 丽 丰以外の解を持たないことが分かる．従って，
乣乯乳u > 丰なる領域のみ考えれば良い．また乣乯乳u 丽 丱のとき乬乯乧 |F 丨u, v丩| 丽 vより，N > 丱の場合は解が存
在しない．よって丰 < 乣乯乳u < 丱のみ考えれば良く，このとき関数乬乯乧 |F 丨u, v丩|はv 丽 − 乬乯乧 乣乯乳uにおいて
正に発散し，v 丫 乣乯乮乳乴.に漸近する．また，

∂v 乬乯乧F 丨u, v丩 丽
ev丨e−v − 乣乯乳u丩 丫 丨丱− e−v 乣乯乳u丩

丨ev − 乣乯乳u丩丨e−v − 乣乯乳u丩
> 丰, 丨丰 < v < − 乬乯乧 乣乯乳u丩, 丨丹丵丩

∂2v 乬乯乧F 丨u, v丩 丽
ev丨e2v − 丱丩 乣乯乳u 乳乩乮2 u

丨ev − 乣乯乳u丩2丨ev 乣乯乳u− 丱丩2
> 丰, 丨丰 < v < − 乬乯乧 乣乯乳u丩, 丨丹丶丩

より，丰 < v < 乬乯乧 乣乯乳uにおいて下に凸で単調に増加する． v 丽 丰における傾きは 2
1−cosuであるので，

• N < 2
1−cosuである場合はv & − 乬乯乧 乣乯乳uにおいてひとつの交点を持つ．

• N > 2
1−cosuである場合はv . − 乬乯乧 乣乯乳u, v & − 乬乯乧 乣乯乳uにおいてそれぞれひとつの交点を持つ．

さらに１つ目の方程式丨丹串丩からuを決める． e2iuN 丽 丱であるので必要条件として

u 丽
πn

N
, n ∈ Z 丨丹丷丩

である．このときeiuN 丽 丨−丱丩nであるので，丨u, v丩が解であれば丨−u, v丩も解であることに注意． ev −
乣乯乳u > 丰であるので，丨丹串丩の右辺の符号変化は丨丹丳丩の右辺の発散点であるv 丽 − 乬乯乧 乣乯乳uで生じる．条
件丰 < 乣乯乳u < 丱より

• Nが奇数の場合はun 丽 ±πnN , n 丽 丱, . . . , N−12 丬

• Nが偶数の場合はun 丽 ±πnN , n 丽 丱, . . . , N−22 丬

が解の候補． N 丽 丷, 串丰における関数Nvと乬乯乧 |F 丨u, v丩|のu 丽 un, n 丽 丱, . . . ,乆乬乯乯乲乛N−12 九を図临に図示し

た． 方程式丨丹串丩は

丨−丱丩n 丽

{
−丱 丨丰 < v < − 乬乯乧 乣乯乳un丩,
丱 丨− 乬乯乧 乣乯乳un < v丩,

丨丹丸丩

であるので，

丱丱
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乆乩乧乵乲乥 临为 N 丽 丷（左図），N 丽 串丰（右図）における関数Nv（青）と関数乬乯乧 |F 丨u, v丩|（黃）
のu 丽 unのn 丽 丱, . . . ,乆乬乯乯乲丨N−12 丩のプロット．

• nが奇数のときは丰 < v < − 乬乯乧 乣乯乳un，

• nが偶数のときは− 乬乯乧 乣乯乳un < v丬

がそれぞれ解であるための条件．これを考慮すると

• nが奇数でかつN > 2
1−cosunが満たされている場合はv . − 乬乯乧 乣乯乳unにおいてひとつの解を持つ丮

• nが奇数でかつN < 2
1−cosunが満たされている場合は解が存在しない．

• nが偶数の場合はv & − 乬乯乧 乣乯乳unにおいてひとつの解を持つ丮

条件N < 2
1−cosunは

n <
串N

π
乳乩乮−1丨

丱√
N

丩 丨丹丹丩

と等価．これを満たす奇数n 丽 串m − 丱,m 丽 丱, 串, . . . ,の数は N
π 乳乩乮−1丨 1√

N
丩 丫 1

2を超えない最大の整数

をMNとして，MN個． N � 丱のときは，

MN ∼
√
N

π
丨丱丰丰丩

である． MNを計算すると，

MN 丽



丱 丨N ≤ 串丱丩
串 丨串串 ≤ N ≤ 丶丱丩
丳 丨丶串 ≤ N ≤ 丱串丰丩
临 丨丱串丱 ≤ N ≤ 丱丹丹丩
丵 丨串丰丰 ≤ N ≤ 串丹丸丩
丶 丨串丹丹 ≤ N ≤ 临丱丶丩
丮丮丮

丨丱丰丱丩

などとなる．例として，N 丽 丱丰, 串丱, 临丰における関数乬乯乧 |F 丨u, v丩|のu 丽 u1, u3を図丵に示した．

以上より，複素共役な解の数は，丨u 丽 un,−unの寄与があるため串倍して）

• Nが奇数のときは，N − 丱− 串MN個．

• Nが偶数のときは，N − 串− 串MN個．

丱串
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乆乩乧乵乲乥 丵为 N 丽 丱丰, 串丱, 临丰における関数Nv（青），乬乯乧 |F 丨u1, v丩|（黃），乬乯乧 |F 丨u3, v丩|（緑）．
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乆乩乧乵乲乥 丶为 Nk1 − ϕk ≡ 丰丨青線丩，Nk2 丫 ϕk ≡ 丰丨黄線丩の解曲線．横軸がk1丬 縦軸がk2．
丨k1, k2丩 丽 丨丰, 丰丩近傍のみ図示した．左からN 丽 丱丵, 临丰, 丱丰丰, 丱丶丰．

1.2.8 波数の近い実数解

解の数は，么乩乬乢乥乲乴空間の次元であるN丨N − 丱丩/串に対して，Nが大きいところでおよそ串MN ∼ 2
√
N
π 個

足りない． 乛丳丬 临九など見ると，さらに実数解が存在するようだ． 丱丮串丮丵節においては，N 丽 串丰におけ

る丨k1, k2丩 丽
2π(2−1/2)

N , 2π(N−1−1/2)N 近傍の波数の近い交点を無視したが，これらは解である．図丶を見

よ．

このような解がいつ出現するかをk1 丽 k2 丽 2π(n−1/2)
N , n 丽 丱, 串, 丳, . . .近傍をプロットして目で確か

めると，

• N 丽 串串においてk1 丽 k2 丽 ± 2π(2−1/2)
N 近傍に出現．

• N 丽 丶串においてk1 丽 k2 丽 ± 2π(3−1/2)
N 近傍に出現．

• N 丽 丱串丱においてk1 丽 k2 丽 ± 2π(4−1/2)
N 近傍に出現．

• N 丽 串丰丰においてk1 丽 k2 丽 ± 2π(5−1/2)
N 近傍に出現．

• N 丽 串丹丹においてk1 丽 k2 丽 ± 2π(6−1/2)
N 近傍に出現．

• N 丽 临丱丷においてk1 丽 k2 丽 ± 2π(7−1/2)
N 近傍に出現．

となった．これは，新しい解が出現するNは，前節のMN − 丱と完全に一致している．よって，波数が
近い実数解の個数は，

串丨MN − 丱丩 丨丱丰串丩

で与えられる．

波数が近い解の個数の厳密に計算は保留する．

丱丳



1.2.9 Bethe仮設解の数え上げ

以上をまとめると，

• 定数解はひとつ丮

• 波数が離れている実数解の個数は (N−1)(N−2)
2 丫 丱．

• 複素共役解の個数は

– Nが奇数の場合はN − 丱− 串MN 丮

– Nが偶数の場合はN − 串− 串MN 丮

• 波数の近い実数解の個数は串丨MN − 丱丩丮

よって乂乥乴乨乥仮設解の数は

• Nが奇数のときは，N(N−1)
2 丮

• Nが偶数のときは，N(N−1)
2 − 丱丮

となる． Nが偶数の場合に，解が不足している．

1.2.10 N 丽 丳の場合

N 丽 丳の場合は，丨k1, k2丩 丽 丨丰, 串π/丳丩, 丨丰, 临π/丳丩なる串つの実数解と定数解が存在する．直接固有値方程
式を解いて乂乥乴乨乥仮設解と比較する． f 丽 丨f丨丱, 串丩, f丨丱, 丳丩, f丨串, 丳丩丩Tの変数があり，固有値方程式は f丨串, 丳丩 丫 f丨丱, 丳丩 丫 串f丨丱, 串丩 丽 Ef丨丱, 串丩,

f丨丱, 串丩 丫 f丨串, 丳丩 丫 串f丨丱, 丳丩 丽 Ef丨丱, 丳丩,
f丨丱, 丳丩 丫 f丨丱, 串丩 丫 串f丨串, 丳丩 丽 Ef丨串, 丳丩.

丨丱丰丳丩

つまり， 串 丱 丱
丱 串 丱
丱 丱 串

f 丽 Ef . 丨丱丰临丩

解くと以下の丳つの解を得る．

f 丽 丨丱, 丱, 丱丩T , E 丽 临, 丨丱丰丵丩

f 丽 丨丱, 丰,−丱丩T , E 丽 丱, 丨丱丰丶丩

f 丽 丨丱,−丱, 丰丩T , E 丽 丱. 丨丱丰丷丩

これは定数解と乂乥乴乨乥仮設解に対応する． 1

1

g0, 2π
3
(x1, x2) = e

2πi
3
x1 + e

2πi
3
x2 = (−1, eπi/3, e−πi/3), (108)

g0, 4π
3
(x1, x2) = e

2πi
3
x1 + e

2πi
3
x2 = (−1, e−πi/3, eπi/3). (109)

の線形和．

丱临
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乆乩乧乵乲乥 丷为 N 丽 临の乂乥乴乨乥方程式の実数解． 丨 2π3 ,
4π
3 丩もプロットした．

1.2.11 N 丽 临の場合

一方で，N 丽 临の場合は，上記議論から丨k1, k2丩 丽 丨丰, 串π/临丩, 丨丰, 临π/临丩, 丨丰, 丶π/临丩, 丨串π/丳, 临π/丳丩の临つの実
数解と丬ひとつの定数解が存在するが，么乩乲乢乥乲乴空間の次元である丶には丱個足りない． 乂乥乴乨乥方程式の実
数解については図丷を見よ．直接固有値方程式を解いて乂乥乴乨乥仮設解と比較する．

f 丽 丨f丨丱, 串丩, f丨丱, 丳丩, f丨丱, 临丩, f丨串, 丳丩, f丨串, 临丩, f丨丳, 临丩丩Tの変数があり，固有値方程式は

f丨串, 临丩 丫 f丨丱, 丳丩 丫 串f丨丱, 串丩 丽 Ef丨丱, 串丩,
f丨丳, 临丩 丫 f丨丱, 串丩 丫 f丨串, 丳丩 丫 f丨丱, 临丩 丽 Ef丨丱, 丳丩,
f丨丱, 丳丩 丫 f丨串, 临丩 丫 串f丨丱, 临丩 丽 Ef丨丱, 临丩,
f丨丱, 丳丩 丫 f丨串, 临丩 丫 串f丨串, 丳丩 丽 Ef丨串, 丳丩,
f丨丱, 临丩 丫 f丨串, 丳丩 丫 f丨丳, 临丩 丫 f丨丱, 串丩 丽 Ef丨串, 临丩,
f丨串, 临丩 丫 f丨丱, 丳丩 丫 串f丨丳, 临丩 丽 Ef丨丳, 临丩,

丨丱丱丰丩

つまり， 
串 丱 丰 丰 丱 丰
丱 丰 丱 丱 丰 丱
丰 丱 串 丰 丱 丰
丰 丱 丰 串 丱 丰
丱 丰 丱 丱 丰 丱
丰 丱 丰 丰 丱 串

f 丽 Ef . 丨丱丱丱丩

解くと以下の丶つの解を得る．

f 丽 丨丱, 丱, 丱, 丱, 丱, 丱丩T , E 丽 临, 丨丱丱串丩

f 丽 丨丱,−串, 丱, 丱,−串, 丱丩T , E 丽 −串, 丨丱丱丳丩

f 丽 丨丰,−丱, 丰, 丰, 丱, 丰丩T , E 丽 丰, 丨丱丱临丩

f 丽 丨−丱, 丰, 丰, 丰, 丰, 丱丩T , E 丽 串, 丨丱丱丵丩

f 丽 丨−丱, 丰, 丰, 丱, 丰, 丰丩T , E 丽 串, 丨丱丱丶丩

f 丽 丨−丱, 丰, 丱, 丰, 丰, 丰丩T , E 丽 串. 丨丱丱丷丩

一方で，

定数解 为 f 丽 丨丱, 丱, 丱, 丱, 丱, 丱丩, E 丽 临, 丨丱丱丸丩

丨k1, k2丩 丽 丨
串π

丳
,
临π

丳
丩 为 f 丽 丨丱,−串, 丱, 丱,−串, 丱丩, E 丽 −串, 丨丱丱丹丩

丨k1, k2丩 丽 丨丰, π丩 为 f 丽 丨丰,−丱, 丰, 丰, 丱, 丰丩, E 丽 丰, 丨丱串丰丩

丨k1, k2丩 丽 丨丰,
π

串
丩 为 f 丽 丨丱, 丰,−i, i, 丰,−丱丩, E 丽 串, 丨丱串丱丩

丨k1, k2丩 丽 丨丰,
丳π

串
丩 为 f 丽 丨丱, 丰, i,−i, 丰,−丱丩, E 丽 串 丨丱串串丩

丱丵



となり，確かにE 丽 串なる解がひとつ足りない．

一般に，サイト数が偶数の場合に，以下の固有値方程式の解が存在する． 2

|ψ〉 丽
N∑
j=1

丨−丱丩jσ−j σ
−
j+1 |丰〉 . 丨丱串丳丩

確かに，固有値方程式に代入すると上記|ψ〉が固有値E 丽 串なる解であることが確かめられる．解の不
足は，丨丵丶丩において分母がゼロである場合を考慮しなかったことが原因らしいが納得できていない．
例えば，乛丵九に解説がある．次節にメモを残す．

1.2.12 Bethe方程式の“特異解”

eikj 丽
λj 丫 i

λj − i
, j 丽 丱, 串, 丨丱串临丩

とλjを導入すると，

丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik1 丽
−串i丨λ2 − λ1 − 串i丩

丨λ1 − i丩丨λ2 − i丩
, 丨丱串丵丩

丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik2 丽
−串i丨λ1 − λ2 − 串i丩

丨λ1 − i丩丨λ2 − i丩
丨丱串丶丩

に注意して，乂乥乴乨乥方程式は (
λ1 丫 i

λ1 − i

)N
丽 −λ2 − λ1 − 串i

λ1 − λ2 − 串i
, 丨丱串丷丩(

λ2 丫 i

λ2 − i

)N
丽 −λ1 − λ2 − 串i

λ2 − λ1 − 串i
丨丱串丸丩

となる．分母がゼロの場合は特異的なので，分母を払って

丨λ1 丫 i丩N 丨λ1 − λ2 − 串i丩 丽 −丨λ1 − i丩N 丨λ2 − λ1 − 串i丩, 丨丱串丹丩

丨λ2 丫 i丩N 丨λ2 − λ1 − 串i丩 丽 −丨λ2 − i丩N 丨λ1 − λ2 − 串i丩 丨丱丳丰丩

とすると解

λ1 丽 i, λ2 丽 −i 丨丱丳丱丩

を持つ．対応する固有値，固有ベクトルは適当な正則化の下で|ψ〉 , E 丽 串を与えることが知られてい
る． 乛丵九

1.2.13 解が共役な複素数で与えられること

{k1, k2}が乂乥乴乨乥方程式の解であれば{k∗1 , k∗2}も解であることは乂乥乴乨乥方程式の複素共役に対する対称性
から得られるが，実際は集合として{k1, k2} 丽 {k∗1 , k∗2}が成立する．一般のMに対して，乛丷九において転
送行列を用いた証明がなされている．また，乛丶九においては，乂乥乴乨乥方程式の複素共役に対する対称性か
ら複素解についてはk2 丽 k∗1として良い，とのみ書かれているが，本当だろうか．

2桂法称氏に教えて頂きました．ありがとうございます．

丱丶



M 丽 串については，運動量とエネルギーが実数であることを用いて以下のように証明できる． 3

k1 丫 k2は全運動量であるので実数であり，特に义乭 k1 丫 义乭 k2 丽 丰丮 义乭 k1 丽 −义乭 k2 6丽 丰である場合
に乒乥 k1 丽 乒乥 k2を示したい．エネルギー

Ek 丽 串 乣乯乳 k1 丫 串 乣乯乳 k2 丽 临 乣乯乳
k1 丫 k2

串
乣乯乳

k1 − k2
串

丨丱丳串丩

の虚部は

义乭Ek 丽 −临 乣乯乳 k1 丫 k2
串

乳乩乮
乒乥 丨k1 − k2丩

串
乳乩乮乨

义乭 丨k1 − k2丩
串

. 丨丱丳丳丩

ハミルトニアンのエルミート性より义乭Ek 丽 丰であるので，义乭 k1 丽 义乭 k2 6丽 丰の仮定のもと，k1 丫 k2 丽
π 乭乯乤 串π丬 または乒乥 丨k1 − k2丩 丽 丰丮 よってk1 丫 k2 6丽 π 乭乯乤 串πの場合は示された．

k1 丫 k2 丽 πの場合を考える．このとき乂乥乴乨乥方程式は

eik1N 丽 −丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik1

丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik2
丽 e2ik1 , 丨丱丳临丩

eik2N 丽 −丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik2

丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik1
丽 e2ik2 , 丨丱丳丵丩

Nが偶数のとき解が存在し，

丨k1, k2丩 丽 丨
串πn

N − 串
, π − 串πn

N − 串
丩, n 丽 丰, . . . , N − 丳 丨丱丳丶丩

である．よってk1 丫 k2 丽 πの場合は複素数解は存在しない．

1.2.14 既存の結果と比較

乛丶九によって，丱丮串丮丷丬 丱丮串丮丸節で議論した，MN個の複素共役解の不足と，それに伴う波数の近い実数解の
出現が指摘されている．本ノートの計算は乛丶九の計算と一致している．

1.2.15 複素共役解のスペクトル

Nが大きいときの複素共役解のスペクトルを計算する． 串M ∼ 2
√
N
π 個の例外を無視して，さら

に丨u, v丩 丽 丨un,− 乬乯乧 乣乯乳un丩を近似解とすると，解丨k1, k2丩は大雑把に

k1 丽 k − i 乬乯乧 乣乯乳 k, 丨丱丳丷丩

k2 丽 k 丫 i 乬乯乧 乣乯乳 k, 丨丱丳丸丩

k 丽
πn

N
, n 丽 −−N

串
,−N

n
丫 丱, . . . ,

N

串
, 丨丱丳丹丩

で与えられる．エネルギー固有値は

E丨k1, k2丩 丽 串 乣乯乳 k1 丫 串 乣乯乳 k2 丽 eik1 丫 e−ik1 丫 eik2 丫 e−ik2 丨丱临丰丩

丽 eik 乣乯乳 k 丫 e−ik丨乣乯乳 k丩−1 丫 eik丨乣乯乳 k丩−1 丫 e−ik 乣乯乳 k 丨丱临丱丩

丽 串 乣乯乳2 k 丫 串 丽 乣乯乳 串k 丫 临, −π
串
< k <

π

串
. 丨丱临串丩

3この証明も桂法称氏に教えて頂きました．

丱丷



1.2.16 buck up

複素数解について考える． 乛丱九の議論を追う． 乂乥乴乨乥方程式を少し変形しておく．

eiϕk 丽 −
乣乯乳 k1+k22 − e−i(k2−k1)/2

乣乯乳 k1+k22 − ei(k2−k1)/2
丽 −

乣乯乳 k1+k22 − 乣乯乳 k1−k22 − i 乳乩乮 k1−k2
2

乣乯乳 k1+k22 − 乣乯乳 k1−k22 丫 i 乳乩乮 k1−k2
2

丨丱临丳丩

より

乣乯乴
ϕk

串
丽

丱

乴乡乮 ϕk

2

丽
乳乩乮ϕk

丱− 乣乯乳ϕk
丽

丱

i

eiϕk − e−iϕk

串− eiϕk − e−iϕk
丽

乳乩乮 k1−k2
2

乣乯乳 k1+k22 − 乣乯乳 k1−k22

丽
丱

串
丨乣乯乴

k1
串
− 乣乯乴

k2
串
丩,

丨丱临临丩

つまり，

串 乣乯乴
ϕk

串
丽 乣乯乴

k1
串
− 乣乯乴

k2
串

丨丱临丵丩

を得る．

k1 丽 u丫 iv, k2 丽 u− iv 丨丱临丶丩

と置く．全運動量k1 丫 k2は実であるので，uは実． vは複素数である．

乣乯乴
k1
串

丽
乣乯乳 u+iv2

乳乩乮 u+iv
2

丽
乣乯乳 u2 乣乯乳 iv2 − 乳乩乮 u

2 乳乩乮 iv
2

乳乩乮 u
2 乣乯乳 iv2 丫 乣乯乳 u2 乳乩乮 iv

2

丽
乣乯乳 u2 乣乯乳乨 v

2 − i 乳乩乮
u
2 乳乩乮乨 v

2

乳乩乮 u
2 乣乯乳乨 v

2 丫 i 乣乯乳 u2 乳乩乮乨 v
2

丨丱临丷丩

丽
丨乣乯乳 u2 乣乯乳乨 v

2 − i 乳乩乮
u
2 乳乩乮乨 v

2 丩丨乳乩乮
u
2 乣乯乳乨 v

2 − i 乣乯乳
u
2 乳乩乮乨 v

2 丩

乳乩乮2 u2 乣乯乳乨2 v2 丫 乣乯乳2 u2 乳乩乮乨2 v2
丨丱临丸丩

丽
乣乯乳 u2 乳乩乮 u

2 − i 乣乯乳乨
v
2 乳乩乮乨

v
2

乳乩乮2 u2 乣乯乳乨2 v2 丫 乣乯乳2 u2 乳乩乮乨2 v2
丨丱临丹丩

丽
串 乳乩乮u− 串i 乳乩乮乨 v

丨丱− 乣乯乳u丩丨丱 丫 乣乯乳乨 v丩 丫 丨丱 丫 乣乯乳u丩丨乣乯乳乨 v − 丱丩
丨丱丵丰丩

丽
乳乩乮u− i 乳乩乮乨 v
乣乯乳乨 v − 乣乯乳u

. 丨丱丵丱丩

v 7→ −vとして

乣乯乴
k2
串

丽
乳乩乮u丫 i 乳乩乮乨 v

乣乯乳乨 v − 乣乯乳u
. 丨丱丵串丩

vは一般には複素数であるが，以下，vを実とする．つまり，k1, k2は複素共役の関係にあるとする．
v > 丰のみ考えれば十分．

ϕk 丽 ψk 丫 iχk 丨丱丵丳丩

と実部と虚部に分ける．すると乂乥乴乨乥方程式は

ψk ≡ −ψk 乭乯乤 串π, 丨丱丵临丩

Nv 丽 χk 丨丱丵丵丩

となる．

丱丸



2 開放端条件

乂乥乴乨乥仮設法は，|x2−x1| > 丱における自由場解を|x2−x1| 丽 丱に接続することにより得られるため，素
朴には開放端条件においても適用できると思われる．開放端条件におけるハミルトニアンは

H 丽

N−1∑
j=1

丨σ−j+1σ
+
j 丫 σ−j σ

+
j+1 丫 串

丱− σzj
串

丱− σzj+1

串
丩. 丨丱丵丶丩

固有値方程式

H |f〉M 丽 E |f〉M 丨丱丵丷丩

の構造をみていく．

2.1 M = 1

M 丽 丱の場合は第丳項が落ち，

H |f〉1 丽

N−1∑
j=1

N∑
x=1

丨δjxσ
−
j+1 丫 δj+1,xσ

−
j 丩f丨x丩 |丰〉 丨丱丵丸丩

丽

N−1∑
j=1

丨f丨j丩σ−j+1 丫 f丨j 丫 丱丩σ−j 丩 |丰〉 丨丱丵丹丩

丽

N∑
j=2

f丨j − 丱丩σ−j |丰〉丫
N−1∑
j=1

f丨j 丫 丱丩σ−j |丰〉 . 丨丱丶丰丩

これから固有値方程式  f丨j − 丱丩 丫 f丨j 丫 丱丩 丽 Ef丨j丩 j 丽 串, . . . , N − 丱,
f丨串丩 丽 Ef丨丱丩,
f丨N − 丱丩 丽 Ef丨N丩,

丨丱丶丱丩

を得る． f丨丰丩, f丨N 丫 丱丩を変数に加えると，次と等価．

f丨j − 丱丩 丫 f丨j 丫 丱丩 丽 Ef丨j丩, j 丽 丱, . . . , N, 丨丱丶串丩

f丨丰丩 丽 f丨N 丫 丱丩 丽 丰. 丨丱丶丳丩

線形独立なN個の解は，

fk丨x丩 丽 乳乩乮
πpx

N 丫 丱
, p 丽 丱, . . . , N. 丨丱丶临丩

2.2 M = 2

飛び移り項についてx1 6丽 x2のとき

σ−j+1σ
+
j σ
−
x1
σ−x2
|丰〉 丽 δjx1

σ−x1+1σ
−
x2
|丰〉丫 δjx2

σ−x1
σ−x2+1 |丰〉 , 丨丱丶丵丩

σ−j σ
+
j+1σ

−
x1
σ−x2
|丰〉 丽 δj+1,x1

σ−x1−1σ
−
x2
|丰〉丫 δj+1,x2

σ−x1
σ−x2−1 |丰〉 , 丨丱丶丶丩

丱丹



に注意する．同一サイトにおいて下降演算子が重なった場合はσ−x σ
−
x 丽 丰とする．これから，

N−1∑
j=1

σ−j+1σ
+
j |f〉2 丽

∑
1≤x1<x2≤N

N−1∑
j=1

f丨x1, x2丩丨δjx1
σ−x1+1σ

−
x2
|丰〉丫 δjx2

σ−x1
σ−x2+1 |丰〉丩 丨丱丶丷丩

丽
∑

1≤x1<x2−1≤N−1

f丨x1, x2丩σ
−
x1+1σ

−
x2
|丰〉丫

∑
1≤x1<x2≤N−1

f丨x1, x2丩σ
−
x1
σ−x2+1 |丰〉 丨丱丶丸丩

丽
∑

2≤x1<x2≤N

f丨x1 − 丱, x2丩σ
−
x1
σ−x2
|丰〉丫

∑
1≤x1<x2−1≤N−1

f丨x1, x2 − 丱丩σ−x1
σ−x2
|丰〉 , 丨丱丶丹丩

N−1∑
j=1

σ−j σ
+
j+1 |f〉2 丽

∑
1≤x1<x2≤N

N−1∑
j=1

f丨x1, x2丩丨δj+1,x1
σ−x1−1σ

−
x2
|丰〉丫 δj+1,x2

σ−x1
σ−x2−1 |丰〉丩 丨丱丷丰丩

丽
∑

2≤x1<x2≤N

f丨x1, x2丩σ
−
x1−1σ

−
x2
|丰〉丫

∑
1≤x1<x2−1≤N−1

f丨x1, x2丩σ
−
x1
σ−x2−1 |丰〉 丨丱丷丱丩

丽
∑

1≤x1<x2−1≤N−1

f丨x1 丫 丱, x2丩σ
−
x1
σ−x2
|丰〉丫

∑
1≤x1<x2≤N−1

f丨x1, x2 丫 丱丩σ−x1
σ−x2
|丰〉 .

丨丱丷串丩

相互作用項は，

N−1∑
j=1

丱− σzj
串

丱− σzj+1

串
σ−x1

σ−x2
|丰〉 丽 δx1+1,x2

σ−x1
σ−x2
|丰〉 丨丱丷丳丩

より

∑
1≤x1<x2≤N

N−1∑
j=1

串
丱− σzj

串

丱− σzj+1

串
|f〉2 丽

∑
1≤x1<x2≤N

f丨x1, x2丩串δx1+1,x2
σ−x1

σ−x2
|丰〉 丨丱丷临丩

丽

N−1∑
x=1

f丨x, x丫 丱丩串σ−x σ
−
x+1 |丰〉 . 丨丱丷丵丩

よって，ハミルトニアンの波動関数|f〉2への作用は

H |f〉2 丽
∑

2≤x1<x2≤N

f丨x1 − 丱, x2丩σ
−
x1
σ−x2
|丰〉丫

∑
1≤x1<x2−1≤N−1

f丨x1, x2 − 丱丩σ−x1
σ−x2
|丰〉 丨丱丷丶丩

丫
∑

1≤x1<x2−1≤N−1

f丨x1 丫 丱, x2丩σ
−
x1
σ−x2
|丰〉丫

∑
1≤x1<x2≤N−1

f丨x1, x2 丫 丱丩σ−x1
σ−x2
|丰〉 丨丱丷丷丩

丫

N−1∑
x=1

f丨x, x丫 丱丩串σ−x σ
−
x+1 |丰〉 丨丱丷丸丩

となる．固有値方程式は

• 串 ≤ x1, x1 丫 丱 ≤ x2 ≤ N − 丱のとき（黄色）は，

丨A丩 为 f丨x1 − 丱, x2丩 丫 f丨x1, x2 − 丱丩 丫 f丨x1 丫 丱, x2丩 丫 f丨x1, x2 丫 丱丩 丽 Ef丨x1, x2丩. 丨丱丷丹丩

• x1 丽 丱, 丳 ≤ x2 ≤ N − 丱のとき（水色）は，

丨B丩 为 f丨丱, x2 − 丱丩 丫 f丨串, x2丩 丫 f丨丱, x2 丫 丱丩 丽 Ef丨丱, x2丩. 丨丱丸丰丩

• 串 ≤ x1 ≤ N − 串, x2 丽 Nのとき（橙色）は，

丨C丩 为 f丨x1 − 丱, N丩 丫 f丨x1, N − 丱丩 丫 f丨x1 丫 丱, N丩 丽 Ef丨x1, N丩. 丨丱丸丱丩

串丰



• x1 丽 x, x2 丽 x丫 丱, 串 ≤ x ≤ N − 串のとき（緑色）は，

丨D丩 为 f丨x− 丱, x丫 丱丩 丫 f丨x, x丫 串丩 丫 串f丨x, x丫 丱丩 丽 Ef丨x, x丫 丱丩. 丨丱丸串丩

• x1 丽 丱, x2 丽 串のとき（青色）は，

丨E丩 为 f丨丱, 丳丩 丫 串f丨丱, 串丩 丽 Ef丨丱, 串丩. 丨丱丸丳丩

• x1 丽 N − 丱, x2 丽 Nのとき（赤色）は，

丨F 丩 为 f丨N − 串, N丩 丫 串f丨N − 丱, N丩 丽 Ef丨N − 丱, N丩. 丨丱丸临丩

• x1 丽 丱, x2 丽 Nのとき（桃色）は，

丨G丩 为 丰 丽 Ef丨丱, N丩. 丨丱丸丵丩

周期境界条件の場合と同様に，f丨x1, x2丩の定義域丱 ≤ x1 < x2 ≤ Nを拡張して余分な自由度につい
て境界条件を導入しておくと便利． 串N 丫 丱個の変数

f丨丰, x2丩, x2 丽 丱, . . . , N 丫 丱, 丨丱丸丶丩

f丨x1, N 丫 丱丩, x1 丽 丰, . . . , N, 丨丱丸丷丩

を導入して以下の境界条件を課す．

丨乂.乃.丩

{
f丨丰, x2丩 丽 丰, x2 丽 丱, . . . , N 丫 丱,
f丨x1, N 丫 丱丩 丽 丰, x1 丽 丰, . . . , N.

丨丱丸丸丩

すると方程式丨乁丬乂丬乃丩は

丨久乱.丱丩 为 f丨x1 − 丱, x2丩 丫 f丨x1, x2 − 丱丩 丫 f丨x1 丫 丱, x2丩 丫 f丨x1, x2 丫 丱丩 丽 Ef丨x1, x2丩, |x2 − x1| > 丱,
丨丱丸丹丩

とまとめることができる．さらに丨乄丬久丬乆丬乇丩についても，

丨久乱.串丩 为 f丨x− 丱, x丫 丱丩 丫 f丨x, x丫 串丩 丫 串f丨x, x丫 丱丩 丽 Ef丨x, x丫 丱丩, 丨x 丽 丱, . . . , N − 丱丩, 丨丱丹丰丩

と書き換えられる．

固有値方程式丨久乱丮丱丬 久乱丮串丬 乇丩を境界条件丨乂丮乃丮丩のもとで解きたい． 丨久乱丮丱丩は丸個の自由場解

eik1x1eik2x2 , eik1x2eik2x1 , e−ik1x1eik2x2 , e−ik1x2eik2x1 , 丨丱丹丱丩

eik1x1e−ik2x2 , eik1x2e−ik2x1 , e−ik1x1e−ik2x2 , e−ik1x2e−ik2x1 , 丨丱丹串丩

Ek 丽 串 乣乯乳 k1 丫 串 乣乯乳 k2 丨丱丹丳丩

を持つ．そこで解を

gk丨x1, x2丩 丽 c++
1 eik1x1eik2x2 丫 c++

2 eik1x2eik2x1 丫 c−+1 e−ik1x1eik2x2 丫 c−+2 e−ik1x2eik2x1 丨丱丹临丩

丫 c+−1 eik1x1e−ik2x2 丫 c+−2 eik1x2e−ik2x1 丫 c−−1 e−ik1x1e−ik2x2 丫 c−−2 e−ik1x2e−ik2x1 丨丱丹丵丩

と置く． gk丨x1, x2丩はやはり関係式

gk丨x− 丱, x丫 丱丩 丫 gk丨x, x丩 丫 gk丨x丫 丱, x丫 丱丩 丫 gk丨x, x丫 串丩 丽 Ekgk丨x, x丫 丱丩 丨丱丹丶丩

を満たすので，gk丨x丩を丨久乱丮串丩に代入するとgk丨x1, x2丩が解である条件は

gk丨x, x丩 丫 gk丨x丫 丱, x丫 丱丩− 串gk丨x, x丫 丱丩 丽 丰 丨丱丹丷丩

串丱



となる．これは解が存在し，cσσ
′

1 , cσσ
′

2 について方程式

cσσ
′

1

cσσ
′

2

丽 − 丱 丫 ei(σk1+σ
′k2) − 串eiσk1

丱 丫 ei(σk1+σ′k2) − 串eiσ′k2
丽为 eiϕσσ′ , σ, σ′ ∈ {丫,−}, 丨丱丹丸丩

を得る．（方程式は線形なので各丨±k1,±k2丩の解の線形結合を取っている．） eiϕ−− 丽 e−iϕ++ , eiϕ+− 丽
e−iϕ−+ に注意すると，丨久乱丮丱丬 久乱丮串丩を満たす仮設解は，a, b, c, dを係数として，

gk丨x1, x2丩 丽 a丨ei(k1x1+k2x2+
α
2 ) 丫 ei(k1x2+k2x1−α2 )丩 丫 b丨e−i(k1x1+k2x2+

α
2 ) 丫 e−i(k1x2+k2x1−α2 )丩 丨丱丹丹丩

丫 c丨ei(k1x1−k2x2+
β
2 ) 丫 ei(k1x2−k2x1− β2 )丩 丫 d丨e−i(k1x1−k2x2+

β
2 ) 丫 e−i(k1x2−k2x1− β2 )丩 丨串丰丰丩

と与えられる．ここで，

eiα 丽 −丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik1

丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik2
, 丨串丰丱丩

eiβ 丽 − 丱 丫 ei(k1−k2) − 串eik1

丱 丫 ei(k1−k2) − 串e−ik2
丽 −e

ik1 丫 eik2 − 串ei(k1+k2)

eik1 丫 eik2 − 串
丨串丰串丩

と置いた．

次に境界条件丨乂丮乃丮丩を解く． f丨丰, x2丩 丽 丰より，

a丨ei(k2x2+
α
2 ) 丫 ei(k1x2−α2 )丩 丫 b丨e−i(k2x2+

α
2 ) 丫 e−i(k1x2−α2 )丩 丨串丰丳丩

丫 c丨ei(−k2x2+
β
2 ) 丫 ei(k1x2− β2 )丩 丫 d丨e−i(−k2x2+

β
2 ) 丫 e−i(k1x2− β2 )丩 丨串丰临丩

丽 丨ae−iα/2 丫 ce−iβ/2丩eik1x2 丫 丨beiα/2 丫 deiβ/2丩e−ik1x2 丨串丰丵丩

丫 丨aeiα/2 丫 de−iβ/2丩eik2x2 丫 丨be−iα/2 丫 ceiβ/2丩e−ik2x2 . 丨串丰丶丩

よって，k1 6丽 k2を仮定すると， 
ae−iα/2 丫 ce−iβ/2 丽 丰,
beiα/2 丫 deiβ/2 丽 丰,
aeiα/2 丫 de−iβ/2 丽 丰,
be−iα/2 丫 ceiβ/2 丽 丰,

丨串丰丷丩

を得る．解くと

b 丽 aeiβ , c 丽 −ae−i(α−β)/2, d 丽 −aei(α+β)/2 丨串丰丸丩

となる．よって仮設解は

gk丨x1, x2丩 丽 丨ei(k1x1+k2x2+
α
2 ) 丫 ei(k1x2+k2x1−α2 )丩e−iβ/2 丫 丨e−i(k1x1+k2x2+

α
2 ) 丫 e−i(k1x2+k2x1−α2 )丩eiβ/2

丨串丰丹丩

− 丨ei(k1x1−k2x2+
β
2 ) 丫 ei(k1x2−k2x1− β2 )丩e−iα/2 − 丨e−i(k1x1−k2x2+

β
2 ) 丫 e−i(k1x2−k2x1− β2 )丩eiα/2.

丨串丱丰丩

まで決まる．境界条件f丨x1, N 丫 丱丩 丽 丰が任意のx1に対して成立する条件からk1, k2に関する方程式が

串串



得られる． L 丽 N 丫 丱と置くと，

f丨x1, L丩 丽 丨ei(k1x1+k2L+
α
2 ) 丫 ei(k1L+k2x1−α2 )丩e−iβ/2 丫 丨e−i(k1x1+k2L+

α
2 ) 丫 e−i(k1L+k2x1−α2 )丩eiβ/2 丨串丱丱丩

− 丨ei(k1x1−k2L+ β
2 ) 丫 ei(k1L−k2x1− β2 )丩e−iα/2 − 丨e−i(k1x1−k2L+ β

2 ) 丫 e−i(k1L−k2x1− β2 )丩eiα/2 丨串丱串丩

丽 丨ei(k2L+
α
2 )e−iβ/2 − ei(−k2L+

β
2 )e−iα/2丩eik1x1 丫 丨e−i(k2L+

α
2 )eiβ/2 − e−i(−k2L+

β
2 )eiα/2丩e−ik1x1

丨串丱丳丩

丫 丨ei(k1L−
α
2 )e−iβ/2 − e−i(k1L−

β
2 )eiα/2丩eik2x1 丫 丨e−i(k1L−

α
2 )eiβ/2 − ei(k1L−

β
2 )e−iα/2丩e−ik2x1

丨串丱临丩

丽 串i 乳乩乮丨k2L丫
α− β
串

丩eik1x1 − 串i 乳乩乮丨k2L丫
α− β
串

丩e−ik1x1 丨串丱丵丩

丫 串i 乳乩乮丨k1L−
α丫 β

串
丩eik2x1 − 串i 乳乩乮丨k1L−

α丫 β

串
丩e−ik2x1 丨串丱丶丩

丽 −临 乳乩乮丨k2L丫
α− β
串

丩 乳乩乮丨k1x1丩− 临 乳乩乮丨k1L−
α丫 β

串
丩 乳乩乮丨k2x1丩. 丨串丱丷丩

よって，k1 6丽 k2を仮定すると，境界条件

乳乩乮丨k2L丫
α− β
串

丩 丽 乳乩乮丨k1L−
α丫 β

串
丩 丽 丰, 丨串丱丸丩

あるいは，

e2ik2(N+1) 丽 e−iαeiβ 丽
丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik2

丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik1
× eik1 丫 eik2 − 串ei(k1+k2)

eik1 丫 eik2 − 串
, 丨串丱丹丩

e2ik1(N+1) 丽 eiαeiβ 丽
丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik1

丱 丫 ei(k1+k2) − 串eik2
× eik1 丫 eik2 − 串ei(k1+k2)

eik1 丫 eik2 − 串
丨串串丰丩

を得る．これが開放端条件における乂乥乴乨乥方程式に対応する． 既存の結果と比較
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