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Abstract

Teo–Hughesで議論された回位（disclination）欠陥におけるゼロ状態 [1]について，px + ipy波超伝
導体の模型について数値計算によってゼロ状態の存在を確認した．

４回対称性の存在する系を考える．

ぞC4f
†
i 〨x, y〩

ぞC−14 〽 f†j 〨−y, x〩uji. 〨〱〩

この対称性変換を用いて，模型に回位欠陥を導入することができる．回位欠陥はC4対称性のみを用い
て導入できるが，並進対称性が存在する場合は，ゼロ状態を特徴づけるZ2不変量の波数空間不変量を
用いた表示がごづはほえふでとづびによって与えられている せ〱そ．本ノートではゼロ状態の数値計算結果につい
て記録するに留め，ごづはほえふでとづびの公式を検証は行わない．

1 模型

px 〫 ipy超伝導を例として回位欠陥の導入を説明する．整数サイト上に複素フェルミオンf
†
xを置く．

x ∈ Z2である．無限に拡がった平面上の模型は

ぞH 〽
∑
x

〨tf†x+x̂fx 〫 tf†x+ŷfx 〫 と.っ.〩 〫
〱

〲

∑
x

{、〨x〩〨if†x+x̂f
†
x − f

†
x+ŷf

†
x〩 〫 と.っ.}. 〨〲〩

ここで，、〨x〩はサイト依存するC数である． 、〨x〩が一定の場合は次の変換で定義されるC4対称性を
持つ．

ぞC4f
†
x
ぞC−14 〽 ±eπi4 f†c4x, ぞC4

4 〽 〨−〱〩F . 〨〳〩

ここでc4x 〽 〨−y, x〩である． ±の任意性はフェルミオンパリティ対称性から来る． ぞC4
4 〽 〨−〱〩Fであ

るから，〨−〱〩F対称性はZ8の ぞC4対称性の一部とみなすことができることに注意．以下では、〨x〩が一定
の場合を考え，、〨x〩 ≡ 、と書く．

回位欠陥を導入する．まず第一象限の自由度を消す．具体的には，x ≥ 〰かつy > 〰の自由度を消
す．次に，半直線x > 〰, y 〽 〰上の自由度のy方向の飛び移り項を，C4回転対称性を用いて構成する．
具体的には， ∑

x>0,y=0

{t〨 ぞC4f
†
x+ŷ

ぞC−14 〩fx 〫
〱

〲
、〨−〱〩〨 ぞC4f

†
x+ŷ

ぞC−14 〩f†x}〫 と.っ. 〨〴〩

〽
∑

x>0,y=0

{t〨±eπi4 〩f†c4x−x̂fx 〫
〱

〲
、〨−〱〩〨±eπi4 〩f†c4x−x̂f

†
x}〫 と.っ. 〨〵〩

と定義する．図１を見よ．

〱
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うどでふひづ 〱〺 サイト中心のC4回転によって構成された回位欠陥．

数値計算における実装は以下のようにすれば良い． Lを自然数とし，サイトをx, y 〽 −L, . . . , Lと
する．波数空間の模型は

H〨k〩 〽 〨t っはび kx 〫 t っはび ky − µ〩τz 〫
(

〰 、〨びどの kx 〫 i びどの ky〩
、∗〨びどの kx − i びどの ky〩 〰

)
τ

. 〨〶〩

サイト中心のC4対称性は

u〨k〩H〨k〩u〨k〩−1 〽 H〨c4k〩, u〨k〩 〽 U, U 〽 ±eπi4 τz , 〨〷〩

である．実空間模型を得るには，nx, ny ∈ Z方向の飛び移り項h〨nx, ny〩を

h〨nx, ny〩 〽
〱

〨〲π〩2

∫
dkxdkye

inxkx+inykyH〨k〩 〨〸〩

として得られる． C4回転のサイトへの作用を

C4 〺 〨x, y〩 7→ 〨−y, x〩 〨〹〩

とする． x, y方向ともに開放端条件を考える．回位欠陥の存在しない模型は

H〨x,x′〩 〽 δx+x̂,x′t〨〱, 〰〩 〫 δx,x′+x̂t〨−〱, 〰〩 〫 δx+ŷ,x′t〨〰, 〱〩 〫 δx,x′+ŷt〨〰,−〱〩 〫 δx,x′t〨〰, 〰〩. 〨〱〰〩

とする．上記模型Hから回位欠陥を含む模型を得るには，まず，存在しない自由度を含む飛び移り項
を消す．具体的には

H〨x〫 ぞx,x〩 〽 H〨x,x〫 ぞx〩 〽 〰, x 〽 −〱, . . . , L− 〱, y 〽 〱, . . . , L, 〨〱〱〩

H〨x〫 ぞy,x〩 〽 H〨x,x〫 ぞy〩 〽 〰, x 〽 〰, . . . , L, y 〽 〰, . . . , L− 〱, 〨〱〲〩

H〨x,x〩 〽 Ebig, x 〽 〰, . . . , L, y 〽 〱, . . . , L, 〨〱〳〩

と再設定する．ここで，低エネルギーの固有値に現れないようにEbig � 〱を適当に決める． C4回転対

称性で繋ぐ部分は

H〨〨−〱, x〩, 〨x, 〰〩〩 〽 Ut〨〰, 〱〩, H〨〨x, 〰〩, 〨−〱, x〩〩 〽 t〨〰,−〱〩U−1, x 〽 〱, . . . , L, 〨〱〴〩

とする．図〲に固有状態の密度プロットの例を示す．

この設定の下で，パラメータt, µ〬 U 〽 ±eπi4 τzの符号を変化させた場合に，ゼロ状態の有無につい
て数値計算すると，以下の結果を得た．

• ぃとづひの数の絶対値が±〱であるパラメータ領域，つまり|µ| < 〲|t|, µ 6〽 〰で，かつU 〽 −eπi4 τzの場合
に限り回位欠陥に局在するゼロ状態が出現する．

〲
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うどでふひづ 〲〺 L 〽 〱〰, t 〽 〱, µ 〽 〱.〲,、 〽 〱におけるエネルギー固有状態の密度プロット．固有値の絶対値
の小さい方から〶つを示した．上図はU 〽 e

πi
4 τz 〮 下図はU 〽 −eπi4 τz 〮 非ゼロのぃとづひの数に由来

する端状態が確認できる．有限サイズ効果により回位欠陥ゼロ状態は端ゼロ状態と重ね合わ
せ状態を組む．

④ 〇-90鼾点:::謝節で喪11ー。 。| 川てい

。腱い

うどでふひづ 〳〺 〨〱/〲, 〱/〲〩中心の回位欠陥．

1.1 C4回転の中心を(1/2, 1/2)に取った場合

模型は並進対称性が存在するので，〨〱/〲, 〱/〲〩中心のC4回転対称性も存在する．

c4 〺 〨x, y〩 7→ 〨−y 〫 〱, x〩. 〨〱〵〩

対応する回位欠陥を図〳に示す．

回位欠陥ゼロ状態の有無が〨〰, 〰〩中心のC4回転の場合と比べて変化する．波数空間における対称性
は

u〨k〩H〨k〩u〨k〩−1 〽 H〨c4k〩, u〨k〩 〽 Ueiky , U 〽 ±eπi4 τz , 〨〱〶〩

である．因子eikyに注意．因子eikyは波数空間における高対称点の不変量に影響する．

回位欠陥の模型は以下のように構成する．まず，存在しない自由度を含む飛び移り項を消す．具体
的には

H〨x〫 ぞx,x〩 〽 H〨x,x〫 ぞx〩 〽 〰, x 〽 〰, . . . , L− 〱, y 〽 〱, . . . , L, 〨〱〷〩

H〨x〫 ぞy,x〩 〽 H〨x,x〫 ぞy〩 〽 〰, x 〽 〱, . . . , L, y 〽 〰, . . . , L− 〱, 〨〱〸〩

H〨x,x〩 〽 Ebig, x 〽 〱, . . . , L, y 〽 〱, . . . , L, 〨〱〹〩

と再設定する． C4回転対称性で繋ぐ部分は

H〨〨〰, x〩, 〨x, 〰〩〩 〽 Ut〨〰, 〱〩, H〨〨x, 〰〩, 〨〰, x〩〩 〽 t〨〰,−〱〩U−1, x 〽 〱, . . . , L, 〨〲〰〩

〳



とする．図〲に固有状態の密度プロットの例を示す．

この設定の下で，パラメータt, µ〬 U 〽 ±eπi4 τzの符号を変化させた場合に，ゼロ状態の有無につい
て数値計算すると，以下の結果を得た．

• ぃとづひの数の絶対値が±〱であるパラメータ領域，つまり|µ| < 〲|t|, µ 6〽 〰において， 〨ど〩tとµが同符号

でかつU 〽 −eπi4 τzの場合，及び， 〨どど〩tとµが異符号でかつU 〽 e
πi
4 τzの場合に，回位欠陥に局在す

るゼロ状態が出現する．

2 コメント

回位欠陥を導入することは，円錐上の模型を考えることと等価であり，特に，ねじれ境界条件によっ
て導入される線欠陥を複素フェルミオンのさ〨〱〩位相回転によってぜならす〢ことができる場合は，模型
のパラメータが断熱的に実空間変化する円錐上の模型と等価．この場合の円錐上のpx 〫 ipy超伝導体の
ゼロ状態については，せ〲そで議論されている．ゼロ状態はバルクギャップが保たれている限り安定であ
るので，任意の中心角の円錐に対して，ギャップ関数の位相の巻き付きに類似の指数定理，あるいは
半古典的なトポロジカル不変量が存在するはずである．
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