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Abstract

行列をあるランクkの行列で近似する，Eckart–Young-Mirskyの定理の証明のメモ．

m× n行列A ∈ Matm,n(C)に対して，Aの特異値分解を

A = UΣV † =

rank(A)∑
i=1

σiuiv
†
i , σ1 ≥ σ2 ≥ . . . (1)

とする． Frobeniusノルムの定義は

||A||F =

√∑
ij

|aij |2 =
√

tr [A†A] =

√√√√rank(A)∑
i=1

σ2
i . (2)

ここで，σiはAの特異値．

Ak =

k∑
i=1

σiuiv
†
i (3)

と書く．主張は以下．� �
2ノルム, Frobeniusノルムの意味で，Aのランクkの行列による最良の近似はAkで与えられる．つ
まり，任意のランクkの行列Bkに対して，

||A−Bk||F ≥ ||A−Ak||F , ||A−Bk||2 ≥ ||A−Ak||2, (4)

が成立する．� �
[1]の証明のメモ． Wyelの不等式より，任意のi, jに対して，

σi+j−1(X + Y ) ≤ σi(X) + σj(Y ) (5)

が成立． Bのランクをkとする． σi>k(B) = 0に注意． j = k + 1, X = A−B, Y = Bとして，

σi+k(A) ≤ σi(A−B) + σk+1(B) = σi(A−B). (6)

すると，

||A−B||2 = σ1(A−B) ≥ σk+1(A) = σ1(A−Ak). (7)

||A−B||2F =
∑
i

σ2
i (A−B) ≥

∑
i

σ2
i+k(A) = ||A−Ak||F . (8)

系として以下を得る．
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� �
規格化された状態|ψ〉に対して，Schmidt分解を|ψ〉 =

∑
i≥1 λi |Li〉 |Ri〉とする． |φk〉をSchmidtラン

クkの規格化された状態とする．次が成立する．

| 〈ψ|φk〉 | ≤
∑
i≤k

λ2i . (9)

� �
（証明）kランク近似を|ψk〉 =

∑
i≤k λi |Li〉 |Ri〉とする． (8)より

|| |ψ〉 − |φk〉 ||2 ≥ || |ψ〉 − |ψk〉 ||2 (10)

である．

2− 2Re 〈ψ|φk〉 ≥ 1 + 〈ψk|ψk〉 − 2Re 〈ψ|ψk〉 (11)

より

Re 〈ψ|φk〉 ≤ Re 〈ψ|ψ̃k〉+ 1− 〈ψk|ψk〉 /2 ≤
∑
i≤k

λ2i (12)

|φk〉の位相は任意なので，主張を得る．
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