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BdGハミルトニアンは

Hk =

(
hk ∆k

∆†k −hT−k

)
, ∆T

k = −∆−k. (1)

これは以下のPHSを課すことと同値である．

CHkC
−1 = −H−k, C = τxK. (2)

1 1D，クラスDIII

さらにTRSを課す．一般化して，ある対称線上で有効的にTRSが存在する場合など，TRSの行列がk依
存する場合を考えよう．

TkHkT
−1
k = H−k, Tk =

(
uT,k

u∗T,−k

)
K, uT,−ku

∗
T,k = −1. (3)

以下と同値．

uT,kh
∗
ku
†
T,k = h−k, uT,k∆∗ku

T
T,−k = ∆−k = −∆T

k . (4)

カイラル対称性は，

Γk = iT−kC =

(
iuT,−k

iu∗T,k

)
, Γ2

k = 1, (5)

ΓkHk = −HkΓk. (6)

Γk = ±なる基底を導入する．

U±,k =
1√
2

(
1

±iu∗T,k

)
. (7)

基底U±,kは一般にk依存する． (U+,k,U−,k)なる基底におけるハミルトニアンHkの非対角の(2, 1)成分
をqkとする．具体的には，

qk = U†−,kHkU+,k = hk + i∆ku
∗
T,k. (8)

h†k = hkに加えて

(∆ku
∗
T,k)† = uTT,k∆†k = uT,−k∆∗−k = ∆ku

∗
T,k (9)

であるから，∆ku
∗
T,kもエルミート行列であり，qkの表式は実部と虚部の分解であることに注意．さら

に，

qTk = (q†k)∗ = (hk − i∆ku
∗
T,k)∗ = h∗k + i∆∗kuT,k (10)

= u†T,kh−kuT,k + i(u†T,k∆−ku
∗
T,−k)uT,k = u†T,k(h−k + i∆−ku

∗
T,−k)uT,k = u†T,kq−kuT,k (11)
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より，

(qkuT,k)T = −q−kuT,k. (12)

したがって対称点−k ≡ kにおいてはパフィアンが定義できる．

Pf [qkuT,k], k = 0, π. (13)

以下の量を導入する．

z[Hk] =
Pf [q0uT,0]

Pf [qπuT,π]
exp

1

2

∫ π

0

d log det qk ∈ {±1}. (14)

z[Hk]は行列uT,kで決まる何らかのZ2値に量子化する：

z[Hk]2 =
det[q0uT,0]

det[qπuT,π]
exp

∫ π

0

d log det qk ∈ {±1} =
det[uT,0]

det[uT,π]
∈ U(1). (15)

行列uT,kはハミルトニアンに依存せず，ハミルトニアンが定義されている原子絶縁体のみによって決
まる． ±1に量子化し，かつ自明なハミルトニアンに対して1を与えるトポロジカル不変量を定義する
には，自明なハミルトニアンにおけるz[Htriv

k ]との比を取れば良い． Z2不変量を以下のように定義す
る．

(−1)ν[Hk] :=
z[Hk]

z[Htriv
k ]

∈ ±1. (16)

注意として，z[Hk], z[Htriv
k ]の表式において，共通の基底U±,kを取る． 自明なハミルトニアンHtriv

k と
は，フェルミオンが一つも詰まっていない真空を考えることができる．具体的には，ケミカルポテン
シャルがµ→ −∞の極限を考えて，自明なハミルトニアンは

hk ≡ 1, ∆k ≡ 0, (17)

と取れば良い．すると，

qk ≡ 1 (18)

であるので，

z[Htriv
k ] =

Pf [uT,0]

Pf [uT,π]
. (19)

よって，Z2不変量は以下で与えられる．

(−1)ν[Hk] =
Pf [q0uT,0]/Pf [uT,0]

Pf [qπuT,π]/Pf [uT,π]
exp

1

2

∫ π

0

d log det qk ∈ {±1}. (20)

1.1 フェルミ面公式

超伝導体のトポロジカル数はフェルミ面近傍でのみ決定される． z[Hk]を，

(i) k = 0, πにフェルミ面は存在しない．

(ii) ∆kはフェルミ面の近傍でのみ微小な有限値を持つ．

(iii) フェルミ面に縮退はない．

という仮定もとで計算する．時間反転対称性だけ考えている場合は，(i),(ii)の範囲内でフェルミ面の
縮退を連続的に消すことができる．他の対称性（例えば空間反転対称性）が存在する場合は(iii)の仮定
が成り立たない場合があるが，縮退が避けられない場合は別途考える．
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上記仮定より，det qkの位相はフェルミ面（dethk = 0）近傍でのみ変化する．フェルミ面をnでラ
ベルし，フェルミ面上の状態を|nk〉と書く． εnk = 〈nk|hk|nk〉とする．フェルミ面n近傍でqkを近似す
ると，

hk + i∆ku
∗
T,k ∼

(
∂kεnknF (k − knF ) + iδnknF

)
|nk〉 〈nk|+

∑
m6=n

εmk |mk〉 〈mk| . (21)

ここで，

δnknF = 〈nk|∆ku
∗
T,k|nk〉 |k=knF ∈ R\{0} (22)

とおいた．また，
∑
m 6=nはフェルミ面以外のバンドからの寄与．フェルミ面n近傍から積分

∫
d log det qkへ

の寄与は， ∫ knF+δk

knF−δk

∫
d log det qk = |log |qk||knF+δk

knF−δk − πisgn(∂kεnknF )sgn(δnknF ) (23)

となる．全てのフェルミ面の寄与を足し上げると，∫ π

0

d log det qk = log |det qπ| − log |det q0| − πi
∑
εnk=0

sgn(∂kεnk)sgn(δnk) (24)

となる．よって，

exp
1

2

∫ π

0

d log det qk =

√
|det qπ|√
|det q0|

exp−πi
2

∑
εnk=0

sgn(∂kεnk)sgn(δnk). (25)

符号σ ∈ ±1に対して，

e
πi
2 σ = i× σ (26)

であるので，

exp−πi
2

∑
εnk=0

sgn(∂kεnk)sgn(δnk) =
∏
εnk=0

−isgn(∂kεnk)sgn(δnk) (27)

=
∏
εnk=0

−isgn(∂kεnk)
∏
εnk=0

sgn(δnk) (28)

= (−i)
∑
εnk=0 sgn(∂kεnk)

∏
εnk=0

sgn(δnk) (29)

と書くことができる． k = 0, πにおいてフェルミ面が存在しないという仮定のもとで，k = 0, πにおけ
る占有バンドの数N0, Nπは不変．第一因子はk = 0, πにおける占有バンドの数N0, Nπで決まる．∑

εnk=0

sgn(∂kεnk) = N0 −Nπ. (30)

TRSよりN0, Nπは非負偶数であることに注意する．この段階でZ2不変量は

(−1)ν[Hk] =
Pf [q0uT,0]/Pf [uT,0]

Pf [qπuT,π]/Pf [uT,π]
×
√
|det qπ|√
|det q0|

× (−1)
N0−Nπ

2 ×
∏
εnk=0

sgn(δnk) (31)

となる．
パフィアンの符号Pf [q0uT,0], sgn Pf [qπuT,π]を計算する． k = 0, πとして，kを略す．仮定(i),(ii)よ

り，k = 0, πにおいては∆k ∼ 0と置き換えて良い．

Pf [quT ] = Pf [huT ]. (32)
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hを対角化する基底を導入する． Kramers対を|χI〉 , |χII〉として，

uT |χI〉∗ = |χII〉 , uT |χII〉∗ = − |χI〉 (33)

なる基底U = (|χI〉 , |χII〉 , . . . )を取ると， N ∈ 2Zを占有状態の数として，

hU = UΛ⊗ 12, Λ =

ε1 . . .

εn

 , (34)

uTU
∗ = U1n ⊗ (−iσy) (35)

とおける．ここで2n ∈ 2Zは全バンド数であり，εj 6= 0はクラマース縮退のエネルギー固有値．する
と，

Pf [huT ] = Pf
[
U(Λ⊗ 12)U†uT

]
(36)

= Pf
[
U(Λ⊗ 12)(−uTU∗)T

]
(37)

= Pf
[
U(Λ⊗ 12)(−U1n ⊗ (−iσy))T

]
(38)

= Pf
[
U(Λ⊗ 12)(1n ⊗ (−iσy))UT

]
(39)

= Pf
[
U(Λ⊗ (−iσy))UT

]
(40)

= detUPf [Λ⊗ (−iσy)] (41)

= detU

n∏
j=1

(−εj). (42)

さらに，

Pf uT = Pf [U1n ⊗ (−iσy)UT ] = detU(−1)n, (43)

√
|det q| =

√
|deth| =

n∏
j=1

|εj |, (44)

に注意すると結局，

Pf [quT ]

Pf [uT ]
√
|det q|

=

n∏
j=1

sgn εj = (−1)N/2 (45)

を得る． Nは占有状態の数．
以上より，Z2不変量のフェルミ面公式 [1]

(−1)ν[Hk] =
∏
εnk=0

sgn(δnk) (46)

を得る．
最終的な表式はバンドが縮退している場合に拡張できる．縮退バンド内のラベルをa = 1, . . . , Inと

すると，

(−1)ν =
∏
εnk=0

sgn det(〈nak|∆ku
∗
T,k|nbk〉)a,b=1,...,In (47)

となる．
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1.2 例

内部自由度として，スピン1/2と軌道自由度を仮定し，

uT = −iσy, ∆k = (ψk + dk · σ)(iσy) (48)

とする． ∆ku
∗
T = ψk + dk ·σであり，∆ku

∗
Tはエルミートであるので，ψk,dkはエルミート行列である．

ψk + dk · σのフェルミ面上の状態|nak〉における固有値の符号の積がZ2不変量に寄与する．
さらに簡単な状況として，軌道自由度が存在せず，バンドがスピン空間で縮退する場合は，あるフ

ェルミ面からZ2不変量への寄与は，

sgn det(ψk + dk · σ) = sgn (ψ2
k − d2k) (49)

となる．

1.3 DIII＋偶の鏡映対称性

TRSに加えて，以下の波数を変化させないユニタリーな対称性がさらに存在する場合を考える．

mkhkm
†
k = hk, mk∆km

T
−k = ∆k, m2

k = −1, (50)

uT,km
∗
k = m−kuT,k. (51)

BdGハミルトニアンに対する対称性は

Mk =

(
mk

m∗−k

)
. (52)

関係式

M2
k = −1, TkMk = M−kTk, CMk = M−kC (53)

より，有効的なAZクラスはAIIITであり，Mk = ±iにおける巻き付き数W±iが定義でき，Wi,W−iの間
には，カイラリティの定義に依存して，Wi = ±W−iの関係がつく． Mk = iセクターの巻き付き数を
定義する．
前節と同様に，行列qkを導入する．

qk = hk + i∆ku
∗
T,k. (54)

すると，

mkqkm
†
k = mkhkm

†
k + imk∆km

T
−km

∗
−ku

∗
T,km

†
k = hk + i∆ku

∗
T,k = qk (55)

であるので， qkはmk = ±iのセクターに分かれる． mk = ±iなる周期的な基底B±,k,B±,2π = B±,0を導
入して，

q±,k = h±,k + i∆̃±,k, (56)

h±,k = B†±,khkB±,k, ∆̃±,k = B†±,k∆ku
∗
T,kB±,k, (57)

とおき，巻き付き数を以下で定義する．

W±i =
1

2πi

∮
d log det q±,k. (58)

フェルミ面公式は，

W±i = −1

2

∑
ε±nk=0

sgn(∂kε
±
nk)sgn(δ±nk). (59)
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ただし，

ε±nk = 〈nk|h±,k|nk〉 , δ±nk = 〈nk|∆̃±,k|nk〉 . (60)

W±iの表式であるが，今の場合はk 7→ −kなる対称性も存在するので，独立な領域k ∈ [0, π]におい
てトポロジカル不変量を定義したい． uT,km

∗
k = m−kuT,kに注意すると，

B−,k = uT,−kB∗+,−k (61)

と置くことができる．すると，

q−,k = B†−,k(hk + i∆ku
∗
T,k)B−,k (62)

= BT+,−ku
†
T,−k(hk + i∆ku

∗
T,k)uT,−kB∗+,−k (63)

= BT+,−k(h∗−k − i∆∗−kuTT,k)B∗+,−k (64)

= q∗+,−k. (65)

これから，Wi = W−iが確かめられる．独立な積分領域k ∈ [0, π]で不変量を定義するには， TRIMにお
ける関係式

q−,0 = q∗+,0, q−,π = q∗+,π (66)

に注意すると，以下がwell-definedな巻き付き数であることがわかる．

Wm =
1

2πi
(

∫ π

0

d log det q+,k +

∫ 0

π

d log det q∗−,k) ∈ Z. (67)

変形して，

Wm =
1

2πi

∫ π

0

(d log det q+,k + d log det q−,k) ∈ Z. (68)

B±,kのゲージに依存しない表式を得るには，

Wm[Hk] :=

∫ π

0

d log det qk ∈ R (69)

として，自明なハミルトニアンからの寄与を引けば良い．

Wm[Hk]−Wm[Htriv
k ] ∈ Z. (70)

フェルミ面公式は，

Wm[Hk]−Wm[Htriv
k ] = −1

2

∑
εnk=0,k∈(0,π)

sgn(∂kεnk)sgn(δnk). (71)
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